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Forord

I Lararutbildningskommitténs slutbetankande (SOU 1999:63) star det:
Studenterna kan rikta sin utbildning mot kunskapsomraden som kan vara amnes-
specifika eller tvérvetenskapliga till sin karaktar. Inom dessa omraden skall rela-
tionen mellan "skoldmnen" och "universitetsaimnen" lyftas fram. ... Inriktningarnas
amnen/amnesomraden skall struktureras sa att de omfattar saval fragor om vad
undervisningen i skolan och larandet skall handla om som betingelserna for att ett
larande skall ske hos elever. (s. 130)

I L&roplanskommitténs betdnkande (SOU 1992:94) Skola foér bildning
finner man en &nnu stérre medvetenhet om universitetsémnenas begransade
anvéndbarhet som teorier for hur man hjalper till att bygga upp en

begreppsvérld fér barn och ungdomar:
De fragor och kunskapsomraden som skall behandlas skall inte framst bestammas
med utgangspunkt i vetenskapliga discipliner ...(s. 78)

Kunskaper inom en s.k. skolamnesteori (det som Kilborn (1989) kallar for
didaktisk @mnesteori) &r vél etablerade inom den matematisk/naturveten-
skapliga sektorn. | Goteborg har det sedan 1970-talet bedrivits en &mnes-
didaktisk forskning. Under 1990-talet tonades emellertid debatten kring
amnesdidaktik ned samtidigt som allméndidaktiken fick ett uppsving.
Arbetsformer och arbetssétt blev pa sa satt Gverordnat undervisningens
innehéll. Dagslaget ar att den nya lararutbildningen verkar marginalisera
skolamnesteorin i matematik. Var enhet har till exempel tappat stérre delen
av den amnesteori som vi undervisat om under de senaste 10 aren, detta
trots att behovet av en skoldmnesteori i matematik aldrig varit stérre &n nu.
Det &r detta behov av skolrelaterad &mnesteori i matematik som rapporten
handlar om.

En av pionjarerna inom svensk matematikdidaktik ar Wiggo Kilborn. Det
ar hans forsknings- och utvecklingsarbete och hans skrifter som hittills
utgjort grunden for den skolrelaterade amnesteorin i vara matematikkurser.
Jag, och ménga av mina kolleger har upplevt hur denna "didaktiska &mnes-
teori" givit forklaringar till varfor elever har problem med att forsta olika
typer av amnesinnehall. Samtidigt har vi fatt ett sprak som vi tidigare
saknat for hur man kan beskriva olika fenomen och situationer som méter
oss i klassrummet - fran forskoleklassen till gymnasiet. Med denna rapport
gor jag ett forsok att beskriva och utveckla det arbete som Kilborn paborjat.

Ett viktigt skal for mig att skriva den har rapporten &r de problem jag
iakttagit under mitt avhandlingsarbete som omfattar klassrumsobser-
vationer av matematikundervisning. Samtliga de larare jag studerat har
problem med att (for eleverna) forklara det d&mnesinnehall de undervisar



om. De har ocksa problem med att konkretisera amnesinnehallet. Under
senare ar har en rad forskningsrapporter visat pa liknande problem pa andra
hall i varlden.

Ndr jag presenterade en preliminar version av den har rapporten pa Enheten
for amnesdidaktik, forstod jag hur svart det ar att bryta ny vag. Mycket av
det som for mig ar klart och entydigt visade sig vara mindre klart for andra,
speciellt for dem som representerade andra amnen. FoOr att undanrdja
sddana problem har jag forsokt reda ut en del begrepp i kapitel 3. En fraga
som livligt debatterades var vad en amnesteori for skolmatematikens
innehall skall kallas. Jag har i den har rapporten anvant arbetsnamnet
Amnesdidaktisk teori for matematikundervisning. Syftet med den har rap-
porten &r dels att visa vilket arv av didaktiska kunskaper vi har i Goteborg,
dels att initiera en forutsattningslos debatt om vilket innehall som bor
finnas i en utbildning av larare i matematik. Denna debatt bér utmynna i ett
utvecklingsarbete déar personer med olika kompetens samverkar till att
utveckla en amnesdidaktisk teori for matematikundervisningens innehall.

Under ett studiebesok i Kalifornien sommaren 2002 hade jag férmanen att
traffa Liping Ma och diskutera &mnesdidaktisk teori ur ett internationellt
perspektiv. Tack Liping for det stod du gav mig! Jag vill ocksa tacka Bjorn
Andersson, Bo Anderson, Frank Bach, Carl-Henrik Fant, Johan Haggstrom,
Berner Lindstrom, Aadu Ott, Anita Wallin och Inga Wernersson for kri-
tiska och vardefulla synpunkter som i flera fall fatt mig att tinka om och
revidera rapporten. Sist men inte minst vill jag tacka Wiggo Kilborn. Hans
pionjarbete, och de diskussioner detta lett till pa matematikavdelningen, har
varit min inspirationskélla till att skriva rapporten. Ett stort tack, Wiggo,
aven for synpunkter, engagemang och intensiva diskussioner under rappor-
tens tillkomst.

| rapporten skriver jag ofta "vi" och "vér uppfattning”. Det galler da asikter
och synsétt som jag delar med mina narmaste kolleger.

Maélnlycke i oktober 2002

Madeleine Lowing
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1. Inledning

I mitten av 1980-talet skedde né&got av ett paradigmskifte inom utbildnings-
omradet i och med tva konferenser vars innehéll senare dokumenterades i
béckerna Fackdidaktik, del 1 - 3 (Marton, 1986). Det héar ledde till att
lararutbildningarna kom att fokuseras pa de tva begreppen d@mnesdidaktik
och allméndidaktik. Trots att &mnesdidaktik numera &r ett examensdmne
vid Goteborgs universitet har man emellertid inte pa djupet diskuterat vad
som menas med matematikdmnets didaktik och &nnu mindre vilken typ av
amnesteori som bor utgdra grunden fér de amnesdidaktiska vad och hur-
fragorna. Det ar framfor allt behovet av och innehéllet i en &mnesdidaktisk
teori fér matematikundervisning som behandlas i den har rapporten.

Syftet med en &mnesdidaktisk teori for matematikundervisning ar att syste-

matisera och forklara undervisning och inlarning av ett &mnesinnehall

o utgéende fran olika mal och syften,

e med hénsyn tagen till olika individers forkunskaper och behov av
kunskaper och

o utgéende fran teorier om undervisning och inlarning.

De viktigaste avndmarna for den hér teorin ar lararutbildningarna. Av det
skalet inleds rapporten i kapitel 2 dels med kommentarer till mal och syften
med den nya lararutbildningen, dels med att forklara vad vi menar med ett
lararperspektiv.

Ett problem med att introducera och diskutera en ny teori &r att termer och
begrepp &nnu inte &r etablerade. Detta leder l4tt till missuppfattningar. For
att undanroja sadana problem &agnas kapitel 3 &t att klarldgga vissa begrepp
och termer som anvinds i rapporten samt at att visa att den &mnes-
didaktiska teorin har de egenskaper som kravs av en teori. Det &r ocksa
viktigt att klargora skillnaderna mellan en amnesdidaktisk teori for
matematikundervisning och den teori som anvands inom den akademiska
disciplinen matematik.

Ett av syftena med en &mnesdidaktisk teori i matematik (avsedd for
matematikundervisning) &r att analysera och systematisera det &mnesinne-
hall som skall formedlas till eleverna med hjalp av en amnesdidaktik. Ett
dilemma ar da att inneborden i begreppet amnesdidaktik inte ar helt klart.
Kapitel 4 dgnas darfor &t vad som kan menas med dmnesdidaktik.

| jamforelse med begreppet &mnesdidaktik, sa &r begreppet allmandidaktik

relativt val utrett. Detta faktum diskuteras i kapitel 5. Har behandlas &ven
en del akuta problem inom matematikundervisningen som under senare ar
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beskrivits i saval amerikanska som svenska utvarderingar. Var uppfattning
ar att en hel del av dessa problem ar en foljd av bristande teoretiska
kunskaper om innehéllet i matematikundervisningen.

Mot de bakgrunder som hittills beskrivits ar det i kapitel 6 dags att mer
ingdende beskriva den dmnesdidaktiska teorin for matematikundervisning.
Forst beskrivs behovet av en teori och dérefter att det redan har gjorts en
hel del forarbete for att bygga upp teorin. Det finns saledes kunskaper att
utga fran infor ett fortsatt arbete med teorin. Vidare ges exempel pa hur den
har typen av teoribildning under senare ar fatt ett allt starkare internationellt
stod.

Ett stort problem vid introduktionen av en teori, ar att kunna beskriva saval

teorin, som behovet av den, pa ett konkret sitt. Detta ar inte minst viktigt

nar det galler en teori som skall ligga till grund for larares undervisning. En

sadan konkretisering sker i kapitel 7. Med hjalp av fyra relativt utforliga

exempel beskrivs olika aspekter av teorin sa att man pa djupet skall kunna

forstd vad den handlar om. Observera emellertid att dessa exempel inte

beskriver teorin i sig utan

e hur det kan ga till att bygga upp delar av teorin genom forskning och
beprévad erfarenhet

o vikten av att teorin &r relevant med avseende pa det territorium den skall
forklara och forstaelig for den som skall anvanda teorin

o att det alltid maste ske en samordning mellan skolamnesteorin och den
amnesdidaktik som gér ut pa att omsatta teorin i praktiken.

I kapitel 8, slutligen gérs en sammanfattning av rapporten med siktet
installt mot framtiden



1. En ny lararutbildning och lararperspektivet

I slutet av 1980-talet fick vi en ny grundskolldrarutbildning i vilken tanken
var att man skulle vava samman det basta fran de tidigare utbildningstradi-
tionerna. Ungefar 10 ar senare var det dags for en ny reform. I inledningen
till U 2000/01:UbU3 kan man lasa motiveringen till detta:
Utskottet pekade pa att de snabba foérandringarna i omvérlden kraver en ny lararroll.
(s. 1)

I de direktiv som gavs till Lararutbildningskommittén i april 1997 beskrivs
ett viktigt skal till denna forandring namligen att malen och styrningen for

skolan forandrats
vilket bl.a. innebér att lararna forvantas sjélva utveckla nya satt att organisera och
leda arbetet i skolan. Hur eleverna skall nd malen &r det lararnas uppgift att avgora.
Den forandrade lararrollen kraver enligt regeringen ett ledarskap med professionella
kunskaper om hela verksamheten - lararen maste kunna ta ansvar for saval
overgripande mél som amnesspecifika - vara bade specialist och generalist. Larar-
yrket kraver ocksd mer av en teoretisk kompetens (dir. 1997:54) (s. 1)

De skolreformer som skett under senare ar har medfort att ett stort ansvar
nu ligger pa den enskilde lararen. Detta kraver i sin tur att lararna i sin
utbildning ges s& goda professionella kunskaper att det ar mojligt for dem
att ta detta ansvar. Ett viktigt krav pa utbildningen ar darfor att den ar
relevant for den pedagogiska yrkesverksamheten och att de teorier man
studerar later sig transponeras till praktisk yrkeskunnande. Detta kréver en

breddad vetenskaplig bas:
Regeringen forklarar i propositionen att den delar kommitténs bedémning att det
behdvs en starkt och breddad vetenskaplig bas for lararutbildningen med relevans for
den pedagogiska yrkesverksamheten. Ett viktigt skél till att starka forskningen och
forskarutbildningen &r enligt regeringen att 6ka och bredda kunskaperna kring
larande och pedagogiskt arbete, sa att lararyrket kan utvecklas. (s. 14)

Vad som menas med vetenskaplig bas, och vilka vetenskaper som avses,
framgar emellertid inte. Den hér fragan ar speciellt intressant ur Goteborgs
perspektiv dar vi i 30 ar bedrivit ett forsknings- och utvecklingsarbete inom
matematikens och naturvetenskapernas didaktik. Resultatet av denna forsk-
ning har gett viktiga bidrag till innehallet i grundskollararutbildningen.

2.1 Lararprogrammet i Goteborg

I en uthildningsplan, Lararprogrammet 120 - 220 poang en férnyad
lararutbildning vid Géteborgs universitet 2001 - 2002, beskrivs hur man i
Goteborg har tankt sig den nya lararutbildningen. Ett viktig inslag i denna

nya utbildning &r universitetens stora frihet att profilera sig:
Landets olika lararutbildningar har nu méjlighet att battre tillvarata det som &r unikt
ifraga om forskning och undervisning vid respektive larosate. Larosatena beslutar nu



sjadlva om sin organisation och om hur utbildningen skall styras. Vid Goteborgs
universitet kommer darfor lararutbildningen att fa en "géteborgsprofil”. (s. 3)

Det didaktiskt orienterade amnesinnehall som vi sedan slutet av 1980-talet
kunnat arbeta med inom MaNO-lararutbildningen utgdr enligt var uppfatt-
ning en intressant del av denna "goéteborgsprofil”. Géteborgs universitet var
namligen tidigt ute nér det galler &mnesdidaktisk forskning och kunskaps-
bildning, nagot som beskrivs mer utforligt i kapitel 4. Det &r kanske den
typen av forsknings- och utvecklingsarbete man har haft i atanke nar man i
regeringspropositionen dnskade en "starkt och breddad vetenskaplig bas for
lararutbildningen med relevans for den pedagogiska yrkesverksamheten”.

Den nya lararutbildningen har nu pagatt en tid och det finns i dag ett antal
kursplaner for utbildning inom matematik- och NO-omradena. Néar det
géller &mnet matematik finner man i dessa kursplaner farre inslag av en
amnesdidaktisk "goteborgsprofil* &n tidigare. De inslag som finns
forekommer i stort sett bara i de kursplaner som &r inriktade mot de tidigare
aldrarna. Detta bor sattas i relation till det stora behov av att férandra mate-
matikundervisningen som lyfts fram av bl.a. Grevholm (1993) och NCM
(2001) och som inte minst géller undervisningen pa hogstadiet och gym-
nasiestadiet.

I Lararprogrammet 120 - 220 poéang (2001) kan man vidare lasa:
Det évergripande malet for lararutbildningen &r att studenterna skall lagga grunden for en
yrkeskompetens. Denna kompetens &r komplex och byggs upp av olika kunskaper. Det géller
bl.a. goda kunskaper i och om ett &mne eller ett &mnesomrade, insikter om bade lirandet och
larandets villkor och om barns och ungdomars olika majligheter, problemldsningsforméga
och vilja att standigt lara nytt. (s. 3)
Som lararutbildare ar det latt att halla med om detta, men de avgdrande
fragorna ar vem som beslutar om vad och vad som menas med "goda kun-
skaper i och om ett &mne". En annan viktig fraga &r vilka d&mnen och

kunskaper som avses och vilken relevans dessa har for lararyrket?

Né&r det géller &amnet matematik finns det all anledning att reflektera éver

vad Morris Kline (1953) skriver i boken Mathematics in Western Culture,

delvis med hénvisning till Bertrand Russell:
The distinction we have drawn between pure and applied mathematics is precisely
what Bertrand Russell had in mind when he made the seemingly flippant but entirely
justified remark that pure 'mathematics is the subject in which we never know what
we are talking about, nor whether what we are saying is true'. Of course many a
person entertained such thougts about mathematics without encouragement from
Russell. ... Mathematicians do not know what they are talking about because pure
mathematics is not concerned with physical meaning. (s. 516)



I en artikel i boken Kommunicera naturvetenskap i skolan (Strémdahl,
2002) skriver Borje Ekstig nagot liknande med avseende pa naturveten-
skap:
Jag vill i detta kapitel ge ndgra synpunkter pa det spanningsfalt som finns mellan
elevernas forhandsuppfattningar och naturvetenskapliga begrepp. Om undervis-
ningen inte lyckas overbrygga detta spanningsfalt pd ett ur elevernas perspektiv
tillfredsstallande sétt, kommer denne elev att forlora tilltron till sin egen formaga att
lara naturvetenskap. (s. 149)

For den som bedrivit forskning kring skolelevers uppfattningar om och
kunskaper i matematik ar det uppenbart att det Ekstig har skriver i lika hog
grad galler for &amnet matematik. Ekstig utvecklar i artikeln det som just
citerats och hanvisar da till Wolpert (1992)
Wolpert framhaller att naturvetenskapen i den vasterlandska kulturen &r unik. Den
bygger inte p& vardagserfarenhet eller sunt férnuft, den &r abstrakt och matematisk,
den har inte med teknik att gora ... Wolpert papekar vidare att manga manniskor
accepterar naturvetenskapliga lagar, inte for att de forstar dem utan for att det har
sagts till dem att de &r sanna. ... Wolperts huvudtes ar den att manga missforstand
om naturvetenskap skulle kunna undvikas om man insdg hur onaturlig natur-
vetenskapen dr. ... Naturligt tdnkande, vanligt vardagligt tdnkande, kan aldrig leda
till en forstdelse av naturvetenskapens karaktar. (s. 150, 151)

Vad Ekstig har lyfter fram ar att de modeller som anvéands inom natur-
vetenskaplig forskning for l&nge sedan passerat vad som kan uppfattas av
andra an specialister inom omradet. Modeller som &r viktiga for att
utveckla vetenskapen &ar samtidigt s& komplicerade for vardagsmanniskan
(och skoleleven) att de inte kan anvéndas till att bygga upp en naturveten-
skaplig vardagsuppfattning. For detta krdvs en teori som anpassats till det
behov och de férkunskaper som finns hos vardagsmanniskan. Vad som just
skrivits om naturvetenskap galler i lika hég grad for matematik. (Se t.ex.
Grevholm, 1993) Det &r inte en slump att sa manga elever flyr fran de
matematisk/naturvetenskapliga utbildningarna.

Om man relaterar vad som nyss skrivits till skolans styrdokument och
vardegrund, s har man all anledning att fraga vad som menas med en
amnesteori i matematik "med relevans fér den pedagogiska yrkesverk-
samheten™ och om dmnesteorin i dagens l&rarutbildning l&gger “grunden
for en yrkeskompetens” som enligt Lararprogrammet &r "komplex och
byggs upp av olika kunskaper". Forklarar denna teori de problem som
uppstar da lararen skall kommunicera ett &mnesinnehall med sina elever
och kan den "kopplas till de verksamhetsforlagda delarna i utbildningen™?
Detta ar fragor som kommer att diskuteras och konkretiseras ldngre fram i
den hér rapporten.



Det som hittills framforts i det har kapitlet far inte uppfattas som en kritik
mot den forskning och den metoduppbyggnad som sker inom det matema-
tisk/naturvetenskapliga omradet. Avsikten ar enbart att, i likhet med Ekstig,
klargora att dessa teorier och denna forskning inte har som sitt syfte att
forklara barns och ungdomars inlarning och begreppsbildning - och inte
heller gor det. Som underlag for att forstd hur kunskaper utvecklas och hur
begreppsbildning gar till inom skolans matematik och naturvetenskap kravs
helt andra teorier, avsedda for just det andamalet.

2.2 Vad menas med ett lararperspektiv?

I mélen for lararexamen (Hogskoleforordningen 1993:100) kan man lasa:
For att fa lararexamen skall studenten ha de kunskaper och de fardigheter som
behdvs for att forverkliga forskolans, skolans eller vuxenutbildningens mal samt for
att medverka i utvecklingen av respektive verksamhet enligt géllande foreskrifter och
riktlinjer. Studenten skall vidare kunna
e omsitta goda och relevanta kunskaper i amnen eller &mnesomraden sa att alla

elever l&r och utvecklas.
e beddma och vardera elevers larande och utveckling ... (23. Lararexamen.)

For att tilldgna sig dessa kunskaper och fardigheter och for att kunna av-
gora vad som ar rimliga (yrkes)kunskaper for en larare maste den larar-
studerande kunna ta ett lararperspektiv och kunna skilja detta fran ett
elevperspektiv. Uppmaningen till de lararstuderande att "Nu skall ni ta ett
lararperspektiv" blir ju bara tomma ord om man inte som lararutbildare, pa
en explicit niva, forklarar vad ett lararperspektiv innebar. Nar det galler
skoldmnet matematik brukar vi ge de studerande foljande forklaring.

2.2.1 Ett ytligt larandeperspektiv - ett elevperspektiv

Undervisningen i skolan kan ses som ett socialt spel som lararen spelar

simultant med alla elever i klassen. Ett dilemma &r emellertid att l&rare och

elever ofta spelar var sitt spel och efter olika regler. Lararen har ett mal
med undervisningen medan manga elever har ett helt annat.

e Manga elever ar ndjda om de kan fa ratt svar pa de uppgifter de fatt att
I6sa, oberoende av metod eller insikt.

o Oftast vill eleverna hellre veta hur de skall 16sa sina uppgifter pa enklast
mojliga satt och med minsta mojliga anstrangning, an att fa en forkla-
ring av underliggande begrepp.

o Ett av skolans mal &r att eleverna skall samarbeta och "tala matematik".
Manga av eleverna ar emellertid helt nojda om de slipper tala och om
nagon annan i gruppen l6ser de uppgifter de har fatt, s att de kan skriva
av dem och dérmed visa att de &r klara.

Detta &r ett spel som de lararstuderande pé olika sétt har deltagit i nar de
gick i skolan och som pé olika sitt har format deras syn pa inlarning. Man
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maste samtidigt vara medveten om att det har spelet ar mycket funktionellt
for den som pa enklast mojliga satt vill "glida" igenom skolans matematik-
undervisning. Det visar sig emellertid att manga av de studerande verkar se
pa universitetets undervisning och sin nuvarande inlarning ur ett liknande
perspektiv. For dem verkar det vara viktigare att f& godkant resultat pa en
arbetsuppgift eller en eventuell tentamen &n att pa djupet forstd innehallet
och syftet med sina studier och darmed l&gga en god grund for sitt blivande
yrke.

2.2.2 Ett utvecklat larandeperspektiv

Ett mer onskvéart l&randeperspektiv &r att eleverna sjalva (efter hand)

reflekterar 6ver, och tar ansvar for, sin egen inlarning. Detta innebér att de

o stravar efter att sjalva ta reda pa syfte och mal for det de skall lara sig,
saval ur ett langsiktigt som ur ett kortsiktigt perspektiv och att sjalva
kunna avgora nar de natt malet.

o reflekterar Gver det de héller pa att lara sig i relation till tidigare inham-
tad kunskap, vad den nya kunskapen innebdr och om det finns andra,
alternativa l6sningsmetoder, strategier och satt att tdnka?

o forsoker att optimera sin inlérning och sjélva soka efter kunskap genom
att fraga sin larare, diskutera med sina kamrater och leta i annan litte-
ratur &n kurslitteraturen.

Detta larandeperspektiv &r 6nskvért inom de flesta utbildningar och ofta en
forutsattning for att med framgadng kunna studera vidare. Den ldrarstude-
rande som tagit det har perspektivet i lararutbildningen kommer sannolikt
att klara sina studier utan storre besvér och kommer sannolikt senare (som
larare) att sjalva kunna losa alla de matematikuppgifter som behandlas i
skolans undervisning. Men det r 4nda inte detta som ar ett lararperspektiv
aven om detta larandeperspektiv &r en god forutsattning for att skaffa sig ett
lararperspektiv.

2.2.3 Ett lararperspektiv

Lararen ar arbetsledare fér en grupp individer (se t.ex. Madsén, 2002) som

alla har olika forutséttningar for att studera matematik. En del elever &ar

intresserade och har goda forkunskaper, andra har lag motivation och samre

forkunskaper. Olika elever har ocksa olika erfarenheter och olika spraklig

formaga. Som larare har man ansvar for att mota alla dessa elevers behov.

Detta betyder

o att lararen forst och frimst maste kunna ta en annan manniskas perspek-
tiv. Det racker inte med att man sjalv har forstatt ndgot. Man maste
alltid reflektera 6ver om det man har forstatt ocksa kan forstds pa ett
annat satt och vilka forkunskaper och erfarenheter som krévs for att
forsta ett innehdll pa dessa olika nivaer och satt.
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e att lararen maste ha ett sprak som fungerar inte bara for att forklara
nagot, eller for att 16sa ett problem, pa ett formellt satt. Spraket méste
ocksa fungera for att konkretisera och verklighetsanpassa det som skall
forklaras. De olika formella och informella termer och uttryck som an-
vands maste vara knutna till varandra pé& ett sadant satt att det som
konkretiseras ocksg, vid behov, kan leda till en formell kunskap.

e att lararen, oavsett vilket stadium hon arbetar pa, maste kanna till saval
innehéllet, malen som didaktiken pa dvriga stadier. Faran med att larare
pé olika stadier inte behérskar varandras undervisningsinnehall, mél och
didaktik, &r att undervisningen i sa fall blir osammanhangande for ele-
verna och ibland &ven obegriplig. Eleverna far helt enkelt inte den kon-
tinuitet som kravs for att de skall kunna bygga upp och strukturera kun-
skap.

Man maste ocksd vara medveten om att undervisningskunskap inte enbart
handlar om praktik och egna erfarenheter. Det finns tusenariga erfarenheter
av vad som hittills fungerat och inte fungerat vid undervisning. Det finns
hundradriga erfarenheter fran forskning kring undervisning och inlarning.
Genom att sammanstélla och systematisera sadan kunskap far man en teori.
Teorin handlar saledes om att ge de lararstuderande en val grundad och
utprévad beskrivning av hur undervisning och inlérning inom ett &mne kan
ga till. Utgaende fran en sadan teori och i kombination med nedarvda
lararkunskaper, kan den studerande reflektera dver sina egna idéer, fatta
egna beslut och pa sikt mejsla ut sin egen lararprofil.

For en larare som inte har en fungerande teori att falla tillbaka pa utan hela
tiden maste improvisera, kan lektionerna latt bli till "happenings". Nar en
elev stéller en frdga maste lararen snabbt kunna avgora vad eleven menar
med fragan, vilket problem eleven har och darefter momentant fatta viktiga
beslut med avseende pa just den elevens fraga. Lararen maste saledes i
forvag kanna till vilka majligheter som finns att, utgaende fran elevers
olika forutsattningar, ge olika forklaringar i anslutning till den stallda fra-
gan, veta hur olika elever brukar tdnka och vilka olika sétt det finns att
forklara pa. Det som for en larare verkar vara enkelt och sjalvklart kan for
en elev vara helt obegripligt. Underlag for ett sadant handlande skall finnas
i en &mnesdidaktisk teori for matematikundervisning.

Det ar saledes medvetenheten om och forhallningssattet till det som just
beskrivits som ingar i ett lararperspektiv och det ar ur denna synvinkel vi
vill att den ldrarstuderande skall bedriva sina studier i matematik och I6sa
de skolndra problem de sétts att I6sa under utbildningen.
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3. Nagra preliminara begrepp

Nar terminologin inom ett omrade annu inte &r etablerad sa uppstar det av
naturliga skal tolkningsproblem. Vid diskussioner med kolleger fran olika
enheter och institutioner har det visat sig att en del av de termer och
begrepp som anvénds i rapporten kan missuppfattas. Avsikten med det har
kapitlet ar att reda ut och klarlagga inneborden i ndgra sadana termer och

begrepp.

3.1 Olika typer av amnesteori

Den forsta fragan géller vad som menas med en damnesteori i matematik. En

enkel tolkning ar att det ar det innehall som beskrivs i de kursplaner i

matematik som anvands vid lararutbildningen i Géteborg. Det forekommer

da tva typer av &mnesteori.

o Dels en @mnesteori som syftar till att fordjupa de studerandes egna kun-
skaper i matematik. Avsikten med en sadan teori &r att ge de studerande
kunskaper om och en inblick i matematiken som en vetenskap byggd pé
deduktiv teori.

e Dels en amnesteori med didaktisk inriktning som avser att ge de stu-
derande ett lararperspektiv pd d@mnet. Denna bygger pa en empirisk
grundad teori och tar bl.a. sin utgdngspunkt i forskning om barns och
ungdomars inlarning och deras férmaga att tillgodogora sig olika typer
av amnesinnehall.

Av dessa tva teorier ar den forstnamnda etablerad sedan hundratals ar till-
baka och tillhér en matematisk/naturvetenskaplig fakultet. Den &r utvecklad
av och for akademiker som "en abstrakt generell vetenskap for problem-
I6sning och metodutveckling” (Nationalencyklopedin, 1994). Som sadan
har den ront stor framgang, inte minst genom att ge modeller till en rad
andra vetenskaper. Inom denna &mnesteori ryms emellertid inte modeller
for hur kunskapen ar relaterad till individ och situation, t.ex. hur barn och
ungdomar utgéende fran olika forutsattningar kan bygga upp ett mate-
matiskt vetande anvéandbart i vardagslivet och for att studera andra skol-
amnen. For detta behovs en helt annan teori, den som i rapporten kallas for
admnesdidaktisk teori. Denna senare teori tillhdr undervisningsvetenskaper-
na och har som syfte att forklara och systematisera var kunskap om barnets,
ungdomens och vardagsmanniskans majligheter och formaga att tillgodo-
gora sig matematiska kunskaper och att bygga upp for dem forstéeliga
matematiska modeller.

Avsikten med den dmnesdidaktiska teorin ar i forsta hand att ge larare i
ungdomsskolan en teori utgaende fran vilken de kan analysera, planera och
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utvardera innehallet i skolans matematikundervisning. Ett dilemma ar
harvidlag att olika elever tanker och lar pa olika sétt utgaende fran indivi-
duella erfarenheter, intressen och forkunskaper. En forklaring som fungerar
for en viss individ och i en viss alder fungerar inte alltid for andra elever i
andra aldrar. En forklaring som av en manniska kan uppfattas som korrekt
och stringent kan for andra manniskor vara obegriplig och t.o.m. for-
virrande. Syftet med den &mnesdidaktiska teorin &r darfor att beskriva,
systematisera och i majligaste man forutsaga vad som kan uppfattas av
olika elever i olika aldrar och hur den kunskap som pa det sattet behandlas,
successivt kan tranponeras och efter individuella behov goras allt mer
stringent och slutgiltig. Det som kommer att behandlas i den hér rapporten
ar lararutbildningens behov av en val utvecklad &mnesdidaktisk teori for
matematikundervisning.

Den amnesdidaktiska teorin fér matematikundervisning &r en teori om
undervisningens innehall och far inte forvaxlas med amnesdidaktik.
Amnesdidaktiken handlar om hur man som larare, utgdende fran givna
elever och givna mal och resurser, kan planera och utvirdera under-
visningen samt hur man dérvid kan vélja konkretiseringsform, arbetsform
och arbetssatt. Detta brukar bendmnas didaktikens vad- och hur-fragor.
Observera emellertid att vad-fragan, alltsd hur man viljer stoff, planerar
och utvarderar undervisningen, kraver en teori for vad som ar mojligt att
undervisa om for olika individer i olika aldrar. Inte heller hur-fragan kan
besvaras utan en &mnesdidaktisk teori. Det &r inte meningsfullt att
konkretisera ndgot som saknar innehall eller relevans och det &r inte heller
rimligt att vélja en form for kommunikation innan man tagit stéllning till
vad som skall kommuniceras. Det &r snarare sa att valet av forklarings- och
konkretiseringsniva bor samordnas med malet och syftet for det som skall
undervisas och att arbetsform och arbetssatt véljs pa ett sddant sétt att
mojligheterna till kommunikation och inlarning optimeras. Den d@mnesdi-
daktiska teorin for matematikundervisning utgor saledes den karta som
beskriver vilka @amnesdidaktiska vagval som &r mojliga for olika individer.

Det som hittills beskrivits brukar leda till tre foljdfragor. Den forsta fragan
géller om det kan finnas flera olika teorier for matematik. All matematik
maste val bygga pa samma raknelagar och rakneregler? En matematisk
fragestallning kan val inte ge olika svar? Vi menar att det har inte handlar
om resultatet utan om processen, alltsd om hur man utgaende fran olika
forutsattningar kan komma fram till ett resultat. Den andra fragan galler
stringens. Skall man tillata ett troliggérande av en matematisk modell eller
skall man krava ett stringent bevis? Svaret ar givetvis att den som formar
uppfatta ett stringent bevis inte skall hindras fran att gora det. Samtidigt
anser vi det vara viktigt att alla de som inte forstér ett bevis, eller en forma-
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liserad framstéllning, erbjuds nagon annan form av forstaelse t.ex. med
hjalp av en lamplig metafor. En sadan forklaring ar definitivt inte felaktig -
den bor snarare betraktas som preliminar. Den tredje fragan galler om en
amnesdidaktisk teori bara kan finnas for undervisning i ungdomsskolan. Pa
det svarar vi att vi hittills bara arbetat med den har typen av teori pa
grundskole- och gymnasieniva. Samtidigt ser vi det som en sjalvklarhet att
man kan utvidga teorin till att gélla &ven den mer deduktivt inriktade
matematikundervisning som foérekommer inom universitet och hogskolor
tex. vid utbildning av ekonomer, samhéllsvetare och ingenjérer. Aven
inom dessa utbildningar finns det studerande med olika forkunskaper,
intressen och mal. Ingen av dessa grupper har som mal att forska i mate-
matik utan deras fokus &r inriktat mot helt andra yrken och vetenskaper. Vi
finner det rimligt att dessa studerande, nér de studerar matematik, skall
undervisas pa ett sitt som anpassats till just deras forkunskaper, deras
formaga och malet for deras studier. For att en sadan undervisning skall
fungera val, och for att man skall kunna na optimala resultat utgaende fran
de studerandes forkunskaper, torde det kravas ndgon form dmnesdidaktisk
teori som underlag for alla hégskolans larare i deras stravan att méta olika
studerandegruppers behov av kunskaper.

3.2 Ar detta en teori?
En annan viktig friga ar om den dmnesdidaktiska teorin for matematik-
undervisning verkligen &r en teori? Vander man sig till Nationalencyklope-

din (1995) sa framgar det att en teori bestér av
en grupp antaganden eller pastdenden som forklarar foreteelser av nagot slag och
systematiserar var kunskap om dem. En verksamhet sigs vara teoretisk i motsats till
empirisk om den bygger pé teori och darfér inte enbart konstaterar fakta utan dven
forklarar givna fakta och ev. forutséger nya.

For att visa att den &mnesdidaktiska teori som beskrivs i den hér rapporten
verkligen &r en teori krdvs det konkreta exempel som testas gentemot den
ovan givna definitionen. 1 Léwing & Kilborn (2002 kapitel 9) ges fyra
exempel som beskriver hur man kan systematisera och konkretisera didak-
tiska &mneskunskaper: Matning av area och volym, Procent, Tabeller och
diagram samt Brak och decimaltal. (Fler exempel ges i kapitel 5 i den har
rapporten.) | det har avsnittet tas division av tal i brakform som exempel pa
teorins relevans.

En undersékning som presenteras i Léwing & Kilborn (2002) visar att
e endast 10% av eleverna i skolar 7 och 42% av eleverna i skolar 9 kunde

ge ett korrekt svar p& uppgiften 2/3 och att
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e endast 12% av eleverna i skolar 7 och 34% av eleverna i skolar 9 kunde

ge ett korrekt svar pa uppgiften %/%

Syftet med en undersdkning av det hér slaget &r att kartldgga i vilken
utstrackning elever i olika aldrar beharskar d&mnesinnehdll av olika slag.
Detta kan utforas i tva steg. | steg 1 anvander man ett test med vars hjalp
man kan inhamta kvantitativ information. Ett sadant test maste givetvis
bygga pa en teori (till en borjan en preliminar teori) om hur elever kan och
brukar uppfatta division av brak. Genom att analysera testresultaten kan
man bilda sig en forsta uppfattning om tillstindet inom det falt man avser
att analysera, t.ex. hur vanligt ett visst fel dr. For att trdnga djupare in i
problematiken kan man folja upp testet med s.k. kliniska intervjuer, varvid
man kartlagger de kvalitativa orsakerna till problemen. | det aktuella fallet
finner man da att de elever som léser uppgifterna korrekt i allmanhet
anvander sig av en formel med féljande innebord: Om man skall utfor

. 6 . . . 3 .
divisionen g/3 sa skall man skriva om namnaren som T invertera detta

till %och darefter byta ut divisionstecknet mot ett multiplikationstecken.

Detta ger 2/3 = g% vilket ar en av flera mojliga tekniker att l6sa

uppgiften.

Tyvarr visar det sig att ytterst fa elever har en uppfattning om varfor den
har formeln fungerar. Att de kan lésa uppgiften handlar alltsa inte om en
matematisk insikt utan om en ren manipulation av siffror. Fér dem som inte
kan l6sa uppgiften ar orsaken oftast att de har glomt formeln. Eftersom de
flesta av eleverna inte heller har nagon konkret uppfattning om opera-
tionens innebdrd, eller ndgon metafor att falla tillbaka pa, s kan de inte
heller rekonstruera formeln eller finna andra I6sningsalternativ. Det har &r
ett exempel pa hur man inom en dmnesdidaktisk teori kan samla in och
systematisera kunskap i avsikt att kunna férklara orsakerna till en akut
foreteelse.

Nésta steg i en teoriuppbyggnad kan bestd i att man soker och analyserar
olika forklaringsalternativ. En viktig kélla for detta & matematikens
historia, dar man ofta kan finna enkla l6sningar som inte har tagit omvégen
Over algebran. | det hér fallet finner man att antikens greker uppfattade

braket g som att det bestar av 6 stycken av enheten % Ur det perspektivet

kan den nyss beskrivna uppgiften tolkas som en uppdelning av 6 enheter i 3
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delar, alltsd som (}+1) + (1+}) + (1 }). Svaret blir da 2 enheter av
5 5 5 5 55

storleken é alltsg 2 - %: % Vi har ddrmed fatt en alternativ typ av

forklaring. Denna forklaring kan nu anvéndas som en lank i en kedja av
erfarenheter som tillsammans bidrar till att systematisera och férutsaga fler
fakta, t.ex. vad som blir féljden av olika sétt att presentera ett visst &mnes-
innehéll. En annan fordel med den har forklaringsmodellen ar att den latt
kan konkretiseras vilket kan bidra till en djupare forstaelse av divisionen -
aven for dem som senare foredrar att anvénda formeln.

Det andra exemplet, %/%ar nagot annorlunda an det tidigare eftersom man
har har ett brdk ocksd i namnaren. Har visar det sig att de flesta elever
forsoker fordela g pa %personer (dela g i %hdgar). Anledningen till att

de forsdker anvanda en sédan strategi beror pa att de under tidigare skolar
bara uppfattat division som (fér)delning. En I&mpligare strategi kan vara
att fraga sig hur manga "kvartar" som ryms (innehalls) i 3 kvartar. Om man
staller fragan sa, brukar de flesta av dessa elever direkt svara 3. Kunskap
om den hér operationen som Kallas innehallsdivision far man genom att
studera svensk skolhistoria. Metoden &r t.ex. beskriven i Nilsson &
Wigforss (1951). Det hér ar ett nytt exempel pd hur man kan soka och
systematisera kunskap i avsikt att férklara fakta och forutsdga nya fakta.
Man kan darmed genom en systematisk planering férebygga problem som
annars skulle ha uppstatt senare.

Det som just beskrivits &r bara en sida av den amnesdidaktiska teorin. Det
vetande som hittills beskrivits maste nu kompletteras med kunskaper om
vilka forkunskaper som kravs for att kunna uppfatta de beskrivna strate-
gierna. Till detta kommer att kunskapen maste kunna kommuniceras till
olika individer vilket i sin tur betyder att man maste analysera saval det
sprak som bor anvandas som de konkretiseringsmodeller och metaforer
som leder till forstaelse av kunskapen ifraga.

For de larare som saknar teoretiska kunskaper av det har slaget blir prob-
lemen i undervisningen ofta sa stora att de forsoker undvika att behandla
kunskapen ifrdga. Detta ar vad som idag ofta hander i grundskolans mate-
matikundervisning. Ett exempel &r nar larare later sina elever dversatta alla
tal i brakform till decimalform varefter de utfor berakningarna med hjalp av
en miniraknare. Enligt en rimlig d&mnesdidaktisk teori begar man darvid tva
misstag. For det forsta dr brakrakning en nodvandig forkunskap till
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algebran. Undviker larare att behandla brakrakning pa grundskolan, sa
medfor det att deras elever far problem med att utféra algebraiska for-
enklingar ndr de kommer till gymnasieskolan. For det andra &r det viktigt
att inse att decimaltalen enbart &r ett annorlunda skrivsatt for en speciell typ
av brdk. Enligt en &ldre tradition (se t.ex. Nilsson & Wigforss 1951)
behandlades i sjalva verket de allminna braken fore decimaltalen vilket
innebar att nar man kom till decimaltalen sa var rakneoperationerna redan
forklarade med hjélp av motsvarande operationer med allmanna brak. Nar
man idag hoppar 6ver braktalen och gar direkt pd decimaltalen missar man
darfor forklaringarna till hur man dividerar tal i decimalform.

Hur tar man da reda pa detta? Jo, genom nya systematiska studier. Utga-
ende frdn en amnesdidaktisk teori ar den tidigare beskrivna uppgiften 3/%

i sjalva verket konstruerad pa ett sddant satt att den latt later sig
transformeras till 0,75/0,25. Som framgar av resultatet ovan sd har denna
mdéjlighet inte utnyttjats av eleverna eller ocksa har eleverna inte forstatt
innebdrden i uppgiften. Att den senaste forklaringen &r den mest troliga
visar resultatet pd en annan uppgift namligen 5 / 0,1. Den uppgiften har
I6sts av 23% av eleverna i skolar 6 och 49% av eleverna i skolar 8.

Man kan sammanfatta det som hittills skrivits s har: Genom att utféra
studier av det just beskrivna slaget och dérvid analysera hur olika uppgifter
ar uppbyggda och vilka strategier elever anvander for att 16sa uppgifterna,
kan man efter hand systematisera de vunna erfarenheterna. Denna kunskap
kan darefter, dels anvéandas till att analysera hur olika problem uppstar, dels
till att forutse problemen och darmed se till att de inte uppstar. Detta ar de
kriterier som NE anser vara utméarkande for en teori.

3.3 Fler aspekter

For att forstd den har rapporten ar det ytterligare nagra aspekter som ar
viktiga att utreda. En sadan aspekt &r att den amnesdidaktiska teorin i
matematik inte ar ett outforskat omrade. Tvartom, genom det arbete som
utfors av Wiggo Kilborn férst i svensk skola och dérefter under de senaste
tio aren i skolor i olika afrikanska lander, har vi en mangd vardefull
kunskap att bygga vidare pa. De flesta av de exempel som beskrivs i den
har rapporten &r hamtade fran Kilborns forskning. Aven om Kilborn kom
langt pa egen hand s ar det mycket som aterstar att gora for att fa teorin
mer generell och heltckande.

En annan viktig aspekt &r den &mnesdidaktiska teorins relation till

utbildning och inlérning. Teorin &r avsedd for larare och avsikten &r att
larare med dess hjélp skall kunna systematisera, férklara och férutsaga vad
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som hé&nder inom undervisning och inlérning. Eftersom det territorium som
beskrivs ar skolans matematikundervisning sa ar det naturligt att relevanta
exempel pa teorins styrka och anvéandbarhet kopplas till detta territorium.
Det &r ju eleverna och uppbyggnaden av deras kunskaper som ar objektet
for teorin.

En tredje aspekt &r den amnesdidaktiska teorins relation till &mnesdidak-
tiken i sin helhet. Eftersom didaktikens vad- och hur-fragor tar sin utgéngs-
punkt i det som skall laras, s3 kommer amnesdidaktik och amnesdidaktisk
teori att vara émsesidigt beroende av varandra. Det kunskapsstoff som skall
kommuniceras har inget varde i sig utan far sitt varde i relation till den
individ som skall tillagna sig stoffet. Kommunikationen och formen for
denna kommunikation blir darfor avgérande for elevernas méjligheter att
tillagna sig avsedd kunskap. Den &mnesdidaktiska teorin bor av det skélet
omfatta, inte bara en systematisering av stoffet i sig utan dven vilka val av
metaforer eller konkretiseringsalternativ som i olika situationer &r rimliga
och kan leda till de avsedda malen. Det gar darfor inte att beskriva en
amnesdidaktisk teori utan att relatera den till &mnets didaktik.
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4, Didaktik och @amnesdidaktik

Under de senaste artiondena har det skett en successiv forandring av
inneborden i orden metodik och didaktik. Det har ocksd skett en upp-
delning i vad som ar amnesdidaktik, dvs. didaktik med anknytning till ett
skolamne, och allméndidaktik som &r oberoende av skoldmnenas sérart och
innehall. Har gors ett forsok att reda ut dessa begrepp.

4.1 Metodik och didaktik

Vid grundskolans inférande 1962 skulle tva olika utbildningstraditioner,
realskolans och folkskolans, smaltas samman. Samtidigt stélldes stora krav
pa att undervisningen skulle individualiseras och konkretiseras, vilket
kravde en omfattande fortbildning av landets larare. Detta ledde under
grundskolans forsta decennier till en blomstringstid fér svensk matematik-
metodik. Som exempel pé& sadana satsningar kan vi namna Deltaprojektet
(Hermods och Skoldverstyrelsen 1969) som foljdes av. MALM- och
LIMM-fortbildningarna. Det utgavs ocksa ett antal bocker om matematik-
metodik sasom Anderbergs (1983) Matematikmetodik pa hdgstadiet,
Liber/Utbildningsférlagets Matematik i Grundskolan (1983) och Kilborns
(1981) Vad vet froken om baskunskaper. Det var ocksa under den héar tiden
som den matematikdidaktiska tidskriften Némnaren kom till.

Nu, i efterhand, kan man konstatera att den metodik som da lyftes fram
oftare syftade till att I6sa pedagogiska problem for stunden, &n till att bygga
upp en konsistent kunskapsstruktur och att ge eleverna kontinuitet i mate-
matikinlarningen. Det saknades med andra ord en teori som knét samman
olika idéer och som gav struktur och langsiktighet 4t matematikunder-
visningens innehall. Detta arv har satt spar i dagens matematikundervis-
ning, dels i larares anvandning av falska metaforer (se kapitel 7.4), dels i en
manipulation av laborativa material vilka istallet borde ha anvants som ett
konkretiserande verktyg i en planerad inldrning (se t.ex. Léwing & Kilborn
2002). Dessa fragor kommer att ges en mer ingaende behandling langre
fram i rapporten.

Aven om man kan vara kritisk till den nyss namnda metodiklitteraturens
didaktiska kvalitet, s& hade den &nda en fortjanst: Lararutbildare och
lararfortbildare utnyttjade sin beprévade erfarenhet av skola och
undervisning for att ge konkreta exempel pé hur larare kan undervisa inom
olika moment. Det utvecklades pé det sattet en informell systematisering av
ett undervisningskunnande. Av det skalet kunde utbildningens innehall pa
ett genomténkt sitt omséttas i undervisningen, det kunde "verksamhets-
forlaggas". Idag forvantas den l&rarstuderande bygga upp denna erfarenhet
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helt pa egen hand. Det finns darfor anledning att reflektera Gver vad Ball
och Bass (2000) skriver om tron pa att den ldrarstuderande skall kunna

konstruera sadan lararkunskap nar de lamnat utbildningen:
We assume that the integration required to teach is simple and happens in course of
the experience. In fact, however, this does not happen easily, and often not happens
at all. (s. 86)

Under 1970-talet blev de problem som uppstod i grundskolans matematik-
och NO-undervisning allt mer uppenbara, inte minst genom den forskning
som bedrevs inom projekt som LMN (Svantesson, 1978), EKNA (Anders-
son, 1974), BMN (Lybeck, 1981) och PUMP (Kilborn, 1979a). Det blev
genom denna forskning tydligt att elevers uppfattningar av olika natur-
vetenskapliga eller matematiska begrepp ofta skiljde sig markant fran
begreppen ifrdga. Det blev ocksé tydligt att manga larare inte férmadde
uppfatta dessa skillnader och att de, &ven om de uppfattade dem, inte
formadde mota elevernas behov av kunskap. Ofta blev resultatet att mate-
matiklararen, for att rddda sitt ansikte, lotsade eleverna forbi problemen
istéllet for att reda ut dem med eleverna.

I anslutning till den ovan ndmnda forskningen bérjade svenska lararut-
bildare mer systematiskt félja den internationella forskningen om elevers
tdnkande i matematik. Detta har lett till ett paradigmskifte nar det galler
synen pa undervisning i matematik. Man borjade ifragasatta den traditio-
nella, neddrvda @mnesmetodiken och betrakta undervisning och inlérning
ur en mer vetenskaplig synvinkel. Det nya undervisningsvetenskapliga
amnet kallades Amnesdidaktik eller Fackdidaktik.

4.2 Bockerna om fackdidaktik

Det egentliga genombrottet for Fackdidaktiken skedde vid tva konferenser
1984, den ena i Marstrand och den andra i Karlstad. Konferenserna resul-
terade bl.a. i en bokserie Fackdidaktik i tre volymer (Marton, 1986). Den
uppfattning om fackdidaktik som ges i dessa bdcker har blivit normbil-
dande for den svenska uppfattningen av begreppet &mnesdidaktik. (Obser-
vera att Marton anvander termen Fackdidaktik och inte Amnesdidaktik
eftersom bdckerna dven behandlar férskola, yrkesutbildning och vardut-
bildning som ju inte &r nagra &mnen.)

I Fackdidaktik, volym 1 ges en definition av begreppet didaktik. For att
avgransa dmnesdidaktiken fran amnesteorin skriver Marton under rubriken
Metodik som &mnesteori:
Ett annat alternativ innebér att det &r &mnesteorin som delvis utgdér amnesmetodiken.
... Men icke desto mindre &r det vésentligt att skilja pa amnesteori och amnes-
metodik, alltsd att medvetet skilja pa exempelvis molekylarfysikens problem, och
problem forenade med att fa eleverna att forsta molekylarfysikens problem. (s. 31)
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(Observera att Marton har anvander ordet &mnesmetodik for vad vi idag
kallar &mnesdidaktik.)

Om vi kopplar vad Marton skriver till &mnet matematik, sa handlar det om
skillnaden mellan att bygga upp en stringent matematisk teori och att fa alla
elever att var och en pé sin niva tillgodogora sig motsvarande kunskap. |
det forra fallet handlar det om att I9sa ett problem i sig i det senare fallet
om problemets relation till individ och omvarld.

| samma bok drar Marton ocksa en grans mellan fackdidaktik och allman-

didaktik pa foljande satt:
Som redan Comenius klassiska definition antyder kan tva delomraden urskiljas inom
didaktiken; dels har vi fragor som galler val av innehall, dvs vad det ar som skall
vara féremal for undervisning och dels har vi frdgor som galler behandling av
innehall, dvs hur man skall undervisa om det man har bestamt sig for att undervisa
om. Det forsta delomradet kan sagas vara didaktikens laroplansteoretiska och det
andra omradet dess undervisningsmetodiska komponent. Det kunskapsomrade som
var avsikten att avgransa finns inom detta tudelade didaktiska falt. Men for att
urskilja det maste ytterligare en distinktion goras. Didaktiska frégor - sdval av det
laroplansteoretiska som av det undervisningsmetodiska slaget - kan dels stallas
generellt och dels i forhallande till olika innehallsligt avgransade kunskapsomraden
(t ex skoldamnen). Vi skulle vilja kalla det forstndmnda allméandidaktik och det
sistndmnda fackdidaktik. (s. 72)

Utdver den tidigare ndmnda snéva och vida definitionen av didaktik, som innebdr att
den handlar om undervisningens vad respektive dess vad och hur forekommer ocksa
asikter om att didaktik bor omfatta saval varfor- som vad- och hur-fragor. ... Varfor-
fragan refererar till de mal man vill uppna genom amnet ifraga, och darmed handlar
det naturligtvis ocksd om &mnets legitimitet. ... Vi skulle dock vilja ge fack-
didaktikens tvd komponenter en s inklusiv innebérd som mojligt. Vad-aspekten bor
sjalvklart omfatta fragor som galler skolkunskapens idéhistoriska, kulturella och
samhadlleliga konstitution ... Hur-aspekten bor forutom rent undervisningsmetodiska
frégor .... dven inbegripa problem som exempelvis har att géra med elevforut-
sattningar. ...Vidare finns det Varfor-fragor som bor ingd i didaktikens béda
komponenter. (s. 73)

Den syn pa didaktiken som Marton har lyfter fram Gverensstammer i stort
med det synsatt som ménga av oss amnesdidaktiker har. Samtidigt ser vi i
detta ett problem som &gnats allt for liten uppmérksamhet och det géller
vad-fragan. Marton tangerar problemet nar han lyfter fram vikten av "att
medvetet skilja pd exempelvis molekylarfysikens problem, och problem
forenade med att fa eleverna att forstd molekylarfysikens problem”. Pa den
hér punkten redovisar Johansson och Kilborn en annan uppfattning i
Fackdiaktik volym Il (Johanson & Kilborn, 1986) och Kilborn utvecklar
senare denna syn i bokserien Didaktisk &mnesteori i matematik (Kilborn,
1989, 1990, 1992).
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Att fa elever att forstd molekylarfysikens problem &r enbart i andra hand en
metodisk fraga. En viktigare fraga ar, enligt var uppfattning, hur en sadan
amnesteori ser ut som gor det majligt for elever att dver huvud taget forsta
molekylarfysik. Vi menar att vad-fragan blir relativt ointressant om det
bara finns en enda, for akademiskt syfte utarbetad teori, att vélja pa. Det
verkligt stora problemet bestar namligen i att akademikerns teori séllan
later sig konkretiseras eller vardagsforankras - &tminstone inte nar det
galler matematik. Detta framgar tydligt av Nationalencyklopedins (1994)
beskrivning av matematik:
Matematik ..., en abstrakt och generell vetenskap for problemldsning och metodut-
veckling. Definitionen kan kommenteras pa foljande satt. Matematiken &r abstrakt:
den har frigjort sig fran det konkreta ursprunget hos problemen, vilket ar en
forutsattning for att den skall kunna vara generell dvs. tillampbar i en mangfald
situationer, men ocksa for att den logiska giltigheten hos resonemangen skall kunna
kartlaggas.

Den intressanta fragan blir nu hur en didaktik skall se ut som mojliggér en
konkretisering och vardagsforankring av ett stoff som redan frigjort sig fran
sitt konkreta ursprung. Man borde val i skolans undervisning snarare utga
frén stoffet sadant det tedde sig innan det frigjorde sig fran det konkreta
ursprunget? Detta kraver kunskaper om séval matematikens historiska
utveckling som gemene mans behov av matematik i dagens samhélle.

Man kan notera att Marton, ett antal ar senare, tar upp just det har proble-

met, i boken Om l&rande (Marton & Booth, 2000):
Larande - i bemérkelsen att erhdlla kunskap om vérlden - betraktas ofta som ett
framéatskridande, som bérjar med att man forvarvar en del grundldggande fakta ...
och som gér vidare genom att man bygger upp mer komplexa och avancerade former
av kunskap utifran, eller pa grundval av, enklare former. (s. 9)
Ur vér synvinkel gér larande i regel framat fran en odifferentierad och mindre
sammanhangande forstéelse av helheten, till en 6kad differentiering och integration
av helheten och dess bestandsdelar. Pa sa satt framskrider larandet inte s& mycket
fran delar till helheter som fran helheter till helheter. For att uttrycka detta mycket
enkelt: for att l4ra sig ndgonting méste man ha en aning om vad det & man lar sig. ...
De odifferentierade och osammanhéngande helheter som den larande greppar nér han
skall borja ldra sig ndgot, verkar formodligen forvirrande och felaktiga nar de
bedéms utifrdn den etablerade kunskapens kriterier. Men vid narmare eftertanke ...
visar sig dessa helheter, den larandes ursprungliga idéer, vara ofullstandiga snarare
&n felaktiga. (s. 10)

Som en konsekvens av detta, blir det intressant att klarlagga hur det gar till
nér elever "forvarvar en del grundldggande fakta™ och hur man som larare
hjalper dem att fa "den larandes ursprungliga idéer" till "helheter" om det
inte finns en &mnesteori som ger struktur at detta. Fragan ar om inte dagens
"kris" inom matematikundervisningen har sitt ursprung just i bristen pa en
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sadan amnesteori for undervisning, vilket i sin tur lett till att hur-fragan
blivit 6verordnad vad-fragan. Som en konsekvens av detta forsoker man i
skolan lésa begreppsliga problem med hjélp av undervisningsmetodik. Man
agerar som om intellektuella problem, t.ex. att fa elever att uppfatta vissa
begrepp, kan lésas genom att man férandrar arbetsform eller arbetssétt, t.
ex. genom att |ata eleverna arbeta aldersblandat eller i grupp.

4.3 Skolans kursplaner och didaktiken

Den nu géllande kursplanen for matematik (Skolverket, 2000a) speglar det

dilemma som uppstar som en foljd av att den inte tagit sin utgangspunkt i

en amnesteori som beskriver hur barn och ungdomar tillagnar sig mate-

matik. Kursplanens mal pendlar i sjalva verket mellan en formell och en
informell behandling av &mnet Detta verkar i sin tur leda till en osdkerhet

bland lararna eftersom de far svarigheter att tolka avsikten med och djupet i

kursplanens mal. Svérigheterna blir uppenbara nar man analyserar de

intervjuer lararstuderande i Goteborg genomfort med sina handledare. Fra-
gorna har i forsta hand géllt hur handledarna tolkar féljande uppnaendemal

i kursplanen for det femte respektive det nionde skoldret.

- ha en grunddggande taluppfattning som omfattar naturliga tal och enkla
tal i brak- och decimalform. (s. 28)

- ha goda fardigheter i att kunna anvénda 6verslagsrékning och rékning
med naturliga tal och tal i decimalform samt procent och propor-
tionalitet i huvudet, med hjalp av skriftliga rdknemetoder och med
tekniska hjalpmedel. (s. 29)

Resultaten av intervjuerna visar pa stora skillnader mellan hur olika hand-
ledare tolkade de har malen. Annu stérre var skillnaderna mellan hand-
ledarnas tolkningar av malen och vad vi som lararutbildare uppfattar som
avsikten med malen. Observera att de handledare som har dessa problem
med att tolka kursplanens mal tillhor en av lararutbildningens viktigaste
personalgrupper, den som skall hjalpa de studerande att i praktiken omsétta
de kunskaper de tillagnat sig under utbildningen. Dessa handledare &r
samtidigt nyckelfigurer i de verksamhetsforlagda delarna i utbildningen.
Var tolkning av resultaten &r att manga av de larare som arbetar med elever
i skolar 1 - 6 sjalva har problem med att forstd innehallet i en formellt
beskriven matematik, vilket i sin tur leder till problem for dem med att
uppfatta kursplanens mal och vart mélen avser att leda pa langre sikt.

Det verkar ocksd som om manga ldrare, nar de moter problem av mate-
matisk karaktar i undervisningen, snarare forsoker att komma runt prob-
lemen genom att dolja dem bakom metaforer och laborativa metoder, &n att
ta tag i problemen och ge dem en langsiktig losning. Detta uppfattar vi som
en konsekvens av kursplanens blandning av formell och informell mate-
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matik. Kanske skulle lararnas dilemma I6sas om det i kursplanen funnes en
klar balans mellan vad som ar mer eller mindre viktigt for olika individer
och en idé om hur man kan hjélpa elever att ga fran konkret och vardags-
anknuten matematik till en mer abstrakt och formell. Istéllet beskriver
kursplanen (Skolverket, 2000a) tvé helt skilda varldar. Den inleds t.ex. med
att beskriva en konkret och vardagsférankrad matematik:
Grundskolan har till uppgift att hos eleven utveckla sddana kunskaper i matematik
som behovs for att fatta valgrundade beslut i vardagslivets manga valsituationer, for
att kunna tolka och anvanda det 6kande flédet av information och for att kunna félja
och delta i beslutsprocesser i samhallet. Utbildningen skall ge en god grund for
studier i andra amnen, fortsatt utbildning och ett livslangt larande. (s. 26)

Efter detta syfte foljer nya syften:

Matematiken ar en viktig del av var kultur och utbildningen skall ge eleven insikt i
amnets historiska utveckling, betydelse och roll i vart samhalle. Utbildningen syftar
till att utveckla elevens intresse for matematik och méjligheter att kommunicera med
matematikens sprak och uttrycksformer. Den skall ocksa ge eleven méjligheter att
upptécka estetiska varden i matematiska monster, former och samband samt att
uppleva den tillfredsstéallelse och gladje som ligger i att kunna forsta och losa
problem. (s. 26)

Under rubriken Amnets karaktir och uppbyggnad kan man sedan lasa att
"Matematik &r en levande mansklig konstruktion som omfattar skapande,

utforskande verksamhet och intuition." foljt av:
Matematikdmnet utgar frdn begreppen tal och rum och studerar begrepp med
véldefinierade egenskaper. All matematik innehaller ndgon form av abstraktion.
Likheter mellan olika foreteelser observeras och dessa beskrivs med matematiska
objekt. Redan ett naturligt tal &r en sddan abstraktion. (s. 27)

Man fér ett intrycka av att kursplanen skrivits pa det séttet for att pA samma
gang tillfredsstalla tva helt olika intressegruppers syn pa matematik. Nagot
forsok till syntes eller prioritering har inte gjorts. Kanske har man tankt sig
att detta ar en didaktisk eller undervisningsmetodisk fréaga som lararen sjalv

skall 16sa? Ar det mot denna bakrund rimligt att kriva
. att lararna forvantas sjélva utveckla nya sétt att organisera och leda arbetet i
skolan. Hur eleverna skall nd malen &r det ldrarens uppgift att avgora.
(Lararutbildningskommittén, 1997)

Hur skall lararen kunna forverkliga detta utan en teori for hur amnes-
innehéllet kan anpassas till den verksamhet man skall leda?

En av podngerna med den &mnesdidaktiska teori vi vill fortsatta att
utveckla &r just att den knyter samman de formella och informella inslagen
i undervisningen och att den utgdr en brygga mellan @mnets olika kom-
plexitetsnivaer. Utan en damnesteori som visar hur man kan knyta samman
de hér tva varldarna blir det svarigheter sval med vad man skall vélja att
undervisa om som hur en undervisning om detta kan ga till.
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5. Var star vi i dag?

Bokserien om Fackdidaktik kom att ge larare, och inte minst lararutbildare,
en ny syn pa undervisningen i matematik och NO-amnen. Man borjade
intressera sig for elevers tankande, hur elever uppfattar olika begrepp och
inte minst vilka strategier de anvénder for att l16sa olika problem. Om detta

skrev Bjorn Andersson (1986):
Det finns en pétaglig klyfta mellan elevers tankande och kursernas krav. ... Intuitivt
kande vi pa oss, att klyftan berodde pa att elevernas utgangslage inte var kant. Visste
man detta, sa kunde man bérja dar eleverna befann sig. ...
Det blev alltsa tre frAgor som kom att sté i fokus for EKNA-gruppens arbete:
1. Viket ar elevens begreppsliga utgangslage i fysik och kemi?
2. Vad kraver kurserna dvs. vilket &r det av skolan 6nskade laget?
3. Hur, och i vilken utstrackning, kan man stimulera eleven att g& fran sitt
utgangslage till det énskade laget? (s. 119).

Vid den har tidpunkten var relativt fa av landets lararutbildare disputerade.
Nér det senare satsades pd en kompetensutveckling av lararutbildare, sa
blev denna ofta ensidigt inriktad mot elevers tankande. Ett sadant arbete
fick ett starkt stod, inte minst vad géller &mnet matematik, av den omfat-
tande forskning om elevtdankande som bedrevs utomlands, frdmst i USA.
Den hér typen av forskning ar vardefull, men det ar ocksa viktigt att den
didaktiska forskningen inte agnar sig sa ensidigt at "elevens begreppsliga
utgangslage” att det inte blir ndgon kraft 6ver till att beskriva hur resultatet
av detta forsknings- och utvecklingsarbete kan anvéndas for att "stimulera
eleven att ga fran sitt utgangsléage till det onskade laget". For att forandra
och anpassa lararutbildningen till skolans behov krévs dérfér mer forskning
av den typ som bedrivs av gruppen kring Bjorn Andersson. Har utvecklar
man idéer kring hur tidigare utford forskning om elevers tdnkande och upp-
fattningar kan utvecklas till strategier for undervisning (Se http://na-
serv.did.gu.se). Ett liknande arbete har utforts av Wiggo Kilborn i Syd-
afrika och Mogambique (Kilborn, 1999 och 2002)

5.1 Allméndidaktik och &mnesdidaktik

Vad som hénde under 1980/90-talen, inte minst ur Géteborgs horisont, var
att &mnesdidaktiken, trots boken om Fackdidaktik och trots alla satsningar
pé elevtankande inte fick det genomslag i lararutbildningen som man skulle
forvantat sig. Det blev istéllet allméndidaktiken som blev mest uppmérk-
sammad och det var allméndidaktikerna som lyckades bést med att far
gehehor for sitt budskap (Se t.ex. Kroksmark, 1987, Bengtsson & Kroks-
mark, 1993, Lehndals & Runesson, 1995, 1996 och Strémqvist, 1997).
Detta medforde i sin tur att vad-fragan inom undervisning (och lararut-
bildning) mer kom att handla om val av arbetsformer och arbetssatt &n om
hur man kan férandra matematikundervisningens innehall. Hur-fragan kom
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samtidigt att vinklas over fran att finna en innehallsrelaterad I6sning pa
undervisningsproblem till hur man kan undvika att utsatta eleverna for
problemen ifraga. Ett exempel ar att man, istallet for att se Gver nuvarande
algoritmer for de fyra raknesatten, och att ge klarare mal och metoder for
dem, snarare undviker att behandla dem eller direkt anvander en mini-
raknare. Ett annat exempel dr brakrakning som anses vara for svart for
eleverna, varfor man undviker brak istillet for att se éver behov och
metoder. (Mer om detta i Léwing & Kilborn, 2002 kapitel 9.) Detta ger i
sin tur negativa konsekvenser savil for elevernas forstaelse av decimaltal
som for deras arbete med algebra.

Den har trenden, att satsa pa allmandidaktik pa bekostnad av amnes-
didaktik, har indirekt beskrivits av Alexandersson (1994) i hans avhandling
Metod och medvetande. Han har i sin forskning studerat tolv erként
kompetenta ldrares undervisning. Vad Alexandersson kommer fram till ar
att bara en av dessa tolv larare fokuserar uppmarksamheten pa innehallet
och eleven, dvs. pa elevens formaga att tillagna sig ett innehall. De dvriga
elva lararna fokuserar pd metoden och eleven. dvs. pa arbetssatt och arbets-
former. Han skriver sa har:
Goda amneskunskaper ar en forutsattning for att lararna skall kunna ta utgangspunkt
i ett tankt innehall. Skall till exempel en uppfattning om ett specifikt innehall
urskiljas eller fokuseras hos eleven, méste lararen sjalv ha tillrickliga kunskaper om
amnet. Forst d& kan han eller hon veta vad som skall urskiljas, vad som &r perifert,
hur olika principer inom @mnet &r relaterade till varandra och hur dessa grund-
laggande principer kan presenteras. Genom en djupare dmneskunskap kan lararen
forklara och skapa analogier nar ett specifikt innehdll diskuteras och skall formedlas.
Men varken gedigna d&mneskunskaper i sig eller vl utvecklad metodisk férméga ar
tillrackliga. Det &r hur dessa tva aspekter av undervisning férenas som ar central,
vilket denna studie visar. (s 233)

Det enda egentliga genomslag den amnesdidaktiska forskningen fatt i sko-
lans matematikundervisning &r kopplat till elevers tdnkande och problem-
l6sning. Problemlosandet fick sitt egentliga genombrott i Sverige i
samband med ett besdk av amerikanen Frank Lester (1988). De aktiviteter
som byggts upp kring problemldsning har emellertid dven de fatt en all-
méndidaktisk slagsida som knappast bidragit till ett avsett kunskapsin-
hamtande. Problemldsning saledes sker ofta i grupp och man verkar anse
att alla 1osningar &r lika bra, att inget ar rétt eller fel och att eleverna sjalva
skall konstruera sina problem. Det som saknas &r i sjilva verket klara mal
och syften for problemldsandet. Finns det en progression? L& man sig
nagot nytt eller &ltar man bara samma problem hela tiden? Ar problem-
I6sning ett mal eller ett medel ...? (Mera om detta i Léwing & Kilborn
2002 kapitel 7)
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Pimm (1987) &r en av de fa forskare som uppmarksammat problemet med
att problemlosandet gatt dver styr. Han beskriver i boken Speaking Mathe-
matically hur larare (och l&rarutbildare) ofta blandar samman form och
innehéll och menar att man tappat bort vad som ar poangen med problem-
l6sning. For att illustrera detta tar han ett exempel dar elever skall
konstruera egna uppgifter till additionen 4,6 + 53 = 9,9. En del av de
uppgifter eleverna presenterar var givetvis intressanta, men de flesta var
rutinartade och triviala upprepningar av vad eleverna redan kunde:

e James had 4.6 sweets. His best friend gave him 5.3 sweets and he has 9.9 sweets

altogether.

e John had 4.6 videotapes he sold them and had enough money to buy 5.3 bags of
sweets and he then calculated up how much he had and he had 9.9.

e John had 4.6 pages of a book left to read and his father had 5.3 pages to read so
between them they had 9.9 pages left to read. (s. 12, 13)

Pimm kommenterar denna markliga aktivitet sa har:
... these stories all exhibit the apparent irrelevace at one level of the surrounding
story in mathematics classes. The stories do not have to be plausable or even make
sense provided they contain the requisite numbers and guide to the operation. (s. 13)

Genom den hdr typen av aktivitet, dar lararen inte kritiskt granskar de olika
uppgifterna och diskuterar dem med eleverna, sa ar risken stor att matema-
tiken pa sikt kommer att framsta som ett meningslst tidsfordriv istallet for
det ovarderliga instrument den i sjalva verket ar.

Hur ser da detta ut i svensk skola? Kontrollerar en svensk larare relevansen
i de uppgifter eleverna konstruerar och diskuterar dess innebérd med dem?
Vilken uppfattning far i annat fall eleverna om matematik om de moter den
ovan beskrivna typen av happenings? Vilket sprak for matematik bygger
eleverna i sé& fall upp och vilken precision far detta sprakbruk? Men framfor
allt, vad &r egentligen malet med problemlésandet? Handlar det om
individualisering och i sa fall av vad? Sjalvklart skall svenska elever losa
problem. Men det maste finnas ett mal med det. Man blir ju inte battre som
problemlgsare genom att konstruera och I6sa meningslésa problem eller
problem som man redan behérskar.

En intressant kritik av hur problemlésningen i Sverige har spérat ur ges av
Wyndhamn m.fl. (2000) i boken Problemlésning som metafor och praktik.
De skriver bl.a. om problemldsning i bokens epilog:
Vi har noterat den stora skillnad som foreligger mellan den normativa anvandning av
begreppet i exempelvis laro- och kursplaner och den mer deskriptiva aterspeglad i
verksamheten i klassrummet och dess resultat. Problemlésning ar for det stora
flertalet larare det tillfalle d& man loser uppgifter med text fran laroboken vad som &n
ségs i olika styrinstrument. (s. 319).
Men man skriver ocksa:
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Vi havdar att problemlosning fér manga larare oftast ar metafor for ett arbetssatt. (s.
308)

Det finns en annan tydlig aspekt pd problemlosning namligen problemlésning som
"hjarnjympa". Det spelar da ingen roll vilket problem det &r som skall l6sas. Inne-
héllsaspekten ar borta. En "Kkluring” mister ju ocksa sin fraschor sa fort losningen
hittats eller omtalats. (s. 307).

Att problemlésandet ser ut s hér i skolan ar inte sa konstigt. Problem-
16sning har enbart blivit ett 16s trad i svensk matematikundervisning. For
att eleverna skall fa det utbyte av problemlésandet vilket férmodas dga rum
enligt olika styrdokument, s kravs det att denna l6sa trad vavs in i en
&mnesteori som beskriver syfte och poénger med problemlésandet i
undervisningen.

5.2 Situationen i USA - The Teaching Gap
En intressant utvérdering av forskningens och laroplansreformernas inver-
kan pa didaktiken och pa skolans arbete har gjorts av Stigler & Hiebert
(1999) i boken The Teaching Gap. Boken &r en fristdende uppfoljning av
boken The Learning Gap (Stevenson & Stigler, 1992). | bada bdckerna
jamfor man undervisningen i USA med undervisningen i asiatiska lander. (1
The Teaching Gap igar dven Tyskland i jamforelsen.) Vad man bl.a. intres-
serade sig for var varfor japanska elever ar sa overlagsna de amerikanska i
matematik? Efter att ha studerat och analyserat ett stort antal video-
inspelade lektioner jamfér man i The Teaching Gap undervisningen i USA,
Tyskland och Japan. Tanken &r att man genom att studera den variation
man ser, skall kunna dra slutsatser om hur man kan forbattra amerikansk
matematikundervisning. Efter att ha analyserat de amerikanska video-
banden konstaterar man emellertid, till sin forvaning, att all den matematik-
didaktiska forskning som skett under de senaste decennierna i USA, med
atfoljande reformarbete, inte har satt ndgra djupare spar i skolans under-
visning:

Allthough most U.S. teachers report trying to improve their teaching with current

reform recommendations in mind, the videos show little evidence that change is

occurring. Furthermore, when teachers do change their practice, it is often in only

superficial ways. (s. 12)

When we looked at the videos, we found little evidence of reform, at least as

intended by those who had proposed the reforms. (s. 106)

Detta &r intressant. De som skriver kursplaner, organiserar fortbildning och
fornyar lararutbildning verkar ta for givet att deras idéer automatiskt leder
till en onskad forandring. Men sa &r det uppenbarligen inte - &tminstone
inte i USA. Men varfor lyckas da lararna inte folja de nya rekommen-
dationerna - och varfor har svenska skolelevers resultat i matematik
standigt gatt bakat (se t.ex Skolverket 2000b, 2001) sedan man bestamt att
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vi skulle fa "Europas basta skola"? Hiebert och Stigler besvarar fragan sa

hér sett ur ett amerikansk perspektiv:
The American approach has been to write and distribute reform documents and ask
teachers to implement the recommendations contained in such documents. Those
who have worked on this problem understand that this approach simply does not
work (s. 12)

Sa varfor skulle det fungera i Sverige? De ger ocksa foljande exempel:
True, NCTM recommends that calculators be introduced in the curriculum, because
among other reasons, they can save computing time so students can focus their
attention on problem solving and conceptual understanding. But this was not the way
calculators were being used in this particular teacher's classroom. (s. 106)

5.3 Situationen i Sverige

Vi atervander nu till Sverige, till kursplanen i matematik och larares syn pa

undervisning. Trots all den didaktiska forskning som &gt rum under senare

ar konstaterar man i rapporten Hog tid for matematik (NCM, 2001)
Matematiklararna har inte fatt stod och resurser att utveckla en intressevackande och
stimulerande undervisning som moter dagens elever och konkretiserar aktuella kurs-
planer utan har fétt forlita sig pa traditionella arbetssétt och hjalpmedel. (s. 12)
Skolor och larare formadde inte svara mot de nya kursplanernas mal och en stor
andel "enskild rakning" har lett till allt fler utslagna elever. Det finns en trend att
larare inte skall undervisa utan handleda och detta har drabbat matematiken sérskilt
hért pa grund av det starka laromedelsheroendet och att manga larare saknar relevant
utbildning. (s. 13)

I en kommentar till kursplaner och betygskriterier i matematik skriver man

vidare (NCM 2001):

Nuvarande kursplaner ger inte direkt v&gledning for hur undervisningen i matematik
skall ga till och ger inte tillrackligt bra underlag for diskussioner vid tex
stadiedvergdngar. ... For att lokalt utvecklingsarbete skall kunna ske pé ett profes-
sionellt satt kravs kompletterande underlag till kursplanerna. (s. 19)

Det har tex diskuterats hur vi skapar balans och integration mellan matematikens
kreativa, problemldsande aktiviteter och inslag som stddjer elevernas begrepps-
bildning och fortrogenhet med matematikens symbolsprak. (s. 20)

Detta kan tolkas sa att den didaktiska forskningen inte nar skolan i Sverige
heller. Ett skal kan vara att dagens matematikdidaktiska forskning i forsta
hand handlar om inlarning (learning) och mycket lite om undervishing
(teaching). Kartlaggning av elevers tankande ger ett nddvandigt men langt
ifrdn tillrackligt underlag for att forandra lararutbildningen och darmed
skolans undervisning. Ett annat skal till att forskningen inte nar skolan kan
vara att lararutbildares arbetssituation inte ger nagon tid 6ver till att omsatta
forskningsresultat pé& ett sidant satt att de kan leda till en forandring av
undervisningens innehdll. De forandringar som skett inom skolunder-
visningen har darfor, som tidigare n&dmnts, istallet blivit inriktade mot
alternativa grupperingar, arbetssatt och arbetsformer.

30



Eftersom l&rare (enligt NCM) saknat stoéd for att forandra matematik-
undervisningens innehall i enlighet med den senaste kursplanen och "har
fatt forlita sig pa traditionella arbetssatt och hjalpmedel” har resultaten av

matematikundervisningen successivt forandrats.

Resultaten fran amnesproven i matematik skolar 9 och kursproven i gymnasiet oroar
(Skolverket, 2000b, Riksdagen, 2000). 16% av eleverna nadde inte upp till kravet for
betyget Godkand pé det aktuella grundskoleprovet, en tydlig ckning fran féregéende
ar. Andelen elever utan slutbetyg i matematik fran grundskolan har ocksa okat, om
an inte i motsvarande grad. ...

Jamfort med foregaende prov pd A-kursen och B-kursen sé ar resultaten for var-
terminen 2000 avsevart samre. ...Pa A-kursprovet ar andelen 1G hogre 4n 60% pa sju
av gymnasieskolans program. (NCM 2001 s. 55)

Man kan sammanfatta det har avsnittet s, att de satsningar som gjorts pa
didaktisk forskning och pa nya kursplaner inte har gett ndgra pétagliga
resultat i skolans matematikundervisning. Det som saknas verkar vara en
konsolidering av de kunskaper som hittills forskats fram, parat med en
forskning som forklarar vad som sker, eller inte sker, vid undervisningen i
vara klassrum. Forskning kring innehdllet i undervisningsprocessen (alltsa
vilket amnesinnehall lararna kommunicerar med eleverna och pa vilket satt
detta sker) verkar idag vara ett forsummat omrade.

Skolans undervisning &r territoriet for den dmnesdidaktiska forskningen.
Det betyder att ldrare som saknar kunskaper i en sddan amnesteori far
problem med att tolka och hantera olika elevers férmaga att uppfatta och
lara ett amnesinnehall. Detta leder i sin tur till begransade mojligheter att
forandra matematikundervisningen i linje med de krav som stélls i dagens
laroplaner Det 4r mot denna bakgrund inte sd konstigt att ldararna "fatt
forlita sig pa traditionella arbetssatt och hjalpmedel” och att de later
eleverna syssla med "enskild rdkning™ som i sin tur leder till "det starka
laromedelsberoendet” som man anger som skal till problemen i NCM-rap-
porten (2001).
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6. Vad innebar en amnesdidaktisk teori?

Det har ofta tagits for givet att en akademisk matematikteori ger ett adekvat
underlag for den &mnesdidaktik som kravs nar man i skolan skall bedriva
undervisning i matematik. Vi delar inte den uppfattningen. Vad den
akademiska amnesteorin kan ge ar en klarare syn pa matematiken som
sadan, nagot som blir viktigt for den som undervisar pd gymnasieskolans C,
D och E-kurser. Véardet av denna kunskap blir emellertid allt mindre ju
yngre elever man undervisar. Under stdrre delen av grundskolan &r behovet
storre av en teori som forklarar hur eleverna kan lara sig matematik pa
olika satt, for olika behov och utgaende fran olika villkor.

6.1 Behovet av en teori

Med tanke pa all den forskning och fortbildning som pa senare ar skett
inom det matematikdidaktiska omradet sa kan det verka underligt att s lite
av resultaten har satt spar i skolans undervisning. Sedan amnesdidaktikens
"genombrott" under 1980-talet sd verkar snarare elevresultaten i amnet
matematik ha gatt bakat (Skolverket, 2000, 2001). En av orsakerna till detta
kan vara att forskningen hittills enbart gett sma oar av d&mnesdidaktiska
kunskaper. Det som foérenar dessa Gar ar en akademisk &mnesteori som for
lange sedan blivit s& formell och fylld av symboler att de flesta manniskor

inte formar uppfatta den. Thompson (1986) beskriver detta sa har:
Den naturvetenskapliga undervisningens kris ligger delvis i att modern vetenskap
brutits loss fran de forestallningar som styrde den grekiska vetenskapens utveckling.
Modern naturvetenskap och matematik riskerar att i undervisningen stelna till en
rigid symbolism. A andra sida &r det just denna symbolism som har lett till natur-
vetenskapens och matematikens exempellésa framgangar, som resulterat i vér
moderna teknologi. Men priset far betalas i pedagogiken. (s. 27)

Det grundlaggande problemet bestéar saledes, enligt var uppfattning, i att
didaktikens vad- och hur-fragor tar sin utgangspunkt i en teori som i manga
stycken verkar vara lika svarbegripliga for manga larare som for deras
elever. Detta didaktiska dilemma forklarar i sin tur den brist pa struktur och
systematik som préglar en stor del av lararutbildningen och lararfortbild-
ningen i &mnet.

Redan vid konferensen om fackdidaktik i Marstrand 1984, lyfte Johansson
och Kilborn fram det har problemet och efterlyste en &mnesdidaktisk teori
(Johansson & Kilborn, 1986 s. 92 - 93). Tanken var att en sadan teori skall
beskriva hur larare kan hjalpa barn och ungdomar att successivt bygga upp
en begreppsvarld som bade héanger ihop och ar utvecklingsbar. Kilborn
vidareutvecklade senare denna idé i sina bocker om didaktisk &mnesteori i
matematik (Kilborn 1989, 1990 och 1992). En av poangerna med dessa
bocker &r att en hel del av de grundldggande idéerna inom matematiken kan
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beskrivas, och har tidigare i historien med framgang beskrivits, med ett
enklare sprak och pa ett satt som tillater en konkretisering och koppling till
omvérlden. Att detta &r rimligt och mojligt beskriver dven professorn i
matematik Lennart Carlesson (1968) pa foljande sétt:
Det brukar tas som axiom att matematik inte kan populariseras, men just denna tes
bor man ifrdgasatta. Vad som kan forklaras och vad som inte kan férklaras beror pé
vad som kan tas som utgangspunkt. (s. 9)
Vi kan satta upp invecklade system som ger innebord at talet 1, tecknet + 0.s.v., helt
oberoende av var vanliga tolkning. ... Men vi kan inte tala om systemet eller ge det
ett sanningsinnehall utan att falla tillbaka pé var erfarenhet om vardagligt raknade. (s.
13)

Kilborn menar att elever i olika aldrar har formaga att uppfatta begrepp och
att tillagna sig begrepp pa olika satt och pa olika nivéer. De begrepp (aven
om de &r av ett preliminart slag) som man presenterar for eleverna och den
struktur man som larare ger kunskapen maste emellertid pa varje niva vara
konsistent och, atminstone till en borjan, d&ven konkretiserbar. Det far alltsa
inte handla om att ge l6sa forklaringar som haller for stunden men som
senare visar sig vara motsagelsefulla. Det maste handla om helheter, preli-
mindra helheter av begrepp, som efter hand kan modifieras och vid behov
gbras mer abstrakta. Man kan i detta sammanhang erinra om att det som
just skrivits har starkt stod i det citat av Marton och Booth (2000 s. 9, 10)
som aterfinns i avsnitt 4.2. En amnesdidaktisk teori skulle bidra till att gora
de prelimindra och osammanhéngande helheter som eleverna for stunden
uppfattar, mer logiska, fullstandiga och utvecklingsbara ur elevernas syn-
vinkel.

Aven Thompson (1986) ger stod for denna uppfattning. Han skriver t.ex. sa
h&r om matematisk teoribildning:
For det forsta maste dd konstateras att matematisk sanning bestar i en motsagelsefrihet och
fullstandighet, att kriteriet med andra ord &r ett inre kriterium. En matematisk teori kan med
avseende pa sin sanning inte avgoras mot nagot givet yttre kriterium. (s. 16)
Detta rimmar inte sérskilt vl med kraven i grundskolans kursplanens vad
galler konkretisering och vardagsforankring. Ur en sadan teori kan man
knappast vaska fram varken didaktikens vad- eller hur-fragor. Men Thomp-

son skriver ocksa sa har:

En mer renodlat evolutiondr syn framstalls av Toulmin (1972). Han betonar
kontinuiteten i den vetenskapliga kunskapens utveckling och menar att alla férand-
ringar &r gradvisa. P& samma satt som arter utvecklas ur tidigare arter genom kon-
tinuerliga férandringar, 4r vetenskapens utveckling en frdga om begreppsliga omvér-
deringar ... och omtolkningar av fenomenen. (s. 13)

Men den toulminska uppfattningen om rationalitet i den vetenskapliga processen
motsvarar pa inlarningsniva det kategoriska kravet att eleven maste Gvertygas om det
rationella i att éverge eller modifiera en uppfattning till forman for en annan. (s. 15)
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Awven for detta, alltsd fér hur barn och ungdomar bygger upp en kunskap i
matematik och naturvetenskap, behdvs en teori. | denna teori blir en viktig
fraga hur de begreppsliga stegen ser ut och hur det gar till att 6vertyga
eleverna om behovet av att omvardera sina kunskaper. (Ett konkret exem-
pel p& hur detta kan ga till detta finns i Léwing och Kilborn, 2002 exempel
7.5.4))

Ytterligare ett argument for att den akademiska matematikteorin inte ar ett

tillrackligt instrument som teori fér skolans matematik finner man i Skola

for bildning (SOU 1992:94).
Det ar framfor allt tre aspekter av kunskap, vars betydelse kommit allt mer i fokus,
som vi vill lyfta fram. For det forsta kunskapens konstruktiva aspekt. Kunskapen &r
inte en avbildning av varlden, utan ett satt att gora varlden begriplig. ... FOr det andra
kunskapens kontextuella aspekt. Kunskapen ar beroende av sitt sammanhang, vilket
utgér den (tysta) grund mot vilken kunskapen blir begriplig. For det tredje, kun-
skapens funktionella (instrumentella) aspekt, kunskap som redskap. (s. 59)

Den har typen av empirisk kunskap kan man inte harleda frAn matema-

tikerns deduktiva teorier.

6.2 Ett forsta steg mot en amnesdidaktisk teori

S& har beskrivs en amnesdidaktisk teori av Johansson och Kilborn (1986):

Det ar var uppfattning att den grundlaggande orsaken till dessa skillnader i val av
innehall ligger i det faktum att vi saknar en didaktisk &mnesteori, en &mnesteori for
skolamnet matematik. Denna teori gar inte att harleda ur den akademiska disciplinen
matematik. ...(s. 92)
De instrument man pé& den nivan har utvecklat &r mycket trubbiga och okansliga
hjalpmedel for vardagsmanniskan néar hon skall férsoka greppa sin omvarld. En
didaktisk &mnesteori for skoldamnet matematik géar heller inte att harleda fran
erfarenheter av nagra begransade fenomen, som man ofta arbetar med inom den
pedagogiska och inlarningspsykologiska forskningen.... Istéllet behdver vi en teori
som innehaller omvarldsrelaterade kunskapsstrukturer och som samtidigt &r val
anpassad till kunskaper om hur larare och elever uppfattar detta innehall. (s. 93)

Det ges ocksa nagra exempel pa detta, exempel som senare har utvecklats i

Kilborn (1989, 1990 och 1992) och i Léwing & Kilborn (2002, 2003):
Bade multiplikation som upprepad addition och som ett rutnit har stora férdelar
inom olika delar av matematikdmnet. Men de har samtidigt stora begransningar nar
vi t.ex. kommer till multiplikation av tal i brakform eller decimalform. Det blir ocksa
stora problem nar man skall forklara att produkten av tva storheter kan ge en helt ny
storhet. Detta intraffar t ex ndr man genom multiplikation av en hastighet och en tid
far en stracka. Samma sak galler for divisionsbegreppet. ...(Kilborn, 1986 s. 93)

Beskrivningen av en didaktisk &mnesteori avslutas med orden:
Vi maste skapa forsknings- och analysmetoder som hjalper oss att bygga upp hel-
hetsstrukturer for skolmatematikens innehall, giltiga inte bara inom lokala falt eller
for enskilda kurser eller stadier. Vi maste utveckla beskrivningskategorier som ger
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oss kontroll Gver kvalitativa skillnader mellan olika typer av innehdll. | dagslaget
finns enbart fragment av en sadan kunskapsbildning. (s. 93)

I samband med inférandet av den nya grundskollararutbildningen, 1988,
uppstod ett behov av en skolanpassad &mnesteori i matematik. Under en
mycket kort tidsperiod skrev da Kilborn en serie bocker avsedda for uthild-
ning av grundskolldrare som undervisar i matematik. | den forsta delen av
bokserien Didaktisk @mnesteori i matematik (Kilborn, 1989) inbjuder
Kilborn till en dialog inom detta viktiga omréade:
Att bygga upp en didaktisk &mnesteori avsedd for utbildning av larare &r inte nagon
latt uppgift. Den hér boken skall darfor uppfattas som ett exempel pa hur en didaktisk
amnesteori kan struktureras. Av forklarliga skal far ett material av det hér slaget inte
uppfattas som fardigt och i alla delar helt genomtankt. Men ndgon maste borja skriva
den hér teorin - och det har hittills varit ett enmansarbete utfort pa lediga stunder.
Min férhoppning &r att fler personer pa sikt visar intresse for detta och arbetar vidare
inom det har omradet. (s. 8)

Forst nu, nastan 15 &r senare, uttrycks fran olika hall, sdval nationellt som
internationellt, ett behov av den hér typen av teori. | Sverige &r det i forsta
hand NO-sektorn som engagerar sig i fragan. | introduktionen till boken
Kommunicera naturvetenskap i skolan (Strdmdahl, 2002) skriver t.ex.
Stromdahl:
Ett hinder for att teknisk/naturvetenskaplig kunskap skall ses som en kulturyttring
utéver en elementdr populdrvetenskaplig niva &r att den anses vara svar att kom-
municera, kall och rationell. Kommunikationsproblemet hanger bl.a. samman med
att naturvetenskapens sprak och karaktar ar av ett slag som ofta inte sammanfaller
med det vardagliga sattet att tdnka och resonera. Problemet kommer sérskilt tydligt
till uttryck i skolans undervisning och larande i NO-damnena. (s. 8)
Sambandet mellan den vardagligt upplevda vérlden och den naturvetenskapliga
modellen av denna varld ar ndmligen inte sd enkel som ofta framhalls i ivern att
rattfardiga att de naturvetenskapliga @mnena med latthet kan knytas till de stude-
randes vardagsverklighet. Tvartom pekar Wolpert (1993) pad naturvetenskapens
onaturliga karaktar genom att den gar utanfor vardagsverkligheten och sunt fornuft,
bygger pa idealiseringar (Nersessian, 1992) ar abstrakt och matematisk. (s. 9)

Vad Stromdahl hér lyfter fram &r att den naturvetenskapliga teoribildningen
gor den abstrakt, sprakligt svar och svar att vardagsanknyta samt att den
dessutom strider mot sunt fornuft. Hur ar det da majligt att med en sadan
teori som underlag fa rimliga svar pa de didaktiska vad- och hur-fragorna?
Ar det inte naturligt att en s&dan teori leder till alla de missuppfattningar
som beskrivs i boken. Aven inom det har faltet torde det vara befogat med
en dmnesteori anpassad till skolans behov. Detta far stod i boken:
Andersson foretrader en uppfattning att elever pa grundskolan skall ges funktionella
begrepp i en vardagskontext (samhélls/medborgarperspektiv) som ligger mellan
vardagsbegrepp och de naturvetenskapliga begreppen. Detta reser den viktiga
didaktiskt normativa fragan om vad som ar majligt och 6nskvart att kommunicera till
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en grupp av individer med en viss alder, generell utvecklingsniva, formaga, intresse,
motivation, etc. (s. 14, 15)

I en artikel i samma bok ger Bjorn Andersson (2002) ett konkret exempel

pa vad han menar:
D& vi soker efter nya sétt att undervisa om energi i grundskolan moter vi ett tvangs-
villkor. Omrédet energi maste enligt laroplanen ingd i grundskolans undervisning.
Men en fysikaliskt stringent introduktion och uppbyggnad, baserad pé definitioner av
kvantitativa begrepp, ar inte mojlig. Darfor bor vi ga tillvaga pa ett annat satt 4n det
som naturvetare ar vana vid. (s. 209)

Andersson skriver ocksa pa ett annat stélle i boken:
Av foregdende resonemang framtrader den hogst avsevarda klyfta som rader mellan
vardaglig och vetenskaplig begreppsvérld nar det galler energi. Det stringenta veten-
skapliga begreppet kréver kunskaper i fysik och matematik som bara finns i N-
programmens kurser. Men alla behover ett funktionellt energibegrepp for liv och
samhélle som &r battre an vardagsforestéliningarna. Hur skall detta se ut? (s. 202)

Vad Andersson efterlyser i sin artikel ar det vi uppfattar som en damnes-
didaktisk teori. En sadan teori kan ge struktur at innehallet i undervisningen
och darmed gdéra det mojligt for larare att hos eleverna bygga upp begrepp
som dels "&r béttre &n vardagsforestéliningarna”, dels &r begripliga for
vardagsmanniskan. Denna teori skulle samtidigt tjana som forbindelselank
mellan vardag och vetenskap, en nog sa viktig funktion i vart alltmer
teknikberoende samhalle.

6.3 Internationellt stod for en @mnesdidaktisk teori
Allt fler forskare ifragasatter idag rimligheten av att man utgér fran aka-
demikerns uppfattning om matematik i skolans undervisning. En av dem ar
Pimm (1987) som i boken Speaking Mathematically tar upp sprakets roll. |
bokens inledning citerar han t.ex. den engelska Cockcroftrapporten som
framhaller att
... it is the fact that mathematics can be used as a powerful means of communication
which provides the principal reasons for teaching mathematics to all children. (s.
Xvii)
Det har ar en formulering som starkt paminner om vad som star i den sven-
ska kursplanen for grundskolan. Detta ar gott och val, men Pimm papekar
att Cokcroft glémt en viktig detalj ndmligen att tala om vad som skall
kommuniceras:
The report, unfortunately, did not then discuss in detail what it was that was to be
communicated, but mathematics can be profitably seen as both medium and message,
with the two often inextricably and deliberatly mixed. (s. xvii)

Pimms papekande &r inte minst viktigt med tanke pa matematikens abstrak-
ta och formella natur och att matematikens sprak ofta skiljer sig markant
frén vardagsspraket. Till detta kommer att matematikens termer, symboler
och begrepp ar intimt lankade till varandra. Som en foljd av kommunika-
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tionens viktiga roll i matematikundervisningen &r darfor risken stor att man
med spréakets hjalp bygger odverstigliga hinder for elevers méjligheter att
forstd matematiska modeller. | en &mnesdidaktisk teori blir darfor valet av
sprak och symboler, liksom hur man beskriver begrepp, viktiga inslag.

Vad galler elevernas sprak pekar Pimm (liksom Vygotsky, 1986) pa tva
olika anvandningar av spraket,
...nameley talking to communicate with others and talking for themselves. ...
Talking for others, in an attempt to make someone else understand something or to
pass on some piece of information ... Talking for themselves ... to help organize
their own thoughts. (Barnes (1976) offers similar categories which he terms
explanatory and exploratory talk respectively.) (s. 23,24)

Pimm diskuterar mot denna bakgrund hur formell matematikundervis-
ningen egentligen behdver vara och vad som &r podngen med undervis-
ningen. Pimm citerar i det har fallet Thom (1973) som menar att
. the construction of meaning rather than the question of rigor is the central
problem facing mathematics education. (s. 7)

Sprakets roll vid undervisningen framgar ocksa tydligt av min egen forsk-
ning. Vid mina klassrumsobservationer av matematikundervisning visade
det sig att ingen av de studerade lararna beharskade ett klart informelit
sprak som kunde anvéndas vid konkretisering av undervisningen. Ingen av
dem formadde heller ga mellan ett informellt och ett formellt matematiskt
sprak t.ex. i avsikt att forklara en formel (se bl.a. Lowing, 2000, 2001).
Konsekvenserna av detta blir att elevernas erfarenheter av ett laborativt
arbete, eller en vardagsanknytning av stoffet, inte later sig transformeras till
en mer formell eller abstrakt kunskap. Eleverna tvingas darfor att
manipulera med laborativa material istéllet for att anvédnda materialet som
ett led i att utveckla avsedda begrepp. Mot denna bakgrund blir det viktigt
att en amnesdidaktisk teori d4ven omfattar anvandningen av spraket och hur
det kan byggas upp och foradlas under olika skeden av utbildningen.
Eftersom tanken med ett laborativt arbete &r att kommunicera (och lyfta
fram poangerna med) en idé, s blir valet av material och metod helt
beroende av vad som skall kommuniceras. Detta innebér att det &r i den
amnesdidaktiska teorin man finner motivet for att laborera. Det ar ocksa
dar man finner den kunskapsstruktur som skall konkretiseras, alltsa lyftas
fram med hjalp av ett lampligt sprak och lampligt material.

Ett annat sprakligt dilemma som blir tydligt i samband med matematik-
undervisning av invandrare &r uppfattningen att matematiken &r ett inter-
nationellt sprak. For en matematiker ar visserligen det stringenta matema-
tiska spraket internationellt och pa den nivan ar det latt att kommunicera
over sprak- och kulturgranser. Med skolmatematiken &r det annorlunda:
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Grundskolan har till uppgift att hos eleven utveckla sddana kunskaper i matematik
som behgvs for att fatta vilgrundade beslut i vardagslivets manga valsituationer, for
att kunna tolka och anvanda det 6kande flédet av information och for att kunna félja
och delta i beslutsprocesser i samhallet. Utbildningen skall ge en god grund for
studier i andra dmnen, fortsatt utbildning och ett livslangt larande. (Skolverket,
2000a s. 26)

Med den har typen av mal blir skolmatematiken i hog grad beroende av det
sprak och den kultur som finns i skolan. Léwing (2000) ger exempel pa
detta i samband med intervjuer av invandrade larare. Det ar ocksa intres-
sant att jamfora de handbdcker i didaktik och @mnesdidaktisk teori som
Kilborn (1999, 2002) skrivit i bl.a. Sydafrika och i Mogambique. Han visar
dar att det inte bara ar spraken i sig (engelska, afrikaans och portugisiska)
som é&r olika utan framfor allt att talens namn ar uppbyggda pa olika satt
(inte minst pé de lokala bantuspraken), att det &r stora skillnader i utseende
och behandling av algoritmerna, att man utrycker brak- och decimaltal pa
olika sétt etc. Inget av detta ryms eller tas hansyn till i en traditionell,
akademisk amnesteori.

I boken Knowing and Teaching Elementary Mathematics jamfér Ma (1999)
kinesiska och amerikanska larares uppfattning om och kunskaper i skol-
matematik. Vad hon speciellt lyfter fram i boken ar att de kinesiska lararna,
trots en betydligt kortare och mindre formell utbildning i matematik, ar
overlagsna de amerikanska lararna vad galler att genomskada och forklara
hur man loser olika uppgifter. En kinesisk ldrare har i allméanhet inte gatt pa
nagon “high school” utan har endast fatt tva eller tre ars lararutbildning
efter skoldr 9. Hur kan de da méta sig med amerikanska larare som oftast
har en "bachelors’ degree”? Hennes svar &r att det inte ar tillrackigt att

beharska akademikerns matematikteori. Lararen méste behérska mer an sa:
As we saw in the previous chapter, a teacher’s subject matter knowledge of school
mathematics is a product of the interaction between mathematical competence and
concern about teaching and learning mathematics. The quality of the interaction
depends on the quality of each component. (s. 146)

Hon vénder sig ocksa mot uppfattningen att den grundlaggande skolmate-

matiken skulle vara enkel och sjalvklar:
Elementary mathematics is not superficial at all, and any one who teaches it has to
study it hard in order to understand it in all comprehensive ways. (s. 146)

Det har ar viktigt att notera, inte minst med tanke pa den i Sverige spridda
uppfattningen att den som behdrskar akademikerns matematik automatiskt
blir en bara larare. Enligt den uppfattningen skulle det racka med att
beharska de algebraiska strukturer skolans matematik bygger pa och att
sedan kombinera detta med en allmandidaktik (alltsd hur man valjer
arbetsform och arbetssatt) fér att bli en bra larare. Vi delar inte den upp-
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fattningen. Efter att i flera ar ha studerat och undervisat om den grund-
laggande matematikinlarningen héller vi helt med Ma.

Ma hénvisar i detta resonemang till en av sina tidigare tutors, Lee Shulman:
For example my elementary school teacher’s knowledge of the two models of division
may not be common among high school or college teachers. This kind of knowledge of
school mathematics may contribute significantly to what Shulman (1986) called
pedagogical content knowledge — "the ways of representing and formulating the subject
that make it comprehensible to others” (p. 9) (s. xx)

I artrikeln Interweaving Content and Pedagogy in Teaching and Learning
to Teach: Knowing and Using Matematics, ger Ball och Bass (2000)
uttryck for en liknade uppfattning. De staller forst foljande fraga, som de
darefter besvarar med hanvisning till Dewey:
On the one hand, to what extent does teaching — and hence learning to teach —
depend on the development of knowledge of the subject matter? On the other, to
what extent does it rely on the development of pedagogical method? (s. 85)
Subject matter he believed, was the embodiment of the mind, the product of human
curiosity, and the search for truth. Teachers who were accustomed to wiew subject
matter from the perspective of its growth and development would be prepared to
notice nascent intellectual acitvity in learners. Such individuals would know subject
matter in ways that prepared them to hear and extend students’ thinking. To do this,
he argued, teachers would need to be able to study subject matter in ways that took it
back to its "psychial roots” (p. 162). (s. 85).

Bass & Ball menar saledes att lararen behdver kunna mycket mer an just
den "rena" amnesteorin for vad han/hon undervisar om. Detta kan tolkas s
att det inte rdcker med att servera eleven (eller den ldrarstuderande) en
fardig matematisk &mnesteori inramat av ett didaktiskt ramverk. Det krdvs
sd mycket mer:

. most people assume that what the teachers need to know is what they teach.

Many would also add to the list, arguing that teachers must know more in order to
have a broad perspective on where the students are heading. Nothing is inherently
wrong with this perspective. However, to assume that this suffices is to assume that
the enactment of the curriculum relies on no other mathematical understanding or
perspective.
Furthermore the use of mathematical knowledge in teaching is often taken for
granted. The mathematical problems teacher confront in their daily work ... are left
unexplored, the occasions that require mathematical sensitivity and insight unprobed.
Hence the content and nature of the mathematical knowledge needed in practice is
unsufficiently understood. Moreover, the role played by such knowledge is also left
unexamined. (s. 86, 87)

Vad man foresprakar ar saledes en amnesteori for larare som inte bara tar
hansyn till den matematiska strukturen i det som skall laras utan att denna
maste vavas samman med inlarningspsykologi, alltsa hur det gar till nar en
elev konstruerar kunskapen ifrdga. Det ar f.6. detta som ar den stora
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skillnaden mellan elevperspektivet och lararperspektivet. Eleven &r oftast
nojd om han/hon lyckas losa en uppgift pa ett for lararen acceptabelt satt.
For lararen bor fokus istallet vara att kunna uppfatta olika elevers strategier
och tankegangar och utifran elevernas olika forutsattningar optimera deras
mojligheter till inlarning. Detta kan ske pa en rad olika satt. | dagens skola
galler det dessutom att som larare behérska amnesteorin pa ett sddant satt
att man forstar sddana strategier och metoder som elever for med sig fran
andra kulturer och att kunna kommunicera med invandrade elever pa deras
villkor. Aven detta bér inrymmas i en dmnesdidaktisk teori.

En vanlig asikt om lararutbildningen ar att om bara den lararstuderande

sjalv ar duktig i matematik och i pedagogik, s& kommer den nyss beskrivna

lararkunskapen med tiden, dd man blivit mer erfaren som larare. Ball och

Bass avfardar den myten:
The overarching problem across these many examples is that the prevalent
conceptualization and organization of teachers’ learning tend to splinter practice and
leave to individual teachers the challenge of intergrating subject matter knowledge
and pedagogy in the contexts of their work. We assume that the integration required
to teach is simple and happens in course of the experience. In fact, however, this
does not happen easily, and often not happens at all. (5.86)

Enligt Ball & Bass krévs istéllet en teori som hjalper lararen att ta itu med

foljande problem:
Teachers also need to puzzle about the mathematics in a student’s idea, analyze a textbook
presentation, consider the relative value of two different representations in the face of a
particular mathematical issue. To do this, we argue, requires a kind of mathematical
understanding that is pedagogically useful and ready, not bundled in advance with other
considerations of students or learning or pedagogy. (s. 88)

Liksom Schulman (1986) kallar Ball och Bass detta for pedagogical con-
tent knowledge och beskriver det s& har:
Pedagogical content knowledge is a special form of knowledge that bundles
knowledge with knowledge of learners, learning and pedagogy. These bundles offer
a crusial recourse for teaching mathematics, for they can help the teacher anticipate
what students have trouble learning, and have ready alternative models or
explanations to mediate those difficulties. (s. 88).
A second problem concerns how subject matter must be understood in order to be
usable in teaching. We need to probe not just what teachers need to know, but to
learn also how that knowledge need to be held and used in course of teaching, (s. 97)

For att kunna undervisa i ett &mne &r det givetvis viktigt att man behérskar
amnet ifrdga. Hur skall man annars kunna undervisa i det? An viktigare &r
det emellertid att man behérskar amnet pd ett sidant sitt att man kan
kommunicera det med barn och ungdomar och utgdende fran deras aktuella
forkunskaper. Om damneskunskapen enbart bestar av en akademikers mate-
matikkunskap sa far lararen stora problem med att tranformera sina kun-
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skaper till ett elevtdnkande. Lararen behover darfor en annan teori som stdd

i sin yrkesutdvning. Om detta behov av @mnesteori skriver Ma (1999):

As Ed Begle recounts in Critical Variables in Mathematics Education, earlier studies
often measured elementary and secondary school teachers’ knowledge by the number
and type of mathematics courses taken or degrees obtained - and found little
correlation between these measures of teacher knowledge and various measures of
student learning.

Since the late 1980s, researchers have been concerned with teachers’ mathematical
subject matter knowledge for teaching (Ball 1988b) "the knowledge that a teacher
needs to have or uses in the course of teaching a particular school level curriculum in
mathematics”, rather than "the knowledge of advanced topics that a matematician
might have” (Leinhardt et al., 1991, p. 88). (s. XX, Xxi)

Vad som ocksa forbryllar Ma &r att man, trots alla undersokningar om
bristande d&mneskunskaper bland amerikanska larare, inte ger dem négot

stod vad géller att forbattra dessa kunskaper.
Studies of teacher knowledge abound in examples of insufficient subject matter
knowledge in mathematics (Ball 1988a; Cohen, 1991; Leinhardt & Smith, 1985;
Putman, 1992; Simon, 1993), but give few examples of the knowledge teachers need
to support their teaching, particualary the kind of teaching demanded by recent
reforms in mathematics education. (s. xxii)

Det senaste géller i lika hdg grad svenska larare. Trots att svenska elevers
resultat p& nationella prov i matematik blivit allt samre ar fran ar, (Skol-
verket 2000b, 2001) verkar man inte kartlagga och pa djupet analysera
orsakerna till detta eller att inom l&rarutbildning eller fortbildning bygga
upp nya, battre utvecklade lararkunskaper. Uppmarksamheten har istéllet
fokuserats pa den typ av problem som man finner hos dem som studerar en
mer avancerad matematik pa universitetsniva. Vi menar, pd samma satt
som Ma, Ball och Bass m.fl. att detta handlar om tva helt olika kunskaps-
omraden, akademisk dmnesteori respektive amnesdidaktisk teori.

Mot bakgrund av den litteratur som har presenterats kan vi konstatera att
den debatt om &mnesdidaktik och amnesdidaktisk teori i matematik, som
kom av sig i Sverige efter bockerna Fackdidaktik I - 111, i slutet av 1980-
talet, nu fors i USA. Debatten har t.o.m. intensifierats utgaende fran
bockerna The Teaching Gap (Stigler & Hiebert, 1999), Knowing and
Teaching Elementary Mathemetics (Ma, 1999) och Adding it up (Kilpatrick
m fl 2001). For narvarande satsas det i Sverige en hel del pengar pa skol-
amnet matematik. Det skulle inte vara helt fel om en del av dessa pengar
satsades pa att utveckla den amnesdidaktiska teorin.
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7. Olika forsok att narma sig en @mnesdidaktisk teori

Av de tidigare kapitlen framgar att akademikerns amnesteorin i matematik
inte fungerar som skolamnesteori. Det framgar ocksé att man i Sverige (och
USA), trots en omfattande matematikdidaktisk forskning varlden Gver, far
allt stérre problem med undervisningen i skoldmnet matematik. En viktig
orsak till detta kan vara att det saknas en &mnesdidaktisk teori, en teori som
kan bilda utgangspunkt for didaktikens viktiga vad- och hur-fragor. | det
har kapitlet ges konkreta exempel pa hur arbetet med att utveckla en
amnesdidaktisk teori kan ga till och hur olika dilemman i matematikunder-
visningen kan redas ut och forklaras med hjalp av en sadan teori. Observera
att malet med den har teorin ar att ge larare en karta som beskriver hur
matematikdmnets innehall kan uppfattas, struktureras och kommuniceras
utgdende fran individuella behov och forutsattningar.

De aspekter som kommer att utredas och konkretiseras ar:

e Hur man kan hamta idéer fran tidigare forskning och hur resultaten av
den forskningen efter hand kan revideras och aktualiseras. Den vik-
tigaste lardomen fran avsnitt 7.1 ar att undervisningens mal kan laggas
pa olika kognitiva nivaer, att den kan kopplas till den larandes mognad
och erfarenhet samt att man pa varje sddan nivad kan skapa sig en
fungerande (om &n prelimindr) matematisk modell for att tolka om-
vérlden.

o De definitioner och begrepp som anvénds av en matematiker fungerar
séllan i skolans vérld eftersom de forutsatter ett abstrakt tdnkande och
en hel del (tyst) kunskap. De blir darfor i ménga fall svara att uppfatta
for grundskolans lérare och hjalper inte larare att relatera kunskapen till
individ och omvérld. Séttet att beskriva definitioner och begrepp rimmar
ocksa daligt med elevers forméga att uppfatta motsvarande begrepp. For
att dverbrygga detta problem krévs en teori som hjélper larare att
strukturera matematiska begrepp i avsikt att kommunicera dem med
barn och ungdomar. Detta behandlas i avsnitt 7.2. Har ges ocksa nagra
aktuella exempel pa vad teoriloshet kan leda till.

o Moycket av det som sker i skolans matematikundervisning tas for givet.
Man tanker inte alltid pd att den kommunikation som sker i skolan
bygger pa en speciell kultur och en speciell anvandning av spraket. |
avsnitt 7.3 ges exempel pa vikten av att en amnesdidaktisk teori
uppmarksammar sprakets och kulturens roll. Detta géller inte minst det
sprak och det material man anvander for att konkretisera undervis-
ningen. Spraket i vid mening &r ocksa ett viktigt instrument nar det
galler att individualisera undervisningen.
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e | avsnitt 7.4 behandlas anvandningen av laborativa material och meta-
forer i undervisningen. De exempel som ges visar att valet av konkre-
tiseringsmodell eller metafor kan vara avgorande for om elever formar
uppfatta ett begrepp eller en strategi. Detta kan sin tur vara avgérande
for individens mojligheter att utveckla ett tankande fran en konkret till
en abstrakt niva. Det dr ocksa sa att en del elever inte kommer langre 4n
till den konkretiserande modellen eller metaforen i sin uppfattning av ett
begrepp. Av det skalet maste dven denna typ av kommunikation be-
handlas i en amnesdidaktisk teori for att ge larare valméjligheter nar det
galler de didaktiska vad- och hur-fragorna.

7.1 Att undervisa i geometri pa olika kognitiva nivaer

Om man med konkretisering menar att sprakligt och begreppsmassigt
underlatta forstaelsen av en matematisk struktur, sa borde all matematik-
undervisning starta pa en konkret niva for att efter hand foérdjupas och vid
behov bli mer abstrakt. Istallet for att bygga upp isolerade éar av kun-
skaper, vissa konkreta och andra abstrakta och ofta utan inbdrdes koppling,
s borde skolans matematikundervisning planeras som ett kontinuum fran
konkret till abstrakt. Eftersom alla omraden inom den grundlaggande
matematiken kan behandlas p& ndgon konkretiseringsniva, sd& maste en
amnesdidaktisk teori beskriva de méjligheter som erbjuds att kommunicera
det innehallet. Teorin maste med andra ord ge det nédvéandiga underlag
som kréavs for didaktikens val av vad och hur. Med en god teori i botten
behdver ingen elev "bli avhangd" pa grund av att han eller hon inte kan
tillgodogora sig kommunikationen i klassrummet t.ex. pa grund av bris-
tande forkunskaper eller abstraktionsformaga. (Se t.ex Kilborns och Lo-
wings artiklar i N&mnaren 2-3, 1986/87, Kilborn & Lowing, 2000 och
Léwing & Kilborn, 2002 kapitel 4)

7.1.1 van Hieles syn p& geometriundervisningen
En av dem som forsokt ge en struktur at geometriundervisningen ar van
Hiele (1986). Han menade att undervisningen, dels méste bedrivas pa ett
sprak som eleverna forstar, dels maste anpassas till elevernas aktuella
formaga att tillgodogora sig ett innehall.
| cannot begin with a definition of structure. A definition of a concept is only
possible if one already knows, to some extent, the thing that is to be defined. In this
case there is a very great chance that the idea you have of a structure is quite
different from the concept | want to develope. (s. 9)

Observera att van Hiele skiljer mellan structure och concept. Att kanna till
Euklides axiomsystem eller strukturen hos avbidningsgeometrin bidrar vél-
digt lite till begreppen inom geometrin i meningen vad som &r karakteris-
tiskt for, eller vilken inneb6érd man finner i, t.ex. vardagens geometri eller
yrkesgeometri. Vi kan jdmfdra detta med begreppet multiplikation dér den
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vanligaste definitionen inte talar om hur man utfér multiplikationen eller
vad det innebdr att multiplicera i olika tillampade situationer (se vidare
7.2).

Observera ockséd hur van Hiele poidngterar svarigheterna att forstd ett
begrepp eller en definition om man inte redan har en uppfattning (for-
forstaelse) om det som skall forstas. Vi kanner igen detta fran Marton och
Booth (2000)
Ur var synvinkel gar larande i regel fran en odifferentierad och mindre samman-
hangande forstaelse av helheten, till en 6kad differentiering och integration av
helheten och dess bestandsdelar ... For att uttrycka det mycket enkelt: for att lara sig
nagonting maste man ha en aning om vad det & man l4r sig. (s. 10)
Ma (1999) ar inne pa samma linje och hanvisar darvid till Bruners "structure
of the subject”:
Bruner said, ”Grasping the structure of a subject is understanding it in a way that
permits many other things to be related to it meaningfully. To learn structure, in
short, is to learn how things are related”... (p.7)

Van Hiele lyfter ocksa fram sprakets betydelse nar eleverna skall tillagna
sig nya begrepp.
An important medium in which you find structure is language. Language is very
important to thinking. Without language, thinking is impossible, without language,
there is no development of science. (s. 9)
Eftersom manga begrepp eller termerna for dessa begrepp (sasom linje,
kurva, inskriven, area, yta, volym,...) ofta skiljer sig fran vad man menar i
vardagslivet, si maste betydelsen inom skolmatematiken goras sprakligt
klar och entydig. I annat fall tolkar eleverna undervisningen pa ett felaktigt
sétt vilket hindrar dem fran att se viktiga strukturer.

Vad van Hielen menar med struktur vilar i hog grad pa gestaltpsykologin:
In Gestalt psychology you might find the following statement: We are sure of insight
when the person (or animal) you are studying comes to a conclusion on account of a
mental structure.” In my dissertation, "Begrip en Insicht”, (Conception and Insight),
of 1957, | wrote: "Insight exists when a person acts in a new situation adequately and
with intention.” (s. 24)

Som exempel pa detta kan vi ta rektangelns area. Att forsta innebdrden av
rektangels area innebdr inte bara att kunna rékna ut arean av en godtycklig
rektangel genom att multiplicera basen med hojden. Forstaelse bor aven
innebdra att man formar bygga vidare pa det aktuella begreppet for att t.ex.
forstd hur man bestammer arean av en parallellogram eller volymen av ett
ratblock. | annat fall blir kunskapen statisk (ofta procedurell) och utgér ett
hinder mot att utveckla och forfina ett matematiskt vetande.

Van Hiele utgar ocksa fran gestaltpsykologin nar ger syn pa hur man kan
bygga upp en undervisning om geometri:
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In structural psychlogy (Gestalt Psychology) there are four important properties that
govern structure:

1. ltis possible to extend a structure. ...

2. A structure may be seen as a part of a finer structure. ...

3. Astructure may be seen as a part of a more-inclusive structure. ...

4. A given structure may be isomorphic with another structure. ... (s. 28)

Om man tar de har fyra egenskaperna som utgangspunkt for att ge en

struktur &t geometriundervisningen sa finner man

o dels att det &r viktigt att de preliminéra strukturer man hjélper eleverna
att bygga upp under de forsta skolaren maste vara saval konsistenta och
pabyggbara som rimma med (inte st& i ndgot motsatsforhéllande till) de
mer formella strukturer som eleverna moter senare i sin utbildning.

e dels att man, genom att utnyttja isomorfi (alltsa strukturlikhet) saval kan
knyta samman olika delar av matematiken som utnyttja mojligheten att
anvanda metaforer. Inom geometrin ger t.ex. den analytiska geometrin
mojligheter att 16sa vissa geometriska problem algebraiskt.

Detta rimmar val med det tidigare redovisade citatet fran Bruner: "To learn

a structure, in short, is to learn how things are related." Detta gér man

alltsd, enligt van Hiele med hjalp av spraket: "An important medium in

which you find structure...without language, thinking is impossible".

Nar det galler att ge struktur at ett fenomen forbiser van Hiele en viktig
faktor namligen kontextens betydelse. Ett begrepp som inte kan knytas till
en lamplig (eller avsedd) kontext kan helt tappa sin innebord och kan da
bara uppfattas pa en ytniva. Detta ar mycket vanligt inom matematikunder-
visningen, speciellt p& gymnasiestadiet. Saljo (2000) ger ett utmérkt exem-
pel pa vad brist pa kontext kan innebéra och det ar inte svart att se kopp-
lingen till matematikundervisning:
Betydelsen finns inte enbart i sjalva texten utan ar beroende av en bakgrundskunskap
och kdnnedom om det sammanhang i viket budskapet producerats. Vad betyder
exempelvis Jesu ord "Jag ar vdgen, sanningen och livet” eller studieférbundet
Vuxenskolans fyndiga slogan "Vill du framat, ga i cirkel!”? For att forstd bibelcitatet
maste vi ha en viss insikt i hur liknelser och metaforer fungerar i religidsa
sammanhang ... For att forstd vad Vuxenskolans reklam syftar pa, maste vi kanna till
ganska mycket om folkbildning och dess pedagogiska traditioner. (s. 15)

Observera att valet av kontext kan vara avgorande for mojligheterna att
finna de goda metaforer som leder elevernas tdnkande i avsedd riktning och
darmed majliggor en forstaelse.

7.1.2 Van Hieles nivaer

Mot den bakgrund som just beskrivits bygger van Hiele upp en modell
omfattande fem nivéer for hur man kan uppfatta och darmed tilligna sig
kunskaper i matematik:
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First level: the visual level

Second level: the descriptive level

Third level: the theoretical level; with logical relations, geometry generated

according to Euclid

Fourth level: formal logic; a study of laws and logic

Fifth level: the nature of logic laws. (s. 53)
(F6r den som vill ha en mer ingéende beskrivning av de fem nivaerna, finns
det en bra 6verséttning i Hedrén (1992)).

Dessa s.k. van Hiele-nivaer har ofta anvands som exempel pa hur man kan
individualisera geometriundervisningen. Den underliggande tanken &r att
ett geometriskt problem kan beskrivas, uppfattas, och I6sas pa olika kom-
plexitetsniva och att elever, efter hand som de beharskar en niva kan byta
upp sig till, och arbeta pa, en hogre och mer formell niva. Ett problem med
dessa van Hiele-nivaer ar emellertid att de utgar fran en aldre syn pa
geometrin, med sina rotter i Euklides Elementa. Det betyder att man redan
pa den tredje nivan har passerat de formella krav pd geometrikunskaper
som stélls i dagens grundskola. Om denna begransning skriver van Hiele
sjélv:

) The above classifications is suitable to a structure of mathematics and perhaps

mathematicians will be able to work with it. (s. 53)

Van Hiele pépekar darefter att det egentliga syftet med hans arbete var att
forbattra elevernas tankande, alltsa att finna en véag for hur man gar mellan
dessa nivaer. Van Hiele lamnar darmed amnesteorin och gar over till att
beskriva hur man didaktiskt kan hjélpa eleverna att g& fran en niva till en
annan.

In the learning process leading to a higher level you can discern five stages.

1. In the first stage, that of information, pupils get aquainted with the working
domain.

2. In the second stage, that of guided orientation, they are guided by tasks (given by
the teacher, or made by themselves) with different relations to network that has to
be formed.

3. In the third stage, that of explication, they become consious of the relations, they
try to express them in words, they learn the technical language accompanying the
subject matter.

4. In the fourth stage, that of free orientation, they learn by general tasks to find
their own way in the network of relations.

5. In the fifth stage, that of integration, they build an overview of all they have
learned of the subject, of the newly formed network of relations now at their
disposal. (s. 53, 54)

Den har delen av van Hieles arbete &r problematiskt. Det ar svart att se hur
de hdr stegen kan vara adekvata for att hjalpa eleverna vid alla byten av
nivaer. Dessutom utgar beskrivningen fran en didaktisk grundsyn som be-
gransar dess anvéndbarhet. Observera dessuitom att de hér stegen inte
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beskriver ett amnesinnehall utan sddana arbetssétt och arbetsformer som
van Hiele anser vara lampliga vid undervisning i matematik. Till skillnad
fran amnesteorin &r den har typen av amnesdidaktik snarast en "farskvara"
som varierar med den for dagen géllande didaktisk/pedagogiska trenden.

For att forklara sig narmare ger van Hiele ett konkret exempel pd hur man

kan tillampa de fem stegen och han utgér da fran romben:

For example, consider the stages in the study of the rhombus.

1. First stage: A certain figure is demonstrated, it is called "rhombus.” The pupils
are shown other geometrical figures and are asked if they also are rhombuses.

2. Second stage: The rhombus is folded on its axes of symmetry. Something is
noticed about the diagonals and the angles.

3. Third stage: The pupils exchange their ideas about the properties of a rhombus.

4. Fourth stage: Some vertices and sides of a rhombus are given by position. The
whole rhombus has to be constructed.

5. Fifth stage: The properties of a rhombus are summed up and memorized. (s. 54)

Direkt efter det att van Hiele gett detta exempel skriver han att detta star for
en gammaldags syn pa geometri. Han modifierar darfor exemplet sa att det
anpassas till tranformationsgeometrin (alltsd till den geometri som bl.a.
bygger pd symmetri, speglingar och vridningar), en modell for geometri
som aldrig slog igenom hér i Sverige. Eftersom (den for dagen aktuella)
synen pé& geometri i svenska skola snarast ar av den "gammaldags” typen,
ndjer jag mig med att analysera de ovan beskrivna fem stegen.

7.1.3 En analys av van Hiele-nivaerna
Van Hieles "nivéer” och “steg” ar intressanta eftersom de ger en modell for
hur elever successivt kan bygga upp sina kunskaper om geometri. | sina
nivaer ger han en modell for hur man kan skapa en amnesdidaktisk teori
som utgor en brygga mellan vardagens uppfattning om geometri och veten-
skapens. | sina steg visar han samtidigt hur man, sedan man ur nivaerna
valt vad man skall undervisa om, kan hérleda hur detta kan ga till. Har
kommer alltsd amnesdidaktiken in. Samtidigt som vi ser hans arbete som
ett (tidigt och) viktigt bidrag till den dmnesdidaktiska teorin sa finner vi
ocksd vissa problem med det. Vi uppfattar det t.ex. s& att rombens
egenskaper diskuteras forst i det tredje steget och att en definition av
romben sker forst i det femte steget. En kommunikation om rombens
egenskaper, dvs. en anvandning av spraket forekommer forst i det tredje
steget. P4 den har punkten har Zepp (1989) en annan och klarare syn nar
han beskriver sprakets relation till begreppen. Han beskriver detta pa fol-
jande sétt med hanvisning till Bruner:

Jerome Bruner (1973) argues that language is especially important in labelling these

higher order concepts, since it facilitates the transfer from one category into another.
...it is the role of the teacher to foster the use of higher order conceptual words,

47



according to Bruner, in order to develop the ability to transfer from one classification
scheme to another. (s.53)

Zepp (och Bruner) menar att sprak och begrepp fran bérjan bor utvecklas
hand i hand, fran enkla konkreta begrepp som beskrivs med sitt sprak (ett
vardagssprak) till mer formellt forankrade begrepp som beskrivs med sitt
(mer precisa) sprak. Nar eleverna successivt utvecklar sin begreppsvarld
maste de ha ett adekvat sprak for varje sadan begreppsnivd. Om en elev
inte beharskar det sprak pé& vilket en viss begreppsniva beskrivs s& kan
begreppet ifraga inte kommuniceras och dirmed inte uppfattas och utveck-
las av eleven. Har finner vi sannolikt en av orsakerna till att s3 méanga
elever far problem med matematik nar de kommer till hogstadiet. Dar
moter de ofta larare som har en annan utbildning &n de larare de mott
tidigare och som anvander ett annat, mer formellt sprak an de &r vana vid.

Ett stort problem uppstar, enligt véar uppfattning, redan i samband med steg
numer 1. Enligt van Hiele skall man hér visa ett antal figurer som kallas for
romber och eleverna skall sedan avgéra om ett antal andra figurer &r rom-
ber eller ej. Vi forstar inte hur detta kan vara mojligt om eleverna inte har
fatt nagon form av (preliminar) definition av vad en romb &r. Enligt vilket
kriterium kan de annars skilja romben fran andra parallellogrammer eller
avgora att kvadraten ar en romb? Uppenbarligen ar avsikten att skapa
variation, men det ar annu viktigare att kunna avgora vad som skall varieras
och vad man avser skall uppfattas i variationen.

Aven om van Hiele anvinder ordet “network” i det fjarde och femte steget,
sa verkar det inte som om han ser romben och dess egenskaper i relation till
ett storre natverk av kunskaper och det ar p& den punkten vi ser den storsta
svagheten med van Hieles nivéer. For att forstd begreppet romb maéste en
elev enligt var uppfattning ha en rad andra kunskaper (uppfatta andra
begrepp) som kan utnyttjas for att bygga upp begreppet romb. Om man
som i steg 1 skall jamfora romben med ett antal andra figurer s& maste val
dessa andra figurer, pa nagon niva redan vara kinda (identifierbara)? For
att kunna analysera symmetriegenskaperna i steg 2 kravs darfor att eleverna
redan behérskar begreppet symmetri. For att i steg 3 kunna utbyta tankar
om rombens egenskaper maste eleverna redan beharska en rad andra termer
och begrepp osv. Det ar enligt var uppfattning relationerna mellan alla
dessa begrepp, och likheter och skillnader i struktur, som utgdr en viktig
bakgrund for att bygga upp kunskaper om en romb eller for att bygga upp
en amnesdidaktisk teori for geometri. Sammanfattningsvis sa ar van Hieles
begrepp romb i sig ett mycket fattigt begrepp. Det ar forst ndr man byggt
upp ett kluster av begrepp, till vilka begreppet romb ar relaterad pa olika
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satt, som man pa allvar borjar fa en uppfattning om vidden av begreppet
romb.

Jag ger nu ett alternativt forslag till hur man kan strukturera undervisningen
i geometri, och dd med romben som konkret underlag. Innan dess ar det
emellertid viktigt att narmare diskutera vad som menas med en kvadrat och
en romb. De definitioner och begrepp som géller inom geometrin &r ndm-
ligen inte alltid helt klara for alla larare och elever. Ett exempel pa detta ar
kvadraten som samtidigt ar en romb och en rektangel. Detta kan verka
konstigt med tanke pa att en romb kan se ut sa har:

och en rektangel sa har.

En vanlig fraga i laromedel och i test &r ocksa att utreda vilka av féljande
figurer som &r rektanglar:

Manga elever tar i det har fallet inte med kvadraten. Man kan fraga sig
varfor. Ett enkelt svar pa fragan &r att kvadraten ur elevens synvinkel ar sa
mycket mer &n bara en rektangel. Annu mer marklig blir frigan om man
ber eleverna tala om vilka av figurerna som &r trianglar, kvadrater och
rektanglar. Har man redan preciserat att en av figurerna ar kvadrat, varfor
da ocksa kalla den for rektangel, ett begrepp som har lagre precision? Ett
analogt exempel skulle vara att ett barn, som pa ett foto skall peka ut sina
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slaktingar, inte skulle peka ut sin syster som en slakting. Systern &r ju sa
mycket mer dn en slékting. Van Hiele tar sjalv upp det héar problemet och
kommenterar det pa foljande satt:
The conclusion “Every square is a rhombus” is not a result of maturation, it is the
result of a learning process. An intelligent person need not conclude that every
square is rhombus; this is just a submission to a traditional choice. In some Greek
philosophies, a square could not be a rhombus, for it had some properties a rhombus
could not have. (s. 50)

Resonemangen ovan vécker fragan om vad man egentligen menar med ett
begrepp. Ofta 4r det val sa att man i skolan blandar samman begrepp och
definitioner. Detta leder i sin tur till att elever har svart att fa grepp om
begreppen samtidigt som ldraren far problem med att sekvensera inlar-
ningen. | avsnitt 7.1.4 ges ett forslag till en modell for sekvensering vid
arbete med romben.

Det hér &r kanske inte ratt plats att fora en diskussion om begrepp och
uppfattning av begrepp. | flera artiklar och rapporter verkar man emellertid
blanda samman de har sakerna. Om man emellertid utgar fran att begreppet
romb finns i en idévarld, sa ar givetvis alla de beskrivningar vi méter av
begreppet romb inget annat &n tolkningar av begreppet ifraga. Beroende pa
vem som tolkat begreppet i ett forsta steg kan det vara mer eller mindre
rimligt (eller mojligt) for en larare eller laromedelsforfattare att (utgaende
frén sin uppfattning och sprakliga kompetens) gora sin omtolkning och
beskrivning av begreppet i andra hand.

/

Tolkning A, Tolkning B,
isteg 1 isteg 1
Larares P:s Larare Q:s Larare R:s
tolkning tolkning tolkning
Tolkning Tolkning Tolkning Tolkning Tolkning
av elev V av elev W av elev X avelevyY avelevZ

Vad den har figuren avser att visa ar att en frn borjan Gverteoretiserad
tolkning (beskrivning) av ett begrepp i nésta steg ger problem for lararen
(lararutbildaren) nér det galler att uppfatta begreppet ifrdga. Annu storre
problem uppstdr nar lararen i sin tur skall uttolka och konkretisera
begreppet i fraga for att det skall kunna uppfattas av skolans elever. Sett ur
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mottagarens synvinkel ar det saledes viktigare att ett begrepp beskrivs pa
en for individen uppfattbar (om an preliminar) niva 4n pa en matematiskt
korrekt men for individen obegriplig niva. Det ar val detta Marton & Booth
(2000) har i atanke nar de skriver att "vid narmare eftertanke ... visar sig
dessa helheter, den larandes ursprungliga idéer, vara ofullstandiga snarare
an felaktiga"

Den beskrivning av begreppet eleven slutligen far och elevens méjligheter
att uppfatta begreppet pé ett relevant sitt, &r alltsd beroende av hur sprak
och termer anvénts i flera tidigare led. Ett sétt att undvika alltfor stora
missuppfattningar ar darfor att i en &mnesdidaktisk teori beskriva begrepp
pé ett sddant satt att begreppen ar uppfattbara pé flera olika nivaer och
utgaende fran olika forforstaelser. Det ar i sjalva verket denna insikt som
van Hiele har bidragit med att ge.

7.1.4 Ett satt att strukturera undervisningen om romben?
Nar man bygger upp en damnesdidaktisk teori sa kan man (vilket detta ar ett
exempel pd) utgé fran tidigare forskning som bearbetas med hansyn tagen
till nya ron och idéer. En hake i van Hieles exempel &r att man inte kan
borja arbeta med ett objekt sasom romben utgaende fran ett vacuum.
Varje manniska maste ldra sig allt frdn nollpunkten. Hon kommer inte till vérlden
med slaktens samlade kunskap. ... Hon maste steg for steg inhamta allt det hon kan
behdva och dnska sig av kunskaper. (Liedman, 2001 s. 23)
Det ar inte meningsfullt att definiera ndgot utan att ge definitionen nagon
bakgrund, t.ex. en konkret forankring. Det &r inte heller meningsfullt att
inféra en symbol eller ett namn for ett begrepp innan man har en uppfatt-
ning av begreppets innebord. Bruner (1960/77) uttrycker detta s& har:
It is immeasurabely valuable, in learning a code, to know already what the code
stands for. (p 29)

Aven Marton & Booth (2000) tar upp detta dilemma som de refererar till
som Menons paradox.

For att eleverna skall kunna uppfatta begreppet romb, kravs det alltsé att de
har vissa forkunskaper. Man kan t.ex. se till att eleverna i férvag har en
uppfattning om begrepp som fyrhdrning (en plan figur med fyra sidor) och
triangel (en plan figur med tre sidor) samt att de kanner till den speciella
fyrhérning som kallas kvadrat och som definieras genom att den har fyra
lika langa sidor och rata vinklar. Det har behover inte goras speciellt
krangligt. Sidorna kan matas med en linjal eller jamféras med varandra och
en rat vinkel kan definieras som (och jamféras med) den vinkel man far nar
man viker ett papper symmetriskt tva ganger (ett fjardedels varv).

Utgéende fran det kluster av begrepp (och termer) som eleven nu forvéntas
ha géller det att ge en preliminar definition av begreppet romb som sa néra
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som mojligt ansluter sig till den matematiska definitionen. Vi konstaterar
att man i Matematikterminologi i skolan (Skoldverstyrelsen, 1979) ger
definitionen: "En romb &r en fyrhorning dar alla sidor ar lika langa.".
Nationalencyklopediens definition: "Fyrhdrning i planet med alla sidor lika
langa" ar battre. (I den forst namnda definitionen kan ju fyrhérningen vara
en tredimensionell kropp.) For ge en forsta uppfattning av vad en romb &r
kan man borja med att anvinda en mall bestéende av fyra lika stora
strackor, sammanfogade med géngjarn eller pasklammor. En forsta defini-
tion av en romb blir dd att alla de plana figurer som kan bildas med hjalp av
mallen ifraga kallas for romber.

Det &r emellertid viktigt att man inte blandar samman denna (preliminéra)
definition av en romb med begreppet romb. Begreppet romb ar sd mycket
mer och omfattar alla de egenskaper romben har — till skillnad fran de

egenskaper den inte har. Bruner (1960/77) uttrycker detta sa hér:
Grasping the structure of a subject is understanding it in a way that permits many
other things to be related to it meaningfully. To learn structure, in short, is to learn
how things are related. (s. 7)

Ma (1999) betonar ocksa vikten av att begrepp presenteras pa ett for ele-
verna tydligt och meningsfullt satt eftersom forstaelsen och meningsfull-

heten paverkar elevernas attityder och installningar till amnet. Hon skriver:
A well-developed conceptual understanding of a topic also includes understanding of
another dimension of structure of the subject — attitudes toward mathematics. Again
Bruner said, "Mastery of fundamental ideas of a field involves not only the grasping
of general principles, but the development of an attitude towards learning and
inquiry, towards guessing and hunches, toward the possibility of solving problems on
ones’s own". (p. 20) (s. 24)

For att bygga vidare och vidga sin uppfattning av begreppet romb &r det nu
dags att laborera och diskutera utgdende fran definitionen, alltsa att bilda
olika figurer med hjalp av den givna mallen for att pa sa sétt skaffa sig nya
kunskap om rombens egenskaper. Ju fler egenskaper man behérskar, dvs. ju
mer utvecklad uppfattning av begreppet man har, desto finare blir romben
som verktyg nér det galler att organisera och lésa problem i omvérlden —
eller for att ga vidare till andra omraden av geometrin.
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En teoretisk modell skulle mot denna bakgrund kunna inledas med att de
olika former som kan bilda med hjélp av "laborationsromben™ undersoks
och systematiseras. Nér den larande blivit bekanta med alla méjliga former
kan de Gverga till att sortera de olika figurerna i romb och icke-romb. De
kommer da sjalva att upptécka att kvadraten ocksa ar en romb. Detta &r inte
konstigare &r att Johans pappa ar min make.

Man kan i ett nésta steg fortsatta laborerandet genom att klippa ut ett antal
romber och undersoka dess symmetriegenskaper. Man upptacker da att
romben har (minst) tvd symmetriaxlar som man kan kalla for diagonaler.
Genom att vika romben Gver bada symmetrilinjerna inser man att det alltid
blir en rét vinkel mellan diagonalerna (symmetrilinjerna). Etc, etc.

Man kan ocksé vika romben sa har, utefter linjen | och pé& det sattet
konstatera att sidorna AD och BC &r parallella eftersom motsvarande linjer
avbildas pa varandra.

A

Eleverna kan saledes redan pa det har stadiet konstatera att den definition
som ges av Thompson (1991) ar 6verbestdmd:

romb En parallellogram, i vilken samtliga sidor &r lika langa.(s. 373)
Att romben &r en parallellogram behdver namligen inte ingd i definitionen
utan dr en egenskap hos romben som foljer av definitionen. Detta ar sam-
tidigt ett exempel pd hur man kan uppticka viktiga matematiska samband
aven med enkla metoder.
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7.1.5 En sammanfattning

En dmnesdidaktisk teori ar en teori avsedd for larare med syftet att syste-
matisera och forklara olika fenomen inom matematikundervisningen samt
forutsdga nya. Det territorium som skall forklaras &r innehallet i skolans
undervisning och hur detta innehall kan struktureras och kommuniceras.
Det betyder att de fenomen som skall systematiseras, forklaras och forut-
sdgas kommer fran innehallet i undervisning och inlarning. En @mnesdidak-
tisk teori maste darfor inte bara byggas upp utgéende fran, utan ocksa
kontinuerligt testas mot, erfarenheter av dmnesinnehallet i undervisning
och inlarning. | annat fall tappar teorin sitt virde som teori. Liksom i de
flesta andra teorier galler det ocksa att hela tiden samla in nya data och
erfarenheter som kontinuerligt testas mot den aktuella teorin for att darefter
inlemmas i teorin eller forkastas. Detta arbete kan t.ex. ga till pa det satt vi
just beskrivits vid analysen av van Hieles idéer.

For att bygga upp en del av en &mnesdidaktisk teori géller det forst och
framst att ha de langsiktiga malen for undervisningen klara for sig. Med
detta som utgangspunkt och med hansyn tagen till elevernas mognad och
formaga galler det att bygga upp en dynamisk amnesstruktur dar hansyn tas
till att saval mal, forkunskaper som intresse kan vara olika for olika
utbildningar och elever. Det handlar séledes inte om att gora didaktiska val
sdsom van Hieles information, guided orientation, och explication utan om
att bygga upp ett natverk av begrepp och att ge dessa begrepp en struktur.
Var uppfattning ar dérvid att man for varje sadant begrepp méste utga fran
nagon form av definition. En definition behdver, som redan visats, varken
vara svar eller obegriplig. Att en syster ar en flicka med samma foraldrar
som jag sjalv eller att en insekt &r ett litet djur med sex ben (till skillnad
frén en spindel som har &tta ben) ar inte sa svart att begripa? Att de har
definitionerna &r prelimindra och ofullstdndiga betyder inte att de &r
felaktiga. Det handlar istallet om vad elever i olika aldrar kan uppfatta och
om definitionen fungerar for att tolka den for individen ifrdga just nu aktu-
ella aspekten av omvérlden.

Man maste ocksa skilja mellan definition och begrepp. Enligt var upp-
fattning bor eleverna, sedan de fatt en (preliminar) definition av t.ex. en
romb, borja med att konstruera (bygga upp och utveckla) sin egen upp-
fattning av begreppet romb. Detta kan emellertid inte ske i ett intellektuellt
vakuum. Att bygga upp begreppet romb innebadr istéllet att jamfora konse-
kvenserna av definitionen med andra tidigare uppfattade erfarenheter och
begrepp. Det ar oftast pd det sittet man bygger upp sitt matematiska
vetande och varfor inte anvanda den tekniken redan fran borjan. Det ar val
for vrigt pa det har sattet barn lar sig att uppfatta de flesta begrepp, genom
att successivt erévra dem och jamféra dem med tidigare erévrade begrepp?
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Tanken &r att eleverna, genom att arbeta sa hér, efter hand skall bygga upp
kluster av begrepp som ar mer eller mindre sammanflatade med varandra.
De kan t.ex. pa egen hand upptacka saker som att kvadraten ar en romb, att
romben &r en parallellogram, att en romb kan delas upp (pé tva satt) i tva
kongruenta (likadana) liksidiga trianglar etc. Nar man tar upp begrepp som
mittpunktsnormal eller delning av en striacka, far romben en ny, viktig
betydelse. Efter hand som eleven erdvrar nya kunskaper, t.ex. begreppet
area, sd kommer begreppet romb att utvidgas och innefatta dven dess area.
Andra intressanta fragor kan vara om det gar att inskriva eller omskriva en
cirkel. Om, och i sa fall nar, man kommer till den analytiska geometrin sa
ar det dags att kombinera kunskaper om punkter och linjer i planet med
begreppet romb. Man har nu fatt ett nytt verktyg med vars hjalp man kan
betrakta och analysera romben ur helt nya perspektiv.

Nar man som larare hjélpt eleverna att utvidga ett begrepp till en viss niva
kan det vara dags att ompréva definitionen och delar av begreppsapparaten.
Léararen stélls nu infér valet om den nuvarande definitionen &r den bésta
eller om man utgaende fran elevernas aktuella kunskaper kan ge en annan,
battre definition. Kan man t.ex. i fallet romben ge en ny definition utgaende
fran symmetriegenskaperna, alltsa fran att romben har tva vinkelrita
diagonaler som &r varandras mittpunktsnormaler eller fran att rombens
sidor bestar av hypotenusorna i fyra kongruenta ratvinkiga trianglar? For
att man som larare skall kunna fatta viktiga beslut om detta kraves en teori,
en amnesdidaktisk teori. Ett viktig inslag i denna teori ar att hjalpa lararen
att avgora hur langt en preliminar definition haller och nér, och pa vilket
sitt, det ar lampligt att omvérdera definitionen. Aven om en teori av det har
slaget systematiserar och forklarar enkla ting sa ar teorin 1angt ifran enkel.
Det &r fa larare som har en sadan 6verblick 6ver skolans matematik att de
spontant och utan hjalp av en teori kan géra en konsekvent planering for
sina elever omfattande 10 - 12 &rs matematikinlarning.

7.2 Matematikens definitioner och elevers uppfattning av

motsvarande begrepp.

I HOg tid for matematik (NCM 2001) skriver man att
Skoldmnet matematik har framstatt som fardigutvecklat, regelstyrt och stressande for
lararen - problematiskt och trékigt for eleverna", (s. 12)

Négon egentlig analys av orsakerna ges inte. | Thompson (1986) hittar man

emellertid en forklaring:
Den naturvetenskapliga undervisningens kris ligger delvis i att modern vetenskap
brutits loss fran de forutsattningar som styrde den grekiska vetenskapens utveckling.
Modern naturvetenskap och matematik riskerar att i undervisningen stelna till en
rigid symbolism. (s. 27)
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Vad Thompsson skriver kan jamféras med vad Ekstig (2002) ndmner om

NO-undervisningen och det
spanningsfalt som finns mellan elevernas forhandsuppfattningar och naturvetenskapliga
begrepp. Om undervisningen inte lyckas Gverbrygga detta spanningsfalt pa ett ur elevernas
perspektiv tillfredsstallande satt, kommer denne elev att forlora tilltron till sin egen formaga
att lara naturvetenskap. (s. 149)

Den akademiska disciplinen matematik agerar saledes (liksom de natur-
vetenskapliga disciplinerna) pa en abstraktionsniva som ar svéarbegriplig for
de flesta personer. De definitioner som ges och de begrepp som beskrivs
kraver atskilligt av forforstaelse och preliminar kunskap for att kunna upp-
fattas. Denna matematik ar inte tillganglig for barn. Barn férvéntas inte lara
sig en fardig matematik via fardiga formler utan forvéntas konstruera denna
matematik successivt via sina erfarenhet av omvarlden. Kanes & Nisbeth
(1996) tar upp detta i en artikel och refererar dar till Schulman (1987).
Shulman argues that typical teacher-education programmes focus too much
attention on content knowledge at the expence of pedagogic content knowledge, and
therefore they fail to equip beginning teachers adequately.

Vad man har efterlyser &r en for lararutbildningen relevant @mnesteori.

Zepp (1989) uttrycker liknande asikter ur sin synvinkel:
In mathematics, hierarchies can become quite complex, piling up many levels of abstraction,
and culminating in such notations as category theory, which groups together already highly
abstract concepts such as groups, vector spaces, or topological spaces, into the higher order
of abstarction of categories’. (s. 53)
Teachers should also be aware of that real life concepts and mathematical concepts may be
very different and that students may learn them in different ways. When using a word care
must be taken that students understand in just which ’register’ (mathematical or otherwise)
the term is being used. (s. 57)

Zepp paminer samtidigt om spréakets betydelse:
Jerome Bruner (1973) argues that language is especially important in labelling these
higher order concepts, since it facilitates the transfer from one category into another.

. it is the role of the teacher to foster the use of higher order conceptual words,

according to Bruner, in order to develop the ability to transfer from one classification
scheme to another. (s.53)

Vi har tidigare ndmnt hur grundskolans kursplan i matematik pendlar
mellan matematikerns matematik och en vardagsmatematik, hur resultaten
p& d&mnesproven i matematik har blivit allt sdmre samt hur svenska mate-
matiklarare (enligt NCM, 2002) "inte fatt stdd och resurser att utveckla en
intressevéckande och stimulerande undervisning” (s. 12). ... Skolor och
larare formadde inte svara mot de nya kursplanernas mal" (s. 13). Den
framsta orsaken till detta &r, enligt var uppfattning, konflikten mellan
matematikerns behov av teori for att utveckla matematiken och vardags-
manniskans (elevens) behov av en funktionell vardagsmatematik. | dagens
skola, dér lararna getts storre frihet att vélja stoff, arbetsform och arbetssatt,
blir didaktikens vad- och hur-fragor betydligt viktigare an tidigare. For att
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mota detta behov maste vi inom lararuthildningen se till att den &mnesteori
de studerande mdter gor dem beredda att tolka skolans kursplaner, och att
omsatta &mnesteorin i didaktiska termer. Detsamma géller de viktiga
fragorna kring matematikamnets sprakbruk och begrepp.

Né&r det galler de fyra réknesatten ger den akademiska matematikens defi-
nitioner enbart en beskrivning av operationernas egenskaper. De ger ringa
eller ingen uppfattning om hur rdkneoperationerna ser ut, hur formella och
informella algoritmer kan byggas upp, vilka forkunskaper detta kraver eller
hur elevernas kunskaper kan utvecklas pa langre sikt. Inte heller ger dessa
definitioner nagon hjalp till lararen vad galler att forstd de stora kulturella
skillnader som finns nér det galler talens uppbyggnad, rakneoperationernas
utférande och algoritmernas utseende. (Se t.ex. Kilborn, 1989, 2003).

7.2.1 Multiplikation som exempel

Som exempel pa de problem som just beskrivits kan man valja definitionen
av raknesattet multiplikation. Redan nar eleverna i skolan gar fran addition
till multiplikation s& hojs komplexitetsnivan betydligt. En elev som inte
helt beharskar operationer som 8 + 6 kan ju alltid rakna efter pa fingrarna,
men att berdkna 8 - 6 genom att rdkna 6 fingrar atta ganger eller 8 fingrar
sex ganger ar betydigt mer komplicerat. An mer komplicerat blir det nar
man kommer till multiplikationer som 0,3 - 0,39 eller 7 - 4,2°. Aven om de
flesta elever i skolar 9 (med eller utan hjalp av miniraknare) kan tala om
vad dessa produkter blir, s dr det fa av dem som har fétt en forklaring till
hur detta egentligen hanger ihop och varfér dessa multiplikationer fungerar.
For de flesta elever handlar detta bara om inlérda procedurer - och det &r
vl inte den kunskapen man syftar till i skolans undervisning. An all-
varligare ar det att varje gang en elev pa det har sittet lotsas forbi en
forklaring, t.ex. med hjalp av minirdknaren, s har eleven inte bara tappat
en viktig pusselbit for att bygga vidare och utvidga sina matematiska
kunskaper. Eleven har ocksa fatt "bekraftat" att matematik ar nagot man
inte kan begripa. Det var denna skillnad mellan tilldmpad (vardaglig) mate-
matik och akademikerns matematik som tidigare citerades fran Kline
(1953) och dar en av poéngerna var att "Mathematicians do not know what
they are talking about because pure mathematics is not concerned with
physical meaning." (s. 516)

For att ge en konkret bakgrund, och en klarare uppfattning om vad det har
handlar om foljer nu tvad exempel. Det forsta exemplet, som bor vara
valkant for aldre lasare av tidskriften Namnaren, ar det s.k. Ostproblemet
(Namnaren, nr 3 1982/83). Problemet gavs till elever i skolar 6 och
eleverna behdvde inte utféra ndgon egen berakning. Det rackte for dem att
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tala om vilket av fyra alternativ som ger det korrekta svaret. Ostproblemet
ar uppdelat i tva uppgifter som lyder sé har:

1. En ostbit vager 5 kg. 1 kg ost kostar 28 kr. Man vill rékna ut hur
mycket ostbiten kostar. Vilken utrékning skall man goéra?
28 528 5+ 28 28+28+28+8

2. En ostbit vager 0,923 kg. 1 kg ost kostar 27,50 kr. Man vill rékna ut
hur mycket ostbiten kostar. Viken utrdkning skall man gora?

27,50 + 0,923 5222 27,50 - 0,923 0,923 - 27,50

Lagg alltsd marke till att eleverna inte skulle utféra ndgon berakning utan
endast tala om vilket av fyra berékningsforslag som &r det korrekta.
Losningsfrekvenserna pa de bada uppgifterna var 80% respektive 25%.
(Observera att sannolikheten att f& ratt pa en uppgift genom ren gissning ar
25%.) Att lésningsfrekvenserna blir sd olika har manga larare svart att
forsta: Det ar ju i princip samma uppgift. Man har bara andrat pa talen, pa
pris och kvantitet. Om en elev forstar hur man l6ser uppgift 1, sé borde,
menar man, eleven ocksa kunna lésa uppgift 2. Detta ar for dvrigt ett av de
argument man anfor ndr det géller minirdknarens anvéndning i skolan.
Under forutsittning att eleverna forstar uppgiften i sig sa blir sjalva
berakningen av underordnad betydelse. Da kan den med fordel utforas med
réknetekniska hjalpmedel. Vad ostproblemet visar &r att det hér
resonemanget inte haller. Det méste vara nagot fel pa det antagande man
bygger resonemanget pa och forklaringen framgar av féljande exempel.

Det andra exemplet har vi hamtat fran Pimm (1987). Han lyfter dér fram
elevers problem med uppgiften 6,23 - 0,48 och menar att detta har foror-
sakats av larares bristande forméga att generalisera begreppet multiplika-
tion, en allvarlig lucka i skolmatematikens behandling av raknesattet.
Pimms &sikt ar att larare, nér de i de lagre skolaren introducerar ett ord eller
ett begrepp ger det en begransad inneb6rd (ett begransat register). Nar
begreppet senare utvidgas ar det viktigt att den larare som svarar for detta
ar medveten om saval den tidigare som den nya inneborden (med sina
begransningar). Hur skall lararen annars kunna hjalpa eleverna att revidera
och generalisera sina uppfattningar om begreppet. Pa en uppgift av typen
6,23 - 0,48 kommer eleverna, enligt Pimm, ofta fram till svar som "slightly
taller than the 6.23” eller "about twelve ... But multiplication still makes it
bigger” (s. 9). Dessa misstag fororsakas enligt Pimm av den konflikt som
uppstar mellan den gamla och den nya uppfattningen av multiplikation.
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Sa har langt haller vi med Pimm och har liknande erfarenheter. "Det maste
ju bli stérre ndr man multiplicerar" skulle svenska elever sannolikt saga.
Vad Pimm daremot inte klargor & nar och pa vilket sétt han menar att
multiplikationens innebord har generaliserats. Oftast ar det s3, att nar elever
forsta gangerna maéter en multiplikation, s& &r det frdgan om en upprepad
addition, typ 6 - 3 =3 + 3 + 3 + 3+ 3 + 3. Kdper man sex kolor a 3 kr styck
sd far man betala 3 kr + 3 kr + 3 kr + 3 kr + 3 kr + 3 kr = 18 kr. For de
elever som behdrskar multiplikationstabellen finns det en enklare strategi
for berékningen ndmligen multiplikationen 6 - 3 (som man kénner till
svaret pd genom multiplikationstabellen) men de flesta elever uppfattar det
fortfarande som en upprepad addition. Nar eleverna s smaningom mater
tal i decimalform s& kan de i vissa fall anvanda sig av samma strategi.
Uppgiften 6 - 0,48 kan t.ex. fortfarande tolkas som en upprepad addition
alltsa som 0,48 + 0,48 + 0,48 + 0,48 + 0,48 + 0,48. Eftersom 0,48 &r unge-
far lika med 0,5 s ar det inte heller sa svart att bestimma ett narmevérde
sdsom 6 - 0,5 = 3.

Problemet uppstar i ett senare steg, nar eleverna méter uppgifter av tytpen
6,23 - 0,48. Har kan de inte anvanda sig av en upprepad addition. De kan
inte generalisera det tidigare multiplikationsbegreppet till att 0,48 skall
upprepas 6,23 ganger. De rationella talen har namligen helt andra egen-
skaper dn de naturliga talen. Pimm (1987) uttrycker detta sa har:
At an elementary level, 'multiplication makes bigger’ expresses a valid generali-
sation about the operation of multiplication when applied to whole numbers. When
the notation is extended, and the same words and symbols are applied metaphorically
to a new situation (either to fractions or to negative numbers, for example) this obser-
vation makes sense, but is not longer true. (s. 9)

I det hér fallet &r vi inte helt eniga med Pimm. Multiplikationens innebérd
har enligt var uppfattning inte alls generaliserats. Den nya inneborden har
inte knutits till den gamla utan den gamla inneb6rden har helt forandrats.
Den definition som skolan till en borjan ger (utgdende frdn upprepad
addition) utvidgas knappast till att galla for rationella tal. Det &r inte fragan
om att komplettera med ett eller flera tilldggsvillkor. Det kravs helt nya
rakneregler for de rationella talen sésom regeln %-3:%. Observera
samtidigt att decimaltalen enbart & en speciell metod att representera
braktal pa och att darfor samma rakneregler galler for multiplikation av
decimaltal som for tal i brdkform. For att senare kunna utvidga dessa
rakneregler till att galla for irrationella tal krdvs dessutom betydligt mer
kunskaper i matematik, t.ex. kunskaper om talféljders grénsvarden. Det
verkar som om fa hogstadielarare ens forsoker att forklara det har steget for
sina elever.
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Det ar konsekvenserna av detta dilemma vi ser i skolan. Efter att fran
borjan ha infort en enkel och konkretiserbar regel for hur man multipli-
cerar, en regel som tyvéarr bara géller nar multiplikatorn &r ett naturligt tal,
s infor man plotsligt nya rakneregler. Nar man gor detta anvander man
samma ord och symboler som tidigare men konkretiserar séllan och for-
klarar inte innebdrden i de nya begreppen. Inte heller brukar man knyta
ihop det nya begreppet med det gamla. Manga larare &r nog inte ens
medvetna om problematiken. Samtidigt ar det idag sé latt att lotsa eleverna
forbi problemen med hjélp av en miniraknare.

Pa en niva fungerar det har i alla fall. Genom procedurell anvandning av
den nya rékneregeln och med hjalp av en minirdknare kan eleverna oftast
rakna ratt pd de forutsagbara uppgifter de moter i undervisningen.
Problemet &r emellertid att de flesta elever fortfarande verkar ha kvar den
gamla uppfattningen om multiplikation som upprepad addition. De vet att 6
- 3 blir mer &n 3 eftersom man hela tiden lagger till 3 och ibland dven att 6 -
0,48 blir mer &n 0,48 eftersom man successivt lagger till 0,48. Men nér
eleverna kommer till 6,23 - 0,48 s& kanner de inte ldngre igen sig, eftersom
det inte skett ndgon generalisering. Det &r detta som blir sa tydligt nar man
analyserar "Ostproblemet”. Manga larare menar att man borde f& samma
I6sningsfrekvens eftersom det i bada fallen handlar om multiplikation och
att risken att raka fel har eliminerats. Detta tas ocksd som motivering till att
eleverna kan anvénda minirdknare nér de kommer till decimaltal. "Ost-
problemet" visar tydligt hur vanskligt ett sddant beslut &r.

Ytterligare ett dilemma &r att man i svensk undervisning inte langre skiljer
mellan multiplikand och multiplikator (bada kallas faktorer). Detta leder till
att eleverna tappar kanslan for vad som ar operand och vad som &r operator
och inser darfor inte (som Pimm papekar) att svaret borde bli storre &n
0,48, inte stbrre &n 6,23.

Detta kan sammanfattas sa har: Nar man hjalper eleverna att utvidga sina
kunskaper fran ett talomrade till ett annat (t.ex. fran att omfatta naturliga tal
till att d&ven omfatta rationella tal) s& &r det viktigt att samtidigt félja upp
detta med att omvardera alla tidigare inlérda termer och begrepp som hor
samman med definitionen. For en l&rare som behérskar en &mnesdidaktisk
teori kan den har omvarderingen leda till intressanta diskussioner med ele-
verna. Eftersom alltfér manga larare saknar sddana teoretiska kunskaper
sker detta séllan. De flesta larare verkar i sjélva verket varken hjalpa
eleverna att generalisera begreppet upprepad addition eller hjélpa dem att
knyta samman det nya utvidgade multiplikationsbegreppet med det tidi-
gare. Det dr inte svart att forstalla sig konsekvenserna av detta vad galler
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elevernas (och lararnas) forhallningssatt till matematik och till den fortsatta
matematikinlarningen.

7.2.2 Varfor ar det viktigt att ha en teori?

Vi har sedan en tid tillbaka kunnat lasa (t.ex. i NCM:s skrifter, i Stevenson
& Stigler, 1992 och i Stigler & Hiebert, 1999) att skolans matematik-
undervisning (i Sverige respektive i USA) &r inne i en kris. Orsakerna till
detta ar flera, men en av de viktigaste orsakerna ar sannolikt brytningen
mellan gamla och nya undervisningsmetoder. En gammaldags skola som
premierade en procedurell matematikundervisning har successivt bytts ut
mot en modernare skola som kraver en konceptuellt inriktad undervisning.
Vid den hér 6vergdngen har man inte alltid tagit till vara gamla beprévade
metoder utan har ofta varit for snabb med att forkasta dem och byta ut dem
mot nya oprévade metoder. Sadana byten har framforallt varit vanliga nar
det géller undervisningsmoment dér man tidigare haft de storsta problemen.
Detta ar kanske inte sa konstigt. Larare som inte lyckats fa eleverna att lara
sig multiplikationstabellen, subtraktionsalgoritmen eller addition av brak,
blir givetvis glada och lattade nar de nds av budskapet att dessa kunskaper
inte &r sa viktiga langre. Sadana problem I6ser man ju enklare med hjalp av
miniraknare och med informella algoritmer Larare som pa det har sattet
blivit av med en del av sin "huvudvark" reflekterar inte alltid dver vilka
konsekvenser deras agerande far for elevernas inlarning. Har de verkligen
I6st problemet pa langre sikt eller har de bara skjutit upp problemet och
overlamnat det at andra larare? Ofta ar det tyvarr sa att det drojer nagra ar
innan sadana har otillrackliga metodiska lgsningar av ett problem leder till
en intellektuell konflikt for eleverna. Det brukar inte ske forran pa
hogstadiet eller i gymnasiet.

For att larare skall kunna agera pa ett mer dverlagt satt maste de ha en teori
att falla tillbaka pa, en teori som férklarar véardet av olika moment och hur
olika moment ar relaterade till varandra. Med en god amnesdidaktisk teori
skulle forhoppningsvis larare, istéllet for att sluta undervisa om ett visst
moment, ha bytt ut metoden, algoritmen eller forklaringsmodellen. Har
foljer ett konkret exempel som visar problematiken.

Under den senaste matematikbiennalen (Norrképing 2002) holls en fore-
lasning med titeln "Aldrig mer algoritmrakning?" (Ahlstrém, 2002). Bud-
skapet var enkelt. Sluta anvanda algoritmer for de fyra réknesatten och
anvand andra enklare metoder som eleverna forstar. For att kunna ta
stallning till vardet av en sadan har forelasning sa kravs det att man har en
teori att falla tillbaka pa. Man maste veta vad som menas med en algoritm
och vad det innebar pa langre och kortare sikt att sluta undervisa om
algoritmer. Om man inte har den kunskapen gor man latt misstaget att tro
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att man loser ett problem genom att undvika det istéallet for att ta tag i det
och bearbeta det. Ett annat dilemma 4r att larare som saknar kunskaper i en
amnesdidaktisk teori inte kan avgora vardet av en sadan har forelasning
eller ta stallning i en debatt om dess innehall. Man blir darfor latt mani-
pulerad av en entusiasmerande forelasare.

I ovan namnda forelasning anférdes argument ssom att "Algoritmrakning
ar trkig och enahanda” och "Den bygger pa ett flertal motstridiga regler
som manga elever har svart att minnas sdvida de inte ovar kolossalt
mycket." For att ta stallning till vardet av algoritmer i sig utgar man i det
har fallet inte fran fakta och sakfragor utan fran erfarenheter av dalig
undervisning (som givetvis har en tendens att bli trkig och enahanda) och
fran daliga val av algoritmer eller mindre lyckade konkretiseringar av dessa
algoritmer. Om man véljer olampliga algoritmer och ger daliga forklaringar
till dess uppbyggnad, sd kan det givetvis bli problem med att "minnas"”
vilket i sin tur leder till att man maste "6va kolossalt mycket" for att kunna
utfora nagot man inte forstar. Men i denna argumentation finns inget av
varde for att kunna avgora algoritmernas vara eller inte vara. Det hade varit
betydligt intressantare om den har férelasningen hade byggt pa nagon teori
sd att man sakligt skulle kunnat ta stallning till algoritmernas for- och
nackdelar. Kanske ar det verkligen sa att vissa algoritmer har spelat ut sin
roll? Om sa &r fallet s& uppstar fragan vilka eventuella kunskaper eleverna
tappar om man tar bort dessa algoritmer och hur man i sa fall skall
kompensera for dessa forluster. Omvant kan man fraga sig vilka vinster
man skulle géra om man istéllet valde battre algoritmer och béttre forkla-
ringar till (och konkretiseringar av) dessa algoritmer. For att kunna ta
stallning till detta kravs det, som namnts, en teori. Den viktiga fragan blir
nu hur en sadan teori skall byggas upp.

Rubriken pa Ahlstroms forelasning blir annu mer intressant om man satter
den i samband med den nya roll algoritmer har fatt genom dagens snabba
och kraftfulla datorer. Manga, sannolikt t.o.m. de flesta av dagens
datorprogram bygger pa rekursioner och algoritmer, sa algoritmer har val
aldrig tidigare i historien haft en s stor betydelse som idag. Men vad &r dé
en algoritm? Jo, en (berdknings)procedur som, om man foljer den, alltid
leder till en 16sning av det stéllda problemet. Det intressanta med Ahl-
stréms foreldsning ar att han, samtidigt som han uppenbarligen inte vill att
eleverna skall anvanda algoritmer, sjélv ger forslag till nya algoritmer bl.a.
foljande algoritm for multiplikation:

6 - 700 = 4200
6-735= 6-30=180 | =4410
6:-5=30
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Nar eleverna ar mer sikra, menar han kan de skriva sa har, mer kortfattat;

4200
6 735= 180 =4410
30

En intressant fraga blir nu varfor skulle det vara lattare att forsta den har
algoritmen &n ndgon annan och varfor blir inte den har algoritmen "trakig
och enahanda" eller "svér att minnas" och varfér maste inte &ven den Gvas
"kolossalt mycket"?

En annan intressant iakttagelse &r att talen i de algoritmer som presentera-
des under forelasningen var sa valda att man enkelt kan utfora delberak-
ningarna i huvudet. Om man istéllet véljer att berdkna andra uppgifter,
sdsom 6 - 389, sa blir situationen en helt annan. Ahlstroms algoritm ger i sa
fall féljande berékning:

6 - 300 = 1800
6389 = 6-80=480 | =2334.
6:-9=54

I det hér fallet ar det inte lika ltt att gora delberdkningen, alltsd 1800 + 480
+ 54 i huvudet. Man kan darfor fraga sig varfor Ahlstrom inte anvander
foljande algoritm istéllet, vilket skulle gora det betydligt lattare att hantera
additionen:

6389 = 6 - 300 = 1800
6-80= 480

+ 6:-9= 54

2334

N&r man sd smaningom kan ta bort den mellersta kolumnen i den hér algo-
ritmen sa far man den valkanda och beprovade langa algoritmen som ar
minst lika enkel att forstd och anvanda som Ahlstroms férslag? Man skulle
i s fall upptacka att det hér inte & ndgot annat 4n en enklare men mer
omstandlig form av den vanliga algoritmen och att steget fran den har ver-
sion till den vanliga &r mycket kort.

389
- 6
1800
480
+ 54

2334
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For att ta stallning i dessa fragor kravs emellertid att man har en teori som
pé en begriplig niva forklarar multiplikationens egenskaper och hur dessa
kan utnyttjas pa smartast mojliga satt. (Se t.ex Kilborn, 1989 kapitel 6 eller
Léwing & Kilborn 2003 kapitel 7.)

7.2.3 Multiplikation och kontinuitet

Poangen med en dmnesdidaktisk teori i matematik ar alltsd att den skall
bidra till att forklara begrepp inom skolmatematiken och systematisera vara
kunskaper inom det kunskapsfaltet. En god teori & som en karta som gor
det mojligt att finna lampliga, individuellt anpassade végval, i en obekant
terrang. Om man har problem inom ett kunskapsomrade sasom skolans
multiplikationsundervisning s& ar det sannolika skilet att det saknas en
teori (en karta) for detta, eller att teorin (kartan) inte Overensstdimmer mer
verkligheten (terrangen), vilket i sin tur leder till att teorin ifraga inte duger
till att forklara aktuella begrepp och strategier.

Vad &r det da eleverna har problem med och som kréaver en forklaring? Har

foljer tvd exempel frén svenskt forsknings- och utvecklingsarbete.

e Enligt de utvdrderingar som gjordes inom PUMP-projektet (Se t.ex.
Kilborn, 1979a), s& gjorde 54% av eleverna i arskurs 4 fel pd minst var
fjarde uppgift av typen 6 - 47. | arskurserna 5 och 6 hade annu ca. 35%
av eleverna problem med minst var fjarde uppgift. Podngen var emel-
lertid inte att kartldgga att en hel del elever hade problem, utan vad
skalet till detta var och varfor det inte skedde ndgon kunskapsutveckling
mellan skolar 5 och 6. Vad som upptacktes var att de allra flesta prob-
lemen kunde hérledas till att eleverna inte beh&rskade multiplikations-
tabellen. Detta forklarade savél de flesta av problemen som bristen pa
kunskapsutveckling. Vad PUMP-projektets raknefardighetsundersékning
bidrog med var alltsa ett av manga underlag till en amnesdidaktisk teori.
A ena sidan kunde man konstatera att de flesta elever inte beharskade
multiplikationstabellen, vilket gav speciellt stora problem nér delmulti-
plikationerna kopplades till en minnessiffra sésom i uppgiften 6 - 47. A
andra sidan ledde problemen med uppgifter av typen 6 - 47 till
foljdproblem nér eleverna senare motte uppgifter av typen 46 - 47. Pa
sadana uppgifter gjorde 55% av eleverna i arskurs 6 systematiska fel pa
minst var fjarde uppgift. For att forstd och for att kunna atgarda dessa
problem krévs en teori som dels beskriver och forklarar problemens
natur, dels ger multiplikationsinlarningen en struktur och som férklarar
hur elevers kunskapsutveckling brukar gé till och kan optimeras. | nésta
steg krdavs det ocksd att teorin, genom utbildning och kompetens-
utveckling, blir kiand bland larare sa att de med dess hjalp inte bara kan
analysera problemen och dess ursprung utan &ven goéra de val av "vad"
och "hur" som leder till en adekvat 16sning av problemen.
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o For att fa en mer fullstandig bild av problemet har vi under de senaste
aren aven studerat elevers formaga att multiplicera tal i brakform och
decimalform. Nagra av resultaten ser ut sa har:

Uppgift Ratt svar Ratt svar
skoldr 6 skoldr 8
4.0,.2 75% 82%
91,50 62% 65%
30-0,04 60% 62%
0,7-50 45% 51%

Man kan konstatera att uppgiften 9 - 1,50 vallar stora problem. Detta
beror enligt var tolkning pa den tidigare namnda konflikten mellan de
olika reglerna for multiplikation. Om eleverna verkligen har forstatt
multiplikation som upprepad addition och haller kvar vid den uppfat-
tningen s& kan 9 - 1,50 tolkas som 1,50 + 1,50 + 1,50 + 1,50 + 1,50 +
1,50 + 1,50 + 1,50 + 1,50 eller som 9 - (1+ 0,5) =9 + 9 - 0,5. P&
motsvarande satt kan man tolka uppgiften 30 - 0,4. Av resultaten framgar
att nastan 40% av eleverna i skolar 8 inte ser den har enkla strategin.
Man kan av resultaten ocksd utlasa att det inte sker nagon stérre kun-
skapsutveckling mellan skolar 6 och skolar 8. Vi tolkar det sé att manga
larare inte ens upptécker att eleverna har problem. En viktig teoretiskt
fragan blir nu hur dessa daliga kunskaper kan uppmarksammas och for-
klaras; for om man inte har nagon forklaring, hur skall man d& kunna
atgarda problemet eller ens forhindra att det uppstar pa nytt?

De nyss beskrivna resultaten kan jamforas med de resultat vi fick pa ett
test om multiplikation av tal i brakform.

Uppgift Ratt svar Ratt svar

skolar 7 skoldr 9
1

8- 5 45% 2%

3.2 10% 42%

4’5 ° ’

11-ﬂ 12% 34%

6 5 0 0

Enligt varje rimlig tolkning av grundskolans kursplan i matematik bor
alla elever i skolér 7 veta att 8 halva ar lika mycket som 4 hela? Trots
detta klarar inte ens varannan elev i skolar 7 den uppgiften i var under-
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sokning. Aven resultatet i skoldr 9 &r nedslaende. Nar vi visar resultatet
pa de bada ovriga uppgifterna for larare far vi ofta kommentaren att
brdkrakning inte &r sa viktigt langre. Det forekommer numera sa lite
brékréakning i vardagen. Det ar rakning med decimaltal som &r viktigt. Vi
brukar da forst visa pa resultatet pd uppgiften 0,7 - 50 som bara varannan
elev kunde l6sa i skoldr 8. Finns det mojligen ett samband hér och ar inte
ocksa detta brakrakning fast med en annan nomenklatur? Vi brukar
sedan framhalla att brakrikning ar en forkunskap till algebra och fragar
vad problem med brakrikning kan innebéra for elevernas mojligheter att
fortsatta studera matematik. Det har &r ytterligare ett exempel pa larares
behov av en skoldmnesteori for matematikundervisning och vad teori-
loshet kan leda till.

Brakrakning som &r ett av stravansmalen i skolar 9 anses vara svart att
lara sig. Av det skalet Iater ménga larare sina elever skriva om braktalen
i decimalform innan de utfor en berékning. For att utvardera om detta

leder till en anvandbar elevstrategi har vi valt multiplikationen %% som

en av uppgifterna i vart test. Uppgiften ar som synes konstruerad pé ett
sddant satt att det gar att skriva om den som 0,75 - 0,4. | den mén
eleverna har utnyttjat detta faktum sa har det uppenbarligen inte hjalpt.
Bara 42% av eleverna lyckas ju losa uppgiften i skolar 9.

Mot bakgrund av de problem som just beskrivits kan man fraga sig om
dessa elevers larare har kant till ndgon teori for att beskriva och forklara de
har problemen med multiplikation. Eller ar det mojligen sa att de kanner till
en teori men att denna inte &r relevant eftersom den inte hjalper lararna att
forklara multiplikationens innebord for eleverna? | bada fallen &r det viktigt
att det sker en forandring med tanke pa den kris vi, enligt bl.a. NCM, har
inom svensk matematikundervisning.

7.2.4 Olika séatt att definiera multiplikation av naturliga tal
For att bringa klarhet i vad som hittills skrivits géller det nu att reda ut vad
som menas med multiplikation. Ett dilemma &r darvid att facklitteraturen
inte ar enig pa den har punkten dven om skillnaderna ibland ar relativt sma.
Foljande definition finns t.ex. i van Hiele (1986).
Multiplication is the set of real numbers with the exception of 0 defined by the
following five rules:
. For every two numbers a and b there exists a number a x b.
. There exists a number 1 with the property that for every numbera, ax1=a.
. To every number a there exists a number a™ with the property axa™ =1.
. For every two numbersaand b, axb=b x a.
. For every three numbers a, band c,ax (b xc) = (axb) x c.

Ok~ wWdNPE
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Jamfor man detta med motsvarande definition i Wahlstém och Widstrands
matematiklexikon (Thompson, 1991) s& saknas dar regel 3 om inversen till
a. A andra sidan beskriver man dér talet 0 som har egenskapen 0 -a=a - 0
= 0. Man namner ocksa den distributiva lagena - (x +y) =a-x+a-y som
kopplar samman operationerna addition och multiplikation.

I Nationalencyklopedin (1994) ser man emellertid multiplikation pé ett helt
annat satt. Forst och framst ndmner man att multiplikation kan hérledas
frén latinets multiplico som betyder mangfaldiga, mangdubbla, forstora.
Detta ar vél ocksé den uppfattning de flesta méanniskor har av multiplika-
tion. Fragan ar nér, och av vem, man i skolan ges en annan innebord av

begreppet. Logiskt nog blir konsekvensen av detta enligt NE:
Om m ett tal &r ett heltal, innebdr multiplikationen upprepad addition: m termer x
adderas, X + x + ... + x. Det givna talet x kan vara ett heltal, ett rationellt tal eller ett
reellt tal men &ven mera allmént vad som helst for vilket addition & meningsfull
(komplext tal, polynom, matris, modul etc.) (Band 13, 5.497)
Observera att man i Nationalencyklopedin, till skillnaden fran de tva andra
kéllorna, bygger upp multiplikation som en upprepad addition, dar x kan
vara ett godtyckligt reellt tal. Det &r den har typen av definition som
(inledningsvis) &r att foredra i en &mnesdidaktisk teori eftersom den &r
forstaelig dven for yngre elever. Om och nar behov av detta forligger, kan
begreppet senare utvidgas till att galla multiplikation i matematisk mening
(som alltsa inte handlar om att mangfaldiga x). (Tyvarr har det smugit sig
in ett mindre fel i den ovan citerade definitionen. Dér det star "om m &r ett
heltal" borde det std "om m &r ett naturligt tal”. Det &r ju lite svart att
upprepa X ett negativt antal ganger!)

Nar man utvidgar begreppet multiplikation s kan det enligt Nationalencyk-
lopedin ga till sa har:
Multiplikation kan utvidgas till negativa tal, varvid man later (-m)x = m(-x) dar
hogersidan redan &r definierad som addition av m termer -x. Om multiplikanden x
kan divideras med ett heltal (som ar fallet med brak), sd kan aven multiplikatorn vara
ett brak: (a/b)(c/d) = (ac)/(bd) (band 13, s. 497).

Den har utvidgningen av begreppet multiplikation stammer aterigen val
dverens med var uppfattning om hur en &mnesdidaktisk teori bor se ut. Vad
man emellertid maste uppmarksamma &r att det efter den héar utvidgningen
inte handlar om upprepad addition eller att mangfaldiga. Man har alltsa nu
lamnat den konkret forankrade matematiken och agnar sig &t ett logiskt spel
med givna regler. Multiplikation har darmed fatt en helt annan innebord &n
latinets "multiplico". Givetvis krdvs det en teori som hjalper larare att for
sina elever reda ut de har komplicerade begreppen.
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En intressant iakttagelse, vad géller de givna definitionerna, &r att de (med
undantag av definitionen i Nationalencyklopedin) endast beskriver vad
multiplikation &r i meningen vilka egenskaper som géller for multiplika-
tion. Vad definitionerna daremot inte talar om ar hur multiplikation utfors.
Man far t.ex. reda pa egenskaper somatt 7-1=7,att 7 - 8 =8 - 7, men man
far inte reda p& hur mycket 7 - 8 ar. Det kravs alltsé ytterligare definitioner,
t.ex. av vad produkten av tva tal blir. Vad man har kan konstatera &r att
bara en av de ovan ndmnda definitionerna kan forklara de multiplikationer
som sker under de forsta skolaren.

Eftersom barn forst lar sig att arbeta med de naturliga talen, sa kan det i en
amnesdidaktisk teori vara lampligt att borja dar. Utgéende fran elevernas
forkunskaper och forutsattningar valjer man i allménhet att definiera
multiplikation som upprepad addition. En sadan definition har bl.a. gjorts
av den italienske filosofen och matematikern Peano. Hans axiomsystem
bygger pa att multiplikation ar en upprepad addition och innebér bl.a.
o att 1 &r det forsta naturliga talet och att det till varje naturligt tal a finns
ett efterfoljande tal a#, (vilket definierar de naturliga talen)
o att for tva naturliga tal galler att a + 1 = a# och att a + b# = (a + b)#
(vilket definierar addition)
e ochattl-a=aochbh# -a=b-a+a(vilket definierar multiplikation).
Till dess tre axiom kommer ytterligare ett antal axiom vars funktion &r att
garantera entydighet och dessutom ett induktionsaxiom for att garantera att
axiomsystemet géller for alla naturiga tal. Vad axiomet om multiplikation
sager ar i princip inget annat an att om 6-8=48sdar(6+1)-8=48+8
alltsd att 7 - 8 = 48 + 8 = 56 (se t.ex. Kilborn, 1989). De har axiomen maste
givetvis i en amnesdidaktisk teori Gversittas till "normalprosa”, men utga-
ende fran dem fungerar multiplikation utan komplikationer sa lange man
arbetar med naturliga tal.

7.2.5 Hur gar man vidare med multiplikation av storre tal?

Den upprepade additionen ar relativt enkel att uppfatta for eleverna. En
multiplikation som 3 - 4 kan uttolkas som 4 + 4 + 4 alltsd som 4 taget 3
ganger och kan latt konkretiseras, forst i ménster som

0000 O0O0OO0OO 0000
och darefter i monster som
0000

0000
0000
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| nasta fas géller det for eleverna att utgaende fran den har definitionen
erdvra begreppet multiplikation. Det gor de dels genom att uppfatta och
tillampa réknelagar som
e den kommutativa lagen, alltsé att 2 - 6 = 6 - 2, vilket senare kan
utnyttjas vid multiplikationer som 25 - 27 - 4=25.4.27=100- 27 =
2700,
e den associativa lagen, alltsd att (2 - 3) - 5=2 - (3 - 5) vilket senare kan
utnyttjas i uppgifter som28 - 25=7-4.25=7-(4-25)=7-100 =
700,
dels genom att skapa flyt i raknandet med hjélp av multiplikationstabellen.
(Se &ven Lowing & Kilborn, 2003.) Observera emellertid att det knappast
ar lampligt att for dessa unga elever introducera réknelagarna i form av
definitioner. De bor istéllet tillagna sig lagarna genom erfarenhet. Den mer
generella definitionen for multiplikation ar séledes inte anvandbar som en
teoretisk grund for hur barn kan bygga upp ett multiplikationsvetande.

Nér det galler att multiplicera storre tal, ar det viktigt att eleverna behérskar
den distributiva lagen, alltsd att a - (b + ¢) = ab + bc. Det ar den distributiva
lagen som ger forutséttningarna for att utféra en multiplikation som 37 - 56
genom att utnyttja smarta och minnesbesparande metoder. De flesta av
dessa metoder bygger pa distributiviteten alltsa att dela upp multiplika-
tioner som 37 - 561 (30 +7) - (50 + 6) =30 - (50 + 6) + 7 - (50 + 6). |
algoritmerna reduceras detta till de enklare delmultiplikationerna 3 - 5
(hundratal) + 3 - 6 (tiotal) + 7 - 5 (tiotal) + 7 - 6 (ental). Det enda problem
som aterstar &r att fina en god strategi for att halla ordning pé dessa del-
berékningar.

Néar eleverna kommit s& hér langt har de skaffat sig ett utmarkt och (om
undervisningen varit logiskt uppbyggd) forstaeligt instrument for att l6sa
sadana vardagsproblem som leder till multiplikation av naturliga tal. Vad
algoritmen handlar om &r alltsd hur man pa ett enkelt och generellt satt kan
hantera de olika delberékningarna. Observera noga att vi inte har forordat
nagon speciell algoritm (uppstallning) utan bara beskrivit den distributiva
lagens centrala roll och att det ibland kan finnas behov av négon form av
algoritm. Observera ocksa att en larare som inte beharskar en teori for
algoritmernas uppbyggnad och funktion aldrig kan ta stallning i fragor om
val av algoritm eller om algoritmens vara eller inte vara. Det kan ocksa
vara pa sin plats att papeka att algoritmerna ar en viktig del av mate-
matikens historia, vilket ingar som mal i nuvarande laroplan for grund-
skolan.
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Det &r viktigt att understryka att den mer komplicerade definition for multi-
plikation, den som presenterades inledningsvis, ar en nddvandig grund for
akademikers arbete med matematik. Problemet &r emellertid att samma
definition &r mindre lamplig i en teori for hur skolbarn bygger upp sitt
vetande om multiplikation. Man kan ocksa diskutera om en teori som
omfattar den namnda definitionen &r att foredra ens for larare (och i sé fall
for vilka) i avsikt att bygga upp en forstdelse for inneborden i vardagens
multiplikation. Vad an svaret pa den fragan blir, sa vill vi hiavda att lararen
behdver betydligt mer omfattande teorikunskaper an sa. Lédraren maste
aven ha en teori for hur barn pa olika satt (och i olika kulturer) kan bygga
upp kunskaper om multiplikation. | annat fall kan lararen inte mota varje
individ pa hans eller hennes kunskapsniva eller ge rimliga och hallbara
forklaringar. Det ar detta som ingdr i en amnesdidaktisk teori. Ball och

Bass (2000) beskriver detta sa har:

Pedagogical content knowledge is a special form of knowledge that bundles
knowledge with knowledge of learners, learning and pedagogy. These bundles offer
a crusial recourse for teaching mathematics, for they can help the teacher anticipate
what students have trouble learning, and have ready alternative models or
explanations to mediate those difficulties. (s. 88).

A second problem concerns how subject matter must be understood in order to be
usable in teaching. We need to probe not just what teachers need to know, but to
learn also how that knowledge need to be held and used in course of teaching, (s. 97)

Det finns emellertid ytterligare ett viktigt krav p& en dmnesdidaktisk teori.

Pa grund av att teorin avser att for larare forklara hur barn tillagnar sig

matematik, sa kan man inte stélla alltfor formella matematiska krav pa den

har teorin. Detta betyder inte att den behdver vara felaktig eller strida mot

en gangse akademisk amnesteori. Tvértom skall den

e dels kunna ge underlag till att bygga upp fullgoda verktyg for att med
insikt l6sa vardagens alla problem av matematisk natur

e dels kunna fungera som en preliminér, forberedande teori for aka-
demikerns @&mnesteori.

I det hdr sammanhanget passar Martons och Booths (2000) sétt att uttrycka

detta bra: "Men vid ndrmare eftertanke ... visar sig dessa helheter, den

larandes ursprungliga idéer, vara ofullstandiga snarare &n felaktiga. (s. 10)"

Aven Siljo (2000) tar upp problemet med de rigida regler for kommunika-

tion som ofta rader i skolan. De som tillampar dessa regler ser inte vad de

leder till utan relaterar istéllet problemen i skolan till individen och &mnet:
Det som vi uppfattar som inlarningssvarigheter, och som vi forlagger till individer
och deras "forméaga” att tillagna sig matematik, engelska, samhallskunskap, kan
kanske battre forstds om vi analyserar de regler och traditioner for kommunikation
som vuxit fram inom skola och utbildning, och de svarigheter barn (och vuxna) kan
ha att identifiera och anpassa sig till dem. ...
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Skolans kommunikativa tradition bidrar bade till skapandet av kunskaper och
fardigheter hos ménniskor (och i ett historiskt perspektiv &r den nivé vi nu nétt pa
sdval spets- som breddutbildning synnerligen imponerande), men ocksé till
skapandet av svarigheter att lara och forstd. Det vore alltfor blaogt att tro att det
sistndmnda ar olycksfall i arbetet. (s 12, 13)

7.2.6 Multiplikation i ett utvidgat talomréade

Enligt var uppfattning sa behdver det inte uppstd nagra storre intellektuella
problem for eleverna sa lange de haller sig till multiplikation av de natur-
liga talen. Problemen kommer nar de skall ga vidare och multiplicera tva
rationella eller tva irrationella tal. Den gamla definitionen om att multi-
plikation ar en upprepad addition haller dé inte langre. Man kan inte berak-

na %g genom att som addition upprepa % tvd femtedels gang eller

berakna 0,4 - 0,75 genom att upprepa 0,75 fyra tiondels gang. Nu tvingas
man istallet ge en helt ny definition namligen att %g = %.

Det hér ar givetvis ett problem som &r losbart och det ar just for att kunna
knyta samman de tva definitionerna till varandra och for att ge kontinuitet i
elevernas inldrning som det behdvs en &mnesdidaktisk teori. Vi menar att
det ar avsaknaden av en sadan teori som leder till den typ av problem som
vi tidigare gett exempel pd. Vad vérre &r, avsaknaden av en lamplig teori
har lett till att alltfor manga larare verkar undvika brak (t.ex. genom att inte
langre undervisa om brak eller att 6versatta braken till decimalform) istallet
for att ga till grunden med problemet. Ménga ldrare ar uppenbarligen inte
heller medvetna om brakets betydelse som forkunskap till algebran och
skapar dérmed problem aven for de elever som senare skall studera mer
matematik.

Ofta kan man frdn matematikens historia f& vardefulla pusselbitar till en
amnesdidaktisk teori. Det kan darfor vara intressant att stalla fragan hur de
nyss namnda problemen hanterades tidigare, i svensk skola. Hur ténkte
man sig da steget frAn upprepad addition till multiplikation av rationella
respektive reella tal. Ett exempel pa detta har finns i Matematik NU (1969)
dér man i samband med introduktionen av den nya matematiken och Lgré9
gjorde en serids anstrangning att bringa reda i svensk skolmatematik:

Nar man skall ta reda p& hur man ska géra nar man multiplicerar tva rationella tal

kan man naturligtvis anvénda principen om raknelagarnas permanens.

Ta bréken a/b och c/d. Talet a/b &r losningen till ekvationen bx = a och talet c/d &r

I6sningen till ekvationen dy = c. Ett annat namn for talet a - ¢ &r da (bx) - (dy). Vi har

alltsa (bx) - (dy) = ac

Om man anvéander de associativa och kommutativa lagarna, som ju bor gélla, kan

denna ekvation skrivas (bd) - (xy) =ac
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ac a c ac
Vi finner alltsd xy = — vilket ger —-— = —

bd b b bd
Vi har alltsd fatt fram hur multiplikation med tvéa rationella tal ska ga till om
réknelagarna fortfarande skall gélla. (s. 170)

Observera att man vid den har forklaringen utgatt fran den formella defini-
tion vi tidigare varit tveksamma till. Man kan ocksa konstatera att det bevis
som gors ar sa krangligt att manga av dagens lararstuderande skulle ha
problem med att hdnga med. Vad man i sjilva verket gor, ar att man
forsoker efterlikna matematikerns typ av harledning med en nagot forenk-
lad teknik. Detta ar ocksa forfattarna till Matematik NU sjalva medvetna

om och skriver:
En del menar att detta satt inte ar tillrackligt aktiverande och att det stéller for stora
krav p& ménga elever. (s. 170)

Man ger darfor ocksé en alternativ forklaring som bygger pé intuition och
pa funktioners invers, vilket ar minst lika krangligt.

For att kunna forklara hur en multiplikation av rationella tal gér till kande
man sig i Matematik NU uppenbarligen tvingad att ldmna de konkreta
forklaringsmodellerna och utgd frén nagon formell regel. Vi skulle vilja
uttrycka det sa att man lamnade vardagens riknande och 6vergick till att
arbeta med (formell) matematik. Detta steg krdver en hdg grad av for-
malisering och att man accepterar vissa regler, &ven om dessa regler inte
kan ges en konkret forklaring. En intressant fraga &r varfor man, nir man
nu anda skall formalisera och utga fran raknelagarnas permanens, inte lika
garna kunde definiera multiplikation av tva brak sa héar %E:g och
dérefter troliggdra rimligheten med bl.a. hjalp av ld&mpliga metaforer? Det
ar sadana har saker man som larare bor finna svar pa i en amnesdidaktisk
teori nar man staller de viktig vad- och hur-fragorna.

Andra typer av forklaringar finner man i Paulsson (1983). Den forsta for-
klaringen ser ut sa har:

Vad &r rimligt?

Typex 42-.315 = Eleven:
3,15 "Tre ganger fyra ar tolv.
42 ¥2 D4 maste lite mer &r tre
630 ganger lite mer an fyra
+ 1260 vara lite mer &n tolv. De-
13,230 cimaltecknet ska sté efter

trean." (s. 170)
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Problemet &r att Paulsson har tar multiplikationsalgoritmen for given. Den
har emellertid hérletts (far man hoppas) for naturliga tal. Nu anvéander han
den for decimaltal utan att ens fundera dver om detta ar mdojligt eller 6ver
vad som egentligen hénder med decimaltecknen. Skillnaderna mellan detta
forslag och det tidigare ar att man i Matematik NU férsdkte bygga upp en
teori medan Paulsson, utan att utgd fran ndgon teori, forsokte harleda ett
admnesdidaktiskt "vad" och "hur".

Paulssons andra alternativ bygger pa areaberakning. Han utgar har fran en
rektangel med sidorna 2 cm och 3 cm som han skriver om som 0,2 dm
respektive 0,3 dm. Han finner d4 att rektangelns area blir 6 cm? = 0,06 dm®.
Av detta drar han slutsatsen att 0,2 - 0,3 = 0,06. Men detta &r knappast
nagon forklaring till hur man utfér multiplikation av decimaltal. Detta ar
snarare ett cirkelbevis samtidigt som det &r en flitigt anvand metafor.

| ett tredje fall skriver han
0,7-25=7-0,25
Eleverna multiplicerar med 10, 100 eller 1000 s& att ena faktorn blir ett heltal. Darefter
dividerar de den andra faktorn med samma tal. (s. 170)

Det har &r lite battre. Om den kommutativa lagen galler sa finner man att

0,7-25=0,7- (10 - %) -25=10-0,7-25 " %: 7 - 0,25. Men den

viktigaste fragan kvarstar: Varfor blir 2,5 - %: 0,25? Det var ju bl.a. det

man skulle visa. Paulssons forklaring bygger ocksé indirekt pa att 2,5 - %

ar detsamma som 2,5/10 vilket inte heller har visats eller troliggjorts.

P& liknande satt ser det ut i vara vanligaste laromedel for grundskolan (och
ofta aven for gymnasieskolan). Det &r kanske inte sd konstigt att manga
svenska elever har problem med skolans matematikundervisning och som
en foljd av detta med universitetets undervisning. Och inte blir det battre av
att de flesta larare verkar sakna en teori for hur de kan forklara multi-
plikation pa ett rimligt satt. Som en avslutning pa det har avsnittet foljer nu
ett férslag till hur en @mnesdidaktisk teori om multiplikation skulle kunna

byggas upp.

7.2.7 En amnesdidaktisk modell for multiplikation

Att reda ut de begreppsliga oklarheter som ovan beskrivits ar en fraga om

dmnesteori inte en fraga om dmnesdidaktik. Amnesdidaktik handlar enligt

Marton (1986) om fragorna

e Vad: alltsd om valet av det stoff man skall undervisa om inklusive
definitioner och regler.
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o Hur: alltsd om val av arbetsform och arbetssatt.
o Varfor: alltsa att ta stallning till legitimiteten, varfor det ar viktigt att
undervisa om just det omréadet och pé det sattet

Den hér definitionen av @mnesdidaktik verkar de flesta vara dverens om.
Observera emellertid, att enligt Martons definition av amnesdidaktik sé&
forutsatts &mnesteorin redan vara given nar didaktikens vad, hur och varfor
skall valjas. | den har rapporten har jag gett flera exempel pa vadan av att
gora sddana amnesdidaktiska val utgdende fran en for andamalet olamplig
eller mindre relevant amnesteori. Samtidigt som det rader ett symbiotiskt
forhallande mellan &mnesdidaktisk teori och &mnesdidaktik, si ar det
viktigt att teorin alltid blir éverordnad didaktiken.

S& hidr menar vi att en amnesdidaktisk teori, i stora drag, skulle kunna se ut

vad géller multiplikation.

1. Den &mnesdidaktiska teorin bdrjar med en introduktion av multiplikation
for de naturliga talen. Detta bor ske som en upprepad addition. Den
grundlaggande idén bor darvid vara att eleverna, genom empirisk
erfarenhet fran vardag och fran laborationer, ges méjligheter att upptacka
att multiplikation &r kommutativ och associativ, vad som hénder vid
multiplikation med 0, 1 och 10, samt att den distributiva lagen galler (se
t.ex. Léwing & Kilborn, 2003).

2. Teorin skall ocksé klargéra hur man gor multiplikation till ett anvandbart
verktyg vid problemldsning och vikten av att eleverna lar sig behérska
multiplikationstabellen. Den skall dessutom visa hur man med hjalp av
raknelagarna kan hjalpa eleverna att utveckla en god férmaga att rakna i
huvudet (se tex. Léwing & Kilborn, 2003). | nésta steg bor teorin
beskriva hur man kan hjélpa eleverna att utveckla en god férmaga till
skriftlig rékning (se t.ex. Kilborn, 1989, kapitel 6). Observera darvid
vikten av att det inom amnesteorin ges exempel pa olika metoder for
huvudrékning och skriftlig rékning, for- och nackdelar med dessa meto-
der samt att man anvénder olika metoder i olika kulturer. Sadana likheter
och skillnader bor analyseras pa ett sadant satt att en larare, dels kan ta
stallning till vad som &r korrekt, dels avgdra vérdet av olika metoder.

3. Nér de rationella talen inforts géller det att analysera réknesattet multi-
plikation utgdende fran de nya férutsattningarna. Detta kan utféras i tre
steg
a) Multiplikation av ett rationellt tal med ett naturligt tal kan ske med

hjalp av upprepad addition. Multiplikationen 4 - % blir da lika med
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+ % + 1 + é vilket kan tecknas goch multiplikationen 4 - 0,2

ol

blir 0,2 + 0,2 + 0,2 + 0,2 som kan tecknas 0,8.(Se t.ex. Léwing &
Kilborn 2003 kapitel 9)

b) Multiplikationer som 1 4 eller 0,2 - 4 blir svarare att tolka eftersom

man t.ex. inte kan upprepa 4 en femtedels gang. Det ar nu dags att
utnyttja elevernas erfarenhet av kommutativitet och associativitet
och lata dessa erfarenheter ga éver i raknelagar. Dessa raknelagar
antas nu galla for multiplikation av rationella tal. Fr.o.m. nu kommer
matematiken att bli mer formell. Samtidigt blir det viktigt att man
med hjalp av metaforer och rimlighetsherikningar visar pa lagarnas
relevans.

¢) Multiplikationer som %% eller 0,4 - 0,75 blir betydligt svarare. Har

hjalper vaken réknelagar eller upprepad addition t.ex. genom att
upprepa 0,75 fyra tiondels gang. Nu tvingas man istallet ge en helt
ny definition ndmligen att E-£=ﬁ, dvs. att 23 :E. Obser-
bd b-d 54 54
vera att man samtidigt borjar fjarma sig en hel del fran vardags-
matematiken och att den hér typen av kunskaper snarast &r att
betrakta som forkunskap till fortsatta studier i matematik. Vad- och
hur-frdgorna kommer vid det hér laget att till stor del handla om
individualisering av stoffet, alltsa att avgora vad som ar uppnéende-
mal och stravansmal enligt kursplanen, hur man i de olika fallen kan
ge kunskapen en lamplig struktur och vilken struktur (och véagval)
som lampar sig bast for respektive elev.

4. Eftersom det handlar om en dmnesdidaktisk teori &r det i det hér steget
viktigt att i mojligaste man "konkretisera” de nya och formellt introdu-
cerade raknereglerna. Observera att detta samtidigt innebdr att man
vidgar begreppet multiplikation. Detta kan goras pa en rad olika satt
a) For den som har areabegreppet klart for sig kan man troliggora

multiplikationen %% genom att anvénda Paulsson metafor om rek-
tangelns area. Man lagger t.ex. da, i en kvadrat med sidan 1 meter, in

en rektangel med sidorna %meter och %meter pa foljande satt:
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Av figuren framgar att den skuggade arean omfattar 6 av de 20

rutorna. Arean ar alltsd gmz = Em2. For den som vill arbeta

20
med decimalform gar det givetvis att anvanda motsvarande metod.
Man kan i sa fall véalja 10 x 10 eller 100 x 100 rutor. (Se &ven
Léwing & Kilborn 2003, kap 9.2.1)

b) For den som vet att 10 - 0,4 = 4 och att 0,75/10 = 0,075, kan man
skriva om 0,4 - 0,75 som 10 - (0,4 - 0,75) / 10 = 4 - 0,75/10 =
4 . 0,075. Man har da reducerat uppgiften till multiplikation av ett
brak med ett naturligt tal.

c) Om man forutsatter att aven den distributiva lagen galler, sa kan man
finna ndrmevérden till multiplikationer som 6,2 - 4,1 genom att se det
som (6 + 0,2) - (4 + 0,1) viket ger en produkt nagot storre &n 6 - 4 =
24,

d) Det ar ocksé viktigt att lararen synliggor for eleverna att den nya
definitionen inte strider mot den tidigare definitionen av multi-
plikation som upprepad addition.

3 gkan t.ex. skrivas 3. gviIket ger 32 E+§+§ precis som

5 1 5 5 5 5 5

tidigare.

P& motsvarande satt kan man sedan ga vidare och definiera multiplikation
av negativa tal och reella tal. (Se t.ex. Kilborn, 1990 kapitel 8)
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7.3 Sprakets och kulturens betydelse for begreppsforstaelse

Vi har i olika sammanhang studerat hur l&rare undervisar elever med ett
annat hemsprak an lararens, eller som tillhor en annan kultur &n lararens.
Det visar sig da uppsta tva typer av problem, dels olika uppfattningar av
matmatiska begrepp, dels olika satt att uttrycka dessa begrepp spréakligt.
Vissa av dessa problem har beskrivits av Léwing (2000), andra av Kilborn
(1993 och 2002). Vad man lar sig av dessa beskrivningar &r vikten av att en
larare, i dagens méangkulturella samhélle, kan se den grundlidggande mate-
matiken ur ett interkulturellt perspektiv. Kilborns exempel fran Hammar-
kullsskolan i Géteborg ar belysande. Har undervisades 53 elever i skolar 6
av tre larare. Av hans videoinspelningar av elevintervjuer framgar att ele-
verna anvande inte mindre &n 16 olika metoder for att utféra en uppstalld
subtraktion (i algoritm). De tre lararna behérskade tillsammans tre av dessa
metoder. Detta ledde givetvis till konflikter nar en av lararna skulle hjélpa
en elev som anvénde en metod som lararen inte behdrskade. Kommunika-
tionen Gvergick vid sadana tillfallen till en monolog fran lararens sida och
en lotsning av eleven pa lararen villkor och med lararens algoritm. Négon
meningsfull inlarning for eleverna dgde saledes inte rum.

Har foljer fler exempel pd den har typen av kulturella konflikter i
undervisningen. For att undvika sadana konflikter ar det viktigt att lararen
beharskar en teori som beskriver saval olika konventioner som olika
mojligheter att uppfatta begrepp och att uttrycka sig. Detta &r inte s&
komplicerat som det verkar. Tar man subtraktionsalgoritmen som exempel
sd ar majligheterna till val av uppstéllning, formellt eller informellt,
begransad av réknelagar och rékneregler. Det galler bara att uppfatta och
kunna tolka variationen. Den larare som behdrskar teorin for detta och som
dessutom lart sig lyssna pa sina elever, kan darfor uppfatta och genom-
skada metoder som hon aldrig har sett tidigare. Med de termer som anvands
i Marton & Booth (2000) ger saledes en amnesdidaktisk teorin den rele-
vansstruktur som kravs for att lararen (eller den lararstuderande) skall
uppfatta variationen.

Den vanligaste undervisningsformen verkar idag vara att eleverna arbetar
enskilt, ofta med olika typer av uppgifter (NCM, 2001). Nar en elev far
problem och ber lararen om hjélp uppstar ofta ett dilemma. | den hir akuta
situationen, som ofta inte kan forutsagas, har lararen i allmanhet bara nagra
fa sekunder pa sig att uppfatta elevens problem och att darefter finna en
lamplig forklaring till eller en 16sning av problemet. Detta kréver att lararen
beharskar en teori for hur elever, utgdende fran olika forkunskaper, kan
tillagna sig aktuella begrepp eller strategier. Det kraver ocksa att lararen,
genom denna teori, har utvecklat ett sprak som fungerar vid saval formella
som informella beskrivningar och forklaringar. Av saval Kilborns forsk-
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ning pa 1970-talet (Kilborn 1979a, 1979b) som av Lowings forskning pa
2000-talet framgar det Klart att fa larare beharskar en sédan teori. Detta
leder i sin tur till att lararna improviserar, lotsar eleven eller anvénder sig
av falska metaforer for att klara sig ur det akuta dilemmat. P4 sa satt blir
inlarningen ologisk och fragmentarisk sett ur elevernas synvinkel. Enligt
var uppfattning ar det har en forklaring till den kris inom skolans
matematikundervisning som beskriv av Grevholm (1993) och NCM (2001).

7.3.1 Multiplikand och multiplikator som betydelsebédrande termer

| flera l&nder anvénds termerna multiplikand (det som skall multipliceras)
och multiplikator (antalet ganger man skall ta multiplikanden) for att
beskriva multiplikation av tva tal. (Jamfor Nilsson & Wigforss, 1951.) |
svensk matematikundervisning anvands dessa termer inte langre. Bada
termerna kallas numera for faktorer. (Se Skoltverstyrelsen 1966, 1979)
Detta medfor att larare har forlorat mojligheterna att sprakligt beskriva en
av de viktigaste podngerna med den kommutativa lagen for multiplikation.

Nar multiplikation introduceras under de forsta skolaren sa sker det oftast
som en upprepad addition. Multiplikationen 3 - 4 far da betydelsen 4 + 4 +
4 som t.ex. kan konkretiseras som det sammanlagda priset for 3 kolor a 4 kr
styck. Detta passar val in pa det svenska sprakets 3 ganger 4 i betydelsen 4
taget 3 ganger. Har ar 4 multiplikanden, det som skall multipliceras och 3
multiplikatorn alltsa den som formerar. Pa ett sprak som tyska blir detta
annu tydligare: Dreimals vier ar entydigt lika med 4 + 4 + 4.

Pa andra sprak blir det tvartom. Betydelsen kan da vara elevens 3 "gangrat
med” 4 vilket sprakligt &r lika med 3 + 3 + 3 + 3. Talet 3 blir da den
multiplikand som skall "gangras” med 4, alltsé tas 4 ganger. | det har fallet
kommer 3 - 4 att fa en helt annan betydelse t.ex. det sammanlagda priset for
4 kolor a 3 kr styck. Visserligen ar det sammanlagda priset detsamma nu
som tidigare, men i vardagen finns det kvalitativa skillnader pa vad man
kopt.

Pa ett flertal sprak har 3 - 4 den senast namnda betydelsen, t.ex. pa en del
afrikanska sprak: Pa Tswana heter 3 - 4 Tharu atisa ka nne och pa Xhosa,
Isithatu siphinde kane. | bada fallen betyder detta 3 repeterat 4 ganger alltsa
3+ 3+ 3+ 3. Nu ar frigan om detta spelar nagon roll. Man kan ju havda att
multiplikation & kommutativ och att det darfor ar sjalvklart att 3 -4 =4 - 3.
Detta &r mojligen sant for en matematiker, men nér dessa begrepp byggs upp
inom skolans varld sa ar det annorlunda. For yngre barn, som just héller pa att
bygga upp ett matematiskt vetande, &r det viktigt att fa& matematiken kon-

kretiserad och da ar 3 kolor a 4 kr definitivt inte detsamma som 4 kolor & 3 kr

dven om bada produkterna &r lika, alltsé att priset i bada fallen blir 12 kr. Inte
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vill val ndgon havda att operationen 7 + 5 har samma betydelse som opera-
tionen 3 - 4 p& grund av att 7 + 5 och 3 - 4 bada &r lika med 12?

Awven senare kan det uppsta problem som en foljd av att larare och elever

uppfattar multiplikand och multiplikator olika.

o Nar elever, som inte helt beharskar multiplikationstabellen, skall rékna
ut produkter som 6 - 8, sa utgar de ofta fran att de redan kanner till
produkten 5 - 8 = 40. Darefter ar det bara att lagga till 8 for att fa svaret
48. Elever som (via sitt hemsprak) uppfattar 6 - 8 som summan av atta
sexor, gor emellertid ofta misstaget att lagga till 6 istallet och fa
produkten 46. Felet ar vanligt nar sprakbruket for multiplikation ar olika
pa undervisningsspréaket och hemspraket.

o Na&r man skall beskriva priset for 4 varor a 136 kronor, i avsikt att utféra
en formell eller informell berakning, sa kan man t.ex. konkretisera detta
s& har, med inneborden att 4 elever skall betala 136 kr var.

OO0
QOO

. 4

Man utgar da fran multiplikatorn, 4, och raknar 4 - 6 enkronor, 4 - 3 tior
och 4 - 1 hundralapp. | det hér fallet spelar det emellertid en véldigt stor
roll vad som &r multiplikand och multiplikator. Om en elev uppfattar
4 - 6 som sex fyror s blir den konkretiserande bilden ovan helt fel och
leder inte till ngon forstéelse for multiplikationen i fraga. Exakt denna
konflikt uppstar ofta under matematiklektioner i Sydafrika nar lararen
som undervisar pa engelska, och utgdende fran en engelsk metodik,
tvingas gora en s.k. code switch och féorklara pa elevernas hemsprak
Tswana. (Se &ven Adler, 1999 och Setati, 1998)

e Eftersom de vanligaste metoderna att utfora en multiplikation bygger pa
den distributiva lagen, sa skulle man ocksd kunna tinka sig att utfora
multiplikationen 4 - 136 med nagon annan metod, t.ex. som 4 - (125 +
11) = 500 + 44. Men hur ska man forklara detta for yngre barn om man
inte betraktar 136 som multiplikand?
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Vad man lar sig av detta ar att man i dagens mangkulturella skola behover
en teori som reder ut hur det har hanger ihop sé att, i det hér fallet multi-
plikation, kan forklaras pa ett konkret och generaliserbart satt och med ett
relevant sprak. Har racker inte den akademiska @mnesteorin och sprak-
bruket till. En som studerat sprakets roll i undervisningen ar Zepp (1989). |
boken Language and Mathematics Education skriver han sd har om

skillnaden mellan matematiskt sprak och vardagssprak:
Teachers should also be aware of that real life concepts and mathematical concepts may be
very different and that students may learn them in different ways. When using a word care
must be taken that students understand in just which ’register’ (mathematical or otherwise)
the term is being used. (s. 57)

7.3.2 Spraket betydelse for forstaelse av nya begrepp
Under vara lektionsstudier av saval svenska som invandrade larares under-
visning har vi observerat en stor osikerhet vad galler spraket for division.
(Se t.ex. Léwing 2000 och 2001) Foéljande variation fann vi under en enda
av dessa lektioner. (L star for lararen och E1- E3 for olika elever)

L: Om du dividerar den pé den far du ...?

L: Hur manga ganger gar 3i 7?

El: 4il... detblir4
L: Detstar 1 genom 4 hur manga 4 finns i 1?

E2: 100 delatpad5 ...

L: Vilket tal gar att dela 24 och 36 med.
E3: 24 delati4...?

L: Kan du dela4 och 6 med samma tal?
E4: 4 delat med 6?

L: Delad4pa?7

Larare och elever verkar i de har fallen inte vara 6verens om betydelserna
av orden i, med och pa och sa har ser det ut i alltfor manga klasser. Fragan
ar varfor. Ett svar pa fragan finner vi genom att ga tillbaka till svensk
undervisning pa 1950-talet. D4 larde sig eleverna tva olika satt att dividera,
delningsdivision och innehallsdivision. (Se t.ex. Nilsson & Wigforss, 1951
och Kilborn, 1989)
¢ Delningsdivision kan beskrivas sa att man har ett antal foremal och skall
fordela dem lika ett efter ett. Det kan t.ex. handla om att 24 karameller
skall delas lika mellan 6 barn.
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¢ Innehallsdivision kan beskrivas som att man vill ha reda pa hur manga
ganger man kan ta ett visst antal foremal fran en given mangd med
foremal. Fragan kan t.ex. vara hur manga bussresor & 6 kr man kan gora
om man har 24 kr.

Om vi nu atergar till prepositionen "i" s& far den olika betydelser i de har
tva fallen. Att dela 24 karameller i 6 hogar" ger svaret 4 karameller medan
svaret pa fragan "Hur manga ganger 6 ryms i 24" ger svaret 4 (ganger). Det
ar bl.a. detta manga elever (och larare) blandar samman. Zevenbergen
(2000) tar upp liknande problem pa ett mer generellt plan i artikeln "Crack-
ing the Code". Hon pekar dels pa ord som i matematiska sammanhang har
en helt annan betydelse &n i vardagsspraket sdsom ruler, prime, odd, mean,
rational, root och mass. Hon pekar ocksd pa nyanser som kan misstolkas
sdsom sum/some, whole/hole, off/of och tens/tenths. Vi kanner igen detta
frdn motsvarande ord i svenskan. Hon tar sedan upp problemet med
anvandningen av prepositioner som kan vara forvirrande:

The temparature fell to 10 degrees ... by 10 degrees... from 10 degrees; and the

effect of omitting the preposition: the temperature fell 10 degrees. (s. 206)

Ett annat problem som namns av Zevenbergen ar s.k. trigger words, sdsom
mer, mindre, fick och ganger och som leder till en form av lotsning.
Uppgiften ”Olle har 10 kr och Anna har 12 kr. Hur mycket mer pengar har
Anna?”, leder latt till addition pa grund av ordet mer. P4 motsvarande satt
leder ofta uppgifter som "Hur manga ganger kan du dka buss om du har 24
kr och en bussresa kostar 6 kr?” till multiplikation p& grund av ordet
ganger. Vi vill emellertid havda att problemet ofta ar “sjalvforvéllat”. Om
man som larare sjalv ar slarvig med sitt sprak eller inte agnar tillracklig
uppmarksamhet at elevernas anvindning av spraket sa blir elevernas sprak
lidande, speciellt om lararen prioriterar att eleverna I6ser manga uppgifter
framfor att fordjupa sig i fa uppgifter.

An varre blir det nér larare &r s slarviga med, eller osékra p&, terminologin
att de byter ut viktiga substantiv mot pronomen eller blandar in vardagsord
som saknar den precision som kréavs. | Léwings forskning hittar vi en rad
sddana situationer. Foljande kommunikation har iakttagits under lektioner
pa hogstadiet:

Larare 1: Om du dividerar den pa den sa far du?

Elevl: 8
Larare 1: En attondel eller hur? Och den, d& maste den vara lika med
Evas vinst.

Lérare 1: Men det dér &r annorlunda. Det &r stdrre dar uppe &n vad det &r
dar nere.
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Elev 2: Jahar inte den dér andra grejen. (Avser en cylinder)

Léarare 2: Hur ser bottenarean ut (Avser forfarande en cylinder)
Elev3: Rund.

Lérare 2: Vilken geometrisk form har basytan i din pyramid
Elev4: Rund.

Lérare 2: Den &r vél inte rund?

Elev 4: Trekantig .... Fyrkantig.

Elev5: Du, Lisa, skall man riakna det génger det ... nar man skall
rékna volymen av dom?

Lérare 3: Hm varfor da?

Elev4: FoOr dom var ju ... vad det heter ... vad det heter ... hur stor
den ér.

Léarare 5: Fyrkantiga saker, rektanglar och kvadrater, kan vi rakna ut ...
hoppas jag. Pa runda saker har vi inte lart oss an. (Géller area)

Larare 5: S ritar vi in cirkeln (som har radien 5 cm) i en fyrkant.... Hur
stor &r kvadraten? (Ldraren avser arean.)

Det finns all anledning att fundera dver vad som hénder nér en elev skall
forsoka uppfatta nya begrepp och lararen inte har (eller inte ser till att
eleven tillagnar sig) ett klart och tydligt sprak for att beskriva begreppet.
Zevenbergen (2000) kommenterar detta sd hir med hanvisning till
Bernstein.
Elaborated code uses complex sentence structure, grammatical order, prepositions to
show logical and sequential ordering, and a high degree of hierarchical organization.
Restricted code uses shorter sentences and much is more limited in its choice of
adjectives, adverbs, and prepositions. ... However according to Bernstein, lower-
class children have little access to the elaborated code, which is the code used in
school. (s. 198)

In his later work, Bernstein abandoned some of his earlier terms in favour of the
notations position-oriented and person-oriented families. ... For example, position-
oriented language tends to use pronouns whose antecedents are not clear to the outside
listener, ... A person-oriented child, on the other hand, will tend to use the noun or
person’s name in order to make it explicit to whom he is referring. (s. 199).

The implications for the classroom are the same as those of Bernstein’s earlier theory;
the position-oriented students will not be used to the explicit language of school. This
would be especially true of the mathematics classroom, where the precision of language
is particulary important. (s. 200)

Det som gor det hér problemet &nnu mer komplicerat &n vad Zevenbergen
(via Bernstein) beskriver ar, att alltfor manga larare idag sjalva anvander
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sig av en restricted code (ar position-oriented) vilket torde leda till att de
flesta elever ocksa blir position-oriented, dvs. utrycker sig pa ett vagt och
svartolkat satt. Vi ser detta som en viktig orsak till de problem man har
idag inom den mer matematikintensiva akademiska undervisningen. Om
man som elev inte har ett klart och enkelt sprak att utga fran &r det svart att
ta ett nytt steg och transformera detta sprak till ett mer utvecklat sprék, t.ex.
att ga fran vardagsanknutna metaforer till det matematiska begrepp som
skall lyftas fram med metaforen. Zepp (1989) skriver om detta:
In mathematics, hierarchies can become quite complex. ... Jerome
Bruner (1973) arges that language is especially important in labelling
these higher order concepts, since it facilitates the transfer from one
category to another. ... It is the role of the teacher to foster the use of
higher order conceptual words, according to Bruner, in order to develop
the ability to transfer from one classification to another. (s 53)

Men om detta inte sker? Ja, i sa fall blir eleven utslagen fran vidare studier

av matematik eller som Zevenbergen (2000) beskriver det:

By considering the teaching of mathematics as a cultural event, we can see that there
are aspects of pedagogy and curriculum that can exclude some students. By
understanding how the patterns of language, work and power are implicated in the
construction of mathematics, it becomes possible to understand how we can change
our practices i order that they become more accessible and equitable for our students.
This is not to suggest that the mathematics be watered down. Rather we should con-
sider the practices within which mathematics is embedded — linguistic, social, and
contextual — in order that it becomes more accessible to more students. (s. 219)

Det har avsnittet kan sammanfattas sd har. Kommunikationen i klass-
rummet kraver ett entydigt sprakbruk. Om lararen sjalv har ett daligt
utvecklat undervisningssprak eller ar slarvig med sitt sprak, s& far detta
konsekvenser for elevernas mojligheter att uppfatta kommunikationens
innebord pa ett korrekt satt. Eftersom sprak och begrepp ar intimt kopplade
till varandra, s& leder ett oklart sprak inte bara till oklara begrepp utan
eleverna far dessutom problem med att senare urveckla och fordjupa dessa
begrepp. Vad Ldéwings forskning dessutom uppmérksammar &r bruket av
termer som larare anvander vid laborativt arbete och vid vardagsanknytning
av undervisningen. Dessa termer ar oftast oklara i sig samtidigt som de
saknar en logisk koppling till mer formella termer for de begrepp l&rarna
avser att konkretisera. Att reda ut detta ar ett annat viktigt innehall i en
amnesdidaktisk teori.

7.3.3 Kulturens betydelse vid byte av divisionsalgoritm

Det finns ytterligare en orsak till den forvirring som rader nar det galler
sprakbruket vid division. Forvirringen fororsakades av upprepade byten av
algoritm. Av tradition hade man i Sverige (fore grundskolans inférande)
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tecknat divisionsuppstéliningen med dividenden (det som skall delas) till
vanster och divisorn till héger. Divisionen 228 : 6 tecknades oftast sd har
med s.k. italiensk uppstéllning:

228 |6
-18 38
48
- 48

0

I Matematikterminologi i skolan (Skoltverstyrelsen, 1966) skrevs istallet
samma division 248/6 och uppstéllningen byttes ut mot den USA-inspi-
rerade s.k. trappan:

38

6 1228
-18
48

- 48

0

Den nya uppstallningen ledde snart till nya problem som bl.a. hade att géra
med ordningen pa tdljaren (dividenden) och namnaren (divisorn).
Divisionen ovan tecknas 228/6 alltsd med tiljaren till vanster, men i
uppstallningen star namnaren till véanster. Detta ledde till forvaxlingar for
de elever som inte forstod innebdrden i divisionsalgoritmen utan arbetade
procedurellt. For att 1osa detta nya problem inforde man néagra &r senare
annu en ny algoritm, den s.k. liggande stolen, dar ordningen pa téljare och
namnare aterigen byttes. (Se Skoloverstyrelsen, 1979):

38
228| 6
-18

48

- 48

0

Eftersom man i allménhet laser fran vanster till hdger innebar dessa byten i
sig en hel del problem med algoritmspraket, alltsé det sprak man anvander
nar man utfor och forklarar algoritmens olika steg. | dag verkar de flesta
larare ha bytt algoritm &nnu en gang, nu till en s.k. kort algoritm (se nedan).
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Vad kan man da lara oss av detta? Jo, nar man byter till en ny algoritm eller
till en ny metod, s& galler det att ha tiankt igenom om den nya algoritmen
eller metoden passar i var kultur och i annat fall hur en anpassning skall
ske. Det galler ocksa att tanka igenom hur spraket paverkas av bytet sa att
man kan undvika inkonsekvenser och missforstand. Annu viktigare ar det
emellertid att tdnka igenom vad bytet i sig innebdr. | det har fallet ledde
bytena till trappa och stol inte till nagra intellektuella fordelar. Alla
deloperationer forblev i stort sett desamma. Man bytte bara plats pa
dividend, divisor och kvot. Om vi pa den tiden haft en hallbar &mnes-
didaktisk teori, sd skulle dessa onddiga byten av divisionsalgoritm kunnat
undvikas. Bytena av algoritm motiverades ndmligen med att det fanns
smarre metodiska vinster (av procedurellt slag) att gora. Detta ar ett
utmarkt exempel pa vadan av att fatta d&mnesdidaktiska beslut som inte
forankrats i en relevant &mnesteori. (For ndrmare detaljer, se Kilborn, 1989
kapitel 7.) Observera ocksa vadan av att importera didaktiska idéer fran en
annan kultur (sdsom trappan fran USA) utan att reflektera Gver konse-
kvenserna av detta och utan att forst anpassa idén till var egen kultur.

Mot den just beskrivna bakgrunden kan man bilda sig en uppfattning om
vilka problem som kan uppsta for elever som kommer fran andra kulturer
an den svenska. De problem som ménga larare upplevde i samband med
byten av divisionsuppstéllningarna blir ju knappast mindre for de invand-
rade elever (och deras foraldrar) som i svensk skola méter algoritmer som
ar annorlunda an de (och/eller deras foraldrar) lart sig. |1 dagens mang-
kulturella skola krévs det darfor en &mnesteori som beskriver olika mojlig-
heter att angripa ett problem, t.ex. att stalla upp en algoritm, att arbeta med
decimaltal eller att l16sa en ekvation. En sadan teori skulle ocksa ge lararen
mojligheter att battre forstd invandrade elever och hjalpa dem att Gver-
brygga kulturella problem. | dag forkastas istéllet de metoder som invand-
rade elever eller deras fordldrar har med sig, trots att de ar funktionella och
ofta dven battre dn de traditionella svenska metoderna. Med en god dmnes-
teori i botten skulle larare istallet kunna lara sig en hel del matematik av
invandrare elever och ddrmed utvidga sitt &mnesdidaktiska register.

Som en avslutning pa det har avsnittet ges nu dnnu ett exempel pa vart
teoriloshet kan leda. Problemet uppstar som en f6ljd av elevers svarigheter
med divisionsuppstallningen (och alla de byten av uppstallningar som just
beskrivits.) For att undvika dessa problem verkar méanga larare idag ha
overgatt till en s.k. kort algoritm. Man anvénder da en typ av algoritm som
utvecklades under senmedeltiden och som ser ut pé foljande sétt:
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For att dividera 247 med 7 stéller man upp 247 -
divisionen sa har: 7

7 gar upp 3 ganger i 24 tiotal. Man noterar

3 i kvoten. Eftersom 3 génger 7 ar 21, s& &r 3

det 3 kvar av de 24 tiotalen. Man stryker nu 247 -3
24 och skriver de resterande 3 tiotalen 7
ovanfor 4an i 24. Kvar att dividera finns nu

37 ental.

7 gar upp 5 ganger i 37. Man noterar 5 i \ég?
kvoten. Eftersom 5 ganger 7 &r 35 blir det 2 2¥M K-35
kvar. ... Svaret blir alltsd 35 och det blir en 7

rest 2.

Né&r vi diskuterar den har uppgiften med larare (eller l&rarstuderande)
brukar sd gott som alla ange svaret pa uppgiften till 35,265714... ofta
avrundat till nagot lampligt tal sdsom 35,27. Vi brukar da fraga varfor de
anvander decimaler. Ar detta ett rimligt svar om t.ex. 7 barn skall dela 37
plommon? De flesta av de larare och lararstuderande vi stéllt den fragan till
har uppenbarligen aldrig reflekterat 6ver skillnaden mellan att svara 35,27
och 35 2/7 eller 35 rest 2. Bristen pa dmnesdidaktisk teori har i det fallet
lett till att l&rare, och ddrmed deras elever, soker enkla, procedurella
I6sningar, istéllet for att reflektera 6ver innebdrden i vad de gor. Carlgren
& Marton (2000) uttrycker detta s& har:
...i stallet for att i forst hand fraga, Hur skall jag lara ut division?, Hur
skall jag fa mina elever att forstd fotosyntes?, Hur skall jag bara mig at
for att hoja deras historiska medvetenhet?, bor vi bdrja med att stalla
fragor av typen: Vad innebar det att beharska division, att forsta
fotosyntes, att vara historiskt medveten? Vad &r det som ar viktigast?
Vad ar nodvandigt? Vad ar det som inte far tas for givet? (s 27)

En annan intressant frdga som uppstar vid diskussion av kort algoritm
galler vad som hander vid en eventuell 6vergadng till den vanliga algo-
ritmen. Den korta algoritmen blir namligen kranglig om man skall dividera
med flersiffriga ndmnare (divisorer) eftersom det leder till s.k. galérdivision
(se t.ex. Thompson, 1991 s. 636 ff och Kilborn, 1989 kapitel 7). (Observera
att det som har relateras enbart &r det problem som brukar uppstd, inte
huruvida elever skall lara sig den "langa" algoritmen.) Problemet ar att
elever som skall byta fran den hér korta algoritm till en lang algoritm (t.ex.
till stolen) maste byta strategi. Det ar dtminstone vad de flesta larare verkar
tro. Vi brukar da visa att man mycket val kan arbeta med kort algoritm i
stolen (eller trappan ...). Alla deloperationerna blir i sa fall likadana som de
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vi tidigare beskrivit. Det enda som fordndras &r egentligen den plats dar
man gor sina successiva noteringar:

35

2417
37
2

Observera alltsa &n en gang att den enda egentliga skillnaden mellan de tva
algoritmerna ar hur mellanleden (de successiva resterna) noteras. Nar vi
kommit sd har langt brukar det bli livliga protester bland larare och
lararstuderande. "Sa har far man val inte gora?" "Detta ar inte den korta
algoritmen!" .... Aterigen kan vi se féljderna av teoriléshet och hur denna
teoriloshet leder till att man fastnar i intellektuella Iasningar och proce-
durella lésningar. Man har saledes inte pa djupet forstatt algoritmens
innebdrd. Man har tagit en viss procedur fér given istallet for att se dess
funktion.

Nésta steg ar intressant. Vad som skiljer den hér korta algoritmen (utford
med "stolen") fran den langa algoritmen (utférd med "stolen") ar bara att
man skrivit dit ndgra mellanled som man tidigare utfort i huvudet. (Alltsa
att 7 - 3=21ochatt 7 - 5= 35. Vi fyller nu i dessa mellanled (i halvfeta
typer) och nu har vi den langa algoritmen. Konstigare ar det inte.

35
247
=21
37
-35
2

Vi finner alltsa att om man byter notationssatt i den korta algoritmen, sa far
man den langa algoritmen pa kopet. Det har ar ett typiskt exempel pa hur
didaktikens vad- och hur- fragor &r helt beroende av en dmnesdidaktisk
teori. Divisionsalgoritmens nutidshistoria dr ett utméarkt exempel pa vilka
problem teorildsheten har lett till, och fortfarande leder till, i véra skolor.

7.3.4 Matematiksprakets semantiska struktur och redundans

Zevenbergen (2000) tar i sin artikel upp en annan intressant diskussion
nadmligen om matematikdmnets semantiska struktur. En utsaga som 3 + 2 =
5 kan t.ex. turneras pa flera olika sétt. Ett enkelt exempel ar 3 + 2 = x som
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med hjalp av vardagssprak kan uttryckas som ”Du har 3 kronor och far 2
till. Hur manga kronor har du d&?” En betydligt krangligare variant ar x + 2
= 5 sdsom i uppgiften "Nar Olle fatt 2 kronor av sin syster hade han
sammanlagt 5 kronor. Hur mycket hade Olle fran bérjan?”

Zevenberger fordjupar sig inte i detta problem, men det &r just den hér
typen av semantisk komplikation som ger s& manga elever problem nar de
arbetar med uppgifter som behandlar hastighet, strom eller tryck. Nér t.ex.
elever pa fordonsteknisk uthildning skall rdkna pa bromsars tryck anvander
de oftast den traditionella ekvationen

(=) ="

2
A A
Ekvationen bygger pa att trycket (p) ar konstant i hela bromssystemet. Den
kraft F; som verkar pd huvudcylindern dividerat med huvudcylinderns
basarea A; blir dérfor lika med den kraft F, som alstras i en hjulcylinder
dividerat med hjulcylinderns basarea A,.

For de elever som &r relativt duktiga i matematik leder en sadan har
ekvation inte till ndgra storre problem. Daremot leder det till o6verstigliga
problem for elever pa fordonsutbildningen (varav flertalet brukar fa "Icke
godkand" pa A-kursprovet i matematik), speciellt om de soker A; eller A,
eftersom detta leder till att man far en obekant (x) i namnaren. Om man
istallet utgatt ifrén formeln F = p - A sa skulle det ha blivit en fraga om
enkel proportionalitet. Om t.ex. hjulcylinderns basarea A, &r dubbelt sa stor
(k ganger sa stor) som huvudcylinderns basarea A;, sa far man direkt att
kraften F, ar dubbelt sd stor (k ganger sa stor) som kraften F;. Pa
motsvarande satt kan man byta semantisk struktur inom en rad tillamp-
ningar och dérmed ge fler elever (och yrkesarbetare) mojligheter att gora
matematiska berékningar. (For fler exempel, se Léwing & Kilborn 2002
och Maerker 2001). Ett viktigt inslag i en amnesdidaktisk teori bor saledes
vara analyser av skolmatematikens semantiska strukturer for att darigenom
gora berékningsmetoder och strategier mer tillgéngliga for vardagsmannis-
kan och for att utveckla mer hanterbara matematiska verktyg.

Zevenbergen tar ocksa upp vad hon Kkallar local density dvs. kompaktheten

och den hdga precisionen i matematiska texter. Han konstaterar att
Mathematics tasks are often characterized by their conciseness and preciseness,
where there are few redundant words and where all words have highly specific
meaning. (s. 207)

Eftersom elever inte ar vana vid texter av det har slaget far de problem med

att koda av texten och oversitta den till en matematisk operation. Aven i

det har fallet krdvs ett par kommentarer. Foér det forsta behdver man inte

skriva s har kompakta texter. Atminstone inte for elever under de forsta tio
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skolaren. Och om man gor det bor man ocksa ta konsekvenserna och lara
eleverna att lasa, Gversatta och tolka sadana texter.

Ett exempel pa 6verdriven formalism i grundskolan ar prioriteringsregeln
(att multiplikation utfors fore addition) som vallar problem for manga
elever. For att undvika saddana onddiga problem, (&tminstone inledningsvis)
borde man skriva 3 + (4 - 5) och inte det (for eleverna) tvetydiga 3 + 4 - 5.
Detta kan ju helt i onddan misstolkas som (3 + 4) - 5. P& motsvarande satt
borde man vara tydligare nar man hanterar algebraiska uttryck. Manga
onodiga problem skulle undvikas om man (atminstone till att borja med)
(x+5) 5
2X

istallet for 2 och
2X

skrev istallet for —— . Att 2% bety-
2+X 2

X

(2+x)

der 2 + % medan a Ebetyder a- b ar en annan inkonsekvens som manga
c c

larare inte verkar gora eleverna uppmarksamma pa.

| detta sammanhang bor man ocksa observera savil slarv med vedertagen
terminologi som Gverdriven stringens. Ett exempel pé slarv har vi redan
namnt i samband med de prepositioner som anvénds vid division. Ett annat
exempel &r nar man laser 2,10 som tvd komma tio och 2,9 som tva komma
nio. Med ett sddant sprakbruk &r det inte s& konstigt att manga elever anser
2,10 vara storre &n 2,9. Att lasa 2,10 som tva komma ett noll eller &nnu
hellre som tva hela och tio hundradelar (och 2,9 som tva hela och 9
tiondelar), vilket man gér pa flera andra sprék, skulle sannolikt eliminera
de flesta av dessa misstag.

Pimm (1987) pépekar i detta sammanhang (och hénvisar till Kane m fl
1974) att spraket vid matematikundervisning &r en blandning av vardags-
sprak och “matematiskt sprak”. Eftersom en hel del av de ord som anvénds
byter betydelse vid byte av kontext kraver detta en stor forsiktighet fran
lararens sida.
Many confusions occur as a result of differing linguistic interpretations, where the
teacher, for instance, might be employing terms from what has been losely called a
mathematical “dialect’, with the pupils interpreting everything they hear as ordinary
English, thus trying to use non-mathematical meanings in the mathematical context.
(s. 75)

For en matematiker &r det nodvandigt med hog stringens i spraket. Att
anvénda ett vardagssprak skulle i matematikerns arbete leda till ooverstig-
liga problem. Samtidigt blir det sprék som for matematikern ar effektivt
och andamalsenligt narmast ofdrstaeligt for lekmannen. For grundskolans
larare och elever galler det darfor att anvanda ett sprak som ligger nara
vardagsspraket men anda ar matematiskt tydligt. Av Loéwings (2004)

89



analyser av klassrumsspraket framgar det att man idag saknar ett tydligt
matematikdidaktiskt sprak i skolan. Detta leder till att larare och elever ofta
talar forbi varandra eller missforstar varandra. Mot detta kan man invanda
att det finns en bok, Matematikterminologi i skolan (Skol6verstyrelsen
1979), som beskriver de termer som skall anvéndas. Visserligen ar boken
gammal men den duger fortfarande. Problemet ar bara att terminologiboken
enbart beskriver vilka formella termer som skall anvandas, inte hur man pa
vardagssprak eller utgaende fran ett laborativt arbete kan knyta samman
och forklara dessa termer. En dmnesdidaktisk teori bor givetvis innehélla
dven en sadan preliminadr terminologi eftersom denna terminologi maste
anvéndas for att bygga upp motsvarande prelimindra begrepp.

7.4 Negativa tal och exempel pa metaforer i undervisningen
De begrepp man rér sig med i matematikundervisningen, i kombination
med det speciella sprak man anvénder, kan fér manga elever vara svara att
uppfatta. Av det skélet stravar man som larare efter att konkretisera.

En viktig aspekt av kunnandet &r elevens forméga att uttrycka sina tankar muntligt och skriftligt med

hjalp av det matematiska symbolspraket och med stod av konkret material och bilder. (Skolverket
2000a s. 29)

Ibland sker konkretiseringen med hjélp av laborativa material, ibland med
hjalp av analogier eller metaforer. Anvandningen av metaforer maste
emellertid ske med omsorg. Man bor t.ex. noga skilja mellan akta meta-
forer och falska metaforer och mellan tva olika bruk av metaforer,
namligen att arbeta inom en metafor respektive via en metafor (utgaende
fran en metafor). Vi borjar emellertid med att presentera Pimms (1987)
beskrivning av extramatematisk och strukturell metafor.

Analogy and metaphor come to mind as powerful linguistic technices for creating
new meanings. They offer means by which the less familiar may be assimilated to
the more familiar, by viewing the former in terms of the latter. In this section, |
examine the concept of metaphor in mathematics, in relation firstly to the transfer of
terms from ordinary language, and secondly to the use of metaphoric extension
inside the mathematics register itself. Metaphor and analogy are figures of speach
which make natural language powerful, and | suggest that there are comparable
processes at work in mathematics itself, as well as metaphor being commonly
employed in its teaching. (s. 93)

Pimm ger darefter exempel pa enkla metaforer som ar lanade fran vardags-
spraket:
What are some examples of metaphor from the English mathematics register? ...
concider the process images embedded in the following apparently technical terms of
mathematics: tangent (touching) and secant (cutting), ... carrying in arithmetic, face
in the tree-dimensional geometry and the use of geometric terminology in non-
geometrical contexts, such as referring to numbers as triangular or square. (s. 95)
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Han delar sedan upp metaforerna i tva huvudgrupper:

There are two main sourses of metaphor which may be of interest in mathematics
education. The first consists of what | term extra-mathematical metphors. These
attempt to explain or interpret mathematical ideas and processes in terms of real
world events, and such metaphors can involve everyday objects and processes.
Examples include, a graph is a picture, modular arithmetic is clock arithmetic or a
linear equation is a gear. The second main source, which I call structural metaphors
and address in the next section, involves a metaphoric extension of ideas from within
mathematic itself. (s. 95)

Extra-mathematical metaphors are sometimes employed overtly in classrooms. The
terminology of having and owing is used in the context of positive and negative
numbers. A function is a machine or an equation is a balance provide two further
very common pedagogic instances. (s. 99)

Exempel pé strukturella metaforer ar enligt Pimm “the slope of a line,
spherical triangle™ och "a complex number is a vector". Det &r i forsta hand
det som Pimm kallar extramatematiska metaforer som hér kommer att
studeras narmare.

Eftersom kommunikationen av kunskap &r av avgdrande betydelse for att
bygga upp (konstruera) kunskap, s maste inte bara en formell terminologi
utan aven informell terminologi ingd i en dmnesdidaktisk teori. | skolans
undervisning ar konkretisering och metaforer viktiga inslag i kommunika-
tionen. Analyser av for- och nackdelar med anvéndandet av olika laborativa
metoder och metaforer méaste darfor ocksa inga i &mnesteorin for att
maojliggara logiskt héllbara val i det &mnesdidaktiska steget.

7.4.1 Minustecknets innebérd

Vid arbete med negativa tal maste man ha klart for sig att minustecknet
anvands i tva helt olika betydelser.

o Dels anvander man minustecknet for att beskriva en subtraktion sasom i
6 — 3. Observera samtidigt att subtraktion svarar mot atminstone tre olika
vardagliga betydelser: Ta bort, l1&agga till och jamfora. (Se t.ex. Carpenter
m.fl., 1982, Kilborn, 1989 och Kilpatrick, 2001)

o Dels anvander man minustecknet for att beskriva negativa tal, alltsa tal
som dr mindre &n noll. Ett tal som 5 har t.ex. en negativ motsvarighet i talet
(-5). Relationen mellan dessa bada tal kan definieras genom att 5 + (-5) = 0.
Observera att det pad de flesta miniraknare finns ett speciellt minustecken
for negativa tal. Pa tangenten kan det da sta t. ex. (-) eller (-x). Detta ger
rika mojligheter till att i skolan laborera fram teckenreglerna vid arbete
med negativa tal.

Eftersom negativa tal ar vanligt forkommande vid ekvationslésning och
inom funktionslaran, &r det viktigt att de flesta elever lar sig beharska
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operationer som att addera, subtrahera, multiplicera och dividera negativa
med tal. Dessa operationer maste vara s& val forankrade att man vid prob-
lemlésning inte hakar upp sig pa grundlaggande rakneoperationer och
darmed tappar flyt i sitt raknande. S& har star det om negativa tal i

kursplanen (Skolverket 2000a) under uppnaendemalen i skolar 9:
Inom denna ram skall eleven - ha utvecklat sin taluppfattning till att omfatta hela tal och rationella tal
i brék- och decimalform. (s. 28)

Det star vidare att
Stravan skall ocksd vara att ... forstd och anvinda - grundlaggande talbegrepp och rakning med reella
tal ... (s.27)

Detta kan tolkas s att alla elever skall ha en uppfattning om de negativa
talens egenskaper och natur och att de om mdjligt ocksa skall kunna
operera med negativa tal.

Enligt en tidigare (procedurellt inriktad) undervisningstradition larde sig
elever enkla regler for arbete med negativa tal sdsom att "lika tecken ger
plus" och "olika tecken ger minus" (oftast helt utan bakomliggande forsta-
else). | dagens skola vill man emellertid att en kunskap eller en regel av det
hér slaget skall grundas pa ndgon form av forstaelse. Detta kan ske pa i
huvudsak tvéa sitt, genom anknytning till vardagserfarenheter och genom
laborativt arbete. | bada fallen ar det viktigt att det didaktiska sprak som
anvénds dels &r logiskt och entydigt i relation till det fenomen som
studeras, dels later sig transformeras till den terminologi som bér anvandas
senare, nar man natt det slutliga, formella malet.

N&r man bygger upp en &mnesdidaktisk teori bér man vara medveten om
att det egentligen bara &r tre operationer man har behov av att forklara nér
det géller addition och subtraktion av negativa tal:

1. Att subtrahera sé att resultatet blir ett negativt tal, sdsom i 5 — 7. Man
vill dérvid visa att operationen leder till det negativa talet (-2).

2. Att addera ett negativt tal, sdsom i 5 + (-2). Man vill da visa att
resultatet blir detsamma som vid subtraktionen 5 — 2 = 3. Detta kan
uttryckas som att "en addition av ett negativt tal kan erséttas av en
subtraktion av det motsatta (positiva) talet”. Samma idé kan dérefter
anvandas for att visa att (-5) + (-2) = (-7)

3. Att subtrahera ett negativt tal, sésom i 5 — (-2). Man vill i det har fallet
visa att resultatet blir detsamma som vid additionen 5 + 2 = 7 (och att
analogt (-5) — (-2) = (-5) + 2 = (-3)). Detta kan uttryckas som att "en
subtraktion av ett negativt tal kan ersittas av en addition med det
motsatta (positiva) talet. (Se t.ex. Kilborn, 1990 kapitel 8)

Det ar i det hdr sammanhanget viktigt att uppmarksamma att alla mate-

matiska operationer inte svarar mot en vardagshéndelse utan att en del
bygger pa definitioner och raknelagar. Det ar inte alla larare som uppmérk-
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sammar det. | stéllet for att klargora detta faktum for eleverna och visa pa
vilka spelregler som galler, forséker manga lirare konkretisera dven sadant
som inte &r konkretiserbart — som inte har ndgon motsvarighet i vardagen.
Dessa falska konkretiseringar eller falska metaforer leder oftare till att
eleverna blir konfunderade an till att de far en konkret foérankring av och
forstaelse for den operation man avser att konkretisera. Det kommer att ges
en rad exempel pa sddana situationer langre fram i det har kapitlet.

For att forklara det dilemma som kan uppsta i granslandet mellan abstrakt
och konkretiserbar (vardagsforankrad) matematik har Léwing & Kilborn
(2002) anvant foljande illustration.

Abstrakt matematik Matematik som har
sina rotter i vardagen

Man tanker sig har att det skuggade omradet omfattar all skolmatematik.
Detta sonderfaller i sin tur i tvd halvor. Den hégra halvan har sina rotter i
vardagsmatematiken och later sig darfor konkretiseras. Den vanstra halvan
bestar av en abstrakt matematik som inte later sig konkretiseras, méjligen
troliggoras eller stodjas med hjalp av lampliga metaforer. En viktig del av
en amnesdidaktiska teori handlar om hur man balanserar dessa tva omra-
den. Genom anvéndning av ldmpliga analogier och metaforer kan man
namligen flytta skiljelinjen &t vénster och géra en storre del av skol-
matematiken tillganglig for betydligt fler elever. Detta méste emellertid
goras med stor urskiljning. Tva andra stoffomraden dar skiljelinjen ar
speciellt kanslig ar, forutom negativa tal, brakrakning och ekvationslos-
ning. Med utgangspunkt fran addition och subtraktion av negativa tal féljer
nu ett antal exempel pa vad det har kan innebéra.

7.4.2 Informella och vardagsanknutna férklaringar
Nar man skall forklara ndgot komplicerat for eleverna forsoker man ofta

finna nagot i elevernas vardagserfarenheter som kan utnyttjas som forkla-

ring till den matematiska modellen eller operationen. Det &r darvid viktigt
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att den forklaring som ges (genom en konkretisering eller en metafor) &r av
ett sddant slag att den dels &r matematiskt hallbar, dels kan rekonstrueras av
eleverna langre fram, om de har glémt modellen eller hur man utfor

operationen.

Enligt en studie genomford av Kilborn (1979b) &r det tva forklarings-
modeller som dominerar, ndr man i skolan skall konkretisera operationer
med negativa tal (genom vardagsforankring), 1an — skuld och termometern.
Tyvarr visar det sig att ingen av lararna i Kilborns studie hade funnit ndgon
logiskt hallbar forklaringsmodell (metafor) for arbete med de negativa

talen. Har foljer nagra exempel pa hur kommunikationen i allmanhet sag ut.

Att lana pengar samt att ha och betala tillbaka en skuld &r ndgot som de
flesta elever (speciell om man &r vuxenstuderande som i den har refererade
studien) har latt att forstd. Om man tar detta som underlag for kon-
kretisering maste man emellertid vara medveten om att man till vardagslag
inte opererar med negativa tal i motsvarande situationer. Man anvénder i
vardagslivet betydligt smartare och enklare metoder an sa. Det galler alltsa
att se upp med vad man faktiskt konkretiserar. Ar det den vardagliga
handelsen (metaforen) i sig man konkretiserar eller anvénds héndelsen
(metaforen) for att lyfta fram en matematisk idé. | det forra fallet har man
bara lotsat eleven forbi idén istallet for att lyfta fram den. Ett annat viktigt
krav &r att man ar konsekvent i sitt sprdk och sina liknelser” sa att de
operationer man beskriver blir entydiga och spraket pa sikt (vid behov)
later sig transformeras till ett formellt sprak. Aven detta har ménga larare
problem med, vilket framgar av Kilborns (1979b) studie.

e Uppgiftenéar7-9.
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Lararen: Det hér - 9 betyder ju att man har en skuld. Man har 7 kr.
Sedan ska man ju betala 9 kr, kan man ju sdga. Ja, hur mycket
har man kvar att betala?

Vad lararen avser att visa &r hur man utfor en subtraktion som ger ett
negativt tal som svar, namligen hur man drar 9 fran 7. | det har fallet
ar emellertid talet 9 ett positivt tal och kan saledes inte betyda en skuld.
En skuld skulle ha tecknats (-9). Detta ar ett exempel pa en falsk
metafor. Vi kan ocksa konstatera att lararen inte har anvant metaforen
till att forklara ett matematisk sammanhang, utan enbart till att rékna
fram ett svar. Hon har saledes arbetat inom metaforen. En mer korrekt
metafor skulle vara att man har 7 kr och skall betala 9 kr. Pengarna
racker da inte utan man har 2 kr kvar att betala. Man far darfar en
skuld pa 2 kr. Svaret blir saledes det negativa talet (-2).

Uppgiften ar (-5) — 3.
Lararen: Det ar juen skuld pa 5 och sedan har vi en skuld pa 3. Hur
stor skuld har vi?

Léraren beskriver i det har fallet bade det negativa talet (-5) och det
positiva talet 3 som skulder, vilket inte &r logiskt. Talet 3 &r ju positivt.
Om det varit en skuld pa 3 kr sa skulle det ha statt (-3), vilket gett
vardagshéandelsen (-5) + (-3). Aterigen &r alltsd metaforen falsk. For att
ge en vardagsanknytning till den givna uppgiften (-5) — 3 vore det
rimligare att utgd fran att man redan har en skuld pa 5 kr och darefter
koper nagot som kostar 3 kr (utan att kunna betala). P& det séttet okar
man sin skuld med 3 kr. Detta kan nu tolkas som (-5) — 3 = (-5) + (-3).
Man har nu tva skulder en pa 5 och en pa 3 kr. Detta ger tillsammans en
skuld pa 8 kr. Ett alternativ till detta &r att utgé fran (-5) kr och sedan
lana ytterligare 3 kr, en krona i siander, vilket skulle innebéra att skulden
Okar successivt till (-6) kr, (-7) kr och (-8) kr. Vi har nu en sann metafor
och arbetet sker via metaforen eftersom man med dess hjélp forklarar ett
matematiskt sammanhang.

Uppgiften ar (-7) — (-5).
Lararen: Om jag ar skyldig 7 kronor men slipper betala tillbaka dom dér
5 kronorna, hur mycket ar jag da skyldig?

Hér saknar lararen en adekvat forklaring och lotsar sig ur problematiken
genom vad Kilborn kallar en ”semantisk lotsning”. Med det menas att
han konstruerar ett vardagsproblem som inte hanger ihop med den givha
uppgiften. Lararen anvénder alltsd med var terminologi en falsk metafor
och arbetar samtidigt inom metaforen. Dilemmat med de falska meta-
forerna ar att om eleverna forstatt metaforen i sig, alltsi motsvarande
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vardagsproblem, sa brukar bade de och lararen vara nojda och man gar
vidare. Problemet &r emellertid att eleverna inte har kommit ett steg
narmare det begrepp eller den operation lararen avsag att forklara. | det
hér fallet accepterade eleverna inte vardagsproblemet varfor l&raren
tvingades gora en ny semantisk lotsning: Jag minskar min skuld, det ar
nagot positivt.

Om man verkligen vill anvanda metaforen 1an och skuld sa skulle en
mer korrekt vardagsanknytning vara att jamfora de tva talen genom att
utga fran tva skulder. T.ex.: Jag har en skuld pa 7 kr och du har en skuld
pa 5 kr. Hur mycket storre ar min skuld? Detta forutsatter emellertid att
eleverna (och lararen) behérskar subtraktionstanken jamfora, alltsa inser
att uppgiften kan losas genom att man soker differensen mellan tva tal.

De hér exemplen &r enligt Kilborn typiska for hur de tre l&rarna i studien
beskriver, forklarar och opererar med negativa tal. Alla de tre l&rarna i
studien blandar pa olika satt samman det negativa talet med operationen
subtraktion. De anvander alltsa falska metaforer. Vardagsforankringen ger
darfor inte nagon forklaring till hur man opererar med negativa tal.
Léararnas avsikt verkar heller inte vara att utnyttja vardagsanknytningen for
att forklara hur man opererar med negativa tal utan att komma fram till
(lotsa fram) ratt svar pa det aktuella problemet. Konkretiseringen har
dérmed forlorat det viktiga syftet att forklara eller troliggéra en matematisk
operation. Lararna har saledes arbetat inom metaforen.

Minusgrader ar nagot annat som ar bekant for de flesta svenska elever. Med
hjélp av termometern kan de darfor félja hur temperaturen forandras aven
om den gar fran plusgrader till minusgrader eller omvant. Daremot &r det
tveksamt om alla skolelever verkligen uppfattar minusgrader som negativa
tal. Det &r nog snarare sa att minusgrader uppfattas som vanliga tal (plustal)
fast under 0 pa termometerns skala. Om s& ar fallet saknar eleverna en
viktig forbindelseldnk mellan metafor och teori. Ett annat problem &r att
man, nar man arbetar med nagot bekant sdsom temperatur, ofta forvaxlar
arbetet med termometern med den matematiska operation som skall beskri-
vas med hjalp av temperatur. Detta ar annu ett exempel pa arbete inom
metaforen istallet for via metaforen. Sa har kan sadana konkretiseringar
med hjalp av temperatur ga till enligt Kilborn (1979b):

e Uppgiften ar 7 + (-9).

Léraren: Vad ar summan av 7 plusgrader och 9 minusgrader.
Den héar fragestallningen dyker upp hos tva av de tre lararna. Fragestall-
ningen ar emellertid ndgot vansklig. Vad menas med att addera tva tempe-
raturer och vad menas i sa fall med temperatur. Kilborn kallar denna typ av
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falsk metafor for rovarhistoria. Med detta menas att lararen utgar fran
nagot som &r s& bekant for eleverna (i det har fallet temperatur) att de
accepterar metaforen utan att reflektera dver om kopplingen till uppgiften
ar relevant. Perceptionen riktas alltsi mot fel fokus. Tekniken anvands
enligt Kilborn av larare for att lotsa sig ur en situation till vilken de saknar
en relevant forklaring. Lika felaktigt blir det nar de har lararna drar en
temperatur fran en annan (istallet for att berakna differensen). Vad man
déremot skulle kunna anvénda termometern till &r att rdkna ut en medel-
temperatur eller en temperaturskillnad, givetvis under férutsattning att detta
ger en relevant illustration eller forklaring till en given matematisk opera-
tion.

o Uppgiften ar5—(-2)
Lararen: Vi har temperaturen 5 grader och sedan har vi temperaturen
(-2) grader. Sa ska vi se hur stor temperaturskillnaden ar. Hur
stor ar temperaturskillnaden?

Eleven: Minus 7.
Lé&raren: Dar har vi nollan, dar har vi 5:an och dar har vi (-2). Hur stor
ar skillnaden?

Eleven: 7 grader ...

Lararen: Ja, sa har vi sett att istallet for — (-) sa far vi plus.
Flera elever uttrycker sin forvaning och sin fortjusning: Men Gud! &r en,
Och positivt! dr en annan spontan elevkommentarer. Men varfor blev det
egentligen 7 och inte (-7) och hur kan man av enbart det har exemplet dra
slutsatsen "att istallet for —(-) far vi +"? Néar man studerar resten av den héar
lektionen, och aven den féljande lektionen, sd undrar man vad eleverna
egentligen har forstatt. Sannolikt har de forstatt att avstdndet mellan de tva
temperaturangivelserna ar 7 grader (eller ar det (-7) grader?). Men fragan ar
om de har forstatt kopplingen mellan detta och att — (-) &r lika med +?
Problemet &r namligen att de flesta av eleverna i den har gruppen sannolikt
uppfattar subtraktion som ta bort inte som differensen mellan tva tal. Det
betyder att de knappast kan ha uppfattat kopplingen mellan subtraktionen
5 — (-2) (alltsd att man enligt deras uppfattning skall ta bort (-2)) och
avstandet pa termometern dar de beraknar en differens mellan tva tal.
Eleverna har i sa fall snarare lotsats fram till en l6sning pa termometern &n
till att forsta en rakneregel for hur man léser den givna uppgiften 5 — (-2).

Man kan sammanfatta detta sa att termometern mycket vél kan anvandas
som metafor for att konkretisera en differens mellan tva tal sdsom 5 — (-2)
eller (-2) — (-11). Detta forutsatter emellertid att eleverna kan uppfatta
subtraktionen som differensen mellan talen, t. ex. som avstandet mellan tva
tal pa en tallinje. Vi aterkommer till detta senare i samband med tallinjen.
Det mest anmarkningsvarda med den hdr studien &r att alla de studerade
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lararna anvénde sig av falska metaforer och arbetade inom metaforerna
trots att de alla hade minst 2 betyg i matematik (motsvarande 40 poang).
Deras amnesteoretiska kunskaper rackte anda inte till for att forklara sko-
lans matematik. De hade behovt en &mnesdidaktisk teori, som stod for val
av metaforer och for att kunna hjalpa eleverna att utveckla matematisk

kompetens och lampliga matematiska redskap.
Vi lever i vad som bendmns pé olika satt - ett postindustriellt eller postmodernt kunskapssamhille. ...
| ett sddant samhalle &r skolans uppgift inte att tillhandahalla information i forsta hand, snarare att
utveckla redskap och kompetenser for att kunna hantera och vardera information. (Carlgren & Marton,
2000 s. 190)

7.4.3 Tallinjen och ett laborativt arbetssatt

Det som &r kannetecknande for en laborativ forklaring ar att man bygger
upp en modell av den teori som skall beskrivas. Avsikten med laboration ar
emellertid inte aktiviteten i sig utan att aktiviteten skall leda eleverna mot
ett avsett mal. En laborativ metod kréaver darfor ett klart sprak for saval de
foremal som anvands som for de handingar som utfors. Ett problem kan
darvid vara hur man efter hand transformerar detta laborativa sprak till det
formella sprak som anvands inom den teori man avser att forklara. | boken
Matematik 1. Mangder, funktioner och tal ger Karl Greger (1971) ett
exempel pa ett "spel" som metafor for arbete med negativa tal. Ett annat
exempel &r det "spel" som Kilborn presenterar i Haggstréom m.fl. (1994). |
béda fallen handlar det om att laborera med vita och svarta klossar (repre-
senterande positiva respektive negativa tal). En podng med de hér typen av
laborativt arbete &r att de utférs som spel med bestamda spelregler pa
samma satt som man kan uppfatta den mer formella matematiken som ett
spel med bestdmda regler. Ju ndrmare matematikens spelregler man kom-
mer, desto klarare belyser man genom laborationen de matematiska opera-
tioner som skall konkretiseras. Syftet med dessa spel &r att de skall bygga
pa strukturer som ar sa lika den matematiska modellens strukturer att
laborationen kan bli ett stod for det abstrakta tdnkandet. Den vanligaste
laborativa forklaringen av negativa tal ar emellertid inte spel utan tallinjen,
en s.k. strukturell metafor enligt Pimms terminologi.

Tallinjen brukar anvéndas av larare for tva olika syften, dels som laborativ
modell for att forstd addition och subtraktion av negativa tal (alltsa for
arbete via metaforen), dels som “réknehjélpmedel” for att 16sa uppgifter
med hjélp av tallinjen (dvs. arbete inom metaforen). Tyvarr blandar larare
ofta samman dessa tva syften, vilket vallar problem for eleverna. Lérarna i
Kilborns studie har dessutom problem med terminologin som oftast ar
mycket svdavande. De skiljer inte heller mellan att beskriva tal med pilar
(vektorer), att addera eller subtrahera pilar och att ”g&” fram eller tillbaka
pa tallinjen. Har foljer nagra typiska exempel pa hur tallinjen anvandes av
de tre l&rarna i studien:
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o Uppgiften ar 12 + (-7).
Lararen: Sen ska vi addera ett negativt tal. Och ett negativt tal var ju
riktningen till vanster. Vi far alltsa ta sju steg tillbaka.
Vad lararen avser att gora ar en addition pa tallinjen. En sadan addition ser
enligt laroboken ut s& har och det ar ocksé vad lararen ritar pa tavlan.

5 7

><

12

>
>

(6) (92 0 2 4 6 8 10 12

>
»

Man adderar alltsd tva vektorer och “resultanten” blir en pil fran 0 till 5.
Vad lararen i sjalva verket sager till eleverna ar nagot helt annat. Hon tar
sju_steqg till vanster" pa tallinjen, fran 12 till 5, vilket svarar mot en
nedréakning 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5. Hon gor saledes inte en addition med (-7)
utan en subtraktion med 7. Metaforen ar alltsa falsk.

e Uppgiftendr 3-2.
Léraren: Borja med en 3-pil frén 0 till 3. Sedan skall du subtrahera med
2. Laten 2-pil borja dar 3-pilen slutar. 2-pilen ar vand at
vanster eftersom du subtraherar. ...
S& har beskriver lararen uppgiften pa tavlan:

1 -2

v
A

(-1) 0 1 2 3

Genom att jamfora hur lararen uttrycker sig har och i det foregdende
exemplet, far man en uppfattning om hur ett stort och allvarligt problem
uppstar. Talet (-7) var ju riktningen till vanster och vid subtraktion av det
positiva talet 2 var pilen vand at vénster. Dessa tva uttryck &r snarlika och
anvands senare av alla lararna synonymt trots att de representerar tva
vasenskilda saker, i det forra fallet skall man addera det negativa talet (-7),
i det senare fallet skall man subtrahera det positiva talet 2. Det man pa det
hér séttet stillatigande forutsatter &r i sjalva verket vad man avser att bevisa
(eller troliggdra) namligen att 12 + (-7) =12 - 7 och att 3 -2 = 3 + (-2).
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e Uppgiften &r 3 — (-2).
Lararen: Du startar med att rita en 3-pil fran 0 till 3. Sedan ska du
subtrahera med (-2). En (-2)-pil gar at vanster, men eftersom du
subtraherar med (-2) ska du vanda pilen at motsatt hall, alltsa at hoger.

v

(3 (1) 0 1 2 3 4 5 6

Observera att den illustration man nu anvénder &r exakt densamma som nér
man skall utfora additionen 3 + 2 = 5. Nagon forklaring till varfor en
subtraktion av ett negativt tal kan ersattas av en addition av det motsatta
(positiva) talet ger l&raren inte. Hon bara vénder pilen och véander den
sedan igen. Men varfor d&? Ar det inte just detta som skall forklaras? En av
de andra lararna I6ser samma uppgift pa foljande sétt:

e Uppgiften ar 3 - (-2). (L&raren loser forst uppgiften 3 — 2 som for-
beredelse)
Léararen: Jaha, 3 — 2 ar detsamma om 3 + (-2). Just det. Observera att
det var egentligen en plus 2-pil. Men eftersom vi hade subtraktion skall
vi vara lite mittemot. Ni vet att & man negativ, sa &r man lite mittemot.

Om vi tar 3 — (-2) d&? ... Den &r ju &nnu mera mittemot ja. .... Om vi
bara tanker pd (-2) pilen nu. Hur ska den ritas? ...At vénster, ja. S&
egentligen skulle (-2) pilen ga s& har. ... Men nu har vi subtraktion. Hur
vander vi den nu? ...
Till att borja med tar den har lararen for givet att 3 — 2 och 3 + (-2) &r
samma sak och bygger darmed upp en falsk metafor. Hans forklaring till
subtraktionen 3 — (-2) &r att subtraktion &r annu mer mittemot an ett
negativt tal vilket ar ett nytt exempel pd semantisk lotsning. Det ar inte
konstigt att eleverna blir forvirrade. Detta ar vad som hander ndgra minuter
senare:

o Uppgiften ar 5 — (-2).

Léraren: Och det har ar alltsd svart eftersom har ar tallinjen inte bra
Darfor att har sager dom da ... Man har 5 och da gar man
alltsa fran 0 till 5. Sedan har man — (-2). Ja man star dar
fran borjan. Minus skulle ju vara till vanster, men eftersom
man har - (-) s gar man till hoger.

Elev:  Till hoger I!

Ldraren: Ja, det finns ju ingen logik ...
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Lararen som inte har nagon héllbar forklaring till detta och tvingas nu ge
upp. Problemet, som den har lararen delar med de 6évriga lararna i studien,
ar att de inte beharskar ndgon amnesdidaktisk teori. De inser inte heller hur
de kan anvénda de kunskaper om rakning med vektorer som de borde ha
inhdmtat under sin grundutbildning i matematik. Av dessa skal misslyckas
lararna med att forklara de mest grundlaggande begreppen vid subtraktion
av negativa tal, alltsd skillnaden mellan ett negativt tal och rakneopera-
tionen subtraktion.

7.4.4 En alternativ anvandning av tallinjen

Om man istallet studerar tallinjen sdsom den beskrivs i Kilborn (1990), sa
far man en helt annan uppfattning om hur man kan arbeta utgdende fran
tallinjen. Forst och framst finner vi d att tal som 2 och (-2) har en plats pa
tallinjen, medan en addition med 2 flyttar ett tals position tva steg &t hoger
och en subtraktion med 2 flyttar ett tals position tva steg at vanster. Det blir
mot denna bakgrund naturligt att uppfatta additionen (-3) + 5 som

+5
>

»
>

(3 (2 (1) 0 1 2 3 4 5 6

Man utgér alltsd fran det givna talet (-3) och adderar 5 genom att flytta
talets position 5 steg at hoger. Svaret 2 finner man vid pilens spets.
Subtraktionen 5 — 3 kommer da att se ut sa har:

3 () 0 1 2 3 4 5 6

Att addera ett negativt tal sdsom i operationen 5 + (-3) blir ndgot svarare
och i det fallet &r inte tallinjen en lika bra metafor. (Observera att vi inte
accepterar "rovarhistorien” att om man tar 3 steg baklangas sd gar man
framét!) | det har fallet &r det betydligt lattare att dela upp 5 i 2 + 3.
Eftersom 3 och (-3) &r motsatta tal och darmed 3 + (-3) = 0, sa far vi direkt
5+ (-3)=2+3+(-3) =2+ 0= 2. (En god metafor for detta ar att betala
tillbaka en skuld pa 3 kr. Man betalar da skulden med 3 av de 5 kronor man
har och det blir 2 kr dver.) Det finns saledes inte nagot behov av tallinjen
som metafor i det har fallet.
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For att undvika missuppfattningar &r det nu viktigt att klargéra malet med
att anvdnda en metafor eller att verklighetsforankra ett d&mnesinnehall.
Utgangspunkten for de ovan utforda analyserna &ar att man avser att
anvanda tallinjen som metafor for att forklara de regler som géller for
addition och subtraktion av negativa tal. Syftet ar alltsa att arbeta med hjalp
av metaforen tills reglerna ar etablerade varefter eleverna kan och bor
arbeta formellt. Om malet istéllet hade varit att arbeta inom metaforen, dvs.
att konsekvent dversétta varje addition eller subtraktion av ett negativt tal
till tallinjen, sé& skulle man ha utgétt fran en helt annan struktur och dé hade
resonemanget blivit ett helt annat &n det som just redovisats. Samtidigt kan
man fraga sig vad som skulle vara den langsiktiga poangen med att arbeta
inom metaforen.

Sa har langt ar allt val. Det verkliga problemet brukar uppsta nar man skall
subtrahera ett negativt tal och inte skiljer pd de tvd minustecknens inne-
bord. Subtraktionen 3 — (-2) brukar da (i de flesta larobocker) beskrivas i
tva steg. FoOrst tar man 3 + (-2) och konstaterar att (-2)-pilen ar vand at
vanster.

2

3
- 935

3 (2¢-1) o 1 2 3 4 5 6
Eftersom man nu skall subtrahera (-2) skall pilen, menar man, vandas en
gang till. Man far da resultatet:

A 4
v

v

(3) (2)(1) 0 1 2 3 4 5 6
Forklaring till varfor man skall vanda pilen tva ganger ar emellertid inte sa

latt att forstd. Det ar i sjalva verket den operationen man skall forklara med
hjélp av tallinjen!

Fran de tidigare exemplen kan man ocksa lagga marke till "forklaringar"
som
Minus skulle ju vara till vanster, men eftersom man har — (-) s gar man
till hoger.
och
Ni vet att &r man negativ, sd &r man lite mittemot
Lararna i Kilborns studie forsoker uppenbarligen att med listiga ordvénd-
ningar forklara nagot som de sannolikt sjalva inte har gjort klart for sig och
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som de sjalva heller inte tror pa. Alla tre lararna kor ocksa fast nar de blir
pressade av eleverna. En av ldararna erkénner att "Det ar ologiskt!" en annan
lagger skulden pa eleverna: "Ja, men vad besvarliga ni blir plotsligt!"

I kursplanens (Skolverket 2000a) krav for beddmning av elevernas kun-
nande i matematik kan man lasa att man skall bedéma féljande kvaliteter:

Férmagan att anvanda, utveckla och uttrycka kunskaper i matematik ...

Férmagan att folja, forstd och prova matematiska resonemang. ..

Férmagan att reflektera Gver matematikens betydelse for kultur- och samhéllsliv. (s. 29, 20)
Vilka av dessa kriterier ar uppfyllda under de lektioner som skildras i
Kilborns (1979b) studie? Och hur skall eleverna kunna utveckla dessa
formagor om deras larare, sdsom i den har studien, sjalva inte ens har
antagit ett larandeperspektiv, & mindre ett lararperspektiv.

For att undvika de ovan beskrivna problemen foreslar Kilborn (1990)
foljande modell for subtraktion av negativa tal och utgéar darvid fran att
subtraktion kan anta flera olika ansikten. Nar man i en vardagssituation
soker svaret pa uppgiften 3 — 2 ar det inte alltid fragan att dra 2 fran 3. Det
ar lika troligt att man avser differensen mellan 2 och 3, t. ex. hur mycket
som fattas om man har 2 kr och behéver 3 kr.

Det har betyder att en subtraktion som 3 — 2 kan tolkas sa har, namligen
som avstandet fran 2 till 3 pa tallinjen:

+1

;

X
v

W x
J;.
o
(op]

(3 (2 () 0 1 2

Svaret ar pilen 1. Observera att det har ar en operation som ar mycket
vanlig redan under skolar 1. Man beskriver da ofta subtraktioner som 3 — 2
med hjélp av en 6ppen additionsutsaga 2 + __ = 3. Det betyder att en sadan
har operation inte ar ny for eleverna om de haft en férutseende larare under
skolar 1. Detta visar samtidigt p& vikten av kontinuitet i undervisningen
nagot som maste vara en rod trad i en amnesdidaktisk teori.

Nu anvander Kilborn samma strategi for att 16sa en mer komplicerad upp-
gift som 3 — (-2). Man kan alltsa nu fraga efter differensen mellan de tva
talen eller vilket tal (vilken pil pa tallinjen) man skall addera till (-2) for att
fa (komma till) 3. Observera att det ar s har man i sjalva verket gor nar
man i vardagssammanhang skall bestimma temperaturskillnader pa en
termometer.

+5
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(3 (1) 0 1 2 3 4 5 6

v

Eftersom pilen (forflyttningen fran (-2) till 3) 4r 5 enheter 1ang och riktad &t
hoger sa ar differensen 3 — (-2) = 5. P& motsvarande sitt kan subtraktionen
(- 5) = (-1) illustreras som det tal (den pil) man skall addera till (-1) for att
fa (komma till) (-5). Detta &r en operation som svarar mot den Gppna
additionsutsagan (-1) + = (-5).

Q)

>
L

x x
(5 (3 (D h o 1 2 3 4

Den har pilen svarar mot talet (-4). Saledes ar (-1) + (-4) = (-5) vilket ar
ekvivalent med att (-5) — (-1) = (-4). Det hér innebéar att man mycket val
kan anvénda sig av tallinjen som metafor utan att blanda samman negativa
tal och rékneoperationen subtraktion. Om man kénner till den hér typen av
dkta metafor sd har man inte langre nagot behov av den tvivelaktiga opera-
tionen som “vénda-vénda”.

For den som behérskar en @mnesdidaktisk teori finns det annu fler moj-
ligheter. Nar man utfér en subtraktion som 3 — (-2) kan t.ex. anvanda en
metod som &r vanlig ndr man skall utféra subtraktionen 86 — 48 i huvudet.
Genom att addera samma tal, i det har fallet talet 2, till bada termerna sé far
man 88 — 50, dvs. en subtraktionen som &r betydligt enklare att hantera i
huvudet. (Se vidare i Léwing & Kilborn 2003.) Vad som hénder kan Iatt
illustreras pa tallinjen. Man flyttar (transformera) bara hela operationen
86 — 48 tva steg at hoger, men differensen blir densamma.

88-50 — — ——

86 — 48 -———

v

v

46 47 48 49 50 51 84 85 86 87 88 89

Subtraktionen 3 — (-2) kan utféras med exakt samma teknik genom att man
adderar 2 till bada termerna. Man far da den betydligt enklare subtraktionen
(3+2)-[(-2)+2]=5- 0.

5-0 >
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3-(-2) >

2¢-1) o 1 2 3 4 5 6 7

Vad Kilborn hela tiden understryker ar vikten av att man vid konkretisering
s6ker den underliggande algebraiska strukturen och férsdker férklara den.
Han understryker ocksa vikten av att de strategier som anvands under tidi-
gare skolar skall ha en sadan kvalitet att de later sig anvandas (direkt eller
efter en modifiering) dven under senare skolar. Vad han vander sig mot &r
fiffiga metoder som ger rétt svar for stunden men inte harmonierar med
dvriga matematiska modeller. Detta menar han kommer alltid att straffa sig
pé sikt. Det har ar ett synsatt som bor genomsyra en amnesdidaktisk teori.

Nar man anvander sig av metaforer, sa ar det viktigt att gora klart for sig
vad som ar syftet och pé vilken niva man avser att lagga undervisningen. |
vissa fall kanske man &r néjd med att troliggora ett begrepp eller hur man
utfor en operation. | andra fall vill man anvénda metaforen att bygga vidare
pa, for att ha som konkretiserande bakgrund i ett senare teoretisk resone-
mang. | vilket fall som helst &r det viktigt att man véljer en dkta metafor.

7.4.5 Formellt arbetssatt

N&r man bearbetar ett matematiskt problem &r det viktigt att man har ett
effektivt sprak for det man gor. Detta géller inte bara vid kommunikation
med elever utan &ven nar man som ldrare i samverkan med kolleger
diskuterar hur man kan férklarar nagot eller hur man kan 16sa ett problem.
Detta &r inte minst viktigt om samverkan sker dver amnesgranser eller
stadiegranser. Ett dilemma med amnet matematik ar héarvidlag att man
anvénder sig av ett stort antal &mnesspecifika termer, uttryck och metoder.
I avsikt att underlatta for eleverna att trdnga in i den hér vérlden stravar
man i dagens skola efter att gora undervisningen konkret, atminstone nar
man introducerar ett nytt omrade. Nar eleverna kommer till hogstadiet och
gymnasiet blir det emellertid svarare for dem att klara sig utan speciella
matematiska termer och metoder. Det &r darfor viktigt att den
konkretisering som gors i skolan verkligen knyts samman med den mer
formella matematiken. | annat fall har ju konkretiseringen missat ett viktigt
syfte. Denna sprakliga och begreppsméssiga knytning av begrepp pa olika
nivaer kraver goda kunskaper inom en amnesdidaktisk teori.

For att eleverna skall kunna tillgodogéra sig poangerna med en konkreti-
sering (eller en metafor), s& &r det viktigt dels att lararen har klart for sig
vad som skall konkretiseras, dels vad som &r malet med konkretiseringen.
Pa den punkten har lararna i Kilborns (1979b) studie av negativa tal stora
problem och man finner liknande problem bland lararna i Léwings (2004)
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forskning. | Kilborns studie finner man ocksa ett antal diagram 6ver hur de
olika lararna konkretiserar undervisningen och hur de i sin kommunikation
i klassummet pendlar mellan konkret och abstrakt forklaring. Féljande dia-
gram beskriver en av de tre lararnas lektioner. | diagrammet &r forsta-axeln
en tidsaxel medan andra-axeln beskriver foljande fem konkretiserings-
nivaer: Lan och skuld, Termometern, Tallinjen, Gor om (t.ex. 7 + (-5) till 7
- 5 utan forklaring) samt + (-) ger minus och - (-) ger plus. I diagrammet
kan man, minut foér minut, folja vilken konkretiseringsniva lararen valjer
under olika skeden av lektion 1.

Konkretiseringsniva

Lén och skuld
Termometern
Tallinjen

Gor om

+(-) och —()

Med tanke pa vad som &r poangen med att konkretisera, sa skulle man i
diagrammet forvanta sig att en upptrappning av abstraktionsnivan fran
konkret till mer och mer abstrakt. Om l&raren hade haft en plan for vart
konkretiseringen syftar s& borde man kunna se detta i diagrammet. Det som
framgar av diagrammet &r istallet att lararen inte har ndgon plan utan
istéllet improviserar och véljer den konkretiseringsmodell som verkar passa
for stunden.

De Gvriga diagrammen i rapporten visar att de tva andra lararna agerar pa
samma satt. Nar Kilborn pd motsvarande satt analyserade de féljande lek-
tionerna i respektive klass, sd hoppades han finna att eleverna nu hade
konsoliderat sina kunskaper och att larare och elever évergatt till att arbeta
mer och mer formellt. Det &r ju det som &r po&ngen med konkretisering och
metaforer. | sjalva verket sag lektionerna fortfarande ut pd samma sétt.
Loéwings (2004) forskning tyder pa att situationen ar densamma idag, efter
drygt 20 ar.

Det man kan konstatera i Kilborns studie ar att det formellt beskrivande
spraket (se daven Lowing 2000 och 2001) forkommer mycket sallan i under-
visningen, inte ens mot slutet av den andra lektionen. Orsaken &r att
eleverna inte hanger med eftersom de inte forstar de operationer som utfors
och att de inte kan knyta den konkretisering och de metaforer som ges till
avsedd kunskap. Ingen av de tre ldrarna utnyttjar t.ex. det som &r mate-
matiskt intressant och grundldggande namligen att varje negativt talet ar ett
motsatt tal till ett positivt tal. (-3) ar t.ex. det motsatta talet till 3 vilket
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innebér att 3 + (-3) = 0. Om man anvénder denna grundl&dggande definition,
sa leder t.ex. bade Gregers och Kilborns laborationer (spel) till foljande
enkla regler:

o Addition av ett (negativt) tal kan ersdttas med en subtraktion av det
motsatta talet. Exempel: 3 + (-2) =3 - 2.

o Subtraktion av ett (negativt) tal kan ersattas med en addition av det
motsatta talet. Exempel: 3 - (-2) =3 + 2.

Genom att anvinda sig av "huvudrakningsregeln” lika tillagg s& kan man i
det senare fallet dven addera 2 till bada termerna vilket ger 3 — (-2) =
3+2-[(-2)+2]=5-0=0.

Ingen av ldrarna anvande sig av nagot liknande i sin undervisning. Man far
intrycket att de har lararna har svart att knyta samman dels den matematik
de en gang sjalva studerat med den matematik de skall undervisa om, dels
att koordinera den matematik de nu undervisar om med den matematik
eleverna tidigare har inhdmtat. De negativa talen har darmed, for eleverna,
blivit en egen isolerad (och ofdrstaelig) varld, inte en logisk utveckling av
de naturliga talen med bibehallande av raknelagar och riakneregler.

For den elev som behdrskar den ovan beskrivna tekniken med motsatta tal,
ar det mojligt att utfora alla subtraktioner av negativa tal som forekommer i
skolan. De har darmed fatt ett effektivt verktyg for att hantera de negativa
talen. Fragan ar nu om detta ar tillrackligt och i sa fall for vem. Man har ju
inte bevisat de tva reglerna ovan dven om man i varje enskilt fall kan
konstatera att de galler. Vi har ddrmed kommit in p& en mycket vikig fraga
inom skolmatematiken namligen hur langt man kan driva matematikerns
stringenskrav. Ett intressant inldgg i den diskussionen finns i boken
Fermats gata (Singh, 1997). Man diskuterar dar matematikens och Gvriga

vetenskapers uppfattning om vad som &r ett bevis:
Skillnaden mellan det vetenskapliga och det matematiska beviset 4r bade djupsinnig och subtil
...Matematiska bevis ar absoluta. For att riktigt kunna vérdesétta dem bor vi jamfora dem med deras
fattiga slaktingar, de vetenskapliga bevisen. Inom vetenskapen framstaller man en hypotes for att
forklara ett fysikaliskt fenomen. Om observationerna av fenomenet i friga Gverensstimmer med
hypotesen vittnar det till dennas fordel ... Till slut blir det en s& dvertygande méangd vittnesbord att
hypotesen godtas som en vetenskaplig teori. (s. 42, 43)

Med anledning av vad Sing har skriver kan det vara rimligt att stalla frgan
varfor man skall stalla storre krav pa skolbarn vad galler bevis &n man
staller pd vetenskapen i dvrigt. Kilborn ger som alternativ ndgot som han
kallar for pre-bevis. Med detta menar han i princip det som skulle kunna
kallas vetenskapligt bevis. Om man t.ex. vill bevisa att subtraktion av ett
(negativt) tal kan erséttas med en addition av det motsatta talet, dvs. att
a - (-b) = a + b galler for alla naturliga tal a och b, sd kan man bérja med att
studera uppgifter av typen 3 — (-2). Genom att gora ett lika tilldgg av 2 till
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bada termerna finner man att 3 —(-2)=[3+2]-[(-2) +2]=3+2+0=3
+ 2. Genom att upprepa detta for nagra andra tal finner man
forhoppningsvis ett monster. Detta kallar Kilborn for pre-bevis (se dven
Kilborn, 1990). Podngen med pre-beviset ar alltsa att det gor en regel (eller
ett matematisk sammanhang) trolig(t). Samtidigt har man emellertid lyft
fram en teknik for hur man kan utfora ett mer formellt bevis. Nar man
forstatt tekniken kan man byta ut 3 mot a och 2 mot b och upprepa samma
procedur en géng till. Man far d& det mer generellt giltiga beviset a — (-b) =
[a+b]-[(-b)+b]=a+b+0=a+h.

En intressant fordel med den just beskrivna tekniken &r att den kan anvén-
das som modell fér fordjupningsindividualisering av undervisnigen Vissa
elever kan dérvid ndja sig med pre-beviset medan de mer intresserade
eleverna kan fortsatta och studera det mer formella steget.

En rimlig tolkning av Kilborns studie ar att de tre lararna inte beharskar
nagon didaktiskt hallbar teori for de negativa talens egenskaper eller for hur
man kan operera med dem, detta trots att de alla har minst 2 betyg
(motsvarande 40 poang) i matematik. Denna tolkning bekréaftas av de upp-
foljande intervjuer som i studien utférdes med 13 hogstadieldrare. Det
visade sig att ingen av dessa larare ansdg sig ha métt ndgon relevant teori
for hur man adderar och subtraherar negativa tal, under sin utbildning. En
av de tillfrigade lararna ville inte stalla upp pa intervjun och han moti-
verade sitt “avhopp” pa foljande satt: Nar jag pa det har sattet tvingas
tanka igenom hur jag egentligen uppfattar arbetet med negativa tal, sa
inser jag att jag faktiskt inte behdrskar dess metodik.” (Kilborn, 1979b s.
5) Han som uttalar sig sa har var den teoretiskt mest kunnige av alla lararna
och doktorand i &mnet matematik.
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8. Vad vet vi idag — och hur gar vi vidare?

I det har kapitlet sammanfattas och kommenteras de viktigaste delarna i de
forgaende kapitlen: fran vikten av att kunna ta ett lararperspektiv till beho-
vet av en fortsatt utveckling av en amnesdidaktisk teori. Att larare behdver
en sadan teori for att kunna hjalpa eleverna att nd malen med under-
visningen framgdr inte minst av en artikel i Dagens Nyheter skriven av
skolradet pa Skolverket, Ragnar Eliasson (2002). Han menar att samtidigt
som vi har stora problem i skolan och det ar stora skillnader mellan hur
olika skolor fungerar, sa finns det faktiskt skolor som lyckas vél:
Skolor som lyckas forbattra sin méluppfyllelse kannetecknas av att det
rader en samsyn pa skolan om hur man skall arbeta och vad man
prioriterar ... Man ar ocksa tydlig nar det galler malen och noggrann
med att folja upp varje elevs utveckling ... Ldrarna har hoga
forvantningar pa eleverna, ocksa pd dem som har svarigheter. ... Man
anvander tester och diagnoser men har insikt i att det ar den pedagogiska
kvaliteten ... som ar allra viktigast.
For att kunna arbeta sa har kravs det en stor medvetenhet bland lararna och
en klar teori utgaende fran vilken man kan samarbeta och fatta de viktiga
beslut som namns i artikeln. Det maste darfor finnas en "karta" Gver
mojliga dmnesdidaktiska vagval sadan att lararen med dess hjalp kan
planera olika elevers larande utgaende fran deras respektive forkunskaper,
ambitioner och intressen.

8.1 Behovet av en amnesdidaktisk teori
Den nya lararutbildningen kraver enligt Utbildningsutskottets betédnkande
(2000/01:UbU3) "en starkt och breddad vetenskaplig bas for larar-
utbildningen med relevans for den pedagogiska yrkesutbildningen (s.14).
Vid Goteborgs universitet har det sedan 1970-talet utvecklats en d&mnes-
didaktiskt kunnande med inriktning mot matematik och naturvetenskaliga
amnen. Detta kunnande har sedan l&nge varit ett kdnnetecken fér MaNO-
lararutbildningen i Goéteborg. Som en (i Sverige) ung vetenskap har emel-
lertid d&mnesdidaktiken annu svarigheter med att bli erkand inom Gvriga
delar av universitetet. Mogens Niss (2001) menar att det hanger ihop med
amnesdidaktikens karaktar:
Det framgdr att matematikens didaktik i flera avseenden kan jamforas
med medicinen, som rymmer samma dualitet mellan en beskrivande/for-
klarande och en normativ dimension och som dessutom innehaller ett
likartat spektrum nar det galler mal, syfte, metoder och aktiviteter. Men
med bara trettio eller fyrtio ar pa nacken kan matematikens didaktik
emellertid inte anses vara ett valutvecklat och utbyggt &mnesomrade pa
samma satt som den medicinska vetenskapen &r. (s. 26)
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Med tanke pa vad Niss skriver och det begransade stod som hittills getts at
amnesdidaktiskt forsknings- och utvecklingsarbete kommer det sannolikt
att ta lang tid att utveckla &mnet. Mot detta kan man stélla fragan om inte
den akademiska matematikteorin ar tillracklig for en larare. Svaret pa den
fragan &r nej. Den matematik som studeras pa en institution for matematik
gor kanske den studerande till en god matematiker men det som kravs av en
god larare i matematik ar (dessutom) nagot helt annat namligen ett larar-
perspektiv pa skolamnet matematik. Ett sddant ldrarperspektiv uppstar inte,
vilket papekas av Ball & Bass (2000), av sig sjalvt eller som en féljd av
praktisk erfarenhet.

Undervisningssituationen i svensk skola har enligt Grevholm (1993) och
NCM (2001) lett till en kris inom &mnet matematik vilken spritt sig till
andra av matematikdmnet beroende &mnen. Denna kris omfattar alla stadier
- &ven hogskolor och universitet. | Sverige har vi tidigare forsokt 16sa kriser
i dmnet matematik med hjélp av utldndska, frimst amerikanska forebilder.
Detta &r kanske inte den l8sning som passar bést i dagens situation med
tanke pa att kvalitén p& den amerikanska matematikutbildningen allvarligt
ifrdgasatts av amerikanerna sjalva. (Se t.ex. Stevenson & Stigler, 1992,
Stigler & Hiebert, 1999 och Ma, 1999) Det vore sannolikt klokare att satsa,
bygga vidare pa och vidareutveckla de kunskaper vi redan har i landet. Den
USA-inspirerade "Nya matematiken™ och det misslyckade bytet av divi-
sionsuppstallning borde ha l&rt oss svenskar det vanskliga i att oreflekterat
importera en frammande kultur i vart utbildningssystem.

Ett stort problem inom dagens skolmatematik &r enligt NCM (2001 s. 130)
ett stort la&romedelsberoende i kombination med “en stor andel enskild
rakning" samt att lararna slutat undervisa och enbart fungerar som hand-
ledare (Madsén 2002). Man kan tolka detta s, att lararna hittills i sin
utbildning har saknat en adekvat teoribakgrund med vars hjalp de kan
bygga upp och strukturera sin undervisning. Matematikdidaktikens viktiga
vad- och hur-fragor kan inte byggas upp fran ett intellektuellt vacuum. De
kan heller inte harledas fran en amnesteori som ar avsedd for akademikers
arbete med vetenskapen matematik. Det har ar nagot som lyfts fram i en
rad bocker och artiklar. (T.ex. Ball & Bass, 2000, Kanes & Nisbet, 1996,
Leinhart m.fl.1991, Schulman 1986, 1987 och Simon, 1993.) Samma prob-
lem lyfts fram av bl.a. Kilpatrik m.fl (2001). For att ge svar pa amnes-
didaktikens vad- och hur-fragor kravs en dmnesteori som mojliggor ett val
av dmnesinnehall (och dirmed av didaktik) utgédende fran skolans behov. |
annat fall blir det ett alltfor stort gap mellan den i skolan "utlérda"
matematiken och elevernas vardagsforstéllningar om matematik. Det som
kravs ar saledes en teori som beskriver amnesinnehallet pa ett sadant sétt
att den enligt Andersson (2002) &r forstaelig for eleverna och battre &n
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deras vardagsforestallningar. Avsaknaden av en relevant skoldémnesteori
leder ocksa till, vilket vi gett en rad exempel pa, att larare tvingas ta till
procedurella I6sningar, falska metaforer och lotsning av eleverna.

Den amerikanska litteraturen pekar ocksd pa ett annat allvarligt problem

namligen att ett antal olika institutioner "kor var sitt race” inom lararutbild-

ningen oberoende av varandra och att det saknas samordning:
The implications for teacher preparation and professional development
are that teachers need to aquire these forms of knowledge in ways that
forge connections between them. For teachers who have already
achieved some mathematical proficiency, separate courses of profes-
sional development programs that focus exclusively on mathematics, on
psychology of learning, or on methods of teaching provide limited
opportunities to make these connections. Unfortunately, most university
teacher preparation programs offer separate courses in mathematics,
psychology, and methods of teaching that are taught in different
departments. The difficulty of integrating such courses is compounded
when they are located in different administrative units (Kilpatrick, 2001
s. 381).

Samma problem finns i Sverige och vid lararutbildningen i Goteborg. Det
som saknas &r en samordning av olika, varandra kompletterande, teorier for
matematikundervisning. En sadan samordning kan genomforas under forut-
sattning att vi inom universitetet visar msesidig respekt och forstaelse for
varandras kunskaper och erfarenheter. Om inte detta sker kommer det att
uppsta problem med att bygga upp en meningsfull yrkesutbildning for
matematiklarare.

Man maste som lararutbildare hela tiden vara medveten om de stora krav
som stills pa de ldrare som undervisar i matematik i dagens skola. Under
varje lektion utsatts de for fragor fran elever med olika forkunskaper, med
olika krav och med olika formdga att forsta. Lararen skall vid varje sadant
tillfalle kunna ge ett genomtankt och langsiktigt hallbart svar pa respektive
elevs fraga. Det kravs da& mer kunskaper an att bara vara duktig i
matematik, nagot som atskilligare larare med goda kunskaper i matematik
har vittnat om.

Ett annan dilemma &r att malen inom lararutbildningen inte alltid harmo-
nierar med skolans krav pa kunskaper. Grundskolans kursplan i matematik
beskriver t.ex. ett amnesinnehall pa olika nivéer, dels en formell matematik
som bygger pa ett matematiskt sprak och matematiska symboler, dels pa en
matematik som kan anvéndas som verktyg i vardagen. Det &r ett stort
problem for lararen att lanka dessa tva dmnesinnehall till varandra eller att
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hérleda det ena ur det andra. Som stdd for detta anvénder sig larare ofta av
laborativt arbete och metaforer. | bada fallen ar det emellertid viktigt att ha
en sa klar &mnesdidaktisk teori i botten att man dels kan uppfatta de alge-
braiska strukturer man vill konkretisera, dels finna sidana vardagshéandelser
och metaforer som pa ett begripligt sprak beskriver och forklarar dessa
strukturer. | annat fall blir lektionerna latt till "happenings” déar lararen
forsoker ta sig forbi (lotsa sig forbi) ett akut undervisningsproblem istéllet
for att belysa och l6sa det.

En kritik som standigt aterkommer i den amerikanska litteraturen &r riktad
mot den ytlighet som préglar den matematikdidaktiska litteraturen. (Se t.ex.
Stevensson & Stigler, 1992 Hiebert & Stigler, 1999, Ma, 1999, Kilpatrick,
2001) Det handlar i stor utstrackning om l6sa uppslag utan sammanhal-
lande idé. Om man utgér fran de analyser som gjordes i kapitel 7.4 sa
upptacker man t.ex. att den behandling som i den amerikanska didaktiska
litteraturen ges av de negativa talen i stort sett genomgaende bygger pa
arbete inom en metafor och att det ofta bygger pa semantisk lotsning. Ingen
av dessa strategier hjélper eleverna att konstruera dnskade kunskaper. Det
anmarkningsvérda &r att denna typ av litteratur idag blir allt vanligare &ven
i svensk lararutbildning.

8.2 Ett nytt paradigm

I Nationalencyklopedin (1994) kan man lasa foljande om paradigm och

paradigmskifte:
Forskning inom ett paradigms ramar bestdr i forsta hand av
"pussellésning”; man “stadar" i paradigmet... S& smaningom uppstar
anomalier, dvs begreppsliga inkonsistenser eller observationer som inte
passar in i paradigmet. Nar anomalierna blir s ménga och besvarande att
de inte kan bortses ifran uppstar en kris, vilket innebar att man gar
tillbaka till paradigmets forutsattningar och filosofiska grunder och
undersoker dessa kritiskt. Ett paradigmskifte eller en revolution dger rum
om det &ldre paradigmet inte kan "réddas" och det samtidigt finns en
attraktiv paradigmkandidat....

Den hér rapporten handlar till stor del om behovet av ett paradigmskifte

vad géller de teorier som utgor basen for en utbildning av matematiklarare.

For att bli 4 - 9 larare i Ma-NO l&ser de studerande oftast huvuddelen av sin
amnesteori i matematik pa en universitetsinstitution for matematik alltsa
den typ av teori som i Nationalencyklopedin (1994) beskrivs som "en
abstrakt och generell vetenskap" som "har frigjort sig frdn det konkreta
ursprunget hos problemen”. Det &r bra att de lararstuderande pa det sattet
erbjuds mojligheter att forbattra sina personliga kunskaper i matematik.
Problemet ar bara att de studerande har en begransad tid pa sig for en
yrkesutbildning till larare och att endast en mindre del av denna utbildning
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kan dgnas at att forbereda dem for att bli larare i matematik. Samtidigt kan
man konstatera att enbart akademisk matematikkunskap inte récker till for
att bygga upp de matematikkunskaper som kravs enligt styrdokumenten for
svensk skola. Man maste vara medveten om att de flesta manniskor anvén-
der matematik som ett verktyg i vardagen och att de i dessa situationer inte
har behov av ett formellt sprak, snarare av termerna i vardagens sprak eller
ett yrkessprak. Det &r ocksa sa att det vardagsmatematiska spraket ar upp-
byggt pa olika satt i olika kulturer, ndgot som ar viktigt for lararen att
observera i vart allt mer internationaliserade samhélle. Det ar samtidigt
viktigt att uppmérksamma att vad som &r logiskt och korrekt bér bedémas
utifrén den larandes formdaga att uppfatta sprak och begrepp och att olika
manniskor har olika behov och intresse for matematik. For att man som
larare skall kunna ta tillvara alla dessa intressen maste det finnas en teori
for hur lararen kan knyta samman alla 16sa tradar. | en lararutbildning
galler det saledes att inslagen fran de tva olika &amnesteorierna optimeras pa
ett sadant satt att den blivande lararen blir val forberedd for sitt kommande
yrke.

Under de 12 ar svenska elever gar i skolan bildar de sig en rad upp-
fattningar om olika begrepp. Ett stort dilemma for l&raren &r emellertid
att elever och deras tankevarldar 4r mycket olika. Utgéende fran den
sprakliga kompetens och de uppfattningar barn har skaffat sig innan de
kommer till skolan skall de successivt bygga upp en stor mangd begrepp.
Detta kan givetvis inte géras pa en gang. Den enda realistiska losningen
&r att eleverna borjar med att bygga upp ett antal enkla och preliminéra
begrepp utgaende fran ett for dessa begrepp andmalsenligt sprak. Efter
hand bildar eleverna, med hjalp av dessa begrepp, kluster av begrepp
som &r mer eller mindre l&nkade till varandra. Dessa begrepp bildar i sin
tur underlag for att modifiera den uppfattning man hade utgaende fran de
forsta prelimindra begreppen. Detta sker under skoltiden upprepade
ganger och leder till en successiv forfining av elevernas begreppsapparat
(se Marton & Booth, 2000).

For att ge larare teoretiskt underlag for att bedriva den hér typen av under-
visning krdvs en amnesdidaktisk teori for matematikundervisning. Utan en
sadan teori blir det inte mojligt for lararen att harleda didaktikens viktiga
vad- och hur-fragor. Det &r sannolikt en sadan teori som kréavs for att kom-
ma tillratta med krisen inom matematikundervisningen. Men &r da detta en
riktig teori? Det kan vél bara finnas en enda teori for disciplinen mate-
matik? Svaret ar enkelt. Syftet med en teori ar att man med dess hjalp skall
kunna bygga upp och systematisera en kunskap inom ett territorium och
utifran den kunna fatta logiska beslut inom territoriet. Territoriet ar i det har
fallet skolamnet matematik och de viktigaste besluten handlar om hur man
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som larare skall hjélpa elever i olika aldrar, och med olika intressen och
forkunskaper, att bygga upp en for dem forstaelig och anvéandbar matema-
tikkunskap. For detta kravs betydligt mer teoriska kunskaper an de som
ingdr i universitetsamnet matematik. Att den d&mnesdidaktiska teorin idag
inte ar fardigutvecklad betyder inte att den ar felaktig eller att den strider
mot den gangse akademiska disciplinen. En preliminar version av teorin
har i flera &r anvénds inom lararutbildning och lararfortbildning. Daremot
behovs det resurser for att under de ndrmaste decennierna f& den mer
utvecklad. Problemet &r att vaga acceptera och satsa pa ett nytt paradigm.
Samtidigt har vi aldrig tidigare i litteraturen mott ett sa starkt stod for ett
paradigmskifte inom l&rarutbildningens matematikundervisning som nu.

Ett problem med akademikerns teori for matematik ar dess formella sprak
och formellt beskrivna begrepp. | en dmnesdidaktisk teori &r det viktigt att
kunna beskriva motsvarande begrepp mindre formellt och med hjélp av ett
enklare sprakbruk. Med tanke pa att sprak och begrepp utvecklas parallellt,
sd blir det sprakbruk som anvéands i undervisningen ytterst viktigt. En
amnesdidaktisk teori maste av det skalet kunna beskriva olika fenomen och
strategier sa att de & kommunicerbara saval med kolleger som med elever i
olika aldrar. Den maste aven beskriva hur ett vardagssprak och det sprak
som anvénds i samband med laborativt arbete kan se ut och hur det
successivt kan transformeras till ett mer formellt sprak. Just detta, att kunna
knyta samman en konkret forklaring med en abstrakt, &r enligt Lowings
(2004) forskning ett stort problem fér manga larare.

8.3 Vad ingar i en amnesdidaktisk teori

En viktig del av en &mnesdidaktisk teori bestar i att bygga upp preliminéra
och utvecklingshara begrepp som passar for elever i olika aldrar och med
olika forforstaelse. Detta maste dels ske pa ett for eleverna uppfattbart
sprak och dels pa ett sddant satt att sprak och begrepp blir successivt
utvecklingsbara. Samtidigt maste begreppen pa alla nivaer kunna anvandas
till att tolka sadana situationer av matematisk natur som uppstar i elevernas
omvarld.

Efter en diskussion i Stanford med den kinesiska forskaren Liping Ma
vaxte foljande beskrivning fram om hur en @mnesdidaktisk teori skulle
kunna byggas upp. (Se dven nedanstaende figur.)

1. Utgdende fran vardagens erfarenheter, en metafor eller en preliminar
definition borjar eleverna med att 16sa en ny typ av problem eller att
diskutera ett nytt fenomen eller begrepp.

2. De kan déarvid (med l&rarens hjélp) finna vissa monster som kan
uttryckas pa ett informellt satt och med ett vardagssprak.
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3. Dessa monster bearbetas i nasta steg sa att de leder till ett nytt mer
formellt (matematiskt) begrepp.

4. Genom att utgd fran detta begrepp kan eleverna nu lgsa de givna
problemen pa en mer generell niva.

Né&r den hédr kunskapen har konsoliderats kan eleven betrakta och tolka
omvarlden ur ett nytt mer utvecklat perspektiv. Det betyder att de pa nytt,
utifrdn nya utgangspunkter, kan atervanda till vardagen eller en ny metafor
och

1. diskutera nya problem och fenomen pa en djupare niva.

2. sbka nya monster

3. ..

Den hér proceduren kan beskrivas som en spiral som sakta men sakert
hojer sig fran ett forskolebarns matematikuppfattning till akademikerns
uppfattning av matematiska begrepp. Beroende pa olika elevers intresse,
behov och forutsattningar foljer de spiralen olika langt. Eftersom man pa
varje niva i spiralen har en fungerande forklaringsmodell (om an preliminar
i relation till akademikern krav) s har man fatt en modell for individuell
anpassning av undervisningen som passar val in pad de olika kunskaps-
kraven i skolans kursplaner.

Problemldsning Begreppsinlarning

F 1
m(:if‘;latik /-
AN

Y
Informell

matematik

Som framgar av den tidigare refererade litteraturen (Ball & Bass, 2000,
Kanes & Nisbet, 1996, Leinhart m.fl.1991, Schulman 1986, 1987, Simon,
1993 och Kilpatrik m.fl (2001)) sa stélls det stora krav pa vad de Kkallar ett
pedagogical content knowledge, det som vi vill utveckla till en &mnes-
didaktisk teori. De komponenter som bor inga ar:
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o En uppfattning av hur matematikerns matematik &r uppbyggd.

o Kunskaper om skolmatematikens historiska bakgrund.

o Laroplansteori inklusive de pedagogiska idéer som ligger bakom de
senaste kursplanerna i matematik.

Matematikdmnets kulturberoende.

Kunskaper om sprakbruk for formell och informell kommunikation i
och om matematik.

Kunskaper om inlérningsteorier.

Slutsatser som kan dras frén forskning kring elevers tankande.
Slutsatser som kan dras fran forskning kring larares tankande.

Slutsatser som kan dras fran undervisnings/klassrumsforskning.
Instrument for utvardering av undervisningen, formellt som informellt,
skriftligt som muntligt, samt hur man utgdende fran en utvérdering kan
gora forandringar i sin egen undervisning eller i den lokala arbetsplanen.

Utgéende fran dessa komponenter galler det att "rita en karta" med vars

hjalp larare kan finna lampliga, individuellt anpassade, végval i olika

undervisningssituationer. Fér den som beharskar en amnesdidaktisk teori
for matematikundervisning skall det vara majligt att pa ett relevant satt
bygga upp en hallbar metodik:

o Vad-fragan kan besvaras pa en individuellt anpassad niva utgdende fran
de olika elevernas forkunskaper, behov och intresse. Undervisningen
kan ocksa byggas upp (planeras) ur ett longitudinellt perspektiv, utga-
ende fran en diagnostik byggd pa forskning om elevers tankande.

e Hur-fragan kan i forsta hand besvaras utgdende fran individuella mal
och var i den tidigare beskrivna spiralen man lagger de olika indi-
vidernas mal. Den amnesdidaktiska teorin ger darvid besked om lamp-
liga val av vardagsanknytning, metaforer och laborationer. Forst
dérefter blir det meningsfullt att vélja arbetsform och arbetssétt.

Det hir ar inte kunskaper som en lararstuderande konstruerar pa egen hand
eller senare bygger upp genom praktisk erfarenhet. For att hitta ratt i mate-
matikundervisningen labyrinter behdvs en karta att orientera efter.

Man kan som en avslutning frga sig om inte en sadan har teori skulle bli
valdigt styrande och darmed hindra lararen fran att ta egna initiativ. Vart
svar ar att en &mnesdidaktisk teori givetvis kan beskrivas pa en rad olika
sétt precis som all annan teori. Men vad teorin handlar om ér i sjalva verket
att ge lararen ett instrument som méjliggdr individuella val av @mnes-
didaktikens "vad" och "hur" utan risk for att valet leder till framtida
problem. Det &r snarare bristen pa teori som begransar valméjligheterna
och leder till sddana problem i undervisningen som det getts ett flertal
exempel pa i rapporten.
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Sammanfattning
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Amneskunskapers relation till individ och omvaérld.
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Inom lararuthildningen férekommer tva typer av amnesteori i matematik,

o akademikerns amnesteori som systematiserar en deduktiv vetenskap.
Teorin ar till sin natur abstrakt och generell och syftar till en metod-
utveckling av amnesinnehallet i sig.

e en amnesdidaktisk matematikteori (allts& en teori for amnesinnehallet
i skoldmnet matematik) som systematiserar en empirisk vetenskap.
Teorin syftar till att ge lararutbildare och larare instrument for att
optimera inldrningen av olika &mnesinnehall i relation till en omvarld
och utgéende fran olika individers forkunskaper och formaga.
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Medan akademikerns teori syftar till att fordjupa den l&rarstuderandes kun-
skaper i matematik, syftar den &mnesdidaktiska teorin till att ge den lérar-
studerande ett lararperspektiv pd matematikinnehallet. | det forra fallet ar
malet att sjalv kunna losa matematiska problem i det senare fallet ar malet
att forstd hur problem kan l6sas pa olika kognitiva nivéer av elever med
olika forkunskaper, mal och ambition. Att utveckla en &mnesdidaktisk teori
ar saledes ett tvéarvetenskapligt arbete.

Rapporten behandlar de erfarenheter vi redan har av en &mnesdidaktisk
teori och idéer om hur man kan bygga vidare pa teorin med hjalp av
forskning och beprovad erfarenhet. Behovet av en sadan har teori har under
senare ar fatt ett starkt stod i internationell forskning. Forskningen pekar
ocksa pa att manga av de problem man idag finner i amerikanska skolor
kan hérledas till bristande teorier for innehdllet i skolamnet matematik.

En sddan har teori for skolmatematikens innehdll far inte forvaxlas med
amnesdidaktik. | sjalva verket &r teorin en forutsattning for &mnesdidak-
tikens val av "vad" och "hur". Utan en teori kommer @mnesdidaktikens val
av innehall, metoder och arbetssétt att bli sjalvandamal utan koppling till en
systematik inlarning av ett avsett innehall.
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