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“trax ett ord till studiecirklarnas medlemmar,
v men forst vinder jag mig till skolungdomen.

In gymnasist fdr underbetyg i matematik pi va-
ren, och jag skall lisa upp honom. Han har svart
for matematik, heter det. 1 bérjan av sommaren
far jag dagligen sGka upp honom pd fotbollsplanen
for att taga honom med till lektionerna. Men jag
ldter honom inte slippa undan. Och mot slutet av
sommaren ir det han, som sdker upp mig dven pd
sin fritid f6r att {riga, hur det och det problemet
skall I16sas. P4 hosten blir han flyttad, vid julen
har han ¢ i matematik och vid lisdrets slut ..

Var det sant, att han hade svirt fér matematik?

Nej, men han hade inga grundliga kunskaper, ach
dirfér syntes honom matematiken som nigot ofatt-
bart. Och det ir minga med honom, hos vilka
bristande insikter i dmnet fdrvixlas med bristande
begdvning, DA skufle de genom att Hsa erforder-
liga kapitel i foreliggande handledning kunna for-
varva dessa insikter och reda sig bra med dmnet
utan dyrbara privatlektioner. Och vid studiet pd
egen hand kunna de arbeta i lugn och ro utan att
jakta samt didrfor fi id att ordentligt smilta det
Iista, si att varje sak hinner klarna, innan de gi
vidare. S blir matematiken lalt.

Men #dven de, som hastigt fatta en matematisk
tankegdng, kunna ha nytta av foljande framstall-
ning, om de vilja arbeta i {0rvig, vilket med de mo-
derna kraven pid individuella studier uppmuntras



frin lirarhill mer dn {drr. Och {6r dem dr det en
stor fordel att {4 rikna pd egen hand i stallet for
att félja med klassundervisningen, didr takten mdste
vara {6r ldngsam i6r dem av hansyn tilt kamra-
terna.

Och icke minst studiecirklarna kunna ha nytta av
foljande framstallning, likasi enskilda studerande.
Det torde framgd av det redan sagda.

Firf.
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Fhvationer med en obelant

1. Pelle sdger till Nisse: “Jag hav 12 kr. Hor
du s& mycket? — "Nej”, svarar Nisse, "men om
jag hade dubbelt sd mycket som jag wmu har och
dessutom 1 kr., 56 skulle jag ha lika mycket som
du.”

Hur wmycket pengor hay Nisse?

For att rikna ut detta anteckna vi, vad vi veta,
men skriva for korthets skull “&” i stillet f6r “Nis-
ses kassa”, fastin vi lisa ut det som “Nisses kas-
sa”. Vi sitta silunda 2.1 eller 2x och lisa ut
det 2 gdnger Nisses kassa. Da vi fatt uppgivet, att
2 gor Nisses kassa -+ 1 kr. skall vara 12 kr., skriva
vi det alltsd pd f6ljande siti:

20 1 = ¥2 ........... {1)

och lasa ut det: "2 ggr Nisses kassa + 1 kr.
— 12 kr.”

Att det &r irdga om kronor brukar man hiila reda
pa utan att sitta ut det i ekvationen. Ett sidant ut-
tryck som ovanstiende kallas namligen ekvation
och kan, som vi strax skola se, hjilpa oss att rak-
na efter, hur mycket & (las: Nisses kassa) dr. Vi
ha nu att {6renkla eller, som man kallar det, Ayfsa
ckvationen, och vi skriva {6r den skull blott 2 ggr
Nisses kassa utan aft taga med den Overskjutande
kronan., Nir den ¢j medtages, Blir beloppet 1 kr.

mindre, siledes



2y = 11 (lds 2 ggr kassan =— 11 kr.),

varpd vi erhilla
* = 5,50
vilket vi utlisa: Nisses kassa dr 5,50 kr.

Nu kunna vi prova, om vi riknat ratt. Nisses
kassa skulle fordubblas, stir det i uppgiften, och
2.5,50 kr. dr 11 kr. Dirtill skulle 1 kr. adderas,
ach di erhdlles rz kr., som ju var DPelles kassa. Vi
ha tydhigen riknat ritt.

2. Nu dr det skil att sitta thop och riakna nigra
liknande cxempel pd Nisses kassa men med andra
siffror. Man kan litt tillverka exempel sjilv, For
att forebygga, att svaret blir brikdelar av ore, ir
det klokast att f6rst tinka sig ett visst svar, sdsom
kassan — 2,37 kr.  Om detta belopp tages t. ex. §
ginger, erhilles 11,25 kr, vilket vi kunna oka med

iy 1,75 kr. till 13 kr. och siga, att 5 ggr Nisses kassa

' plus 1,75 kr. utgdr 13 kr. Tinka vi oss, att vi ej
veta, hur stor hans kassa dr, kunna vi berikna det
genom att skriva

sy Tg =13 ........... (2)

och lisa ut 3¢ som 5 ggr Nisses kassa samt fort-
siitta rikningarna som nyss.

Hir ha vi en ny ekvation, och man har ofta nyt-

ta av att numrera ekvationerna, varfér vi sitta (2)

i stutet av raden vid denna elkvation liksom (1) vid

-den forsta. Tkv. (2) loses pid samma sitt som (1),

varpd den studerande fortsitter och tillverkar nya

l : uppgifter eller problem, sidana som det ovan kur-
‘ siverade. Sedan uppstilles erforderlig ekv. for var-
je exempel liksom nyss ckv. (2). Dessutom bér man

]




begagna ndgon exempelsamling och dir borja med
det kapitel, som innehdller problem till ckvationer
av forsta graden med en obekant, iven om detta
kap. ej stir forst 1 boken.

Ett pipekande, innan vi g 1ill nasta exempel. 100
dr 2 mer in o8 = 100 — 2, d. v. 5. om vi 13ta bli
att minska 100 med 2 och taga jimnt 100, fi ¥i 2
mer, an om vi minska 1co med 2. Vi {3 strax se,
vad vi ha for nytla harav.

3. Si ett annat problem. Om g ggr kassan min-
skas med 2z kr., dtersidr 9,80 kr.

Flkvationen blir tydligen

47 —2 =980 — — (3)

T wvilket fall f4 vi mera, om vi minska 4 ggr kas-
san med 2 kr. eller om vi lita bli att minska den?

Givetvis om vi lita bli minskningen. D3 & vi
ju 2 kr. mera kvar, sdledes

4% — Q,80 -} 2 = 11,80

ach
¥ = 2,95 kr.
Prive svaret hir liksom 1 féljande problem:
% = 2,95
4% — 11,80

4% — 2 == Q,80.

Det stimmer siledes.

Sitt sedan ihop och rikna nigra flera liknande
exernpel. Dirpid gd vi tll en ny typ, di vi fi en

1 Lindhagen, Sifferekvationer ar mycket bra {far nybor-
jare, ty den innehdller rikligt med latta uppgifter, varav
mun kan 16sa s manga, man behover f6r att komma in i
salken och vAga sig pd ndgon svirarc cxempelsamling, &i-
som Hedstrdm och Rendahl, Algebra. Minga andra ex-
empelsatlingar finnas for Svrigt att vilja pd.

1




brikdel av vad vi soka, vilket for omvixlings skull
ej antages vara pengar.

4. "Jag tanker silje 11 kor”, siger en bonde, "Det
ar vil tredjedelen av olla korna i ladugdrden”, und-
rar sonen. "Nej”, blir svaret, "det dr 7 kor mindre
in en tredjedel av alla”. Hur mdnga kor hade han?

Har f& vi ekvationen

A
T— 7 =1L ... (4)
3
som utlases “tredjedelen av korma minskad med 7
blir 11 kor”. Lita vi blt att minska med 7 kor och
taga jimnt tredjedelen, f& vi % kor mer eller 18
kor, siledes
T —13
3
och di hela antalet d4r 3 ggr si mycket som tredje-
delen,
¥ =3.18 = 54.
Svaret blir silunda 54 kor.

R . - . s 2
5. Nu antaga vi, att det | stdllet varit friga om g

av korna, men {. 6. lika uppgifter, sd att vi vetat,
1 att om tvd tredjedelor av korna minskas med 7,
dterstdr rr. DA hade ekvationen blivit

24
i, =— TII ... in e
F 7 (s)

och efter forsta reduktionen (reduktion av en ekva- -
tion betyder forenkling av densamma)
' 2x

— =18,
3



DA en tredjedc] fr hilften av 2 tredjedelar, fa vi

v

U =27.
(Tecknet .0 lises ut “alltsd™.)
Svar: 27 kor.

6. Ftt annat exempel. Vare sig # betyder en
kassa, eit antal pdron, antalet kg. cller ndgot an-
nat, tinka vi oss, att vi ha

v X
—2=g— = . (6
p 9 ¥e (6)
Om vi liksom forut i vinstra ledet’ stryka — 2

och siledes lata bl att minska med 2, fi vi 2 mer
eller

EFn oy
4 T8
Higra ledet dka vi nu till 11, varfor vi dven maste

dka vinstra membrum® med 5"

R S i
4 "6
och efter fdrlangning av briken
ox 2x
T4 ==y
12 12

1 Uttrycket [ore likhetstacknet henamnes wvinsire ledel
eller winsira wmembrum, utlrycket efterat hogra ledet eller
higra membrum. Pleralis av det latinska ordet memhbrum
heter anenbrn.




L 1Ly
=11

12
x

12
=12

FEller ocksd kunde man i1 stillet f6r dessa rikningar
genast ha skaffat bort nimnarna i den givna ekva-
tionen genom foljande tankegdng, Vi fingo nyss

. I . .
ett helt x 1 st. {. — » genom att 1 slutet av vira
12

rikningar multiplicera med 12, Men vi kunde 1
stillet frdn borjan ha multiplicerat den givna ckv.
(6) med 12, som ju ir minsta gemensamma nam-
naren till briken 1 vir ckv. Om vi 1 (6) ersitta

3% ed 3%, ha vi fatt 4 ginger si mycket, efter-
4

som vi byta ut fjardedelar mot hela. Nir vi multi-
plicerat med 4, dterstdr att multiplicera den erhillna
produkten med 3 fér att 4 12 ggr s& mycket som
frin borjan. 14 3.3x ir ox, blir 12 ggr fdrsta
termen® 9x. Men utom férsta termen innechiller
vinstra membrum 1 (6) — 2 cller en skuld pid 2
Tor att {4 hela vinsira membrum multiplicerat med
12 miste vi multiplicera bide tillging och skuld
med 12, Di f3 vi

9x — 24.

Hogra membrum beriilmas pd samma sitt. — » ir
2 X . .

6 gor sa mycket som — =, och sedan dterstir att

1 Med term forstis ett uttryck, som skall adderas till
eller subtraheras frn det dvriga. I (6) ha vi siledes tvd
termer 1 vartdera membrum och t. ¢x. i (1) tvd termer i
vinstra membrum och blott en i hogra.

10



fordubbla till — 2x {f6r att f4 12 ggr si mycket
som frin borjan. Ekvationen blir nu

Qr — 24 — 108 — 2x

och cfter dkning av varidera membrum med dels
24, dels zx

11y — 132
o = 12
7. Stundom méter man mer invecklade ekvatio-
ner, sadsom

4l2x—3) 3lr —2) r42 ()

Hir multiplicera vi med minsta gemensamma niam-
naren cller 30. Om vi i forsta briket stryka nim-
naren och skriva 4{2x—3), 4 vi 5 gogr si myc-
ket, varpd dterstdr att multiplicera med 6 f6r att fa
30 ggr si mycket som frin birjan. Motsvarande
med de Gvriga bréiken.

6.4 (26—3)—15.3 (+—2) =35 (- 2)

24 (24—3) —45 (r—2) =5 (r +2)

(48x—72) — (452—90) == (54 + 10)
Den forsta och den tredje parentesen 1 det sist er-
hillna uttrycket kunna vi, som vi veta {rin aritme-
tiken, utan vidare borttaga, di t. ex. 72 lika val
skall subtrahcras, vare sig parentesen stir dir eller
€j. Vi skriva dirfar

48x — 72— (452—90) =54 + 10 ... (7b)

Innan vi g vidare, jamfora vi med ett sifferexem-
pel, 1at oss siga

481 — g8,

11




Hir ar det bekvimare att férst minska 481 med
100, varvid vi draga ifrin 2 fér mycket och fi lig-
ga till det igen. Vi skriva ut denma rikning:
481 —g8—=—481 — (100 -—2).
Taga vi
481 — 100— 381,

minska vi som sagt med 2 f6r mycket och miste
Aka med 2 igen for att fi rait.

0 481 — (100—=2) = 481 — 10042 —= 383,

d. v. s efter parentesens borttagande fi vi -z
1 stillet for —2,

Samma sak med vanstra membrum 1 (7b). Min-
ska vi 48r—72 med 45%, draga vi iirdn go for
mycket och fi di go for litet kvar, varfor vi mjste
ligga till go {6r att {3 rdtt. Siledes blir var ckva-
tion

48x — 72 — 45% + 0= 34 -}~ 10.

(Genom fortsatt rikning erhilla vi

3x--18=5xr+ 10

18—=2x - 10
8=o2x
r=—4.

8. Nu ctt exempel pa rabatt ach diskont. Antag,
alt jag ldnar pengar i en bank pi 3 min. mot 6 %
pr dr. Jag skriver ut en vixel eller skuldforbin-
delse pi 200 kr., vilket belopp jag férbinder mig att
betala om 3 man. Mot denna vaxel far jag ej fullt
200 kr., emedan banken skall ha rinta. 6 % pi
200 kr. ir 12 kr. pr 4r och 4 ginger si litet eller
3 kr. pi 3 man. D4 Aterstdr 197 kr., som jag far
ut, och som benimnes diskontcrade wvirdet, under
det att avdraget pd 3 kr. kallas diskont.

12



Nir en vaxel diskonteras, beriknas silunda tin-
tan pd slutkapitalct (hir zoo kr.), alitsd pd mer an
vad man far lina. TFgentligen borde rdntan riknas
pa precis det begynnelsekapital, som man fir lana,
och 1 84 fall siger man att vixeln rabatleras. Vi
rabattera nu 200 kr. pd 3 min. cfter 6 %, d. v. s.
vi rikna efter, vilket belopp pd ndmnda tid {6rrin-
tas till zoo kr. Ar linesumman x kr., blir rintan

e

pa ett dr kr. och pd 3 min. fjdrdedelen diarav
o

kr. och vi erhalla ckvationen

I,5.
eller 2537
1O

s —— 200
+ 100

samt citer multiplikation med 100

100x - 1,34 == 20000
cller
101, 5.6 = 20000,

Nu ha vi att multiplicera med 2 [dr att 13 bort
decimalkammat, varvid resultatet bhr

2031 = 40000

40000

203 107,04 kr.

Detta ar silunda det rabatierade wvirdet, och rabat-
ten eller rantan blir aterstoden av de 200 kir. eller
2,06 kr. Skillnaden mellan rabatt och diskont dr
patagligen ytterst liten, i detta fall blott 4 Ore, var-
for den bekvimare metoden med diskont alltid an-
vandes 1 bankerna.

13




It papekande hir. Om man 1. ex. kiper ndgat
for 100 kr. och betalar kontant, fir man ofta av-
drag t. ex. pi 2 % och behdver silunda blott be-
tala 98 kr. De 2z kr. som avdragas henimnas ra-
batt och ej, som man 1 enlighct med det ovan sagda
kunde tro, diskont. Ordet diskont anvindes blott i
fragae om vaxlar,

9. Hittills har varje problem varit tilirdckligt en-
kelt, for att det ¢j skulle valla nigon svirighet att
stilla upp en ekvation. Men aro uppgiiterna mer
invecklade, kan man gora saken Overskidligare ge-
nom att ordna det givna och det sdkta i cn tabell.
Ett exempel hidrpid: A4 ock B, som bo 3 mil frin
varandro, cykle varandra till motes. A:s hastighet
dr 12 och B:is 15 km. i fimmen. A ger sig i wiy
Bl & och BB kl. 8,15 Nar motas de?

Vi sitta 1 vart riknehdfte upp en tabell med ru-
brikerna V, T, H, d. v. s. vidg, tid, hastighet.

Ar tiden fdre motet x tim. f0r B, si dr den tyd-

ligen \r~|— F tim. for A, som beger sig av; tim,

tidigare, och tabellen i vart riknehiifte kommer till
en hirjan att se ut silunda:

V. T. I
A (1—{— ;) tim. 1z km. 1 tim.
B '1: ” 15 » 1 »

Nu Aterstar emellertid att sitta ut vigen for var-
dera, innan tabellen blir firdig. D3 B varje tim.
hinner 15 km., hinner han pd alla r tim. 1524 km.

Likasd hinner A pi {1—|— l) tim. 12 (“L—l—z
4

(122 - 3) km.

14
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Skriva vi in detta i tabellen, far den féljande ut-
seende

V. i, ‘H.
A (1zr+4 3) km. (_1:-{— —I) tim. 12 km. i tim.
B.: st 2y A 1" 15 ta LR}

Eftersom de sammanlagt ha att firdas 3 mil cller
30 k. f0r att motas, erhilles genom att ligga ihop
vagsirickorna

12X 4 3+ 154 =30
272+ 3=730
27x=—27
r=1

d. v. s. B ar 1 tim. pd vig, ty tabellen visar, att »
betyder 13:s tid. De triiffas alltsd 1 tim. efter 815,
da B startar, eller k. ¢,13.

Detta problem kunde ha dskiadliggjorts genom en
teckning. Vi tinka oss, att de mdtas 1 C. Vi silta

som nyss B:s tid till » thm. och A s till _1—41—;’)11111.

Genom samma resonemang som ovan fa vi A:s viig
att vara 12 | x4 —jkm, och B:s vig 154 km,, vilket
4

vi sitta ut pd figuren silunda;:

A 12 lx—{—i) km. o 150 km.

30 km.

D& vi ha strackorna AC - BC=AB,
innebir detta, att

4/
15
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vilken ckvation ar densamma, som vi forut erhollo.
Teckningen kan hilr ersitta tabeilen, eller kanske
lasaren finner det klokast aft anviuda bide teck-
ning och tabell.

10. Sa ctt par exempel ur kemien'! Hur mdnga
procent vite (H) och klor (Cl) ingd i Rlorvite
(HCU)? Atomwikt: H=1, Cl=335.

Tinka vi oss x gr. H pd 100 gr. HCI, 4 vi 355
ginger si mycket Cl eller 35,5 » gr., vilket vi for
att frin borjan vinja oss vid Askidlighet tabellera:

H Cl H(
X g 35.5 & gr. 100 gr.

Ekvationen blir nu efter sammanliggning av be-
stindsdelarnas vikter

¥ - 35,54 =100
' 36,50 =100
100 __
== 3—@ = 2,74.
Pa 100 gr. ghr foljaktligen 2,74 gr. Alltsi {4 w1
I'u b © 2,74 % H. Resten utgor 97,20 % CL

11. Fér att finna procenten av bestindsdelarna i
kaliwmnitrat (KNQ,) kunna vi, sedan vi slagit upp
atomvikterna, lampligen sitta féljande vikter, vare
sig vi tinka oss dem uppmitta 1 gram eller annan

enhet.
K N O, KNO,
30.0x 148 48x 100

1 Exemplen Overhoppas av dem, som ej ldst kemi,

Ity



3907 - 14% + 482 =100

101,14 =— 100
100
101,1°

Har ar det nlimpligt ait berakna & genom att ut-
fora divisionen, di vi i stillet behdva ha reda pi
39,14 0. 8. v. Vid forvandlingen av » till decimalbrik
skulle vi pd grund av avkortningen gora ett fel,
som vid berikningen av 3g,1.r bleve 39,5 ginger sd
stort. For att undvika denna fdorstoring av felet
skriva vi direkt

391% = 38,67
Likasia

482 = 47,48
- I

Procenttalen for de olika amnena bli sdlunda:
38367 % K.
13,85 % N.
47,48 % 0.

Summan av dessa tal blir hiir 100. Stundom kan
denna kontrollrdkning ge en summa, som nigot av-
viker frin 100, om vi vid alla divisionerna avjim-
nat uppat eller vid alla nedit,

Nu ndgra exempel pid legeringar. Rent guld ir
for mjukt f6r att enbart kunna anvandas, varfér
det sammansiniltes med en liten mingd koppar fér

2 Muatewmalik.




att bl hillbart. Ju mindre koppar, desto finare
anses emellertid guldet. Dess finhet mites 1 kavat
= antalet tjugofjardedelar ren guldvikt, som lege-
ringen innehdller. S innechiller t. ex. 23 karats
guld 23 tjugofjirdedelar rent guld, och den ater-
stdende tjugofjirdedelen dr koppar.

IFor bekvamlighets skull begagna vi hir nedan de
kemiska beteckningarna Au = guld, Cu = koppar.
Hirvid uttalas varje bokstay for sig, si att Cu ut-
lases se—u.  Nilver lecknas Ag (lds: a—ge).
Att Cu ar koppar, ir Jatt att komma ihig, di C
stundom uttalas som k eller férsta bokstaven i kop-
par. Och den, som list latin, vet, att aurum bety-
der guld och argentum silver. Eljes dr det ett stod
for minnet, ait Argentina ir silverlandet, varifrin
silver utskeppas.

12. Om 50 gr. 23 karals guld och 100 gr. 20 ka-
rats guld sammansméltas, hur fin bliv legeringen?

For att f& svar hiarpi stilla vi upp foljande ta-
bell, diar vi siitta ut vikten av enbart Au och av
hela legeringen dels for den fdrsta sorten (1), dels
for den andra (11D, dels for den slutliga legering-
en, som vi fi vid sammansmiltningen. Uppgif-
terna i tabellen hir nedan erhillas tydligen av vad
som siges i problemet.

Leg. Karat Au
| 50 gr 23 23 50 gr
0 ET. 24 gT.
20
1 100 ,, 20 100 |,
24
Tills. 130 x 51 130 .
24

18



DA vikten av guldet i cna legeringen - vikten av
guldet 1 den andra miste vara — vikten av guldet
i den sammansmilty klimpen, fa vi ekvationen
X 2 20
—- 1502—3- 50+ ——- 100
24 24 24
och, am vi dels muliiplicera med 24, dels dividera
med 50,
x.3=23-} 20.2=-63
r=zI,

d. v. 5. vi i efter sammansmaltningen 21 karats Au.

Att svaret dr riktigt, inse vi latt. Nir vi togo
dubhelt sd mycket 20 karats Au som 23 karats, bor
karat-talet komma dubbelt st nira intill 20 som in-
till 23, vilket 21 ocksd gor.

13. F't ha 120 gr. 20 karats guld. Hur mycket rent
AAu behdva v tillsitta for att {& 21 karats guld?

Leg. Karat G
I 120 gr 20 20-120
. 2 = -
24X
]I v 3 2
4 >
Tiils. (120 4 1) gr. - 21(12042)
24

sammanlagda guldmingden ir
20120 . 24-0  21{1204 .4
24 24 24
Rakningarna bh
20.1204 24 . #=21.(120+ ) =21.120+} 21x

och efter minskning i férsta och tredje membrum
med 20.120 och 21x fi vi

19
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3xr=120

Svaret blir, att 4o gr. rent Au behover tillsittas.

Som nyss kontrollera vi genonr att ge akt pa, att
det dnskade karat-talet 21 kommer 3 ginger i lingt
ifrdn 24 som ifrin 20, men vi behdva ocksd ta 3
ginger sa litet 24 karats Au som 2o karats,

En annan sak kunmna vi vid rikningarna har ob-
servera, namligen fdérdelen av att undvika onddiga
rikningar och ¢j gira oss besviar att i ekvationen
utidra den dverflodiga multiplikationen 2r1. 120, di
vi sedan blott beh6va en ging 120. Man bir vinja
sig att se till, hur rdkningarna skola kunna bli si
enkla som mdjligt.

Vidare kunna vi riikna ett exempel med silver.
Aven till Ag miste Cu tillsittas for hillbarhetens
skull. Har riknas i 10-delar och anvindes ultrycket
lodighet. S& innehdller 15-1adigt sitver 15 viktsdelar
Ag och 1 viktsdel Cu.

14. Antag, ait vi ha 130 gr. 15-16digt silver och
vilja gira det till 13-lédigt. Hur mycket koppar be-
hidva vi sitia 6ll?

Tabellen blir, om vi med I numrera det givna
silvret och med IT tillsatsen av koppar:

Legering Ladighet Ag
I 130 gr. 15 I—5-130 ar.
nm » o O gr,

Tills. (130 -+ x) gr. 13 2(!30-}—,1‘] gr.




-—

13 15
< e (3ot a)=_=.130

13 {130+ x)=15.130
13.130-+13.4=15.130
13 ¥ =2.130
r=2, 10=20,

Vi behova tillsitta 20 gr. Cu och fi inalles 150
gr. 13-16digt silver. Dir ir mingden Ag

13 ]
— . 1 't
16 508

ochh fran borjan var den

1
%. 130 ur.

Det cna dr tydligen lika mycket som det andra,
vilket det bar vara, di vi ej tillsatt nfigot silver. Vi
ha alltsi riikknat ritt,

Obs.  Onodigt att utfora mulliplikationerna
15.130 och 13.150.

Nu nigra exempel till.

15. Ford har funnit, aff fore forbudets inforande
i U. S, A vanskitte sig 2 % av hans arbetare, ¢fter
dess inforande 0,2 %. Pd grund av ékad bilfabri-
kation. mdsie efier hand flere arbelave anstillas. Ett
visst dr five férbudet vaenskdtte sig 7 ganger sé
mdnge arbetare som cit visst dr efter forbudet. Med
hur manga procent hade arbetsstyrkan under tiden
okats?

Vi sitta Skningen till » %, d. v. s. varjc 100-tal
arbetare har ersatts med 1004 . For svaret ar lik-
giltigt, hur minga dylika 100-tal arbetare finnas,
varfor vi 1 tabellen tinka oss eff 100-tal,
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Fore forbudet. Efter forbudet.
Samtliga arbetare 100 1004 x

. 0,2
Tcke skotsamma arbetare 2 _é_ (1004 2)
100

2=7.%20(|00+x)

—wr —_— — 3
i

200=—1,5 (100 ¥)=140-1,4%

60==T,4x
300="x
=43 !

d. v. 5. Okningen var 43 %e.

16. Harald kan rensa ett tridgérdslend pd 214
tim., Sven pa 34 Wm. Nar bli de firdiga, om de
ﬁ' frjilpas at?

Tid Del pr tim,

. I 4
Harald 2,5 tim. .
2,5
Sven  3.g !
R 3.5
. I
Tills. x " — f
&
, Vi 18 den sammanlagda delen pr tim. = sum-
” man av varderas, allisi
1 1 1 14 24
T = = ;

f' £ 25 33 35

Multiplicera vi forsta och femte membrum med
35x, T4 vi

”’ 35=24%




.- I:I%i

De behéva 135 tim., vilket svar ar tillrackligt
noggrant, di 2,5 min. ej spelar nigon roll ach {. 0.
arbetct ena gangen gir litet fortarc dn den andra,
varfor det blir meningslost att ange minuterna.

1%7. Stenbtrq har vid drets borjan 1 kv, windre
pd bank in Agrem, men wid drets slut 2 kr. mer,
emedan hans pengar forriintats mot 4.5 % och
Agrens blott mot § Y%. Hur mycket hade vardera
vid drets birjen?

Vi tinka oss, att St. har x kr. vid drets borjan
och A, (w4 1) kr. Tabellen blir di

Stenberg Agren
Kap. x kr. (r+ 1) kr.
Rénta B g alad)
100 100

oo

Slutkap. (;f-|-45 [ SR +4(”'+I—[

St:s slutkap. ar 2 kr. mer an A's, som séiledes
miste 6kas med z lr. f6r att bli lika med St:s.

+4,5 +1+4{»+1)
45 ¥ __ 4zr+4
100 +

och efter multiplikation med 200

gr=—8x }+ 8 -} 600
x=—008.

23 .



Stenberg har vid drets birjan 608 kr. och Agren
Gog kr.

Kontroll: Steabergs ranta %6;): kr. = 27,36 kr.
och hans slutkap.
608 -1 27,36 — 635,36 kr.
4 009
100
6o0-+24,36 = 633,36 kr.
St.ohar fgljaktligen 2 kr. mer dn A vid drets slut.

Agrens rinta

= 24,36 kr. och hans slutkap.

18. Pd de sparbanksbicker, Stockholms Stads
Sparbank gratis utdelat @t folkskolebarn 1911—2y,
fanns i slutet av eft visst dr i medeltal insatt 83,50
kr. pr bok. Franriknas de bdcker, som didats ge-
nom  fullsidndig witagning, blir medeltalct 103 k.
Hur minga proc. av bickerna ho didats?

DA procenten ir densamma, vare sig bickerna
dro fler eller firre, kunna vi rikna med 100, varav
& dddats, och {abellen blir
Medel- H};}unmanlzlgl

elopp pi
alla bocker
Samtliga bécker ... 100 83,50 kr.  100.83,50 kr
Icke dédade bdcker 100-# 103 ,, (100-%) 103,

Antal belapp

Eftersom sammanlagda beloppet utgéres av samma
pengar i vartdera fallet, {3 vi
(100-2) . 103==1060. 83,55
10300 — 1033y = 8350
1950 — 1031 =0
1034 = 1950
x-=19.

19 bécker pd 100 elley 19 % hade didais.
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Elrvationer med tva eller
Jlera obekanta.

Nigse ligger av 4 dagars inkomst, Pelle 3 dagars,
och dé fd de Gllsammans 1o kr. Med ledning av
denna uppgift skola vi soka berikna, vad de for-
{jina. Beteckna vi Nisses dagsinkomst med #, kun-
na vi beteckna Delles med v, varvid ekvationen blir

46 - 3y == 10.
Vi se hir, att vi kunde ha
=1, ¥y=2,

vilka virden tydligen satisfiera' ckvationen. Det ar
salcdes tankbart, att Nisses dagsinkomst ar 1 kr. och
Ielles 2 kr. Men det gir ihop med uppgiften, om
den ena fir mer dn vad vi nyss antogo och den
andra i stallet mindre, t. ex. Nisse 1,75 kr. och Pelle
I kr., d. v. s

X¥=TI45; y==1.

Det finns siledes olika svar, som duga. For att cr-
halla ett bestimt svar ricker s3lunda ej en upp-
gift, utan vi behGva tvd, varlor vi tanka oss, att vi
dessutom veta, att om Nisse ligger av 2 dagars in-
komst och Pclle 3 dagaers, fd de tillsammans § kr.
Denna uppgift jimte den férra ger oss tvi ekva-
tioner :

1 En I6sning siges safisfiera ckvationen, nar den gor
vinstra och hoera membrum lika.
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44+ 3y~ 10} ............ (1)
2v 3y —=

Eftersom 2x -+ 3v fir lika mycket som 8, bor det bli

lika mycket kvar, om vi i férsta ckvationen minska

dess vinstra membrum med 2x - 3y, som om vi min-

ska dess hogra membrum med 8 eller m, a, o. sub-

trahera den andra clvationen i (1) frin den férsta.

2y—2
o —I.

Nar vi nu kama a, visar £ ex. den andra ekvalio-
nen, om vi dar ersitta v omed 1, all

2t3y—=8

y—2

Svaret blir sdlunda, et Nisse [értjinar 1 kr. om
dagen och Pelle 2 kr. Detia gbr pi 4 dagar for N.
4 kr. och pid 3 dagar for I'. 6 kr., summa 10 kr,,
samt pd 2 dagar for N. och 3 dagar for P. tillsam-
mans 8 kr,, vilket stimmer med vad vi-hade upp-
givet,

For ovnings skull tillverka vi el nytt liknande
ckvationssystem.! Vi bestamma t. ex., att svaret
skall bl x=2, y=3. Till omvixling ge vi den-
na ging » samma kocefficient® i vardera ckvationen.
Med de nimnda virdena pd x och y f4 vi, om till
koeff. i6r & viljes 7 och till kocff. for v resp. 6
och z,

7x+63':32= ............. (2)
7x + 2y=20

1 De bagge ckvationerna i {1) sigas tillsammans utgdra
ett  ckvationssystem.

2 Koeflicient kallas det siffertal, varmed ett bokstavs-
uttryck, sisom x, skall multipliceras. KocHicienten fér x
i (1) ir siledes i [6rsta ckvationen ., i den andra 2, och
koelFficienten for v fr 3.
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Nu antaga vi, att vi ¢j kidnna virdena pA x och y
utan skola berikna dem. Genom subtraktion er-
hilla vi liksom nyss

4y =12
P y=3,
[ andra ekvationen fi vi silunda 2y=06, varfor
Aterstoden 72 blir = 14 och
r=2
Aven hir kunna vi prova, att de funna virdena
satisfiera ckvationerna.  Likasd i foljande exempel
Men sillan iro ekvationerna si enlla, att vi for
en ay de abekanta ha samma koefficient 1 vardera

ckvationen.
Vi kunna t. ex. ha
wor +3y==43| ()
2247y =15

Nu id vi samma koefficient for # genom att mul-
tiplicera den andra ekvationen med 5 och bibehilla
den i6rsta ofbrindrad, alltsi

107 + 3y =143
104 4 35v =75
(renom aft subtrahera den Gvre ckvationen frén den
undre erhilles
32y=32
S y—1
Med detta viirde pi vy {4 vi ur t. cx. fdrsta ekva-
tionen i (3)
r=4.
Hir gick den ena koefficienten {6r x jimnt upp i
den andra.  Och nnan vi gd vidare, kan det vara
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skil att pd egen hand sitta ihop eller taga ur boken
och l6sa nigra flera ekvationssystem, dar detta &r -
fallet. Men svingheten ar c¢j mycket storre, om
vi t. ex. ha

125+ 9y =7 2} ............ (4)
9x + 8y =159

Déd 36 dr minsta gemensamma dividenden till 12

och g, kunna vi {3 36 till gemensam koefficient for

& genom att multiplicera den férsta ekvationen med

3 och den andra med 4, siledes

36x 4 2yy=210
36v + 32y=1236
Om vi subtrahera den dvre ckvationen frin den’
nedre, erhilla vi
3y=20
T y=4
Genom insittning 1 endera av ckvationerna i (4)
fad vi
x: 3_

Glom ¢f provmingen hir eller 1 foljande exempel.

Sedan vi tillverkat eller tagit ur boken och 16st
ndigra flera ckvationer av denna typ, gi vi fill det
fall, d& vi ha negativa kocfficienter.

134+ O0y=75b
ar gy (5)
Har ir tydligen bist att multiplicera den forsta
ekvationen med 2 och den andra med 3, siledes
26 |- 12y=—112
33r— 12y=0,



——

D& summan av -+ 12y — 12y dr noll, f4 vi bort ¥
genom att addera ekvationerna, varvid crhilles

50x —I13
r=2
¥y=s.
Men anfag, atl ekvationerna se ut sdlunda:
62‘+173':35} ........... (6)
45—y =3 '
Di crhilles {orst

12x+343’:7°}. L (6)
120 —27y=20

Ior att 13 bort X mdiste vi taga skillnaden, d. v. s.
tinka efter, hur mycket mer 124 -} 34y ir in 121
—2z7y. Skillnaden mellan 12x och 124 dAr—o,
varfor vi blott ha att avgdra, hur mycket mer - 34y
ir dn—z2%y. For jimidrelses skull gd vi till ter-
mometern och fraga oss, hur mycket mer 434" ir
dn —2%°, Skillnaden utgdres av 34° 6ver nollpunk-
ten jamte 27° under nollpunkten, tillsammans 61°.
Skillnaden mellan 434 och —27 ir givetvis alltid
61, vare sig det dr fraga om grader cller v, . v. s.
+ 34y dr 61y mer an — 27y, och di 1 hogra mem-
brum 70 ir 61 mer an g, blir skillnaden mellan ekv.
i (6b)
61y —61.
Vi fi nu
y=1I; r=3.

Rikna forst tillrickligt minga exempel pd detta
gitt, vare sig sjilvgjorda eller ur hoken, Nar det
gar bra, kan man, om man vill, forsoka med en an-
nan metod. Vi kunde ndmligen ocksd ha resonecrat
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pi fdljande sitt. Vi skola i (6b) ei minska 124 -
34y med fullt 1z2x, utan blott med 12— 27y
Skriva vi

12% -+ 34y
— 12y

34y
si minska vi med jimnt 12x, d. v. 5. vi minska med

27y for mycket, varfor vi for att fa ritt miste lag-
ga tillbaka eller 6ka med 27y, sdledes

120 +- 34y

—Iz2x + 27y

o1y

och, om vi dven minska forsta ekvationens hogra
membium med den andras,

120+ 34y = 70|

— 12427y —=— 9

6Ly = 61

Emellertid dr det vid rikningen onddigt att skriva
om ekvationerna $3 ofta, utan ndr (6h) dr firdigt,
skriver man blott dit de indrade tecknen samt pa-
rentes om de ursprungliga tecknen, och rakningarna
fa féljande utseende:

121 -+ 343 = 70
Hrzrld)27y=0F) 9
61y= 61

Har ha vi (6b) och (6c) pd en ging.

Vi ha nu sett tvd olika utvigar att losa vira
exempel. Det dr klokt av nybdrjaren att sdtta ihop
eller himta ur boken flera Iiknande excmpel och
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grundligt ténka igenom deras lgsning medelst var-
dera mectoden, itminstone den foérsta, di vi jamidra
med termometern,  Sirskilt genom den f6rsta me-
toden uppdvar man niamligen sitt matematiska om-
déme, och arbetet med filjande svarare uppgifter
underlidttas vasentligt,

Ej alltid dro ekvationerna s enkla som de, vi nu
sysslat med. Vi taga didrfor clt svirare cxempel:

3{ze—r4 1l — r+r—3
2 30 e (7)
104 — 3y =11

Om vi i {orsta ekvationen skriva jimnt 3 i higra
FTy—3
)
3
varfor vi méste Oka med lika mycket 1 vanstra
membrum, och vi erhilla
ar—3

3lex—y+3) —
> + 3 3

membrum, innebir detta en Okning med

eller

br—a+3, r+r—5__
> -+ ; =3.

I fortsittningen fa4 vi, om vi att birja med mul-
tiplicera med 6, d. v, s om vi férst fordubbla {6r-
sta briket genom att stryka ndmnaren och sedan
multiplicera med 3, samt motsvarande med andra
briket,

18x —gy 4 9+ 2x 4 2y
20X -y =1

10=18

Den andra ekvationen i (7) ger

208 — Oy =—22
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Ur dessa tva ckvationer {4 vi eliminera 204 genom
att taga skillnaden. Vi jamfora dter med termome-
tern,  Liksom —6° dr 17 hogre temperatur in —7°,
ar —06y ocksd 1y eller ¥ mer dn —7y. Taga vi
skillnaden melian ekvationerna, d. v. s. tinka efter,
hur mycket mer vi ha i den andra ekvationen #Hn
i den férsta, f4 vi silunda

y=3
Vi kunna nu wr andra ckyv. i () Litt erhilla
' x==z.
En oy erfarenhet géra vi, om vi sdka ldsa ckva-
tionssystemet

r—4y—1=204+3y+3 | (8)
ar v 4 2=2x4+4 11y} 10|

Efter hyfsumg i vi

£—=5y=4
2r-—10y=28,

Multiplicera vi den forsta med z eller dividera vi
den andra med 2, finna vi, att bida elcvationerna
sdga samma sak, Dylike ehvationer bendwmnas iden-
tiska. De bigge identiska ckvationerna i (8) éro i
grund och botten blott en ckvation, vilken, sisom
vi sett, ej ger bestimda wvirden it x och .

Antag emellertid, att vi | stillet haft foljande
elevationssystem :

3x_43,_}_1=24‘+}'+3 ] ..... (9)
Atyte=2rtaygiof

Har blir resultatet efter hyfsning

r-—hjy=2
2y —10y=8.




Genom att dividera andra ckvationen med 2 erhaller
man

W—Sy""'-:ﬁl;

d. v. 5. x— 3y skall pi en ging vara 2 och 4, vil-
ket Ar otdnkbart, Ekvationssystemet (9) dr silun-
da orimligt eller olésligt.

V1 ha nu talat om ekvationer med tvi obekanta,
men vi kunna iven rakna med flera obekanta. Ha
vi ire obekanla {x, ¥ och z), miste ekvationssyste-
met omfatia tre ckvationer, b ex.

4% —3yF 2= 7
B2y —2=T17...0004.. (ID)
78—y +3¢=10

Vi borja med att skaffa bort = genom ait till forsta
ekvationen addera 2 ggr den andra:

4x — 3yt 28—
10X | 4y —28—22
14x -+ =20 .......-.. (a)

Likasd addera vi fre ggr andra ekvationen i (10)
till den tredje:

150+ 6y —357=133
7x y+3:=16
2205y 3T S (h)
Sedan multiplicera vi (a) med 5 och minska med

(b):

70% 4 3y =143

22% + 5y=49
48z =06
a2,
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1

Ur t. ex. (a) erhilles nu
y=I

och ur en av ekvationerna i (10)
S=1I.

Nu nigra problem, som leda till ekvationer med
tvd eller flera obekanta,

I. Juders ror 1,5 km. wppfir en strom pé I Hm.
ach tillbake pd ¥ tim. Derdkna hans hastighet 1
lugnt valten.

Ror han 1 stillastacnde vatten 4 km. 1 timunen,
och rinner vattnet 4 lan. i tim,, drives han pd upp-
viagen tillbaka p4d 1 tim, y km, av de x km, han
ror, och hans hastighet blir (x-v) km. 1 tim. Kiter-
som han var jdmnt 1 tim. pad vig uppior, blir hans
vigstricka did (a-y) km. I dtervigen hjdlper
strémmen till och odkar hans hastighet frin a till
(# +3) km. i tim,, och pi en haly fimme blir hans
vig 0,5 (r}¥) km Vi sitta nu ut i tabellen has-
tighet, tid och viag i vardera rikiningen.

H. T. V.
Uppitr (r—») km. i tim. 1 tim. {r —y) km.
Utfor ('r-i_y) [P I TR ) G5 ., 015 (x+ y) 1

Pa bide vagen uppfor och wtior ar 1, km., fi vi

x—y:l}s
05 (x-]-¥) =1
o y=3

Genom ait dels taga summan av, dels skillnaden

mellan forsta och tredje ekv. erhilles
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2_1.’:4,5 = x=12,25
2y = 1,5 L y=—0,g

Han ror sélunda 2,25 km. 1 timmen, och strommen
flvter 0,75 km. i tim.

2. Begir ndgon virapliktiq civil virnplikt pé
grund ev samvetsbetinkligheter mot krigstjinsi,
dkas itjinstetiden med 120 dagar; wvill han tjinst-
gire vid trupp men shippa vepensvning, bliv for-
lingningen. 9o dagar. & samveisimma ynglingar @
pd en ort Sammaniagt 870 dagars forlingning. Hur
mdngae voro de av vartdera slaget?

Om de {orra voro x och de senare y, f4 de for-
ra tiden forlingd sammanlagt 120x dagar och de
senare goy dagar. LEkvationerna bli:

¥4-y=23
120% 4 goy = &0

Vi multiplicera den férsta ekv. med ¢o
904 +- 9oy == 720

Subtraktion av den nu erhillna ekv. frin foreg.
ger

0xr =150
r==5
y=3

d. v. s. 5 tjanstgjorde fullstindigt civilt och 3 gjor-
de civil tjinst vid armén,

3. En person har 3000 kr., av vilka en del Gr-
ligew ger 6 % och resien 10 G. Arsvintan iir 284
kr. Berikna, hsir mycket v placerat mot vardera
riintesatsen.
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Kap. Praoe. R.

I x kr, 6 % ox kr
100
10y

T - 10 % —_ .,

5 /; 100

Tills. 3000 kv, — 284

&+ y: 3000
100 100

Ox H- Hy =13000
Ox -+ 10y=28400

4y = 10400
= 2600
X =400

Swar: 400 kr. mot 6 G och 2600 kr. mot 10 %o
4 Vi

Innan vi gi ull et nytt exempel, férst ndgra ord
om nominellt virde och kurs. Pi en obligation cller
en aktie stir t. ex. tryckt, att dess pris dr 500 kr.
Detta belopp siges vara det nominelle virdet. Men
ir den begirlig 1 marknaden, kanske den siljes for
700 kr., villket bendmmes dess reelle vdrde cller
kursvirde. T della fall dr kursvirdet tydligen 140
% av det nominella virdet eller kursen 140 %o,
och den kan bli mycket hogre pd aktier i féretag
som ge riktigt stor vinst. Med pari menas 100 %
kurs, d. v. s. nar det reella vardet ar lika med
det nominella. Gir affiren daligt, sjuuker kursen
under pan.  Sdljes & ex. nysspamnda aktie efter
8o 9% kurs, kostar den qo0 ke.  Likasd kan kursen
sjunka 1 ett férctag, som nu gar bra, om det befa-
ras, att det kommer att gd illa. Rintan beriknas
alltid pd det nominclle wirdet.
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Nu ett exempel pd nominellt virde och kurs.

4. En person dger nominellt 53000 Fkr. och
reellt 67.000 kr., en del placerad HI pari och mot
& 9% rinte, en del mot 100 % kurs och 12 % riu-
ta samt resten miot 80 o kurs och 5 % rénte, All:
dette ger en drsinkomst pd 4.000 kr. Berikna fir-
delningen av hans nominelle kapital.

Nom. Reellt Rinte- U'tdel-
belopp  virde fot ning
I xkr. xkr. 8% 0,08 & kr.
II Yoo 1.6y kr. 12% 0,129 ,
II1 2, 082 5% 0,058 ,,
Tills. 53000kr. 67000 ,, — 4990 ,,
1lkvationerna bli
vy e=3z3000 ......... (a)
x4 16Y 4 088 =07000 ... .... (b)
0,08% -} 0,129 =+ 0,055 =4090 ..... {c)

Drages (a) fran (b), erhalles
0,6) — 0,285 = 14000
(a) och (c) ge
8x 4 8y -+ 8z 424000
B - 12y —+ 55== 409000
4y —=35= 73000

De tva ckvationer, som blott inuehdlls v och z,
multiplicera vi med resp. 30 och 2

18y — 62 = 420000
8 6z = 156000

1oy = 270000

. y== 27000



Ur endera av ekvationerna med 2 obekanta fi vi
2= L1000

och ur (a)
&= 15000.

Han ler sdlunda 15000 kr. placerade till pari,
27,0606 kr. mot dverkurs och 11.000 kr. under pori.
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Bokstavsrikning

1. Hela fal

I ekvationsldran ha vi sett, att vi kunna rikna

med obekanta tal. Om vi t. ex. skriva
3¥—10

s4 mena vi, att vi forst skola multiplicera det obe-
kanta talet # med 3 och sedan minska produkten
med v, Likasd kunna vi multiplicera ihop tvd obe-
kanta tal, ¢ ex. x.y eller ¢.b  Vanligen skriver
man dock ej ut nigot multiplikationstecken utan
liter ab beteckna produkten av a och & och t. ex.

4 abc produkten av talen 4, @, b och ¢. Vet man,
att lit oss siga a—2, b—75, c=2%, si {ir man

qabc=4.2.5.7=280.

Men kinner man ej storleken av talen, kan man
likvill utiora #tskilliga rilningar med dem, vilket
vi komma att se i det foljande.

Skola vi multiplicera a med @, skriva via®istillet
16r a.a och lisa ut a® som a i kvadrat eller o upp-
héft vl andre digniteten. Vidare teckna vi

a.¢.a—a°

och lisa ut o som a i kub eller @ wpphijt Hll tred-
je digniteten. Likasi kunna vi upphdja till fidrde
och femte digniteten o. s. v., saledes

a.a.a.a=dat,
a.q.a.0.a—a’,
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0. 5. v. Vanligen sker utlasningen enklare, och
man upprepar ¢ ordet dignitet, utan nir det stir a®,
siger man blott “e tvd"”, och nir det stir o, si-
ger man “g tre”, samt likadant med &vriga digni-
teter. I stallet for "dignitet” anvindes stundom
ordet “potens’”, si att vi t. ex. tala om "'sjitte po-
tens”, nar vi ha af
Uttrycket
a®.a?
betyder silunda, att vi férst ha 2 faktorer a och

sedan ytterligare 3, siledes sammanlogt 5 faktorer
e att multiplicera ihop, varfér vi i3

5

et a’=1(e.a) . {ad.a.¢)s=a.0. 0. 0.a. =a",

Hir ha vi {0r tydlighetens skull skrivit ctt andra
membrum med parentescrna, men snart blir man
van och skriver efter fovsta membrum direkt tred-
je eller hoppar dver det ocksi och gir genast till
fjarde, siledes
ot @ =g".

Rakna pd samma sitt ut
I) a*.af; 2) et.d'; 3 et .a®; 4) ot at.d

Nu g& vi till ett uttryck med flera obekanta tal,
t. ex.

3a* b ctlg et b

Hir md vi komma ihdg, alt faktorcrnas ordning
vid hopmultipliceringen dr likgiltig. Vi veta ju, att
mo 2.7.9.5==2.5.9.7.

I enlighet dirmed kunna vi skriva

38 b f.g et b cP=3.5.0%. ¢
7
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Nar man blir van, skriver man dven hir tredje
ledet dirckt utan att sitta ut det andra emellan.,

It nytt cxempel:
4@ b (56 b -8 a* b,

Hir har parentesen satts ut for att ange, att bade
Iorsta termen inom parentesen eller 5 o® b* och an-
dra termen 8 o® #° skola multipliceras med faktorn
16re parentesen. Vi anvinda ordet fesm dels om
uttrycl, vilka sisom hir 5§ o® #* och 8 ¢® &* skola
adderas till varandra, dels om uttryck, mellan vilka
man skall taga skillnaden, liksom vi sett i ekva-
tionsldran.) Vi i nu

4067 b (5 a° b8 o b)) =4 @ bP.3 & Bt-L
4w B3B8 u? PP=z20 o° b" -} 32 ot BN

Langre kunna vi ¢j komma, di summan av 20a® 5
och 32 ¢* b® ] kan beriknas. Dct dr lika omajligt
som att utiéra addition av 5o dre och 2 francs utan
att veta, hur minga Ore 1 fr. ir.

- Ha vi i stillet

4 a* b* (5 a0 b* — 8 a* b%),

sd kunna vi betrakta uitrycket inom parentesen som
dels en tillging pd 5 &® %, dels en skuld pi 8 a® b°.
Eftersom savil tilighngen som skulden skall goras
4 ¢ b ginger si stor, 14 vi

468D (30° 0*—8 a® b¥)=4a¢* b*.5 a° b*—

—4 @ b¥ .8 @ BPPe=20at BT —32 ot DS

Vi ha nu tinkt oss, att ena faktorn blott bestir

av en term och den andra av tvd. Men vardera

[aktorn kan utgbras av tvid eller flera termer.
Férst emellertid nigra ord om addition och sub-



traktion. Gora vi fér att underlitta tankegingen
en jamforelse med siffertal och skriva

(6—4) + (8—7),

si betyda parentescrna, att vi f0rst skola rakna ut
skillnaden mellan 6 och 4 samt mellan 8 och 7 for
att sedan addera. Men resultatet blir, som man it
finner, detsamma, om vi taga bort parenteserna och
skriva

6—4-+8—y=248—v—10—7=3.

Samma sak giller, om vi ha
(30" 242 a® B*) + (3 @ b®— 44%F%).

Det ir lika mycket efter borftagandet av parente-
serna, alltsd

3 bl a? Bk g @P BT at b

Antalet ¢® b* dr forst 3, scdan {i tredje termen) 3.
summa 8a*b%. Vidare ha vi andra och {jirde
termen. Itksom en tillging pi 2z kr. jamte en skuld
pd 4 ler. utgdr en skuld pd 2 kr, ha vi hir en tll-
ging pd 2 stycken o? b och en skuld pd 4 ¢® &%, vil-
ket tillsammans gor en skald pi 2476° eller
— 2 b* DA vi redan av fbrsta och tredje ter-
men erhallit 8 ¢* b2, {4 vi till svar

B a® b?—=2 a® B

I hirsman svdrare kan det bli att taga skillna-
den mellan tvd parenteser, men dven hdr blir saken
klarare genom en jimforeise med siffertal, 1. ex.

127 — 98,

som vi enklast berdkna genom att forst minska 127
med 1006, siledes
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127 — 100 = 27.

Nu ha vi dragit ifrn 2 {6r mycket, varfor vi fingo
2 for litet kvar och méste ligga till 2 {0r att 14
ratt. Rikningarna bli alltsi
127 — o8 =127 —(100-—2) =—1I27 — 100 | 2=29.
P3 samma sitt med uttrycket
(48 b*—6a* b°)— (30 b'—2za b®)

Vi inse latt, att 3¢’ 4%, om det icke minskas med
20ih% Ar 20*b° mer in 3a®bt—2at b

(4 a®b*—06Oa' by ~—30° bt
betyder siledes, att vi minska med za' b for mye-
ket och fi ligga ull 2q* 8" igen, varvid vi crhilla

(b — 0@ ) — (e b —2at b)) =4a° M —

—bOer b —3a" it 2 at bR
Nu ha vi forst all rikna ut, hur minga @®b* vi ha.
Av férsta och tredje termen cfter likhetstecknet
fa vi

4a bt —3a° bt

Lika vil som 4.17 Ore minskat med 3.17 Ore ar
en gang 17 ore cller 17 Ore, dr

4.0°bt—3. " bt =0 b,
Dc termer, vi ha kvar att beriikna, aro

—Hath-f 2at bt

Liksom en skuld pd 6.23 kr. jamte en tillging pd
2.23 kr. blir en skuld pd 4.23 kr, f4 vi, om vi
byta ut 23 kr. mot a*¥° cn skuld pd 6 stycken a*b®

jamte en tillging pd 2 stycken a*b® att bli en skuld
Pa 4a*b®, siledes
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—6atb* - zat P —=— 44 b
Vi taga nu om rikningarna i sin helhet:

(468 —62' b)) — (380 —2a* PP Y =140 b* —
—b@ b 320t =4a" b — 300 b —
—Oat b 2at b =0 bt — 4 DR

Nir man blir van, behdver man dock ej skriva ut
tredje ledet utan gir direki fran det andra till det
fjarde,

Liksom hir ovan kan man 1 varje fall tinka el-
ter, om man fir plus eller minus framfor en
term vid boritagandet av e¢n parentes, tills man blir
sii van, att man genast ser det. Awen hir Liksom i
det foregdende behiva minga exempel ritknas for
all {@ tankegingen klar, sd att man wian ait fresias
Hil tanklashet kan lira sig ndgon regel,

(enom att addera och subtrahera termer av sam-
ma sort, sasom vi gjorde vid utrikningen av tredje
Tedet hir ovan, 4 vi uttrycket enklare. Ienna [ér-
enkling benimnes reduktion, som alltsd sker genom
addition och subtraktion av termer av samme slog,

Rikna nu dtskilliga hiknande exempel ur exem-
pelsamlingen.  Sedan gi vi till fragan om multi-
plikation da varje faktor bestir av mer in cn
term. Till jamfidrelse taga vi eft sifferexempel

34-83
och stalla upp till utrdkning.

83
_34
332
249
2822




I14r rikna vi i tredje raden ut 4.83, 1 den fjirde
30.83 och addera produkterna. Tankegéngen Dblir
densamma vid ctt bokstavsuitryck, sisom

(2a*b* L 302 0N (5@ b°— 46 b*).

Vi multiplicera forst attrycket nom andra paren-
tesen med 2a” bt och skriva produkten i tredje ra-
den hir nedan. Sedan multiplicera vi samma ut-
tryck med 34°b% (se fjarde raden), iy hilr blir be-
kvimast att birja rdkmingarne fran vinster, da vi
ej behova hilla reda pd ndgot “mimmc”. Siledes

5&*5"—4(&354

2 bt 307 ¥

106" b° —8a® b*

15a° b —12a° 07

10a" b* | 70" b*— 120" b7

Liksom en skuld pid 8 kr. jamte en tillging pd 15
kr. Blir en tillgng pid 7 kr., {4 vi hir tydligen en
tillgdng pd 7 0% 5 av cn skuld pd 8a®d jlimte en
tillgdng péd 15a®b®

-En smula svirare blir att komma till ritta med ett
exempel av typen

(za®—3ab)(q4ab—5b?).

Stilla vi upp det till utrikning, i vi, niir vi mul-
tiplicerat andra faktorn endast med 2¢?, {6ljande
halofardige resultat:

4ab—5b?

29 —3ab

ath—10ad® b

sedan ha vi att minska med 3ab (4 ab— 5 b*). Vi
borja di med att minska med 3ab.4ab, varvid vi
komma ett steg lingre med rikningarpa och fi
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q4ab—3gb*

zat—3ab
ga'b—1002 b
— 120 b7

Lnligt samma tankeging, som ovan gav 0ss
127 — (100~ 2) =127 — 100 + 2,
se vi, att vi hiir minskat med 3ab.5d* for mycket
och sihmda fi Oka darmed, varidr resultatet blir
4ab—gb?
2a*—3zab

Ra*h—100%b"
—1z2a* b 4150 b"

Ba*b—22a* b + 150 0°

Denna tankegdng dr det skil att gd igenom med
mdnge exempel, vare sig tagna ur boken eller sjilv-
gjorda,® sa alt saken ingdr ordentligt 1 medvetan-

1 Tillverkar man exempel sjilv, ar det kiokt att viljn
termerna med erforderlig symmetri, sisom

(bartb—s5a®d?)(4 a3 bt — 3 a? b5),

I iorsta faktorn ingdr at { forsta termen och a¥ | andrg,
sdledes en Faktor ¢ mindre dir. Digniteten cller potensen
av ¢ siges di falla med 1. Aven i andra faktorn faller
den med 1, liksom den fir & sfiger med 1 1 vardera fak-
torn, saledes lika mycket pd varidera hillet. En annan
gang kan man ldta potensen [6r o falla med 3 dverallt
och potensen for b stiga med 2 overallt cller pd annat
satt Jita potensen fir o stindigt stiga lika mycket eller
falla lika mycket och d:o med potensen fér b Jir. foreg.
och nista ex. samt exemplen pd kvadreringen 1 fortsate-
ningen, Dectta ar samma princip, som nar i ctt siffertal
varje silfra undantagslost betecknar en 10 ginger sd liten
talsort som den {dregdende, d. v. s. vi ha fallande digni-
tet av Io.
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det, innan man lar sig regeln, att produkten qv tvd
negativa tal dr positiv, Endast om regeln kommer
som den mogna frukten av en upprepad eftertan-
ke, blir den av verkligt virde for ens matematiska
bildning. Och denne vane vid eftertanke leder i
framiiden Gl tidsbesparing genom den dkade si-
kerhet den medfor.

(Givetvis kunna rikningama utforas pd samma
sitt, om vi ha flera termer i faktorerna, t. ex.

2abt—3a*b° - 4a* b°

efbi—a2at bt —2at b°

6a°b"-—ga® b* - 1247 B°

—4@3 b +6G7 b — R gt e
— 4D+ 6a® b —8at b
60°b"— 1305 0* + 14076 —z2a B —Ba” DM

Foljande ultryck behiver man ofta anvinda, och
de erhillas genom alldcles samma rikningar, som
vi nu utfort.

(@ b)y=a®*f 2ab-4 0% ...... {1)
(a—b)i=a*—2zab+ b ...... (2)
(atb)la—by=a*—b...... (3)

Det dr en god Ovning att sdfle upp och rikna ut
flera dylika exempel av alia tre typerne med mer
wmveckiade termer, sdsom

(5a"b* + 408 by =250"b"+ 4042 b*+ 1627 b*
(Sa’f bﬂ__:}(llﬁ b4)2:25 a’14 b4_4Oa‘12 bﬁ__i_ I6a10b8
(3070 4a" by (ga” b*— 40 b)) =
=25a" bt -— 164 b°.

Da lar oss vanan sminingom, var vi fi kvadra-
ter p& och dubbla produkter av de givna termerna,
samt var vi fi plus cller minus,
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Nu overgi vi nll dévision.  1en, som vill, kan
pd egen hand och med ledning av sin kinnedom om
diviston med siffertal {drséka med niigoi excmpel
ur sin cxempelsamling. Men di dr det bist att
borja med ett exempel med alla termer positiva
hade i dividend och diviser samt dir man 1 facit
férvissat sig om att Hven termerna i kvoten dro
positiva.  Iilller ocksd kan man sjilv tillverka ctt
cxempel genom att multiplicera ihop tvi uttryck och
taga det ena titl divisor och produkten 61l divi-
dend. (Jir. noten sid. 46).

Emellertid skola vi nu rikna ett exempel. Om
nagon ej Torstir rikningarna andd, bor han sem-
tidigt med exemplet lisa forvklaringarna, som folja
efterdt i fexten.

at ;203 b—4a% bt + 45 a—4

3atb—gqa2b?
3a*b—z3ao?h®

gt bt
a* b2l ab®

—alb?® 1 bt

- al® Lt

Forst ge vi akt pd att mgen term eb® finues 1 di-
videnden, varfdr vi vid wvppsiillningen imna et
tomrum, dir den termen skulle ha stitt, motsva-
rande cn nolla t. ex. pd tiolalets plats i rory, dir
intet tiotal finnes.

Sedan talet ir wppstillt, bérja vi med att divi-
dera ¢* med ¢, liksom vi vid division av siffertal,
sdsom 8061 @21, horja med att dividera vira 8 hun-
dratal med 2z tiotal. Dirvid fi vi o® att skriva
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upp i kvoten. Nu muliiplicera vi divisorn med o°
och skriva liksom vid sifferrikningar produkten un-
der dividenden samt subtrahera var produkt {or alt
se, vad som dterstir att dela. Skillnaden mellan
a* och @ ar noll, och sedan ha vi att taga skili-
naden mellan 2¢* 6 och —@* b, d. v. s. tAnka efter,
hur mycket det forra ar mer dan det senare. D& jim-
fora vi som vanligt med termometern, dar - 2° ar
37 mer Hn -—1°, varfor det ar 14w att inse, att | 2
ir 3 mer &n — 1, dven om det ir friga om o*bd
och e) om grader. Vi i sdlunda till rest 3a°0,
varjamte vi ha — 4% b% att flytla ned.

Nu ha vi siledes nirmast rad 3 kvar att divi-
dera och fA som nista term 1 kvoten skriva dit
3a* 5, Nir vi multiplicera divisorn dirmed och
subtrahera, finna vi, att om frin en skuld pa 4 ¢®*b?
borttages cn skuld pd 34*b*, Aterstir en skuld pd
ett enda a® b, d. v. 5. —a® b? Alerstir, varfér nista
steg biir att dividera —a*b* med a eller finna ett
tal, varmed vi skola mulliplicera e fér att f&
—a* b Det talet ar —ab?, som sidlunda skrives
upp 1 kvoten och darpd multipliceras med a —5,
varpd produkten (rad 6) subtraheras irin atersto-
den av dividenden. Skillnaden mellan —a®b? och
-~—a*b* ir=o0, och di vi direfter minska o med
ab® fi vi en skuld pa eb®. Sedan dterstir blott en
term att finna 1 kvoten, ndmligen —b?, och nidr vi
multiplicera divisorn darmed, gir rikningen jimnt
ut,

54 kan en division utfdras, Men mangen bru-
kar i stillet dndra tecken framfor varje term, som
skall subtraheras. Vi hade ju nyss bl a, att min-
ska 3a*b—4ae*b? med 30°b—30°6% D3 kan man
forst skriva upp, att man skall minska med 3¢*b,
saledes
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3atb—4a*b?
—3a*h

Dirvid draga vi emellertid ifrén 3o * {61 mycket,
varfor vi miste ligga dit det igen och fa
3ab—4a°b®
—3a* b+ 30% b7

.

Det ir dock liltare att undvika fel, om man forst
skriver dit de tecken, man fir direki vid multipli-
kationen, sedan sitter parentes om dem och skri-
ver de Andrade tecknen ovaufor, i att det kommer
att se ut silunda:

3a* b — 4 a%b®
e o
(1) 30°b{—)3a"d?

—atk?

Likadant [6rfares vid ovriga subtraktioner av del-
produkterna i divisionen, om man vill dndra teck-
nen.

Vi kunna ocksd tinka pd foljande sitt, Nir vi
skola minska — 4 a* b* med — 3 a® %, giller det att
minska med en skuld, Och lika val som vi bli 23
kr, rikare, om nigon tager ifrin oss en skuld pd
25 kr., lika val far man 3 o®b* mer cller en okuing
pad 3¢ b om man tar bort —3a*b* eller tar bort
en skuld pid za%2% Siledes fi vi dndra tecknet
till plus framfidr 3a® ™

Nir man skall lira sig division, dr det dock klo-
kast att forst Ova sig med mdnga exempcl utan
teckenindring. S3 kommer man sakrast in i tanke-
gingen och trinar sitt matematiska omdome, Sedan
kan man, om man har lust, iniira teckenindrings-

50-



mctoden ocksi,  Men dié bdr man till en borjan
tanka efter, varfdr man andrar tecken, och ej sluta
med detta eftertinkande {Or snart, si att blott den
mekaniska fardighcten stannar kvar och den verk-
liga insikten glommes bort.

I1. Brik.

Tor jamforelses skull addera vi ctt par siffer-
brik, sdsom )

Delas det hela 1 sjatredelar, gd 3
sjattedelar pd en halv (se fig., dvre
streckade delen), siledes

1.3 b
=3 (b)

Likasd utgbr {se fig., nedre streckade delen) cn
tredjedel 2 sjittedelar, d. v. s.

och riakningarna bliva
LT 3,25
z+3”6+6 6

Nir vi delade sonder en halv 1 sjattedelar, fingo vi
bide tiljare och nimnare multiplicerade med 3, d.
v. s. briket blev firlingt med 3. Det andra briket
blev forlingt med z. Vihai (b) och (¢} kunnat sitta
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likhetstecken emellan briken, emedan var figur vi-
sar, att braken efter forlangningen f6rbli lika stora
som forut. Och vi behdvde forlinga dem for att
td dem till samma sort, har sjattedelar. Enlgt
denna metod kunna vi visa genom en uppdelning
pd sidant sdtt som I var figur, att ett brik blir
lika stort, om vi fdrlinga med 4, med 5 eller vilket
tal som helst. Gor en teckning f0r att se, att vi

efter forlingning med 4 f3 %:% Hitta sedan
pi ndgra flera exempel sjalv.

Aven vid bokstavsuttryck miste vi for att adde-
ra ett par brik gire dem Lkndmmga genom for-
[dngning.

Om vi skola addera

se vi Jilt, att minsta gemensamma nimnaren ar
6a® b®, varfor forsta briket skall forlingas med
2a* och det andra med 3 5% och vi fa

2@ | 546°  4at 1546t gat-+ 15
3éz+2az_6azé2+6azbz__ 6a® &

Ha vi ater uttrycket

7 4“2_!_5_“_3_/’

66 gb® ' o4b za’

sd se vi, att 2.2.3.3=236 ir minsla gemensamma
dividenden till nimnarnas kocfficienter, Vidare
miste vi taga med en faktor ¢, for att sista nim-
naren skall gd jamnt upp 1 den sdkta minsta ge-
mensamma ndmnaren, och dessutom behdvas 3 fak-
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torer b, for att forsta nammaren skall gd jamnt
upp, varvid dven andra och tredje nidmnaren gora
det. Plocka vi tillsammans dc nimnda faktorerna,
blir minsta gemensamma nidmnaren

36ab.
For att fi denna néimnare mdste de fyra givna
briken forlingas med resp. Ga, 40b, gab®, 18385

och rikningarna bli

748 _4a® 4 se 36

66 o9b* ' 46  z2a
_42at— 164" + 450787 — 548!
- 36(253 '

Ett annat exempel:

6a*—78  sab—84
3ab—685 24— 4ab.

Hir kunna nimnarna upplésas i faktorer silunda:

3ab—6b*=23b(a—28);
2a®—qab=2za(a—=2b).
Vi siga di, att vi bryfe wl faktorn 36 ur forsta
nimnaren och za¢ ur den andra.

Bigge ndmnarna ha tydligen en gemensam fak-
tor, och dessutom ha vi faktorerna 3b pa ena bil-
let och za pd det andra, varfor

3b.2a.(a—z2by—=6ab{a—2b) == 6a*b — 12ad*

blir minsta gemensamma nimnaren. Det forsta
braket skail forlingas mied 2@, det andra med 34,
och vi ia
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6a®—74° sab -84 124° ~14a8’- (1508 244
3ab - 65 2a® qab Ga’b— 12a4*

_12a8°—14ab - 1508 + 246"  120% 29ab% | 244°

' - 6a’h 12abh? 6ath—12ab?

Nu gi vi till ett nigot svararc exempel.

2a® A

@ — 98 @ —6ab+ b

Hir ar tydligen enligt (3) och (2) sid. 47.

@t —gbt=(a+3b)(e—3b) .... (d)

a—b0ab +ogbP=(a—3b)* ....... (¢)
Vid stkandet av m.g.d. (minsta gemensamma di-
videnden) mdste vi taga med tvii faktorer (a— 3 b),
for ait nimnaren (c¢) skall g jimnt upp, och dess-
utom en faktor (@ 4 3&), for att iven niimnaren
(d) skall g& jamnt upp. M.g.d. blir di

fa+3b)(a--3b)°=(a—9b*) (e —3b) —
=a'—3a’b—gab® | 27 b

Det forsta briket skall {orlingas med
' a—3b,
- det andra med
a+ 30,
och riakningarna bli

1
24° 5 ' 1
!

n2~9&?~a2—6crb—i—9b2=
__2d%la— 38— 8a+ 38 2a°—Gatb—ab’—34
A —3a26—gab 276 a° — 3atb—Qabt+278
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De nimnare, vi hittills haft, ha varit latta att
upplosa i faktorer. Nir vi ur exempelsamlingen
fatt tillricklig dvning pd dylika enklare exempel,
kan den, som har lust att spinna sina krafter yt-
terligare, soka uppldsa 1 faktorer eit sd invecklat
uttryck som (a) har nedan. Men Ar det for svart,
s4 rikna flera littare exempel ur bokeun forst och,
om det inte ghr scdan heller, hoppa alldeles dver
upplosningen av {a). Man kan lira sig matematik
anda.

AR5 b% —24at b 307 07 . (a)

Dir se vi, att 3a%b* ingdr som faktor i alla ter-
merna, och bryta vi ut denna faktor, fa vi

48" b — 2408 b -+ 20° 0T =
=30 b (16t —8a* 0* 4+ D)

(b).

Innan vi gi vidarc, upprepa vi typexemplen
frin sid. 47. men skriva hogra ledet forst, siledes

a4 20b-+ B2= (a+ b)? {1)
a?—zab -} b= (a—D) _____ (2)
a*—b*={(a+b) (a—b) . (3

Hir finna vi, att om vi ha uitrycket o> —2ab 4 7,
si kan det upplésas 1 faktorerna (¢—b) (¢—b)
eller (¢ —b)?* liksom motsvarande med de dvriga
uttrycken., 1 dverensstiimmelse darmed se vi, om
vi skola uppldsa 1 faktorer

16at—8a b} b,

att 160* ir kvadraten pd 4a® och b* kvadraten pa
p? samt mellantermen dubbla produkten av 4e® och
52 med minustecken framfdr sig. Hela uttrycket
ar tydligen en jimn kvadrat enl. (2), om vi dar
byta ut ¢ mot 4e* och b mot b*, och vi kunna
skriva

55



16a* —8a2b? + b= (g0t —b*)". ... (¢)

Enligt (3) kunna vi uppldsa 1 faktorer, ndr vi
ha skillnaden mellan tvd kvadraier, sisom det nyss
erhallna uttrycket

40°— b,
vilket enligt (3) kan skrivas
gqa*—b'={(za+b) (2a—0d) .... (d)

V1 ha nu sett exempel pa tre olika mojligheter
att upplosa 1 faktorer, namligen utbryining, jdmn
kyvadrat och skilnaden mellan tvd kvadrater. Ut-
trycket (a) uppldsa vi alltsd till en birjan genom
utbryining (b), sedan andra faktorn 1 {b) med
hjalp av (c¢), dirpd vardera faktorn i (c¢) med
hjilp av (d). Vi {§ da

488 b*— 240 0"+ 340 b7 —
= 30" P (16a'—Ra?h* - b*)=3a° b* (40> —b*)2 —
—3a'b [(2a+b) (za—b)]* =
=3a’b (2o +b)* (2zea— D)2

Den stora parentesen [ ] ir ditsatt for att utmirka,
att hela wuttrycket (2a-F b) (2a— by skall kvad-

reras.

Vi tinka oss nu, att vi skola berikna

sa®é® 74068 6a° 4 4%
48a° 8 — 240 0P+ 327 67 RaP— 837

Vi ha redan sett, vilka faktorer den férsta nam-
naren innchaller. Kan den andra nimnaren upp-
16sas 1 faktorer, si intresscrar det oss endast om
nigon av dessa faktorer dr densamma som i {drsia
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e A ——— e — . .

nimnaren. Vi forsdka darfor att dividera 8 o® — b°
med za -+ b, men det gir inte jamnt upp. Da
dividera vi 1 stillet med 2a—b& och finna, att vi ha

Sat —b*=(2a— b) (40> +zab + b*).

For att 3 liknimnigt behova vi silunda ej {or-
linga forsta briket med hela den andra nidmnaren
utan endast med

4a* + zab-} b2,

och minsta gemensamma ndmnaren Ar

360 (2a4-b)* (2a—B)® (40> 2ab + b?).

Nu idr det ingen konst att utféra forlingningarna
och sedan subtrahera, men det blir linga rik-
ningar, dir man litt gir fel, varfor det kan vara
klokare att forst rikna nigra enkla exempel ur
exempelsamlingen, dven om man anser ett sid in-
vecklat exempel som vart sista virt den tid det
kostar, Vi ha dock tagit upp det £6r att visa olika
metader for den speciellt intresserade, vilken ock-
sd klarar ut dec fortsatta rikningarna pa egen hand.
Och den, som ej ar road av invecklade rikningar,
anvinder tiden bittre till andra matematiska upp-
gifter,

Nir addition och subtraktion indvats tillrick-
ligt, g& vi till multiplikation. Sifferexemplen

15.4=060
och

3.4=12
visa, att om ena {aktorn bibehdiles oforandrad,
men den andra {akiorn gores 5 gdnger sd liten, blir

7
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produkten § ginger si liten. Samma sak kan kon-
stateras med ytterligare exempel, som lisaren sjalv
kan siitta ihop. Tillimpad pd brikliran innebir

2. -
detta, att 3-5 ir nio ginger si litet som 3.2,

d. v. s.

3 .

och om vi gira forsia faktorn 5 ginger si liten
och skriva

83

5 0

blir produkten 5 ginger si liten som i (1), alltsd

59 5-9 45 I

2 -2 6 2
32325 (2)

Men vi £ rikningarna enkiare genom att forkoria
korsvis och skriva

i
5
Ty i andra ledet ar forsta faktorn 3 ganger si
lten som frin borjan och andra faktorn 1 stillet 3
ganger si stor, di varje tredjedel ir 3 ganger sd
mycket som en niondel, var{ér produkten blir ofér-
indrad, Av samma skil ha vi vid bokstavsrikning
ratt att om mojligt forkorta korsvis, innan vi mul-
tiplicera taljare med tiljarc och nimnare med nim-
nare, varfor kapitlet ej bor villa ndgon svarighet.
Vi taga nu ett exempel, dir uppldsningen i fak-
tover gdr enligl vad vi nyss lirt, sd att vi ¢ fal-
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jande exempel kunna forkorta tredje membrum
korsvis med (0—5) liksom med a® och med §;
I X T o bla® —2ab-F-2°)
ath— a®  baP—5? &
a’ bla—bf 1 a—b _ a—b

T tatdla—d &  até a  atab

=4 Aterstdr division.  Aven dir bérja vi med
sifferexempel. Skola vi dela upp ctt snore i delar
pd */, cm., sd blir varje del 5 ginger si liten, som
om vi dela upp det i delar pAd 3 em. I stillet més-
te det ricka till 5 gdnger sd mdnga delar. Ar sné-
rets langd 12 cm., dr antalet 3 cm. linga delar

IZ 13=4.
Ar diremot varje del % cm.,, fi vi 5 ginger sd

minga delar eller 4.5, varfér vi kunna skriva

(a3
3

ta

=43

1

[

eller, eftersom .= , kunna vi i hégra membrum

UJ]

. . 12 .
hir ovan ersiitta 4 med — och skriva
3

12 5

12:§=~—-5ﬁ1

5003 3
54 se vi, att vi i stidllet 761 att dividera kunna smied-
e
tiplicera med divisorns inverterede virde (3 ar ju

3

inverterade vardet av 2.
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Vi taga nu ett nytt exempel, dir dven dividenden
ir ett brik. Vi lita snoret vara 10Lz cm. och dela
forst upp det i bitar pd 3 cm. Antalet blir da

2F 7

104 3=—: S B

15—

och vi f4 tre hela bitar och dessutom en hilffen
si stor som de andra.  Skall sndret diremot delas
i bitar pd ¥/, cm. cller 5 ginger sd sma som nyss,
blir antalet i stillet 5 ginger si stort, vilket innc-
bar, att

21 3
2 5
ir fem ginger si mycket som
21 21
o i 3

d. v. s. vi fi fem ganger s mycket som 1 hogra
membrum hir ovan eller

2103 21 21-3
2’5 2-3 T2

Tredje ledet leunna vi dela upp 1 tvd brik och sitta

[

§ 3==2

2t 2

(SN,

Vi ha siledes aven hir funnit, att vi kunna inwer-
terg divisorn och multiplicera dirmed. Nu dter-
stir bloit utrikningen, vilken underlittas genom
forkortning korsvis.
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och vi fi 17 bitar pa */, cm. och dessutom en hali-
ten sd stor bit.

Dylika exempel kunna sittas upp 1 oandlighet,
s att vi forvissa oss om regeln, att vi {4 invertera
divisorn och multiplicera dirmed. Sedan dterstir
ingen svirighet, utan vi kunna taga ett algebraiskt
exempel,

‘ a*—qab® aP—40°btqab’ _ o*—qab® a*|-6ab-ob*

@ — ob? a1 6abtob®  a~ob' & —iatbtqab®
_a(a*—4b*)  a*+4-6ab4-0b®

T @gb® a(a*—a0btab®)
_a(a+2b) (a—=2b) (at3b)*

~ (at+3b) (a—3b) “ala—2b)*

 at2b a3b o} 5ab|0D°
T a—3b ‘a—24  a*—zab|-6b*

! Tifter detta bor det ej vélla nigot hinder att rak-
. na hokens exempel.
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Kwvadwratwrotter

Kap. 1.

I en rirvinklig %
triangel benamnes ¢
ju den sida, som
stir emot den rata Q >
vinkeln, Aypotenu- &
sa och de dvriga
sidorna  kateter. 1 dr
geometrin - f4  vi >
lira oss, att sum-
man av kvadrater-
na pa kateterna ir
= kvadraten av
hypotenusan,  Ar ™ v A
i vidsticnde figur
A ABC rit, och rita vi upp kvadraterna samt dra-
ga BL vinkelrat mot AJC, kunna vi nimligen be-
visa, att kvadraten ABED = rektangeln AK/LH och
kvadraten BFGC == rekt, KC/L,* alltsd summan av

kvadr. p& de tvi kateterna = summan av de tva
namnda rekt., vilket blir = kvadr. pad hypotenusan

AC. Detta teckna vi sdlunda:
A+ B =T

Denna sats har uppstallts av den grekiske matema-

tikern Pyiegoras och fétt sitt namn efter honom.

1 Se t. ex. HEukldes bok 1 sats 47 eller Hedstrém, Gee-
metri, sid, 126
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Antag nu, att vi veta, att AB =4 cm. och BC =
3 cni. Hur stor ar dd AC?
Pytagoreiska satsen ger likheten

ACP =4* + =164 g=25 kvem.. .. (1)

Liftersom

f4 w1
AC=735cm.
Men ¢j alltid bi rikningarna lika enkla, Ar
AB = g m. och BC = 6 m. blit ckv.
ACT =g+ 62 =81} 36=117 kvm... (2)

Hir galler det att finna lingden pa hypotenusan,
{or att kvadraten skall bli 117 kvm. Ungefir rik-
tigt komma vi genom att ge akt pa, att

117 =121,

varfér 11 m. dr ndgot {6r mycket men ett ratt bra
svar. Innan vi stka ctt noggrannare varde, skola
vi dock inféra ett nytt utlryek, ndmligen kvadret-
roten, 1 (1b), dir vi ha 25=—Lkvadraten pa 5, siga
vi, att kvadratroten ur 25 eller voten ur 25 ir 3,
vilket tecknas

Yas=s.
Roten wr 25 betyder s@lunda ett tal som hijt i
kvadrat dr 25, och det miarke, vi hiir siitta Gver 2g,

benimnes rotmirke. Visserligen duger dven — 3§
till rot, da

(—3)*=2s.

Men vi hilla oss till den positiva roten.
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I (2) galler det silunda att taga reda pa det tal,
som héjt i kvadrat ar 11y, cller finna

AC=y117.

Detta kunna vi gora med hjilp av Hedstrém och
Rendahi, Riknetabeller, sid. z4—25 (eller nigot
olika sidnummer 1 ofika upplagor). Dir std kvad-
ratens (117 kvm. ir ju ytan av kvadroten pd AC)
tiotal i vinstra kanten rakt under ordet ”Tal” och
entalen till héger om namnda ord. D3a 117 kan
uppdelas i 11 tiotal och 7 ental, sika vi upp 1T i
vanstra kanten och 7 i oversta raden. Fortsiitta vi
frin vira 11 tiotal rakt 4t hoger, tills vi komma
mitt under vara 7 ental, finna vi den sokta roten
vara 10817, vilket innebir att vi ha

Y117 =10817
v AC=10,817 m.

Detta dr ett si noggrant svar, som man i praktiken
kan behiva, men ej fullt riktigt. Det innehiller ju
tre decimaler, varftr man, om man hojer det 1
kvadrat, far 6 decimaler, varav den sista tydligen
ar en nia och sdledes decimalerna ej kunna bli
jamnt 0. DA kan kvadraten ej bli precis 117, som
vi dnskade, utan svaret miste vara avkortat. Hur
manga decimaler vi in skaffa oss i]/I 17, uppnd vi
aldrig full noggrannhet. ILikasi kan man resonera
sig till, att Y117 ¢f precis riktigt kan skrivas som
tredjedelar, sjundedelar eller vad det md vara for
brik. Eft sidant tal, som ej kan utiryckas i hela
tal eller brak, benidmnes irrationellt i motsats mot
de rationellz talen, dit vi rdkna hela tal och brik,

Vidare mi varnas f0r en forvixling. Man vill i
borjan garna tro, att eftersom 117 stir under rot-
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mirket, dr 117 roten. Men 117 dr ju kvadroten
P4 10,817, som #dr rofen. Kvadraten ar sdledes det
tai, som stir under rotmairket.

Vi skola nu taga ett nytt exempel pd rotutdrag-
ning.

V3856 oo (3)

Vira tabeller ge ej upplysning om roten ur ctt
tal med 4 siffror utan blott

l/ﬁ — 10,621
V386 = 10,647

Nir kvadraten hir okas frin 385 Lill 386 eller med
1, Okas roten med 26 tusendelar. Men dei tal, vars
rot vi skulle stka, var 385.6, vilket vi crhilla ge-
nom att 6ka 385 med 6 tiondelar 1 stailet for 1.
Da bér ocksd roten ur 385 cller 19,621 dkas med
0,6 ger 26 tusendelar eller 15,6 tusendelar, vilket
vi jammna av till 16 tusendelar. Vi i salunda

¥'385,6 = 10,621 - 0,016 = 10,637

Vi jimnade av de 15,6 tusendelarna till 6. Ski-
let hirall var foljande. Hade vi haft roten ur 38g
Iiksom ur 386 utriknade med t. ex. 4 dccimaler,
si hade vi ¢j fitt precis samma virde som nu utan
nigra tiotusendelar mer eller mindre pd vartdera
hillet. Vi dro sdlunda fullstindigt osikra pd tio-
tusendelarna, och det skulle ¢j vara nigon mening
1 att sitta ut nagra sadana, uten vi addera jaimnt
16 tusendelar. D4 kunna vi ritt bra lita pa de
siffror, vi taga med, och ge oss ej ut for att veta
nigot om tiotusendelarna.

Berikna nu for dvnings skull nigra nya tal med
tre heltalssiifror och en decimal. I bérjan ar det

5 Matematik. b5



bist att sitta upp rikningarna pd papperet, sedan
gar det bra i huvudet. Tag darefter, nir erfor-
deriig Gvaing crhillits, exemplet

|/3—8,T6 ................ {4)

(G4 vi till foljande tva sidor 1 tabellen, f{inna vi ddr
heltalen 1 kolumnen till vinster och tiondelarna 1
raden oOverst, siledes

V38,5 = 6,205
V3Bo=062:3

Har se vi, att ndr kvadraten okas frin 38,50 till
38,60 cller med 10 hundradelar, vixer roten med
& tusendelar. Men nu skall kvadraten blott Okas
frin 38,50 till 38,56 eller med 6 hundradclar. D4
bor roten ej dkas med # tusendelar som nyss utan
blott med 6 {iondelar dirav, siledes med

0,6.8 tusendelar — 4,8 tusendelar,

vilket vi jamna av tll 5 tusendelar, och resultatet
blir

]/38,56 = 6,205 + 0,005 = 0,210

Visserligen kunde man taga hinsyn till, att tabel-
len genom ett streck Gver fomman 16,205 angiver,
alt 6,205 ar ungefdr o,g tusendel for mycket. Men
vi fd tillrickligt noggrant resultat utan att tanka
harpa,

Men ir del e) onOdigt att i svaret silla ut nollan
1 stallet £ér att skriva 6,217

Nej, vi satta ut vara o tusendelar for att visa,
att tusendelarna 1 det ndrmaste bl 0. IXMrmed ge
vi noggrannare upplysning om svaret,

Efter erforderlig Gvning pi dylika exempel gi
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vi till sddana, som e¢j fis direkt ur tabellen. Forst
ett papekande. Vi ha
}/240(:):]/;;-]/@.......... {a)
ty kvadraten pi vinstra membrum eller 2400 ar
= hogra membrum hoéjt i kvadrat eller
(¥ 24)2 - ( 100)2 = 24 . 100 = 2400.

Vi fa siledes kvadraten pd higra membrum i (a)
— kvadraten pi vinstra membrum, och d& ir fdven
vanstra membrum 1 (a) =det higra.

P4 samma satt visa vi, att

¥ 0,24 == "0,01'24:}/5;"/;:0:1‘1/51'

Diremot fd vi akta oss for att vid en summa clier
skillnad draga roten ur varje term fér sig. Det
skulle ju innebdra, att vi hade

V25=Vy16 | 90=4-3
5=

Vi6=y25—9=35—3
4=z
Dylika misstag begds emellertid ofta 1 sddana fall,
dd felet ej ar lika patagligt som har, varior en
maning till {drsiktighet dr vilbchdvlig,
Men vi dtergd till kvadratrétierna.
Ju—
y.3856.
Di 3856 ¢j finns i tabellen, begagna vi nyss an-
givina metod och skriva

1 ¥i ha Y001 = o,1 emedan 0,12 = 0,1.0,1 =0,0T.
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| }'3856 =}/ 100" 38,56 =
‘ = ]/E)E-]/38,56= 10.6,210==02,10 ... (5)

‘ Tikasi
' V' 3.856="V 001 385,6==V 0,01 V383,6 =
' == 0,110,637 1,0637 «cvvenn. - (6)
Vi ma hir observera, att
0,1 ==0,1 . 0,1 — 0,01,
i

varfor vi tydligen inse, att ¢,1* dr mindre in o
i eller kvadraten mindre dn roten. S& snart kvad-
(- ratroten ir mindre An I, ha vi stdndigt kvadraten
mindre 3n rolen, ly om ett tal (hdr roten), som ar
mindve dn 1, multipliceras med sig sjilvt och si-
ledes med mindre dn 1, bliv produkten (= kvadra-
ten) dnnu mindre.
Likasd m# vi ge akt pd, att vi ¢j ha nytta t. ex.
av uppdelningen

V3856 =10V 385,6
emedan 10 ej dr jimn kvadrat. '
Vidare exempel:

| V03856 = V0,01 - 38,56 =2 0,1 - 6,210 = 0,6210 - . (7)
]/0,03656= ]/O,oom - 385,6=0,01+ 19,637 =0,19637 (8}

Sammanstalla vi svaren pi ex, (3)— (8), fa vi
]/585—6: 62,10
V'385.6= 10,637
]//3—8,'5_é = 6,210
3,856 = I.9637
]/E;;S; = 0,6z210
¥'0,03856 == 0,19637.
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Har se vi, att vi varannan ging fa igen samma sift-
ror och blott decimalkommat olika placerat. Nir vi
i vinstra membrum dividera kvadraten med 10, fa
vi namligen 1 hogra membrum roten delad med

f [O= 3,16228,

vilket ger helt nya siffror. Dividera vi didremot
kvadraten med 100, si. divideras roten med 10, och
endast decimalkommat behover flyttas,

Nu bir det g At att sli upp kvadratrdtterna
ur flera tal, vare sig sjdlvgjorda eller tagna ur bo-
ken.

Kap. 1I.

I foregdende kap. ha vi ldrt oss att med hjdlp av
tabeller finna kvadratrétter ur sifferfal. Nu kan
man dven wtaen fabeller rikna sig till en kvadrat-
rot, Vil ir anvindningen av tabeller mera prak-
tisk och vardefullare att kunna, di man snabbare
in med enbart rikningar ndr samma resuftat. Men
den matematiskt intresserade kan Onska sitta sig
in i bigge metoderna, sarskilt som den senare gar
att anvinda dven pd bokstavsuttryck, varmed vi nu
borja. Vi finna laft, att

Vo bt =3a° b2

Och di enligt vad vi lirt oss 1 kapitlet om bok-
stavsrikning

{2a¢*h 4+ 3ab)2=4a* B+ 12a* b L ga® b,
ir )
Vaor b+ 120* b +ga?bt—=202b + 3ab . (1)
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Nu tinka vi oss, att vi i (1) blott kinna kvadraten,
d. v. s. uttrycket under rotmirket, och skola be-
rikna roten eller hogra membrum. Eftersom

4atb*=(20a%b)?,
fa vi za®b att vara {orsta termen i roten, d. v. s.
Vaa b F1z2a*bP-Lga?bi=2a'b +.. (12)

Vad som kommer efter plustecknet, Aterstir att
tinka ut. Den termen skall bli lagom stor, for att
ga*b* skall vara kvadraten pd densamma och 12 a” b®
dubbla produkten, vilket vi lirt oss 1 kapitlet om
bokstavsrikning, Deita under {Grutsittning, att ut-
trycket under rotmirket verkligen dr en jimn kvad-
rat. Vi ha silledes, forutsatt att rikningarna gé
jamunt upp, tvd utvdgar att finna andra termen,
Dels kunna vi tinka pd dubbla produlkten, dels pé
kvadraten pd andra termen. Vi vilja den {orra ul-
vilgen, vilken i mer invecklade fall leder sakrare
till mélet, sdsom vi i det f6ljande skola finna. Nir
12a* b* ir dubbla produkten, &r 60*b® enkla pro-
dukten av 2¢® b och den sékta andra termen 1 ro-
ten. Eftersom vi kiinna en av faktorerna i produk-
ten 6a%%, i vi den andra genom cn enkel divi-
S10n

Oa*h® 1 za b— 3 ab”

Andra termen ir siledes 3ab®, smu vi ha att skri-
va till 1 (ra), varvid vi erhilla

Vaatb* L1280 4 ga* bt =2a* b4 3ab

Hir kunde vi emellertid ha gjort en forenkling
i rikningen, Vi dividerade dubbla produkten
12a*b* I0rst med 2 och sedan med fGrsta termen,
men vi kunde 1 ostillet med ens ha dividerat med
2 gpr forsla termen, d, v, s med gaf.
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Nu berakna vi kvadraten pi andra termen.
(3ab®)*=qga® b*.

Det stimmer med vad vi ha under rotmirket, Rik-
ningarna g4 alltsd jimnt ut.

Hade vii (1) i stdllet haft minustecken framfor
dubbla produkten, s& hade vi {itt

Vaatb* —126°b° F9a* b —2a*b—3ab®. .. (2)

Tankegingen blir hir alldeles densamma. Vi f§,
nir vi dividera dubbla produkten med 2 ggr forsta
termen, andra termen att bl

—12a* b 1402 b=—3abt

och nar vi for kontrollen hdja andra termen i kvad-

rat, erhilla vi -+ 942 d% cmedan produkten av tvd

negativa tal ir positiv.

Nu skaffa vi oss ctt nytl excrmpel genom att mul-
tiplicera ett ultryck med sig sjilvt. Vi vidlja ne-
danstiende, dir for enkclhets skull varje term &r
av samma grad, hiir andra graden.

a*—zab 4 3b°
a®—zab L3k

at—zatb-3atl?
—2a0*b 4+ 4a*b—Gab?®
3ath* —6ab®|-9bt

a*—a40* b+ 100 bt —1zeb® - 9bt
Vi tdnka oss nu, att vi ¢j kidnna utan skola be-
rikna

Voi—1d%b + 100°b* — 12080+ 9b% .. (3)
D4 hor som 1 (1) och (2) kvadratens forsta term,
hiitr o', vara kvadraten pd forsta termen 1 roten,
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vilken term sdlunda dr ¢*. Och —4¢* b 4 dubbla
produkien av detta o och andra termen, varfor
andra termen méste vara negativ. Vi skriva dir-
for =a* — cfter rotuitrycket, och de ofullbordade
rikningarna komma att se ut silunda:

Vor—aa*b L 106 b —12ab® L gbte=a>—

Andra termen i roten finna vi genom att dels divi-
dera —46* b med 2 {6r att f4 enkla produkien av
a* och den sOkia andra termen, dels med o f6r att
fi denpa andra term, vilken siledes blir

—48° D 20— —2ab,

och vi kunna skriva 2ab efter minustecknet i sva-
ret,

Hir se vi, att vi e¢j kunnat fi —2ab genom att
draga kvadratroten ur 10a%5h?, vilket vi finna helt
naturligt, om vi ga tillbaka till rikningarna ovan,
diar vi multiplicerade '

a*—z2ab+ 30°

med sig sjilvt for att f4 var kvadrat. Dir fingo
vi blott 4 e* 5% som kvadrat pd —zab och de fter-
stiendc 6a?b® som dubbel produkt av ¢® och 35%
Hur mycket av 106°5* som utgdr kvadraten pd
andra termen cller dubbla produldten, kunna vi ej
veta, om vi ¢ kiinna roten i fdrviig, Darfér miste
vi 1 stillet sdka andra termen med ledning av alt
—4¢6* b dr dubbel produkt.

Atergd vi il rotutdragningen, ha vi hunnit till
det ofullbordade ulirycket

Va*—4a*b F 1002 —12abi-f gbb=a2—24ab

ITar ha vi att frin kvadraten under rotmirket sub-
trahera
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(- -2ab)?==a*— 44} 47 b*
for all med ledning av dterstoden finna tredje ter-
men. Vi skriva dérfér 1 vara rikmingar dit denna
kvadrat och subtrahera densamma, siledes

Vet —4d* b4 10a2b*—12ab® +obt=—a'—zab
at—g4at b+ g0 b
6a bt —12ab® 4 o b

Om vi nu komma Overens om att som forsta term
rakna hela uttrycket ¢®* —2ab, ha vi frin den givna
kvadraten subtraherat kvadraten pd hela {orsta ter-
men i roten, och dterstoden, som vi darvid fingo,
ir dels dubbla produkten av hela forsta termen
och den dnnu ej funna andra termen, dels kvadra-
ten pa andra termen. Borjan av vir Aterstod bor
vara dubbla produkten, varfér vi finna vad vi kal-
lat andra termen genom divisionen

(ba*b*—12ab®) :2. (a* —2ab)
eller enklare
0a* b* 120 =3 b%,

och svaret blir

]/.'14—4(3" bt1oatb*—r12 ab?® - g bt =a® — 2ab-}-30%

Sedan skulle blott Aterstid att kontrollera att talct
gar jimnt ut. Men dirmed vinta vi och upprepa
i stillet tankegingen med en mera systematisk upp-
stallning. Vi skriva hidr nedan {drst ut rikning-
arna och forklara sedan, hur vi fatt dem. Det ir
silunda biist fér ldsaren att biirja med forklaring-
en, som stir citerdf, och steg fir steg jAmidra med
rakningarna.
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; 0 laas V' — 4278 - 10078 — 12ab* ot = gt

[{5] _ 2(!&{#1”}3 I

2a°—
aab 2l
{“’iza"*——qab—l— (”)352 3l aatbt 104 &

(13)3[}? tgjf4nsb+4ﬂfzb2
L 9 bt 07— 124874 gt
‘ 4l gt — 1zad?4-gb*

i

I och for forklaringen ange vi med siffror inom
parentes framfér olika uttryck ordningen {6r deras
tillkomst. En dylik siffra inom parcntes kan an
avse en enda term, t. cx. (1), in elt uttryck pd
tvd termer, t. ex. (10), dn ett pi tre termer, t. cx.
(). Lisaren gor klokast i ait sjilv skriva upp
rotultrycket i sitt riknehifte och sedan steg for steg
sitta €11 vad nedan utriknas men naturligtvis ¢j
upprepa siffrorna inom parentes. )
Férst se vi, alt roten ur o' ir a®, som vi silunda 1
skriva efter likhetstecknet (1). Sedan héja vi @
i kvadrat (2) och subtrahera frin hela kvadraten. |
Resten, varav vi liksom vid division blott skriva .
ut bérjan (3), innehdller frimst dubbla produkten
av forsta termen (1) och den dnnu ej funna andra,
vilken vi silunda fi genom att dividera med dubb- [
la forsta termen, som vi skriva upp till vanster [
(4). Sidsom kvot mellan dubbla produkten (3)
och dubbla {orsta termen (4) crhilies forst—2ab,
som vi siitta ut 1 svaret sisom andra term (5). Nu
ha vi att héja (a*—2ab) | kvadrat och subirahera
for att se, vad som blir dver. Kvadraten pd o® ha ‘
vi redan subtraherat (2), och det Aterstir blott att ,
| subtrahera dubbla produkten och kvadraten pi \
—zab. For den skull skriva vi till vinster—2ab T
0 dels 1 dvre raden (6), dels i wndre (7). Da kom-
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mer dvre raden att innehilla dels rotens dubbla for-
sta term, dels dess andra term. Multiplicera vi
ovre raden (4), (6) med—z2ab (7}, {4 vi nyss
namnda dubbla produkt och kvadrat (8), som vi
subtrahera frin (3), varpi vi flytta ned 3terstoden
av den givna kvadraten, Hirmed ha vi subtraherat
hela kvadraten pd (a®—z2ab), (2), (8), och er-
hélla som rest (9). Betrakta vi nu (a*—2ab) som
f6rsta term, dr nimnda rest (g) frimst dubbla
produkten av denna idrsta term och den andra,
vilken andra term Aterstiir att finna. For den skull
dividera vi vir dubbla produkt med 2 ggr vad vi
kallat forsta termen. Denna dubbla férsta term cr-
hilles genom att till vanster summera (4), (6) och
{7), si att vi fi (10). TFor att erhdlla den sokta
termen 1 svaret ha vi siledes att dividera dubbla
produkien cller bérjan av  (g¢) med dubbla
(a®—z2ab) cller {10)., Dirvid riacker det med di-
visionen
6ot b 2at =3 b%

varfor vi 1 svaret skriva upp —+ 385* (11). Nu
dterstir att underséka, om (e* —zab-+ 30%)* blie
precis = uttrycket under rotmirket, eller om vi fi
nagon positiv eller negativ rest, nar vi subtrahera
sistiimnda kvadrat.  Som vi kommit dverens om
att kalla uttrycket o®*—2ab for fdrsta termen, ha
vi redan subtraberat kvadraten pad denna forsta
term (2), (8), och det Aterstdr att frin (9) sub-
trahera dels dubbla produkten, som vi till hoger fa
genom att multiplicera dubbla f6érsta termen (10)
med andra termen (13), som vi skriva dit, dels an-
dra termen (12}, som vi dessférinnan skriva dit i
ovre raden, med sig sjilv (13). Produkten {14)
blir = dterstoden {9) av den givna kvadraten, Vi
fi silunda ingen rest, utan det gir jamnt ut.
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Samma metod kan, sedan tillrickligt minga ex.
pd det foregdende riknats, anvdndas till utdrag-
ning av kvadratroten ur siffertal, t. ex.

¥ 2858¢.

DA 100 och 10000 dro jdmna kvadrater, dela vi har
nedan genom streck wpp kvadraten 1 2 tiotuscn-
tal, 85 hundratal och & ental. Vi numrera som
nyss rikningarna med siffror, si att ldsaren dven
har kan utféra och skriva ut dem pd egen hand
med ledning av efterioljande text, vilken Aven har
bér lisas i samband med rdkningarna.

= { ig) Igl {1 17t
(4.2.6)6 Vzrgsfgg e I.x,l .5.6( ]9,. 78
(7#6 '-251
(1013 ZEI'—')g [3.}]85
(:319 (3)] 56
(16}

33 8{’8108 . 2g8g
a8 2067

{zs)

28,0000
ol
27,0464

Rikningarna Dbli féljande. De 2 tiotusentalen
kunna ej vara jamn kvadrat, utan 1 tiotusental ar
kvadraten pa 100, varfor vi i svaret (1) satta ut I,
som, nar flera siffror komma tll, blir hundratal.
Det andra tiotusentalet méste hira till dubbla pro-
dukten av hundratal och tiotal. Vi hdja nu 100
i kvadrat (2), och den vid (2) utsatta cttan ar tyd-
ligen tiotusental, eftersom den stdr under tiotusen-
talen. Aven i det féljande méiste vi genom place-
ringen hillla reda pd talsorten. Nar vi subtrahera
vart tiotusental (2), ndja vi oss med ait skriva ut
183 hundratal (3), varpd vi fordubbla hundratalet
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i svaret och skriva det liksom vid rotutdragningen
ur bokstavsuttrycket till vinster (4). Dividera vi
dubbla produkten eller de 185 hundratalen vid (3)
med dubbla férsta termen eller 2 hundratal (4)
och noja oss med en {alsort i taget, fi vi visser-
ligen g tiotal, sdledes tiilsammans med virt hundra-
tal 19 tiotal i svaret. Men 19 tiotal ir {6r mycket,
dd kvadraten didrpd dr 301 hundratal och vi blott
ha 285 hundratal givna. Aven 18 och 17 tiotal
hefinnas vara for mycket. QOrsaken till att vi Ja
for mycket dr att vira 18g hundratal (3), som vi
tinkte oss vara dubbla produkten av hundratal och
tiotal, dessutom innchilla kvadraten pa tiotalet, var-
fér biott en del diray ir dubbel produkt. Vi finna
genom forsdl, att 6 tiotal ar lagom, och vi skriva
dit det (5}, (0), (7), sedan vi pi vartdera hillet
fatt stryka ut bidde 9 och 8 samt 7, di det befinnes
vara Ior mycket. Nidr vi satt ut 6 tiotal 1 svaret
{5), ha vi 16 tiotal att kvadrera {0r att subtrahera
fran 2858¢. Darav ha vi redan subtraherat kvad-
raten pi 100 (2), varfor fterstdr att draga ifran
dects dubbla produkten av roo och 6o eller produk-
ten av 20 tiotal och 6 tiotal, dels 6 tiotal i kvadrat,
vilket erhilles genom att multiplicera 26 tiotal (4),
{6) till vanster med 6 tiotal (%) i raden under,
Produkten, 156 hundratal, skriva vi ut (8) fér
att ytterligare subtrahera forutom (2). Aterstoden
{9) utgor huvudsakligen dubbla produkten av vira
10 tiotal och de sokta cntalen. For att finna dessa
ental dividera vi nimnda dterstod (g) med 2 ggr
de 16 tiotalen eller 32 tiotal, som fds nir vi (10)
summera (4}, {6) och (7). T (9) ha vi 208 tio-
tal, varl 32 tiotal (ro) innehdlles g ental ggr, och
vi skriva till 9 ental 1 svaret (11}, Nu ha vi att
kvadrera 169 och subtrahera frin 28389 for att se,
om det blir ndgot dver. Men 16 tiotal i kvadrat
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ha vi redan subtraherat {2) och (8), och det dter-
stir att subtrahera dels dubbla produkten av 160
och g, dels kvadraten pd 9. Vi ha fordubblat 160
(10) genom nyss ndmnda addition. Den idrdubb-
lade férsta termen (10} skall multipliceras med ¢
ental (13) for att {4 dubbla produkten, och vi ha
dessutom att multiplicera g ental (13} med g ental
{(12). Produkten av ¢ ental (13) och 329 ental
(10), {r2) ha vi siledes kvar att subtrahera. Den-
na produkt {14) skriva vi upp under féregiende
rest (9). Nu ha vi heltalen i roten klara och fa
sitta ut decimalkommat. Fér att finna braksili-
rorna gi vi till den Aterstiende dubbla produlten
28 hela (15). Den skail divideras med 2 ggr 169
elfer summan av (10), (12} och (13), d. v. s. med
338 hela (16). Vid divisionen 4 vi forst o tion-
delar, sedan 8 hundradelar (17). Nu skola vi hoja
160,08 1 kvadrat. 169* ha vi 1 (2}, (8) och {(14),
varfor vi ha kvar att taga dubbia produkten, d. v. s.
multiplicera 338 ental, som vi summerat ned 1 (16),
med 8 hundradelar (19), samt multiplicera dessa 8
hundradelar med sig sjilvt (18). Utfdra vi denna
multiplikation (20), se vi, att det niistan gar jimnt
ut eller knappt blir en hel kvar. Timellertid kunde
vi fortsatta och berikna hur minga decimaler som
helst pa samma sitt.

Hade vi haft att draga roten ur ett decimalbrik
utan heltal, si hade tankegingen blivit densamma,
t. ex.

V’O—,'oo ‘o2 "85 rSg.
Da hade 2 tiotusendelar ej varit jdmn kvadrat utan
1 tiotusendel kvadraten pd 1 hundradel och den

andra tiotusendelen hort till dubbla produlkten. Vi
hade s&lunda fatt skriva upp 0,01 som f6rsta term,
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och sedan hade vi fatl samma rikningar som ovan.
Lileasd
. t f o f
]/O,oo z8 ‘53 go.
Av viara 28 tiotusendefar kunna blott 16 vara jimn
kvadrat, och da 16 tiotusendelar Ar kvadraten pi 4
hundradelar, skriva vi ut 0,04 som fdrsta term och

fortsitta sedan rdkningarna enligt den metod w
lart oss.

~T
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Lhvationer av andra och

hiogre grad

I

Som vi scit 1 kapitlet om bokstavsrakning, finns
det tvd tal, som hoéjda i kvadrat bli g, nimligen
-+ 3 och —3. Dirav foljer, att vi till ckvationen

AP=0. . {1)
fa tvd losningar, nimligen
x=-+3
och
X¥e=—=-—173,

vilka beniimnas ekvationens bigge réfier, eftersom
+ 3 och — 3 aro kvadratrotterna ur g, som vi ha
i hégra membrum. TFér korthets skull skriver man
ofta de tvd rétterna tillsammans silunda:

r=43.

Ha vi i stiilet ekvationen
(r—2)=25 ............ (2)
sd fi vi pd samma sitt
r-—2=4 5.

Anvanda vi hidr plustecknet, si crhilles x—2
= 5, som, om vartdera membrum dékas med 2z, ger
r=7.

Den andra mojligheten, ¥ — 2= — 5, ger pd sam-
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ma sill y=--3. Nu brukar man numrera rit-
terna genom att skriva svaret silunda.

X, =:73
xy=—1.

Hade vi irdn borjan haft

P—grt4=25........... (3)

84 hade man blott hehdvt tinka pd, att »* dr jimn
kvadrat pa x och 4 jimn kvadrat pi 2 samt — 4
dubbla produkten av a och —2, varfor vinstra
membrum 1 (3) dr en jimn kvadrat (se kap. om
hokstavsrikning). Vi kuma ddrfor skriva viinstra
membrum 1 {3) som en jimn kvadrat och i da
ckv. (2}, vilken vi redan Eirt oss losa.

Men antag, atl vi i stallet hade haft

AT —qr=21............. (4)

Dir ar x jimn kvadrat, —4 2 duger till dubbel
produkt, men vi ha ingen kvadrat pd andra termen,
utan en sadan mdiste vi skaifa oss. 1)3 se vi, atl
#* dr jamn kvadrat pa x4, och nir — 40 skall vara
dubbla produkten av virt x och den andra term vi
onska oss, miste enkla produkten vara —2x. For
att —2 . skall bl enkla produkten av x och andra
termen, maste denna andra term vara — 2, ach det
tal, vi skola skaffa oss hojt i kvadrat, dir »—2.
Nu ir

(r—2)=2"—4r-1 4,

varfor vi i ckv. (4) hehdva 4 mer i vinstra mem-
brum. Eftersom #° —42 enligt {4) #r 21, miste
—4 x4 4 vara 4 mer dn 21 elier 25, och vi fa

» #—qx b g=2zs.
AT T
Hir kinna vi igen (3), och 16sningen gir som ovan.

6 Matematik, 81



En -nnan ekvation:

P¥4srdb=0........._. (5)
124 ar x° som férut kvadraten pi x och gx dubbla
54

enkla produkten av x och andra

termen, varfér andra termen méste vara 5. och vi
2

produkten eller =—
2

i vanstra membrum bchéva

vilket ar detsamma som

2 o 25
A +5.1—i—4.

1
|

Detta ultryck &r — mer dn vinstra membrum 1 (5),
4
varfor viardet okas frdn o, som vi ha i (5), till

H

L siledes
4

=2
SEE.A
rm—fatm
et

Vi kunna nu sitta ithop nya ekvationer sjdlva.
Vi bestimma t. ex., att x skall vara 6, och skriva
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rr—ra,

dar vi valja koefficienten — 7 pd mafd. Nir vi
ha =6, {inna vi litt, att 4* —y2—=—=6, d. v. s.
vi behdva dka ultrycket med 6, for att det skall bli
—q, och vi & ckvationen

r*—rr-fo6=o,

vilken kan lésas pd samima sitt som (5). Fu annan
gang lita vi o vara 4 och skriva t. ex.

rr—3x,
vilket befinnes bli=g4, och vi kunna siitta
Fr—3r=y,

vilken ekv. vi 19sa pi samma sitt som (4).
Irabricera pd detta sitt exempel cfter exempel
och 16s dem, (ch 14t ibland den rot vi utgd frin

s e 2
vara ctt brak, sisom r=" eller 3 4 =2.
3

W (3x)*+-8.3x=20.

Detta ger ekvationen

QA+ 244=20 ........... {6)
i
T
o5
et
83



t"'_——-— 4 i 6
' 3

- D 1
X =54 =— 33

L)t

Antag nu atl vi ha ekvationen

P—R8x L+ b=o0........... (7)
Rakningarna bli i
(#— 1)t =0
r--4—=0

och vi fa egentligen Dlott ctt svar, men {6r att varje
andra gradens cky, skall fi 2 rotler, siga vi, att vi
hite ha fod lika rétter:

=4 = ]/6
eller
r=x.—4.

I dessa fall ha vi haft hela tal eller brik till rét-
ter. Hela tal och brik kallas med ett gemensamt
namn rafonclic tal, som vi nimnt i féreg. kap.

Nar tillracklig dvning vunnits pd ekvationer med
rationella rétter, gd vi till exempel med irrationella
rotter.

¥—rr=2z2.. . ........... ®)
e—prt (L =2 4 2=
.r“%: -+ l/i_7
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‘f:7i?67 ............ (8h)

eller, om vi skriva varje rot {or sig,

n=1+V57.
2
Xy — 7—__ m .

Ett rotultryck siges, som vi veta, vara ett irrafio-
nellf tal. Vi ha silunda 16st ekvationer bide med
rationclla och irrationelle x-virden som rotter, och
vi kunna skaffa oss nya excmpel genom att pid ma-
{8 sdtta ctt siffervirde som koefficient fér x och
ett som tredje tcrm i vanstra membrum sisom i
(5) cller som hogra membrum sisom i (8). Nar
vi sedan skaffa cn jimn kvadrat 1 vinstra mem-
brum, riskera vi att fi ctt negativt tal 1 det hogra,
men di spara vi ekvationen, tills vi lost {10} hir
nedan, och sitta upp en annan ckvation 1 stiilef,

I (8b) kan man sli upp i tabellen cller berikna
]/57 for att fi rotterna uttryckta 1 avkortat deci-
malbrik. Men har man erforderlig oviming hari,
kan man ndja sig med (8b} som svar och draga ut
kvadratroten endast i de fall, ckvationen uppstillis
tor att losa ett problem, i vilket krives ett svar,
noggrant pa decimaler,

Nir ekvationen erhillits av et problem, kan det
hinda att blott ena roten eller t. o. m. ingendera
ger losning at problemet.  Om en sten far falle
raki necddt, okas dess hastighet, sé alt den vid slu-
tet av en sckund ir 9,8 . prosekt stérre dn vid se-

1T virdslast tal siges ofta, alt hastigheten ar 98 m.
cller hastigheten dkats med 0,8 m, men 08 m. ir en
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kundens borjan. Slungas den vakt uppdt, minskas
diremaot dess hastighet varje sekund med 0,8 m.
pr sek., tills demn vinder och faller neddt. Vi slippa
den pd en hijd av 9,8 m. och friga, nir den trif-
far jordyton. 7

Vi kunna uppstilla 16ljande tabell, om vi antaga,
att stenen nir marken efter # sek.

TBegynnelsehast, Sluthast. Medclhast.
o m. pr sek. 98 ¢ m. pr sek, 4,9t m. pr sek.

Did vagen dr = medelhast, ger tiden, fd vi ekv.

4,9 t'==08
P2

t=We="

Den traffar silunda marken 1,41 sek. efier det den
slipptes. Den negativa roten skulle betyda, att ste-
nen varit vid marken 1 forvag, innan den slipptes.
Det svaret hade wvarit rimligt, om vi tankt oss, att
stenen forut varit 1 roreise uppdt och vint pd hoj-
den 9,8 m. Men det duger e}, om den slippes ned
som 1 virt exempel, varfor vi sitta parentes om
minustecknet.
Vi gd sedan till en ny typ av ritter:

lingd och cj en hastighet. Om stencn slippes, ir saledes
dess hastighet efter 1 sek ef 0,8 m. utan 68 m. pr sek,
d. v. 5. om den finge fortsatta och falla med den fart,
den vid forsta sekundens slut har, skulle den pa en sc-
kund hinpa 9,8 m, Men under andra sckunden okas ater
hastigheten med ¢,8 m, pr sek. Farten ar sdlunda vid
andra sekundens horjan g8 m. pr sek. och vid dess slut
10,0 m. pr sek. DDA hastigheten okas lika mycket 1 hdrjan
som 1 slutet av sckunden, &r medelhastigheten under and-
ra sckunden 14,7 m. pr sek, och den faller under andra
sckundens lopp 14,7 .

86
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FP/m— 1 (9)

x4 ]/— I.
Denna ekvation har egentligen ingen losning. Sva-
ret x=-—1 duger ej, di det ger #*=1. Vi kun-

na ej finna nigot tal, som héjt 1 kvadrat blir —1.
Men vi vilja ha, vad vi ej kunna {3, ndmligen tvd
rotter till varje ekvation av andra graden. Darfor
litsas vi, att }/~—1 finnes, och vi sitta

]/— 1=1.
D34 kunna vi ocksd latsas, alt (g) har tvd ldsningar,
nimligen

x= 1 R

Litt sddant obefintligt tal som 1 = ]/—I benim-
nes imagindrt, vilket betyder inbillat. I motsats
diaremot kallas de verkliga talen reella, vare sig de
iro rationclla eller irrationella.

V1 viga oss nu pd exemplet

r—br--ii=o.......... (10]
St by og=—2
(#—3)f==—2
PRy SN o Y P
r=341iy2

Har har vardera roten en reell del, namligen 3, och
en imagindr, nimligen 1}z eller —iy'2. Nir den
ena delen dr recll och den andra imaginar, kallas ta-
let komplext. TElkv. (1) — (8) ha siledes reella rot-
ter, varav de 7 {drsta ekv. ha sina rotter rationelly
och den 8:e har dem irrationella. I (g) dro rdt-
terna imaginira, i (10) komplexa.

87



Vi atergd nu till exemplet om stemnen, men anta-
ga 1 stallet, att den slumgas lodrdtt uppdt med en
hastighet av 19,6 m. pr sek. Nir har den ndit
hijden o m.?

Vi rikna hastigheten positivt uppat.  Att hastig-
heten nedat under en sek. dkas med 9,8 m. pr sek.
innebir ju, att hast. uppdt minskas med lika myc-
ket och sidledes pd ¢ sek. minskas med ,8¢ m. pr
sek., varfor vi fa foijande tabell:

Begyvunelsehast. Sluthast. Medelhast.
10,6 1M, (19,6—8 )y m.  (19,6——4,gf) m.
prosek. pr sck. pr sek.

Den vig pi e m., som tillryggaligges pi ¢ sek, iir
ju t ggr medelhast., och ekv. blir

t(19,6—4.9t) —ua
o=—a—1I0.60+ 4,91

och, om vi vid divisionen med 4,5 skriva hogra
membrum {Orst,

r—ygt+ L =0

4.4

@
ettt 4=a4——
419
e
f—2==4\/4——
\’4 410

r’( (14

f:zi ."[ R,
& 4.9

Nu kunna vi tdnka oss oliks hojder och fi dir-
vid 10]). tider, om vi 1 varje slutresultat skriva
den Lkortare tiden forst,

28




1) a= 9,8;i:2i]/47—72=2+ Gtzil,m;

{1 = 0,59; &= 3,41.
2) a=1l4rit=z24Y4—3=2-4i;4=1; 4=13.

3) a=196;f=240; d. v.s. # ==fH==2

4) a=245;t=2Y4—5==247

Stenen har sdlunda uppnatt hojden g,8 m. efter
0,59 sek. pd uppvigen och 3,41 sek. pd nedvigen.
For hojden 14,7 m. ha tiderna ryckt nirmare varand-
ra och svaret blivit efter 1 sek. pd uppvigen och 3
sek. pad nedvigen. 1 friga om 19,6 m. rycka tider-
na fullstindigt ihop och sammanfalia, d. v. s. dit
kotmmer stenen blott en ging och vinder dir. Allt-
s4 ndr den aldrig hojden 24,5 m., och intet reelit
svar erhdlles {6r densamma, ttan svaret blir kom-
plext eller 1at oss siga verklighetsframmande,

Ur exempelsamlingen erhillas nu flera problem,
vilka kunna i6sas cfter de anvisningar, vi i det fi-
regdende givit. Sedan erforderlig vana crhillits,
kunna vi gd till en ekvation med bokstdver i stillet
for siffror till kocfficienter.

eller

Vi tdnka oss har, att p och g iro bekanta tal och »

rx

skall sokas. Rékningarna bli, eftersom = ir enk-
2

fa produkten.
#ppr =l
? 4 1 7
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Sist erhéllna formel (ric) giller alitid, vare sig p
och ¢ dro positiva eller negativa, och den, som har
lingvarig Gvning med ekvationer av andra graden,
kan utan ait {6rlora sin matematiska tankefGrmaga
viga gi genviagen och vid losningen av en ckv, av
andra graden anvinda formeln, om han bryr sig
om det.

I’n annan sak. Om rétterna till en ekvation iro
x, och x,, miste vi ha

(x—ax) (¥ — &) ;o ceeen. (12)

vare sig vi géra x — x, eller ¥~—ux,, ty 1 vartdera
fallet blir endera faktorn = o och siledes produk-
ten eller vinstra membrum=—o0. Denna ckv, miste
f6ljaktiigen vara samma en som den givna. Lfter
hopmultiplicering f& vi var ekvation att bli

#— (&, x) ¥ + &, 5, =0.

Detta giller om wilken ekvation ev andra graden
som helst, varfoér vi i foljande regel. Om koef-
licienten for #2 dr 1, ir koefficlenten for ¥ = sum-
wman av volterng med omby#t tecken, och v ha tred-
je termen= produkien av rétterne. Ha vi list en
ekvation, t. ex, {5), kunna vi medelst denna upp-
tickt prova, om vi raknat ritt, Har aro rotterna
—2 och — 3 cller summan — g, vilket ir = koeff.
for andra termen med indrat tecken. TProdukten
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av—2 och—3 dr -6, vilket tydligen ir=tred-
je termen. Skola vi préva svaren pd ckv. (8) eller
{10) enligt denna metod, komma vi lattast till rot-
ternas produkt genom formeln

(a+b) (a-—b)==a> 17

I (8) blir silunda rotternas produkt

7HVsr 7—=Vs7. 7P—Ws7" 49—s7_
z 2 4 4

och genom att 1 (8) minska vartdera membrum med
2 i vi dven tredje termen att vara — 2.

1 (10) Dblir rotternas produkt
(3+2V2) 3V 2)=0 — iy 2i* =
=g—2.—=0—2 (—1)==g+fz2=1T,

sdledes = tredje termen. [ vardera ckvationen er-
hilles rotternas summa latt, d& de positiva och de
negativa rotuttrycken taga ut varandra,

TI.
Ha vi ekvationer av andra graden med flera aobe-
kanta eller elvationer av hogre grad n andra, finns

det ej nigon metod, som duger for alla fall, men
vi skola taga nigra exempel, dir 16sning dr mojlig.

I. id en rektongulir donm dr vigen lings ka-
fen fran ett hirn fll del motsatta 83 m, och vatten-

vagen lings diagonalen 50 wm. DBerikna dammens
fingd och bredd.

G



Ar langden x m, och bredden v ., fi vi

r+y=83. . .......... .. (a)
samt enligt pytagoreiska safsen
7 YT =3481 (b)

Nu ger (a) citer kvadrering
x4 2 xy+ v =83*=— 0889,

och genom att darifrin subtrahera (b) erhdlles

2xry==3408. ... . ... ..... {c)

samt genom att minska (b) med (c)
r—zay4+yi=73.... ... ... (d)
v or— == 73 =85 (e)

Av (a) och (e) fd vi
A ==q5,75; ¥— 3725

Vi jamna av dessa virden till hela meter, varvid
damuntens lingd blir 46 m. och dess bredd 37 .

Nir vi 1 (e) drogo roten ur ekv. (d), anvande
vi den positiva roten. Hade yi tagit den negativa,
s8 hade Dblott virdena pd x och y blivit omkastade,
. v. 5. lingd och bredd omkastade men resultatet
likviil blivit detsamma.

2. Vi lanka oss 1 stdllet ekv.
¥ —yt=2q
r+y—r12

(Genom att dividera férsta eky. med den andra er-
halles

Fy—y=2

A=y Y=



[ 3. at—i1zx* 4 27=0.
Vi sitta
==y
oyt —12y4-27=0,
varav erbdlles

¥M=9; ¥:73.

-9

Siledes antingen

=09, r—43
cller
Ate=3; r=4- l/g_
I Vi fa hiar 4 rotter, vilket var att vinta vid en
4:e gradens ekvation.
4. 2 —z2x*+ 3r=-o0.
s Hir ar pdtagligt, att dven vinstra membrwmn blir
| — o fér x=0.
Vi i silunda cn rot

x, =0

J Ar ¢ x=0, kuna vi dividera med x och er-
| hilla dérvid

¥'—2x+3=0
| Py S Vo
f t,=T1-i})2
v ry=—1—1i 2.

5. ¥—yx*4gr—2=—o

Hiar uppticka vi Iitt genom att pd forsdk ersiitta
x med 1, att en rot ir
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vilket varde tydligen gir vinstra membrum=—o.
D3 bor detta vinstra membrum vara {(x—1) ggr
en annan faktor,® villken faktor vi erhilla genom att
dividera vinstra membrum med & — 1, varvid vi
finna, att

Byt gr—2=(xr—1)(x*—32r42)
V{r—1) (2 —3xr - 2)=0.
I"or att produkten skall bli noll, miste endera fak-
torn vara = 0. Fdrsta faktorn = o ger oss den
rot, vi redan erbhallit. Nu dterstdr
rP—3r-H-2=0
A, /2 A, =—1,
Forsta och tredje roten bii hiir lika.  Jir. (7)
sid &4,
6. 6+ 527 —384° 4 sx4-6=0.

Denna ckvation Ar symmetrisk, i det aft {orsta och
sista termen har samma koefficient, likasi niist
forsta och nist sista. lin dylik elvation dividera
vi med 2% sd att vi {3 symmetri dven 1 {riga om
exponenterna.

6a75r— 38+ 14+ S =0

< 6fet ) s s )= s

och efter okning med 6.2 fir att f4 jamn kvadrat
inom forsta parentesen

1 Jir ekv. (12) sid. go.
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[ 1] ‘ I
6, (1 + 2+ 1_) +3 (-"+ _1): 30
eller med inférande av
=3 + —I
y=: P

¢ hy*4-5y=350

| Hir kunna vi genom insattning 1 ekvationen

priva, om virdena stimma. Dirjiimte kunna vi ge
akt pd, att den givna ckvationen efter divisionen
med x? blivit symmetriskk med avseende pid & och

. —,sd att ekvationen blir oférindrad, om vi byta ut
x
| S, .. .
x mot — ., Siledes bora vi kunna utbyta ¥ =2 mot

1 I -
x=—och x==—3 mot x==——, utan att vanstra
2 e
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membrum dndrar virde, d. v. s duger =2 och
S o L [
xy=——3, s bir ocksi w==—-och r=—=— — duga.
2 3

Detta gor det dven utan kontroll higst sannolikg,
att vi raknat ritt.

En annan sak kunna vi lakttaga har. 1 fallet a)
dr rotternas summa=— 2} och deras produkt 1. D4
hehéver man knappast 16sa ckv. pd vanligt sitt,
E

utan man ser genast, att virdena 2 och ha

H
2

nimnda summa och produkt och diridér méste vara

de stkta ritterna. 1 b} ser man likasd, att — 34

skall vara summan av rétterna och + 1 produkten,
I

samt att summan av—-3 och— —dr—-31 ach pro-

dukten av —3 och ——adr-} 1, varfor rotterna

o 1 o o N
méste vara — 3 och — —.  5i erhallas ritterna utan

direkt utrikning.

¥ P — gt =08 L {a)

Dividera vi pd forsck (#°—y*) med (¥—y), finna
vi, att

¥r—yt=(r—y) (& +xy+ ")

o —y) (¢ ay 4 yF) =08

I denna ekvation ir enligt (b) férsta faktorn i
vinstrag membrum=—z2, varfér andra faktorn méste
vara 49, siledes

2y ' =40



_ - —

Efter kvadrermg ger (b)

x—2xy yt=4q,

och genom att subtrahera denna ekv. frin foreg.
crhélles

Jx¥y=45
¥y =13
a2y 4y =49 4-15-=064
r-y=+38

Vi fa har tvd fall:
a) ¥ 5 y==8
r—y=—z2
X =5; ¥y ==3.
by ¥+ y—-—8

r—y—2
P =30 =5

8. stheaxrty—xty—a2avi 4 yi=13 .. (a)
ay-byi=a13. .00 (b)

Har giller det att fi med gradtalet till andra
graden, varfér vi forsdka, om vanstra membrum
i (b) gér jimnt upp i vinstra membrum i (a).
(Genom att wtfora divisionen finna vi, att

M—2rty —atyt—2ay |yt =
= (#* by 3% (#—3 23457
WAy 4yt (P 3wy Ryt =13 ()

Eftersom vi ha
# byt =13
miste andra faktorn i (¢) vara =1, d. v. 5.
- gav b vr==1.. . {d)
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Skiilnaden mellan (b) och (d) blir
4xy=—1I2
AY=3
och genom addition hirav tll (b)
2 z2ay - yi=16
oo ye=+44
Likasd crhilles, om vi subtrahera
3¥Y=—9
frin (b)

A—2ay 4+ yP=4
Vor—y=—d- 2.

Vi {4 hir 4 fall:

a) b)

rfy=4 ¥Hy=4

¥—y=2z ¥yr—y——2z

=3 nh=I Fo—=—1; ¥:=3

¢) d)

ry=-—4 rty=—9

r—y—2=z x y=—2

=TI Ys——3 H=—3 =1L
g. ! — 1247 16=0.

Har betrakta vi 22 som obekant, varfér vi enligt
forut genomgingen metod fa

A2=6=+Vz20
" r=+{6+) 20

Men detta uitryck gir att forenkla, Forst en jim-
forelse,

g8




Vs+Vsr=3+2V1s+3=842V1;5
s eVis =V +1 s

Uttrycket
V8215

kan siledes forenklas, si att vi slippa dubbla rot-
mirken, Tor att fa veta, om det uttryck pd x, vi
erhillit, kan forenklas pi liknande sitt, skriva vi

Ve+vzo=Vat+V4
v 6+V20=a42yai+ 4

Skola @ och b vara rationella tal, {3 vi de ratio-
nella delarna 1 vartdera membrum lika och rot-
uttrycken lika, d. v. s
a+b=56
2 ]/aé = ]/20
S dab=20
a*+ z2ab 4+ b*=236
— 4 ab=——z0
*at-—zab -+ bE=16,
Da det dr likgiltigt, om vi lita ¢ eller b vara det
storre talet, kunna vi antaga, att ¢ ar storre, var-
for vi f3

a—b=-}-4,
varjdmte vi ha
a+t+b=6
Sa=35; b=1

e+ Y20 =15 41,
90



PA samma sitt £ vi

\6—“]/5= Vs—1.
Cr==+[5 1)

Det blir hir fyra rétter, vilket vi vinta av en 4:e
gradens ekvation, nimligen

—flzl/g_+1;
H=V5—1;

Ay = — ]/75 - 1;
=y —1.
10, ¥t qat=2I.
[Tar sitta vi
=y
SECREPPE
W=3Y——7
x==£V3
eller
r—= ]/?.
II. \/ffzsj_. o2 \f‘/x';: 6 41 —o,

Vi sdtta

/ 5 .
\/ a2 —T— 6 7

IGO0




L L ST £ TR -
U e
V=Y, ——2

El) { 5_1—
\/1‘13._'_6_—}1171
s¢
246

¥—rgxr+t+o6=0

Xy EE 3 =2,

P
b) \/.' sx _
SEE N
Hir kunde vi i ytterligare tva w-varden, men vi
miste forkasta dem och néja oss med de tvd {0r-
sta, emedan vi med roten ur ett tal mena den posi-
tiva roten och silunda

—

i

/ 5 3
V 28 -T— 6

ej kan vara ——-z.



Kap. L
Nir vi ha
10" =100
eller
10* — 1000

kailas exponenten lagaritm, séledes

log 100=2
vilket utlases logaritmen for 100 lika med 2! Li-
kasa

log 1000 =—13.

I ovanstdende uttryck benimnes talet 1o bas. Ock-
sa andra tal in 10 kunna anvindas som bas, t. ex.
22=8
2t =16
3 blir di logaritmen f&r 8 och 4 blir logaritmen fér
16 med 2z till bas. Men vid praktiska rikningar
hegagnas 10 alltid som bas, varfér vi i det fol-
jande hilla oss till to-logaritmerna. For alt se,

hur vi kunna {3 logaritmer for olika positiva tal,
skriva vi till en borjan upp potenserna

1 Forvidxla cj tal och logaritm. DA vi ha log 100 =2,
ir 2 logaritmen och 100 talet. Vi siiga ju logaritmen fér
(talet) 100 och ej att logaritmen ar roo.
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10% == 160000

10 =— 10000
10— 1000
10f =100
0l=10

Varje ging vi minska exponenten med t, blir hir
talet 10 ggr si ltet. DA Ar det likas& skill att med
10° meng 10 ginger si litet som 10', siledes
107 =1,

1'3 samma satt kunna vi fortsittta och minska expo-
nenten il — 1, —2 0. s v. samt for varje gang
gora falel 1o ger s litet, alltsd

10 '==0,

10T P =0,01

10"_3 = 0,001
S4 f3 vi mening i dven negativa heital som expo-
nenter elier logaritmer. Ty som sagt lita vi orden
exponent och logaritm betyda samma sak, varfér vi
i stillet fér ovanstiende kunna skriva

log 100000=75

log 10000 == 4

fog roco=3

log 1o00=2

log rto=1

logr=o

logop—=——1

logoor=—2

IOg Op01 ——3

Hittills ha vi blott talt om hela tal som logaritmer.
arvid se vi, att ju storre tal vi ha,- desto stdrre
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blir logaritmen. o,; t. ex. dr mer dn ©,01, och mot-
svarande logaritm —1 dr mer 8n — 2. 1 féljande
kap. f4 vi emellertid lira oss, vad vi mena med att
upphoja 10 till ett brik. Silunda sdtta vi

10t =10

Varfor vi géra det, sknla vi som sagt 1 16lj. kap.
forklara, och lisaren fir ge sig till tils H1l dess
och i vintan pa utredningen lita pd, att det ligger
nidgot fornuft dven 1 att upphdja 10 till ett deci-
malbrik och t. ex. skriva

2,168%
107 =573
eller

log 593 =2,5582.

Men som sagt, ju stGree tal vi ha, desto storre ir
logaritmen. Och eftersom

1000 = 573 > 100*

0¥ > 373 > 10°

bor 573 vara 1o upphdjt till mer dn 2 men mindre
an 3, d. v. s. till ett tal, vilket kan skrivas som 2
hela och nigra decimaler. Dessa decimaler erhil-
las ur en tabell. Nu finnas olika tabeller med olika
noggrannhet, d. v. s. Jir logaritmerna iro utrik-
nade med fler cller firre decimaler. 1 vanliga fall
kan det rdcka med g-stillige logaritmer, d. v. s,
med 4 decimaler atriknade, sdisom 1 [fedstrdm och
Rendahl, Riknetabeller, som vi hir komma att an-

! Tecknet >  betyder stérre #n, liksom < betyder
mindre in. Vi forviaxla e dessa beteckningar med var-

andra om vi ge akt pd, att spetsen alltid dr vind mot det
mindre talet.
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vinda. Skola vi sika logaritmen i6r 373, ge vi
akt pa, att vi dar ha 57 tiotal och 3 ental. SId vi
upp sid. 2—3 i nidmnda tabeller, finna vi lait de
87 tiotalen i vinstra kanten under ordet “Tal” och
de 3 entalen Gverst efter ordet "Tal”. Inuti tabel-
len stir mantissen, varmed vi mena logaritmens
decimaler. Att karaktiristikan® eller heltalsdelen av
logaritmen &r 2, ha vi nyss riknat ut sjilva. Man-
tissan till 573 stir 1 tabellen rakt till héger om nyss
nimnda 57 tiotal och rakt under de tre entalen och
befinnes siledes enligt tabellen vara 7582, 4. v. s
vi ha 7582 tiotusendelar forutom de 2 hela, silunda

log 573+ 2.5582
cller
27588
10" =573
D4 tabellerna blott ge log {6r 3-siffriga fal, ar
det klokast att taga nigra flera exempel just pd
tresiffriga tal och slé upp logaritmen ifdr dem. Sc-
dan erforderlig Svning hirvidlag vunnits, gd vi till

= log 340s83‘

Kilersom talet 340,83 4r mer an 100 men ej 1000,
ir logaritmen 2 hela och ndgot mer.  De overskju-
tande decimalerna f3 vi ur tabellen, som ger

log340=2,5315 ....cooonnn (D)
log34T=2,5328 ............ (2)

1 Fgrvaxla ej orden karaktiristika och mantissa. Ka-
raktaristikan karaktiriserar talet genom att ange dess
storleksordning. I +&rt exempel upplyser logaritmens
karaktaristika eller 2:an, att 373 karaktiiriseras av ait vara
100-tal.  Om karaktarisukan i legaritmen ar 3, anger den,
att motsvarande tal ir 1000-tRl. O, = v
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Niar talet dkas frin 340 till 341, d. v. 5. med 1,
okas tydligen logaritmen med 13 tlotusendelar eller
mantissan med 13. Undersoka vi 1 tabellen dkning-
en av Jogaritmerna {6r féregiende och efteritlian-
de tal, finna vi, att nar talet okas med 1, {. ex.
iran 334 till 335 eller frdn 343 till 344, Okas man-
tissan standigt med 13 cller i det niirmaste med 13,
om vi ¢j gd fér langt bort frin 340. Okningen
sker sAlunda tillrdckligt likformgt, for att vi skola
kunna antaga, att nir talet ékas med 0,83 1 stillet
for 1, okas mantissan ¢j med 13 utan bloit med 0,33
darav. D3 mantissan wtgdres av tiotusendelar, skall
alltsd log 340 Gkas med

0,83 .13 tiotusendelar— 11 tiotusendelar

eller mantissan med 17, om vi Jimna av log 1ill tio-
fusendelar. Vi fi silunda

log 340,83 =2,5315 -+ 0,001 = 2,5326.

Sld nu upp och beridkna nigra logaritmer fdr tal
med tre heltalssiffror och en eller tvd decimaler.
Gi dirpd igenom cller spar till senare féljande me-
tad.

T stallet ior att utfora multiplikationen 0,83.13
lunna vi anvinda sidotabellerna till héger om loga-
ritmerna. [ingst ned pd sid. 2z finna vi den tabell,
som ger uss de olika tiondelarna av 13, varfér ta-
bellen har 13 till rubrik. Dir se vi, att 0,5. 13—
==10,4 och 0,3.13= 3,9, siledes 0,03. 13 =0,39. Ge-
nom addition finna vi. att Skningen av mantissan ar

0,83.13=10,4 4~ 0,39= 10,79

eller efter avkortningen rr. Sedan blir tankeging-
en densamma som nyss. Man kan alltsi berikna
dkningen av mantissan bidde med och wutan side-
tabellerna.
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Hade talet innehdliit samma siffror men decimal-
kommat varit placerat annorlunda eller intet deci-
mallkomuna funnits, utan vi 1 stillet kanske haft en
cller flera nollor efterit, si hade mantissan blivit
densamma men karaltiristikan en annan. Betrai-
fande logaritmer f0r rena tiotal ha vi sett, att om
talet multipliceras med 10, tkas logaritmen med T,
och om talet divideras med 10, minskas logaritmen
med 1. Denna regel giller ocksd {6r andra tal
Nar vi nyss funnit, att den fjirde av nedanstiende
likheter ar riktig, maste silunda dven de Gvriga
vara det, vilket vi litt s¢ genom att gi steg for
steg uppdi och nedit frin den [jirde,

; log 340830==5,5326
log 34083 ==4,3326
log 3408,3==3.5326
log 340,83 = 2,5326
log 34,083 =1,3326
IOg 34083 = 03326
Nir nilsta ging logaritmen gires en enhet mindre,
ar det bekvAmast att skriva
10g 0,54083 =0,5326, — 1!
och likasid
log 0,034083 = 0,5326 — 2
n. 8. v. 5S4 fi vl dven bAr 1 mantissan behilla de
siffror, tabellen ger, vilket mediér enklare rikning-
ar, an om vi skulle gira oss det onddiga besviret
1 Det Dlir tydligen lika mycket, om vi 1 stallet skriva
log ©,34083 =9,5326— To.
Men den. beteckningen behdva vi ej hir, atan i pidpcka

saken for dem, som elterdt Amna sysska med trigonoe-
metri.
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att rikna ut skillnaden mellan den positiva och den
negativa termen i logaritmen.

Forsok nu att sli upp log f6r flera tal med 4
eller 5 virdesiffror. Av ovanstiende framgdr, att
vi for att berakna mantissan blott behova uppsoka
talets tvi forsta siffror i vinstra kanten och den
tredje 1 Gversta raden, oberoende av vilken talsort
de dro. Deras talsort inverkar blott pd karakti-
ristitkan och ej pd mantissan.

Men antag, att vi i stillet ha logaritmen given
och soka talet, t. ex,

log x=2,4435.

Enligt det {oregicende se vi, att eftersom logarit-
men ligger mellan 2 och 3, ligger talet mellan 100
och 1000 och ar siledes tresiffrigt. Nu leta vi i
tabellen reda pd de mantissor, som komma nirmast
under och narmast dver 4738, varvid vi finna

2728=log2gy ,........... (3)
2a742==log2g8 ............ (4)

Utga vi frin (3), skall dir mantissan okas med
T4, ndr talet vixer frin 340 till 341 eller ndr det
okas med 1. Men mantissan skall blott 6kas med 10

Cfor att bli=logx, varfér motsvarande okning av

talet 297 endast blir

.1.9 =0,714

14
for att vi skola komma 6ll ». Medtaga vi endast
en decimal, blir svarct

¥ =207 + 0,7 =207.7.

Och vi inse utan svdrighet, att vi hora néja oss med
en decimal. Det dr ndmligen ldtt att rikna ut, att
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tabellen ger samma varde pd den fyrstilliga loga-
ritmen for 297,68 och {6r 297,74, d. v. s. skillnaden
mellan logaritmerna for nimnda tal ar si liten, alt
den férst kan framtrida med femstilliga logarit-
mer. Detta innebir, att 2¢7,; blott behéver vara
ungefdr riktigt.

| Ynligt det fdregiende ha vi

log 100 - log 1000 =2+ 3= 5= log 100000

d. v. s. addera vi logaritmerna fér 100 och 1000,
' fi vi logaritmen [Or 100.1000. 1Or att se, om
motsvarande alltid giiller, sld vi upp

'| 1082=0,3010 - urcriiiann (1)
| log7=—08451 - ... ... (2)
x | log14==T0a61. .. ... cvvvn.. (3)

Genom addition av (1) och {2) finna vi, om vi
jamfora med (3), att
fog2 -+ logy=log 14
~Taga vi i stiillet andra tal, ge tabellerna t. ex.
log 3 + log 8==1log 24
log 4+ logy=1log 36
log 3+ log 4+ logy =1log 84
0. 8. v. Fortsatta vi forstken, finna vi standigt,
att summan ov logaritmerna for talen dr=—Iloga-

4
ritmen for tolens produkt.
Nej, svarar nigon, det stimmer Intc riktigt,
Nar jag forséker med 2 och 3 samt deras produkt
6, blir i log & mantissan 1 [6r mycket.
Medgives. AMen det beror pi att en logaritm,
109
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utiryckt 1 decimaler, ¢ brukar bli fullstindigt rik-

tg, utan efier de fyra siffrorna skulle hur minga

som helst kunna utriknas. Och di kan man genom

avkortningen ibland fi nigot {o6r myvcket, sisom i

log 6, ibland {for litet, sdsom i log 2 och log 3. Men

detta spelar ingen roll vid vira rikningar.
Uttrveken (1) - (3) visa dven, att

log 1g—logy=lng 2
d. v. s
log 14— logr=log (14 : 7).

Férsék med andra tal ge samma resultat, varfdr
vi se, alt ndr vi minske log for dividenden (eller
taljaren} med log for divisorn (eller ndmnaren),
fé vi lag for kvoten (eller bréket).

Vi ha nu valt enkla och litt kontrollerade exem-
pel for att upptacka vira regler. Sedan Aterstdr att
se, vilken nytta vi ha av dem. Vi bdrja med fol-
jande excmpel:

X==2113.4,372.

Hiar ge tabellerna ass fakiorcrnas logaritmer, som
vi kunna summera, citersom log & enligt det sagda
miste vara=1log 21,13+ log 4,372,

]Og 2I,13=1,3249
log 4,372=0,6407
log x = 1,9656

Nu visa tabeilerna, om vi som ovan stka motsva-
rande talet till 1,0656, alt

r=02,38.

D§ ovanstiende addition av Ingaritmerna gir mye-
ket fortare dn att multiplicera de givna talen, fin-
na vi med hjilp av logaritmerne produkten mycket
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bekvimare in med en vanlig multiplikation. Likasd
blir en division bekvim att rikna ut medelst loga-
ritmer, som vi nu skola visa. VI tinka oss i stil-
let for nyss

X =2T,13 1 4,372.

Iir f4 vi subtrahera logaritmerna:

log21,|3= 1,3249
—log 4,372 = —0,6407
logx  =—=0,6842

xr=—4,833.

Ett mera invecklat exempel:

— 22,04 * 3,272
0,6595

Genom addition av logaritmerna f6r tiljarens
faktorer (jfr rikn. hdr nedan) f4 vi tdljarens loga-
ritm att vara I,8480. Om vi ville, kunde vi i tabel-
len se efter, hur stor tiljaren dr. Men det intres-
serar oss inle, d& vi i vira rikningar ¢j behdva
tiljaren utan blott dess logaritm for att minska
med nimnarens logaritm, varfér vi skriva

log 22,04=1,3432
log 3,272 = 10,5148

1,8580

—log 0,655 —=—0,8162 1"
log # = 2,035%
A+ ==10G,35

1 Di log 0,0503 :.0,8192—-1 och detta varde skall sub-
traheras, draga vi ifrdn 1 for mycket genom att subtra-
hera 08192, varfor vi maste lagga till 1 igen.
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vilket virde ldtiast erhilles ur tabellen sid 32-—33 i
Hedstrém och Rendahl 1 stillet {or sid, 2—3, som
vi anvinda i de flesta fall, d. v. s. di talet ¢j bor-
jar med 10. Det kunde . 6. ha rickt att uttrycka
x med 4 siffror, men da blir sista siffiran lika nara
3 som 4, varfor man gir medelvigen genom att
aven sitta Hll femman.
Fitt annat exempel:

0= 0,31424.

ITar ha vi 4 lika faktorer att multiplicera thop, var-
for det blir 4 lika logaritmer att addera, siledes
log #=4.log0,3142=4 . {0y497: — 1) =
== 1,0888 — 4 = 0,0888 — 3
= 0,009745-

Visserligen skulle ctt fullt noggrant svar innehilla
16 decimaler, di » ar produkten av 4 faktorer,
vardera med 4 decimaler. Men 1 praktiken ir det
fulit tillrickligt med de 6, som vi hir fi medelst
tabellerna.

Likasd kunna vi draga kvadratroten, tredje, fjir-
de, femte roten o. s, v. ur ett tal, sisom

3/
A= ¥ 0O,1219
S rt=0,1219
log xP= ](Jg O,1219

3logxr=logo,iz1g

1 I
log v = Elog Oyiz19 = — (0.0860 — 1)=
ol

1
= — (2,0860 —_— ’5’} = 0653 — 1
3
X = 0,4958.

itz



Fjirde ledet har aovan ar lampligt att taga med
for att slippa dubbla decimalbrik vid divisionen

med 3.
1 nista kap. behova vi tionde och tiotusende ro-
ten ur 10, varfor vi forst beritkna

0/
a== \" 10,
Pi samma sitt som nyss crhilles:
x¥=10
cloga=logio=1
ologr=—1

log 4 ==0,1000

XN e= 11259
i
. \. 10— [’259_

Motsvarande rakningar ge (se Hedstrom o. Ren-
dahl sid. 2 och sid. 32)

10000
e 10

10000 log =1
10gx=0,ooot

10000 §
r= 10 = L,00023.

Kap. 2.

I det ibregiende ha vi genom undersokning av
tabellerna {unnit lagarna {8r logaritmriilkningen.
Men nu dlerstir att ge cn matematisk utredning,
varfor de gilla. Vidarc dterstdr att avgira, vad
vi mena med en potens cller dignitet dir ett brak
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ar exponent och siledes logaritm. 10% betyder ju
z fakterer 10, varfér 16" barde betyda en halv
faktor 1o, men det fdrefaller meningslost att tala
om en halv faktor, Vi maste hitta pa nigon for-
nuftig mening i 1¢™, Foér den skull gora vi iol-
jande overenskommelse. Lika vil som vi 1

J 10°, 10° = 10°

adderg exponenterna vid mulliplikation av telen,
lika val bestimma vi oss f6r alt lita 10  be-
tyda ett sd stort tal, att vi fi

0540,5

10". 10" =10 =10'=10.

Di {6rsta membrum ar—{jirde, kunna vi skriva
(10" =10.

10 Detyder silunda det tal, vars kvadrat ar 1o,
eller kvadratrolen ur 10, som vi nimnt i i0reg.
lap.
10 =) 10=3,162"
eller
0,5 = log 3,162

I3 samma sitt kunna vi 1 likbet med nyss gjorda
dverenskommelse skriva
loﬂ,l R IOU,I . Ioﬂ.l (tio faktOI’er) — IO\I,!. {Aﬂ:i... +0,3: IO]_

ta, "
et — \‘;10: Iagg*
log I,250==0,1.,

* Hir mi pipckas, att iven (— Y10)2 =10, men det &r
mest prakiiskt att med To®® mena den positiva rotemn.

2 Om man hade obegrinsad tid, kunde man genom att
multiplicera ihop To [aktorer 1,250 kontrollera att produk-
ten blir ctt tal, som kan avkortas till 1o, Men vi till-

rida ingen forsdket, di vi med hjilp av logaritmer finna
namnda produki ciindligt mycket laitare,
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Det blir atldeles oférandrad tankeging med tio-
tusen faktorer 10" nch vi kunna satta

[[QIUI1 10000 2 1y

00c 4~

V10 = Loooz2z. ..., (1)

' log I,00023==00001.

1o
oML _
107 —

i Hir ha vi ulan att fraga lasaren om lov tittat
[ i facit” och tagit logaritmtabellerna till hjilp for
att 14 reda pd tionde och tiotusende rotterna ur 10,
Men virt resonemang bidde hittills och : fortsitt-
ningen blir i alla fall fullt bindande, ty om i stil-
let I,000234 eller vilket annat tal som helst vore
lagom stort for att multiplicerat med sig sjdlvt
10000 ggr bli 10, hade vi blott att 1 vara rakningar
byta ut rooo23 mot det ritta talet, och vi skulle fa
fullstindigt samma tankeging.

Om  vi muitiplicera ihop t. ex. 6341 [aktorer

ro®™ ar det limpligt att beteckna produkten
{10"’0001)“”=200’u3“ . . (2)
eller \
Tooo23 ' =10™* (3)

! Darmed ge vi sadan mening &t 1o™™" att vi fort-
farande fd addera exponenterna vid multiplikation,
Av dessa uftryek dr (2) det absolut noggranna,
' da I,ce023 dr avkortat. Vi medtaga dock dven (3)
for att gora tankegingen &skiidligare. Antag nu,
] att vi ha tillrickligt minga decimaler i I,00023 {61
att fa ett svar, noggrant pd tre decimaler, om vi
multiplicera thop 6341 dylika faktorer. Di skulle

vi fa

10" == 1,00023%% == {,306 . .. .. ... (4)

Dock tillrida vi ej heller hir nigon att sfka utféra
dessa orimligt tidsddande multiplikationer. 1 stillet
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fi vi av logaritmtabellerna veta, att produkten i
(4) dr den nktiga, d. v. s. att

06341 =10g4.306 ............ (5)

Med hjglp av hogre matematik, 4n vi pd vart sta-
divm kunna forstd, dr det nimligen mdjligt att pi
lingt bekvdmare st dn genom niimnda 6341 mul-
tiplikationer rikna ut, att (3) eller det dirmed Iik-
tydiga uttrycket (4) mdiste galla, ivensom att Ov-
riga logaritmer 1 tabellen dro riktiga.

Om vi1 (2) och (3) satta exponenten till 26341,
leder motsvarande resonemang, som vi se, med
hjilp av forklaringen sirax eiterdt, till
20000

7,631 8341

10 =—=1I ,0002326”“ = I,00023

100. 4,306 ==430,6 ..v.v.. .. (6,

- Loooz3

emedan de 26341 faktorerna i andra ledet kununa
delas upp 1 20000 och 6341 siycken faktorer, si-
som vi skrivit i tredje ledet, och produkten av de
20000 faktorerna ar
N Jovow T N
Looo23*"" == ({10} *"""*=10"=100

samt produkten av de 6341 faktorerna erhillas av
(4). Eftersom logaritm och exponent dr samma
sak, kunna vi i stallet {or forsta och sista ledet i
(6) skriva

2631 =log 4306 ............ ()
Avensd innebir ullrycket
0 G341 G341 —20000

10 fo= I,00023
alt vi ha 6341 faktorer I,ocoz; och [d dividera med
20006 dylika faktorer, séledes

[O[]J‘-&H 2 — I,OOOZS’IHV” s ’000232(){10(1 —_— 4,3(36 : IOO J——

FT=004300 ¢ (3)
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eller
O,6391 — 2= 1(_‘)g Q04306 .+ - .o (9)

D4 dessa exempet valts fullkomligt godtyckligt,
kunna vi inligga mening 1 att anvinda vilka posi-
tiva eller negativa brik som helst till exponenter cl-
ler logaritmer. Vi fi dirmed bekriftelse pa, att om
cxponenten cller logavibmen dkas eller minskas med
2, d. v 5. med log 100, $& multipliceras resp. divi-
deras tolet med 100, Motsvarande giller, om expo-
ucnten dkas cller minskas med vilket helt tal som
helst. Det inses pd samma sitt. ,

Nu aterstir att visa, varfor lagarna for logaritm-
rikningen gilia, iven om ingendera logaritmen &r
ett helt tal, t. ex. om vi ha

E=0,4170. 43,06 « - e vurnn {10)
Tabellerna ge
log 04199 =0,6211— T ... ...... (11)
och
log43.06=T,6541........... (12)

Alltsa ar enligt den forklaring, vi ovan givit pi en
logaritm,

4$211--1 62131 10000

0,4179:100‘ == I,o0023

och

1.6341 16241

43,00=10"" = T,00023

Genom nsdttning hitrav 1 (10) erhilles 1 likhet med
firegiende

50,4175 . 43,06 = 1,0002302“‘_'100”” . 1’0002316541 —
== T,00023% 120000 TIBG ) D 1 e
log y =0,6211 -1+ 1,6341....... (13)



Med stéd av (10} — (12) ger (13)
log {04179 . 43,06} == 10g 0,4179 +10g 43.06 (14)

Logaritmen fir produkten dr sdlunda — sumwman
av logaritmerna for faktorcrua. Samma tankeging
kan nimligen upprepas med vilka positiva tal som
helst, varfér vi kunna sitta

log o+ log b =1log ab, (15)

dar @ vch b fi vara vilka positiva tal som helst,
Infdra vi beteckningen

ab=c,
sd blir

och (15) ger
loga—log ——logt
4

log —:=logc—loga. (16)
a

Harav fdljer, ait logaritmen for en kvot dr—lo-
garitmen for dividenden minskad wmed logarilmen
fir divisorn. Siledes ha vi fatt bekriftelse pd vara
logaritmlagar.
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Proportionalitet

T vidstiende figur dela vi linjen .15 i 6 lika sto-
ra delar och draga frin delningspunkterna linjer
parallella med BC. Dessa dela dven AC 1 6 lika
delar, vilket man gcometriskt kan bevisa, cller ock-
si kan man genom milning dvertyga sig om, att
aven AC:s delar aro lika, som vi silunda forut-
satta att vt veta. Den, som vill bevisa saken, kan
ha ledning av de prickade linjerna och trianglarnas
kongruens samt likheten mellan motstiende sidor i
en parallcllogram.

By e
)Z‘-ﬁ
' Rl
Hir ha vi
AB,=2 AR
ach
AC,=2 AC,

AB. ir silunda lika stor del av AB som AC, av
AC. Tinka vi pd ~BC, si avskar den med basen
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BC parallella linjen B,C; Lka stor brikdel av AB
och av AC, nimligen % av vardera. e evskurna
delarne AB; och AC; sigas nu vave proportionelic
mot sidorna AB och AC. De &ro ju {drminskade
1 semma proportion, ndmligen proportionen eller
forhallandet 5 till 6 eller 5:6. ILikasd kunna givet-
vis ett par storheter Okas 1 samma proportion, si-
som om vi dragit den med B( parallella linjen
ntaniér triangeln.
Vi ha allisd
4B,  AG
AB  AC”

cftersom vartdera briket 1 (1) é’lr%, och att de fyra

linjerna &ro proportionella utsiges genom (I).

I praktiken ha vi kartan som cxempel pa pro-
portionalitet. Avstdndet mellan tvd orter pd kar-
tan ir alltid lika stor del av motsvarande avstind
pd jordytan, vilka punkter vi dn vilja — eller at-
minstone 8i nira lika stor del, som det ir méjligt
att dstadkomma pd kartan, fastin jordytan ar bulk-
tig och kartan plan. Men den felkillan spelar sé
liten roll, att vi kunna betrakta kartan som en pro-
portionellt I6rminskad bild av jordytan. Och om
en stricka pd karten dr 1. ex. 4/7 av en annan, si
ar ocksa i verkligheten den fdrra strickan 4/7 av
den senare.

Proportionen mellan ett avstind pd kartan och
jordytan benimnes skole. T4 generalstabens karta
motsvaras I km. av T em. Varje lingd ir siledes
100000 ginger sd liten pd kartan, och skalan #r

1: 100000,



I fysiken ha vi itskilliga exempel pd proportio-
nalitet, sdsom gasers fryck och tidthet. Val giller
hir samma sak som vad vi nyss sade om kartan,
niamligen att proportionaliteten ej idr Iullstindig,
men den ir £8r en och samma gas fullstindigarc
vid hogre temperatur och fér olika gaser fullstin-
digare ju svArare gasen Ar att fortdta till vitska.
Siledes ar proportionaliteten vid vanlig temperatur
s gott som fullstindig for luft, d. v. s. syre och
kvive, men ej {6r vattendnga. Vi valja darfor
[uft som exempel,

Vid normalt barometerstind, d. v. 8. da kvicksil-
verpelaren i barometern stir pd 960 mm., viger 1
liter o-gradig luft 1,295 gr., och 760 mm. tryck si-
ges utgdra en atmosfiar. Pi ett laboratorium kan
man fordubbla trycket till 2 atm. eller 2. 760 mm.,
tredubbla det till 3 atm. eller 3.700 mm. 0. s V.
Vid 2 atm. pressas Juften thop, sd att v lit. vager
2.1,203=2,58 gr. Vid 3 atm. blir vikten
3.1,203=23.85q gr. Sdledes dr titheten — cller
vikten av 1 ht. — proportionell mot trycket.

Men vi kunna hilla oss till ligre tryck. Okas

trycket frin 760 till #68 mm., s& blir det ;_g«: av

d_et u_rsprungliga, och dd Dbhir pd grund av propor-
tionaliteten fven specifika vikten, d. v. s. vikten i

gram av 1 lifer,
768
760 9T T

Ha vi en liter luft vid 1 atm., och okas trycket
till 2 eller 3 atm., sd pressas var luftmingd ihop il
I I o o g
—, resp. — 1. Nar vi silunda fa dividera volymen

3
med samma tal, varmed vi multiplicera trycleet, sa-
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ges volymen vara omuwdnt proportionel] mot trye-

ket, Okas trycket frin 760 till 768 mm., si blir

det som sagt —— ggr si stort, och dd blir den ur-

260
i . . Lt B I
sprungliga litern av var luft e, BBr s liten,
7
d. v. s
768 760
760 768

Ett annat omrdde, som ger oss exempel pa pro-
portionalitet, dr gkustiken eller ljudiiran, Vid ett
piang eller en fiol miste varje string spannas la-
gom f6r att ge den ritta tonhéjden, d. v. s. ut-
sinda det ritta antalet ljudvigor pr sekund, sd att
orat uppfattar den 6nskade tonen. Ju mer vi skru-
va at en dylik string, desto stdrre blir dess spin-
ning, och desto hogre blir tonen, d. v. s. desto stir-
re blir svingningstalet. Men vi ha en apparat,
monokordet, vid vilken vi 1 stillet kunna &stad-
komma stringens spiuning genom att 1 dess ema
inda hinga upp den viki, vi dnska. Ju tyngre vikt,
desto starkare spinning och desto flera svingning-
ar pr sekund. Men svingningstalet berar dessutom
av stringens lingd, diameter och specifika vikt. Vi
tinka oss dessa tre faktorer vid vir string avpas-
sade sd, att en belasining av 1 kg. ger ett sving-
ningstal av 435 (pr sek.) eller den s. k. normal-
tonen (a). Andra vi spanningen, d. v. s. den pi-
hangda vikten, visar det sig, som vi finna 1 fysiken,
att vi fA foljande resultat:

Spanning. Svingningstal.
0,25 kg. 2175:0:5-43521/0,25-435
05 ., 30,5=0707.435=Y} 0,5.435
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L kg 435

L2, 6I5=T,414-435 = 2.435
3 . 753s5=1732-435°=) 3.435
4 . Sjo==z.435=—V4.435

Svingningstalet dr hir tydhigen proportioncllt
mot kvadrotrolen wr spinmingen, Om vi silunda
veta, att spinningen vid nyss nimnda string ar 7,3
kg., kunna vi berikna svingningstalet tll

V7.3 435 =270z - 435 == 11735,

Likasd 1ar oss {ysiken, att svingningstalet ar om-
viint proportionellt mot stringens lingd, mot dess
diameter och mot kvadratroten ur dess specifika
vikt. Utbyta vi silunda vir string mot en annan
med dubbelt si stor lingd, hilften sd stor {jucklek
och 4 glnger si stor spec. vikt men spanningen
fortfarande 7,3 kg, fi vi dividera sviangningstalet
1175 med 2z pd grund av att stringens lingd blir
2 ggr si stor, vidare med oz, emedan stringen fir
0,5 ggr si stor genomskirning, och med V4, efter-
som spec. vikten fyrdubblas, varfér svingnings-
talet blir

1175
2:0,5 "/4

Hir ovan angivna svingningstal dro dock mer av-
kortade dn ett musikaliskt Ora skulle godkinna.
Frin elektriciteisiiran taga vi f8ljande cxempel.
Om vi koppla in cn koppartrid av viss lingd i ett
elektriskt clement, t. ex. elementet frén en fick-
lampa, fir den elekiriska sirdmmen en viss styrka,
t. ex. 1 ampére (uttulas ampir med tonvikten pd 4).
Hur mycket en ampére dr, kunna vi ej hir inldta

=587,
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0ss pd, men det ir den enhet, vari stromstyrkan
mites, Taga vi en lika lang koppartrad som nyss
men med dobbelt si stor genomskirningsyta, kan
dubbelt s& mycket elektricitet {lyta fram pr sekund,
och stromstyrkan blir 2 amptre (férkortat: amp.}.?
(Gores tridens genomslidirningsyta 3 eller 3,5 gdnger
si stor, blir stromstyrkan 3 amp., resp. 3,5 amp.
Stramstyrkan dr sdlunda proportioncll wmot tridens
genomskdrning, forutsatt att vir koppartrdd stin-
digt har samma lingd.

T regel ar tridens genomskirning cirkelrund. Har
en cirkel dubbelt eller tredubbelt si stor radie, ar
dess vta 4, resp. ¢ ginger si stor. Vi ha sdledes
genomskirningsytan proportionell mot kvadraten pd
radien. Dirmed blir ocksd stromstyrkan propor-
Honell mot kvadraten pi rodien.

Nu tinka vi oss ddremot, att trddens tjocklek ar
den ursprungliga men dess lingd fordubblas. En
dubbelt si ling koppartrdd g6r dubbelt sd stort
motstind mot den elektriska strémmen, och blott
hilften si mycket elektricitet kan flyta fram pr se-
kund. Stromstyrkan minskas silunda frin 1 amp.
till 1 amp. Ar triden 3 ggr sd ling som frin bor-
jan, blir stromstyrkan 3 ginger si liten, d. v. s.
1/3 amp. eller 0,57 amp. FEftersom strémstyrkan
minskas 1 samma proportion, som tridens lingd
Skas, Ar stromstyrkan omednt proporiionell mot tri-
dens lingd.

Nir tridens lingd férdubblas, blir det som sagt
dubbelt si svirt att driva fram elektriciteten, var-
i6r vi saga, alt motstdndet f6rdubblas, Motstindet
ar foljaktligen proportionellt mot tridens lingd.
Fordubblas i stallet tridens snittyta, fir elektrici-

1 Egentligen horde dven clementet dndras, si att clek-

triciteten dubbelt =8 I3t kommer fram dven dir. Men
vi se bort frdn den lilla felkillan,
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teten bloft hilften si svart att komma fram, varfor
motstindet halveras. Motstindet ar sélunde om-
vint proportionellt mot tridens genomskirmngsyta,
Den enhet, vari vi mita motstindet, benimnes oftin.
Nu slippa olika kroppar olika ldtt fram den elekt-
riska strommen, och kvicksilver har det minsta
motstindet. Fran bérjan var det meningen att lita
en oftin betyda motstindet hos en kvicksilverpelare
av 7 m, lingd och 1 kvmm. genomskirning vid 1°,
ehuru detla blott ungefdr stammer, di man hade
mindre {ullkomliga mitningsmetoder pa den tid i
det fastslogs hur mycket 1 ohm skulle vara.

Motstdndet vid 0° C av en kropp med en langd
av 1 m, och en genomskirning av 1 kvmm. bendm-
nes kroppens specifike ledmingsmotstind. Vi aniora
ndgra cxempel hdrpd.

Amne Specifikt ledningsmotstand
Silver (Ag) 0,015 Ohm,
Koppar (Cu) 0,017
B])’ (Pb) 0,20 ”
Kvicksilver {Hg) 0,943

Nu kunna vi berdkna motstandet hos en koppar-
trid av lingden 17,3 m. och genomskirningen 1,;
lvmm. Vore trddens Iingd 1 m. ock dess genom-
skirning en kvmm., si vore motstindet enligt vir
tabell 0,017 ohm. Eftersom motstindet ar propor-
tionellt mot langden, ar det for en trdd av 17,3 nu
lingd och 1 kvmm. genomskiirning

17,3 0017 =0,2941 ohm.
Mar triden vdmnda lingd och 1,2 kvmm. genom-
skirning, blir motstindet 1,2 ggr si litet som nyss,

eftersom motstandet dr omvint proportionellt mot
genomsnittet, siledes:
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L/y3 -0, 17
1,2

V1 overgd nu frin berikningen av motstdnd till

att berikna stromstyrkan. Vi tanka oss, att vi i

ctt och samma element utbyta triden mot en trdd

med dubbelt si stort motstind. D4 kan blott hilf-

ten sd mycket elektricitet komma fram pr sekund,

och stromsiyrkan bilr halften si stor. Var den

forut 3 amp., blir den nu 1,5 amp. Taga vi en

trad med 3,4 ggr sd stort motstind, blir stromstyr-
kan 3,4 ggr si liten eller

= 0,24351 Ohm,

-—=—0,88 amp.

3)4
Detta innebiar, att sirdmsiyrkan Gy omuint propor-
tionell wot motstandet.

Men vi kunna ocksi 1 stallet for virt element an-
vinda ett annat, dubbelt si kraftigt. DA drives
dubbelt si mycket strém fram, d. v. s stromstyr-
kan fordubblas, forutsatt att samma ledningstrad
anvindes. Och det finns olika slags element av
olika styrka, férutom att elekirisk strom kan alst-
ras av andra apparater dn elektriska clement. Den
styrka, varmed energikillan producerar elektricitet,
benimmnes elektrisk spdnning eller potential och
mites i wolf. Enhcten £6r volt har i samband med
enheterna for ampere och ohm valts si, att wed I
volt menas den spinning, som dr lagowm stark fir
att alstra en strim p& 1 amp. vid elt motstdnd av
1 ohm. Och ju starkare spinning, desto starkare
strom, sd att strémstyrkan dv proportionell wot
spawnmingen. Ha vi ett motstind pd 1 ohm, alstrar
saledes en spinning pi 1,z volt en stromstyrka pa
L,y ampere. Men med en trdd pd 2z ohms mot-
stind ger en spinning pd 1,; ohm hilften si stor
stromstyrka elier
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1, X
—5:0,_7 5 atpeére,
2 ;

eftersom stromstyrkan dr omvint proportionell mot
motstindet.  Anvinda vi i stillet ovan ndmnda
trid med motstindet 0,24g1 ohm, fi vi ersitta z
med 0,2451 i ndmnaren {Or att i den omvinda pro-
portionaliteten, och stromstyrkan blir med 1,5 volt
spanning

L5

== {12 amp.
0,2451 ’

I nasta kap. fi4 vi exempel pd att proporiionerna
blott kunna goras ungefir riktiga, emedan vi maste
avjimna svaren till hela tal,



Proporiionella val

Vi tinka oss elt val, t. ex. till riksdagen. Och
vi antaga att cn valkrets skall satta il 10 vepre-
scnianger, samt att vi na tvd listor med tio namn
pd vardera. Den ena fir 6Goo rdster, den andra
400. Enligt den gamla metoden med majoritetsval
ansdgs, att di var och en av de tic pd den forra
listan hade flera rdster dn ndgon pd den senare,
hade de forsinamnda tio i hdgre grad valminnens
fortroende och méaste dirfor bli valda. Vid de pro-
portionella valen dr tankegdngen, att varje lista bdr
fa sdita in representanter i proportion mot sitt ros-
tetal, siledes kriver rattvisan, att de 6oo valminnen
ii 6 mandat, de 400 valmidnnen 4 mandat.

Sa enkel dr dock saken c¢j i praktiken, di rdste-
talen ej bli jAmna mangfalder av platserna. Om
vi fortfarande tinka oss 1000 réster men 654 pd
den ena Distan och 346 pd den andra, sd finge vi
proportionalitet genom att den idrra tillsatie 6,c4
platser och den andra 3.46. DA blir irfgan, om vi
skola jimna av till ¥ och 3 platser eller 6 och 4.
Den, som angivit en metod att 16sa dylika problem.
ir den belgiske professorn IVHondt, vars metod
antagits dven i svensk lag med atskilliga jamkning-
ar. Vi skola nu gd igenom ett exempel pi ett si-
dant val.

Dirvid ha vi {rst att tala om partibeteckningen.
Om t. ex. en hilgerman ej fir in nagon eller ej si
minga av dem han réstar pd, férutsattes han i alla
fall vara mer beléten med att 3 en hégerman frin
en annan lista vald 8n t ex. cn socialist. For att
de rdstande av ett parti skola kunna hilla tillsam-
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mans och hjalpa varandra, utsiites partibeteckning
over namnen pd listan. Och det kan hinda, att fri-
sinnade m. fl. hellre samarbeta med higern in med
arbetarpartiet. D3 kunna de enas om gemensam
kartellbeteckmng cller dverpartibeteckning 1 hopp att
dirmed vinna nigon plats it sig sjilva eller ett
narstiende parti. Dessutom kan ett parti dela upp
sig 1 underpartier, vart och ett med sin fraktions-
beteckning, men den saken befatta vi oss ej med 1
idljande exempel, di den ¢j innebdr nigon annan
princip #n mdtten till karteilbeteckning utan blott
leder till ytterligare rikningar av samma slag.

Vi noja oss 1 vart exempel med fyra partier, av
vilka moderata och frisinnade slutit sig tillsam-
mans med kartellbeteckningen "Fram till val” samt
socialdemokrater och kommunister hilla ihop som
"Arbetarpartiet”. Vi antaga, att 10 representanter
skola viljas inom valkreisen. Ar ett parti si stort,
att det har hopp om alla platserna, sitter det upp
12 namn for att i hindelse av fdrfall {for en eller
tvi av de valda ha tvi suppleanter, varom mera
lingre fram. Men i regel gor vissheten om med-
particrnas utsikt till nigra platser, att det ar 1on-
16st att ens komma med 10 namn pa en lista.

Hos de moderata tinka vi oss tvd skilda listor
for att £l exempel pd den saken. Hos socialdema-
kraterna antaga vi att en del strukit firsta och
tredje namnet, si att i verkligheten tvd listor upp-
stitt, en med och en utan dessa namn. Hur lis-
torna se ul, finna vi & sid. 133, Och vi lita dem
ha foljande ristetal.

Fram till val Arbetarpartiet.
Mod. 1 5101 Soc. 1 4213
Mod. 11 2324 Soc. II 2084
Friginn, 2039 Komm. 2177

9554 9374
o Matematik. 129




Hir se vi, aft rostetalet [or vardera kartellen blir
s4 nira lika, att vi kunna vinta oss 3 mandat pa
vartdera hallet. Men vi skola rdkna ut saken nog-
grant. Enligt D'Hondts regel, vars formulering vi
strax komma till, placera vi ett meondat @ faget.
Skulle blott en representant utses, tillkommer den
de borgerliga, d. v. s. "Fram till val”, som har
stérre sammanlagt rostetal dn arbetarna,

Sedan tinka vi oss, att platsernas antal ir tvd,
“Tram till val” har redan fatt en och, om kartellen
dven finge den andra, kunde man siga att hilften
av de 9554 viljarna eller 4777 tillsatte den ena
platsen och de dterstiende 4777 den andra. Men
di kriver rittvisan, att i stillet de ¢374 arbetarna
14 platscn, eftersom de dro fler &n 4777.

Saledes fi de borgerliga forsta platsen och ar-
betarna den andra. Nu antaga vi, att antalet plat-
ser 4r tre, varfér vi av samma skal som nyss rak-
na ut, att halva antalet arbetarrdster ir 4687, Detta
ir mindre 4n halva de borgerligas rdstetal, vilket
vl nyss beriknade, och de borgerliga fi tva platser,
d. v. s. dven plats n:r IIL

Men vart gir plats n:v IV?

Ple borgerliga ha redan fitt platserna T och IIT,
Finge de dessutom n:r IV, erhélle de tre platser,
vilket utgor ¢n plats pd varje tredjedel av deras
valjare, varfor vi dividera deras rostetal med 3. Vid
varje dylik division foreskriver lagen, att vi skola
stanna vid tod dectmaeler och alltid jdmna av neddl,
allis

955413 == 3184,66.

Vil vore det nirmare riktigt att sdtta 7 hundra-
delar, men att aldrig hoja dr bekvimare, och den
lilla férlusten av en hundradels rist kan drabba
det cna partiet lika vdl som det andra. Tydligen
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ir de borgerligas jamfirelserel (si bendmna vi det
tal, vi vid varje tillsittning ha att rikna med, d.
v. 8. har 3184,66) mindre an 4087, vilket vi funno
vara arbetarnas jamidrelsetal, och fjarde platsen
gar till arbetarna.

Den metod, vi hir {oljt, benimnes D' Hondis ve-
gel och innebir, att {6r tillsiitningen av varje plats
ett jiamforelsetal beriknas genom aft divideva par-
tets (kartellens, gruppens eller hstans) ristetal
med en cihet ner dn det antal platser det erhdllic
{d. v. s. med det antal platser vi skola undersika
om det har ritt till) och stindigt lata mandatet gd
dit, dir stivsta jimforelsetalet finmes.

De resultat, vi hittills ndtt {ram till, samman-
fora vi i f6ljande halviirdiga tabell, som vi sedan
skola komplettera. Vi satta ut de olika jimforelse-
talen, vi fingo av partiets rostetal, dettas halft
0. 5. v. Framior ett jimforelsetal skriva vi en
romersk siffra, som anger numret pd den plats, kar-
tellen fdar pd dithorande jamfdrelsetal. Tabellen
blir sdlunda:

Fram (il wval, Arbetarpartiet.
L 9554 11. 9374.
ITT. A777 Iv. 468y
3184,66

Av utrymmesskdl stalla vi upp tabellen forst nu,
nir vi forklara tankegingen. Men vid de prak-
tiska rikningarna sitta vi {orst ut blott jimforelse-
talen 9554 och 9374, sedan jAmidrelsetalet 1777
0. 8. v, allt eftersom de bchévas, (ceh platsnum-
ren sittas ocksd dit eit och ett, si snart vi funnit
dem. Skulle blott fyra platser tillsittas, fa vi tyd-
ligen intet n:r Iramfér det sist tillskrivna talet
3184,66, emedan fjirde platsen i stillet gir till arbe-
tarna. Men vid tillsittningen av {emte platsen ha
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de borgerliga nyita av nimnda tal, vilket vi sc om
vi fortsitta rikmingarna och dividera arbetarnas
rostetal med 3 som i tabellen hiar nedan, Darpid
utféra vi divisionerna steg fOr steg enligt I¥Hondts
regel och sitta ut platsnomren, tills tabellen far
foljande utseende:

Fram till wval Arbetarpartiet.
L 9554 IL 9374
111, a77y IV, 4687
V. 318466 V1. 3124,66
VII. 2383,¢ VIII. 23435
IX, I910,8 x. 1874,8
1592,33

Tabellen visar tydligen, att fem mandat komma pé
vartdera hillet. Vi ha nu férst att {ordela de bor-
gerligas fem mandat mellan de moderata och de
frisinnade, varior vi summera rosterna pa de bagge
moderata listorna och skriva upp vartdera partiets
rostetal och efter hand hilften dirav, tredjedclen
och vilka delar som behdvas samt romerska siffrov
som nummer pd de platser, man erkiller pi resp.
jamforelsetal.

Mod. Fris.
1. 9515 IV. zo39
II. 3957, 1010,
III. =z503
V., 1878,75

De moderata {4 salunda 4 platser och de frisin-
nade 1.

Tikasd summera vi rdstetalen pd socialdemokra-
ternas listor och jimféra med kommunisterna samt
utfdra steg for steg erforderliga divisioner.
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Soc.
I 7197
I 35985
III. 2399
V. 17G9,258

Komm.
V. 2177
1088, ;

Socialdemokraterna fi silunda 4 platser och kom-

munisterna I.

Nu Aterstir att se, vilka kandidater inom de olika

partierna bli valda.

Vi tinka oss f6ljande listor

ach upprepa under dem ovan angivna rostetal.

Fram il val
Moderata.

Direktor J. Stahl
Fru Julia A. Andersson
Pastor J. Blomstrand
Major A. Nvgren
Assessor P, Stramvall
Notarien V., Forsell

Fram #il val,
Moderata.
Kapten B. Strom
Froken Anmna K. Norcen
Verkmiastare (5. Lundgren
Fru Sofi ¥. Lind

5191

2324

Frany #Hil wal,
Frisinnade.
Prefessor B. Holm
Lektor H. Svensson
Froken Ester N. Persson
Sergeant F. Nord

Arbetarpartict.
Secdem.

Snickare O. Jansson
Malare F. Andersson
Skomak., P. Johansson
Eroken Vera N. Strém
Lok-i6r. 1. F. Pettersson
Maélare H. Stensson

Arbetarpartiet.
Soc.-dem.
Milare F. Andersson
Froken Vera N, Strom
Lok fér. 1. F. Pettersson
Malare H. Stensson

4213

2084
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Arbetarpartiel.
Kommunister.
Skridderiarh. K. Gusiavs-

SOT
Plitslagare N. Hansson
Brovakt K. Lundstrom

2177

Lagen stadgar, att vid tillsiitning av en plats en-
dasi skall raknas med forste dnmu icke valda nemn
p@ wvarje lista. Forst av de moderale segrar sa-
unda Stihl over Strom med §191 mot 2324, Fir
forsta histan dessutom tillsitta Indersson, som efter
Stahls val dr dess férsta icke walda namn, betyder
det, som vi férut sett, att halva rostetalet eller
2595.5 sitter till henne och andra hilften Stiahl
Hon fir siledes platsen fére Sirom, som blott har
2324 roster. Vi fortsatta {ordelningen fér de mo-
derata cnligt 1¥Hondts regel och utsiitta de valdas
namn inom parcntes.

I g1gr (Stdhi) TTT. 2324 (Strdm)
II. 25955 (Andersson) 1162

IV. 173033 (Blomstrand)

Tre frisinnade f& till sin enda representant Halm,
listans fdrsta namn.

Besviirligare bli rikningarna med socialdemolkra-
ternas fyra plaiser, eftersom deras andra lista upp-
kommit genom strykning av tvd namn pd huvud-
listan. Yorst gir fansson in med higsta jamfd-
rclsetalet.  Att Andersson dven sthr pd stora lis-
tan och siledes samumanlagt har flera rister an
Jansson, kan enligt lag ¢j tagas hinsyn till, ty man
riknar som sagt varje ging endast med forsta icke
valda namn pd Hstan. Men efter Jansson gir An-
dersson in som enda icke valda {érsta namn. Se-
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dan blir frigan, hur mdnga representanter var-
dera listan skall anses ha tillsatt. Andersson kan
sagas ha fitt 4213 2==2106,; rister frin forsta
listan och 2984 frin den andra eller tillsammans
5090,5 toster. Den iérsta listan har sdledes blott
tillsatt en del av honom, namligen

2106,5

O,471.
50Q90,5

Den andra listans andel 1 honom blir

2934
50G0,5

Divisionerna konirolleras genom att summera kvo-
terna. Summan av andelarna bhir dock ej 1, utan
0,99, heroende pi att vi pd vartdera hillet féljt
lagens foreskrift och jimnat av hundradelarna ned-
it.

Huvudhistan har alltsi satt i 1,41 repr. och sir-
listan 0,58, Vi ha nu att undersdka, vilkendera som
har ritt till ndsta plats. d. v. s. om den {orsta har
ratt till 2,4 platser eller den andra till 1,58 Fa
de 4213 valminnen fillsdtta 2,41 platser, blir det

241

valmin pr representant. For den andra listan fa
vi pA samma sitt jAmfdrclsetalet

2984 ean o
1,58

Torsta icke valda namn dir, Strém, har siledes
hogre jamiorelsetal dn Johansson och gir in som
tredje namn. Hade hon fitt mindre jamidrelsetal
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frin listan n:r 2, hade hon ¢j gitt in som n:r 11,
d. v. 5. ingen hidnsyn hade enligt lag kunnat tagas
till att hon dessutom forekommer efter Johansson
pd huvudlistan, emedan man vid varje samman-
rakning blott tanker pA listans forsta annu icke
valda namn.

Till fjirde platsen kommer siriden att sti mmel-
lan Johansson och Dettersson. Den forres jamfa-
relsetal ha vi funnit vara

1748,13

och den senares blir enligt samma resoncmang som
nyss
2084 o

Johansson {fir siledes platsen. Strém miste be-
traktas som obefintlig pid huvudlistan, di hon re-
dan Ar vald utan medverkan av densamma, vitken
dirfior enligt lag ej anses ha tillsait nigon del av
henne.

Scdan aterstdr kommunisterna. De {& en repre-
sentant, alltsi Gustavsson,

Vi ha talt om partiernas sammanslutning till kar-
teller. Detydelsen dirav dr, att nir ett parti far
ett visst antal platser, hade det i allminhet kunnat
fi samma antal med nipot farre réster, och Gver-
skottsrdsterna skulle blott riicka till en brikdel av
en riksdagsman., Men sammanlagda antalet Sver-
skottsrosier for t. ex. de olika horgerliga partierna
kunna stundom f6rsld att inom valkretsen crivra
ett helt mandat frin arbetarna. D4 t. ex. de mo-
derata dels ha hoppet att sjilva f& Sverskottsman-
datet, dels hellre se att ett dylikt gir till de frisin-
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nade dn till arbetarna, &r det naturligt att de sluta
sig tillsammmans hksom att socialdemokrater och
kommunister svara med att gira likadant,

Nu ett cxempel pa val med och utan kartell, da
vi som forut skriva ut under varje partl dels val-
siffror och jamforelsetal, dels framfor varje jaim-
forelsetal mandatets nummer. Vi tinka oss tre
platser ait besatia.

Mod. Fris. Soc. Komm.
I 514 255 IT. 500 III. 258
257 2545

Sammansluta sig maderata och frisinnade, blir re-
sultatet

Fram till val. Sac. Komm.
I 769 1. 509 258
ITT. 3845 254,53

e borgerliga fi sdlunda 2 mandat, vilka bigge en-
ligt farsta tabellen inses tillfalla de moderata, vilka
bli det parti, som vunnit pid sammanslutningen.

Men om arbetarna ocksd cnat sig? Lit oss se,
hur det di géit,

Fram till val Arbetarpartiet.
I. 769 I1. %67
ITT. 384,5 383.3

Arbetarna hade ¢j ratt pA de cnade borgarna. Men
en annan ging kunde siffrorna ha varit sidana, att
de vunnit ett mandat genom .sin kartell. Och 1 28
valkretsar vore det en egendomlig slump, om de
aldrig skulle gora det. Nir lagen ger ritt till kar-
teller, dr det silunda naturligt, att vardera parten
begagnar sig dirav, di man vet, att motparten i alla
fall kan géra det.
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Nu dterstir biott att siga etl par ord om sup-
pleanter, som skola ersitta avglende representanter,

Antinger kunna pia en riksdagsmannalista tvi
suppleanter utsittas fr varje namn, och di bor
naturligivis den forsta av den avgiendes suppiean-
ter 1 fridmsta rumepet komma 1 friga och cndast
vid forfall dven f6r honom des andra. Eller ocksd
forckomma inga personliga suppleanter. I si fallkan
genom eft streck pa listan suppleanterna avskiljas
frin kandidaterna. Men utsittes intet dylikt streck,
betraktas [orsta icke valda namn som férsta sup-
pleant. Och till eftertridare utscs den, vilken fore-
kommer som férsta suppleant pd de flesta av de
valsedlar, som nedlagls i vaiurnan och upptaga den
avgaendes namn.



Aritmetishka sevier

I uttrycket

s=4-+v-}r04+134+10+19+422........ {1a)

ar tydligen skillnaden mellan tvd narliggande ter-
mer alltid 3. S& snart skillnaden mellan en term
och den foregiende stindigt Hr lika, siga vi, att
vi ha en aritmetisk seric. For att berdkna sum-
man enkelt skriva vi scrien forst med termerna
ordnade som ovan och sedan med termerna i om-
vand ordning samt addera, varvid vi fat

s= 44+ 7+10+ .. gz, (1h)
s==22 4+ 19F16F ... g 4L, (2)
z2s—z20F 264204 ... 20420

D termernas antal 4r 7, erhilles

25=1%,20
och

§=7.13=—0I.

Summan av termerna blir sdlunda 91,

Ar serien e fullstindigt utskriven, som den Ar i
{1a), ulan fattas mellantermerna som 1 (1b) cller
(2), beraknas termernas antal silunda. Skillnaden
i (1b) fis omedelbart att vara 3. Sista termen
erhilles genom att oka den {drsta med 18=6.3,

L For att slippa besvarct att skriva ut alla termerna
salta vi en rad punkter, diir vi utlamnat mellantermerna,
men hilla veda pd termernas antal.
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d. v. s. vi {4 sista termen genom att till den forsta
addera 6 ginger skillnaden. D4 vi {4 varje {6l
jande term genom att till den fdreghende addera
skillnaden, innchdra de 6 additionerna, att vi ha 6
termer forutom den fdrsta, siledes 7 termer.

Intet hindrar, att skillnaden i cn aritmetisk seric
ar ett brak cller sdsom 1 (2) ett negativt tal,

Eit exempel. En person skoll vinja sig av med
att réka. Den tobak, han brukat kipa pr vecka, de-
lar han nu upp p& § dagar, niste gding pé o do-
gar o. 5. v. Hils han kommit tll 20 dagar. Dé fir-
mdr han slute. Hur ldng tid tar det att bli kovitl
ovanan?

Summan av dagarna blir

§= 84+ o-t104 ... 419420
s=z20-t19+18-L .... - g4
2s=284-28-L 284 ... L2828

D4 skillnaden ar 1 och 20 ir 12 mer in &, ir ter-

mernas antal 12 férutom den foérsta, d. v. s. 13, och
vi fa

285=13.28
§—13.14—=18z2,

Han behbver 182 dagar
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(reometlriska sevier

T serien
s=2406+18+4+54

it kvoten mellan en term och den iéreglende stan-
digt 3. Nar kvoten sdlunda hela vigen #r den-
samma. saga vi, att vi ha en geometrisk serie. Vi
fa varje term genom ati multiplicera den foregd-
ende med kvoten 3, siledes den tredje genom att
multiplicera den andra med 3 eller multiplicera 3
ginger den forsta med 3, d. v. s. multiplicera den
igrsta med 3.3 eiler 3°. Likasi fi vi den fjarde
genom att multiplicera den férsta med 3° och den
femte genom att muliiplicera den forsta med 3
Ar termernas antal 5, kan foljaktligen serien skri-

vas
s=2+fz2.342.3"F2.37 2.3t ... (1)
s=2464 18| 34+ 162 {1b)

For att herdkna summan multiplicera vi med
kvoten och erhilla dirvid {dljande uttryck:
3s=0-}F 184 5q 1624486 . ... (10)

Minskas (1¢) med (1b), gd mellantermerna i higra
ledet bort, och det Aterstir blott att minska 486
med 2, siledes

eller

25— 486 —2=484
och
Se=242.
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Resultatet hade blivit detsamma, om vi skrivit se-
rien under formen (1) 1 stillet. DA hade vi ge-
nom att hir nedan subtrahera den dvre likheten
fran den undre fatt

I en geometrisk serie kan kvoten dven vara ne
gativ, 1. ex.

se=2—2.3F 2.3 —2. 3% -2t —2.87. .. (2)
Kvoten dr hir— 3, men det iir bekvimast att mul-

tiplicera med -+ 3 och eddera witrycken, varvid rik-
ningarna bli

S=2—2.342.3—2. 3"+ 2.3"—2.3 ,
3 §= 2.3—=2.3*42.3"—z2.34=2.37—2.3"
48=2—2.3%==2—2.72
285—=1—r2g—-—728

5 =—304.

Hade termernas antal varit udda, si hade summan
blivit positiv, vilket latt inses.
Likas& kan kvoten vara ett brik, t. ex. & 1 serien

.c:S+‘2'+%+g+_3'+i (3)

Sublrahera vi serien fran dubbla serien. fa vi
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2s=ro+ 5+ 243432

L o e R SRR
=t — 2 = g2i b
STI0 = = 9FT e (3b)

J-‘

Hade 1 stillet kvoten varit —— 2 att vi haft
2

e Sy 5 5450 5
5==5 _‘+4 8+|6 (4)

2
3z

si hade vi fatt gddera nedanstiende serier:

= 2 2ty 86 32
st 1h— 5_ 55 &
25=10 5—|—2 4+8 p s
_ J
35=1G B
s==35— 2= = 34F= 35 (4b)

I de bida sista exemplen ligger kvoten mellan
-+1 och —1, varav foljer, att termerna bli all
mindre och mindre och komma allt nirmare och
nirmare noll, ju lngre vi fortsiitla serien. I (3)

kunna vi sdfunda sam %:e term tillfoga " och di
34

se vi latt, att summan blott understiger 1o med &
4
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1 statlet for %i (3h). Med dunu en term blir un-

5

derskottet 28 under 10, 0. s. v. Suwmman narmar
12

sig sdlunda mer och mer 10, ju flera termer vi med-
taga, och di siga vi, att 10 ir gransvdrdet, om vi
taga med odndligt manga termer eller gira serien
odudlig. Vi sdtta sdlunda

E 4 &

Punkterna efter sisia termen beteckna har, att se-
rien dr cindlig, och de 1i ej fdrvixlas med ati vi
t. ex. I den Andliga serien (3) satt ut punkter for
att hanvisa till 3:an inom parentesen som nummoer.

Likasi kunna vi gira serien (4) ofndlig. Tor
ait berikna det allminna utirycket av en oindlig
serie tdnka vi oss en scrie med » termer, dar vi
sitta ut punkter 1 stiillet for de ej utskrivna ter-
merna fore agr—:

S=a-aq-tag®+ .. | ap* " . (3)
g5 = agtaq .. agr -+ ao”

lg—ils=ag"—a=alg®—1)
(Genom subtraktion erhilles

alg®—1
S ¢ ) - (5b)
g—1
Ar g << 1, subtrahera vi i stillet den forsta ekv.
fran den andra, och slutresultatet blir
all--g
s=®T (50
T—gq
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I (4) ha vi, om termernas antal dr n,

Gér n mot odndligheten, d. v. s. medtagas allt fler

1A% .
termer, konumer (_, _,\ hur nara noll som helst, och
2

-

vi fA som grinsvirde

-
5 10 .
s = == :3-(T'
T 2—|—I
1+ -

2

Orch vilket virde q &n har mellan - 1 och — 1, kun-
na vi gora #» tillrickligt stort, f6r att g skall ndr-
ma sig o hur mycket som helst, varfor grinsvirdet
av {(3c) for = odndligt blir

43

S = i (5d)
I—q

Sidana odndliga serier, vilkas grinsviirde ir ind-
ligt, beniimnas konvergenta. Om vi dircmot oka
pa termernas antal i (1), vixer summan Gver var-
je grins. DA siges serien vara diwergent. Aven
(2) dr divergent. Visserligen erhilla vi vid fort-
satt summering Omscvis positivt och negativt svar,

men sitffervirdet gir i alla fall mot ofndligheten.
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Sammansatt rinta

T hankerna fir man ett foljande Ar rinta bide
pi det insatta kapitalet och foregdende drs rinta,
sdledes sammansait rdnta. For att beriilkna denna
papeka vi forst, att t, ex, 784,235 kr. pa ett dr cfter
5 % vixer till

I,03. 784,:3 kr.

d. v. s. vi {3 taga 784,23 kr. en hel gang for att fd
med det ursprungliga kapitalet och dessutom fem
hundradels ging fior att fa rintan. Vilket kapital
vi in ha insatt mot 5 9%, fi vi pd samma sitt mul-
tiplicera det med 1,05 f6r att fi veta, vad det vixer
till pd ett &r. Ha vi i stillet 6 %, fi vi multipli-
cera med 1,06. Och motsvarande f6r annan rinte-
fot.

Vi tinka oss nu, att vi sitta in 00 kr, vid bér-
jan av ett 4r mot 5§ %. D4 ha vi vid idrets slut

I,035.500 kr.

vilket tydligen ocksi ir kap. vid andra drets bor-
jan och ytterligare bor multipliceras med 1,05, om
vi vilja veta kap. vid andra Arets slut, varvid vi i

:[,US2 . 500 kt.

S3 kunna vi fortsatta dr for ar och [& fér varje
ir en ny faktar Y,0;. Vi uppstiilla dirfdr f6ljande
tabell, dir vi {6r likformigheiens skull siga efter
o ar i stallet far i borjan,
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Eiter o ar 500 kr.
Iy I!OS '500 i

4 2, I,o52.500 0
w3 n Log*. 500 ,.

2 0 I,05%. 500

For att {3 reda pid 1,05' begapna vi Hedsirim
och Rendalil, Riknetabeller, dir vi under rubriken
"Rintefaktorernas digniteter” finna utriknat med
4 decimaler det belopp, vartill en krona vixer mot
vlika rintesatser pd 1—50 ar. Vi skulie i vart ex.
ha, vad kroman vixer till efter 5 % pi 4 ar. Vi
taga Artalet 4 1 vinstra kanten under "Ar” och gh
dirifrin rakt &t hdiger, tills vi komma miit under
5 %, som stir i Oversta raden. D4 se vi, att

1,05421,2155 ]{I'.

QOch 300 kr. vixer pa samma tid till 500 gar si
mycket eller

1os*. 500=1,2155 . 500 = 007,75 kr.

Vi skola nu. lira oss berdkna, vad frliga insatser
pa ett givet belopp f6rrantas till. Darvid mi lisa-
ren efter behag utfdra limpliga multiplikationer
och divisioner med eller utan logaritmer,! di dock
sista siffran i vartdera fallet kan bli olika pd grund
av olika avkortningar.

6oo kr. inséitas mot 5,5 % wvarje dr fr. 6. m. 1
jan. 1021 t. o. wm. I fan. 1037. Vad har insdttaren
tll godo 1 jam. 10317

Den {6rsta insdttningen forrdntas pd 1o ar till
T,055"°.600 kr. Den andra stir hlott inne 1 9 &r

1 Erforderliga logaritmer finnas aven & sidan cfter
rantcfaktorernas dignitcter i Hedstrém och Rendahl
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och vixer till 1,035".000 kr. 0. 5. v. Den nist
sista fOrrintas pd 1 r till I,055.000 kr. 1den sisia
forrantas ej alis. Vi fi silunda, om vi ¢j skriva
ut mellantermerna,

§= I,0355". 000 - 1,055". 000 -} -]~
-+ 1,055 . 600 4 HoO.
Hir ha vi tydligen en geometrisk serie.  (Genom att
multipiicera med T,0¢5 och . §. utidra de rikning-
ar, vi forut lart oss vid gecometriska serier, fi wvi

1,033 s—1,035" -60041,055'"-600+ ...~} 1,055-600
s Loss" 600+ ... 41,683 Aoa—4 600

"’ 0,053 §= 1,033 -600 — GO0 = I.802: - GO0— HOO ==
= 0,8021 + 600 = 481,26.

Hir behova vi blott rikna med fGrsta och femte
leden, vilka vi multiplicera med 200 {0r att {4 bort
decimalkommat.

11 §=9gbH252
. §=8750,18 kr.

Dock bor piapekas, att detta belopp ej éar fullt
riktigt, emedan vi £&6r tillrdcklig noggrannhet be-
hivt mer an fyra decimaler i tabellerna. TDetta
galler dven om beriikningarna i nista kapitel.

For att kontrollera, om vi riaknat ungefdr ritt,
ma vi betanka, att vi p4 10 ir hunnit géra 11 1n-
sittningar, nimligen en vid bdrfan av vart och ett
av de 10 dren 1921—30 och en elite vid slutet av
det tionde aret eller borjan av ig31. Kapitalet ar
sdledes

1T . 600 = 606600 kr.

och rantan Aaterstoden eller 8750,18--06o0o=
=2150,18 kr.
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D3 den {drsta insatsen enligt tabellen okats med
drygt 70 % pi de 10 dren, de féljande med mindre
och den sista ej alls, ser det rimligt ut, att sum-
man dkats med 2150 kr., d. v. s. med inemot en
iredjedel eller med drygt 30 % av vira 6600 kr.
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A m oo v t e v 7 n o

Ej sallan bruka lin gildas genom regelbundna
avbetalningar eller s. k. amorteringar, varvid in-
betalaingen ofta sker en giang om dret men ocksi
kan verkstillas t. ex. halvirsvis. NAagra exempcl
pi dylik amortering.

1. Vi ldna rooo kr. 31 dec. 1930 mot 6 G och
avbetala drliigen 200 kr. fr. 0. m. 31 dec. 1935 Hur
stoy dr skulden 31 dec. 1940¢

Fér att svara hidrpd ha vi att berikna, dels vad
sjalva skulden utan amorteringen hade vuxit till
31 dec. 1040, dels vad de olika avbetalningarna
vuxit till da.

Skulden hade tydligen utan avbetalning vuxit till
T1,06'. 1000 kr. Den f6rsta avbetalningen pid zoo kr.
sker 1935 och dr lka mycket viird som 1,06° . 200 kr.
inbetalda &r 1940, vilket belopp vi fi draga ifran
skulden. {ivriga avbeialningar tinka vi ass likasi
farrintade till 1040, siledes resp. pd 4, 2, T och
o ar, mnnan vi draga ifrdn dem. Darvid blir dter-
staden av skulden

1,06'0. 1000— 1,06%. 200 — ¥,06*.200 — ... —
1,06.200—200 —— (1)

Ur tabellen fi vi

I,06" . T000 == I,7g08 . 000 = 1%Q0,8n kr... (2)
Didrifran skola vi draga
= L,06" . 200-}-1,06% . 200} ... . -} I,06. 2004200,
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vilken summa vi berikna som f6rut:

1,06 § = Y,06% . 200-}- 106" . 200 . .. .} 1,06.200
£= In6". 200-}....-41,06.200-4-200
0,06 § — 1,06" . 200 — 200=—1,4185 . 200 — 200 =
= 04185 . 200
6 8= 41.85 . 200 ()
I 5 1z k
$=— .4I,8:.200=1305 kr (4)

Av (1) se vi, att dterstiende skulden erhilles ge-
nom att minska linet jimte rinta, som vi ha i (2),
med amorteringarna jimte rinta, vilka vi finna i
{4), varfor dferstdende skulden blir

1790,80 — 1395 = 395,80 kr.

2. Om 1 fireglende exempel avbelalmingorna
fortsitie, hur snart dr ldnet slutbetalt?

I deita fall se vi tydligen, att tvd avbetalningar
pad 200 kr. ej ricka till att ticka en skuld pd 395
kr. jamie rinta, ulan ait en mindre avbetalning
dessutom krives 3 ar efter 1940 eller 31 dec. 1943
Men {6r Ovnings skull beriikna vi direkt, hur ling
amorteringstid erfordras. Forsta avbetalningen
sker 31 dec. 1935. Vi antaga nu, att sista avbetal-
ningen sker x ir efter nimnda datum och siledes
{x-}-5) ar cfter lincts tagande. DA fi vi skulden
jimte rdnta att vara

F=1,06""'5. 1000kr.

Genom uppdelning av de (x -+ 5) faktorerna 1,06
i tvi grupper pi resp. x och § stycken erhilla vi
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£ = 1,06"T5. 1000 = I.06%+ 1,06% 1000 —
= I,06% 1,3382-1000 = 1,06%+1338,20 kr. . .(I)

DA den forsta amorteringen pi 2o0o kr. forrintas i
x fr, den andra i (#—1) &r 0. s v., blir summan
av amorteringarna jimte ranta

§ = 1,06% 2004 T,06% %, 200} . ... 41,06 .200-200

ach

1,668 = T,067 %200 - 1,06% 200 4 1,067 - 200}
+ -+ 1,66- 200

0,065 = 1,067+ 200 — 200 = 1,06%- 1,06 - 200 —
— 200 = 1,06% - 212 — 200

eller genom multiplikation med 5o
35 = 1i,06% 10000 — 10000 —  (2)

Eftersom skulden it slutbetald, ar Aven 3 ggr det
forrintade kap. cller 32=3s, och vi {4 enligt (1)
och (2)
1,06"- 4014,6 = 1,06"- 10600 — 10000
o= T,06'6585,4 - 10000

10000
= 1,518,

Nu ger tabellen ungefar
To6" = T,50; 1,06° == 1,59,

varfor x miste ligga mellan % och &, d. v. s. det ir
for litet att siuta avbetainingarna pd 200 kr. 7 ir
efter 1935 cller 1942 men 16r mycket att betala
200 kr. dven 31 dec. 1943. IfGljaktligen skall min-
dre in 200 kr. betalas sistnimnda dag.

Men hur mycket skall di hetalas?
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For att {4 svar bhirpd gora vi {orst 1 (1), ex. 2,
=8 varvid vi fi

k=—1,06"".1000==2,133. 1000 == 2133 kr.

sS4 stor dr allisi skulden jimte rinla. Tinka vi oss
uu, alt vi hetala 200 kr. t. o, m. 3t dec. 10943, fi
vi virdet av sammanlagda avbetalningarna, forran-
tade till denna dag, om vi 1 (2) sitta ¥=—38.

5= — (1,06%. 1,06 . 10000 — 10000) ==
= — (1,06" . 10000 — 10000)
3
= (1,68g5 . 10000 — 10000) = —0,68q5 . 10000 =
)

£ 6895 = 229833 kr,

Overbetalningen blir s@iledes
s—k-—=2208 33— 2133 =165,33 kr.,
d. v. s. vi ha ritt att pd vdra 200 kr. sista gingen

fa tillbaka 163,33 kr. och hade sdlunda di blott be-
hévt betala

3467 kr.

Detta virde dr dock ej fullt noggrant, emedan
uttrycken i tabellerna dro avkortade.

3. Antag nu, att i stillet amorteringssumman ar
obckant sisom i féljande exempel: 1000 kr Idnas
d. 31 dec. 1030 mol 6 G och skall dterbetalas med
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lika stort belopp 31 dec. varl och eft av de 6 dren
1035—1940. Hur stort dr detta belopp?
Enligt {2) i ex. 1 vixer sjalva lanet pi 10 ir till

k=1700,80 kr (a)

Avbetalas arligen » kr., kan man liksom 1 ex. 1
berilna summan av amorteringarna jimte rinta
men utbyta 200 mot x, allisd

S=I,06°. 2+ Tost. x4 ... 4106 .2} 2

Hir kunde rikningarna ske pd vanligt sitt, men
nar vi av (3), ex. 1, ldtt fd summan av en dylik
serie, ehuru blott med den alikheten, att hiir 200
bor ersattas med x, kunna vi direkt skriva

s=—-41 80 — (h)

(Genom att sdtta kap. jimte rinta (a) — summan av
avbetalningarna jamte rinta (b) {3 vi

I
7)-41,85,1‘ = 1790,8a
= 256375)

d. v. s. vi {4 &rligen inbetala 256,55 kr. Mera prak-
tiskt dr dock att jamna av summan uppit (. ex.
tll 260 kr., di i stillet sista amorteringsbeloppet
blir ndgot mindre. Och &n en ging md pipekas,
att det sist erhillna svaret liksom Atskilliga féregi-
ende e} dro noggranna pa Oret, di rintefaktorerna
iro avkortade.
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[nnehallsforteckning

Forord

Elvationer med en obeckant

IEkvationer med tvd eller {lera obekanta . ...

Bokstavsrikning, Hela tal
Bokstavsrikning. Brik
Kvadratrétter 1

Kvadratrotter., I1.

Ekvationer av andra och hogre grad. 1
Ekvationer av andra och hdgre grad. 11
LogaritmerL

Logaritmer. 11

Proportionalitet
Proportionclia val
Aritmetiska  serier
(ieomeiriska serier
Sammansatt rinta
Amortering

80

91
102
113
119
128
139
141
146
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