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Severin Johansson erholl ar 1922 av Regeringen upp-
draget att utarbeta ett forslag till omorganisation av
matematikundervisningen vid landets lirdomsskolor. Den
niarmaste orsaken hértill var det mycket uppmérksam-
made foredrag, Johansson hade hallit vid forskarmotet
foregiende sommar. Det dréjde emellertid fem ér innan
Johansson formadde sig att utléra det givna uppdraget.
Orsaken till det langa drijsmalet var tvivelsutan delvis
kiéinslan av svarighet att sammanfatta den rikedom av
tankar, som smaningom mognat under loppet av de tva
decennier, under wvilka Severin Johansson verkat som
skolldrare, som examinator i studentexamen och som Ii-
rare vid Universitetet, Tekniska IHdgskolan och Abo
Akademi. Delvis pligades han dven av medvetandet, att
han i sin uppfattning om nédvindigheten av en grundlig
omldggning av undervisningens program och metoder
knappast bland sina kolleger hade att pardkna nagot
starkare stod.

Det betdnkande, som slotligen kom till stand, &dr ett
mirkligt dokument. Severin Johansson maélar med bred
pensel i snabba drag. Ifdrgerna dro klara och starka.
Framstallningen sprudlar av liv, medan formella detaljer
behandlas med suverdnt forakt.

Det forslag till revision av den matematiska skolunder-
visningen, som Johansson framfér, har emellertid icke
karaktédren av nagot hugskottsartat infall, utan grundar
sig pAd en under decennier mognad dvertygelse om mdgj-
ligheten av en sidan omliggning av undervisningens
metod och en sadan omstidning av ldrostoifet, att mate-
matiken som laredmne ur elevens synpunkt bleve viisent-
ligt lattare, medan virdet av det inhdmtade matematiska
vetandet samtidigt skulle Gkas.
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Da jag icke 4r matematiker och aldrig verkat som skol-
larare, saknar jag sjilvfallet kompetens att uttala mig
om detaljerna i Severin Johanssons betinkande. Att jag
icke i alla punkter kan omfatta hans mest radikala forslag
saknar sdlunda 1 detta sammanhang varje betydelse.
Daremot tror jag mig dga vissa forutséttningar att riktigt
virdesitta forfattaren och riatt forstd hans intentioner.
Sem skolpilt blev jag bekant med den stringe, 26-rige
magister Johansson, jag mitte docenten Johansson som
examinator i studentexamen och dhdrde som student
hans glinsande forelisningar for att slutligen vid mognare
alder i Rektorn {6r Abo Akademi vinna en av mina nir-
maste vAnner. DMin personliga kiinnedom om halten av
forfattarens andliga arsenal gor att jag med gliadje under-
stitt tanken pA cn publicering av Johanssons hetdnkande
och girna atagit mig att forse detsamma med ett kort
lérord.

Det dr med en viss kinsla av vordnad jag genomlést
detta betdnkande. Severin Johansson hade redan tidigt
kommit i berdring med dc reformmatematiska strivan-
dena 1 utlandet och med oforénderligt intresse fagit del
av all atkomlig litteratur rorande den matematiska under-
visningens problem, Han hade experimenterat med sina
reformidéer pa olika skolstadier och salunda forskaffat
sig en personlig uppfattning om deras virde. Med detta
vetande och denna crfarenhet som bakgrund bildade han
sig steg for steg en klar uppfattning om huru matemati-
ken skulle ldras: »lcke genom regler och dekret skall
matematiken bibringas, utan genom att anvdndas sasom
ett fornultigt uttrycksmedel for tankar och handlingar,
som eljes icke kunna bringas till uttryck.» — Men Johans-
son inskrinkte sig ingalunda till att blott och bart disku-
tera undervisningens metod. Han sig storre pa den upp-
gift, som givits honom. Matematiken skulle icke fa givas
for stor plats i skolundervisningen.

Det star fullt klart for Severin Johansson, att mate-
matiken icke &r skolans enda #mne, och att dess slutliga
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stiallning hor bestdmmas med beaktande av deb suum
cuigue, som hiar bér dga utslagsratt. »Endast den upp-
lysta omtanken om det helas vilgang, det allmint ménsk-
ligas framhavande som motvikt mot ensidigheten kan
hir {4 vara utslaggivande.» Johansson har, med glédande
intresse for skolans sociala uppgift, sokt frigora sig fran
de tvangsforestallningar, vilka fér varje pedagog inom
varje liroimne med nddvindighet upptrida som en foljd
darav, att det invanda lidrostoffet genom inslitning ten-
derar att {ramstd som en nédviandig bestandsdel 1 varje
miéinniskas utdaning, oberoende av huru godtyckligt detta
Jarostoff méjligen sammanbragts.

Ar man icke nog lyhérd, {&r man latt vid genom-
lisandet av Johanssons betiinkande den uppfattningen,
att han ansag den traditionella matematikundervisningen
komplett underhaltig saval med avseende 4 vad som ldr-
des, som dven med avseende 4 undervisningens metod.
S4 var emellertid icke firhallandet. Johansson ansag
utan tvivel i sjdl och hjarta att allt var ganska gott, men
att 1 friga om matematiken endast det bésta var gott
nog. D3 han ansig en radikal forbittring mojlig, borde
denna darfor sjéilvfallet genast och beslutsamt genomidras.

Slutligen nagra ord om Severin Johanssons ovanligt
pregnanta litterdra stil. D& hans tankar mognade till
full klarhet, framstodo de fér honom sjalv med en sa
valdsam relief, att det ovintade spelet mellan ljus cch
skugga ofta utliste hans humoristiska reflexioner. Det
lénar sig att lystra, dia denna humor tridnger fram tiil
ytan. Da Johansson, djupt 6vertygad om det rétta i sin
forkunnelse, wvidrar motstand och invindningar, blir
tonen latt bade arrogant och agressiv. Dirav hir man
dock icke lata sig storas. Det knastrar och viner litet,
da den heliga clden brinner.

Helsingfors i oktober 1938,

Jarl A. Wasasijerna.




INLEDNING.

Uppgiften att utarbeta en plan fér matematikunder-
visningen i landets lardomsskolor stéller oss infoér tvenne
siirskilda problem, om uppgifien tages i sin allméinnaste
fattning. Det giller forst och frimst all taga stiillning
till fragan om omfanget av det matematiska lirostefl,
gsom skall indragas i undervisningen. Men det giller
ocksa att ingd pAd de med detta lirosiolls hibringande
sammanhiingande mctodiska fragorna. Det handlar sa-
lunda om ldrostoff och melod eller pa ell annat sall ut-
tryckt: det galler att utveckla, vad som skall liras och
huru detta skall liras,

Det skall under den fortsatta framstéllningen visa sig,
att dessa bada moment icke dro fran varandra avgrins-
bara. [ sina detaljer sammanhinger visscrligen metodiken
med den pedagogiska erfarenhelen, sidan den hos dem,
som hava sig undervisningen anfoértrodd, utvecklar sig
under arslingl samarbete med eleverna, men i sin synte-
tiska gestaltning &r metoden beroende av den allméinna
syltning, som med ldarostoflets fixerande avses, och ingér
sasom en integrerande bestandsdel 1 kunskapsforradets
uppbyggande.

Vad sjdlva larostotfet vidkommer, handlar det harvid-
lag om [ragan, vilka delar av den vittutgrenade malema-
tiken som skola upptagas pa lirdomsskolans arbets-
program. BDetta &r givetvis icke en [raga, dér den matema-
tiska vetenskapen ensam skall idra ordef. Visserligen
forutsitler dess diskuterande ocksa betydande matema-
tiska insikter. Men lirdomsskolan finnes icke till for
vetenskapens skull. Lika litet kan denna friga cnbart
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laggas i hinderna pa dem som [dretrida matematiken inom
lirdomsskolan.  Den dir ndmligen langt ifrdn en peda-
gogisk specialfraga. Fragan om del matemaliska liro-
stoffet i lardomsskolan &r en friga om lirdomsskolans hela
uppgift. Matematiken kan givetvis dér icke gira ansprak
pd ndgon annan stillning &n den, som fir matematikens
vidkommande betingns av denna uppgifl.

Emellertid ar lirdomsskolan icke, cller bér atminstone
icke vara, nigon isolerad del av undervisningsvisendet i
deltas helhet,  Lardomsskolans och didrmed ocksd den
inom skolan meddelade malematikundervisningens upp-
gift tecknar sig dérfic mel bakgrunden av undervisnin-
gens allménna problem. Vi stillas med andra ord infér
fragan: Vad dr och vad vill skolan?, diar vi under den
syntetiska bendmningen sholan sammanfatta undervis-
ningens tolalitet. Skolans hela problem reser sig infdr
088,

1 higre grad an om Erdomsskolan kan vil sdgas, atl
delta problem icke dr nagot problem, som skall lisas av
specialisler, vare sig vetenskapsmén eller pedagoger. Det
dr etl allméint samhdllsproblem.  Det tillkommer sam-
hillel, ali, givetvis med anlitande av all den sakkunskap i
delatjerna som fran dessa hall kan erbjudas, upplagga
detta sambhdéllsproblens losning sa, att skolan i sin verk-
lighet motsvarar sambiiilels hehov. Dérvid bor samhil-
lets behov fattas 1 sin vidaste bemirkelse sasom tolali-
feten av den utbildning och bildning, som samhillets
materiella och andliga stahilitel och dess [raméatskridande
erfordra.

Nu dr samhillets hehov, pi della siatt fatta®, en histo-
riskl belingad [&releelse, som undergdr forindring med
tiden. Hirav féljer att skolans problem har ctt av tiden
hetingat innehdll, som bor £6lja den allménna utvecklingen
at cller atminstone, dédr en dylik konlinuerlig anpassning
icke ar med forhallandena forenlig, undergid en tidvis
skeende revision, for att skolan icke skall dventyra att
med  sin verksambiel  lillredsstdlla ett samhilishehov,



som icke lingre féreligger, medan betvdelsefulla, av nnet
hetingade uthildnings- och bildningsirigor stanna utom
dess virld.

Min uppgifl fr ju atl svge ett utlatande dver male-
malikuendervisningen i lardemsskolan och inkomma med
eventuella forslag till dess amorganisation. Vi ha nn setd,
hurusom denna uppgilt icke kan lgsgoras [rdn [rdgan om
lirdomsskolans allminna uppgift, vilken i sin tur samman-
hdnger med {ragan om vad jag kallal skolans problem.
Utan klara begrepp i alla dessa {ragor, &r min uppgift
ratt kenturlds och under sidana firhallanden svar ail
lisa. Om jag ater skapar sadana klara hegrepp och lagger
en skolbild till grund f6r min framstdllning, Aventyrar
jag, att den plan jag framligger for matematikundervis-
ningen inom den i deunna allminna skolbild ingaende
lardomsskolan icke skall 1 nuvarande forhillanden ega
den tillimplighet, som viil med uppdraget avses. Jag
vill emellertid redan pi denna punkt firutskicka, att
pad grund av sirskilda omstindigheter de ulvecklingar,
till vilka jag efterhand skall komma ifriga om stoffet
och metoden, ega sin omedelbara anvindbarhet och kunna
betraktas sdsom en revision av matematikundervisningens
slidilning vid den un verkande lardomsskolan sdsom denna
nu fatiar sina uppgifter.

Det kan icke nekas, att en deskriptiv behandling av
var skola stéter pd en del siiregna omstéindigheter, som
sammanhinga med dess hisloriska tillkomst.  Den foreter
en ritt sa heterogen karaktir, diar man i en del enskild-
heter och mahinda i hela dess totalitet har svarl alt
finna resultaten av en [ullstindig genomarbetning av
problemet. Vi ha skolor av skiltande tvp: folkskolan,
fackskolan, Eirdomsskolan, hagskolan., Dc sakna emeller-
tid enligt mitt férmenande det inbordes sammanhang,




som skulle lata dem framtriida sasom bestandsdelar i
samma enhelliga system.  Folkskolun har sin sarskilda
uppgilt. Den forbereder icke fior ldrdomsskolan. Visser-
ligen kan cleven pa en viss punki utgd ur folkskolan och
intrada i lirdomsskolan, men delta markerar ingen konti-
nuerlig inarbetning av kurserna i varandra. Det {innes
dver buvuod ingen firberedelse av denna art [6r lirdoms-
skolan, vilket sakitirhallande som bekant uppkallat det
privata initiativet till grundande av ulom den egenlliga
skolans ram fallande forberedande skolor. En liknande
egenarlad diskontinuitet ha vi att observera ifraga om
fackskolan.  Lércdomsskolan [érbereder icke [or fack-
skolan. Hir édr saklorhallandet angefir detsamma som
vid oOvergangen Irdn folkskolan till ldrdomsskolan, om
man ocksa helecknat det for intriide i fackskolan nodviin-
diga avbrylandet av lirdomsskolevislelsen med ett sir-
skilt namn, mellanskole-examen. Denna mellanskole-
examen helecknar i évrigl icke en genomiénkt examen,
med kurser som avslipals mol varandra med lanke pa
denna examens anviindbarhet, utan kurserna heteckna
endast elt avbrylande av den forllopande, mot andra mél
siktande lirdomsskolekursen. Hégskolan, d. v. s. tek-
niska hdégskolan ach handelshdgskolan med sina specifi-
cerade program saml universitelet med sina fran fakultet
till fakullet vexlande uppgifter, bygger pa lirdomsskolans
allt velande omfatlande problem. Darutiver bildar
lardomsskolans dimissionsexamen en alimin medborgar-
examen, med vars kunskapsmaterial dimissus har att
mota den mangskiftande mdajlighel till viry, som faller
utom de rena fackomridena.

Hela denna helerogena anordning saknar det vil
genomténktas prigel. Dcnna bild har ocksa komponerats
av hestandsdelar, vilka tillkemmit oberoende av varandra,
gllteltersom nya idéer brutit sig fram.

Mest bekymmersam ir i detta sammanhang lirdoms-
skolans stédllning. Den borjar forst och framsl icke sa att
siga fran bérjan. Dess uppgift édr ocksd icke alldeles
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klar. Det maste vill dndock beterknas sasom vittskilda
uppgifter all [orbereda for umiversitelsstudier oeh fir
en allmin medborgarexamen. Likasd ir del en uppgift,
som icke lises genom betyvgutdelning i en viss klass, att
forbereda {av fackskolan, T allminhel har val utvecklingen
varit den, att den allmiinna hégre medborgarhildningens
tanke varit lirdomsskolans birande tanke, vilket tyd-
ligen dterspeglas i lirdomsskolans hisloria, dér de vexlande
tidsepokernas vexlande hildningsideal tryckt sin prigel
pa skolan och ofta for linge fatt gora sig gillande.

Emellertid dro denna heterogena skolbilds brister pa
en punkl av en annan art dn den, som betingas enbart
av bristande anslulning mellan bildens bestindsdelar.
Det ar ju en historiskt hegriplig anardning, som tagit sig ut-
iryck uli de undervisningens tvennc linjer, av vilka den
cna leder fram éver lirdomsskolan, medan den andra ut-
mynnar i folkskolans slutexamen och vilka linjer kunna
belecknas sasom divergerande. En sadan anordning,
som tidigl etablerar cn skiljovig med uipriglad pridesti-
nation for framtida viirv, sammangar emellertid icke
laingre med vir uppiattning om samhillet. Skall skolan
genom sin organisation Aterspegla den allménna samhills-
uppfattningen, kan denna tudelning av bildningsviigen
icke ldngre bli bestandande.

Jag siger detta fullt medveten am den allménna kon-
sekvens for skolans organisation, som féljer ur denna
tankegang. En skall den vig vara, som leder till hild-
ningen. De, som vandra dér, i trida ut, nir de andliga
resurserna tryia och limna vigen fri for dem, som av
naturen ulsetts att vandra ldngre. Decn forsta stalionen
bhetecknar denm hildningsgrad, som nu efterstrdvas av
[olkskalan. Den andra ctappen dr den punkt pa vigen,
som ligger ungefiiv dar nu mellanskoleexamen har sin
plats. Darifran gd bivéigarna 1ill olika arter av fackskolar,
tekniska ldroverk, handelskolor m. fl., medan examen pa
samma gang bvgges ut till den allminna medborgar-
examen, som &r tillriicklig {61 intrdde pa en hel del mindre
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fackbetonade banor, dir nu studentexamens gymnasial-
vetande icke ger just ndgot ndmnvart tillskott av kapa-
citet.

Nu ar alt mirka, att de tva stationerna pa denna bild-
ningsbana icke fre avsedda att endast innebdra en av-
sligning fran taget, ett avbrytande av resan. De dro
avsedda alt vara grundligt genomtinkta examina med i
varandra vil inkomponerade kurser, som i sin sammanfatt-
ning ge just deb som i vartdera fallet dr ldmpligt, medan
de pa samina ging éro ctt solitt underlag fér dem, som
sylta lingre.

Vad sedan den fortsatta utvecklingen elter den all-
mianna medhborgarexamen vidkommer, sa skall denna icke
enligt milt [drinenande syfla il en alimén student-
examen. Den skall [astmer pd olika gymaasiallinjer sika
ptforma den kompelens, som fdrbereder for higskolan,
hir tagen i sin allminna f{attning sisom skolans hogsta
uthildningslyp.

Sa fatlad blir den eunhelliga skolan en enhellig vig,
som leder frian hoérjan, irén okunnighelen LIl vetandets
hopgsta hojder. Under vigen ulgar genom ett nalurligt
urval i huvudsak trenne Lyper av samhillsarbetare, som
vi med en skemalisk benfimning kunna fixera sdsom sol-
dater, underofficerare och olficerare 1 sambhiéllels armé
eller, med en I[redligare formulering, sasom arhetare,
verkméastare och ingenjorer i sambélisverkstaden,

Deuna tanke skall jag icke uiforma nérmare. Den &r
for resten icke ny. Folkskolan som botlenskola ir eit
slagord, kring vars innehdal manga strider stiit. Och
linjeindelningen pd gyvmnasialklasserna dr en gammal
fraga. Jag vill endast ytterligare understryka vad jag
tidigare sade, att problemet dnda till denna puunkl icke ar
ett vetenskapligk och icke heller ett pedagogiskt problem,.
Samhillet besluter i denna punkt suverint om sin skola
och kan sedan giva vetenskapens och pedagogikens lore-
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trddare i uppdrag, att inom den wislakade ramen fram-
ligga sina farslag till velandets parcellering. Emel-
lertid hor icke heller hiir det slutliga avgdrandel liggas i
hianderna pa speciella uppfatiningars foresprakare. Sam-
hillets suverdnitet stricker sig Hingre dn till sjélva ramens
ultliggande, och dess hand bér ordna de inbdrdes om cn
plats i solen tdvlande disciplinerna. Endast den upplysta
omtanken om det helas vilgang, det allmént ménskligas
framhévande sasom molvikt mot ensidigheten kan hir fa
vara utslaggivande.

Milt beténkande skulle givelvis {4 cn fastare slruktuz,
om detsamma kunde uppbyggas {érslagsvis pd en sadan
skolbild, soin den ovan utvecklade. Redan frigan om
sjalva ldrosloffels avgrinsning skulle f4 en faslare grund.
Emellertid kommer, sasom jag framhall, betdnkandet i
varje fall, ocksd om delsamma utgar [rdn ovan utvecklade
allminna skolbild, att dven for den nu existerande lir-
domsskolan ega sin tilldimplighel. Ty om ocksd svagt
avlecknar sig i lirdomsskolans undervisning redan nu
denna allménna planliggning. Visserligen saknas dér
den férsla ringen, men den andra med sin uppat begran-
sande mellanskolcexamen motsvarar i huvudsalk min plan-
liggnings av den aliminna medborgarexamen uppat av-
gransade ring. Och vad sedan gymnasiallinjerna vid-
kommer, s& ha vi redan i lyceernas linjeindelning en god
ansats till den fdrberedelse [6r universiteten jag avsett.
Liagges allt detta tillsamman, sa inses, atl mitt betin-
kandes forslag ega sin tillimplighet dven pa den nu arbe-
tande lardomsskolan. Dirvid vill jag emecllertid med
all tydlighet framhéva, att mitt beldnkande icke arbetar
med studentexamen sasom uagot slags avslutad ined-
borgarexamen.



Jag géar nu in pa fragan owm ldrosioffet 1 matematik vid
lardomsskolan, Vi stéllas da infoér fragan, vilka allménna
principer skola tillampas vid utmélandel av delia larostoff.

Tér vetenskapsmannen hava en del dskadningar inom
hans vetenskap genom arsling inslitning s& ingdtti hans
medvetande, att han léper fara att betrakta dem siscm
nigonting, sem hor héra till varje minniskas andliga
utrustning. P4 den vigen ha under senaste tid sadana
saker som lédngre avancerade utvecklingar ur den analy-
tiska geometrien och grunderna av differential- och
integral-kalkylen kommit in i skolkursen, for att blott
nadmna nagra exempel.

TFor pedagogen stiller sig saken i stort sell lika, men
i en annan riktning. Ocksd hiér har inslitningen verkal
s, att det invanda sloffet kommer att framstd sdsom
en nédvandig bestindsdel i en minniskas utdaning.
Den malematiska skolkursen i sin nuvarande gestallning
erbjuder talrika exempel pa dylika invanda begrepp,
vilkas avligsnande helt visst skulle p&4 pedagogiskt hall
valla bekymmer infér de sluckors i kursen, som en dylik
atgird vore egnad atl framkalla.

De ledande principerna {6r skolkursens utformande
dro enkla nog att utsdga. Det giller att lira eleven den
matemalik, han behdver fir den fortsatta uthildning
han efter slutad skolgang inleder eller {61 den verksam-
het varmed han da vidtager. Déarvid fatta vi begreppet
behov t den vidstracktare mening, alt detsamma icke
endast avser den dirckta praktiska anvindbarhet det
bibragta ldrostoflfet erbjuder, utan #ven det mditl av
matematiskl omdéme, han kan behdva. Emclertid
bora vi vid tillgodoseendet av della program ihdgkomma,
att matematiken icke #r skolkursens enda dmne och att
dess slutliga stdllning bér bestimmas med beaktande av
det suum cuique, som har mahinda i higre grad &n
annorstides hér figa utslagsrétt.

Om den nuvarande skolkursen kan icke séigas, att den
skulle med heaktande av dessa principer ha uppstitl ur
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en allsidig genomarbetning av fragan. Den ar till sitl
innehdll produkten av en historisk ulveckling, som kan
folias 1 dess larosloll. Denna historiska utveckling har
varil sa tillvida egenartad, att den ihiirdigl [asthallit vid
engang inkomna stoffliga bestindsdelar och begrepp, viika
bilda dect skolkursens underlag, éver vilkel de senaste
decenmiernas nyorienteringar avsatl sitt vaxande skikt
av secdimentira avlagringar.

Det miéste rhttvisligen framhbailas, att skolkursen
egt mycket ringa miajlighet Lill utveckling och nyrevision
av sitt ldrostoff. Studenlexamensuppgifterna ha Lvungit
varje larare att halla alla kursens delar under hevakning.
Erfarenheten har nadmligen visat, alt en uppgift kan falla
ner pa vilken del som helst. Under tidernas ging ha vis-
serligen efterhand olika delar varit under eld. Salunda voro
en tid de algebraiska problemen firhdarskande och ledde
givetvis till, att man pa skolan sammandrog krafterna
kring dessa uppgifter, som da ldstes i hundradetal. De
geometriska tankeproven kastade for ndgon tid arbetet
in pa losandet av geometriska problem och bevisandet av
geomelriska teorem. Men ingenling hindrar ju en Iekfull
examinator att gora della kraftuppbad illusoriskt genom att
foreldgga uppgifter fran alldeles oanade omraden av kursen.

Detla har haft sin ddesdigra inverkan pa skolkursen.
Dels har den sasom jag [ramhdll verkat stagnerande pa
skolkursen; den entusiastiske av nydaningar hinfirde
lararen har snart limnat alla nymodigheter for att lara
det gamla pa det gamla sittet, sedan han upplevat ett
par studentexamenskracher pa sin abiturienlklass.  Dels
har det cmellerlid oeksd tvungil matematikldrarne alt
med fullstindigt negligerande av varje tanke pi suum
cuique pretendera pa flere timmar for sill ldroamne,
detta lirofimne, dir anspriken pa en sidan beharskning,
att man pa varje punkt kan mota con studentuppgift,
kridver ett ofantligt arbete pa grund av den omlatining
kursen cfterband vunnit och fran vilken den har svart
att retirera p& de sk&l som just utvecklats.
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Jag lalade om de senasle drliondenas nyorienteringar
uti skolkursen. IFrimst av tyska universitelsmin har ctt
reformarbete inlelts inom den tyvska malematikundervis-
ningen for att modernisera densamma. Samma strivan
har gitl igen inom andra linder. Denna rérelse har ulan
tvivel arbetat med livgivande uppslag. Mycket av vad
darunder [ramkommit ligger forresten till grund 16 vad
jag i det f6ljande kommer att framstilla. Fmellerlid har
denna vorelse, som striickt sina verkningar ocksd Lill
oss, i sitl praktiska [ramtridande icke kommit sédrdeles
stora ling dslad. En blick i tyska liro- och cxempel-
bécker visar inga storre férskjulningar. Hos oss har
denna rorelse, upprikligl sagf, kompliceral saklagel och
verkal at en yiterligare ulvidgning av kursen med nya
ansprak pa okat utrvmme fér matemaliken. P3a en del
punkter har rérelsen, Alminslone vad oss vidkommer,
skjutit dver malet. Det dr nu alls icke sa, att den i verk-
lighcien svarlattbara differenliai- och integralkalkylen
skulle hora till del, som, enligt de principer jag ovan
utvecklal, hér hemma i skolkursen. Hir ha vetenskaps-
miinnen haft {ér stor talan. lLika iitet hér den analytiska
geometriens undersdkningar dver koniska sektioner (ill
skolkursen. Icke heller hisr teorien for de imaginéira Llalen,
om an ur matematisk synpunkt aldrig sa vacker, pa nagot
sitt Llill skolkursen.

Vi se hir de samverkande omstédndigheter, som alla
slrivat att forstora larosloffets omfang, utan all [érstorin-
gens motivering niirmare genomlinkts ochi begrundals
ur synpunkten av den princip jag ovan utvecklade. Vi
ha foérst den vis inertiae, som bibehallit redan inforlivade
begrepp och askadningar. 1 samband déirmed star den
begripliga, men ocksi av yilre makier paverkade siri-
van hos ldraren att grundligt behandla varje detalj i skol-
kursen och kring densamma uppbygga leoretiska ut-
veeklingar och praktiska dvuningar. Detta leder tll den
inre dilatation av kursen, som kring i storl sctt betydel-
selgsa [ragor férbrukar ett ansenligt kraftuppbad. Dértill




kommer den maoderniserande utbyggnaden av kursen
med nva hegrepp och nya Askidningar.

Den revision, vars ideer jag i et foljande utvecklar,
gar ul pa alt i grunden omligga kurserna med beaktande
av de principer jag ovan utvecklat. Darvid skall varken
alderns ratl eller det ungas krav respekteras, forsavitt de
icke hélla infér granskningen.

Fér atl stallningen genast fran bérjan skall vara kiar,
vill jag redan pd denna punki siiga ifran, att den mate-
matikkurs, till vilken jag vid denna granskning kommer,
ir avsevirl enklare fin dem som tillkommit pad det sitt
jag ovan beskrivil och som nu édr lirdomsskolans mate-
matikkurs. [in omedelbar {8ljd harav blir, att om denna
kurs tillimpas, timantalet i matematik kan genomgé
den reduktion som wr synpunklen av andra ldroimnens
krav redan linge bland dessas foretridare statt pd dagord-
ningen. Populirt formulerat blirmill resullal, att ldrdoms-
skolans matematikkurs dr dverhévan stor och de for maemuo-
tiken nnslagna lektionstimmarnas antal éverhipan siord,

Den melod jag inslar, da jag nu skrider till delaljbe-
handling av min uppgift, dr dels av krilisk eller negativ
art, dels av uppbyggande eller positiv art. Jag drnar in
i detaljerna kriliskt studera den nuvarande matemalik-
kursen och samtidigl sdsom denna gransknings positiva
resullal framligga den ocksa i detaljerna utarbelade
undervisningsplan jag har for avsikt alt férorda. Givet-
vis kommer min plan alt innehdlla ocksid moment, som
sakna motsvarighet i den nu féljda planen.

Jag egnar pd deama punkl ocksia nagra ord at min
uppgifts andra momeni, mefoden. Dirvid énskar jag
drisja vid en sirskilt for den nya ldroplanens uppbyggande
belydelsefull sak. Del giller den reservation mot ett
dverdrivande av ludelningen i slolf och melod, jag redan
inlade. Jag kan namligen icke vid det slutliga uppbyg-
gandel av min undervisning hélla upp denna ludeining.
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Nen matematiska undervisningsmeloden kan ses ur
olika synpunkter. Man kan inskrinka den till sjilva
undervisningstekniken, déar reda och klarhet [ramtriida
sasom en cnligt mitt foirmenande liigre potens av under-
visningsmetoden. 1 den nuvarande malematikundervis-
ningen finnes icke heller i storl sett rum fér em hégre
undervisningsmetod och det synes som om normallyeeernas
raruthildning och lirarprévaing nidrmast skulle ga ut
pa alt tillfgra liraren och hos honom préva innehavet
av denna formiga att redigt och klart framstdlla sin
suk. FEmellertid dr det déirvid dnnu friga om etl rdtt ringa
méitt av psvkologisk blick och handlar kanske om alldeles
andra, mera pd ylan liggande liraregenskaper. Emel-
lertid erbjuder den matematiska undervisningen, sadan
jag téinkt mig den, en rik mdojlighet 1ill en alldeles annan
art av metod, som pa ett integrerande sitt deltar i sjélva
kunskapsuppbyggandet. Man kan ju kalla denna metod
heuristisk, om man ocksa icke dérmed tiicker begreppet.
Snarare ir det en arbetsmetod, en empirisk metod, dér
Iirjungen sdsom deltagare i en malematisk arbetsverk-
samhet, ndrmast jAimfirbar med en lirling 1 matematikens
egen verkstad, pa empirisk vig inhemtar eller snarare
uppbygger larostolfet. Riknandet blir sidlunda icke den
posthuma tillimpningen av det redigt och klart uppliisia
larostoffet, utan lirostoffel vixer fram sisom en sekundir
produkt under lirlingens flitiga hand pd samma sitt som
yrkeskunnighetens larostofl silar in i yrkesldrlingens sjal.
Liraren ar miéstaren, som icke har si mycken anvénd-
ning {6r sin talande tunga som for sin ordnande hand och
sin psykelogiska blick.

Ett shddant tillvigagangssitt, som pa varje punkt har
kanning med elevernas psykologiska belingelser och leder
utvecklingen med ett psykologiskl [6rfinat beaktande
av deras med aren vexlande visen, kan icke utséndras
1ill en fristiende pedagogisk metod, wvars signalurer
kunna skarpt formuleras. Jag har velat firulskicka detta
fir att mina utvecklingar i det f4]jande skola klart kunn:
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faltas. Jagiir numera beredd att skrida till en undersikning
ar malematilundervisningen vid ldrdomsskolan ocl avge
forslag till dess omldiggning.

Min krilik av lirdomsskolans matemaltikundervisning
gav fram pa tva linjer. Jag vill forst cgna den en gransk-
ning i stort, en makrvoskopisk provning ov dess innchall,
for atl sedan ingd pd detaijerna.

Vi hade for kursens omfattning uppstilll en princip,
som vi korl kunna kalla behovets princip. Jag nimnde
redan, att skolkursen icke tillkommit enligl denna
princip.  Principens anvéndning forutsdlter férresten
givetvis en klar formulering av behovet. En sadan har
icke givits, utan lirostoffets tillhlivelse har sin hisloria pa
sidan om denna prineips klara formulering och Lillimpning.
En {6ijd hiirav &r, att liarostoffet dverllodar av hisloriska
residuer, medan vi likasa Overallt patriaffa inre vthygu-
nader, som firo ctt verk av den pedagogiska byggnads-
konsten inom skolans murar. Sisom sadana residuer
masle jag i arilmeliken beteckna det 1 var tid onddiga
dritfandet med sorter, den sammmansatta reguladetrien,
de borgerliga riiknesidtlen m. m., vilka dessutom alla och
sérskilt den sammansatfa reguladetrien utbyggts till bHv-
ningsfall for allehanda for verkligheten frammande kon-
klusioner.  Inom algebran ha vi sérskilt alt anteckna
sasom en aldrig kvarleva de algebraiska problemen, medan
polyuomriknandel med klaosuler, klamrar, parenteser,
sysslandet med inveckl de ekvationssystem, det dver linga
tider uistrickta riiknandet med rotexpressioner m. m.
hor il den matematisk-pedagogiska verksamhetens inlédgg
i kursen, De hér ndimnda och méinga andra saker i kursen
férsvara icke sin plals infor behovets princip, vilket jag
lugnt kan férklara pd basen av min verksamhet inom
velenskapen, inom skolans alla olika stadier och inom
flera prakliska omriden, didr matematiken kommer till
anvandning.  Dec representera en sidrskild matematlisk
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virld, som har sin lillvaro fér sig, och ge en uthildning,
som Atminslone dr ohehovlig.

Det vore emellertid all Laga for 1tL pd uppgiften att
inom lirostoffel nipeka de onddiga sakerna och [6reskd
deras avligsnande.  Givetvis kommer milt betdnkaude
alt bl. a. innehalla sadana férslag bade ifraga om de ovan
mera som exempel nimnda hestindsdelarna oeh minga
andra. Vi limna emellerlid {ér ett 6gonblick dessa detalj-
fragor, till vilka viisenare sammanhang skola dtcrkomma,
fir all ga in pa sjalva frigan om den nu i skolkursen
undervisade aritmetikens och algebrans stillning,

Om den nu undervisade aritmetiken som helhel méste
vil siigas ati den fullgor elt vérv inom skolans uthild-
ningsuppgift. Den efterlemnar i alla [all forméagan att
réra sig med de hela talen, briken och decimalbraken
och en visserligen pa négot underliga viigar forvirvad
insikt om ridkn konstens anvindning i sambiéllet.  Jag
tror ocksa, att en bestimd farstaelse av det helas gang
ernds, ehuru jag f6r min del hyser cen annan mening om
den forstielse som Dhir efterstrivas, liksom jag har en
fran den nu féljda tankegéngen avvikande mening om
de vigar, som béra inslis for att antmetikens stidllning
till det samhiillelign livet skall klart framtrada for ele-
verna.

Apnat dr sakligel med den nu i skolan undervisiuie
algebran. Man kan hir ulan alt alls ingd pi frigan om
algehrans stdllning pa skolprogrammet med {og friga sig,
om den nu undervisade algebran Sverhuvudtaget leder
till nagon verklig uppfaltning om vad saken giller. .lag
har vid samtal med omdomesgilla och objekiiva laiei
inhemtat, att dc myvckel vil scentera vad de lirt inom
aritmetiken, ja till och mecd inom geometrien och trigono-
metrien, men alt de pd nigol sidll stannat utanfor Hraga
om algebran. Och de, som lortsatt sin uthildning p# ett
eller annat sitt i malematikens tecken, ha vid sitt fort-
satta arbete erlarit sensationen att uppleva algebran
adnyo i ny forstaclse.
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Var ligger nu orsaken till detta? Givetvis icke hos alge-
bran. Det ligger i det salt, pa vilket algebran framlores
i skolan. Jag vill gira giallande, att [ramstdllningen icke
nar fram Lill sakens verkliga kidrna. Sedan undervisningen
med litt hand klarat bokstaven sdasom tecken for ctt tal,
4t vilket man kan ge vilket virde som helst, styr den in
mol ett arslangt formellt bokstavsriknande, som redan i
nagol sammanhang likstéllts med ndgot slags bokstavs-
patlicnce. Diaremot klarldgges icke, vad som dock ar det
visentliga, den aritmeticka realitet, som ligger under
bakslavssymbolernas transponering. Resultatet blir, att
detta tillvigagangssatt sisom all formell (rdning kan upp-
driva en hig grad av skicklighel i den formella transpone-
ringen, utan att emellertid efterlemna ndmnvird forstielse,

Jag vill gora géllande, att denna min diagnos i irdga
om algebran dr riktig. Jag reserverar mig emellertid
pd denna punkt, liksom i dvrigt i min kritik, mot den
uppfatining, all jag icke skulle veta, att sakerna pa
manga hall hedrivas annorlunda. Jag domer ratt mveket
efter lirobdckerna och exempelsamlingarna, val velande
vilken roll de dock spela [6r undervisningens dirigerande,

Jag dr villig erkdnna att det ligger nagonling groteskt
i min krilik av algebraundervisningen, vilken ju gar ut pa
ingenting mindre &n att man generation efter gencration
undervisar nigoetl, som cleverna itcke forsltatl. Emellertid
har jag under den tid jag examinerade abiturienter haft
rikt tillfalle att vinna bckrillelse pa denna snart sagl
hemska misstanke, Jag Llror ocksd, atl varje uppriktig
larare skall medgiva, atl han inom algebran kiant sig
tveksammare och osdkrare dn inom sin undervisnings
dvriga grenar och sirskilt haft svart att komma ifrin mer
kritiska elevers {raga, vad det hela cgentligen syftar till.

Héarmed har jag icke uttalat mig om algebran sasom
sddan och dess plats pa skolprogrammel. En viss kiinne-
dom av densamma &ar nadig redan fér att kunna intringa
i naturvetenskaperna, framférallt for dem, som &ver
mellanskoleexamen cller sludenlexamen ga till fortsatt




leknisk ulbildning, saml givetvis for dem, som &ver
studentexamen sdka sig in i de matematiska fakultelerna.
Nagon kiunncdom i algebra masle vill ocksd anses hira
inga i den allménna kunskapsbilden hos dem, som vandra
andra viégar, ehuru [6r dem behovets princip maste ges
en subtilare [olkning 4n ifriaga om de tidigare ndmnda.
Man bor emellertid icke gd sa langt som man trott sig
bira gi i den nuvarande skolalgebran och framféralit
bor man uppstilla som en oeltergivlig fordran, alt det
helas allmiinna syftning och meningen med den enskilda
detaljen skall fér eleverna framsta med fran varje grommel
befriad klarhet.

Jag har dnnu icke berirt geometriundervisningen. Vad
man hir fraimst [dster sig vid, ar att inom den alla vanliga
skolmetoder {61 bibringande av vetande med ens dverges
och det hels ordnas nirmast sasom ett seminarium vid
universileten, med uppgiit atl intringa i ett fran férsta
barjan till sista slutel logiskt uppbyggt vetenskapligt
svstem. Diér dr det sAlunda icke endast delaljer, som sté
kvar som residuer fran forgangna tider, ntan hela under-
visningen fran hérjan till slnt. Visserligen ha larobédckerna
nagot justerats, ofta pa bekostnad av den logiska struk-
luren, men systemel stdr orubbat kvar, atminstone i de
moest anviinda larobockerna. Och didrmed [oljer, att man
allt fortfarande pa de flesta stéllen bevisar sig stegvis
fram fran definilioner och axiom 1ill sats efter sats.
Detta har naturligtvis varit galel i alla tider, men verkar
sirdeles [rdmmande i var tid, da den pedagogisk-psykolo-
giska Askadningen med sadana subtila hegrepp som
hansvn till bharnasjilens kontinuerliga utveckling vill
pora sig gillande i undervisningens varld.

Vad sjiilva kunskapsinnehallel vidkommer, sd ér dar-
om att siiga, alt detsamma pa ctt alldeles annat sétt &n
algebrans dr cgnat att motsvara behovets princip. Dock
har man naturligtvis ocksd har skjutit dver malet och
begirt rum for alltfér mycket, sirskilt om man besinnar
hela undervisningsprogrammels slabilitet.



-

17

Jag siiger icke mera om geometrien pad denna punkt.
Det torde emcllertid av det sagea framga, att jag sirskilt
kommer alt ha ett och annat att framliagga ifraga om denna
till sin metodik sa dver alla granser groteska undervisning.

Trigonometrien kan jag pa denna punki firbigl.
Den ligger forresten redan uppe i linjedelningen och skall
salunda bedomas fran universitetets standpunkt. Asy{lar
emcllertid reallinjen att ocksd leda till en avsiutad med-
borgarexamen, si méste man stilla sig skeptisk inlér
formelvmnigheten och iriangellisandel.

fter all denna férberedelse, som avsett att orientera
dver den foreliggande uppgiftens art, skrider jag nu till
detaljerna. Sasom jag redan forebadade kommer mitt
tillviigagangssiitl att vara pa samma gang en krilik av
detaljerna i den nu f6ljda undervisningen och ett samti-
digl framliggande av ett i delaljerna genomfdrl firslag
iill ett undervisningssyslem,

Jag hade uppstallt tva principer fér undervisningens
omfattning. Den ena var vad jag korl kallal hehovets
princip. Den andra var helt enkelt den, som bjuder, att
matemaliken i sina ansprak skall taga hinsyn Lll andra
ldroimnens ur behovets princip framsprungna ansprik.
Det blir salunda givetvis en kompromiss, som emcllertid
icke ndmnvirt kommer att ledera behovels princip, blott
behovet verkligen tages i sin riktiga fattning. Den mate-
matik, som behovs, dr egentligen icke sa vidlyltig, som
man vill gora géllande. Den mot matematikens herravilde
i skolan reagerande allmiinheten iir sanningen att siiga
inne pa riklig vag.

Jag vill genasl, innan jag gar vidare, lillbakavisa
misstanken, atl jag i det {6ljande skulle vilja omplantera
den s. k. reformmatematiken i var skola. FEhuru jag gillar
dennas allminna tendens, kan jag icke frigéra mig fran
misstanken, att det hela kan jamfioras med ett jordskred,
som visserligen fordindrar det gamla landskapets utseende,

2
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men sedan lemnar delsamma lal vara i en ny gestalt, men
doek i samma forstelning som lidigare. De utan tvivel
svunerligen belydelsefulla uppslagen ha i hinderna pa alle-
handa entusiasler lillfért undervisningen nya arter av
formell trianing. Jag vel icke, am 1. ex. differentierandet
och integrerandet innchéaller sakligt viardefullare bestands-
delar én polynomriknandet o. a. dyl.

Det ar salunda icke reformmatematik jag {6reslar. Det
ar helt enkelt en matemalikundervisning, som pa alla
punkter straval att séka sig Lviirs genom det formella in
mot det visentliga.

Givetvis har denna malematikundervisning vissa le-
dande idéer. .Fag kidnncr mig starkl frestad att kalla den
tversta och ledande av dem del sunda fornuftets idé.

Det sunda férnuflets idé ér alt lata det som &ar enkelt
och naturligl ocksa framtrida just sd naturligt och enkelt
som del faktiskt dr. Del dr sdlunda, {ér att vilja ctt
exempel, icke forenligl med del sunda fornuftets idé
att éver den samhillsverksamhet, som vi kalla lanerdrelsen,
inom skolans virld bygga upp en intresseritkning, som
behandlar allchanda fragor, som logiskt kunna anslulas
1ill, men icke i verkligheten fiérekommer inom denna
laneroreise. lika litet wtryvmnme har det sunda fornuftet,
[or att vilja ett till karaktdren alldeles annat exempel,
da man pa den logiska deduktionens viig tilllor de smé
eleverna geometriens elementiira vetande, ofta med upp-
biad av allmdnna tankar och slulsalser, som [ér koncep-
lionen te sig avsevirt svarare in den kirna av geomelrisk
sanning, som skall utvinnas,

Emellertid uppbiires min féljande framstallning av idéer,
som dre klarare till «in formulering dn denna allmiinna
tankegéng.

Matematikundervisningen vill ge ett visst lédrostoff,
men den vill ocksa firmedla ett inslag uti sjédlva tdnkandel.
Det ir hirvid icke fraga om den »stddning av huvudet,
den logiska tréning, som engang och helt sidkert dnnu
mangenstides givil matematiken en sirstéllning uti cn mot
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det [ormella inriktad undervisning. Matematiken har
givetvis dérvidlag ingen sarstillning, ulan deltar jamte
andra larodmnen uti upparbetandet av ftorméagan atl timka
i det logiska planet. Men matemaliken har ett siirskilt
moment, som den tillfor det allmidnna tdnkandet.

Uti allt vad vi komma i forbindelse med gor sig en
bestiimd mobililet gillande, som ger bilden av i dag ett
annat utseende én bilden av i gir. Sérskilt ha vi alt i det
Ikvanttlalivas viirld beakla denma variabilitet, som gér
denna varld snarare 1)l en det kvantitativa skeendels
film éin 1ill den stela {olograti, vars askadande varit mate-
matikundervisningens uppyift. Nu underlyder det kvan-
filativa skeendet 1 sin miéngfald ofta enkla, matematiskt
latt formulerbara lagar. Matematiken har salunda hiir en
hetydande uppgifl. Den har att tillféra tdnkandel detta
et kvantitativa skeendels variabilitet och formégan att
soka i6r hidndelseforloppet, dir detta kan ske, de enkla
variabilitetslagarna. Del iir detta, som reformmatematiken
kallar det funklionala idnkandet.

Detta maste betecknas sdsom ell huvudmoement i den
matemaliska undervisningen. Det hir genomgd den-
samma {ran bérjan Lill slutet. Darvid bora givetvis &nda
fran borjan de hjilpmedel tas i bruk, som matematiken
uthildat for att kunna félja det kvantlitativa skeendets
funktionala beroende. De grafiska metoderna, diagrammet i
sina olika former, bor bli ett dagligen anvint verklyg i
matematiklirlingens hand,

Del ar ett annat moment i tdnkandel, som star det
just utvecklade nara och vars utformande hér matematik-
undervispingen Liil. Detérvadjag ville kalla det kvantila-
fivee omdime, som tillforsikrar sin innehavare den riktiga
orjenteringeni del kvanlitativas varld. IFérmégan att stiilla
in kvantilativa forcteelser i deras rikliga storleksmiljd,
alt bedéma slorleksordningen av kvantitativa héndelsers
ciield, utan att behéva genom minutidsa kalkyler félja
pracessens detaljerade gang, detta dr cxempelvis saker, som
falla inom omrédet {ér del kvantitativa omddomet.
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Far att emellertid det ovan utvecklade skall ega sin
tillamplighet, maste givelvis undervisningen réra sig
inom det kvantitativa skeendels virld, sadan den s.a.s. 1
verkligheten foreligger, och icke inom en fingerad, det
kvantitativa slillastaendels virld. Hérmed 4ro vi emeller-
tid framme vid en lankegang som kommer att trycka sin
pragel pd hela den {dljande framstallningen.

Reformmalematiken, till vars mindre lyckliga idéer
maste riknas att oOverallt soka efter ett slagord, har 1
detta sammanhang talat om falmaterialets realitet. Emecl-
lerlid 4r denna rubrik tréffande. Det giller verkligen all
lata matematikundervisningen rira sig inom en kvanti-
tetsvirld, som eger recalitetens fasla grund. Ty endast
s eger matematikundervisningen méjlighel alt verk-
ligen skapa det [unktionala tiinkande och det kvanlilativa
omdome, som i higre grad &n lirosioflet ega hetydelse
for den, som skall fortsdtta sin utbhildningi specialanstalter
eller verka pa den allménna medborgerliga verksamhetens
arbelsfili.

Talmaterislets realitel maste vi harvid skinka en all-
min omfattning. Del &r icke endast [rdga om den s. a. s.
krassa realitet, som det fran samhéallslivets maskineri
hemtade talmaterialel eger, ulan denna realitet fillskriva
vi ocksa det talmaterial, som hemtas fran andra veten-
skapers kvantitativa fdrhallanden, sarskilt fysikens och
astronomiens, samt givetvis det talmaterial, som hemtas
fran matematiken sjdlv. Vi fa icke pa nagon punkt
glomma, alt matematikundervisningen ocksd avser alt
undervisa 1 matematik,

En pa talmalerialels realitet baserad undervisning
for liroomradet wtover matematikens grinser och leder
genom sysselsattningen med den reala, kvantitativa vérl-
den til ett virdefullt innehav av ett hestimt substan-
tiellt vetande om samhillets funktioner, andra velen-
skapers ldrostoff och deltar salunda uti uppbyggandet
av den allmdnna kunskapshilden. Della {8ljer pa visst
sitt gratis med pa kopel. Vad detta innebar skola vi




snart & se sirskilt, did vi komma Lll aritmetiken, dir
talmalerialets realitet vinner sitt pragnanlaste oeh mest
allménfatlliga nttryvek. Tidr mé blolt siigas, att denna
princip driver bort all férkonstling ur undervisningen,
som forresten infor de reala uppgifternas enkla och natur-
liga fragestiillningar genast skall finna, att den anhopuing
av krafter, som nu ingd i forberedelsernas svstem, alls icke
har nagon motsvarighet i uppgifternas svarighet, i det
som skall dvervinnas.

Detta &r de idéer, som skola [dlla utslaget 1 det fol-
jande. Jag vill blott tilldgga, att jag ocksd lemnar rum
fir nagot, som jag ville kalla en kullurhistorisk idé. Man
kan, far att taga ett cxemnpel, icke géirna med den nu
uppbyggda idévirlden som bakgrund tillméla logaritmerna
nigon sirskild betydelse i en blivande humanisls kun-
skapsvirld. De motsvara icke beliovels princip och dro
svarligen heller egnade att verksamt pdverka tdnkandet.
Men de ha haft sin betvdelse i riknandets konst, de ha
varit sin tids riknemaskin, som mdjliggjort méanga for
den materiella  virldshildens wppbyggande crforderliga
kallcyler. Metér ur denna synpunkt kiinnedomen oin deras
idé bor ha sin platsi undervisningen, om ocksé intriningen
i deras anvindning icke alminstone pa alla gyvmnasial-
linjer hir farckomma.

Lemnande alla dessa allminna utvecklingar ga vi nu
in pd de sirskilda delarna av matematikkursen. Jag
vill hiirvidlag forutskicka alt jag icke haller si alldeles
stringt pd  grinslinjerna mecllan  de skilda omridena.
Alminstone kunna inga formella betinklighcter avhalla
mig fran att exempelvis i arilmetiken upptaga ett hegrepp
ur algebran eller geometrien, di dess koncipicrande faller
inom omradel for elevernas psykologiska fattningskrait
och detsamma cljes fér helistandet av el som just be-
handlas #4r av betydelse. TDlen »rena» mcloden kan vara
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ett virdefulll velenskapligt experiment, men har givetvis
ingenting med skolans undervisning att skaffa. En
undervisning férslagsvis, dir rektangeln »infdres» och
dess area berdknas forst i sin systematiska inpassning i
sjitte klassens geometrikurs, dr pd avvigar.



ARITMETIK.

Inom aritmetiken ér behovets princip klar och aritme-
tikens plats pa undervisningsprogrammet salunda utom all
debatt. Den ingér i undervisningens priméraste plan att
lira cleverna ldsa, skriva och rdkna,

Hir behéver man icke heller kollidera med principen
om andra #mnens réti. Kleverna maste lira sig rdkna.
Inskrinkes limantalet, {ar det hela [fras ldngre och in-
kraktar da pa den 8vriga matematiken,

Det &r dverhuvudtaget en friga, pd vilken man tagit
tor 1att och det dr frégan om aritmetikens plats i under-
visningens tidsfoljd. Sasom saken nu ér, hor aritmetiken
de tre ldgsla klasserna till och &r sedan elt »avslutat
laroimne» som det heter. Nu innehaller emellertid aritme-
Liken redan sasom den nu bedrives och dven i den {orm jag
dnskar ge den moment, med vilken de aldrar, som ha att
emottaga undervisningen, icke dro [értrogna. Jag har
ocksa den forestdllningen, att det formella och tekniska i
ritt hog grad blir den egentliga behallningen.

Enligt mitl férmenande borde ocksd aritmetikunder-
visningen vara uppdelad i tvenne delar. Den elementiira
delen hor de lidgsta klasserna till och resulteraribehirsk-
ning av de tekniska hjdlpmedlen, givetvis med iaktta-
gande av vad jag i del {6ljande ulvecklar. Den andra
delen genomgias pi den klass, med vilken [dérberedelsen
for mellanskoleexamen avslutas.

Det ldmpliga snitlstillet mellan dessa aritmetik-
kursers bada delar ger sig osokt. Med procentbegreppets
inforande intrdder en alldcles nyartad behandling av tal-
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materialet, dir bade tekniken och begreppen markera elt
sprang i anspraken pa faltningsférmaga. Man kunde
faljaktligen stanna infor detta begrepp i den elementira
delen och sdlunda i denna genomga gvattver species med
hela tal, metersystcmet, mynten, tiden saml gvattvor
species med brik och decimalbrik, medan man till den
senare for alla de finare kvantitativa undersokningar,
som inledas med procentbestimningar, samt de for de sma
eleverna pa de lagsta Klasserna [rdmmande utvecklin-
garna fridn lanerérelsen och bankvisendet samt rinta
pa rinta och amortering. Dirvid talar jag icke cns om det
gamla systemets reguladetri och borgerliga ritknesétt,
som aldrig kunna bli och icke ens efterstriva att vara
annat 4An olika namn pa olikartade former av formell
trianing.

Jag kommer i det foljande alt gira ett forslag, som
heaktar det jag ovan utvecklat och som salunda tédnker
sig en tudelning av aritmetikundervisningen.

Talmaterialets realitet far inom aritmetikundervis-
ningen ett alldeles sirskilt konkret innehall genom det
néra samband i vilket denna del av matematiken star
till det samhéllcliga livet. Man triffar det riktiga, da man
séiger, att aritmetiken ér det samhélleliga livets matematik.
Den har vuxit upp ur dess behov, om den ocksa senare
sublimerats uti vetenskapens virld cch dar framtrider
sdsom en subtil del av matemalikens tankevirld. Det
giller for undervisningen att filja denna wtveckling at,
att sammanpressa den méngtusendriga vandringen inom
sina terminers ram och salunda skidnka en totalbild av
denna fina konsts utveckling till dess nuvarande férunder-
liga fullindning.

Aritmetiken dr omradet framfér andra fér skolningen
av det funktionala tiinkandet och framférallt det kvan-
titativa omddmet vardera i en synnerligen substantiell
och praktiski vardefull fattning. Det giller det allménna
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medborgaromddmets [6rseende med ett kiinsligl, kvanli-
tativt riktigl arbetande aritmeltiskt omdéme, som opererar
med en riktig uppfattning om sambhéllets kvantitativa
forcteelser och deras variationer.

Jag vill icke forneka, atl den npuvarande aritmetik-
nndervisningen bar spar av ett bestdmt mecdvetande om
arilmetikens nira samband med det medborgerliga livet.
Men den hemtar icke silt talmaterial ur detta liv sddant
detsamma just i nndervisningsogonblicket har sin gang
i den samhillcliga omgivningen, utan haller sig till en
genom tiderna nedérvd {ingerad kvaniitelsvértd. I denna
viirld firekommer givelvis ingen mobilitet, vars variations
facer skola foljas och dryltas. Och liksom sdlunda det
funktionala tidnkandet stannar utanfor, si finnes dér
givetvis icke heller ndgon mdajlighel [or fostran till kvan-
titativt omdime,

Snarareéir den farlig for ett dvlikt omdémes utdanande,
liksom inlevelsen i sagans vérld kan {6rrycka proportionerna
i den verkliga tillvaron. Det hela saknar livets levande
priigel, ehurn det pa sitt och vis framtrider i dess namn.

Givetvis ger detta hela aritmetikundervisningen en
bestimd priagel av overklighet, som framtrider grellare
in inom andra omrdden av undcrvisningen dverhuvud-
taget dérfor att den avtecknar sig mol nagot sd niirlig-
gande som det omgivande dagliga livel, livet utanior skol-
dérren.  Denna overklighet slegras vtterligare av den
behandling det fingerade talmaterialel undergiar. Medan
rikneséitten i sin hisloriska tillblivelse uivuxit ur reala
fragor, gar nndervisningen i omviind tikining, 1 det den i
de flesta fall skapar riknesattet genom en abstraktion
och sedan sdsom en sekundéir atgird sindvar det pa tal-
materialets dvningsexempel.

Redan en édndring av dessa sakforhallanden innebir en
omliggning av hela aritmetikundervisningen. Men den
innehaller andra momeni, vilka betinga ctt fullkomligt
inlill roten gaende uppbrytande av slora omraden av
dess arbetsfdlt.
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Jag har i manga sammanhang, i uppsatser och fore-
drag samt ocksd rcdan i denna framstilining riktat upp-
mirksamhelen pi reguladelrien och de borgerliga rikae-
sitten. Dect ar, som gar till deras indrillande, méaste be-
tecknas sdsom forspilll. Den enda hehallningen dr den
tekniska intréningen av sificrkalkyler. I ovrigt dro de i
storl setl skolriknesiitt, som ingen utom skolans murar
sysslar med.  Mitt forslag kommer atl gi ut pa dylika
rakneschahloners  slutgiltign  utménstrande. Pladdrel
kring de sammansalla reguladetriuppgifterna under mate-
matiktimmarna maste en gang upphdra. Intresseridk-
ningen, som vicker hankménnens 16je, skall ge vika [6r de
enkla kalkylerna ur lanerdrelsens varld, Hela den affirs-
rorclse, som avtecknar sig i de borgerliga riknesillens
viirld och som viil aldrig ens haft sin motsvarighet i verk-
ligheten, skall definitivt avhysas och lemna rum [ér de
enkla rikningar, som Aaterspegla denna affirsrérelses
allménnasle behov av rédknckonsten,

Sédanl &r mitt program pa denna punki. Sjélvlallet
innebir delta en in mot detaljerna gaende fullstindig
omldggning av hela aritmetikundervisningens system.
Det ir silunda intet reparationsarbete det hir dr fraga om,
utan en nybyggnad, som uppfores pa den gamla bygg-
nadens plats.

Mitt program [6r aritmetikundervisningen har fram-
triitt i sina huvudansprak i det {dregiende under fram-
stallningens gang. Dess principer dro klara. Det giller nu
alt framligga detaljerna och visa del helas funktion i
skolklassen.

Jag vill ldrbercdelsevis infoga en alldeles betydande
sak i fragan om talmaterialets realitet. Liksom wvarje
larodmne bdr arilmetiken deltaga i uppbyggandet av
den allminna kunskapshilden. Den ar i delta avsecnde,
vore jag freslad alt tro, 1 ett gynnsammare liige fdn de
flesta andra liroimnen. Man hér ofta den uppfiallning
uttalas, att matematiken #r ganska onytlig. Jag skall
senare ingd pa denna egendomliga uppfattning och dess
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orsaker.  Den maste 1 varje fall icke endast kapitulera
infar den riatt ledda aritmelikundervisningen, wtan
dverga till ett erkiinnande av att nagonting nytligare
knappast ldres pa skolan. Ty i den man aritmeliken 1ater
sina riaknesélt vixa ul ur det inom samhillet ymnigt
fareliggande priméra talmaterialel {Gr att genom dessa
riknesétt vinna nya kvantitativa npplysningar, blir under-
visningen i detta Amne en wvndervisning, vars Kirosloff
viixer utéver matematikens egna grinser. Diér foljer med
sasom ett resultal av arbelsmetoden en undervisning, som
fran en kvantitativ omgivnings- och hembygdsliira vixer
ol Lill en kvantitativ samhallslira i dess vidasle [att-
ning. Det &ir ddrvid vil att mérka icke en deskripliv
och kvalilativ lopogralisk och folkloristisk samhéllskira,
utan en som utkristallerar sig i fast samhillsstatistik
och ett bestiende grepp pa samhillets kvantitativa jam-
viki.

Arvitmelikundervisningen méter genast i sin hegynnelse
en svarighet, Eleverna bade kunna och icke kunna qvattvor
species. Sdsom [drdomsskolan nu ar inritlad harjar den
ju med vissa intridesfordringar, vilkas bibringande gver-
lemnas Al det privata initiativel. Detta har ocksa tagit
form i de olika typer av moster Malms skola, som finnas
Gverallt och som leda lanken till tidigare samhillsforhal-
landens patriarkaliska skolvésen.  Den undervisning,
som dér meddelas, star ulom hela undervisningens system.
Och dock handlar det om en dyrbar utvecklingsperiod
i minniskosjilen, som ar egnad att pakalla en alldeles
sarskild pedagogisk psykologi. Det #dr alldeles icke lik-
giltigi, utan snarare av en grundliggande betydelse, huru
den primédra kontakten med {talet och riknekonsten
gestaltar sig och huru de forsta drens ulveckling hand-
ledes. Sasom saken nu #r, vet liraren egentligen icke,
huru han skall borja. Del blir nagolslags repetition, som ér
nagonling annal d4n undervisning, eller en undervisning,
diar dess drivande moment, kunskapsbegiret och upp-
tickargliddjen, redan aviruhbats.
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Envar, som arbelat pa detta stadium eller skrivit
cen larobok i aritmetik for Idrdemsskolan, har halt for-
argelse av denna sak och sett ett for hela undervisningens
inriktning betydelselullt omrade undanrycekt det svsle-
matiska bearbetandet.

Jag vill nu emellerlid utveckla aritmetikundervis-
ningen fran bérjan, oheroende av denna av de nuvarande
{érhallandena betingade situation. Vi sldlla oss alltsa
infor uppgilten att harja fran horjan.

Den forsta friga, som da moter oss, ér sjilva numera-
{ionssystemels uppbyggande.

Jag har del intryek, att denna sakiallménhet avfardas
riall hastigl. Atminstone offra lrobickerna i aritmetik
icke minga sidor at saken, churn detta naturligtvis kan
bero pd, att ingressen mera betraktas sdsom en repetition
av pagonting lidigare inldrt. Vad som emellertid kan
sdsom en graverande anmirkning sfigas dr. att det hela
gir i motsatt riktning mot vad det borde gi. Numerations-
syslemet faller fdrdigt ner frdn himmelen, utan att nagot
behov péakallat dess ankomst. Riknesiitten postuleras i
hela sin tekniska [ullindming utan att féranledas av
nagonling i kvantiteternas varld. Och da den formella,
jag ville nastan siga kalligrafiska tekniken lika ldtt ror
sig med litel flera siffror, si &r eleven i en handvéandning
inne i miljonernas och biljonernas virld. Del 4r sedan en
¢ura posterior atl avprova denna lekniska apparat pa de
strédda ovningsexemnplen. Jag har i dessa saker en alldeles
annan mening som jag i det fdéljande skall bringa till
ultryck.

Numecrationssystemet &r 1 all sin enkelhet en av miin-
niskoandens {inaste prestationer, som det lagit Arlusenden
att komma till. Inom den higl stdende anlika kulturen,
bade den grekiska och den romerska, hade man som kint
elt synnerligen otympligt sitt for antalens betecknande.
Det rédder farresten intet tvivel, att analysens utveckling
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under depna lid strandade just pa den saken, medan
geometrien i Grekland hade en lysande utvecklingsperiod.
Det ar infdr detta perspektiv redan skil atl med varsam
hand ladla systemetl framvixa, sa all de svarigheler, som
genom detsamma clterhand undanrédjas, i nigon méan
komma till svnes.  Det paller alt hir liksom pa andra
punkler i matemalikundervisningen lata skolans  lilla
utveckling 1 forkertning avspegla nigol av minnisko-
audens madosamma vandring, déir del tvingande hehovet
av uttryeksmajligheter varit den drivande kraften. Det ér
en lang viig, som leder fran den primilive mannens val-
hinia lorsok alt rikna sina egodcelar till del dekadiska
talsystemets med en underbarsinnrikhel arbetande metod.

Den primitive mannen ar den lille matematikadeptien.
Flan har att orientera sig éver sin lilla viirlds, sin niirmaste
milids kvanlitativa forhallanden. ITlan mdéter diir allea
forst problemect att kuuna jdm/fira olika antal med varandra
och avgéra, vilken av tva foreliggande méngder innehélier
flera clement. Den primitivaste metoden ar ju atl koordi-
nera elementen i de till jimforelse foreliggande méngderna
parvis. Han inser ocksa, atl detla kan underldttas genom
alt infora horfet siasom rikneenhet. Men han f6érstar redan
ur sin omgivoings sma forhallanden, klassernas elevnume-
rirer, alt hir behovs biltre vapen icke fér alt principiellt
lara uppgiften, men vil f6r dess praktiska fullgérande.

Han vel ingeniing om numerationssystemet.  Over-
huvudtaget dr en viss hemlighetsfullhet pa sina punkter
i matemalikundervisningen en god pedagogisk taklik.
Sarskiit i den undervisning jag faretrider dr den ingenting
annat dn ell ultryck for det gemensamma lelandet, som
hir {rider i stiillet {6r katederlérkunnandet. LEtt forhastat
utlamnande av en teknisk apparat hor sdlunda icke denna
undervisning ill och #r inom all form av undervisning
egnad att avhryta intresset fér apparatens uppbyggande.

Han vet sdledes ingenting om numeralionssystemet.
Men han skall rdtl snart forklara, atl det hela skulle ga
enklare, om de skilda antalen skulle béra skilda namn
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och i skrilt bara skilda symboler, sd alt man ecndast
genom att hora namnen elley se syvmbalerna kan lisa
jamldrelseproblemen.  Ilan inser cmellertid ocksd, att
man maste ulfinna nagon metod lér ail inskrinka nam-
nens och symbolernas antal. Han star vid numeralions-
gystemets triskel. Med sina tio symboler och sin posi-
tionsmetod Idser detta system pa ctl suverdnt sitt proble-
mel.

Emellertid far dterigen icke allt detla komma med ett
slag. Bakom varje symbol och varje genom positions-
metoden skapat aggregal av symholer bir ligga en real
verklighet. 1 den man och endast i den méan den reala
verkligheten vidgas, vidgas numerationssyslemet.

Det framhélls redan alt Lalmaterialel ar det primira.
Det ndarmast 1ill hands liggande talmalerialel dr det, som
det omgivande lilla sambhéllel, skolan, crbjuder. Upp-
giften att bestimma totalantalet elever ur uppgifter
dver de enskilda klassernas elevantal leder till additionen
och Tor forresten samtidigl éver fran den dé redan konci-
pierande storleksordning, som klassen represcnterar, till
den higre storleksordning, som skolans hela elevnumerir
fareirider. Samtidigt beaktas andra utom skolans murar
liggande liknande frageslillningar, som rora sig med samma
klasser av tal. Den nyférvirvade ur operationerna och
salunda icke ur ett godtyckligt dekret utgicende storleks-
klassen, representerad av hela skolans i hinsalen {érsam-
lade till nagra hundratal uppgiende elevkonlingent,
vaxer in i medvetandet som en fast realitel, eltindexslélle
pa uppriknandets och anlalets skala. En férsta etapp
Ar utvunnen, cft vilostdlle, Imman marschen anlrides
mol andra kvanlitetsférhallanden. Fleven wvet, wvad
nagra hundra vill siga 1 verklighelen.

Vad sjilva additionens teknik vidkommer, s ar att
marka, att densamma 1 motsats L]l vad ur ldrobockerna
kan avlisas bor stodas av siirskilda additionslabeller.
Eljes kan del hdnda, att cleven aldrig lemnar den primiti-
vaste additionsmetoden alt rikna pa fingrarna, en melod,
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som visserligen i sitt utférande i varje dgonblick héller
additionens idé uppe, men som ohjalpligl blir efter infér
cn teknik, som bygger pi additionslabellerna. .Jag har i
min ldrobok i aritmetik visat huru dylika iabeller kunna
uppbyggas med tillhjidlp av ett kvadratgaller, sa att
additionen far ett besldmt geomelriskt innehall, varjimte
eleverna vinjas vid en bild, som senare ofta skall mota
dem. De [érfardiga sjilva sina tabeller med sl6d av detta
kvadratgaller, som de {orresten ocksa sjilva rita.

Innan utvecklingen gar vidare sitler subfraktionen in.
Diar finnes en annan betydande iraga, som skall klaras
inom skolans statistik. Man vill veta, huru mycket storre
en klass dr 4n en annan. Liknande [ragor med tal av
samma storleksordning méta ocksd pd andra gebit i sam-
hillet. Det blir ocksi friga om, med huru mycket elt
bestind [orindras ed aren. Den kvantilativa viirlden
borjar fa liv och rora pa sig.

Vad sjilva den pedagegiska lakiiken i fraga om dessa
riknesitt och dven i [raga om de §vriga vidkommer ville
jag sarskilt fororda korthégen eller lappbunien sasom det
konkreta underlaget [6r de olika detaljdiskussionerna om
sminnessiffrors, slAnandets, m. m. Korlet dr ju den statis-
tiska enheten, som fixerar bestandels individ. Redan kor-
tens ordnande leder till hopbuntning av korten, och man
kan sésom en helt enkelt praktisk metod [6rorda hop-
buntning enligt det dekadiska numeralions-systemets
princip, si att tio lappar buntas thop till en lisbunt, tio
tiobuntar till.en hundrabunt o. s. v. Jag har | mine liro-
bok i aritmelik genomgiende anvint denna konkreta
fixering av det i siffror angivna antalet och tror mig ha
vunnit i dskadlighet. Givetvis miste en dylik klassanord-
ning uppliggas, da det giller att forst starta sjilva nume-
rationssystemet, ty eljes blir del lhela fran bérjan endast
formellt och s. a. s. kalligrafiskt vetande.

Nu maste vil sdgas, att dppnandet av numerations-
systemets mysterium samt den pAd ovan angivet satt
forda undervisningen i addition och sublraktion A&ro



fascinerande uppgifter [6r en ldrare. Men  multiplika-
tionen belecknar dock numerationssystemels triumf, den
forsta virkligen dverraskande forenklingen, dér rikne-
konstens skénhet och forirafflighet far sin senare ndstan
oavertrilfade illustration.

Multiplikalionsproblemet kan startas ur ett beslamt
i lalmaterialet rotat behov pa manga olika sétt. 1 varje
fall skall det framiriida sasom en additionsuppgift, dir
alia addender &ro likastora. Man inser, alt hir forestar
en verklig utveckling av kunnandel, ty man kan givetvis
icke lata det stanna vid del vanliga forfaringssattel, da
det giller att addera 237 addender, envar likamed 395.

DNet sorgfilliga genomtédnkandet av en dylik specifi-
cerad additionsuppgift upprullar efterhand hela muitiplika-
lionens panorama. Dess lagar trada fram i konkret gestalt-
ning sasom nddvindiga {or det helas felfria funktion,
Kommutationslagen, ingalunda pad nagol sétt sjdlvklar,
far sin askadlighet, da uppgiiten bringas i forbindelse med
rektangelareans beriikning. Den distribuliva lagen blir
implicite hela farfarandets mijliggorande lanke,

Divisionen &r dater det successiva subiraherandet.
Kvoten anger, hurn manga ganger divisorn kan sublra-
heras fran dividenden. Del 4r allt skél att eleverna inled-
ningsvis {4 kinning med denna primitiva divisionsmetod,
som férresten liksom del successiva adderandet i multiphi-
kationen ligger till grund for multiplikations- och divi-
sionsmaskinernas konstruklion.

Det empiriska insamlandet av realt talmaterial gar som
kiant pa tvenne linjer. Det ndrmast Lill hands liggande
dr upprdkningen, det slatistiska insamlandel, som pa detta
stadium givetvis &r det priméra och som icke nodvin-
digtvis behover inskriinka sig endast till statistiskt olika
avgrinsade méinniskobestand. Men ocksa redan pa detta
sltadium bir mdfningen sdsom lalalstrande empirisk verk-
samhet skira in. Sjilviallet ar det hér icke dnnu fréga
om métningsenheternas hela system, metersy:temet, utan
om det helt naturliga mitandet av ldngder och areal.
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Hir har sarskilt multiplikationen dter en vinning att
anteckna. Den léser ndmligen {6r [6rsta gdngen, visser-
ligen i en ansprakslos fattning, problemet att genom be-
rikning ur vissa lingdmétningsresultat kalkylera en area.
Det giller rektangelarealen, vars beréikning icke enligt
mitt [érmenande behdver invinta tidpunkten fér nagot-
slags systematisk inpassning i metersystemet.

Det har ju diskuterats om fragan, var det av relorm-
matematiken framférda diagrammef skall komma in, och
man har i mcra modernt betonade lirobécker kunnat
finna detsamma ndgonstides hogt uppe i algebran, dar
ett sérskilt kapitel egnats denna nya delalj. Hér fore-
trider jag en annan mening. Man kan infér den priméira
uppgiften att anstélla jamférelse mellan olika antal med
skl fraga, vad som &ar ursprungligare for uppfattningen,
talet eller hilden., Utan atl alls ingd pa denna fraga vill
jag dock ha sagt, att denna graliska askidning skall
inarbetas i medvetandet dnda fran borjan, sh att densamma
blir ett lika vdlbekant och inn6tl verktyg inom forskandet
i kvantiteternas vérld som talet. Det dr en kdrnpunkt
uti min undervisnings allminna program det hir #4r
friga om. Det sammanhénger djupt med frdgan om det
Funktionala tinkandets trining och det kvantitativa om-
domets uppbyggande, vilka jag utvecklade sisom under-
visningens ledande idéer,

Stapeldiagrammet, dct av rektanglar uppbyggda jam-
forelsediagrammet, &r det priméira. Det innebér ju ingen-
ting annat, in att de statistiska korten liggas invid var-
andra och silunda genom sin tammanlagda bredd dskadlig-
gora jamfdrelscobjektets kvantitativa omfattning. Det
dr den givna bilden, da det giller att jimfora samtida
bestand, DA det sedan bliv friga om ett bestdnds varia-
tion, forslagsvis cn folkmingds fordndring med aren,
trider linjediagrammet in sasom det askadningen bist
bitrddande hjilpmedlet. Kurvdiagrammef, diagrammets
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vetenskapliga renodling, hér elt scnare stadium till, dé
det funktionala tinkandcet utkristalliserat sirskilda funk-
tionslagar i det kvantitativas virld.

Det édr cn annan sak, som jag hir vill skjuta {fram och
som ir okdnd i den gamla undervisningen. Det &r fabellen.
Den ér den analytiska motsvarigheten till diagrammet och
ger 1 siffrornas kalla sprak samma sakliga upplysningar
i abstraktare formulering som diagrammet i sin liviullare
till den visuclla Askddningen vidjande gestaltning er-
bjuder. Redan frdn hérjan bér tabellen vara den form,
i vilken erfarenhetens data bokfiéras och de ur dem genom
kalkyl utvunna resultaten sammanfattas.

Det ar vid bada dessa nyheter icke fraga om siirskilda
skolhildningar.  Tabcellen och diagrammet gd vil ihop
med behovets princip och éro typiska exempel pi sirdvan
att lita samhallets arbetsmetoder trdada in genom skolans
dérrar. Tabellen och diagrammet komma dagligdags till
anvindning Gverallt, dir man i samhiillet sysslar med
kvantitativa {orhallanden. Vi hegéira ruom {6r sidant i
skolan.

For att cmellertid dessa begrepp verkligen i sin an-
vandning skola ha ctt realt underlag, maste vi pasjilva det
efterhand fortgdende riknearbetet uppstilla en bestimd
fordran. Det dr icke liingre fraga om den isolerade upp-
giften, vars talmaterials intresse avslutas, da den 10sts,
utan det &r fraga om det kalkylatoriska vidarebyggandet
pa vunna resultat. Givetvis kan detta ansprik pa rdkne-
arbetels konfinuilel icke konsekvent uppritthallas, Av-
brott maste ske for att bereda rum for formell trining.
Dessutom upptrida ju ocksd i verkligheten isolerade
riknefradgor. Men 1 stort sett hir rdknearbetet hibehdlla
ett sadant syntetiskt sammanhang, att det vunna ligges
till grond for nya vinningar, si att ett allsidigt kalkyla-
toriskt utnyttjande av primirmaterialet {6rsiggar alldeles
som i den riknande verkligheten.




Det ir i anslutning till de sma talens virld, som de tyra
enkla riiknesitten utvecklas. De smi talens viirld #r
skolans och med den i storleksordning jdmférbara sam-
hiilllens, dver vilka den férsta empiriska insamlingen av
talinaterial gar fram, uppriknande och méitande, Emel-
lertid blir om jag sa {ar siga stugan efterhand for trang.
Hemstaden och dess kvantitaliva {érhallanden blir den nér-
maste etappen. Stadsdelsindelningen ger ett gott stati-
stiskt nitverk for uppriknandet, 1angd- och arealidrhal-
landen inryckas | mitandet. Den tidigare uppritade plan-
kartan dver skolan och dess plan ir prototypen fér plan-
kartan dver staden.

Farresten gor sig nu ett nytt inslag i arbetet gallande.
Det egenhiindiga insamlandet av primdrmaterial {ar triida
tillbaka foér det redan fardigt i kalendrar och statistiska
handbicker foreliggande, av lidraren foredragna eller i
larobokens materialsamling ingdende materialet.  Det
sociala samarbetet trider in 1 medvetandet.

Staden eltertrades av ldnet och landet, virldsdelen och
jorden. De #ro 1 kvantitativt hinseende, i uppriknandets
och mitandets varld, bestdmda etapper och giva i stort sett
fixa indexstéllen pad den kvantitativa skalan. De stora
talen trida efterhand in sdsom behovliga uttrycksmedel,
lika otvungel som enging de smé talen och i viss mening
lika fattbara. Atminstone star i varje fall hakom dem en
real verklighet, ett samhélle, en hild och de framtrida
salunda icke som ett typografiskt positionsaggregat av
de tio siffrorna.

Det kan sypas som om jag i mitt uppdrags fullgérande
ginge for langt, dd jag pa sitt ovan skett tringer ner
anda till undervisningens detaljer. Jag har emcllertid
fattat uppdraget sa, att det icke endast avser en makro-
skopisk omstéillning av larostoffet. Med en sadan dr under-
visningen icke tillrittalagd. Dér reser sig sasom ett minst
lika betydande sporsmal frdgan om undervisningens
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strategi och taktik. Det torde redan ha framgatt vad jag
inledningsvis férebadade, att stoff och metod hir ingatt
en koalition, som ur bada skapat en odelbar viisensenhet.
Jag kommer dirlér ocksa i fortsédttningen att, dar sa for
fulistéindig fattning av det hela ar nodviandigt, ga in i
skollektionsarbetets detaljer.

Det torde redan pa denna punktiden deskriptiva skild-
ringen vara klart, att det iir [riga om en alldeles annan
aritmetikundervisning an den hittills tillimpade. Den
har en alldeles annan syltning till hela sitt stoff och den
stker djupare forankringsstdllen i barnasjilen. Jag ville
siiga, att har dr ctt svalg beldst. Huru djupt detta svalg
ar skall genom den [6ljande utvecklingen dnnu grellare
komma till uttryck.

Efter fullandat inlirande av de hela talen gar den van-
liga utvecklingen &dver melersystemef in mot sorter.

Jag ville om detta metersystem aterigen séga, att dess
kirna givetvis icke ligger i den hiir vanligen igangsatta
forvandlingen, som {grresten enkelt klaras genom detta
sinnrika mattsystems anpassning till det dekadiska tal-
svstemet. Det dr hir snarare sjilva maéttens reala stor-
leksforhallanden, som skola tillloras medvetandeb. Déar-
till kommer att areans problem far sin 18sning fér tvenne
nya arter av figurer, friangeln och den allmdnna polygonen.
Dirjaimte l6ses volymens problem [6r det rdttstdende
prismat eller peluren. Vad som vidare framtrider sisom
en av dess vinningar dr sambandct mellan volym och viki,
som mbiliggdr viktens fixerande i vissa fall genom mit-
ning av langder. Rédknckonsten har kommit tangt, di den
pa denna punkt blickar tillbaka.

Om nagot kan och skall metersystemel inliras i onte-
delbar och levande kontakt med den omgivande, av
material {yllda verkligheten. Det giller nagonting prak-
tiskt och enkelt. Likvisst har man ocksa hir lyekats skapa
en teoriens torriuft, dar inliarandet av de vildigaste,
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aldrig anvinda kubikméatten bedrives mned samma logiska
gravallvar som édgnas de pa varje steg i virlden oss mé-
tande enklare lingd- och ytmatien. Dér kan emecllertid
ocksd enligt mitt férmenande géras en annan aninirk-
ning. I mitt undervisningssvstem ha eleverna redan
langt innan de na fram till metersystemet varit upp-
tagna av mitningar och allteftersom behovet yppat
sig stiftat bekantskap med olika langdmétt, yvtmatt och
vikter sd att siiga pa empirisk viig. De glida silunda
kontinuwerligt och ofrmirkt in vti en undervisningsperiod,
dé de vinna klarhet &ver e empiriskt inhemtade mattens
inre sammanhang och se sina mdéjligheter att mita viixa
till storre [ullindning. Och da de lemna denna alldeles
sdrskilda period bakom sig, sa ligga de icke dess kunskaps-
innehall sisom »genomganget» ad acta, utan ega blott
storre teoretisk och teknisk fardighet att déma 1 senare
olta dterkommande frigor om dimensioner och matt i den
materiella virlden. T molsats dartill, jag har det in-
trycket, dr metersystemets musealt betonade rum i den
nuvarande undcervisningens system ett rum, som eleverna
genomvandra, bese och sedan aldrig &terse. Det kommer
sedan nya rum 1 [&ljden. Dir ordnas ingenting, som [érut
empiriskt tilforts ur praktiken, dir siges blott vad allting
heter och sa férvandlas det och sd dv det avslutat och
borta. Over huvudtaget kan detta siigas sdsom en allmiin-
gillig 1akttagelse om denna undervisning, som mera siker
att genom logiska hegreppsgrupper sonderdela kursen i
parceller éin [A den att [ramtrida sdsom en enhetlig och
larorik vandring i kvantiteternas vérld. Jag ndmnde
redan ordet sorfer, som i den nuvarande undervisningen
framtrider sdsom universalbendmning pa de icke-deka-
diska méattens forvandlingar. Hela detta kapitel, som
allt fortfarande tar [ang tid i ansprak, skall avligsnas. Det
saknar hell och hallet betydelse ur kunskapsbibringzndets
synpunkt. De dir behandlade méatten ha i de flesta fall
karaktiiren av specialmatl Irdn specificerade verksamhets-
grenar. Dessulom ges ingen ingdende hehandling av deras
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kvantitetsforhallanden, utan de ldggas helt enkelt till
grund [§r allehanda omotiverade forvandlingar och sa
genomarbetas med dem som substrat liksom i meter-
systemet de Iyra riknesitten med obdnhérlig konsekvens.

Overhuvudtagel d#ir detta forvandlande ett plagoris
for undervisningen. Sasnart nagon ny sor!/ kommer in sa
blir det genast frdga om att férvandia och att utféra
gqvattvor species, men framforallt att {érvandla, liksom
om detta férvandlande vore cn fristdende operation,
som har sig sjalv till orsak och dndamal. Det dr natur-
ligktvis ett led 1 andra processer, men den saken framtrider
icke. Naturligtvis dr detlta ett slags pedagogisk slentrian,
som skapar nagra veckors stilla frid i den pedagogiska
verksamheten, medan eleverna forvandla.

Jag har i min ldrobok i aritmetik avligsnat hela detta
kapitel och ecrsatt detsamma med ctt mera ingdende
studium av fiden och dess métning och pinkeln och dess
mittning. Vardera ger anledning till ett verkligt riktande
av kunskapsmaterial och motsvarar Dbehovets princip.

Sarskilt dr tiden egnad att rikta och hefasta vart ve-
tande. Genom att kalkylera dagens lingd ur almanackans
uppgiiter dver solens upp- och nedgang kunna vi félja
dagslingdens [luktuation under arcts lopp. ILileverna
komma under sina riakningar till forbluilande empiriska
upptickter. Vintersolstindet, virdagjimningen, sommar-
solstandet och hdstdagjémningen instilla sig i kalkylerna
med sina data. Dagslédngdens diagram beféster ytter-
ligare de vunna criarenheterna. Med sin skéna kurva ger
detta diagram bilden av dagens lingdvariation, dir
maximistillet markerar sommarsolstandel och minimi-
stillet vintersolstandet. Ett nytt Gver samma axel ned-
lagt diagram o&ver nattlingderna ger i sina skdrnings-
stillen med daglidngdernas diagram var- och hostdagjam-
ningspunkterna. Huru mycket mera av vetande och fir-
dighet ger icke ctt allsidigt genomarbetande av denna
stora uppgift dn veckoldnga férvandlingar? Forresten
hjuder den ocksa pa forvandlingar, men de framstd sdsom
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ett nddvandigt led i efterstrivandet av ett allvarligare
mat och inlédras salunda tvangsfritt.

Naturligtvis innehaller en sadan framstillning av
tiden ett ingdende pi den astronomiska grunden till sjélva
tidsmatten, varvid den av vara klockor utvisade medel-
tiden instilles i sin riktiga fattning. Detta dr em nagot
talmaterialets realitet och cger ocksd som sddant ett higt
kunskaps- och bildningsviirde,

Jag hehéver val knappast tilligga, att tidsintervalls-
bestamningar sirskilt aldersherikningar ingd i denna
framstillning, givetvis i en annan form #n den nistan
lijeviickande rékneschablon, som i denna fraga upprepas
fran larobok fill lidrohok och allt fortfarande indévas i
vara skolor.

Ocksa vinkeln och dess matning har sin givna plats 1
aritmetikundervisningen. Den spelar en rtoll som ett
element 1 triangeln och polygonen, ocli den har sin bhety-
delse i den geografiska och nautiska orienteringens latituds-
och longituds-uppgifter och 1 den allminna astronomiska
himmelsorienteringen.

Om jag #dnnu tillfogar, att ocksi femperaturens och
luffiryckets mitning egnas cn liten uppmérksamhet, sa har
jag angivit, vad som enligt mitt {6rmenande hir komma
pa den plats, dir sorter férut funnos.

Den {orsta avdelningen i aritmetikundervisningen &r
hiarmed avslutad. Dess signaturer ha flerfaldiga ginger
bragts till formulering. Vad eger nu den unge adepten,
dé4 han kommit i hir lAngt? Vad har det blivit av den
lille primitive mannen, fér vilken numerationssystemet
déppnade porten till riknandets konst?

Han vet tskilligt. Framfdérallt kan han utfora qvattvor
specics. S8 mycket ansprik méste dock den rema mate-
matiken fa uppstélla. Sa vet han, ndr han skall tiligripa det
ena eller def andra riknesiittet. Han har icke att i urvalet
hilla sig till de klara och vigvisande rubriker, som de gamia
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exempelbéckerna 1 sin starka systematisering erhjuda,
om ocksd de »blandade exemplen» satts till for att ocksa
nagot 6va urvalsformagan.

Men han utgir ocksd ur undervisningen med en hel dcl
sammanhéngande sakligt vetande om samhiéllenas liv och
verksambet, deras vexlande kvantitativa relationer, folk-
mingder och arealer, handel och vandel, import och export,
intrader och kostnadcr. Ilan har cn bottengrund av med-
borgarvetande och orientering i vérlden, som §verallt
arbetar med riktigt fattade talférhidllanden. THan har en
bestdmd kvantitativ strulktur inmurad i sitt visen. Men
han har ocksa sett det helas foranderlighet. Samhillets
kvantitativa variabilitet, dess framilytande utvecklingar
har han f6ljt i sina kalkyler och vel, att den kvantitativa
konstellationen av i dag icke langre skall vara det i morgon.
Relativiteten, {luktuationen, dessa betydande tanke-
moment, har han p& empirisk vig tillagnat sig. Den
primitive mannen har gjort en méngd kvantitativa erfa-
renheter och blickar nu omkring sig i virlden med andra
dgon,

Han har emellertid icke heller blivit utan deduktiv
tanketrining. Riknesittets uppfattning dnda in i tanke-
maskineriets innersta skrymslen har man fordrat av
honom. Ingen mutter har lemnats oprovad, da det galit
att deduktivt uppbygga de fyra enkla rdknesitten. Man
far icke ett 6gonblick tro, att jag vill lata undervisningen
glappa pa ndgon punkt. Snarare vill jag gora gillande,
att varje enskild detalj skall vara [ullkomligt klar cller
ocksa skall det hela alls icke deduceras. Detta idr som
allmén uppfostringsprincip wviktigt. Dess firsummande
leder till den i det allminna planet resonnerande typ,
vars skora och dunkla tanketrad brister vid minsta press.

Den utveckling, som nu borjar i aritmetikundervis-
ningen, ror sig pid ctt annat plan och stiller stegrade
ansprdk pad det deduktiva finmaskineriet i den unge




adeptens sjél. Han har att intrdnga i brakldran med dess
riatt stora ansprak pa teorctiskt tinkande,

Det maste genast sagas, att briken icke lingre uti
praktiken ha samma stillning, sedan det dekadiska syste-
met overforts pa de vanliga métten. Pa séitt och vis kan
man siga, att braken #ro stillda pa avskrivning. Detta
betingar naturligtvis med héinsyn till min undervisnings
allmiinna tendens en bestimd mattfullhet i deras behand-
ling pa skolan. DBriakliran pa skolan maste hetydligt for-
enklas. limellertid #ro braken #nnu langt ifrAn avidrda.
De enkla braken 4. . ? o. a. mita overallt i praktiken
och en fullstindig kiinnedom om deras mekanism ar [6r
den praktiska orienteringen erforderlig.  Dessutom dr
det har fraga om en betydande matematisk tillokning
av talsystemet med alla de teoretiska spekulationer detta
for med sig, en synpunkt, som givetvis ocksa maste
tillmétas betydelse, da det dr fraga om undervisning i
matematik. Shutligen gar &ver braken och deras studium
vigen fram till den fulla forstielsen av de i praktiken ater
ofantligt viktiga decimalbraken,

Vanligen sker dvergangen till brakliaran sa, att tals del-
bharhet och upplosning i faktorer behandlas. Sedan ut-
vecklas minsta gemensamma dividenden och eventuellt
dven storsta gemensamma divisorn. Och dirpd kommer
man efter dessa »fdrberedelsers 1ill brakliran. Dylika
forberedelser passa cmellertid alls icke i milt system.
Genom dem lidderas dels det heuristiska momentet i under-
visningens gang, dels komma pé detta sitt saker och ting
nedramlande utan att nagol pakallat deras ankomst,
Huru skall man pa ett acecptabelt sdtt forklara {or ele-
verna, att man med ens bérjar upplésa talen i [aktorer?
Nigon i talmaterialet eller i det pa detsamma uppbyggda
kalkylatinnsforlarandet liggande grund kan icke uppvisas.
Och det maste viil éindock i varje undervisning vara {61
eleverna uppenbart adtminstonc vart man styr han. Det
ar hér dter den starkt systematiserande undervisningen,
dar den schematiska redan och ordningen dr en visenltlig
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princip, som gor sig gillande. [ motsats till den vill jag
ater hir understryka cn undervisningskonst, som kan for
den ytlige betraktaren tc sig mindre klar eller som at-
minstonce icke framtrider med klarhetens vttre kate-
goriindelning, men som pa djupet foljer den klarhetens
linje, som bhetingas av det helas fornuftiga och sunda
uppbyggande.

Det har varit debatt om huruvida braken eller decimal-
braken skola liras [6rst i skolan. Mellan dem bestar som
kidnt ingen visensolikhet, utan decimalbriken &ro endast
brak med specialiserad ndmnare. Naturligltvis ha de, som
ansclt, att decimalbraken dro sldattare att undervisas,
narmast LAnkt pa, att deras beteckning ansluter sig till
positionsprincipen och att de sdlunda [ramtrida sasom
den narmaste vtvidgningen av de hela talen. Men detta
ar ocksa allt. Givetvis skall man emellertid med detta
som bas kunna riitt behiindigt insmvga rdknesittens
formella teknik uti undervisningen. Om nu detta éar
huvnduppgiften med undervisningen, sa hira decimal-
braken betraktas sasom Hittare. Men jag tvivlar pa, att
man pa den viigen kan komma till nagon verklig farstaelse
av cxempelvis multiplikationen.  Overhuvudtaget #ro
ju decimalbraken med sina slora ndmnare i ringare grad
dverskiidbara och till sin storlek [ér dskadningen fixer-
bara iin de enklaste braken, varfér det hela ocksd ur den
kvantitativa uppfattningens synpunkt firefaller hogst
tvivelaktigt. MAnne icke hela denna pa inga djupare
mativ byggande upplattning vara att hanféra till den
formella undcrvisningens hemmagjorda taktik.

Det dr nu icke hiller atl rekommendera att sasom
ofta sker med ett ryck kasta cleverna in bland bhriak med
stora ndmnare, déir riknesitten med tidigare utvecklingar
om minsta gemensamma dividenden som bas utvecklas
med klarhet och fart. Det dr slutligen alls icke det for-
mella Inldrandet av riknesiatten som fr det viktigaste,
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utan sjdlva den inre uppfattningen om de lagar, som reglera
de nya talens storleksférhallanden och inhérdes rela-
tioner.

Enligt mitt fsrmenande bor brakiiran behandlas i tva
olika dclar, mellan vilka behandlingen av decimalbraken
inskjutes. Jag anser, att detta rikligast avviiger svarig-
heterna och ger hilden av den suecessiva och kontinuerliga
utvecklingsgang, som jug stdller higre dn den reda, som
visar sig i sdrskilda inbégnader (6r briken och decimal-
braken. Decimalbriaken dro ju speciella brak och det dr
vl mesl dverensstimmmande med sunda férnuftets krav
att ga in pa dem, da man drivit det propedeutiska brak-
studiet sa langt, att metoderna ricka till for att losa
decimalbrakens specialiserade problem.

Vad sjilva anknytningen av brakliran till den [6re-
gaende utvecklingen vidkemmer, s& har man i divisionen
ju haft skil att mangen gang med ldngtan hlicka bort
mot den tid, di dunllet éver de divisioner, som icke
ga jamnt upp, skall skingras. Det idr ocksd med ecn
dylik divisionsuppgift som utgingsbas nddvindigheten
av nya lal och nya beteckningar for dem skall disku-
teras.

Vad talmaterialets realitet vidkommer si ir denna i
likhet med dvriga min undervisnings ledande principer icke
ndgonting, som i tid och otid skall om ocksa pa konstlad
viag [bras till torgs. Givetvis skall de enkla brakens he-
handling stdndigt rekurrera till deras [6rekomst i verk-
ligheten, men utveckiingen passerar eljes hdr en punkt,
da det deduktiva, det s. a. s. matematiska har spiran,
sasom redan tidigare framhélls, da det var friga om
brikens frekvens uti det praktiska livet.

Braklaran har sin svara punkt. Det mdter ndmligen
hér en avseviard svarighet, da det géller att avgdra, vilket-
dera av tva brik ar storst, denna inom de hela talens
virld sd enkla distinktion. Denna svarighet dr sa hety-
dande, alt det &dr for dess dvervinnande frigan om tals
delbarhet och tals dividender maste genomarbetas. Det




synes mig riktigt, att-eleverna fi kénning av denna sva-
righet och sdlunda fullt {orstda nédviindigheten av dylika
betraktelsers inryckande i utveeklingen,

Det édr infor denna svarighct den [iorsta propedeu-
tiska delen av min brakléira hesiterar, efter att forst ha visat
pa dess forekomst. Hér avbryter utvecklingen och decimal-
braken, som icke ha kinnedom av denna svérighet, men
viil behdva alla de fore dess dvervinoande utvecklade
satserna trada in som undervisningsobjekt,

Den propedeutiska braklivan inledes med ett ingé-
ende, med grepp ut 1 praktiken understéitt studinm av de
enkla brikens storleksforhallanden och cgenskaper. Det
giller att 1ata dem vixa in i del levande medvetandet, s
att forslagsvis 2§ vicker en lika klar Kkvantitetshild
som vilket helt tal som helst. Likasa genomarbetas icke
med slutregeln som mal utan den verkliga inre férstielsen
som sylte ett hraks funktionala beroende av Liljaren och
ndmnaren.  Hir har den grafiska arhetsmetoden sitt jag
ville séiga suverdina falt. Firkortandets oeh lirlingandets
mekanism framtrider genom den grafiska hilden i evident
gestaltning.

Inom denna undersékningscykel faller multiplika-
tionens och divisionens upphyggande.  Jag misstinker,
att pi denna punkt svara misstag skola kunna hokliiras
inom undervisningskonsten.  Multiplikationsdefinitionen
fran «e hela talens rike faller; den bygger pa den itere-
rade additionen med samma addend, nagot som icke
mera eger tillamplighet, di hraket icke langre har det hela
talets antalsegenskap. Det giller alltsi nu for f[érsta
gangen 1 undervisningens fortskridande, att ligga upp cn
ny delinition f6r ett redan deflinieral rikneséitt, péikallad
av all nya tal upptritt pd skddebanan., Ogonblickel
har sin héagtidlighet. Det dr vidare atl wmiirka, att en
hestiimd ekonomisk eller utilitetsprincip fordrar att denna
definition skall uppliggas s, all tidigare lagar gilla,
som privvats foreligga hos ifrdgavarande rdknesitt i dess
tidigare delinttion.
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Det handlar sdledes om en definition. Jag vill ge den

tillsvidare all betydelse saknande beteckningen

3 5 J

4 7
innehdll. Har far jag icke i undervisningen vija undan
fér de deduktiva svarigheterna. Saken skall foras till
grunden,

Om jag utgar frén fragan, vad | mcter av en vara
kostar, som kostar ¥ mk per meter, s kan denna {riga
1att 16sas. Vi finna, att priset i mk maste aterges av hraket

3x5
4x7

Men 4 andra sidan,.om vi énska [ére kalkylens utforande
beteckna resultatet i enlighet med vad vi lart oss inom de
hela talens virld, s ar multiplikationsheteckningen

den natnrliga. Skall silunda multiplikationsheteckningen
vid detta speciella prohlem kunna anvindas pad samma
sitt som wid tallssa andra liknande fragestillningar i
de hela talens rike och salunda {vlla den [&rsta betingelsen
fér sin #dndamalsenlighct, maste vi tilldela denna be-
teckning

= e |
§><§ betydelsen 3%9
4 7 4

-

Jag gar icke ldngre i detaljer. Jag har blott velat visa,
med vilken logisk uppriktishet man méaste ga Lilviiga,
och att man i ingen hindelse genom nagol om én aldrig si
vl uttankt pedagogisk konstgrepp kan undga ovansticnde
resonncmangs klara pretension. Detta dr icke den enda
punkt, dir [6rstaclsen kan vinnas endast genom en dnda
fram till vetenskapens cgen analys gdende framstillning.

Divisionen framtrider unaturenligt i anslutning till
vad fallet &r med de hela talen sdsom multiplikalionens
inversion.
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Additionen stannar i sin fullaste utgestaltning icke
langre inom de granser jag utstakat 16r braklirans prope-
deuntik. Dess utveckling hesiterar just infér den svarighet,
som betecknade denna propedcutiks ovre grins.

Vilken dr d&d denna additicnens speciclla svarighet?
Om vi ha att verkstélla additionen

13713

uppticka vi ingen svérighet; resultatet blir ;.
Men om vi ha att verkstilla additionen

B, 7

68
s framtrider den prignant. Vi kunna visserligen dver-
vinna den. Ty bland de brik, vilka kunna erhallas ur de
bida briken genom forldngning och vilka dro med dem
identiska,

5 10 15 20 25 )
5 — (. 5. V.
G 12 18 24 30
7 14 21 28
0. 5, V.

8 16 24 32
finnas ju tvennc 3¢ och i} vilka kunna ersitta dc ur-
sprungliga braken, sd alt de omvandla den fdrelagda
additionen uti den fran alla svarigheter befriade addi-
tionen

20 . 21
24 " 24

som Ar av den forstangivna additionens typ. Denna
process, som avser att goéra brdken likndmniga och sa-
lunda litt adderbara, kan naturligtvis alltid anvindas.
Men den avger uppenbarligen ingen slutgiltig metod. Dess
uppstillande maste baseras pi elt ingaende studium
av de tal, som kunna vid den successiva férlangningen
upptrida som nimnare d. v. s. pa ett studium av tals
dividender. Sarskilt bor detta studium inriktas pa de tal,
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som upptrida samtidigt 1 bada réckorna som nfimnare,
d. v. s. de gemensammu dividenderna  till tva eller flera
tal och pd grund av det malematiska riknandets ckono-
miska princip alldeles siirskilt pi den minsta av dessa
gemensamma dividender.

I dvrigt &r om ovansticnde metod principiellt ingen-
ting att siga. Vilken additionsuppgift som helst kan
visserligen genom ett ansenligt uppbad av arbete pa
den vigen ligsas. Jag anser del ocksa nyttigt, att nagra
uppgifter 16sas pa detta sétt. Diérigenom framstar klart,
vad det vid addilionen egentligen 4rIrdga om och vad det
nu giller att utreda for atl [4 maskinen att arbeta snabbt
och 1 enlighel med den matematiska ekonomins eptimumn-
princip. Detsamma géller naturligtvis subtraktionen.

Har dr propedeutikens slutsten. Den unge adeplen
har vunnit en genom manga medel befastad uppfatining
om de enkla brakens storlekslérhillanden. Han dr ocksa
i besittning av multiplikationen och divisionen, givetvis
med den hegrédnsning, som #nnu palidgges honom av hans
bristande teknik i [raga om briaks {orkortning. Ilan har
ocksa {or additionen och multiplikationen en teoretiskt
oantasthar metod, wvars praktiska brister han kénner.
Denna metod har givit honom de problem, 6ver vilka
vigen till den fulla behdrskningen av additionen och
subtraktionen gar. 1 den efterhand sig framat arbe-
tande undervisningen dr hér ctt givet stille, ctt teorctiskt
ypperligt motiverat stille {6r andhemtning.

Jag nidmnde tidigare i min {ramstillning av denna
braklirans propedeutik den nytta de graliska metoderna
medfora. Salunda framtricer multiplikationen pa ett
utomordentligt askadligt sdtt. }x<? dr ju ocksd uttrycket
{6r arean av en rektangel 1 m?, vars sidor édro # och § m.
Inritas denna i kvadraten, vars sida dr 1 m sa omspénner
den en area, som uppenbarligen bestar av 3 X 4 sma
rektanglar, av vilka 5 x 7 ingd i 1 m?, foljaktligen fram-

trider hir pa ett askadligt satt, att —§X—7'=R—_—7 Ocksa pa
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ménga andra sidtt kan den grafiska metoden pa sitt
sdregna sitt beliista ett resultal genom att inetsa sin
bild i det visuella minnet. Mcn den
har sitt virde hogt diréver. Den
ar en detalj 1 det for det mate-
i matiska tdnkandets enhet vérde-
[ [ulla projicierandet av tankebilder
l Bl over fran analysen Llill geometrien

&

och tvirtom. Det dr icke meningen
att halla de bida dskadningsvarl-
darna Atskilda, utan sa oOva [for-
magan att samtidigt tiinka i de bada
viridarna och samla alit flere samband, som liata dessa
virldar kooperera for cn [rigas allsidiga belysande. Har
i det ovan relaterade exemplet tecknar sig denna unitet,
denna koincidens mellan skeende i analysens virld och i
geometriens. Medan tanken steg for steg filjer det analy-
tiska uppbyggandet av § X 1, illustrerar bilden i varje dgon-
blick varje denna tankeakts skiftning, femte delen av ?
framtrider som en vil fixerad strimma i bilden, tre
femtedelar fogar i hop tre sddana strimmor till resultatet.

Sedan nu alla bralkens grundegenskaper inlirts dr det
pa tiden att studera de specialiserade hrak, som vi kalla
decimalbrik. Naturligtvis skiftar nu materialet karaktir
och siker ater sina hestandsdelar 1 den omgivande virld,
dir decimalbraken komma till daglig anvandning, men det
kommer till en dragning mot andra talmaterial, vilkas
realitet har en annan grund dn deras hemortsritt i det
medborgerliga livets virld. Det hirjar komma in material
fran andra delar av matematiken, séirskilt geometrien.
Talet @« wisar sig. Det blir friga om cirkelarcan sasom
nidrmaste arca efler den redan  beriiknade triangeln.
Cylinderns volym kemmer in. De olika d&mnen-s specifika
vikt kommer till prdgnantare uttryck &n tidigare o. s. v.
Talsystemets utvidgning med decimalbrdk kannes som
en utvidgning av den andliga atmosfaren. Deb kommer
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in en vidgad rorlighet, kommats platsfériandringar gira hela
riknekonsten med ens smidigare. Men dér kommer ocksa
till ctt nytt sidtt att tdnka, som [6ljer med {lyttningen ur
de hela talens stela virld med dess grova storleksskala till
den ytterliga mot kentinuiteten gaende {6rfining av storleks-
distinktionerna, som decimaltalen féra med sig. Det kommer
till shdana fragor, som om exakthet och approximation.

Det &r icke mycket att siiga om rikneséitten. IEfter
den propedeutiska kursen i brik faller hela decimalbraks-
lran som en mogen frukt i var hand. Kommats vandringar
framstd sdsom ctt alldeles naturligt uttryck for dessa
specialbraks egna sitt att formellt reagera infér opera-
tionerna. P& varje punkt nas den fullstindiga forstaelse,
som helt sdkert aldrig kan nis genom vadjan till formella
analogier med de hela talen.

Egentligen kan man nu séga, att eleven fatt en dver-
blick &ver riknekonsten i dess aritmetiska gestaltning.
Han kan alltsd utfora alla de operationer, som komma till
anvindning 1 det honom omgivande praktiska livet,
blott han dnnu lir sig de specialbegrepp, som pa varje
sirskilt omrade anviindas. Han kan visserligen dnnu icke
[ullstindigt addera och subtrahera brak och kinner
ingenting om faktorer och dividender. Men dessa saker
visa sig heller icke i samhallets vardagspraktik.

Framstillningen av braken avbrits infor de svirig-
heter, som reste sig i additionens och subtraktionens
vig och vilka sdsom ocksa framhélls dro desamma som de,
vilka métte vid det kapitala problemet, att avgora,
vilketdera av tva brak dr storst. Kmellertid avbrots ut-
vecklingen icke planlést, utan fordes fram till en punkt,
diar dessa [rdgor kunde pa en teoretiskt oantastbar vig
lisas, en vilg, som ligger kiar och som det no endast géller
att 1 detaljerna utforma. Jag skulle anse detta vara en
sirdeles remarkabel pedagogisk taktik. Eleverna fa hir
icke ett sorgfilligt forberett och tillriittalagt kunskaps-

4
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material, utan {4 [6lja den historiska utvecklingsgangen,
kanna av svarigheterna och vara med om att utarheta
metoder fér deras dvervinnande. Mot bakgrunden av
en sdadan, for dvrigt hela min undervisning dominerande
princip bér avbrottet i brdklirans [ramstillande ses och
beddmas.

Den propedeutiska behandlingen av braken utmynnade
i nodviindigheten att kunna géra tva brdk likndmniga.
Men detta problem leder dver till ett annat, att studera
de bada ndmn-rnas gemensamma dividender.  Varje
gemensam dividend och cendast en sadan egnar sig il
gemensam nimnare och de hiada braken bringas i den form,
att de uppvisa denna gemensamma nédmnare, genom att
forlingas med det tal, som anger, huru ménga ginger den
ursprungliga némnaren ingar i den gemensamma dividenden.
Delta #r hela problemet. Att man sérskilt fikar elter att
anvinda den minsta av de ofindligt manga gemensamma
dividenderna till de bada nimmnarena har intel sarskilt
teoretiskt berdttigande, utan sammanhiinger med den
riknekonstens ekonomiska princip, som olta framskymtat.

Tva tal, forslagsvis 6 och 8, ha alltid en latt funnen
gemensam dividend,  Vartdera talet har sin sirskilda
dividendricka, bestdende av alla de tal, som kunna divi-
deras med talet och som salunda givetvis hestar av talets
alla multipler. Vi {a sdlunda for talen 6 och 8 dividend-
rickorna

6, 2-6, 3-6, 1:6, 5-6 0. 8. V.
8, 2-8, 3-8, 4-§, 58 o. s. v,

Men i forsta rackan upptrider slutligen 86 och 1 den
senare 6-8, vilka tal #ro identiska och sdlunda bilda en
gemensam dividend till 6 och 8. Vi ha hiarmed en osviklig
och enkel metod att finna en gemensam dividend till
tva nimnare, vilka som lelst, och sdlunda en forsta
metod att 1osa hraklirans svarighet. Kmellertid dr detta
icke det sista ordcet, men det dr en etapp i utvecklingen,
som pa ett cklatant sdtt later det sakligt visentliga
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trida i dagen. Problemets fortsatta utveckling och meto-
dens ytterligare forfining har alldeles andra motiv, sa-
som ocksa ovan uttryckligen framhslls.

Den ekonomiska principen, som syftar at riknearbetets
forenkling, stiifler oss inlér problemet att finna den minsta
av de gemensamma dividenderna till 6 och 8. Utdver det
speciella behov, denna minsta gemensamma dividend pa
denna punkt tillfredsstéller, har den ju sin teoretiska bety-
delse, da alla de gemensamma dividenderna uppenbar-
ligen &ro dividender till den minsta bland dem. Sarskilt
riktar sig blicken genast vid denna upptickt in mot fragan,
vilken stiillning den just inaugurerade genom en mycket
primitiv tankeakt funna dividenden 6. 8 eller talens pro-
dukt intar till den minsta gemensamma dividenden.
Ibland ar ju sésom vid 24 och 35 talens produkt ocksa pa
samma gang talens minsta gemensamma dividend. Fra-
gerna téitna och ge vid handen, att vi std vid randen av
nagot, som den unge forskaren har att vinna inblick i
for att kunna kénna sig lugn.

Man kan ge problemet om minsta gemensamma divi-
denden ménga synonyma fattningar, som idro egnade att
pa sitt satt materialisera problemet. Tvenne personer ha
till exempel ledigt, den ena var 6:te dag och den andra var
8:de. De &ro en dag samtidigt lediga och man fragar efter
alla deras ledighets koincidenser. Eller man har ett
galler, sammansatt av likariktade rektanglar med sidorna
6 och 8 cm och man vill i detta avgrinsa kvadrater, vilkas
sidor f6lja gallerstingerna at. Varje sadan uppgift ger
sitt bidrag till det fulla sakliga intrédngandet i dividendernas
mekanism och den minsta gemensamma dividendens
stdllning 1 deras komplex.

Det fortsatta begrundandet av dividenderna till 6 och 8
ger efterhand anledning till virdefulla iaklitagelser. Hir
foreligger ett alldeles sérskilt tilltalande {falt for den
sokande och trevande matematiska undervisningslkonsten,
som 1 sitt forsiktiga vidarebyggande ger i sin ringhet en
bild av sjalva [orskandet. Det hela skall ju utmynna i det
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slutliga suverina utformandet av sjilva det slutliga fér-
faringssdttet fér minsta gemensamma dividendens fin-
nande, men vigen dit dr lAng och farden skall bland annat
avbrytas for att en ny konst skall inldras, ndmligen
konsten av upplosa tal i primfaktorer. Jag atervinder
till talen 6 och 8. En dividend till 6 skall givetvis kunna
divideras med 6 och salunda med 2 och 3. En dividend till
8 skall dter kunna tre ganger divideras med talet 2. Folj-
aktligen skall varje gemensam dividend till 6 och 8 inne-
halla dtminstone 3 faktorer 2 och en faktor 3. Den minsta
gemensamma dividenden &r den, som &r fri fran allting
annat, och den #4r saledes sammansatt just av detta
minimiaggregat av faktorer och silunda precis likamed
2-2-2-3 cller 24.

Hirmed har problemet lagts pa en ny bas. Det giller
att kunna sidga, vilka faktorer de tal innehdlla, vilkas
minsta gemensamma dividend skall uppletas. Uppgiften
att {inna den minsta gemensamma dividenden har stillts
i beroende av ett nytt problem, som férst skall 16sas, ném-
ligen problemet att upplisa ett tal i primfakiorer.

Detta utsokta tillfille till hewristik och deduktiv upp-
fostran foérsummas i den vanliga undervisningen. Hir
genomldpes alls icke denna utvecklingslinje. Den minsta
gemensamma dividendens problem vixer icke ut ur négot
genom utvecklingens géng inkommet behov. Icke heller
framtrider tals delning i primfaktorer sisom pakallat
av dividendernas problem. Det hcla gar i rakt motsatt
ordning, den ssystematiska forberedelsens» ordning. Utan
att nagot behov kan uppvisas skrider man till att under-
sika tals delbarhet. S& uppléser man tal i primfaktorer.
5S4 bildar man nagonting higst omotiverat, nimligen
den minsta gemensamma dividenden. Sedan #ro kano-
nerna laddade {or angreppen pa briaks addition. Givetvis
gar detta utan friktion. Men den behélining, som diir-
igenom tillféres, &r av cn alldeles annan och cnligt mitt
formenande ligre valdr dn den som genom den naturliga
undervisningskonst, jag ovan gjort mig till tolk for, in-
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kommer i den arbetande barnasjilen. Det ar sdrskilt ett
stille 1 det helas ging, som maste med all varsamhet
overhyggas och det dr det moment, da [rdgan om tva tals
dividender med ens viénder sig in mot fragan om de bada
talens faktorer och sdlunda fragan om tals delbarhet
glider in i undersdkningens férgrund. ITdr maste saken
belysas frAn manga olika angreppspunkter.

Vi ha kommit fram till tals delbarhet. Det ligger i hela
min unclervisnings tendens att icke hasta, Det illa upp-
fattade dr virdelgsare én det alls icke behandlade. Ocksa
tals delbarhet bior genomgas med grundlighet. Det méste
exempelvis bli in i alla sina skrymslen klart, varfor ett
tals delbarhet med 3 eller 9 beror av tvirsummans delbar-
het med 3 eller 9. Déarvid ha vi den enda metoden 1 det
grundliga rekurrerandet till ett tals dekadiska uppbyggnad.
Talet 183 bhestar av 1 hundrabuntar, 8 tiobuntar och 3
losa lappar. Vi uttaga ur varje hundrabunt en iapp och fa
di idel buntar, som kunna delas med 3 och 9. Pa samma
sétt utdraga vi ur varje tiobunt en lapp och fa da idel
huntar, som kunna delas med 3 och 9. Genom detta
fa vi utover dessa med 3 och 9 delbara buntar 4 - 8 -3
losa lappar och talets delbarhet med 3 cller 9 beror pa
denna {pdrsummas delbarhet med 3 eller 9. Féres samma
resonncmang utan stédet av denna Lill undervisningens
forsta tider tillbakagripande reala antalsfixering torde
den stilla sig betydligt svéarare {ir upplattningen.

Jag vill hér icke ga lingre in mot detaljerna. Jag vill
blott varna [6r det pa denna punkt onddiga tranandet.
Det kan vara nog att halla sig till mattfulla tal och icke
driva upplésandet i faktorer sasom ndgotslags siirskilt
betydande angeligenhet. Diér en hestimd traning skall
inlaggas ar, da del galler de mindre talen, sarskilt de under
hundra liggande. T fraga om stérre tal med stora prim-
talsfaktorer bor man icke tveka att ligga fakfortabeller i

Tals del-
harhel.
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elevens hand, enir uppletandet av sddana stora fakforer
icke skiinker nigot andlig behéllning,

Man bor icke underlata att klarlagga for eleverna, att
tals delbarhet dr ett av matematikens gamla problem.
Déar star en sérskild stdimning dver dessa fragor. Primtalen
ha féljt den aritmetiska tanken genom tiderna. Eleverna
bira fa kinning med detta. Genom Eratosthenes’ sall fa de
sikta de forsta elementen 1 primtalens nyckfulla ricka.
Genom andra limpligt valda exempel fa de en inblick i,
vad man sysslat med inom denna virld, sa4 langt detta
nu kan ske.

Atergangen till brakl#ran kan numera ske, Braks
forkortning &r en enkel sak. Braks addition och subtrak-
tion erbjuder ingen svarighet mer.

Ocksa p& denna punkt ville jag ater varna for ctt
lossldppande  av  den dverdrivna tekniska tréningen.
Braken spela som sades icke mera sa stor roll i praktiken
och denna brékliarans senare del betecknar mera en teore-
tisk fullindning av brékliran med hela den 1 del mate-
matiska planet larorika deduktion, som {6r fram till denna
fullandning, &n en av det praktiska behovet pékallad,
slutgiltig utbyggnad av brakldrans tekniska maskineri.
Det trottsamma genomarbetandet av otaliga 6vnings-
exempel cnligt den monotona indelningen i addition,
subtraktion, multiplikation och division #r icke alltid i
sin schematiska tillaimpning pd sin plats. Man maste
nagot lata det sunda omddmet avgdra, nir del ar lampligl
och nir icke.

Nu dro da de hela talen, briken och decimalbraken
inldrda. Dirmed éar skolaritmetikens tekniska apparat
utformad. Dect giller nu att vilja den riktiga fortsatta
utvecklingen. Det dr den, som nu skall bliva féremalet
for en ingdende diskussion. Det genomgingna har ju
bjudit pA méanga fordndringar bade ifrdga om ldrostollet,
den allmiinna pedagogiska strategien och det dagliga under-
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visandets taktik. Innan jag emellertid gar in pa detta vill
jag upptaga fill debatt en annan [raga som redan tidigare
fordes fram.

Det &r ju givet, att decimalbrakens stora praktiska
betydelse skall leda till uppgiften att angiva hrak i deci-
malbrak och att sdlunda ocksid utlorska, vilka brak som
kunna cxakt ulvecklas i decimalbrak och vilka icke. Sar-
skilt den senare fragan leder till den férnufiiga avkortnin-
gen av decimalbrak for utvinnande av en av uppgiftens
art betingad approximation. Dirmed fores etl viktigt
moment in i undervisningen, egnat att kasta ett ljus dver
den ofullkomlighet med vilken verktvg och observation
arbeta, Emellertid vill jag icke ingd pa dessa lockande
fragor och deras stallning just pa detta stille 1 utveck-
lingen. Men med utvecklingen i decimalbrak samman-
hanger niira ctt av det medhorgerliga livets kapitalaste
hegrepp, némligen procentbegreppetf. Dettas fullstiindiga
in mot den fullstindigaste klarhet géende konception bor
pé denna punkt utbvggas till undervisningens centrala
punkt.

Emellertid kan, och nu ir jag framme vid den sak jag
ville draga under debatt, den fragan iramkastas, om det
icke ar redan pa denna punkt undervisningen 1 aritmetik
borde avbrytas for att aterupptagas férst pa den klass,
som firbereder [6r den allménna mellanskoleexamen. 1
ingen handelse hor utvecklingen drivas langre an mdajligen
till och med del momcent, som innehavet av procent-
begreppet markerar. Jag dr ocksd en smula tveksam
redan infor ett sa langt framtringande. Ty om vi ritt
besinna saken &r detta procentbegrepp till sitt innehall
ingenting sa alldeles Jatt fatthart. 1 varje fall hetecknar
det en alldeles ny tankcakt, som ide ahsoluta talens stille
infor de relativa procenttalen vid kvantitativa jam-
forelser. Man far icke lata vilseleda sig av den jdmforelse-
vis latta tankeakt, genom vilken man kan formellt ut-
veckla ett hegrepp och tro, att begreppet i och med detta
blivit sjdlens egendom, A andra sidan ir procentbegreppet

Procent-
begrenpet.



anknutet till tidigare talmaterial, och har icke i likhet
med den hirefter f6ljande utvecklingen sin grund i négon
icke dnnu behandlad specificerad form av samhéallsverk-
samhet. Det #r ett allmént samhéllsbegrepp om jag sa
far siga och hor salunda mahénda &ndock slutligen inne i
den fiorsta kursen i aritmetiken. Om &n icke utan tvekan
tar jag saledes procentbestimningen med.

Procentbestimningen har ju sin givna utgingstanke.
Om jag i en skola med 247 clever i [Orsta klassen har 32
elever och i en annan skola med 389 elever har i forsta
klassen 47 elever, sa siiga dessa absoluta tal oss ritt litet
om den forsta klassens stillning i de bada skolorna. Emel-
lertid ar fdrsta klassen i den férra skolan #% av hela
numeriren och i den andra &), av hela numecriren. For
att jamfora dessa brak kunde jag ju gora dem likndmniga,
men foredrar att utveckla dem i decimalbrdk. Jag far vid
avkortning till 2 decimaler

52m=0,13
0.1,
= ’

vilket jag utséiger s, att forsta klassen i de béda skolorna
ar resp. 13 och 12 9%, av hela numeriren.

Jag har harmed vunnit en metod for att fa jaimforelse-
tal, genom vilka jag kan karakterisera ett bestands om-
fattning inom ett annat bestand och sélunda gora jim-
férelser mellan den relativa storleken hos i olika bestind
ingdende delbestand.

ITar trader ocksd den grafiska dskadningen in med sina
hjalpmedel. T procentdiagrammet #dr vardera skolans
totala elevnumerir foretrddd av en 100 mm hog rektangel,
inom vilka de forsta klasserna vid skiktet fatt sig 13 resp.
12 mm higa strimmor anvisade. For en enda skola stdller
sig detta synmnerligen vackert, did de skilda klassernas
procentuella bidrag till elevnumerdren kalkyleras och
den 100 mm héoga rektangeln pa basen av dessa jimforelse-
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tal utparcelleras i invid varandra liggande strimmor.
Detta kan sedan utbyggas till andra bestind sdsom
landets uppdelning i lidn, dessas invanarantal m. m. Sar-
skilt skall den procentuella omfattningen av den odlade
jorden inom nagra ldnder vara egnad att belysa procent-
begreppets nva intagg, pad samma gang den i enkla tal
koncentrerar jamférelsen mellan landernas birdighet.

Nativitetsprocenten, mortalitetens styrka och andra
dskadningar, som tidigare statt utom undersékningarna
komma nu in. Procentbestamningen &r ett nytt forfinat
rakneinstrument, med vars tillhjialp nytt Ijus kan kastas
over den tidigare kvantitetskomplexen och nya komplexer
kunna indragas 1 undersékningen.

Procentbegreppet har den mest vittgaende anvindning
i det medborgerliga livet. Det har {6rlorat varje sparav
teoretiskt begrepp och ingitt sasom hemvant i det dag-
Lga spraket. Det anvindes nu icke endast sisom ovan
utvecklats for att skapa en ny art av jamiorelsetal. Varje
gang ett beroende etableras mellan tvd mot varandra
proportionella kvantliteler sasom pris och rabatt, bland-
ning och ingrediens o. s. v. anges proportionaliteten med
anvindande av procenthegreppet.

Detta begrepp, som sdlunda mah#nda i hégre grad
in nagot annat aritmetiskt begrepp gitt in i det allménna
ténkandel, bor givetvis pd skolan egnas den storsta upp-
mirksamhet. Den naturliga formen {61 dess inforande och
farklarande synes mig den vara, som ovan i samband med
de bada skolorna och deras [drsta klasser Klarlades. Att
blanda in den s. k. enkla reguladetrien i den fragan ér
alldeles missvisande och leder mahénda till en fast herdk-
ningsmetod, men till ingenting annat. Att nfigon clev
verkligen skulle forstd det dunkla resonnerandet med 100
i reguladetriens schema ar fullkomligt uteslutet.

Harmed #r nu den forsta delen av aritmetikkursen
avslutad. Det som nu f6ljer har sin séirkaraktéir. Det har
hittills varit frdga om alldeles allméint medborgarvetande,
allmdnna storleksrelationer och deras studium samt det



med dem sisom underlag elterhand uppvixande, numera
till fullbordan bragta riiknemaskineriet. Det lalmaterial,
som nu stundar dr hemtat frdn mera specificerad samhélls-
verksamhet om ocksd allt fortfarande av den art, att det
motsvarar behovets princip. Det blir nu mera fraga
om transaktioner inom det samhille dver vars kvantita-
tiva struktur de tidigare utvecklingarna velat ge kun-
skap. Dessa travsaktioner &ro av den art, att den [ulla
upplattningen av deras sakliga innehall mahinda icke
limpar sig for det dnnu foreliggande tidiga stadiet. Dér-
till kommer, att en pa denna punkt Lill fullstdndig av-
shatning driven aritmetikundervisning kommer att ligga
aritmetiken ad acta si att den 6ver den allménna med-
borgarexamen, mellanskoleexamen, 1 livet ulvandrande
mannen har hunnit glimma det. LEn infor denna examen
féretagen »repetition» kan icke mera skiinka det hela samma
liv som ¢n lagnt fortgdende undervisning. Det synes mig
darféor som om den punkt natts, da aritmetikundervis-
ningen kunde avbrytas, sedan dess propedeutiska del
numera geriomarbetats.

Dct dr ocksd andra skill, som tala fior en dylik Atgard.
Den utvidgning av riknekonsten, som algchran innebér och
till vilken jag med synnerlig utférlighet skall dterkomma
i det foljande, ansluter sig 1 verkligheten pa ctl naturligt
och kontinuerligt sidtt Ll den just avslutade delen av
aritmetiken. De praktiska exkurser, som bhilda aritmetik-
kursens fortsittning, fillfora icke nagot saddant tillskott,
som skulle fora utvecklingen néirmare algebran, utan ire
snarare cgnade att Ijirma tankegingen frin det, som i
algebran skall vara det grundliggande. Detta skall vid
uppbyggandet av algebraundervisningen visa sig vara en
riktig uppfattning.

Likaledes ar det pa tiden, att geomcetrien kommer in s
smaningom. Den har ju visat sig redan uti aritmetiken
dir mitningen bragt eleverna i1 [Orbindelse med dess
grundbegrepp. Jag skall, da jag kommer till frigan om
geometriundervisningen, uvtveckla de alldeles sirskilda
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synpunkter, som enligt mitt [6rmenande gora, att geo-
metriundervisningen icke med nodvindighet behdver anses
hora till det, som hdr upptagas senare.

Jag gar nu till den senarve delen av aritmetikundervis-
ningen. Jag villvredan pa férhand sdga, att jag kommer atl
egna den en alldeles siirskild grundlighet, beroende pa att
jag hidr uppstéller en undervisningshild, som fullkomligt
avviker fran den hittills tillimpade. Hér ndjer jag mig
icke med inre [Grskjutningar ach omléggningar, som 1 stort
sett kan sfigas ha varit falict i det foregaende. Dir har ju
andock sjalva undervisningsbildens yttre kontur i stort
setl uppvisat samma gestaltning som tidigare, om ocksa
innehallet inom denna  allménna inramning undergitt
visentliga omliggningar. Det blir uu Iraga om nagonting
helt annat.

Man kunde naturligtvis friga om icke mdjligen aritme-
tiken helt och hallet nu kunde avshitas och det som sedan
foljer dverlimnas at denilivet tillkommande undervisning,
at vilken skolan méaste avstd s& mycket av kunskaps-
hibringandet. lin sddan fragestillning ar ingalunda sa
oldmplig, som den vid forsta paseende och under den kon-
ventionella upplattningens tryek kan synas vara. Det ar
sasom ovan uivecklades fragn om en verklig avslulning
och det som nu foljer har i motsats till det foregacnde
en specificerad karaktiar. Det &r givetvis sé, att undervis-
ningen icke skall ledas in mot specialiscrade former av
samhillsverksamhet, dd ju en  »forberedelses i denna
riktning pa sin hajd dr nyttig for nigon eller nagra elever.
Den skall halla sig till, vad man kan anse falla inom om-
radet {61 allmén medhborgarkunskap. Endast sa har vad vi
kallade hehovets princip pa ett riktigt sitt bragts till
uttryck i andervisningen.

Nu dr saken den, att det finnes former av samhéllsverk-
samhet, som ega den allminna ufstrickning, att kinne-
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domen om deras kvantitativa férhallanden bér vara var
mans egendonl. lEnvar bir ega en inblick uti vissa ekono-
miska transaktioner, deras innebérd och bhetydelse, samt
vigsa statistiska forhallanden. Den del av aritmetiken,
som nu foljer, bar att skiinka en bild av det aritmetiska
inlagget uti sddana arter av sambhillsverksamhet. Det
ir med heaktande hiirav som tanken att nu helt avbryta
aritmetlikundervisningen kan tillbakavisas. Behovets
princip har dnnu icke i [ullaste utstrickning tillgodosetts.
Det finnes i det oss omgivande samhillets livsforing
kvantitativa relationer, som fnnu std ntom den unge
adeptens kunskapsvirld och som dro av den alhninna
fattning, att sjalva forstdendet av samhéillsmaskineriet
forutsatter innehav av kunskap om deras olika reak-
tioner,

Alltsa, aritmetikundervisningens organiska utveckling
har icke fnnu natt sin naturliga och beréttigade avslut-
ning.

Vid den fortsatta aritmelikundervisningen kommer uti
den wvanliga undervisningen pa denna punkt den s, k.
requladetrien in.  Den uppdelas uti enkel reguladetri och
sammansall reguladetri. Hela det féljande uppbhyggandet
av de s. k. borgerliga rdknesdtten grundar sitt tekniska ut-
forande pa denna reguladetrl.

Den enkia reguladetrien érett till sin tankegdng enkelt,
men vil att miirka synnerligen specialiserat slutlednings-
siatt.  Den direkia proporiionalitelen, representerad av
formeln y= ar, tillater slutledningen, att E:z?, liksom

g2 2
omvant ett funktionalt sammanhang, dir denna slut-
ledning alltid kan goras, dr en direkt proportionalitet.

N ; . o R
Ocksa den indirekia proporfionaliteten y - tillater en

liknande slutsats i det —=—, medan ocksd hir ett

funktionssammanhang, som alltid tillAter denna slutsats,
ar en indirekt proportionalitet.




Ur de bada formlerna féljer sedan
==Y, TCSP. Yy=—""Mo,

som innchdller den enkla reguladetriens rikneschema och
som mojliggér berdknandet av det mot x, svarande funk-
tionsvérdet y,;, dd man kinner det mot x, svarande funk-
tionsvirdet y,.

Denna enkla tankes anvindbarhel pa de s. k. borger-
liga rdknesitten beror naturligtvis pé, atl det inom dem
handlar om propoertionalitet.

Jag vet icke, om detta 1 allmédnhet fullt koncipierats.
Vad man givetvis miéste ha klart for sig dr, att denna slut-
ledning icke har nigon anvindning, da det blir irdga om
andra funktionssammanhang dn proportionalitet.

Vad jag pA denna punkt har att invinda iir, atk man
forst och [ramst alldeles dverdriver hetydelsen av detta
visserligen ganska viktiga slutledningssétt. Man ut-
séndrar det ur sitt sammanhang och later det bli ett sér-
skilt riknesitt, for vars indvande talrika sexempel» mobili-
seras. Dessa exempel, som konstrocrats enkom for denna
slutlednings intrianande, héra till sitt innehall till de mest
virldsfraimmande 1 skolkursen, wvarfor den tid, eleven
kvarhalles vid dem, icke ger honom nagon valuta i form av
utvidgat medborgarvetande. Men denna reguladetri [6r
dessubtom med sig, att den till sin deduktiva karaktir enkla
slutledningen alls icke kommer till sin ritt, utan upp-
slukas av ett rdkneschema, som likt en rdknemaskin av-
levererar resultaten, scdan de givna elementen riktigt
installts. Den tid eleven kvarhélles vid den uti undervis-
ningen méanatal i apsprak tagande reguladetrien tillfor
honom silunda en ritt ringa 6vning i deduktiv och analy-
serande utveckling, om man franser fran det till leda
upprepade motiverandet av talens placering ovanom och
nedanom det vintande brakstrecket.

Inom den sammansatta reguladetrien har den interna
pedagogiska cvolutionen firat triumfer. ITldr ldses med
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monotent allvar uppgift efter nppgift, vilka i den mén
utvecklingen fortskrider alltmera fjirma sig fran verk-
ligheten, [6rverkligande troligtvis ndgon mahinda i den
virlden betydelsefull tankefiness. Och vid dylikt kvar-
halles ocksd aritmetikondervisningen i ménatal. Cui
bono?

Sedan foljer i utvecklingen de s. k. borgerliga rikne-
sdflen intresserdikning, bolagsrikning, kedjerikning, alliga-
tionsriikning, betalningsterminers reduktion och vad allt
de heta. Som allmiéin karaktiristik av deras ddsliga iso-
lering kan mahinda anfiras, alt en matematiker nyligen
tillirdgad om dem medgav, att han kinoer om deras verk-
liga mening si dér pa rak arm just ingenting. For det
aritmetiken praktiskt utnyttjande samhillet sta de ocksa
fraimmande. Man kan icke virja sig fridn det intrycket,
att det hir handlar em residuer, som ha sin uppkomst
farlagd 1 nédgon annan tids annorlunda beskaffade askad-
ning och som numera finnas kvar endast i skolan.

Nu kan ju denna dom synas hard, atminstone, da det
giller intresserdkningen. Den Ar emellertid ocksa ifriga
om den riktig, Visserligen kommer den verkligheten nir-
marc #an de andra, satillvida som dess allmanna vokabular
har avseende pa den i sambillets livsforing viktiga lane-
roérelsen. Men den ger ingen som helst bild av denna ldne-
rirelses behov av riiknekonsten och fjirmar sig alldeles
Iran verkligheten med sitt systematiska, monotona berik-
nande av kapital, rdnta, tid och procent olta med data,
som icke skidas inom denna lanerdrelse. Den ddeligger
ett glimrande tillfalle att rikta adeptens vetandes virld
och framtrider nirmast som tummelplats [6r viterligare
traning i den numera till alltings ledande tankeprineip
upphojda reguladetrien.

Bolagsrilkningen ir ett sillsamt gebil av riknekonsten,
Det lovande namnet har ringa moisvarighet i innehallet.
Det hela handlar om ett tals delning i delar, som &ro
proportionella mot vissa tal. Snabbt inkomma rationstalen
och det hela inmdnstras bland reguladetriens anvind-
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ningar. Det deduktiva tdnkandet kopplas av och rikne-
maskinen arbetar. Nir det sedan gar 16s pd sammansatt
holagsrikning med betande bade hastar och kor med olik
konsumtionskralt, s stannar redan vid rationstalens upp-
byggande all verklig forstielse ntanfor.

Jag gar alls icke in pa& de dvriga borgerliga riknesét-
ten, vilkas verklighetsfraimmande varld édr fylld av hundra
tals sillsamma frigor, som pocka pa svar. Overallt dr det
reguladetrien, som levererar svaret.

Hir sker nu under nagon termin i skolan nigonting,
som icke horde fi ske. Lin dyrbar tid, manga timmar i
veckan, anvindes uppriktigt sagt till ingenting. Den
tekniska behéllningen #ir enkel reguladetri, ett resultat,
som till sitt vérde bor beskéidas med skepsis. Den substan-
tiella behdllningen dr ingen alls. ILleverna lira sig kort
sagt ingenting under vidpass ett dr. Jag star [6r detta
djarva pastiende. Atminstone ldra de sig ingenting om
samhéllets funktioner och fa ingen inblick 1 dess av alle-
handa sammanhang bundna kvantitetsvarid. Vad man
icke kan [drneka dr, att de ldra sig reguladetri och si
trinas de naturligtvis i sifferkalkyler. Om nu detta sedan
skall hetraktas sfisom nigon behillning att tala om.

Jag vill hér skjuta fram en annan sak, som ger sin
prigel at hela matematikundervisningen pa alla dess om-
riden och soin jag icke tidigare cxplicite isolerat om den
ocksa implicite framskymtat. Matematikundervisningen
behirskas av exempelrdknandef. Det dr som om hela under-
visningen pd varje stadium skuolle langta fram till detta
fordvrigt ofta dterkommande stadiom, di exempelrik-
nandet lar sétta in. Nu dr det ju klart att exempelvis 1
aritmetiken en viss trining erfordras, for att riiknandets
teknik skall beFistas, men detta ér nigot annat &n dessa i
hundradetal éverallt upptridande tilldmpningar av det
teorctiskt genomgangna. Vart vili man egentligen komma
med detta? Sarskilt i aritmetikens kapitel om de horger-
liga rékneséitien maste man slélla sig fragande angaende
det helas syfte och dndamal. Redan om exemplen vore
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valda »sur verklighetems, skulle dessa isolerade [rdgor och
tillimpningar ge en bra ringa behéllning och illa forhereda
for kemmande verksamhet. Sisom de nu dro orienterade
ha de ingen annan plan dn att utfinna svaret och sa
overga till ett nytt exempel.

Vad ér nu att goéra med allt detta? Enlgt mitt férme-
nande bhor {6rst och Irimst reguladetrien reduceras till
sina riktiga méatt. Den bor stillas in 1 sin riktiga dager
shsom ett slutledningssitt, som hor eth sirskilt beroende
till. Den bor icke hiller upptas sdsom nigotslags isolerat
riknesiitt, utan behandlas, dd proportionaliteten sasom
sirskild funktionsform debatteras. Det dvriga, den sam-
mansatta reguladetrien och de borgerliga rdknesdtten
hiira ater helt enkelt avligsnas ur kursen.

Infér en s& radikal atgdrd reser sig genast fragan om,
vad som i stillet bor undervisas. Sasom redan sagts,
bhér nu hir den utveckling av aritmelikens roll inom olika
arter av sambhillsarbete behandlas, som wvil féresvivar
undervisningen, ocksd da de horgerliga riiknesédtten be-
handlas. Jag vill nu ndrmast visa, hurn jag tinkt mig
denna andra del av aritmetikundervisningen. Jag behover
icke trotta genom att ater framhdva alla de principer,
tidigare fremhivda och debalterade, vilka samarbetat
vid skapandet av denna undervisningsbild.

Den forra avdelningen av min aritmetikundervisning
utmyvnnade 1 procentbegreppet, som med ens forde in
nigonling nytt och betydande i vara undersiékningars
virld. Den proportionella nedpressningen eller dilata-
tionen av ett bestand till 100 eller 6verhuvndtaget rekurre-
ringen till 100 som indextal fér ett bestand betecknade
inférandet av en ny typ av jamidrelsetal och en alldeles
ny askadning, dir den relativa storleken och den relativa
kvantitetsjimforelsen triadde in sdsom ctt hjidlpmedel,
overliigsel den tidigare absoluta jdmlérelsen.

Det blir nu en naturlig fortsdttning av utvecklingen
att anknyta till den sambhillsverksamhet, dir procent-
begreppet historiskt hor hemma och dér detsamma fram-
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rérelsen blir den fortsatta utvecklingens férsta etapp.

Inom lanerérelsen méter oss réiniecbegreppel och dess
relativa fixering i procenten. Anknytningen till verklig-
heten dr genmast etablerad, ty procenien, rdntefofen, &r en
levande kvantitet, vars tillfdlliga indextal djupt ingriper
i samhallets forhallandena, bade i det allminna och det
enskilda planet. Lanets roll i en virld, dér allting bygger
pa lanet, upprullas. Dess kortvarighet pakallar intresse
for dess aterbetalningsmodus. Amorleringens enkla meka-
nism framtrider saddan den dr sasom en naturlig och till
sin konstitution enkel avkortningsmekanism.

Vi vilja ett exempel. Litt ldn stort 10000 mk ldper
med 8 9, rianta. Betalas da varje ar 800 mk sa fullgéres
endast rédntebetalningsskvldigheten och sjilva ldnets
grundstomme blir oférindrad. Om cmellertid arligen
betalas, 14t oss siga 2000 mk, blir situationen en helt och
hallet annan. TLanets vandring mol f{érintelse avlises
kanske bist ur [6ljande amorteringstabell.

Ar.

1 Kapital: 10000
Rinta: 300
Sumina: 10800
Avbetalning: 2000
Aterstod: 8800

Ar

2  Kapital: 8800
Ranta: 704
Summa: 9504
Avbetalning: 2000
Aterstod: 7504 o.s. V.

Vi kunna ur denna tabell dse hela amorteringstforfarandets
maskineris arbete. Vi se bland annat huru den arliga
annuifefen 2000 mk fdrdelar sig pa rdnta for den oguldna
delen av skulden och amorfering d. v. s. avkortning av
skuldbeloppet. Vi fi efterhand

Ldine-
rorelsen.
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i forsta omgangen: 2000 = 800 + 1200
i andra omgangen: 2000 = 704 4 1296 o, s. v.

vilken tabld visar, huru rdntan givetvis efterhand avtar
och lemnar en stérre anpart av annuitcten till avkort-
ningen.

Men detta ar ju ett betydande vetande, som hir helt
elementdrt utvunnits, Uti den vanlica undervisningen
talas det nog ocksd om amortering, men alls icke i aritme-
tiken, utan alldeles i slutet av algebran, da det dr fraga
om att »tillampas teorin f6r geometriska serier. Déir I6r-
dunklas forresten hela fragestillningen och #r senare i
livet for de flesta en ur logaritmernas skumma virld fram-
skymtande hagkomst. ¥n amorteringstabell uppgires
aldrig.

Amorteringslanets huvudproblem kan redan pa detta
stadium f{allt {attas. Det géller att kunna fixera annui-
leten sa, att lanet géldas inom en viss foreskriven tid.
Det framtrider icke endast som ectt lockande perspektiv,
utan som en bjudande nddvéndighet att rd pad detta
problem.

Emellertid instélla sig andra uppgifter. De stora lan,
som stater och kommuner och till och med stora privata
foretag dro i behov av, kunna icke placeras pa en hand.
De uppdelas i smirre lan, vilkas skuldsedlar sdsom obliga-
tioner finna hugade inkopare. Obligationslinet ar ett
amorteringslan, vars mekanism arbetar sa, att Aarligen
rdnta utbetalas pa alla utestdende ohligationer, medan
arligen ett visst antal inlgsas, sa alt rinteutbetalningen
och avkortningen, rdnta och amortering, bilda en savitt
mojligt fix summa, som d& &r amorteringsforfarandets
annuitet.  Obligationerna éro fran bérjan numrerade
och det bestimmes genom lottdragning eller utlottning,
vilka numror arligen inlasas.

Det kritiska ir 1 detta [all sjélva obligationernas forsta
utbjudande d. v. s. lAnets uppnegocierande. Fér att gora
innehavet mera lockande tar man ibland spelpassionen




67

till hjilp. Man utbetalar ldgre rinta pa de oinlosta obli-
gationerna och kumulerar resterande riAntemedel Lill
vinster eller premier, vilka utlottas. Sadana obligations-
lan kallas premieobligationslan.

Nir vi nu se detla och héra dess enkla sammanhang,
maste vi kiinna forvining éver att icke linna dessa saker
uti den vanliga undervisningen. De motsvara ju dock
pa elt helt annat sdtt behovets princip dn alla mojliga
konstlade, varje saklig resonans saknande dvningsexempel.
De skiira med ens djupt in i den kvantitativa medborgar-
kunskap, som jag pa denna linje i utvecklingen uppstalit
som mal.

Den vrkesmissiga laneférmedlingen ombesérjes av ban-
kerna. Bankvisendet blir den néirmaste etappen 1 min
undervisning.

Nu drives undervisningen allt starkare in mot det
dagliga samhéllsarbetet. Bankerna arbeta runt om 1
stiiderna och pa landshygden. De dro sdlunda eleverna inpa
livet, T deras f6nster finnas uppgilter dver rintesatserna
uthiangda jamte vexelkurs och borsnoteringar. Det giller
att oppna denna virld fir den blivande medborgaren.

Bankens verksamhets fordelning pa inlaning och
utléning indras i undersbkningen. Eleven genomskéadar
den enkla meckanismen och lattar rdnlemarginalens bety-
delse.  Inlaningsformerna, framst deposition och lipande
rikning och deras olika rantesalser och dessas orsaker
behandlas.  Utlaningens former, lanet, kassakreditivet
och vexeln diskuteras och deras olika art och anvéndbarhet
inkommer i undersbkningen. Rénteberdkningen blir na-
gonting helt annat #n intresseriikningens posthuma till-
limpningar, Den blir en levande och nddvindig hand-
ling i en levande viirld, som sammanhénger med hela denna
virlds skiftande handlande och vandlande, dess merkan-
tita och ckonomiska drift. Han ser ocksd, den unge
adepten, att det ar rdnterikningen, som ér det centrala
for kalkylen. Kapitalet, tiden och procenten aro ju forall-
del bekanta 1 denna bankviirld, och det &r mera cn gest
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at nyfikenheten att utveckla formler for deras utkalkyle-
rande.

5S4 ser nu det ut, som kommer 1 stiillet fér den gamla
undervisningens intresserdkning. Jag behover vil knappast
tilldgga, att rinteberdkningen ocksa klargor den i bankens
usus forekommande rédnfetabellens konstruktion och att
en el av en sddan kalkyleras. Bankvisendet, sidant det
framtrider 1 bankinstitutet, framligges kort och gott
i undervisningen.

Naturligtvis innesluter en dylik undervisning en exposé
dver statshank och privatbank, éver sparbank och handels-
bank, en distinktion mellan huvadkontor och filial samt
en dverblick dver olika dominerande bankinstitut bade
hemma och ute. Bankvisendets hela vildiga verksamhet
fores fram i hela sin imposanta gestaltning.

Det gores i den vanliga skolaritmetiken ett ansenligt
nummer av rabatt och diskont, atminstone pa en del hall.
Bankens vexelberidkningsusus ger tillvdckligt tilifdlle till
diskurs Over denna sak. For att anvinda en nog si svi-
vande lerminologi utges hir det diskonterade virdet i

stéllet fOr det rabatterade. Man utger salunda k (1_

i stéllet fér vilket senare wvirde vore det teore-

'+ 100
tiskt riktiga. Att emellertid uthygga en sirskild lira om
den sanna rabatten och inbidda den i en mingd uppkon-
struerade Ovningsexempel &dr alldeles onddigt, emedan
det saknar resonans i verkligheten.

Detta dr nu en art av samhillsverksamhet, som eger det
allménna intresse, att dess arbetsfalt hor indragas i under-
visningen. Det finnes emellertid ocksd andra. Jag ndmner
hiir forsdkringsvdsendef, som ju 1 dnnu hogre grad én bank-
visendet inbréngt 1 det dagliga livet och berdr snart sagt
varje art av verksamhet. Det som hir dr det viisentliga,
Ar att ge en bild av dess sitt att arbeta, dess premiesitt-
ning och fondavsiittningar. Hir mita pa varje steg aktu-
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ella uppgifter 1 form av berdkning av premier vid skilda
férsiikringsrater, helst med de dverallt erhdllthara bolags-
tarifferna sasom underlag. Premiebegreppet har hir sitt
naturliga omréde for fattning och formell intrining. Det
gr [orresten underligl och néra nog komprometterande for
skolans aritmetikundervisning, att sadana saker som
dessa hirliga tillimpningar av principen om talmaterialets
realitet fa sta tillbaka {6r allechanda pladder kring onddiga
ovningsexempels absolut likgiltiga tankeging. Har ar
doek nagonting att lira. Redan att ha ett livholags eler
annat forsikringsbolags tariff i sin hand och folja dess
olika tabellers uppgifter 4r lirorikt och ger en uppfattning
om, vad deb hir rér sig om fér kvantitativa [orhallanden
och vad hédr utbildats for seder och bruk inmom dessa
omraden av verksamhet. Till allt detta kommer nu sedan,
att {orsikringsvisendet som jag sade har en vidstricktare
samhiillelig betydelse dn bankvisendet. Med sin allminna,
pd snart sagt alla omraden ingripande férsékringslag-
stiftning har samhéllet gjort férsikringen till en samhélls-
anordning av betydande ckonomisk hirvid.

Jag nimmer ytterligare bolagsvdsendel sdsom ett sak-
omrade 1ér den 1 samhillet kring sig blickande aritmetik-
undervisningen. Begreppel dividend klargires, likasa orsa-
kerna till akliernas virdefluktuationer.  Overallt mita
ocksf hir uppgifter, som icke behéva konstidrdigt upp-
byggas, utan ge sig redan vid en blick i tidningarnas eko-
nomiska avdelningar.

Vi kunna dnnu med sakomradet inférliva skattevdsen-
det, diir sirskilt den progressiva beskattningen leder till
en del intressantare naturliga rdkneuppgifter.

De eckonomiska I6rbindelserna med utlandet leda
frigan in pd kursnoleringar och av dem hetingade berik-
ningar. Har ha viett alldeles typiskt fall av direkt propor-
tionalitet, som gor att den enkla regaladetrien hiir teore-
tiskt har en alldeles naturlig anviindning och finner sin
rchabilitering. Ur kursnoteringens isolerade uppgift Gver
tva motsvarande tal i de bAda proportionella myntskalorna
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kan varje motsvarighet etableras genom den enkla regu-
ladetriens formel. Oftast hehdves emellertid ingen sadan
berdkning, da noteringen lagt det hela tillvitta, sa att
man kinncr dvergingstalen fér enheten inem de bida
myntskalorna och sdlunda kommer igenom med en enkel
multiplikation.

Detta ar vad jag nirmast vill sitta pa den plats, dér
[drr reguladetrien och de borgerliga riiknesdtten funnos.
Dct blir nog icke si mycket riknecexempel som iden gamla
undervisningen. Deras antal hlir till och med alldeles avse-
viirt reducerat. Déarmed sker cmellertid ingen skada. 1
stilllet trader in ett i alla avseende for orienteringen i
samhiillets arbete nddvindigt vetande och en viss i olika
riktning gaende teknik,

Jag héaller givetvis starkt pa just denna f{érindring.
Tin ofantlig tunga aviyftas {rdn eleverna, en bérda, som
det icke haft ndgon nytta med sig att bara. 1 stillet genom-
vandras verksamhetsgrenar, som ge en bild av det verk-
liga livet och dess relativt enkla ansprik pa aritmetiken.
Det hela blir forenklat. Men det kan man icke hjélpa.
Verkligheten ir nu engdng sidan,  Att lemna den bara
[or att fa ihop provande exempel dr vil icke rikfigt.

Det blir pa detta siatt tid ovrig, och jag vill géra an-
sprak pa dtminstone en del av denna tid for att ytterligare
tillféra min undervisning en Askddning, som organiskt
hér ibhop med det ovan utvecklades andemening, men som
jag icke nimnde bland de saker som jag infor i stillet for
de horgerliga riknesiitten. Om jag nidmner, att det ar
fraga om att infora rdnfa pa rdnta, sd skall helt sikert en
viss betiinksamhet géra sig gallande, ty denna sak hér ju
ocksa till dem, som utgjorde anvédndningar av teorin for
geometriska serier och dér spelade bade logaritmer och
exponcntialekvationer och andra de yttersta skoldagarnas
underliga saker in. Lmellertid #r en dylik tankeging
helt pa avviigar. Det hela iv enkel aritmetik. Att {6r-
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ligga saken bortom serier och logaritmer ar egnat att
alldeles férdunkla den underbart enkla sak det &r fraga
om. Jag tar upp det i aritmetiken just emedan det r
s genomenkelt. I varje fall underskrider dess svarighets-
grad de allra flesta av de nu i vmnighet {érekommande
exemplen med komplicerade kombinationer av alika
borgerliga raknesitt.

Jag var en gang fér manga ar sedan i tillfalle att sta
en medborgare till tjanst med en del upplysningar han
behévde angdende ett kapitals tillviaxt. Han blev ytterst
overraskad dver vad han erfor. Han hade icke kommit
att tdnka den enkla tankegingen, som dér behdvdes,
helt enkelt emedan han mindes, att saken hade nagon-
ting med serier och logaritmer att skaffa. Han antog
apriori omedvetet, att varje enkelt sdtt att aritmetiskt
fatta saken inncbir ett naivt villospar, som endast den
oldrde kunde lockas in pa.

Sadan dr den allminna uppfattningen pa denna punkt.
Och dock géller det som jag genast skall pivisa hdgst
enkla och i varje detalj {attbara utvecklingar.

Jag sade, att jag tar denna sak till tals i aritmetiken,
darfor att den ar sd genomenkel. Naturligtvis har jag
ocksd andra mera vigande skill. Den ansluter sig pa ett
alldeles givet sitt till rénteberfkningarna i framstill-
ningen av lanerdrelsen. I bankfénstren finnas ju ocksa ut-
héngda tablaer dver de belopp, som kunna nas pa 10, 15
0. 5. v. ir genom regelbundna insdttningar, vilka viixa
med ranta pa rdnta. Dessutom giller det framféralit en
friga av ster betydelse. De vanliga lanergrelseformerna
réra sig med begrinsade tider, som falla inom de kort-
variga, snabbt vexlande merkantila relationernas livs-
lingds intervaller. De éro ldnetransaktioner i den dagliga
trafikens virld. Emeellertid existera 1 staters, kommuners
och stora foretags tillvaro ekonomiska relationer, som
spidnna dver stirre tidslingder. Sarskilti statens och kom-
munens liv, som fortgdr genom generationer, ha genera-
tionerna att uppbira en ckonomisk kontinuitet, som bestar
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ifullgérande av ekonomiska avtal, avvecklande av linefor-
bindelser 0. dyl., genom vilka pa varje generations skuldror
dverforts en anpart av kostnaderna fér samhéillets materi-
ella utveckling. Det blir salunda isynnerhet hidr fraga
om laneoperationer med en betydande livslingd.

Av alldeles grundliggande hetydelse dr den insikt om
kapitalets wvariabilitet, som genom dessa betraktelser
vinnas. Inom bankvisendets dagliga trafik kommer detta
icke till uttryck. Men under tidernas vandring vixer
kapitalet. Det blir en funktion av tiden, vars momen-
tana virde fixeras {or olika tidpunkter. Detta ér nyttiga
askadningar, som en medborgarc bir ha med i sin proviant-
kista for att riitt kunna fatta det helas gang.

Vad ar nu di rédnta pa ranta? LAt oss tanka oss, att
10000 mk bar en rénta av 59%,. Om da rintan efter ettar
fogas till kapitalet, stiger detta till 10500 mk. Detta belopp
bar rinta under det foljande aret, vilken rinta stiger till
525 mk. Liagges denna rédnta till det kapital, med vilket
Aret inleddes, ha vi vid det andra Aarets slut 11025 mk
0. 8. v. Processen kan sammanstillas i féljande tabell

Ar
1 K= 10000
T 2300
2 K = 10500
I = 525
3 K= 11025
r = 551,25

4 K = 11576,25 0.8, v

som Aterger hela utvecklingsgdngen. PAa grund av kapi-
talets efterhand skeende férstoring, vaxer ocksa arsrintan
och det hela formar sig till en efterhand allt snabbare
tillvéxtprocess. Sa enkel fir den saken. Det dr nu for
dettas skull man mobiliserar serier och logaritmer.
Emellertid blir det hela betydligt genomskinligare
genom en liten lakttagelse. Uppenbarligen vaxer vid denna
process varje mark, nér den 4n kommer in i affdren, under
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ett ar med 5 pi d. v. s. till 1,05 mk. Foljaktligen fis ett
kapitals virde cfter ett ars forrinining genom atl kapitalet
ifraga multipliceras med 1,05. Denna faktor, som kallas
rdantefakforn, blir foljaktligen av stor betvdelse vid for-
rdntningen. Gar man in mot {ramtiden multiplicerar man
fér varje ar man passerar med 1,05 och vill man g in
mot det {6rflutna och rekonstruera ett forrintning under-
kastat kapitals tidigare indexvirden, dividerar man med
1,05 f0r varje ar man i den refrograda rorelsen passerat.

Man &vertygar sig latt om, att var tabell f6ljer denna
enkla lag, ty

10000 ¢ 1,05 = 10500

10500 x 1,05 = 11025

11023 x 1,05 = 11576.25
0. 8.V,

Gar man nu exempelvis med ett slag 10 4r framat
och fragar saledes, till vilket belopp 10000 mk vixa pa
10 4r, sa fas detta genom att 10 ggr multiplicera med rénte-
faktorn 1,05 eller siledes med 1,05'°. Dirav inses, att det
ar nyttigt att engang for alla kalkylera de successiva
potenserna av 1,05. Detta kunna eleverna gobra sjilva.
Tabelleras dessa viirden, sa behéver man blollt multipli-
cera med det till den givna tidsuppgiften hérande talet
for att {inna kapitalets slufvdirde citer denna tid.

Naturligtvis far elevernas beriikning inskrénka sig till
en ringa del av tabcllen. I dvrigt finnas sddana labeller
fardigt beriiknade fir olika procentsatser och kunna, sedan
man forvirvat ovanstiende insikt om deras natur och
kan berdkna dem, liggas i elevernas hand.

Det centrala i denna utveckling éir renodlingen av rédnte-
faktorn. Dess olika potenser askadliggira det enstaka
kapitalelementels, markens, variationsprocess och beteckna
dess 16r varje ar foreliggande notering i processens gang.

Nu oppnar sig, di cnging det ovanstiende klarlagts,
alldeles nya vérldar. Man kan [6lja kapitalets funktionala
variation genom tiderna. Man kan losa olika problem,
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som hdra till denna wvariationsprocess, Forst och frimst
kan man ange kapitalets storlek efter ett wvisst antal ar.
itmellertid kan man ocksa kalkylera den tid, som Atgar
for att ett kapital skall na ett visst belopp. Ty om man
L. ex. vill veta, pa huru Iang tid 2500 mk enligt 5 9 vixer
till 12000 mk si behdver man endast dividera 12000
med 2500 for att {finna det potensviirde av rantefaktorn,
som verkat tillvixten. Resultatet 4,8 uppsékes i tabel-
lens rad over de successiva potenserna av 1,05, varvid
den tillhdrande tidsuppgiften besvarar fragan. Man kan
till och med besvara frigan om den procent, som hir
garanteras for att ett kapital under en viss tid skall na
ett visst belopp. Skall exempelvis 3250 mk pa 30 ar
drivas upp till 12000 mk, sd erhaller man f6rst genom
att dividera 12000 med 3250 det potensvirde av rinte-
faktorn, som forverkligar detta. Resultatet blir 3,7
Man ser nu eflter i tabellen, {ér vilken riintesats den 30:de
potensen av rantefaktorn ar 3,7 och har darmed 16st upp-
giften. Vid vardera av dessa bada senare uppgifter ir
svaret givetvis approximativt, men eger en for praktiken
crforderlig approximation.

Inior alla dylika frigor som dessa stricker nu med-
horgaren i regel vapen och vénder sig till en yrkesmate-
matiker {61 att {4 besked. Emellertid ar det hela sasom
av ovanstiende framgar till dem grad enkelt, att det sa-
som redan sades vida underskrider i svarighet myckel
som nu utan tvekan léres. Sirskilt blir denna enkeclhet
pragnant, da det ingar uti en arbetande och langsamt
framatstrivande undervisning, dfir hela maskineriet pa
empirisk vig cfterhand uppbygges av eleverna sjilva.

Sakomradet ger nu nya utbyggnader. Livholagets
engangspremie kan i sin man diskuteras och skdrskadas
ur sparandets synpunkt. Donationen med stipulationer
om kapitalets tillvéixt kan likasad fattas och med rékning
foljas in 1 sitt detaljerade tillvixande genom tiderna in
mot realisationens tidpunkt. Folkméngdsvariationer upp-
trida inom vissa grinser som forrintningsproblem.
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Emellertid kan utvecklingen firas vidare meot vin-
tande problem. Livholagets drspremie dr en infor fér-
sikringsdrets bérjan drligen dterkommande betalningsrat,
en 8. k. praenumerando réinta, medan exempelvis ett
amorteringslans annuoitet (ténta och amortering) ir en vid
lanearets siuf till betalning f6rfallen rat, en s. k. postnume-
rando rdnta. Det géller att intringa i siddana Arsraters
eller rédntors mekanism.

Den forsta huvud{ragan ir, till vilket belopp en praenu-
merando rdnta vixer pa ett visst antal ar. Defta kan
utan alla tekniska konster enkelt och flirdlést beriiknas.
Om det t. ex. dr friga om en sidan rénta, stor 250 mk,
och man vill veta, till vilket DLelopp den vixer enligt
5 9% pa 10 ar, sd sonderfaller problemet i 10 forrintnings-
problem. Den forsta raten pd 230 mk vixer nimligen
under 10 4r, den andra, som gdires vid det andra arets
bérjan, i 9 ar, den tredje i 8 ar o.s. v., den sista, som gores
i bérjan av det 10:de aret {orriintas 1 ar. Men detta for-
rintningsproblem kunna vi utan alla tabeller genom
successiv berdikning fora till slat.

Anviinda vi tabellerna, genomiskiada vi ocksd detta
problems hela mekanism. Uppenbarligen utvinnes resul-
tatet genom att multiplicera 250 successivt med de 10
forsta talen i rdntetabellen och sedan addera de sa erhallna
produkterna. Detta kommer emellertid ut pad samma sak
som alt forst addera de 10 forsta talen i forrédntnings-
tabellen och darefter multiplicera resultatet med 230.
Mckanismen ligger klar,

Ur det just utvecklade framgar, att man pa ett enkelt
siitt kan utnvttja vara forrdntningstabeller for att be-
rikna tabeller for kalkyl av praenumerando réntan. Man
adderar successivt forrdntningstabellens tal och far di de
mot det sista talets tidsuppgift svarande talet i praenu-
merando téntans tabell. Sedan bhehdver man endast
multiplicera med rantans tillidlliga storlek.

Sédan ar nu den saken, som sdledes i den vanliga under-
visningen hor hemma pd hogsta klassen. [Firresten fr det
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dir icke heller frdga om sammanhingande lahcller, utan
om isolerade exempel, som bygga sin 18sning pa en formel.
Jag tror forovrigt, att dérvid det enkla sammanhanget
mellan forrintningstabellen och preanumecerando rintans
tabell aldrig tringer fram till medvetandet.

Givetvis dro ater tabellens uppgifter att hetrakta sa-
som de olika virdena hos en prasnumerando rdnta, stor
1 mk.

Huru stiller det sig nu sedan med postnumerando-
rantan? Oclksa dess slutvédrde kan utan alla labeller be-
riknas. Antag ater, att den dr 250 mk och rintefoten 8 %
samt tiden 10 ar. DA forrintas den forsta raten, 250 mk,
som inhctalas i siufef av det forsta aret i 9 ar, den andra
1 8 ar, o. s. v, den nionde raten, som inbetalas i slufel av
det nionde aret foérrdntas i 1 ar, medan den sista raten, som
inbetalas vid det tionde arels slut, icke alls hinner 16r-
rantas, ty i samima §gonblick skall slutvirdet fixeras.

Anvinda vi fOrrantningstabellerna, sa observera vi,
att det hela skall g sa till, att ettvart av de 9 forsta
talen i férrdntningstabellen multipliceras med 250 varpa
resultaten adderas och till summan fogas 250. Givetvis
innebédr detta detsamma som att man {orst adderar de
9 {drsta talen, till summan fogar 1 och multiplicerar det
hela med 250, Det innebidr emellertid ocksa, att vi till
det 9:de talet i praenumerande rintans tabell tillfoga 1
och sedan multiplicera resultatet med 250. Saken #r Kklar.

Vi se, att en tabell {6r postnumerando rintan I4tL
utskrives, da praenumerando rédntans tabell foreligger
tardig. Man fogar 1 till varje tal och skriver upp alla de
sa erhallna talen ett steg lagre ned i tabellen 4n forut. Man
skall 1att finna, att sd mdste vara fallet. Ty en postnume-
rando rinta 1 med 10 dvs giltighetstid 4r sammansatt av en
praenumerando rianta 1 med 9 ars giltighetstid, represen-
terad av de 9 {orsta raterna, och en inbetalning 1, némli-
gen den sista raten.

Det blir Ater nva sakomriden. Livbolagsrirelsens
drspremier komma in under kalkyl. Men framforallt loses
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nu annuitetens problem vid amorteringslinet, ett prob-
lein, som jag tidigare formulerade.

Innan vi emellertid ga till denna sak, konstatera vi
ater, att man kan med de nya tabellerna lésa ocksa
andra problem éin att bestdmma rintans slutvirde. Man
kan naturligtvis ocksa berikna den rénta, som efter en
given procent pa en viss tid skall na ett hestimt slut-
varde. Detta sker helt enkelt genom att dividera slut-
viardet med tabellviirdet. Man kan emellertid ocksa kal-
kvlera den tid, under vilken en riinta enligt en viss procent
nar upp till elt visst slutvirde, samt den réntefot, som
maste garanteras for att en given rinta pa cn viss tid
skall nd ett visst slutbelopp. Ilessa uppgifter ldsas enligt
samma lankegdng, som utvecklades vid férrédntnings-
tahellerna. Man behéver helt enkell icke lingre halla
processens deduktion i tankarna, utan har i tabellernas
tal faktorer, som mandvreras lika som taleniférrdntnings-
tabellen,

Jag sade, att man nu kan lésa ennuitefens problem.
Detsamma lyder som féljer: Ett 1an, som léper med en
viss rinta skall likvideras genom é&rliga annuiteter (réinta
och amortering) pa ett foéreskrivet antal &r. Beriikna
annuiteten.

Tankegangen vid lisningen dr enkel. Vi tinka oss
kapitalskulden upplagd till férrintning. Dess slutsumma
vid slutet av amorteringsperioden berdknas dd wr for-
rintningstabellerna.  Annuiteten ér en postnumerando-
rinta. Uppenbarligen skall dess slutbelopp vid amorte-
ringstidens slut just vara likamed kapitalskuldens slut-
viarde. Problemet dr salunda aterfdrt till det just 1dsta
problemet att berikna en postnumerando rinta, da dess
slutvirde efter ett foreskrivet antal ar efter en féreskriven
procent ar bekant. Sa enkel dr sdlunda ocksd den saken.

Nu dr denna utveckling avslutad. Att fora den langre
skulle vara att offra at sddana makter, som jag strivat
att bannlysa ur undervisningen. Anda till denna punkt
motsvarar det framstillda bechovets princip.



78

Det kan vil icke rada olika mening om, att denna fram-
stdllning av rénta pa riinta dr ett betydande inligg. Rent
praktiskt innebér det, att de som stanna vid mellan-
skoleexamen ocksa fa reda pa saken. DPedagegiskt inne-
bir det att en sak stéllts till ratta och flyttats fran en
punkt i kursen, didr begreppens enkelbet fordunklas av
sjilva {ramstéillningens cercmoniel, till en plats, som mot-
svarar dess deduktiva tankeansprak och dér en rekurre-
ring till sjalva begreppets priméra faitning och ingen
ovidkommande lirdom lgser frigan. Ur aritmetikunder-
visningens allmidnna synpunkt maste vil siigas, att detta
star himmelshigt 1 substantiellt och metodiskt viirde
éver det manadslanga bortpluttrandet av tid pa ovid-
kommande {ragor om betande histar, underliga bland-
ningar och aldrig férekommande betalningsiormer. Det
vilar livets verklighet och dess allvar dver de sysselsitt-
ningar, som pakallas av det nyss skildrade avsnittet i
framstillningen.

Jag har egnat denna sak en ingaende uppmarksamhet.
Naturligtvis ligger hiiri en defensorisk tendens. Ty jag
tror, att det fill och med bland yrkeslararne skall finnas
en och annan, som saknat anledning att i denna gestalt-
ning genomtinka problemen och fér vilken silunda tanken
att undervisa rénta pd rinta i aritmetiken maste te sig
sdsom cff ufslag av misstinkligt nyhetsmakerr. Emel-
lertid bér min {ramstillning utan tvivel giva vid handen,
att den vanlige lekmannen utan svarighet kan tilligna sig
denna betvdelscfulla del av riknekonsten. Men oberoende
av denna defensoriska tendens har jag har tillimpat ett
forfaringssiitt, som jag tidigare i denna framstilluing an-
viint och senare icke heller kommer att dra mig [6r,
nimligen atlt ga ner dnda till detaljerna, da det blir fraga
om nagon mera anmirkningsviird sak 1 undervisningen.
Det #r nidmligen som ménga ginger av mig i denna fran-
stallning med cftertryck framhailits uti sjdlva detaljens
taktliska utarbetande mycket av den syntetiska strate-
giens program skall férverkligas. Det giller icke endast
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att framliagga allminna idéer, det &r en relativt latt sak,
det giller det betydligt svarare att i undervisningens
mikrokosmos intdnka sAdana detaljanordningar att dessa
allminna idéer forverkiigas.

Min aritmetiska undervisning n#drmar sig sitt slut.
Det dr emellertid en sak, som {6ljer det hela At, men som
mabinda i framstillningen icke stindigt framhallits. Jag
namnde, da jag utvecklade min undervisnings allmiinna
ledande idéer, med alldeles sdarskild betoning det, som jag
kallade det funktionala tinkandets skolning. Detta inne-
hir bland annat, att vi skola lidra oss att i kvantiteternas
brokiga viarld med deras vexlande funktionala samman-
hang igenkénna vissa enkelt avgrinsade sidana funktions-
beroenden. Dctta genomgar givetvis sisom en réd trad hela
undervisningen och forskningarna pa denna linje stédes
av det grafiska diagrammet. Efterhand klarna vissa funk-
tionala berocnden, losgérande ur kvantitetsvirlden vissa
av dessa beroenden bundna storheter. Det firsta beroendet,
som pa detta sidth utkristalliserar sig, ar vil den direkfa
proportionalitfeten, den relation, som bland annat bestar
mellan pris och mingd, mellan vag och tid vid den lik-
formiga rorelsen, mellan linefira méatt i criginal och bild
m. m. Dess diagram #r den rdta linjen, som forresten
anknyter denna proportionalitet till likformiga trianglar,
diar den forekommer par preference, just sasom den linedra
skalan mellan bild och original. Sarskilt i denna f{attning
hlir den riita linjen sasom diagram ett i ¢vrigt i praktiken
anvint hjdlpmedel for éverforing av bildenien viss skala,
crbjudande den grafiska skalan for lineira mattagningar.

Emellertid trdda snart andra funktionala berocnden
in. Ett utmirkt underlag fér den allménna linedira funk-
tionens inférande erbjuda termometerskalornas uppgilters
reduktioner i varandra. Sa ldnge det dr friga om Celsius
och Reaumurs skalor ir beroendet enkel proportionalitet,
i det namligen i ldtt Iorstadda symboler

c=125r
och r=0s% ¢

Funkiio-
nala bhe-
roenden.
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Overhuvudtaget bor ett studium av den direkta propor-
tionaliteten och i allménhet de funktionala sammanhangen
tidvis viidja till formeln, sdsom sammanbangets suverdna
nttryck. Formeln framtrader dérvid till en borjan pa sitt
naturligaste sitt som den stenografiska av sigler férmed-
lade uppteckningen av en eljes ordrik beskrivning. Alge-
bran far pa detta siatt sin enda naturliga forberedelse.

Jag atervinder emellertid till termometrarna och tar
under diskussion t. ex. Celsius’ och Fahrenheits skala.
Nu wvisar Fahrenheits termometer +- 32° grader, di
Celsius visar 0° och 212° grader, da Celsius visar 100°.
Alltsd dro reduktionstalen mellan gradlingderna: for
Celsiusgraden 1.8, uttryckt i Fahrenheitsgraden och fér
Fahrenheitsgraden 5/g, utlryckt i Celsiusgraden. Vi fa
sdlunda

3
och f=1,8 ¢+ 32.

C =

eller typiska linedra funklioner. Etf studium av deras
diagram ér ldrorikt.

Emellertid visa sig andra funktionala sammanhang.
Det kan icke undga alt observeras, att kvadratens
area icke ldngre dr proportionell mot sidan, utan represen-
terar ett nytt heroende. Della som éterges av formeln

a = 8§

Aterfinnes sedan, da det blir frdga om cirkelareans beroende
av radien, om vigens vid en fallrérelse beroende av tiden.
Man har hirialla dessa fall ett beroende, som kan karak-
tiriseras sa, att en kvantitel dr proporfionell mot kvad-
raten pd en annan.

Givetvis kommer ocksd den observationen att uti en
pA detta sitt ledd undervisning géras, att icke ens detta
funktionala beroende {orslar f6r att skildra kubens volyms
bercende av kanten. Detta heroende, som likaledes dter-
finnes i andra sammanhang, betecknas si att vi sfiga, att
en kvantitet dr proportionell mot kuben pd en annan,



81

Jag vill #nnu en géng ha sagt, att man icke bor hesi-
tera infér inforandet av formeln. Man torde svarligen i
sina hander 14 ett utsoktare och osdktare tillfdlle att lata
eleverna stifta bekantskap med algebrans spridk dn det
som efterhand d& och da pa detta sitt triider till métes.
De ha upptickt diagrammets karakteristika, som Aaterge
mycket, som {ubeflen icke later ana. Men formeln ar det
suverdna, av vilket diagrammet och tabellen endast
dro matta atersken, d& det géller att inncha en {funkiion
och {olja dess forlopp samt studera dess egenart. Algebran
far pa férhand en reklam, som kan stirka intresset for
denna nu allt ndrmare skiinjbara nya del av riknekonsten.

Det engang mol obhserverande av olika funktionala
sammanhang inriktade téinkandet skall uppticka, att
andra dn de just framlagda lagarna hiirska i kvantiteternas
virld och att det kanske framfor mycket annat giller
att studera dessa lagar, férséka utgripa dem i deras mate-
matiska renodling och méjligen tvinga in dem under en
formels herravilde. Men da gidller det alt kunna herska i
formlernas virld. Ater reser sig algebran framfér oss.

Vi villja ett mera komplicerat funktionssammanhang.
Om vi rita diagrammetl dver [orrdntningstabellen, sd skall
detta redan inge oss tanken, att det hér dr [rAga om en ny
art av beroende. Diagrammet skjuter hastigt mot
héjden. Skulle tabellmaterialet vara utstrickt till till-
ric kligt hoga tidsbestimningar, skulle vi {4 skada en all-
de les sallsaint snabb stegring. Vi kunna ocksd hir ange
en formel. Ty om vi tinka efter, huru tabellen t. ex. fér
5 9, upphvggdes, sa fa vi for tabelltalet gy, som hor till
iidpunkten x uttrycket

y={(1,05)"

Det framtriader dndock infdr en dylik fér oss dnnu pé
detta stadium dunkel formel och dess kraft att krika
diagrammet pa ell sarskilt sidtt sasom en fascincrande
tribut At en utvidgad uppfattning av behovets princip en
onskan att fullstandigt genomskada detta och annat lik-
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nande. Skcla vi lemna rum fér sddant pa skolan, eller skall
behovets princip fattas i sin mera handfasta formulering,
dels sasom den kommit till uttryck uti aritmetiken, dels
sdsom viigledning, di det giller att utfinna det oundging-
liga for att naturvelenskaperna skola forstas. Av upp-
fattningen pa denna punkt beror i mvckel algebrans
stallning i det f6ljande.

Sadana fragor, som dem jag nu utvecklat, béra genom-
skimra kursen. Den lunktionala triiningen hér resultera
i annat dn rilande av bilder och tomt prat i anslulning
déirtill. Den bir efterlemina ett mera substantiellt vetande
i form av kénnedom, jag ville nistan siga god bekant-
skap, med de enklaste funktionerna, sa att en blick pa en
forcteelse dr nog f6r att den unge adepten skall kunna
siga, om diir verkar nagon av de enkla lagar, som han
kénner.

Min aritmetikundervisning dr avslutad. Den repre-
senterar nu, da vi vid dess avslutning Odverskdda den-
samma, nagonting fullkemligt annat én det hittills {8ljda.
Och detia icke endast ifriga om det stoffliga innchéllet,
utan aven ifrdga om det metodiska tillvigagangssiittet.
1.4l oss ifraga om bada sdga, att dir icke ens kunna slas
ndgra broar cmellan del gamla och det nya. Sirskilt vill
jag ha sagt, att den gamla metodiken likalitet kan an-
vandas pa mitt stofl, som min metodik kan tillimpas pa
det gamla stoffet. ELt sadant intimt samband rader
nidmligen mellan stoff och metod i min undervisning, alt
sjélva lektionen 1 sitt detaljférlopp har en alldeles annan
prigel dn i den tidigare undervisningen. Skall sdlunda mitt
undervisningssystem beaktas, kan detta ske endast genom
cn sadan fullstindig omldggning, som jag pa alla punkter
férordat, en omléggning, som galler bade stoffets samman-
sitlning och metodens dagliga detaljer. Att héttra pa det
gamla, atl ldgga in elt eller annat diagram, att taga na-
gon uppgift »ur verklighetens m. m. dr fullkomligt virde-
l6st.
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Vad nu lektionens detaljférlopp vidkommer, sa dr vl
det vanliga, ait hemuppgiiterna férst genomgas. Darpi
loses ett modcllexempel pa tavlan, varpa liknande mindre
cller mera kridvande uppgifter givas eleverna, varvid své-
righetsgraden beror pa, om de dro avsedda att losas pa
klassen cller hemma. Ibland avbrytes denna géng {6r att
fararen skall bli i Lillfalle att pa tavlan genomgd det, som
behdver vetas av teori for det fortsatta riknandet.

Detta ér en bild av aritmetikundervisningen, som icke
innehdller nagot karrikerande. Det gar precis sa till. Jag
har &hort manga sadana lektioner pa olika hall. Det ar
hell enkelt standardtypen fér en undervisningslektion 1
aritmetik.  Det deduktiva star i spetsen och sedan heter
del: Nu ska vi intéva det vi lart oss.

Det torde redan ur hela {ramstallningens gang ha
framgatt, att min undervisning férsiggar pa etl annat satt
ocksa 1 lektionens detaljer. Det fortgacende riiknearbetet
ar lektionens hottengrund. Deita bygger pa egna iakitagel-
ser, verkstillda upprikningar och métningar samt dala ur
tabellverk och praktikens handhdcker. Ur detta riikne-
arbete uppvéxa sjilva de aritmetiska rdaknefragorna. Det
avbrott, som da och da piakallas, avser den syntetiska
sammanfattningen av gjorda teoretiska erfarenhetsrén
clier av sjilva materialet pikallad fordjupning av rikne-
metoderna. Det teoretiska viixer upp ur det praktiska.
Sadan édr hela tendensen. Sadan ir varje enskild lektions
program. Légga vi diartill under sjilva lektionen vidtagna
mitningar, i hemmen uppgjorda ohservationsrickor,
rapporter av »utseddas, ritningar av diagram och andra
grafika, s4 viixer didr fram inom lektionens ram en biid
av allvarlig verksamhet med reella mal, som skola ut-
vinnas, en arl av matematisk byra, dar utevérldens ra-
malerial av kunniga hinder sovras och renodlas till tabel-
len och andra [6r kalkyl lampliga underlag. Sadan &r lek-
tionen, sammanfattad i 6gonblicksbild. Men dar rymmes
dnnu mycken saklig debatt av det behandlade talmate-
rialets betydclse 1 samhaillslivet och diskussion Gver de
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funna resultatens betydelse som sakliga nyvinningar.
Det #r icke bara att titta efter i facil, om svaret fyller sin
enda roll, nimligen att sammanfaila med facits uppgift.
Det géar en striim av samhillslira genom lektionen, déd och
d& riktad med annat vetande av grundliggande sakligt
innehall. Lektionen dr salunda icke en naken aritmeliklek-
tion, dir subsiratet for den aritmetiska triningen saknar
sakligt intresse, utan som si méinga ganger framhallits
ett stycke sambhiillslira.

Jag hade talat fér en uppdelning av aritmetikkursen
pa tvenne delar, av vilka den forra skulle genomgas pa det
tidigaste stadiet, medan den andra skulle framskjutas
till den klass, ddr mellanskoleexamen forsiggar., Givetvis
forutsatte jag vid ett dylikt forslag, att jag rérde mig
jnom den hittillsvarande lirdomsskolan, dir mellanskole-
examen ir den [drsta dimissionsexamen. Om emellertid
folkskolan och lirdomsskolan sisom jag tidigarc i denna
framstéllning ufvecklade sd inarbetas i varandra, att de
bilda elt skolkontinuum, si stéller sig den saken annor-
lunda. Da maste aritmetikundervisningen gi i en foljd
och stricka sig édinda fram till den dd ncdanom mellan-
skoleexamen troligen infogade dimissionsexamen, som i
sig innesluter det vetande, som motsvarar det nuvarande
folkskolevetandet. 1 stiilet méaste di en allvarlig for-
nyelsekurs genomgas pd den lére mellanskoleexamen lig-
gande klassen. Ty pa vilken lecgal punkt av skolan cleverna
dn utvandra, miste de ega det matt av aritmetiskt ve-
tande, som ovan efterhand utvecklats,

Jag gar nu till ssmmanfattning av mitt program. Jag
vill diirvid icke mera upprepa, vad detta program dsyftar,
och icke heller mera ingad pd de ledande principerna for
dess sammanstiillande, utan mera praktiskt sammanfatta
dess resultat.
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Det hela kan sigas kort. Jag vill ha bort sorler, jag
vill ha bort requladetri, enkel och sammansatt, jag vill
ha bort de borgerliga riknesditien. TInom det som Atcrstar
vill jag ha hort det dnerdrivna exempelriknandet. Jag
vill sérskilt ha bort de svdra exemplen och de komplicerade
sifferkatkylerna med stora tal.

Jag ~vill ha in 1 stillet fér sorter en enkel och grundlig
framstilining av fiden och med den sammanhiingande
fragor. Jag vill i stillet for reguladetri och de horger-
liga riiknesiitten ha in samhidllels arifmefik, sidan den visar
sig 1 lancrérelsen och bankviisendet, i bolagsvisendet,
forsdkringsviisendet och skattevdsendet. Jag vill ha in
rinta pa rdnla i den enkla gestaltning den verkligen har i
samhillet. Jag vill inom allt detta ha in enkla uppgifier,
sddana prakliken ger dem. Och sa vill jag ha in en stark
trining 1 att losa enkla sifferuppgifter med enkla tal.

Det dr vad jag vill ha bort och vad jag vill ha in.
Da det som gar bort dr mycket mera dn det som kommer
till, sa blir aritmetikkursen betydligt férenklad, nagot
som vil dr en av min underséknings fortjinstfullaste
resultat.

Men jag vill ocksd ha metodiska fordndringar. Jag
vill ha bort metoden med de primiéra, teoretiska explika-
tionerna och de sekundidra tillimpningarna. Jag vill i
stillet ha in en art av heuristik, som gir rdknearbetet till
det primira och de leoretiska cxplikationerna till det
sekundidra. Och s& vill jag, att alla sjilens formbgen-
heter skola komma till anviandning och att sdlunda dct
grafiska skall trida in vid sidan av det siffermissiga.

Sédana dro mina ansprak. De ha i det foregaende fatt
sin in mot detaljerna gaende molivering. Min framstlill-
ning av aritmetikundervisningens problem dr hiirmed
avslutad.



ALGEBRA.

Jag har tidigarc wvarit 1 tillfalle att framligga mina
tvivelsmal ifrdga om den nuvarande algebraundervis-
ningen pa skolan. Dessa tvivelsmal voro av  synnerligen
grav art och si myckel betdnkligare som de icke traf-
fade nagon detalj, utan 1at oss sdga hela fundamentet uli
en undervisning, som disponerar &ver ett betydande
timantal under fem undervisningsar pa ldrdomsskolan.

Mina tvivelsmal rirde sig kring ingenling mer och
ingenting mindre 4n frigan, om det, som under dessa
manga ar med ett betvdande uppbad av kraft meddelas,
overhuvudtagel {orstas. Givetvis Jigger en behallning i den
inldrda tekniska fardigheten att riktigt transponera rikne-
symbholerna, men delta dr ingen tillrécklig anledning att
offra s mycken tid 4t saken. Det &r vil dock den djupa
forstielsen av det helas innebdrd sem har eftersirdvas.

En sidan tanke som att generation efter generation av
skolungdom lédrts nagot, som stannat endast pa ytan,
dr sd pass grotesk, att den méaste med bevisféring beldg-
gas. Jag kunde dédrvid hénvisa till mina erfarenheter som
examinator i studentexamen, dér jag medvetet undersikte
denna sak, eller till min verksamhet som lirare vid uni-
versitetet och tekmiska hogskolan, dir jag hade rikligt
tilllalle  att pejla djupet av den forstaelse eleverna av-
visste under ett formellt oklanderligt funtionerande rikne-
schema. Men jag vill genom andra Overliggningar gora
min misstanke trovirdig.

Jag vill genast bérja med sjilva riknesymbolikens
clement, bokstaven. Mecd den dr saken mycket enkel. Den
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har samma innebord som de sa att sdga stenografiska
., . b-h .
siglerna i formeln [6r triangelarean { =——. Eller {or att

beligega saken med ett annat exempel. Man {finner vid
ndrmare eftertanke, att produklen av Lva tals summa och
skillnad alltid maste vara likamed skillnaden mellan talens
kvadrater. N&r man sammanfattar detta 1 formeln
(a+b) (a—b)y=a*—b% sa ar detta ett slags stenografl,
genom vilken man undgir en mingordig explikation av
denna sanning.

Emellertid inféres alls icke bokstaven som riiknesymbol
pa detta enda naturliga séitt. Man siger i stallet alltfort-
farande i de flesta lirobGcker och salunda ocksa i under-
visningen mangenstiddes att bokstaven befecknar elf tal, dl
pilket man kan giva vilket vdrde som helst. Detta dr dock
renaste pladder och leder icke till den minsta forstaclse.

Overhuvadtaget méste pa denna punkt en sak fram-
hévas, som redan trycker sin prigel pa aritmetikundervis-
ningen och som gor sig dnnu mera storande 1 algebran.
Det ar ett slags Overtro pa definilionens betydelsc. Nu dro
de tankegingar, genom vilka ett nytt begrepp insinkes
i medvetandet, ofta langsamt fortgdende, successiva proces-
ser, vilkas sammanfatiningien delinition ar tillingen nytta.
Diérmed vill jag alls icke siiga nagonting om vetenskapens
behov av definitioner i sitt pa ett annat plan verkstdllda
systematiska tillskapande av en ldrobyggnad, men i skolan
ar saken en helt och hallet annan. Innehavet av ett be-
grepp ér hiir icke sdkerstdllt genom en kort, snabbt upp-
rablad definition, utan formedlas genom systematisk och
grundlig beredning. Det evinnerliga definierandet ir en
av den elementira matematikundervisningens méanga
stereotypa bildningar.

Pa samma séitt ar det ocksd med regeln, som hir i alge-
bran blir sdrskilt vadlig, om den ocksa redan i aritmetiken
visar sina onda verkningar. Ett forfaringssitt bor i likhet
med ett begrepp sa att sdga bli ett med medvetandet, och
ingad i blodet. Dess utformande innehaller en sadan rike-
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dom av deduktioner, atl sjidlva det tekniska slutgreppet
icke kan naket fixeras i en kort tes. Emecllertid dr regeln
nu ¢tt tabu i undervisningen, som forresten hérjar sin
tcoretiska livsbana med dcfinitionen och for till regeln,
vilken sedan d&dppnar porlarna for tillampningar och
dvningar.

Bade definitionen och regeln dro i skolundervisningen
schematiserande faktorer; den forra forstas vanligen icke
och den senare avkopplar slutgiltigt skyldigheten att forsté.

Jag atervinder emellertid till hokstaven som rikne-
symbol. Om den saken en gang for alla icke in i grunden
forsias, sa forstas heller ingenting annat i algebran. Mono-
met och polynomet bli uteslutande kalligrafiska bilder,
och rikneoperationerna med dem blir den bokstavs-
patience jag redan talat om.

Jag skall dterkomma i den positiva delen av min fram-
stdllning till de sorgfillisa {érheredelser, som maste iraf-
ias fir att pa ett alldeles annat sitt sdkerstiilla forstaelsen
av bokstaven som riknesymbol. Dér skola vi ocksa se, huru
under de algebraiska uttryckens kalligrafiska siruktur
dblja sig, eller huru egentligen genom dem bringas Lill
uttryck bestiimda realiteter.

Dié nu icke ett fiirsdk gores att pa denna punktl tranga
till sakens kidrna i undervisningen, har jag grundade skal
att antaga, att det hela blir ctt formellt maskineri, som
eleven kan skoéta, men dir han vet varken, varfor (et
ibland sittes i ging eller den djupare grunden till att det
gar. Det blir en lustig lek, dar det galler att papassligt
skiita spakarna, ctt spel utan djupare innehéll.

Det algebraiska uttryckets ndrmare idé stannar sa-
lunda alldeles utom. Ménpe ens alla lidrare rikligt egnat
den saken uppmiirksamhet. Dec ha givetvis under sin
studietid sett det hela i dess transparania klarhet, men
aterkomna till skolan och med dess tarobdcker i handen,
ha de utan vidare accepterat status quo, cller mahénda
biittre status quo ante. Mahédnda ha de tiinkt, att det hela
vil 4r bra tillrdttalagt for den nivan.
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Men om ocksa de algebraiska uttryckens forstaelse icke
egnas nagon sdrskild uppmérksamhet, goras de i stéllet till
foremal for en alldeles dvervildigande formell traning.
Man maste ater fraga sig, vart man vill komma. Nigon
iorstéelsc av dessa transformationers verkliga innehiord
kan givetvis icke genom en sddan trianing vinnas. Det hela
foreter skédespelet av nigonling alldeles dverformellt,
vars syfie ar héljt i dunkel.

Jag gar icke ldngre, ty jag aterkommer till detaljerna
i den fortsatta Iramstallningen. Vad jag hitlills énskat
ernd r ett beldgg for mitt pastdende, att det hela alls icke
forstas till sitt verkliga innehall, utan &r ett filt f6r mang-
arig formell traning.

Det finnes en annan svag punkt alldeles i algebra-
undervisningens begvnnelse ach det dr undervisningen om
de negativa talen. Det skall icke finnas manga matematik-
lirare, som lidngta cfter.den period i1 undervisningen, da
dessa skola »inforass, och icke heller manga, som med
tillfredsstillelse se tillbaka pa det satt, pa vilket de full-
gjort det oangendma uppdraget. Jag har patréiffat lirare,
som oppet medgivit att sedan man »halkats dver bok-
stavens inforande som riknesymbol och »listatr in de
negaliva talen, s &r algebraundervisningen cn angendm
sak. Det dvriga gar galant. Det tror ocksi jag, men jag
tror att bade hokstaven och det negativa talet fordra
mycken omvardnad, om icke det {6ljande skall bli ett
tomt maskineri sisom det nu i huvudsak ir.

De negativa talen grundliggas genom ett allindnt prat
under forloppet av nagon timme. QOch sd édro helt hastigt,
utan att cleven riktigt hunnit mérka, huru det gar till,
alla riiknesatts teckenregler klara och man stortar till
dvningarna. Situationen &r rdddad vore man frestad att
siga. Jag skall dterkomma till detta, di jag gér till detalj-
granskningen och jamsides déidrmed liksom i fragan om arit-
metikundervisningen framlégger mitt undervisningssysteni.

Jag framhéll redan visserligen med ctt annat sylte,
att algebraundervisningen lyder under en hogt uppdriven



formalism. Den ar dock hiir begripligare dn i aritmetiken,
dir man 6verallt 4r omgiven av en av aritimetik fylld verk-
lighet. Saddan undervisningen i algebra bedrives, kan den
helt enkell icke vara annat &n formell. Ty eljes skulle
diar icke undervisas allt. Emellertid har algebraunder-
visningen givetvis samma allménna fel som karaktériserade
aritmetiken. Varfor skulle den vara utan dem? ILiksom i
aritmetiken gar man dverallt 1 metoden fram i omvind
ordning. gch si rdknar man jag ville siga tallésa exempel.
Det har blivit I algebra sa, att hela undervisningen egent-
ligen éir bara exempelrdknande. Och sé sysslar man liksom
i aritmetikundervisningen med alldeles onyttiga saker.
Man gor det med uppenbarligen bittre samvete #n i
aritmetiken, ty man doéljer icke cns under nigra om
nytta padminnande rubriker sitt »arbetes, utan egnar sig
med Oppet visir at den renodlade onyttan. Annorlunda
torde knappast de problem kunna kallas, som nu losas
i hundradetal [or att icke tala om polynemrdknande,
raknande med radikaler o. s. v, 0. s. v.

Detfa dr en sorglig bild av algebran, men den Ar
tyvirr sann. Emellertid dr det, nir allt kommer omkring,
icke s4 forvanande, att det 4r som det &r, ty vi std kort
och gott hir infor matematikundervisningens svaraste
problem. Jag vill nu uppta detta problem till en fordoms-
fri debatt, sidan jag egnat aritmetikundervisningen. Jag
vill déirvid se det hela ur samhéllets allménna aspekt och
dirur bedéma den omfattning, man boér skiinka denna
undervisning, men sedan vill jag ge de principer jag redan i
min arilmetikundervisning arbetade med spelrum for att
inblédsa en ny och levande anda 1 denna undervisning,
som mahinda méste betecknas som den mest efterblivna
av alla matematikens undervisningsgebit.

Jag kan icke innan jag lemnar denna allmdnna kritik
underlata att sirskilt egna nagra ord &t en sak. Jag har
ju talat mycket om variabilitet och det funktionala bero-
endet. Nu dr det att mérka, att icke ens algebran, form-
lernas vérld, fatt upp ndgon kontakt med dessa begrepp.
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Skolalgebran ir som det nu dr konstanternas stela virld,
dér dessa konstanter likt marionetter [lvtlas och transpo-
neras. Far skall fas in liv och rérelse. Det var detta jag
nirmast avsag, da jag talade om de nya principernas makt
att inblasa en ny och levande anda i denna de formella
transpositionernas underliga och ddda viirld.

Min kritik har varit hard och blir &nnu hardare, da jag
kommer in mot detaljerna. Jag vill givetvis {rdn den
undantaga verkligt langt gaende forsok till forbattringar,
som pa enskilt hall genom ldrohécker framiorts. Jag
riktar mig mot sadanl. som dnnu finnes och som maste [as
atl foérsvinna.

Jag gar nu till min analys av algebraundervisningen,
Jag vill da genask ha sagt, att man icke ur min kritik
far draga den slutsatsen, att algebraundervisningen ar
onddig., Detta vill jag forst som sist ha uttryckligen fast-
slaget. Jag skall prova algebran mot behovets princip
och skall pa hasen av denna prévning komma Lill en upp-
lattning, som molsiger cn dylik slutsats.

En sidan slutsats ligger lockande till {6t den allménna
meningen. Denna ir helt enkelt bijd {6r att ansc matema-
tiken tamligen eller alideles onddig for en vanlig med-
borgarc. Man har hért den uppfattningen, att det kunde
vara nog med aritmetiken, mahinda med en tillsats av
namnen pa de allra vanligaste geometriska konfiguratio-
nerna.

I en sidan uppfattning far man dels se en sund reaktion
mol hela den onvita som priiglar lardomsskelans mate-
matikundervisning och som dagligen méter inom hemmet 1
svarhanterliga, for det vanliga medborgarférstandet abso-
lut onyttiga problem om onyttiga saker. Dels beror emel-
lertid ocksd denna uppfattning pd okunnighel. Det ir
nog s, att den matematik, som lidres pa skolan till 60 a
70 9, #r onyttig, men matematiken som sadan &r icke
onyttis. Jag har ju redan i frigan om aritmetiken lagt
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den breda basen for en annan uppfaltning och skall ocksa
ifraga om algebran och geometrien gé in pad samma prév-
ning, men jag vill redan hir pid en allmédn bas mota
en dylik askadning. Alla de, som éver den allménna med-
horgarexamen, mellanskoleexamen, vandra ut till fack-
skolorna, hehdva dir elt matt av matematiskt vetande,
som siarskilt inom de tekniska liroverkena och naviga-
tionsinstituten gar ut 6ver aritmetikens gréinser. Och
bland dem, som &ver studentexamen soka sig in till
hégskolorna behéva vidpass 50 9% ratt goda insikter i
matemalik for att kunna tillegna sig dtminstone den natur-
vetenskapliga Dildning, de for sitt blivande kall behdva
for att icke tala om blivande ingeniirer, -som méaste ga
ritt langl i matematik.

Genom denna exkurs har jag i niagon mén (éregripit
den tillimpning av behovels princip pa algebran, som jag
just holl pa att ingd pa. Ty i icke ringa utstrickning avses
ovan med matematik just bebiéirskningen av algebrans
teckensprak.

D4 vi ha att tillimpa behovets princip pa algebran, ha
vi att se denna princip i en allminnare fattning an uti
aritmetiken.  Dér fick den en alldeles sirskilt prignant
utformning. Har &r saken annorlunda. Algebran behives
faktiskt icke pa samma sitt som aritmetiken, och giva vi
behovets princip samma tranga fattning som i aritmetiken,
54 leder detta till algebrans omedelbara utmdnstring ur
matematikkursen. 1 det medhorgerliga livets dagliga usus
kan algebran undvaras.

Emellertid skall behovets princip, sasom ocksad vid
dess forsta framliggande framhélls, icke skiinkas detta
sniava innehall. Det finnes andra behov dn de, som for-
verkligas 1 den dagliga livsfiringen.

Vi ha da for att ingd pa saken redaniaritmetiken kint
bhehov av algebrans sprik. Vi studera dar vissa kvanti-
teters inbordes relationer och upptéickte enkla samman-
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hang mellan deras samtidiga indexnoteringar. Vi {unno
ocksa, att sidana sammanhang kunna féljas i sitt farlopp,
som d& genom sin egenarl avspeglar det funktionala bero-
endets cgenart.  Diérvid kommo vi ocksd i den higsta
aritmetiska utvecklingen till formeln sdsom den suveriina
beskrivaren av det [unktiomala forloppet. Férvirvet
av formeln innebdr den fullstindiga beherskningen av
det funktionala sammanhanget och inncbar det slutgil-
tiga innehavet av detta sammanhangs lag. Sa& ger oss

formeln S=‘j, didr ¢ &r tyngdkraftens acceleration,

den slutgiltiga lag, som vid en fallrirelse binder viigen
S och tiden f vid varandra.

Det dr ctt reellt behov att tringa djupare in i denna
formelvirld, vars férsta och enklaste individer visat sig
kunna géra oss tjénsler. Vi dnska dock icke endast att
kunna handla p& ett visst satt, utan ocksa atl fatta detta
handlande i dess sammanhang med andra handlingar.
Detta faller ocksd inom hehovets princip.

Emellertiid gora sig dven andra synpunkter gillande.
Ett fullstiéndigare intringande i naturvetenskaperna ford-
rar ett visst matt av algebraiska insikter i den mening,
att algebrans formelsprdk maste kunna forstds och At-
minstone de cnklaste transformationerna kunna genom-
{éras. Ildr gér sig ett ansprdk pd algebran gillande,
som ocksd det faller inom omradet for behovets prineip.

Vad som hiir sagts om naturvetenskaperna giller i
alldeles eminent grad matematiken sjilv. I'ér ett djupare
intrdngande i geometrien och trigonometrien erfordras,
alt man kinner formlernas sprik och kan anvinda dess
deducerande kraft.

Nu 4r om algebrans hetydelse for matematiken sjélv
och naturvetenskaperna att siga, att det mahinda hir
handlar om konstlade behov. Genom att undervisa
mindre naturvetenskap och geometri kan man mdhinda
undvika algebran. Detta iir alldeles rikligt och skall fér
geometricns vidkommande i det fgljande ingiendce disku-
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teras. liriga om naturvetenskaperna komma vi genom en
séddan tankevandning in pa frigan om hela bildnings-
bildens konstitution. Men utan att ens ga sa langt, veta
vi, att en ritt hetydande kunskap i naturvetenskaperna
har till det, som i tekniska laroverk bor finnas till hands.

Vad oéverhuvudtlagel behovets princip vidkommer, sa
har min framstéllning val ensidigt anslutit sig till mellan-
skoleexamen och dess séirskilda roll att firbereda for
fackskolan. LEmellertid bildar mellanskolcexamen ocksé
den avslutade elementarutbildning, som leder till gymna-
sialbildningens uthildningslinjer, och maéaste givetvis ocksa
beakta denna del av sin uppgift. Det djuparc métt av
vetande, som dér skall hibringas forutsitter, huru vi dn
komma att stilla oss till dess innehall pi de olika gym-
nasiallinjerna, ecn viss kannedom av algebrans formel-
sprak,

Har dr det kanske just lampligt att paminna om vad
jag pa sin tid kallade den kulturhistoriska synpunkten.
Var bildning dr ju en produkt av den kulturhistoriska
utvecklingen och uppter 1 sin struktur spar av olika av-
tagringar. Det lerde vara svark att analysera dess hestands-
delar och framférallt uppge, varfor vid vart givet dgon-
blick cn viss rayvon av vetande anses hdra Lill bildningens
grundbegrepp, medan ardra omraden stanna utom dess
granser. Det hela ir dock statt 1 rirelse och foérandrar
efterhand sin habitus. Del djupa k#nnetecknct dr vil
emellertid, att det adr det mianskliga nuet, sadant det fram-
trider som en predukt av utvecklingen och sddant det
ligger till grund fér den férestiende utvecklingen, som &r
bildningens konstitutiva innehall. Dar ar i detta inne-
hall samlad all icke specialiserad allmanminsklig erfaren-
het och insikt.

Nu synes det mig hora till denna bildnings uppbyvg-
gande i minniskosjilen atl ge en bild av allt ménskligt
arbete, som skapat det miinskliga nuet. Det synes mig
darfor dven ur denna allménna synpunkt riktigt, att skolan
ocksa ger nigot utrymme at formlernas sprak, som éndock
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pa sitt sitt varit ett maktigt vapen i ménniskans hand, da
det gillt att intringa i universums stora virld och i natu-
rens mikrokosmos. Detta ger algebran ctt kulturhistoriskt
berittigande pa skolprogrammet. Detfa &r nigot, som
inrymines i en vidare tolkning av behovets princip.

Dcet torde salunda vara slalll utom allt tvivel, att
algebran hir [4 en plats uti skolans undervisning. Det
ar emellertid sedan en alldeles annan fraga, vad for slag
algebra dir skall undervisas. Att deti ingen héndelse skall
vara den, som nu dir lires, torde ur mina tidigare ut-
vecklingar ha framgiatt Atminstone sfsom min #sikt.

Jag wvill kort och gott formulera programmet om for-
beriirda bevis s, att algebraundervisningen skall avse att
undervisa algebra. Den skall slunda icke ddsla tid pa
allehanda av skolpedagogiken tillfogade utviixter med
till dem anslutna évningar. Det vidlyftiga polynomrik-
nandet och det mot intet syftande ridknandet med radi-
kaler hér till dessa utvixter. Och sa skall den framior-
alit slutgiltigt taga avsland {ran alla de for algebran
ovidkommande problem, som nu réva bort aralal av
dyrbar tid.

Algebraundervisningen skall saledes syssla med att
undervisa algebra. Darmed dr emellertid dnnu ingenting
sagl om dess stoffliga omfattning. Ocksa pi denna punkt
har jag alldeles bestimda asikter. Jag anser, att inom
den undervisning, som icke direki avser farberedelse {or
sadana higskolestudier, vilka forutsafta grundliga male-
matiska insikter, alltsd pé icke-reallinjerna algebraunder-
visningen omspénner ett fér omfattande lirostolf.

Nu sammanhiinga ocksad har inom algebran stoff och
metod pa samma intima sitt som overallt inom matema-
tikundervisningen. Den metod jag hér foretrdder och
som redan i aritmetikundervisningen uppvisar sina dér
tilampbara moment, ar av den art, att den ar egnad att
skiinka det algebraiska vetandet en sadan fasthet, att
det ar fraga om, om icke eleven trots de besk#rningar i
stolfets substantiella omfing jag har [6r avsikt att foresla,
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utgar ur den algebraiska skolbildningen med ett sikrare
grepp pa algebran én det han nu vinner genom de méinga
timmarnas tekniska dvningar. Dir uppehélles inom denna
metod med ohénhérlig styrka, att undervisningen aldrig
far Torlora den fulla forstaelsens fasta mark under {Gtterna.

Innan jag nu intridder i detaljundersdkningen vill jag
underkasta nagra pa senare tid tillkomna nytilidkningar
av algebrakursen en kritik. Med algebrakursen menar jag
diarvid icke liksom icke heller i det foregaende algebran i
striing vetcnskaplig mening, utan snarare det matt av
analys, som gir it skolan under detta namn.

Vntusiasmen for nymatematiken eller relormmatema-
tiken har icke varit enbart lycklig. Denna rérelse utgick
fran vetenskapsminnen inom matematiken och Dbir
maéanga spar darav. Sasom dess verkligt stora nytillforsel
méaste betecknas ménga av de idéer jag 1 det fore-
staende utvecklat och vilka pa sin tid med nagot av en
frisk vinds styrka gingo fram déver den gamla undervis-
ningen muscala férhadllanden. Visserligen behéver man
icke sa alltfor mycket férdjupa sig i exempelvis tyska
skoibécker och exempelsamlingar, for att formirka en be-
gynnande doktrinér kristallbildning kring de nya idéerna.
I stéllet for att 1osa problem ritar man nu diagram i doktri-
néir trosvisshet om dessas uppfostrande betydelse. Sjilva
namnet reformmatematik bir forstelningens fré inom sig.
Detta dAr nu cn gang idéernas vanliga livsférlopp. Doktri-
nen tar hand om dem och slentrianen dédar dem. Jag kan
i detta sammanhang icke undgi att pépeka, hurusom
man pa en del hall av den grafiska framstillningen, dia-
grammet, som bor sdsom ett tankevapen [6lja den fort-
skridande utvecklingen at, gjort en jag vore {restad siga
sarskild lira, for vilken man Oppnat ett sérskilt kapitel
hégt uppe mot algebralarobdckernas slut, medan hela
tankemekanismen bade fore och efter detta kapilel arbelar
som om diagrammet aldrig upptickts. Emellertid ha
reformmatematikens tillskyndare just genom sin egen-
skap att vara universitetsmin skjutit dver milet. ELt
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tecken ddrpa ar forslaget att inforliva grunderna av
infinitesimalkalkylen med algebrakursen. Tér universi-
tetsmatematikerna #ro ju differential- och integral-kalky-
len lika vanliga tekniska verktyg som gvattvor species fér
en vanlig medborgare. De dro ocksa for all del hérliga
saker, som kasta nytt ljus dver formlernas och funktio-
nernas virld, Reformmatematikens cntusiasler ha ocksa
kastat sig Over denna sak, varom utlandska léro- och
exempelhocker giva upplysning. Ocksa hos oss har man
seit ansatser i denna riklning.

Emellertid 4r en sidan utveckling inne pi en oriklig
vig. Dels dr sjilva grundbegreppet, derivatan, nigonting,
pa vilket man icke far taga for latt. Det ar ett hegrepp,
vars sorgfilliga faltande erfordrar en ansenlig firbere-
delse sdsom var och en vet, som undervisal pa universi-
telsstadiet.  Dess slutliga utkristallisering hygger pa cn
speciell tankeprocess, som &r langt ifrian enkel och av en
alldeles annan art &n de i dvrigt inom algebran anviinda
tankeprocesserna.  Det vanliga Lillvagagdngssiattet atl
klimma till med en kortfattad, redig och klar definition
Ar démt att vara en hindelse ovanom clevernas fattnings-
formaga. Dels dr det vidare sd, att deriveringen erfordrar
en ansenlig traning {or att man skall ledigt kunna hand-
skas med begreppet ifrdga. Och nér det hela ir avvecklat
och anvindningen skall vidtaga, sd kan denna icke fdras
utéver det magra omradet [6r derivatans anvéndning
vid tangeniproblemet.

Det har ocksa visat sig, att det hela blivit ett nytt falt
for formell trining. I stéillet for sidant som reformmate-
matiken utdémt, har tratt ett outirdttligt differenticrande,
dar ocksa den verkligt reala grunden saknas. Under sddana
forhallanden kan det sannerligen komma pa ctt ut, om
eleverna sycsla med polynomriknande eller med differentic-
ring. Den andliga behéllningen dr densamma, om ocksd
vocabulirenidet senare fallet Jiter mera respektingivande.

Man har ocksd sett ansatser till att skinka den ana-
lytiska geometrien en sidan utvidgad stalining pa skolan,
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att dess undervisning &dven skulle omfatta de koniska
scktionernas egenskaper. Detta maste vidl betraktas
sisom c¢n sublimering av reformmatematikens ivrande
for diagrammet och koordinatsystemet. Det betecknar
emellertid elt steg, som icke bér tagas. Ty koordinat-
systemets anviindning skall dock inskridnkas till att vara
etl stéd for studiel av funktioners egenskap. Gar man
Lingre och man kan givetvis ga #nnu mycket lingre,
har man foérlorat kontakten med den utveckling, som
inledes i aritmetiken och vars program dar klarl fram-
indes, och ingdtl pa alldeles nva tankebanor. Man har
icke lingre nagot stéd i behovets princip, men ldper i
stdllet stark fara att raka i konflikt med den objck-
tivitetsprineip, som vill paldgga undervisningen i varje
lirodmne den matta, som idén om suum cuique fore-
skriver.

Jag utdomer sddana av den vetenskapliga och Litt-
ledda pedagogiska entusiasmen tillférda nya utvidgningar
av kursen.

Nu finnes det en sjiilvskriven och naturlig griins for
den algebraiska undersikningen i skolan. Den bér réra
sig inom omradet for de reella talen och studera de alge-
hraiska uttryckens vérdefordelning inom dessa tals gebit,
En ekvalion hir skirskadas inom detta talomride. De
imaginéira talen hiira den spekulativa matemaltiska veten-
skapen till. Deras inférande pé& skolan ger inlet nytt
bidrag, utan ar snarare egnal att firdunkla begreppen.
Sker detta sarskilt sa, att man helt enkelt lancerar talet
i genom definitionen {2-=—1 och sedan kastar sig in i
dvningen med detta gatfulla tal, sd ar dirmed komplett
intet vonnct. Man endast fdrvirrar de cljes klara och
intressanta relationerna mellan ett kvadratiskt polynoms
nollstillen och diskriminant. Skall man aterigen utveckla
fullstandig teari fér de komplexa talen med uppbadande
av modul och argoment och den grafiska askadningens
hela teknik, sa tar detta lang tid och ger utan dirpa
byggda verkliga anviindningar och under dem f{érvirvad
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inblick uti det helas teoretiska virde och beriittigande,
knappast nagon verkligare uppfattning én del just be-
rorda formella inforandet av i. Ocksa delta, till vilket
man ser ans tser hir och dér, hor till den malemalisk-
pedagogiska cntusiasmens ny. kapelser, vilka méaste med
stor skepsis betraktas.

Man hor ofta matemalikens egna foretridare vid
skolan med ctt visst tvivel i tonen tala om reformeri under-
visningen. Dels beror detta givetvis pa den naturliga
konservalismen, som ser, all inga slora skador ske under
ctt visst foreliggande system, medan dock ett bestamt
vetande vinnes, som visa sig vara bra, medan man ju
ingenting vet om nya uppslags verkningar pa det hela.
LEmellertid tror jag, att denna skepsis ocksd foranletts
av allchanda sddana entusiastiska och mindre &vertinkia
forslag som de, vilka jag just relaterat. Infér dem har
den erfarne liraren reagerat och mahiinda efterhand ut-
strickt reaktionen, ulan all varje gang sA noga prova
saken, till allt nvtt lings hela linjen.

I motsals till dylika noviteter vill jag ha sagt, att
jag icke vill infora nigonling nytl och sillsamt i algebran.
Jag vill som jag redan sade fa bort en massa gammalt och
sd vill jag stilla om det, som blir kvar, pa ett nytt sétt,
s att det som dndock dr undervisningskonslens grund-
betingelse nas, det vill siiga, att det som ldres forstds i
sin totalitet och in i sina innersta detaljer.

Det torde ur det ovan utvecklade framgd den all-
ménna tendens jag kommer att tillimpa i min avgrinsning
av liarostoffet, sd ldngt den saken nu kan klargiras utan el
ingdende pa detaljerna.  Jag skrider nu Lill att filjande
samma plan somn ifrdga om aritmetikundervisningen i
detalj [6lja algebraundervisningen och utveckla min
uppfattning i friga om stoff och metod. Sedan skall jag,
alltjdmt i anslutning till min framstillning av aritmetik-
undervisningen, resa bestimda krav angdende vad som
enligt mitt férmenande bér komma bort och vad som hor
komma till i algebraundervisningen.
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Jag vill inledningsvis uttryckligen ha sagt, att jag
har under skarp sikt den allm#nna medhorgarexamen
och dess behov av algebraundervisning och att jag sarskilt
kommer alt egna min uppméirksamhet At gymnasial-
stadiets linjeindelning och den dirav betingade olikartade
algebraundervisningen pé detta stadium.

Jag gar alltsd nu till detaljerna.

Jag har mig vil bekant, att ifraga om algebrans bérjan
olika uppfattningar goéra sig gillande. Somliga anse,
att man lill en bhérjan icke hér blanda in de negativa
talen, uian uppbygea de algebraiska uftrycken utan vel-
skap om dem samt [8rst senare komma till dessa tal. Den
andra uppfattningen vill borja med inférandet av de nega-
tiva talen och forst sedan dessas fulla beherskning erhal-
lits skrida Llill att uppbvgga de algebraiska uttryeken.
Den forra uppfattningen gar ¢4 lingt att den till och
med utvecklar rdkncsitten, innan de negativa talen gira
sitt intrade, och vill till och med 1 sin extremaste fatt-
ning ga sd langt, att den uppskjuter inférandet av de
negativa talen till ett fdljande ldsar, varpa beligg finnes
i tysk och aven i svensk undervisning. Om delta 4r nu
att siga, att man givetvis kan ordna saken pa detta sitt.
Men man boér ha klart for sig, att man dirmed invecklar
sig i en mingd komplicerade villker och forutséttningar,
som #ro att iakttagas vid varje uttryek, Sjilviallet kunna
deiuvttrycket ingaende bokstiverna icke tilldelas negativa
viirden, men vad som Ar mera komplicerat, ja pa delta
stadium alldeles o&verskadligt till sina konsckvenser
ir, att deras virdemidngd maste sd avgrinsas, atl ut-
tryckets vérde forblir pesitivt. Vad detta innebér skola
nagra exempel klargora.

Uttrycket 1-—2x ar positivi endast fér x <—, medan

uttrycket 4x—46 dr positivt endast for r>§ Dessa

uttryck existera silunda [6r den, som icke innehar de
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negativa talen, for intet gemensamt virde pa x. Det ir
toljaktligen icke mdjligt att exempelvis addera dessa
uttryck,

Uttrycken x?-—4x + 3 och x®*—6x 4+ 8 dro bada posi-
liva féor o<<z=<1 samt fér x=4 medan fér 1<x<4
ndgoltdera av dem eller vartdera ar negativt. De kunna
Ioljaktligen forslagsvis adderas foro <x =< 1 och for x> 4
och deras summa framstilles av polynomet 22— 10x - 11.
Men for 1 <<z {4 saknar det ena uttrycket eller vartdera
varje betydelse for den med de negativa talen icke fér-
trogne.

Man kan hér ocksd stita pad andra egendomligheter
som mana till forsiktighet. Mot uttrycken 2?8z + 9
och 14x 41 finnes ju intet att anmirka. De fro posi-
tiva f6r alla hér ifrigakommand: virden d. v.s. for alla
positiva viirden pa x. Men deras skilinad #r positiv endast i
intervallen 0 <x = 2 och fér x=4. Subtraktionen med de
hada polynomen har siledes betydelse endast inom dessa
delar av den positiva delen av reella axeln och endast
cddr kan man sluta, att

(r*+ 8+ 9)—(ldv +1)=2>—6x + 8

Jag vet nu icke, om man besinnat dessa svarigheter, vilka
gora att varje uttryck mdaste underkastas en sorgfillig
préavaoing, for att man alls skall veta, f6r vilka virden pa
de dari ingdende bokstdverna uttryeket #r férklarat,
en préovning, vars tankeprocess kan vara nyttig nog, men
icke kan anses héra detta stadium till. Jag tror snarare,
att man alls icke hekymrat sig om den saken, utan hillit det
formella uteslutande i sikte och med glatt mod adderat
1-—2r och 4x--6 enligt de formella riknelagarna, utan
att ens avvela, all négonting &r i olag eller att man sysslat
med att addera negativa tal, som man férst senare tinker in-
féra i algebran.

Hiarmed torde vil den upplattning, som vill uppbygga
dle algebraiska uttrycken endast inom de positiva lalens
rike, kunna anses av{ord fran dagordningen. Det #r nog
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endast med den chegrinsade tallinjens tal som substrat
man kan tala formlernas sprak obehindrat och skinka
formlernas behandling deras skéna avrundning. Det
4r pu hir en gang {or ¢ lla fraga om teoretiska saker, Det
skall visserligen ocksa visa sig, att det icke dr nagon mate-
matisk lek, utan att de negativa talen ha en recll upp-
gift uti fragor inom ménga olika omraden av matemalikens
verkliga anvéndningar.

Emellertid utesluter icke denna min standpunkt i den
just utvecklade {ragan nigot, som jag ville kalla form-
lernas propedeutik och som kan och bdr férega inforandet
av de negativa talen. Dessa skola nédmligen icke heller
de enligt den hivdvunna matematiska skolpedagogiken
komma nedramlade frdn himmelen fixa och fiirdiga,
endast for all vara nya underlag for dvandet.

Vad menar jag nu med formlernas propedeutik? Dar-
med menar jag pa sidtt och vis ett tillvaratagande av den
sunda grundtanken i den uppfattning vars extrema vtt-
ringar jag ovan sokt tillbakavisa. Formeln har ju framtritt
redan uti aritmetiken, dir dess anvindande pa grund av

den foreliggande frigans art icke skit in dver de nega-
2

{
tiva talen. Silunda har lormeln § L intet med de nega-

1iva talen att skaffa. Det kan vara skil att egna sddana
funktionala sammanhang heskrivande uttryck en bestamd
uppmirksamhet, s4 att man kalkylerar deras viirde [6r
givna virden pa argumentet. Pa detta siitt kommer bok-
staven in, sdsom den skall géra det, uti det matematiska
tankandet och blir, befriad fran all mystik, en naturlig
riiknesymbol.

Hirvid behover icke med nédvindighet det forelagda
uttrycket vara hemtat frin ett faltiskt problem och vara
dess losning.  Man ér nu inne i det teoretiska siudiet av
uttrycken ach de genom dem till uttryck bragta lagarna
och kan salunda i diskussionen indraga allehanda enkla
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uttryck, oberoende av deras sammanhang med verkliga
frigor. Givetvis dr det béttre, om man kan gripa tillbaka
till bestimda och kiédnda problem.

For att fixera idéerna rycka vi in sddana uttryck som

1 1
3x,§:t:, 3r+2, §x+2, 2x—3, ¥®*+1, x2—1, 22+ 2243 o. a,,

vilkas struktur enkelt kan forklaras, i var betraktelse
och egna deras virdefordelning en ingdende berikning.
Vi finna naturligtvis dé, att de icke alla kunna beriknas
for varje positivt virde pa z, vilket endast ger oss anled-
ning att konstatera, att nigonting i vir utrustning dnnu
ar bristialligt. Vi finna ocksd, da vi ligga vara beréiknade
tabeller till grund fér diagramuppritning, att avstymp-
ningar ske, som tydligen pa nigot sitt sammanhinga med
deras bristfdlliga utrustning.

Overhuvud rycker nu kurvdiagrammet i férgrunden.
I stéllet fir att forena diagrampunkter sdsom vid linje-
diagrammet medels rita linjer, séka vi nu vid upprit-
ningen att genom en kurva forverkliga den lag, som de
enskilda kurvpunkterna i sin diskreta foljd bringa till
synes.

Olérmagan att for varje positivt virde pa = berdkna
vissa uttryck och den ddrmed sammanhéngande avstymp-
ningen av diagrammet stiller oss infor ndodvindigheten
att rdda bot pa denna sak. De negativa talen tringa sig
DA oss.

Vi bira icke heller forsumma att £61ja en annan linje uti
bokstavens anvindning. Formeln (¢+ b) (a—b) = a®>— 83,
som jag tidigare hade anledning att omnidmna, bringar
i sigelartat stenogram till uttryck en allmén riaknelag.
Likasd anger formeln (a+b)2=a2+ 5%+ 2ab en annan
sddan lag. Dylika lagar finnas manga och de ge ett
osokt tillfille till rdknekontroller, vid vilka bokstaven
sdsom riknesymbol framtrider i en anman betvdelse dn
i det foregdende. Infér sddana lagar instiller sig pro-
blemet att utbilda riknekonsten s, att man utan att
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{érst genom manga experiment verificera en dylik lags
riktighet, kan genom omedelbar kalkyl med bhokstavs-
uttrycken finna den i dess allmiingiltighet.

Salunda trada hér genast de bada grundlinjerna i
algebraundervisningens program oss till métes. Det géller
att studera de algebraiska uttrvckens virdefdrdelning i
hela den obundenhet, som de negativa talens besittning
ensam f0rmér skiinka och det géller att utveckla rikne-
konsten sa, att dessa algebraiska unttryck kunna bli fore-
mal for kalkyl 1 sin allménna fattning, utan att man i
varje fall behdver rekurrera till den aritmetiska kalkylen
med de tal de for vissa virden pi de i dem ingdcnde
bokstiaverna bringa till uttryck.

Jag vill genast gora gallande, att man i undervisnin-
gen cgnat bra liten uppmiérksamhet at studiet av de alge-
braiska uttryckens vérdelérdelning och mest sysslat med
den senast skisserade uppgilten. Men i och med detla
har ocksa det hela forlorat den fasta marken under sig. De
algebraiska uttryckens egenskap att bringa en viss virde-
méngd till uttryck har sjunkit i glémska, medan deras
formella struktur tréatt i férgrunden. Jag undrar, om
man alltid har klart {6r sig, att man utvecklar kalky-
ler mellan dessa virdemiingder och icke endasl etablerar
formella transpositlioner mellan vissa bokstavskombina-
tioner.

Detta var vad jag menade med de algebraiska ut-
tryckens propedeutik. Ett visst férberedande sysslande
med enkla algebraiska uttryck, genom vilka deras karaklar
av funktioner av de bokstiiver, ur vilka de uppbyggts,
bringas til uttryck och nédvindigheten av kalkyler
med dem Kklarnar. Vi kunde ocksd kalla detta en alge-
brans propedeutik, genom vilken algebrans allménna signa-
turer bringas till uttryck och dess problemstallning i
n&gon man klarnar.

Vi anteckna sasom en alldeles sérskild behdllning ur
detta pagot, som vidnnu en gang understryka, nimligen att
sdvil det sakforhallandet, att vissa uttryck férete luckor i
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sin virdemingd eller snarare i omradet for sitt arguments
fria rdrlighet och den darmed sammanhéingande avstymp-
ningen av diagrammen {6r de negativa talens problem
0s8 in pa livet.

Jag vill ytterligare tilligga, att tva av vara tidigare
problem fira oss i dirckt kontakt med de negativa talen.
Vi hade [6r reduklionen wmellan Celsius’ och Reaumur's
skaluppgifter funnit formlerna

r=0:8 ¢
c=12r

Dessa gélla dven for negativa temperaturer och ge oss det
forsta exemplet pad en formel, som har betydelse langs
hela reella axeln och vars diagram icke [6reter ndgra sidana
avstympningar som det ovan varit fraga om.

Vi funno vidare, alt skaluppgifterna enligt Celsius’
och Fahrenheits skalor férenades av formlerna

f=18¢- 32
) )
C:=5 (f—d?)

Pa grund av sin reella motsvarighet existera ocksa dessa
formler lings hela termometerskalan, den forsta lings
hela Celsius’ skalan och den andra lings hela Fahrenhcit -
skalan. Dc gilla silunda ldngs hela reella axeln och rikna
silunda med negativa argumentvirden och negativa
funktionsvirden.

Det édr ldrorikt att innan man 6ppnar portarna Lill de
negativa talens rike grundligt med kalkyl och diagram
genomarbela dessa exempel, 1 vilka de negativa talen
ha den substanticlla innchord, som skiinkes dem av termo-
meterskalornas allom bekanta positiva och negativa
skalor.  S#rskilt dro diagrammen i hég grad lirorika
sdasom dvergangsstadium till det féljande.

Vi fa i anslutning till ovanstdende formler foljande
diagram dir den vagrita linjen ér i det [6rsta diagrammet
Celsinsskalan och i det andra Reaumurskalan.
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Ur dessa diagram kunna vi avlésa fér varje ¢ det till-
hérande r, oberoende av om det dr Iriga om positiva eller

negativa temperaturer och likasd ur varje virde pa r det
tillhdrande virdet pa c. Det ir intressant, huru hiar multi-
plikationsregeln fér ett positivt och ett negativt tals

1,25

-2 -1 S0+l +2 r  +3

multiphkation framtriader som ett naturligt med proble-
mets art sammanhéngande sakforhallande.

I anslutning till formlerna pa sid. 105 f4 vi de bada
diagrammen, dir iter de vagrita linjerna dro i den forsta
figuren Celsius’ skala och 1 den senare Fahrenheits skala
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Harur kan for varje temperaturuppgift ¢ pa Celsiusskalan
den motsvarande uppgiften pd Fahrenheitsskalan uttagas
sisam i figuren flerstéides angives.

Pi samma sitt ger det andra diagrammet det virde pa
Celsius’ skalan, som svarar mot en viss uppgift pa I'ahren-
heitsskalan.

f 0 f 8%

v

Dessa ldarorika exempel visa, huru man med ett klart
definierat negativt tal som bas kan fora savil expression
som diagram utdver de tidigare grénserna. Den klara
definitionen av det negafiva talet beror hir pa dess
anslutning till termometerskalorna, vilka ge all erfor-
derlig rikneanvisning och ritanvisning genom att resul-
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laten dro till sina fértecken givna, all kalkyl forutan, i det
direktionerna bestimmas av termometerskalornas direk-
tioner.

Jag tillrader sisom jag redan sade ctt sorgfalligt genom-
arbetande av dessa uppgifter sasom en avslutning av alge-
brans propedeutik och en inledning till den nu féljande
framstillningen av de negativa talen.

Algebrans propedeutik avser naturligtvis atl gira
eleverna fortrogna med de férsta grunderna av formlernas
sprak. Den skall pavisa nédviindigheten av de negativa
tatens inforande och den skall just genom de sista excmplen
visa, huru framstdllningen av det algebraiska uttrycket
kan gestaltas pad cn punkt, dir man kan taga dessa nya tal
till hjdlp.

De negaliva talen béra icke inféras genom nagon teore-
tisk spekulation. De ha ju tringt in i samhillsiivet sdsom
en pa flera hall verkligen anvind askadning. Da vi granska
anvindningen av plus- och minus-tecknet for distinktioner
i praktiken, sa handlar det alltid helt enkelt om ett prak-
tiskt sitt atl atskilja tva mofsalla riktningar och att
salunda ersiitta begreppet at higer och At venster, uppat
och nedat, at norr och at soder, at Oster ach at vester
m. m. dyl. Salunda ha vi tecknen anvinda pa detla siilt
ifriga om lermometerskalan, diar de ersdtta den lang-
sldapigare upplysningen ovanom eller nedanom nollpunkten.
Sammma tanke ligger till grund fir distinktionen mellan
nordlig och cvdlig latitud, ostlig och wvestlig longitud.
Pa samma sitt ha likaledes redan i aritmetiken de bada
tecknen anvints for att markera de enskilda talens devia-
fioner fran ett medeltal vid en medellalsrikning. Dér-
emot komma plus- och minus-tecknen icke till anvind-
ning, d& det giller altt uppteckna aktiva och passiva,
och det ar salunda ur realitetens synpunkt icke lampligt
att sasom ofta sker rekurrera till detta den begyunande
larans om de negativa talen standardexempel.
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Nu ér det en [ hdg grad nyttig évning att anknyta en
del fragor till dessa reala uppgilier, dar plus- och minus-
tecknen ega ett beslimt realt burskap. Sélunda ir det
mojligt att uppstdlla sidana enkla {ragor, genom vilka
additionen och soblraktionen framtvingas, #dvensom
muMiplikationen eller divisionen av en positiv eller
unegativ uppgift med ett tal. Temperaturmedeltalet
mellan tva temperaturer kan ldggas till grund for ul-
vecklande av additionen. Temperalurdifferenser ach lati-
tudsdifferenser ge subtiraktionen, dér restens tecken visar
sig vara nddviindigt for att kunna {ixera resten. Man
kan pa denna linje driva de omndmnda rdkningarna till
sin slutliga formella {ullindning, hela liden med nagot
reellt prablem som operationshas.

Emellertid bira vi ha klart {ér oss, att nir vi ulveckla
dessa riiknesitt vi icke lingre dro inne i praktiken. |
verkligheten inskréinker sig dér de positiva och negativa
talens anvindning till deras bruk som alskiljande tecken.
I praktiken rdiknor man icke med negativa tal. De utveck-
lingar, som vi ovan anslutit till de positiva och negativa
talens anviindning, kunde val i prakliken férekomma,
men gira det icke, utan &ro rena skolbetraktelser. Ma-
hinda kan jag uvndantaga i nigon madn termometern,
men ocksa dér inskrinker sig den medhorgerliga praktiken
till dess avlisande. TDock maste del anses falla inom be-
hovets princip att veta, horu medeltalsherdkningar verk-
stillas, och dér dr det i verkligheten fraga om att kunna
addera positiva och negativa temperaturuppgifter. Dir-
cmot torde de enkla problemen, som ansluta sig till lali-
tudsuppgifter, knappast pakalla nagon teknik 1 dennu
riktning. Obhercende hirav ar det emellertid att hefdsta
de mnegativa talens stéllning och giva denna teoreliska
skapelse cn real bakgrumd att genomarbeta deras an-
véndning inom de ovan ndmnda praktiska frigorna.
Eleverna skola ddrur utgd med férmégan att addera och
subtrahera pesitiva och negativa tal samt multiplicera
och dividera siddana tal med ett givet tal
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Genom denna exkurs ha vi kommit de negativa talen
parmare inpd livet. Vi skola eljes observéra det Lkonti-
nucrliga och [drsiktiga [ramryckandet, som i enlighet
med min undervisnings liela allménna tendens strivar till
att smaningom befista begreppen och icke med en gest
kalla in dem pa skidebanan,

Vi ha nu ocksi natt stérre beherskning av de algebraiska
vttrycken. Uttrveket 2r + 3 kan fa en allmiinnare till-
varo, om vi tinka oss, att temperaturerna i tvenne kiirl
félja 1 varje dgonblick den lag, att temperaturen g1 det
ena 4r 3 grader hdgre én den dubbla temperaturen i det
andra. D4a &r saledes, om temperaturen i det senare be-
{ecknas med x

y=2r-t+3

ett algebraiskt uttryck, som ocks& kan beridknas f6r nega-
tiva viirden pé x och darvid aterger nagonting alldeles
bestiamt.

Det kan vara skil, att pd detta stadium bhetrakia
nagra sadana utiryck oberoende av deras sakliga innehall,
eller eventuellt — sdsom ovanstdende exempel — brist pa
sakligt innehall, och salunda gora den férsta ansaisen att
kalkylera algebraiska uttryvck fér negativa viirden pa
argumentet och fér saddana virden, som ge ett negalivt
virde pa uttrycket. Naturligtvis &r urvalet icke sa
stort och nagon siirskild bretl anlagd évning avses hir
icke.

Jag gar emellertid vidare. Det har varit fraga om
tecknens anvindning i praktiken vid fixerandet av mot-
satta dircktioner. Vi renodla nu ¢enna tanke och skapa
en mattstav, som har en bestimd nollpunki, frdn vilken
tva direktioner utga, vilka vi sarskilja med plus- och
minustecken. Vi lésgiéra denna méattsiav {ran alla prak-
tiska problem och inféra den sidsom urbild for den tanlke,
som i de skilda problemen tar sig utiryck i anvéndande
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av olika tecken. Vi kalla den {fallinjen. Den ser ut som
bilden wvisar

-17 27

8 -8 -1 0 +1 42 -3

Den ér ingen skapelse avsedd endast for skolbruk. Den
dr helt enkelt malcematikens reella avel, pa vilken de
reella talen finnas uppradade.

For oss idealiserar denna linje, som nirmast renodlar
termometerskalan, hela den ur var rundblick i prak-
tiken pA olika punkter observerade distinktionen mellan
riktningar, och den kan I[ir oss f{@rete bilden av: at
héger och &L vemnster, uppat och nerat, it norr och at
soder, &l dster och at vester. Vid alla dylika prak-
tiska synpunkter kunna taluppgillerna inordnas péa
denna ideala mattstav och salunda trida infor oss
med sina vasentliga frin deras reala firekomst utlosta
signaturer.

Nu dr att miérka, att den del av denna tallinje, som
ligger till héger om nollpunkten, origo, dr omradet fér
de aritmetiska kalkylerna. Dir dro vi fullt hemma-
stadda och kunna utan begrinsning utféra qvattvor
specics med hela tal och brik. Ett hejdande momenl
ha vi dock kunnat iakltaga. Vi ha icke kunnat ut-
fora subtraktionen, di subtrahenden #ir storre An minu-
enden.

Nu ligger det teorctiska problemel i éppen dag. Det
giller att &verflytta aritmetiken ocksa pid den venstra
sidan av linjen eller snarare alt uthygga aritmetiken s,
att vi obehindrat kunna rora oss liéngs hela linjen. Vi
skola se, att detta kan ske och till och med i en sédan
utstriickning att den inskrinkning, jag just framhévde,
farsvinner.

Nu #r hela denna utveckling och den fortséttning
darpa, som stundar, av uleslutande tcorctisk art. Men
vi ha efterhand byggt upp en bakgrund fér denna teori,
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som nira nog gjort det till en bjudande plikt att
vinna beherskning av dessa fragor. Vi pévisade, att
var planerade undersékning av formlernas struktur hej-
dades och ledde till endast stumpuvis existens av form-
lerna och dérav beroende oskén avstvmpning av dia-
grammen. Vi sago genom vara termometerexempel, att
detlta kan dvervinnas, genom att vi ocksda indraga de
negativa talen i vira betraktelser. Och sd sago vi vid
var rundblick ul éver praktiken, att det hdr handlar
om en askadning, som hade ett fast praktiskt inne-
hall.

Naturligtvis har min knapphindiga framstéllning icke
kunnat ge den {ullstindiga hilden av det pedagogiska
maskineri, som hir arbetar. FEmellertid har jag sjalv i
praktiken tillimpat delta och med en stegvis fortgaende
framstélining, sadan, av vilken jagistarkt sammanpressad
gestaltning ovan givit en deskriptiv bild, omsténdligt
forberett de negativa talen.

Det giller alitsa nu att utbygga aritmetiken sa, att
den ocksa inbegriper de negativa Lalen.

IT4ar kunna olika viigar inslds. Vikunna betrakta addi-
lionen och subtraktionen sisom redan utvunna dvensom
multiplikationen, da den ena faktorn dr positiv, och divi-
sionen, da divisorn dr positiv. Detta leder nu bland annat
till, att vii fullaste utstrickning beherska och med be-
rikning kunna félja sadana uttryck som 2z, sx, 2x-+ 3,
3x—2. Dérjdmte kunna vi rita deras diagram, var-
vid vi som diagramaxel vilja den obegrinsade reells
axeln. Vi ha dérvid att ihdgkomma, alt cleverna genom-
gati den aritmetikkurs, som i det féregidende utforligt
utvecklats, och att tillgripande av diagrammet sdlunda
for dem ar en alldeles naturiig sak. [ alla dessa lall
ta vi klara rita linjer som diagram, pa samma sitt som
dd wvi i algebrans propedeutik jamférde termometer-
skalorna.

Nu std vi emellertid infor en metod att klara den svara
uppgiften att multiplicera tvenne negativa tal. Vi be-
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trakta féredenskull uttrycket 3 x och rita dess diagram.
Bilden far fdljande utscende

-3 2 —i 0 +1 +‘;’ +;:;

Vi inrikta sedan var uppmirksamhet pa uttrycket —3ux,
som vi uppfatta shsom den &nnu icke deflinicrade produk-
ten av det negativa talet —3 och ett tal z. For positiva
viirden pa z, till exempel for vardet 4, &r, om den aritmetik
vi uppbygga skall innesluta den som vi redan ega, —3-1
=4-(—3), och saledes likumed --12. Med iakttagande
av detta far diagrammet for — 32 fér positiva viirden pa
x [6ljande utsecende

-2 -1 0 +] i +83

Huru ser nu detta diagram ut for negativa viirden pi x?.
Det ar uppenbarligen cn naturlig {fordran, att diagram-
8
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linjen skall fortsitta ohruten genom origo och silunda
skiinka diagrammet féljande slutliga form

Detta diagram héra vi fdrresten jdmfora med diagrammet
pa sid. 113 och djupt begrunda deras sammanhang. Vi
Alerviinda emellertid till véri diagram. Dess obrutna
fortsattande genom origo involverar, att produkten av tva
negativa tal skall vara positiv i den mening att (—3)
(—4)= -+ 12,

Med detta #r sedan ocksd divisionen klar i sin fullaste
utstrickning, fransett det fall, d& divisorn &ar 0.

Vi fa har icke tinka oss, att vi pd nagot siatt hevisat, att
(—3) (—4)=+12. Vi ha endast i avseende a diagram-
met uppstillt ett, som det firefaller, plausibelt ansprak
och funnit, att om detla skall uppfyilas, s& maste (—3)
(—4) == +12,

Om eleverna icke uti sin aritmetikundervisning vunnit
den [or ovanstdende Llillvigagangssidtt erforderliga tré-
ningen i diagrammets geometriska skiddande, s kan en
annan niralivgande melod komma till anvindning. Man
observerar, att de hela talen 3 ¢ bilda en fullindad rdcka,
om vi lata a genomldpa de hela talen. Vi fa forst for
a=10,1, 2, 8, 4 fér a virdena

0, 3, 8, 9, 12,
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och for @ =—4, —3, —2, —1 {6r 3 g vardena — 12,
—49 6, —3.

vilka sammanfoga sig till den vackert fortlépande rdckan
— 12, —9, — 6, —3,0, +3, +6, +9, 12
Om vi nu betrakta — 3 a och lata a genomldpa 0, 1, 2,
32, 4, sa fa vi efterhand
0,—3, —6 —9, 12

Lata vi nu ¢ genomlépa —4, —3, —2, — 1, sa onska vi
girna né en lika vackert fortlopande ricka som i det
forra fallet. Men dd kan denna icke bli nigon annan én

+12, +9, +6, +3
som sammanfogar sig med den forra till rickan
+121 +99 +63 +3y 0! '_39 _63 _93 — 12,

Men erndendet av denna [ulldindning och metsvarighet
till den forra rickan forutsdtier, att produkten av tva
negativa tal dr elt positivt tal i den mening att (— 3)
(—4) =412,

Detta resonnemang ér ju i sjilva verket detsamma som
det tidigare, churu bristen pa {érméga att handskas med
diagrammet forvandlat processen till en med diskreta tal-
vérden opererande process.

Man kan ocksa hér intaga den slandpunkt, som den
matematiska  vetenskapen vid introducerandet av de
negativa talen tilimpar, ndmligen deducera alla rdkne-
sitten ur principen om de formella rdknelagarnas perme-
nens, ehuru denna tankegang ligger [6r eleverna avldgsnare.
Ha de emellertid icke i sin :ritmetikundervisning blivit
hemvana med diagrammet kan denna utveckling tillimpas,
sirskilt om man redan i aritmetiken vid brakens inférande
gjort sig midan att ocksd undersika, om de formella rikne-
lagarna gilla {6r de nya talen cller icke, och hela tanke-
gangen salunda icke nu med ens framtrider som ny.

Jag vinder mig hér genast till produkten av tva ncga-
tiva tal. D& (—3) (—4) =3-4-(—1)% si &r problemet
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Aterfort till problemet att ge (—1)%, en sadan betvdelse,
alt darigenom icke de formella riknelagarna ldderas. Be-
trakta vi di produkten

(=1 {(+2+ (-
si kan denna utvinnas pa tva satt. Om vi {6rst verkstilla
additionen inom parentesen och sedan multiplicera, stota vi
pa inga svarigheter, utan komma latt och ledigt till
resultatet — 1. Skall emellertid den distributiva lagen
fortfara att gilla, s4 skola vi alltsd vara berdttigade att
multiplicera term for term och erhalla som resultat

—2 + (__])2

De bada resultaten skola giveivis dverensstimma, vilket
omedelbart leder till, att vi &t (— 1) maste skinka bety-
delsen 4 1.

Icke heller detta fir betraktas sdsom ett bevisi egentlig
mening. De formella ridknelagarnas permanens ir en
konvention av samma art som anspriket pa ett obrutet
diagram eller pa en vackert och laghundet fortskridande
ricka av diskreta tal. (—1)) =+ 1 &r en definition,
som tilliredsstéiiller anspraket att lata allting bli vid status
quo ante, sélunda alt samma rikneregler kunna tillimpas
som i den tidigare lér e pesitiva talen utvecklade rékne-
konsten och som pa en annan linje icke stér diagram-
mets fullindning.

Jag vet icke om man i skolan verkligen egnar denna
definition den uppmirksamhet den fortjdnar. LEn i
annan riktning gaende definition skulie fér att namna
endast ett exempel omdojliggora slutsatsen, att monomen
+ 3 @ och — 3 a idro motsatta tal, Atminstone {or negativa
virden pd a. Vad detta skulle innebara, behdver icke
ndrmare utvecklas, Det kan emellertid icke skada att i
skolan atminstone nagot dréja vid siddana och andra
konsekvenser av en annorlunda orienterad definition.

Problemect att motivera definitionen av produkten
mellan tvA negativa tal hor utan varje tvivel till de
svaraste sakerna uti denna del av algehraundervisningen.
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Varje avsaknad av kontakt med néagot som helst reellt
underlag ger hela Iramstillningen, huru den &n ordnas,
en stark relief av teoretisk spekulation. Emellertid synes
det mig, och jag vel firresten av erfarenhet, att stiten
med de teoretiska hesviren kanske hist mildras pa den av
mig forst inslagna vagen. Att forséka pa nagot of6r-
mirkt, teoretiskt icke hallbart sitt inforliva saken med
elevernas velande, dr ovardigt, forsavitt detsamma icke
inskranker sig till forklaringen, att man multiplicerar
som man gir, dirfér att man funnit genom &verligg-
ningar, som éro [6r svara att i skolan genomgéas, att man
pa det sdttet kan uppbygga samma aritmetik for de
positiva och negativa talen som den, som redan giller {6r
de positiva talen. Det dr tecken pa att hir {éreligger en
icke ringa svarighet, att en méngd olika dskadningar ul-
vecklats for denna saks klargdrande, av vilka jag 1 det
féregiende framstillt de vanligaste.

Redan under den period, som foregick de negativa
ialens upptagande och ocksd medan de voro sa att séiga i
antigande, sysslade var framstillning med algebraiska
ultryck och deras tillhérande kurvdiagram. Sedan nu-
mera de negativa talens fulla beherskning ernatts, finnes
intet hinder for det fulla studiet av de algebraiska ut-
trycken. Negativa argumentvérden dro icke lingre ute-
slutna och icke heller sddana argumentvirden, som leda
till negativa funktionsvirden. De enda vérden, som
annu icke tolereras dro de som gora ndmnaren ensam
likamed 0.

Nu ir ocksd dgonblicket kommet alt med tabeller och
diagram studera enkla formlers virdeméngder och deras
svingningar och wvariationer. P3a samma gdng erbjuder
detta dcn naturliga 6vningen uti kalkyl med de nya nega-
tiva talen.

Algebraundervisningen #r nu cnligt mitt férmenande
inne pa en riktig vig. Ty det ir alls icke det visentliga att
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hastigt uppbvgga de algebraiska uttrycken fdr att sedan
kring dem utveckla den formella algebraiska riknekonstens
aktivitet. Det visentliga st att grundliigga en verkligen
in till mérgen tringande uppfattning om dessa algebraiska
uttrycks karaktar av funktioner av de i dem ingdende
bokstavskvantiteterna. Jag tvekar icke att hir pa detta
stadium insétta mycket arbete pa denna sak. Dess hehall-
ning 4r namligen icke av formell art, utan leder till en
fordjupad skolning av det funktionala tdnkandet, sacan
det hchéves for orienteringen i de lagbundna samman-
hangen inne i kvantiteternas virld. Att man icke behéver
draga sig for att anviinda tid pa detta, har sin orsak ocksi
dari, att mycket stora delar av den hittillsvarande kursen
alls icke komma att inga i den kurs, jag nu i denna fram-
stillning haller pa att utveckla.

Jag vill pa detta stalle siga, att jag i utlandel tritt i
forbindelse med en uppfattning, som vill firankra algebra-
undervisningen fnnu fastare i verklighetens grund én jagi
det foreghende gjort. Entusiasmen infor mdojligheten att,
sdsom jag tidigare utvecklat, uppbygga hela aritmetiken
ur samhiillets kvantitetsforhallanden och sambéllslivets
transaktioner har lett till en analog stravan i algebran.
Man har dir jagat efter sakgehit, som skulle kunna goras
till det substrat, ur vars kvantitativa studium algebran
skulle utvéixa. Salunda skulle inga andra formler behand-
las dn de, som ega sin motsvarighet 1 nagon verklighet.
Man har i denna strivan hamnat inne i ritt anstriingda
sverkligheters. Det synes mig som om doktrinen skulle
gora sig mirkbar uti dylika strivanden. Det handlar
P4 en del punkter i algebran ohjéipligt om teoretiska
betraktelser. Mun har genom enstaka uppgifter kommit
in pd dec algebraiska uppgifternas omrade och man vill nu
studera sadana uttryck. Man har fatt kédnning med de nega-
tiva talen och man vill fordenskull gora sig fri {rdn den
bundenhet, som obekantskapen med deras finare meka-
nism betingar. Detta dr en dilatation av behovets princip
i en alltigenom férnuftig anda. Huvudsaken ar blott, att
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man icke glémmer sig kvar i dylika utvecklingar och
glommer vad det var, som egentligen forde en dit.

Jag vill darfér dnnu en gang och med allt eftertryck
betona, att man icke skall gira sysslandet med de alge- i
braiska uttrvcken Lill en lek for lekens egen skull. Man
skall icke torna upp dem Lill krokanartade arkitektoniska
bokstavsaggregat, utan hilla sig till alldeles genomskin-
liga uttryck, vilka cnskilda delars funktion man éver-
skadar.

Den formella redan och ordningen i det féljande [6rul- Monom och
sdtter en bestimd renodling av monomet och polynomet, polyrom.
den fortsatta utvecklingens elementira operationsobjekt.

Bada férekomma, da det giller att framstilla laghundna
2

{
forhallanden. Salunda framstiller monomet s:g? rela-

-~

tionen mellan viégen och tiden wid fallrérelsen, medan
2

polynomet s =s, + cf— g? framstéller bercendet mellan

i vigen och tiden vid det vertikala kastet.

Studera vi sirskilt detta polynom nérmare, sa ar dess
2

{
tankegdng nog den, atl vi fran s, -+ ¢f subtrahera g?

Men vi kunna ocksa pa grund av de negativa talens sir-

skilda meckanism fatta saken sa, att vi uppbvggl poly-
2

f
nomet genom att addera s,, + ¢/ och —2,;, vilket da !

anges genom att helt enkelt skriva de tre monomen efter
varandra.
Dérmed ha vi atergivit, huru monomet och polynomet
uppbyggas.
Vi fa icke taga for litt pa dessa bildningar. Dir éro
en hel del resonnemang att gora. Monomet —4 2%y &r
ingalunda pa nagot sitt negativt. Dess viirde beror av de
) dédri ingdende bokstdvernas tillfilliga viarden. For x=2,
y=—3 antar detta monom det positiva viardet 4 48,
medan det [or x==1, y =2 antar det negativa virdet —8.
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I.ikformiga monoms addition beror helt och hallet pa
multiplikationens distributiva lag. Dir de icke dro lik-
formiga, kan additionsresultatet blott betecknas och kallas
polynom.

Polynomets struktur maste noga genomtankas. Poly-
nomet

3xy— 4 xy?

kan uppfattas sdsom summan av monomen 33y och
— 42y, Men den kan ocksd pd grund av positiva och
negaliva tals additions- och subtraktionsegenskaper upp-
fattas som skillnaden mellan monomet 322y och 4 xi2
Detta senare kommer nirmast till anvéndning, da det
giiller att beriikna polynomet fér givna virden pa 2 och y,
medan det {érra spelar den avgorande rollen, da det géller
att inordna polynomet i det formella riknesystemet.

Jag kan icke undgi att ytterligare framhiva, att jag
icke kan anse algebraundervisningens tyngdpunkt ligga
i det formella inlidrandet av riknesatten. Dar finnes sisom
jag redan flera ganger framhévt ett annat moment, som ar
minst lika viktigt och om vilket kan séigas, att detsamma i
den tidigare #dnnu méangenstides kvarstaende undervis-
ningen fullsténdigt forsummats, ehuru det ocksa i san-
ningens intresse maste konstateras, att detsamma pa en
de! hall vunnit beaktande. Detta moment besticker sig
uti forvirvandet av en djupare iablick oti formlernas
natur.

Jag anser def vara limpligt att pa denna punkt, innan
riknesitten utvecklas, ndrmare ingd pa denna sak. Det
ar diarvid icke langre fraga om att endast upprita dia-
grammen pad grund av en foreliggande formel, utan det
galler att ldra k#nna dessa diagrams geomctriska signa
och deras sammanhang med det algebraiska uttryckets
konstanter.

I sidani syfte ar det nu pa tiden atl utbygga diagram-
faltet till ett follstindigt koordinatsystem, en Overgang,
som ger sig osokt och som icke behdver begds med nagra
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sirskilda ceremonier. Till den nu redan {éreliggande
abskissaxein anslutes helt naturligt ordinatezeln, som
di med sin skala ger stadga at avsdttandet av funktions-
virdena. Vid problemet om overgang mellan tva olika
termometerskalor dro de bada axlarna helt enkelt de hada
termometerskalorna.  Abskissan och ordinatan dro de
sammanhérande uppgilterna pa de bada skalorna.

Naturligtvis kan och hiir man hetona dessa axlars
betydelse sasom medel att lixera en punkts lige i planet
och silunda framhéva, att ett allmént och nédvandigt
geometriskt hjalpmedel harmed gér sitt intdg. Dirvid
hér ocksa den saken ses i sin fulla enkelhet.

Limellertid &r det ju icke i detta sammanhang koordi-
natsystemet pd denna punkt i framstillningen introdu-
ceras, utan det dr sdsom nimndes endast en ny uthyggnad
av den primédra diagramaxeln frin aritmetiken. Den
forsta utbyggnaden wvar ju denna diagramaxcls nega-
tiva sida.

Om vi nu betrakta den linedra funktionens enklaste
typ forslagsvis 3z, s4 observera wvi ritt snart, att dess
koclficient har en klar geometrisk betydclse. Ty féra =1
dr uttrycket likamed 3. Vi fa foljande bild, da vi i dvrigt
ndja oss med den icke fullt formellt klarlagda, men fér
intuitionen givna saken, att diagrammect dr en rit linje:
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Genom en dverldggning, som kan till full evidens fattas,
inses, att det pa uttrycket 3z + 2 uppbyggda diagrammet
crthélles sa, att denna linje skjutes uppat 2 steg, emedan
i évrigt allt blir vid del férra. Vi fa foljande bild,

ur vilken med all dnskvird lydlighet framgar befydelsen
av uttrycket (3x+ 2):s badda koefficienter {6r diagram-
hilden.

Genom detta har utan tvivel ndgonling alldeles nytt
inkommit uti undersékningens ging. Mcdan man tidi-
gare sd att séga cmpiriskt emottagit ett diagram sisom
utltryvek foér en tabells eller en formels laghundenhet,
har man hir i ett visst fall uppvisat diagrammets bestiim-
mande signaturer. Detsamma kommer att scnare ske i
avseende 4 andra uttryck. I nu fareliggande fall har man,
liksom vi komma att goéra senare i andra fall, etahlerat
ett samband mellan formel och diagram, som gor det mdij-
ligt fér oss att se diagrammets vi-uella bild genom en
fantasiakt i samma 6gonblick vi se fermeln och omviint.

Om detta skall man givetvis siiga, alt det dr svart.
Jag tar ett sAdant omdime med ro, eniir jag ju vet, att det
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endast dr det synonyma uttrycket for att det dr nytt. Vida
svarare tankeprocesser ha hittills i den gamla undervis-
ningen utan forbarmande redan lagt nere i aritmetiken
kravts av den unge lardomsadepten. Dessutom maste vi
komma ihag, att han nu icke star frammande infor dessa
saker, utan har hela den fértrogenhet med diagram och
till dem anslutna reflexioner, som han fdérviarvat under
flera ars sa gott som stindigt sysslande med saken. Dia-
grammel &r ctt vapen, som han kiinner.

Jag anser emellertid icke, att utvecklingen skall foras
pa ‘detta utvecklingsstadium langre an till de lineéira
funktionerna. Ett ldrorikt sammanfattande cxempel ér,
att inrita i samma koordinatsystem diagrammen for

y=pxr+b

dir b ar konstant och « genomléper en serie ncgativa
och pesitiva virden, inklusive 0. Man ser da, huru vinkel-
koefficienten « fixerar varje individ och hurusom dess
variation innchér en vridning av linjen genom ctt stral-
knippe.

D4 vi nu ga till de formella rdknesilten, {4 vi icke De formelia
ett dgonblick lemna ur sikle, att de ha en synncrligen rdkne-
enkel uppgift. Det giller att genom translormationer fa  Saiten.
uttrycken Lillgingliga fér numerisk kalkyl. Atminstone
bora vi fasthalla vid denna deras fundamentala uppgift
sasom en fast motivering for deras berittigande. Om vi
till exempel skola berikna uttrycken 3a?—A4x 4+ 2 och
— 202 4 Ax—3 fir samma viirden pﬁ x och sedan ad-
dera de erhdllna resultaten, si édr det givetvis enklare att
direkt beridkna uttrycket 22—-1, emedan man da kommer
ifrAn med endast en tabcll

Sedda frdn denna svnpunkt, dro algebrans riaknesétt
egnade att Llillvinna sig inlresse. Dec markera {ramsteg
och synteser, 1at s& vara inom en teorelisk virld. Men
den virlden ar uppvuxen ur den prakliska viérlden och
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innesluter i sig betydande makimedel, da det giller att
vinna inblick i fragor inom denna praktiska varld.

Vad jag pd denna punkt ville understryka ér, att man
har ett medel for grundliggande av den djupa forstéelse
man efterstrivar och ett medel salunda att motverka
det helas alltfor starka [ormalisering uti det grafiska
utforandet av rdknesédtten. Antag, att man har att addera
de virdemingder, som 3x+2 och -—2xr+ 1 represen-
tera fér variabla virden pa x. Om man da ritar de bida
diagrammen i samma koordinatsystem lar man vidfogade
bild, déar de utdragna linjerna avge de bada diagrammen,.

¥ /
/
Vs
e

Ny

7N\

L j,

/ 0

Om man nu hir adderar ordinatorerna, som svara till
samma abskissvarde, si verkstiiller man ju den hegirda
additionen. Den prickade linjen ger resultatet. Det ar
icke svart, att ur denna linjes bestimmande element se,
att den framstéiller uttrycket: x4 3, varur siledes pa detta
grafiska satt framgar, att Bz +2) +(— 2+ 1) =x 4 3.

Naturligtvis skall detta ju icke utbyggas till nigon
sirskild exercisplats. Men det kastar ljus dver, vad det i
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grunden &r fraga om, d& tvenne uttryck adderas. Det
giller att etablera ett uttryck, som i varje sitt virde
aterger summan av de virden de enskilda addenderna
uppvisa [6r samma virde pa argumentet. Diérigenom
trianger utvecklingen genom de formella operationernas
skal in mot det, som ér det helas kiirna. Man kan natur-
ligtvis, nar man kommer fram till multiplikationen ga
fram ocksa ett kort stycke pa denna vig och helt visst
dirunder samla material till en djupare upplattning av
det som sker i rdknehiiftet.

I frAga om sjdlva det formella utférandet av rikne-
sdtten finnes givetvis icke sd mycket att siiga. En viktig
sak dr naturligtvis, att man dir skall halla sig till enkla
uttryck. Jag utdémer fullkomligt alla de inom intet
matematiskt eller praktiskt problem hdrstammande, tro-
ligen endast fér skolbruk avsedda konstiga uttrycken.
Det giller ju vetenskapligt ndrmast monomen och poly-
sinmen av en variabel eller tva, alitsd ultryck av [ormen
— 5%, 20 —3r 45, 3y, ox® 4+ 3aty— 2w+ 6P 0. 5. v,
vilkas transformationer skola studeras. Sarskilt ville jag
utdoma det alldeles omotiverade parentesrdknandet, som
med sina klausuler, klamrar m. m. dyl. icke kommer
ifriga vid praktiska anviandningar av algebran och knap-
past ens visar sig under specialforeldsningarna i matema-
tik. Det aren absolut onddig, formell traning, pa vilken
langa tider slosas hort.

Jag gar icke in pa dessa rikneséitt i dvrigt, men vill
dock 1 fraga om enskilda punkter gora en del inlagg.

D4 det silunda giller att lgsa divisionsuppgiften, kan
en del synpunkter vara av virde. Om vi exempelvis
ha att utféra divisionsuppgiften

P — g4 112 —6
xr—3

sa inse vi, att divisionsresultatet maste bli ett kvadratiskt
uttryck. Nir vi dd besinna, huru dividenden 2?— 627
+ 11 2—6 skall uppkomma genom den distributiva
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multiplikationen av x-—3 och detta #innu obekanta
kvadratiska uttryvck, inse wvi, ati det kvadratiska ul-
tryckets férsta term méaste bli x% d. v. s. erhallas genom
division av den forsta termen i dividenden med den {6rsta
termen i divisorn. Mera behéva vi icke veta for att kunna
lésa problemet, Ly vid varje fdljande term i kvoten std
vi infér precis samma problem, cndast med den skiilnad,
att dividenden vid varje steg utbyvtes mot de successiva
resterna.

Ifljes komma vi 1 divisionen i1 fdrbindelse med en
teoretiskt vérdefull sak. Vi adjungera nidmligen till den
priméara definilionen fér ¢" en ny delinition, som ut-
stricker denna beleckning till a® och till . Det ar
intressant att grafiskl sticka ut ett anlal av punklerna
2', dar r genomldper heltaliga virden, incl. 0, och taga i
dgnasikte den vackra punkiiéljd som pa detta sitt er-
halles. Den hringar till uttryck de nya definitionernas
dndamalscnlighet och dr pa samma gang den priméra
hirjan till exponentialkurvan, vars lag gar igen exempelvis
vid frigan om kapitalets variation med tiden under an-
tagande av konstant rintefol.

Att jag icke drdjer ndrmare vid dessa ridknesitt beror
nu icke pé, att jag skulle anse, atl desamma béra ut-
levercras till det formella exempelévandet, som jag
sarskilt anser vara en av den elementéra undervis-
ningens morka sidor. Men jag vill icke 1ita framstall-
ningen i alltfor hég grad [orlora sig i tréttsamma upp-
repningar. Den intresserade liraren skall pa alla punkter
under snart sagt varje leklion finna méjlighet att rckur-
rera till den sakliga grund som betingar dessa opera-
tioner. THan skall vilja diagrammet wvarje gang han
finner, att det jimnar vigen. Men han skall ocksi linna
utan att ga {iill forkonstling naturliga hjilpmedel {6r att
befasta fdorstaelsen.

Jag sade, att han skall gira det utan foérkonstling.
Han skall icke tro, att allting bér ske grafiskt och att man
per fas ct nefas bér i varje fall skapa ett grafikon, for att
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saken skall kunna {6rstds och mahiinda pa utfinnandet av
ctt sadant nedligga en kranglig lankegang., Det ér till
excmpel ganska nyttigt att framslidlla formeln

(e« +b)2=a*+ b2+ 2ab

genom féliande figur, som visar, huru arean av kvadraten
med sidan ¢ + b sammansiittes av kvad-

raterna med sidorna a och b och tvennc wil 5
kongruenta rektanglar med arean ab. Vil
att mirka ger nu denna framstillning
emellertid icke den kinda formein i hela
dess utstrickning. Den ar salunda icke sa
instruktiv som man kanske pa nigot hall
trott.  Alldeles onddigt ar det i varje fall att arbeta vidare
i denna riktning och bilda figurer, som »hevisa» andra
dylika formlers riklighet. Sadana cfeméra illustrationer
dro icke, vad jag menar med grafisk askddning. Vi
behéva endast tdnka tillbaka pé rektangelns anvindning
i aritmetikens braklara for att [orsta, att det dér var
friga om en alldeles annan geometrisk askadning.

Jag talade om, att hela denna utveckling av de for-
mella rédkneoperationerna skulle omstéllas s4 att det-
samma blir enkelt. Jag vet icke, om man dirvid fullt
forstar, vad jag menar. Den enkelhet, till vilken jag vill
driva det hela, édr icke nagon liten reduklion, utan avser
en verklig revision, dir exemplen nedsjunka till ett rela-
tivt fatal. Men i stiillet nedligges pa dessas fulla sak-
liga och formella f6rstaelse ett arbete, som hos adepten
kommer att garantera ett varaktigare innehav av insikt
in det han vinner enligt den tidigare slentrianen.

Det dr en sak, vars beaktande kommer att skdnka iram-
stillningen av de enkla riknesilten en alldeles sirskild
fargning. Jag inscr icke det beriittigade i den gamia tralien,
som {orst genomarbetar de hela och brutna expressionerna
for att scdan konmuna till ekvationerna. Jag har [6rresten
bra litet sinne fér denna isolering av ekvationen. Jag har
intrycket, att detta sammanhinger med en sirskild tanke-

a a’® | ab

Elkvations-
begreppetl.



gang. Man har betraktat ekvationerna sisom den formella
algebrans krona och dra. For alt na fram till dem har man
kampat och lidit. Man har trott, att hela den foregiende
utvecklingen haft ekvationerna tili mal. Ty med ekva-
tionerna inledes ldsandet av problem och da f&r man
forst riktigt se, vad algebran duger till.

Nu ér saken alls icke sa. Om icke sjdlva det teorctiska
sysslandet med formlerna och det till grunden glende
studict av de enkla algebraiska transpositionerna kan upp-
hiira algebran och skéinka densamma ett shdant tankeinne-
hall, att den forsvarar sin plats pi skolans program, sa ér
det d& sannerligen icke en sak, som kan upphjilpas av
problemen. LEnuppfatining av algebran, som med samman-
bitna tinder genomliider de formella rdkneoperationerna
for att vinna sin 16n i problemen, &r i grund pa avvigar.

Overskattningen av ekvationerna och problemen har
gatt sa 1angt, att man sett lirobocker, ddr man borjar kort
och gott med ekvationer. Givetvis kan man gora si, det
stiter icke ens pa svarare undervisningshinder. Men nir
man gbr sa, si avslgjar man dédrmed sin fullstindiga
ovetskap om algebraundervisningens mal. Dess mal, sa
méanga ganger av mig har utvecklat, dr icke atl hasta
fram till problcmen. Det dr som jag ocksa niistan till feda
sagt, att [atta och forstd formlernas och transformatio-
nernas sprak, sa att de bli uttrycksmedel for tankar och
dverliggningar i det kvantitativas varld.

Jag sade, att det dr nagot som skall ga igen i framstill-
ningen av de formella riknesidtten. Det ir en tanke som
forresten skall komma in langt tidigare, redan i den del,
dar det dr friga om de enkla linedira funktionernas virde-
miingder och diagram. Det dr den fornultiga ekvafions-
tanken, som helt enkelt dr frégan om det argumentvirde,
fir vilket ett algebraiskt utiryck antar ett visst givet
virde. Det dr den omvénda friagan till den, som var den
dominerande i algebrans propedeutik och i hela diagram-
ritandet, dar det alltid géllde att till ett givet argument-
viirde herikna det tillhdrande funktionsvirdet.
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Jag tror nu alls icke, alt man pa manga hall inom
skolan skall se p4 saken pa detta sdtt. Diar gar det sa till,
att man av icke uppgiven orsak likstéller tva algebraiska
uttryck och kallar detta nya formella aggregat en ekva-
{ion. Dessa aggregat visa sig sedan vara identitcter eller
villkorsekvationer. Och si lidgges det hela till grund fér
formella transformationer. Jag tror, att detta formal-
pedagogiska grepp pi saken icke kan leda till nagon ior-
staelse. Det, som man icke utvecklar, kan givelvis icke
forstas.

Nu ir ckvationstanken enkel. Man observerar, att
forslagsvis 3x antar en hel virdemiingd vid skiftande
viarden pa x. Man kan da stilla tva lika berittigade
fragor. Vilket virde antar 3z fir x =22 och: Iér vilket
vérde pA x antar 3z virdet — 122 Denna senare prelen-
tion skriver man i formen

3xr=—12.
och har, vad man kallar en ekpation. Dess rot ir — 1, vilket
sfiger oss, atl 3 x for x = —4 antar virdet — 12,

Den teknik, som hir fér utvinnande av roten kommer
till anvéndning #r helt enkelt baserad pa besinnande
att multiplikationens motsatta riknesiitt dr divisionen.
Foljaktligen ar, om 3x= 12, en foljd alt

Man kan nu fraga vidare, for vilket virde pa z uttryeket
3r-+4 antar viirdet 16. Man inser genom saklig éver-
laggning, att det sker fér z—=4. Man kan emellertid
ocksd upplagga clt teknisk ritknemaskineri, som ter sig
pa foljande sitt

3r+ t=16
3r=16— 4
3r=14
12
* 28
x= |
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Detta hor givetvis upptagas redan i samband med det
diagrammatiska studiet av de linedra expressionerna. Dér
far saken ett tillskott av realitet, genom att man bland
ordinatviardena kan soka upp det fireskrivna viérdet [ér
uttryecket och sedan se efter, for vilket argumentvirde
detta virde realiseras.

Detta édr ekvationstanken i all sin enkelhet. Den bir
félja med, emedan den #r en grundtamke vid studiet av
formlerna och deras virdemingder. Del skall ocksé
vara mojligt fir den intresserade liraren att finna otvungen
maojlighet att lata denna kapitala fraga dyka upp under
framstéllningens gang. Han kan stélla transformationens
och férenklingens konst till forfogande, just da det géller
att i ndgot fall finpa svaret pa denna fraga. Sa skall den
fragan ocksd vara ctt medel att hjdlpa till att halla det
sakliga levande under en period av matematisk utveck-
ling, d& undervisningen mer dn pé andra punkter hotar att
gripas av det formellas kvivande grepp. Det helas ytter-
ligare forenkling, sakliga moments férande i [érgrunden
och formellas tillbakatringande kan Lalla faran pd av-
stind. De gira pa samma ging, dessa atgirder, att alge-
bran kan forsvara sin plats pa programmet sasom manga
ganger framhéllits. Den formella irdningen allena mot-
gvarar icke den bhehovets princip, pad vilken vi nodgals
tinja en hel del redan for att {érsvara en ratt sa anspraks-
lés algebraundervisning.

Divisionen har fort in bréaken i algebran. Dérvid mena
vi med braket cller den bruine expressionen en division,
som icke kan reduceras genom de formella rdknesétten.
Vi egna dessa genast en grundlig behandling, stkande
elter det nya de kunna erbjuda. Vi rita diagram &ver
sadana brutna expressioner, naturliglvis i deras enklaste
framtridande. Och sa utveckla vi den for dem erforderliga
riknekonsten.  Ocksa hir vill jag driva det hela till en
betydande firenkling. Det dr juo dock aldrig meningen,
att den med mellanskoleexamen utvandrande scholaris
skall vara nigon virtuos i lormelkalkyl.
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Nu  behover den, som vid universitelets natur-
vetenskapliga fakullet eller vid tekniska hégskolan skall
fortsatta sina studier, en hogre driven algebraisk fekmnik,
dock icke sd higt driven som man mahénda tror. Iian
behover kunna rikna obehindrat, men det &r inga
konstiga uttryck han har att skaffa med. ‘I'virtem éro
de enklare &n dem han trasslat med i skolan, ett nog si
originellt sakférhallande, som ofta brukar vicka studen-
ternas uppmérksamhet. Emellertid hehiver denne man,
som siktar till den matematiskt betonade vidare athild-
ningen vid hégskolorna, en hirdare Lriining. Men detta
behdver ju icke pakalla, att alla skola hchiva underkasta
sig densamma, och allraminst da de, som skola emigrera
fran skolan. En siddan hirdare trining maste forliggas
till gymnasiets reallinje, dir den hor hemma och dér den
skall drivas skarpt. I mellanskoleexamens allminna
utbildnings plan och ocksd inom de andra gymnasial-
linjerna, dar férberedelsen sker fér andra arter av studier,
ar deb givetvis icke férsvarligt och ur behevels prineip
absolut firkastligt alt ldgga cleverna i tridning inem
algebraisk formelkonst. Det &r ddremot val pa sin plats
och har redan fatt sin motivering att skidnka dem en
mattlig fardighet, férenad med en grundlig vetskap em
del helas syfte och mening.

[ ctt svar pa en nyligen framstilld rundfraga angaende
den naturvetenskapliga forskningens stéllning 1 vart land
framhill en forskare ocksd sdsom en {érsvagande omstin-
dighet matematikens stallning vid skolorna. Jag fruktar,
att de asikter, jag foretrader hir inom algehran, och det
ar ju nédrmast fraga om dess formelsprak inom natur-
vetenskaperna, skall uppfattas si, attjag ytterligare vill
forsvaga matematikens stillning. lin sadan uppfattning
ir ctt grundligt misstag. Naturvetenskapen ér icke be-
tjint av, att lolk som aldrig 14 med den att skaffa, trianas
upp i algebraiska kalkyler. De skola lemnas i ired och i
stillel odla de insikter de komma att hchdva. Det enda
man kan begiira av dem dr det, som jag redan ovan for-
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mulerade sdsom det som vid mellanskolcexamen och pi
icke-reallinjer inom gymnasiet bor efterstrivas. Men jag
vill ha en 1 matematfiskt avseende fordrande reallinje,
fordrande darfor helf enkelt ail den leder till sidana
banor, ddr man maste kunna matematik. Jag tror férresten
att den form i8r algebraundervisningen, som jag i det
[oregaende pi varje punkt foretrdtt och i det féljande
kommer att [dretrida, skall géra densamma bhetydligt
mera cffektiv pa alla stadier, oberoende av de stoffliga
inskrinkningar av betvdande omfang, som giras. Jag
kastar harlast &ver bhord for att fa rum {6r nvttiga
saker.

Ehurn jag mahdnda gar ut dver mitl dmnes grinser,
vill jag i detta sammanhang siiga ett alivarsord. Natur-
vetenskaperna i var tid fordra en ansenlig kunskap i
matematik. Det kan dér icke komma ifriga, att studenten
skulle reda sig med det han f{orviirvat under en aldrig
s hard press pa en till och med starkt matematiskt be-
tonad reallinje iskolan. Det ar dirlor universitetens sak att
inom sina naturvetenskapliga l[akulteler anordna prope-
deutiska matemuatikkurser, diar matematik grundligt stu-
deras bade sasom teoretisk vetenskap och hand i hand
med de naturvetenskapliga prohlemen. Bada dessa rikt-
ningar behdvas fér att pd ett riktigt sitt sammansitta
den allvarliga matematiska skolning, som &r ett conditio
sine qua non fér den nutida naturvetenskapliga forsk-
ningen. Man far pa denna punkt icke begira av skolan,
vad den icke kan giva.

Ehuru jag hirmed gar dnnu langre bort fran mitt
amne, vill jag i nagon man fortsitta min exkurs. Dect
rader inom omradena idr den tillimpade matematiken,
alltsd dven inom naturvetenskaperna den uppfattningen,
att den fér dem avsedda matematiska skolningen hér
vara uteslutande praktiskt aricnterad och anslutasig till
denna Lilldmpnings speciella problem. Man linner i litte-
raturen lirobdcker, ntarbetade pa denna bas, Lmellertid
dar denna uppfattning icke riktig. Pa den viigen ernds
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pa sin hajd det matemaliska inslaget i den fér receplionen
avsedda kunskapsmassan. Men férberedelsen avser ocksa,
dd det giller naturvetenskaperna och de tekniska veten-
skaperna att dana verktyg [6r intuitionen och skapandet,
och darfor erfordras en skolning 1 matematiskt tinkande
och fritt, av de speciella problemen oavhangigt hand-
havande av matematikens apparatur. Jag vill visserligen
icke ga sa langt, som man gatt inom tckniska hdgskolor i
Tyskland, dir matematiken undervisats och studerats
ungefir i samma utstrickning och med samma frihet som
vid universiteten, men jag vill resa betinkligheter mot
ett fastldsande av det matematiska vetandet vid en viss
problemart och dess didrav betingade ensidighet,

Nu skall ingen tro, att detta star i strid med den all-
miéinna tendens, som genomgar mina idéer ifraga om den
clementéira undervisningen. Jag har ingalunda ens i
aritmetiken avsctt all binda undervisningen vid nagon
grupp av praktiska frager. Min genom hela undervis-
ningen géende, ledande tanke dr, att man verkligen skall
skrida till att undervisa matemalik under matematikiim-
marna | skolan.

Jag dterupptager emellertid min av denna exkurs Rotuttryck.
avhrutna tankegang. Det har tillsvidare varit [raga om
rationella expressioner . v. s. sadana, vilka uppbyggas
genom anviindande av qvattvor species. 1<mellertid finnas
ju ocksa sadana uttryek, i vilkas uppbyggande rofutdrag-
ningen  deltar. Salunda  aterger exempelvis lormeln

f=1/%Z sambandet mellan vigen och tiden vid cn fali-

) s2v3 o e
rorelse. Formeln ¢ = 1 e ger arcan av en liksidig triangel,

vars sida dr s. Det giller féljaktligen att stifta bekant-
skap med sadana uttryck och sadlunda nidrmast med den
nya operation, rolutdragningen, som ingar i dessa allménna
algebraiska utiryck som konstitutivt element.
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Vi komma hir Lill ett omrade, dar svara forsyndelser
begatts och begas 1 den dag som 4r mot allt, som eger
sammanhang med bechovets princip. Man sédller hér in
med en omfattande och ondéidig formell traning. Dir finnas
i exempelbockerna sadana, manga tiotal exempel Sver-
skuggande rubriker som radikalers addition och subirakiion,
radikalers mulliplikation, rotmdrkens boriskajfande fran
ndmnaren m. ni.  Nagot som emeilertid icke ens i ldra-
bockerna bringas till medvetande #dr, varfér allt detta
firsiggar. Det dr som om det alit sker pa grund av nigon-
ting 1 sjélva virldsordningen. Man lir sig att gora det
sasom man lar sig allt majligt annat 1 skolan.

Emellertid fr saken den, att det hela har en k#drna av
fornuft. Vetskapen om den &r egnad att skiinka det hela
ett betydande intresse. LEmellertid far denna k#rna icke
ens i detta fall kringbyggas med ett ceremonicl av onddiga
stillampningars. Det hela ar {or enkelt f6r att bortskymmas
av dylika anviandningar, som fdorresten aldrig [drekomma
ens under hdgskolctforelisningar i ren matematik.

Vi skola ga in pa delaljer. Vi ha exempelvis kommit
i besitlping av uttrycket 378—3/2 och det forestar oss att
berdkna detta uttryck. Da observera vi, alt 8§ =24 2)/2
och att saunda vart uttryck kan vésentligt férenklas. Vi
finna att p8—3/2=2yp2—)2 =92 och att silunda det
hela kan reduceras till berdikning av 3/2.

Det #r nu kring denna k#rna man byggt upp radika-
lers addition och subtraktion. Den efter en fyllig samling
av exempel famlande exempelboksulgivaren skapar sedan
pa tri hand tlillAmpningar. Han stiller forslagsvis upp
exemplet

o T /3 " o, g
,-,I.,-_:-hl‘—’ SY8Toy2

eller

SPT6 -3/ —hd— 6§/ — 128+ 7§/ 250 + 2J/432,
vilka sakna all kontakt med varje form av reell friage-
stallning och helt enkelt framtrida sdsom exempel ur ett
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fristdendce nytt kapitel, som heter radikalers addition. Man
finner ocksa sadant, som

TV 4 -+-410x 4+ 3 Y150 — by 362 —2 )/ 802

Vid alla dylika exempel har varje higkomst av sjilva
orsaken gatt {orlorad och ett stelt rdkneschema dr nu det
enda, som star kvar. Detta ir en i hiig grad intressant
utveckling, Ly den har sin motsvarighet inom manga
omraden av undervisningen. Den ir ett slags hemma-
gjurd, intern utveckling av stoffet, som bérjar med elt
riktigt och fornuftigt uppslag, som sedan i triningsivern
glommes bort, under det nya &vningsexempel tornas
upp. Sjdlva grundtanken faller till den grad i glémska,
att det hela sméaningom blir en egen rékneprovins med
en om grundtanken icke pa nagot satt paminnande he-
nimning.

Vi ha just inom radikalernas virld ett nistan #dnnuo
béttre exempel pa denna utveckling. Jag antar, att vi

3 - .. =
ha att berdkna uttrveket —=. Om vi da herdkna 392,

med ctt antal decimaler, sa forestar oss ddrefter en arbets-
dryg divisionsuppgift. Emellertid kunna vi, innan vi skrida

tIT e numeriska berdkningarna, firlinga braket —= med

. ; 3¥2 ;
12, varigenom detta antar forinen 212 eller 1.5 y2. Da

iir med ens svarigheten med divisionen avliagsnad, och vi
ha att efter kalkyl av 32 multiplicera resultatel med 1.5,
vilket ju dr en enkel uppgiit.

En lilknande svarighet mdter oss, om vi ha att berdkna
IT%'F I‘ﬁi Tv om vi berdkna 3 och v/2 och addera dem,
s& std vi dnnu infor den tidsdédande mdjligheter till fel-
rikning erhbjudande uppgiften att dividera 1 med denna
summa. Saken stiller sig enklare, om vi forst forlinga
vart brik med 3/3—3/2, varigenom detsamma antar, pa
grund avatt (/3 +1/2) 3—yp2)=1 formen y'3—p2.
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Men detta &r ju svnnerligen enkelt att berdkna. Vi ha av-
lagsnat berdkningens svira punkt.

Dessa infor bestdmda kalkylationsuppgifter utfunna
konstgrepp ha ocksd de givit anledning till en sédrskild
raknekonst, som Lkallas radikalers Dbortskalfande frdin
ndmnaren, en rubrik, under vilken tiotals exempel utan
samband med den enkla och reella grundtanken genom-
riknas. Detta ar i dnnu hogre grad an radikalers addi-
Lion ett modellexempel pa en i skolans matematikunder-
visning icke séllsynt, intern utvecklingsprocess.

Man far infér detta en inblick uti, varfor algebra-
kursen blir lang och svar i skolan. Man ar forvanad dver
den sallsamma makt, som gor att allt detta far std kvar,
alldeles som om allt vore i ordning. Detl finnes en fast
och orubblig inre skoltradition, som icke undgatt upp-
mirksamhet och vars orsak kanske kan vara nog sa enkel.
Den unge studenten, som skall bli idrare, lemnar under
lirodaren alla dessa saker ur hagen, emedan de ju icke
dro matematik i den mening, att de skulle visa sig under
hans studier i den hégre matematiken. Sa kommer han i
sinom tid tillbaka till skolan och ldgger da den hogre
matematiken pd hyllan och tar vid, diar han en ging
slutade 1 skolmatematiken. Triffande har detta kallats
das Systermn des doppelten Vergessens och det dr nog det,
som dr ett av den fasta skoltraditionens bésta stod. Det
bestar en hiatus mellan universitets-matematik och skol-
matematik, som gor att den senare icke underligt nog be-
traktas av den i universitetsmatematik skolade med den
riktiga kritiken. Han later det ena vara ett och det andra
etl annat, utan att reflektera 6ver det helas enhet.

Far att emellertid aterkomma till liran om radikaler,
sa skola naturligtvis alla dylika {6rkonstlade utvecklingar
av de enkla grundtankarna, som jag ovan pivisat, helt
enkelt avligsnas [rdn kursen. Darvid 4 ocksa allehanda
invecklade ritter ur rotter och dylikt 16lja med.

Det, som aterstar, dr di ungefir foljande. Man definie-
rar forst kvadratreten och gir di genast en nv sillsam

4
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takttagelse. Man finner, att exempelvis 372 icke aterfinnes
bland hela talen och briaken. Att intet helt tals kvadrat
dr-2 4r ju evident. Men man inser ocksi pa detta stadium
redan, att icke heller nagot forkortat brédk kan inneha
denna egenskap. Man har genom den férsta kontakten med
rotutdragningen gjort en anmirkningsvird upptickt.
Man hav stott pa irralionaltalen.

Detta bir emellertid icke verka avskriickande. Sadant
har man sett férut, da divisionen forde oss infor uppgifter,
som icke kunde losas 1 de hela talens rike, medan subtrak-
tionen kan anses ha fort oss till de negativa talen, om vi
ocksa, da vi inforde dem, anviinde en annan taktik. Emel-
lertid bor var uppgift icke heller leda till nagot vidare
teoreliserande dver dessa tal, vilkas teoris fullstindiga
uthyggande crlordrar ett matt av tankeskirpa och veten-
skaplig betraktelse, som pé& detta stadium langt ifran
nitts,

Vi observera om detta nya sillsamma tal, att det
ligger, populédrt talat, mellan 1 och 2. Vi hesluta oss for
att instinga detsamma inom snédvare grianser. Vi upphoja
férdenskull talen

1.0, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 2.0

till kvadrat och fa efterhand
T.o0, 1,21, T4, 1.69, 1.96, 2.25, 256, 2.80, 3.24, 3.61, 4,00.
Vi observera, att 2 ligger emellan 1.12 och 1.5, vilket
ger oss anledning att sluta, att det tal, vi kallat 373 ligger
mellan 1.4 och 1.5

Vi belrakta nu ater for skarpare fixering talen
140, 1.41, 1,42, 1.43, 144, 1.45, 1.6, 1.47, 1.18, 1.49, 1.50.
Da av den férra rdkningen att doéma 32 ligger ndrmare 1.4
dn 1.5, s dr det skil att sitta in kalkyien pa bérjan av
denna rad. Vi finna ocksa snart, att

1.412 = 1.9881
1.422 = 2.0184
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vilkel resultat Lillaler att sluta att 372 ligger emelllan 1.42
och 1.11,

Nu kommer helt visst ndgon att skaka pa huvudet och
siga, att detta &r universitetsmatematik. Jag vill i mot-
sats dartill géra géllande, att della #r renaste skolmate-
matik. Man prévar sig nira nog experimentvis fram och
far pa delta sidtt en klar genom crfarenheten befdst upp-
fattning om, vad det ar fridga om. Det ar ett typiskt till-
viagagingssitt 1 den undervisning jag {oretrider.

Man kan naturligtvis ga ldngre och utlocka nya undre
och Ovre niarmevirden for 373, Att det hiar handlar om en
instéingning inom allt trdngre grinser dr ju klart, ty de
forsta grinsernas skillnad var 0.1, 1 andra omgangen var
gransernas skillnad 0.01 o. s, v.

Del ar dessutom val att mirka, att vart forfaringssatt
utgér den naturligaste och littfattligaste meloden for
kvadratrotsutdrag. Det inses genast, att samma metod
kan anvéndas for vilken rot som helst och atf vi sdlunda
ha ett verktyg i var hand att utdraga vilken rot ur vilket
tal som helst med huru méanga decimaler som helst.
Manne eleverna i den tidigare undervisningen {alt nagon
forestallning om, att saddant dr tédnkbart utan logaritmer.
Jag talar harvid alls icke om, att metoden &r arbetsdryg.
Vid fdllande av ett sidant omddme spela andra faktorer
in, som inlel ha alt skalfa med melodens teoretiska bir-
kraft,

Vi ha salunda stobt pa ett tal, som #r varken ett helt
tal eller ett brak. Men vi kunna inbiidda detta tal mellan
nirmevirden, som rycka detsamma allt ndrmare och som
silunda i den praktiska usus kunna forelriida delta hemn-
lighetsfulla, med siffror icke atergivbara tal. Detla &r for
oss pa detta stadium nog.

Denna fraga ger ass anledning alt syssla med kvadrat-
talen, d. v. s. de hela tal, vilka #ro jamna kvadrater
av de hela talen. Ur dem kan mnan utdraga kvadraten,
medan man ifraga om de mellan dem liggande hela talen
icke kan nd annat #in nirmevirden.
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Déa nu den metod vi utvecklat dndock blir for arbets-
dryg [or att ldésa kvadralrotsutdragningens problem,
méste en snabbare arbetande metod utvecklas.

Kvadratrotsutdragningen ar eljes ingen konstlad fraga.
Ty problemet alt hestdmma sidan i en kvadrat, da arean
dr Dbekant, leder till detta problem. Detta kan for-
resten just vara den utgingspunkt, frin vilken det hela
startas,

Jag har den forestdliningen att atminstone ibland
undervisningen stracker vapen infor rotutdragningsupp-
giften och helt enkelt inldr det tekniska forfaringssittet.
Detta dr naturligtvis ocksi en anvindbar metod, blott
man #rtigt deklarerar, atl man &rnar gira sa. [ varje
fall 4r denna metod att foredraga framiér en framstéilning,
som ingen forstar.

At uiveckla den fullstindiga metoden for kvadrat-
rotsutdragning dr en svar sak. Men den maste laras, ty
denna [drdighet faller dock inom behovets princip, om
man ocksd givetvis ur rottabeller far ur, vad man i den
vigen hehdver.

Sedan méjlighcten att berdkuna kvadratroten ut-
vecklats och en god metod for dess utférande klarlagts,
har man ett fastare grepp pa hela det nya omradet. Man
gor da ocksd den iakttagelsen, att 374 har tva vérden, av
vilka man icke kan giva {oretradet at nagotdera, namligen
virdena -} 2 och — 2. Ater har en ny ecgendomlighet
triatt in i riknekonsten.

Sedan man hunnit si langt édr det skil atl indraga ut-
tryekk som  inmehdlla rdtter, nidrmast Lkvadratritter, i
belraktelsen och kalkylera dylika algebraiska utlrycks
funktionsvirden.

Den nérmast till hands liggande funktionen dr den,
som skildrar t. ex, huru sidan i en kvadrat forindras med
arean. Om vi utrita dess diagram, fa vi nirstdende figur,
en parabel, som bl. a. bringar till uttryck, att funktionen
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for varje ifrigakommande varde pa argumentet, utom for
argumentviirdet 0, har tva motsatta viarden. Vi observera

+1.41

7 o -4 A
A4t

darjamte en ny och siillsam egenskap. Var funktion p/x
existerar alls icke [or negativa virdem pa x. Vart tal-
omrade har ndmligen ingen 16sning for problemet att finna
ett tal, vars kvadral dr negativ,

Det #r just da det giller att beridkna uttrvck for
irrationella virden pa argumentet eller med andra ord att
beriikna uttryck, som innehdlla rotter, som de utveck-
lingar trida in, vilka jag tidigare framhéll sasom kiirnan
uti det formella ceremoniel, som nu utvecklas kring radi-
kalerna. [Ilér rostar jag for ett fullstindigt slopande av
alla dessa »riknesétty och deras ersidttande med négra
enkla exempel, dir det ar fraga om foérenklingar av nagra
enkla uttryck och deras faktiska kalkylation. Detta allt
med kvadratroten sdsom ecnda radikal. Pa detta sitt
haller man sig inom de ratt sndva granser, som behovets
princip pa denna punkt i algebran utstakar, till och med
da denna princip ses fran den matemaliska vetenska-
pens standpunkt,

Jag har hittills hallit mig till kvadratroten. Det ir nu
en fraga, om man alls skall gi lingre. HEmellertid ligger
hir generaliseringen alldeles vid dérren. j/¢ #r numera
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latt fattat. Kurvan fér 72 kan befista uppfatiningen.
Detta goér, att steget kan tas, men det behiver icke tas
sa langt, att man igen utvecklar ett betydande rikne-
arbete med sddana rétter som underlag, sdsom nu till
rakt ingen nytta sker i exempelbotckerna.

Ett viktigt begrepp méste emellertid 1 detta samman-
hang bringas till klarhet. Man har tidigare genom trenne
sarskilda definitioner fastslagit betvdelsen av «?, a® och
a ? och gjort detta pa et sddant satt, att talrdckan .a®
da n genomldper de negativa och positiva hela tlalen,
inclusive talet 0, foreter en enhetlig och laghunden svil.
Vi dro numera mogna atlb faststd, vad vi erna {6rsti med
exempelvis ¢+ och a—i. Vi observera, att om vi postulera,
att dessa symboler skola defineras s, alt icke for de
tidigare formationcrna gillande lagar skola lederas,

(ui)t =a?

och draga salunda slutsatsen, att ett vilkor for alt ett sa-
dant lederande skall undvikas &r, att vi tilldela «ai
hetydelsen p/gs. Givetvis fastsla vi sedan, att a —

ye
for att std i samklang med tidigare definitioncr.

Det dr nu intressant att se, huru talen 2%, dir z ar
ett brak, ansluta sig till den redan uppritade riickan av
dessa tal [or heltaliga virden pa exponenten. Réakningen
stiller sig alls icke arbetsdryg, om vi inskrinka =2 Lill

multipler av 4. Vi {4 forslagsvis for

x—35, 2 =198=2p2=282 och for
] s
3 . 1 1 1 72
T=—p, 2= m————— Ly (.35 0. 5. v,
2 20y oz 1

Man skall finna i diagrammet en genomgéende vacker an-
slutning, som visar, att vi vid vart uppbyggande av 2% dro
inne pa en riktig vag.

Geometriskt stéller sig saken synnerligen elegant. Ty

2% = par.22
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och ordinatan for x = ér sdlunda medelproportionalen
till ordinatorna i punkterna x=1 och 2 =2, | vars mitt-
punkt z = — ligger. Detta #r i vrigt en allinan egen-

skap hos exponentialfunktionen ty

a 2 . -—Va.‘r‘ - (F

Salunda kan exponentialkurvan uppbyggas geomelriskt
genom successiv  konstruktion av medelpropaortionalen
till redan forefintliga ordinator, vilken medelproportional
sedan utplanleras sisom ordinata i mittpunkten Lill de
tvi abskissvirden, i vilka de bida nimnda ordinatvardena
forcligga. Det dr under sadana forhallanden icke att undra
dver att det hela blir en vacker och fullindad kurva.

Det skulle ju dnnu aterstd alt forklara o' eller lor
att {ixera ideerna 2'2. Man konstaterar da, att 21, 2, 2l
0. 5. v, vilka #ro ordinator i punkterna 1, 1.1, 1.41 a. s. v.
alla #dro gemom de foregacnde delinitionerna klarlagda.
Dessutom stiga de. Déremot sjunka 22, 2= 2Le o 5, v,
och vi bevittna hiir en liknande instiingningsprocess, som
dé vi gingo 16s pa 372, Det som hir instéinges dr en kury-
ordinata, som vi beligga med teckncet Pl

Naturligtvis &r nu detta icke logiskt alldeles i ardning,
men ger intuitiv lillfredsstiltelse.  Jag vill ocksa uttryek-
ligen ha sagl, att jag icke vill, att man hiir skall ga lingre
och i ovist nit firséka utbygga dessa saker till nagon
vidlyitig teori. Man har ju ocksé i lirobacker sett en och
annan ansats till oemplantering pa skolmatematikens
experimentalfdlt av illa fattade teorier om irrational-
talen, men de ha varit domda alt fortvina. Man kan hir
och dir stanna i1 undervisningen och visa ut mot vid-
derna, men dirifran dr det langt till etk grundligt genom-
strévande av allf, som Oppnar sig fér intuitionens oga.
Itrationaltalen fi nog 1 sin [fullindade ulgestaltning
stanna utom skolkursen. Det ér sedan en annan sak,
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om deras begrepp pa Askddningens och varfér icke anin-
gens vig komma till ett visst djup i den unges sjail.

Detta dr ungefdr allt vad jag i kapitlet om radikaler
vill lemna kvar. Jag anser detta kapitel ha varit en all-
deles siirskild skadeplats for allehanda rent tekniska
manipulationer, vilka dessutom haft emot sig, att de
icke iro av nagon betydelse for matematikens anviind-
ningar och icke ens for matematikens egen tekniks fullind-
ning. Jag vill ha del hela ersatt med en enkel redogirelse
for rolbegreppet, siirskilt kvadratroten, men en redo-
girelse, som gor begreppel levande och icke later det-
samma bli blott en riknesymbol bland manga andra.

Jag gar si langt, att jag pd detta stille utesluter
kvadratroten ur polynom. Jag kan icke uppge niagon
anvindning déarfor. Naturligtvis kan man konstruera
ithop ekvationer av andra graden, {or vilkas losning far-
digheten att utdraga kvadratroten ur ett polynom &r er-
forderlig. Men dylika ekvationer fro gjorda endast for den
sakens skull och det hetyder silunda ingenting att hiinvisa
till dem. T min undervisning pa hogskolorna torde jag
knappast nagonsin haft anledning att verkstélla denna
operation. Den blir [érresten fér eleverna ett nytt for-
mellt schema att komma ihdg, ett schema, som icke kan
genom en logisk tankeakl Aterstillas, om del [allit i
glémska, Det édr forresten en synnerligen svar sak att
fullt férstd och dess genomarbetande innebédr en onddig
forbrukning av kraft.

Hirmed dr nu hela den utveckling avslutad, som har av-
seende pa de transformationer, de algebraiska utirycken
giva anledning till. Man skall mahéinda siiga att min
framslilining haratinnan icke uppburits av aliménna,
klart formulerade principer i olikhet med vad som pa
sin tid var fallet med utvecklingen av aritmetikens arbets-
program. Den allménna strivan till {érenkling kommer
mahinda icke att falttas sdsom en dylik objektiv princip.

I verkligheten ligger saken annorlunda och till den
grad annorlunda, att den algebra, som enligt ovansta-
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ende grundsatser undervisas, leder till en annan arl av
vetande 4n den tidigare lirda algebran. Det formella,
som tidigare varit det cnda, sjunker nu tillbaka till ett
redskap, med vars tillhjilp reala forhalianden, reala inom
denna viirld, undersékas och dryftas. Vi ha ju ¢n gang
for alla fastslagit, att algebran handlar om teoretiska
undersékningar av de algebraiska uttrycken sasom det
funktionala beroendets adekvata uttryck. Det reala ér
mot denna bakgrund en verklig undersékning av dessa
algebraiska uttryck och icke uthildandet av en formell
raknemekanism.

ALt jag sérskilt starkt drivit pa férenkling har tva
orsaker. Dels idr en sidan forenkling pakallad av den
allminna prineip om undervisningens jamvikt, principen
om suum cuique, som bjuder att till och med dér en star-
kare specialisering kunde vara nédvéndig, inkttaga den
moderaticn, som pékallas av att eleverna ccksa ha annat
att inhemta i skolan. Mcn det ligger bakom anspraken
pa forenkling en annan, 1 matematiken sjilv liggande
grund. Matematiken ar icke alls s& svar, man har blott
gjort den svir. En miéngd, ja den storsta delen av .de
komplicerade kalkylerna #dro till sitt visen helt artifi-
ciella. Jag kan vitsorda, att de icke férekomma uti mate-
matikens anvindningar i olika riktningar. Men jag kan
ocksa vitsorda, ait de icke férckomma inom hégskole-
matematiken, som dAarfor ofta ter sig Overraskande latt
tér dem, som pabegynna dess studium, atminstone vad
anspraken pa beherskning av dvervildigande analytiska
uttryek vidkommer. De svarigheter, hiégskolematema-
tiken bereder, ha sin grund i andra saker, ndmligen jusl
i avsaknaden av kénncdom om och firmaga att félja
med de aritmetiska hiindelscr, som avteckna sig i form-
lernas sprak. Man kan vill dock icke i det sunda fér-
nuftets namn av skolbarnen begiira sadan algebra, som
icke kommer till anvindning vare sig inom praktiken
eller inom matematiken sjilv.  Det dr att dverskrida
granserna [or den hehovets princip, som redan maste




145

ha ett forsvar, dia det §ver huvud galler algebrans still-
ning pa skolprogrammet. Min stindigt Aterkommande
maning till férenkling dr silunda att fatta sisom ctt an-
sprak pa den avgrinsning av undervisningen, som hér i
algebran dr det sannaste uttrycket {61 behovets princip.
Denna firenkling 4r sdlunda icke nagon tillfallig nyck
utan en pa djupet gaende princip.

Jag anser, alt utvecklingen nu nitt en hestimd, av-
rundad avslutning, ett slags [orsta etapp. Jag torde vara
temligen ensam om en dylik upptattning. Ty det hivd-
vunna ir ju sasom jag redan tidigare framhdéll, att allt det
som hittills genomgatts ar en [érskola Lill det, sem nu
skall komma, nidmligen ekvationsléira och problem. Jag
fragar mig dnnu en géng infor en dylik uppfattning, om man
verkligen genomtinkt algebraundervisningens problem
pa allvar och gjort klart {6r sig, vad man med denna
undervisning cgentligen efterstravar. Jag har grundade
skil att antaga, atl sd icke ar fallet. Sasom jag tidigare
framhallit 4r det hér fraga om ett arv, vars mening man
jcke underkastat nagon kritik, utan som sléktled cfter
sliktled for med sig. Jag vill icke verka trottande genom
att ater npprepa algebrans enkla uppdrag att géra oss
fartrogna med de algebraiska utfryckens konstitutiva
byggnad och en del dirmed sammanhéingande transfor-
mationer. Nu ir detta avslutat och cn linje i ulvecklingen
ir sdlunda ford till slul. Har man déirunder darjimte oav-
brutet beaktat ekvationstanken, sadan jag pa sid. 128
formulerade den, si ha alla mal natts, som tillsvidare
kunna nas och det kapitala problem fér algebran, som vi
uppstillde, har bragts till en férsta avslutning. Mera
algebra behdver till exempel icke ges den dver mellan-
skoleexamen utvandrande skoleleven, men icke heller
just mindre. Tlan kan, vad han bchéver kunna [6r alt
fortsdlta i de tekniska ldroverken, de till mellanskolan
anslutna liroverk, dér anspraken pd matematisk: vetande
givetvis firo higst, och han kan sa myeket, att han pa
andra hanor kan [orskaffa sig de spectalinsikter han déir kan

10
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behéva. Han har ldrt sig tala, lisa och skriva formlernas
gprak och kan salunda, nér detta sprak i hans fack-
bicker eventuellt trider emot honom med en formel och
ett diagram, forstd saken. Han eger ocksa den inblick 1
tekniken, att han kan félja de olika stegen i1 formelns
hiirledning eller diagrammets, kurvans, uppbyggande.
Han kan ocksd besvara Iornultiga till ekvationstanken
hanférbara [ragor och sdlunda séiga, nir cn enkel funktion
antar elt givet virde eler nar {va enkla funkiioners
varden koincidera. Men detta innehav av insikter och
formaga betecknar ett bestdmt avsnitt 1 utbildningen.
Det ir icke fraga om nagon uppat oavslutad forbercdelse-
period. Det &rett slags propedeutisk algebrakurs, som fatt
sin fulla avslutning.

Ervationer Nu brukar utvecklingen, sedan alla kanonerna laddals,
av forsta gi 1ill ekvationsliran. Héar mdtas eleverna [orresten av
graden med ey angeniim Overraskning. Algebran blir med ens lillare.
en obekant. [yetr visar sig nimligen, att de tidigare kringliga alge-
braiska uttrycken, vilka voro substraten for 6vningarna i

gvattvor species, icke ldngre upptrdda. De aterkomma

forresten icke vidare alls uti algebraundervisningen. Det

ar forvanande, att man icke redan infor detta sakforhal-

lande stallt sig skeptisk till deras behévlighet. Denna {ore-

teelse dr i dvrigt icke séllsynt i matematikundervisningen

och sammanhinger givetvis djupt med den hemmagjorda,

interna utveckling, som jag hade skil alt drdja vid 1 min
Iramstiillning av rotexpressioner. Man méter densamma

flerstides inom aritmetiken.  Den bristande enhetliga
gverblicken isolerar de skilda Ovningsfdlten frédn wvar-

andra. Varje sarskilt dvningsfalt blir 1 sin isolering elter-

hand iéremal fér en autonom utveckling. Det far sina

siarskilda, for den matematiska wvirlden i &vrigt och for

varlden i 6vrigt Irdimmande »viktiga» fragor, vilkas viktig-

het dr av den art, att den fordunstar sasnart blicken gar ut

over det anfonoma gebitets grianser. I alla {all ternas upp
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kring dylika wviktigas frigor ett betydande uppbad av
ovningar. Exempel konstrueras {or att belysa dem och
det hela vaxer ut. Nir detta skede sedan omsider lemnats,
aterkomma dessa riknefragor aldrig mera. Man behdver
hara studera excmpelbéckernas exempel 1 sammansatt
reguladetri och de borgerliga rikmesitten fior att finna
talrika beldgg tor denna av mig ovan skildrade utveck-
ling. Man skall ocksd finna densamma inom de olika »sty-
perna» av algebraiska problem.

Eleverna finna salunda vid intradet i ekvationsliran,
att algebran blir [itlare. Denna lattnad har emellertid vil
att miitka avseende pa kalkylernas férenkling.

Nu bér enligt mitt férmenande, sisom jag redan utfér-
ligt utvecklat, begreppet ekvation grundliggas genast fran
bérjan och icke férldggas till en sérskild sekvationsliran.
Alla dessas sldrors dro forresten ett offer al en systema-
tisering, som icke #r nagot uttryck [ir ndgon forfinad
undervisningskonst. Irigan om nir, for att ansluta till
min tidigare framstillning, uttrycket 3x 4 4 antar virdet
16, dren enkel fraga for den med variabilitet, funktion och
diagram fértrogne. Han tar ut ur diagrammet for 3z -4
det abskissvirde, {or vilket ordinatan ér 16. Dérigenom
far han en levande insikt, om vad losandek av ckvationen
3z -+ 4 =16 innebdr. Denna tungrodda, men alltid anvénd-
bhara metod erséittes sedan med det snabbt arbetande rakne-
forfarande, som pa sid. 129 ndrmare nlvecklades.

Likasa &r uppgiften alt sika det varde pa z, for vilket
3x 44 Overensstimmer med x4+ 8 en geometbriskt lalt
formulerbar uppgift. Det giller att {inna snittpunkten
mellan  diagrammen for 3x+4 och x+ 8. Uppgiften
kan sélunda lésas och darmed ocksa alla sadana vppgiiter.
Ocksa hidr ersdtles etl sidant tidsédande forfarande med
en sdrskild tecknik. Vi a4 efterhand 3r-+-4d=x+8,
Je—r=8—4, 2xr—1, x=2,

Man kan nagot komplicera uppgilten. Man frigar, nir

3r+1  2z+3
& 8
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Hir har man givetvis det osvikliga diagramlorfarandet
att tillga. Tekniskt stiiller sig saken sii, allt vi genom for-
lingning gora braken likndmniga och sluta att tdljarna
miske vara lika. Vi fa

1B3x4+ 1) 3Cx4-39)
12r+4 - 6xr+9
120 —6x - 3—1

Tl
Hela ekvationstekniken #r hirmed klar, varjimle dess
sakliga innebérd kommit i frdmsta runuuel.

Pa denna och egentligen endast pa denna vig kan
forresten det gatfulla foérhallandet med idenfiska och
oméjliga ekvationer foras till full uppfattning. Uttryvcken
3246 och 3(x+2) ha samma diagram och &verens-
stimma salunda for alla virden pa argumcntet, medan
3z +6 och 3r+7 ha parallella diagram, varfor fragan
om diagrammens snittpunkt icke &r miijlig.

Jag vill eljes hir inskjuta en sak, som synes mig vara
av hig pedagogisk betydelse och som jag icke tidigare
bragt till ett pregnant uttryck. Det har svarligen kunnat
under utvecklingens gang bli obeaktat, att jag vid fram-
liggandet av arbelsmetoder ocksd hir i algehran foljer
samma taktik som 1 arilmetiken. Jag ansluter till opera-
tionens priméra grundfixering och ger pa bhasen av den
en av dess elementer uppbyggd forsta primitiv metod
fér denna operations utférande. Jag [ramdrar p/2, dér
jag icke genast framligger den {ullindade metoden, i
vars tankelabyrint sjilva begreppets enkla innehéll maste
gé forlorat. Jag utvecklar i stillet den metod, som fram-
lades pa sid. 137 och som icke pd en enda punkt lemnar
sjilva problemets grundtanke ur sikte. Dirmed dr da
adagalagt att problemet kan lésas och cn metod, en alltid
anvindbar melod, ar angiven. Mctoden kan vara tekniskt
dalig och ér det i regel, varfor det blir det fortsatta fram-
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dtskridandets sak att utbilda tekniken. Det ligger i detla
nagot av sjilva den historiska utvecklingens tanke. Idén
framtriader [drst renodlad med en arm teknik till sitt
[orfogande. Det foljer sedan pa dess [ramtridande en
epok av teknisk lullindning av den den firsta idén Ater-
speglande metoden.

Samma tankeging mota vi nu ocksd hir vid ekvatio-
nernas losning. Vi ldsa med diagrammet alla ekvationer.
Men den metoden ir tung och arbetsdryg och héttre
vapen mdaste [érdenskull smidas. Ilar méaste dock sigas,
att den historiska utvecklingen pa denna punkt nog gatt
i omvind ordning, vilket icke hindrar oss, att hiir dock
anvinda samma aliménna tankeging. Vi gira del nidm-
ligen icke j varje fall av trohet mot den historiska verk-
ligheten, utan omskapa dess gang till en pedagogisk
metod, som vi givetvis anvanda ocksd 1 sadana special-
fall, da dess gang varit en annan.

Jag har cljes tidigare dréjt vid sambandet mellan
den historiska verkligheten och skolan. Man kan ur det
historiska skeendets gang hemta manga livdomar for
skolan. Den kulturella utvecklingen har pa sitt satt varil
en skola, en skola utan ldrare, dir cleverna efter hand 16s-
gjorl sig fran {érestillningar och begrepp och ulformat och
bearbetat nyupptickta idéer. Daér finnes i denna pa sitt
sitt ideala, gigantiska skola mangen utvecklingsprocess,
som har véirde for den lilla skolan, dar varje ny genera-
tion, som ett nytt miéinniskoslikte, genomvandrar hela
miansklighetens vandring anyo, visserligen i raskt lempo
{or att nd upp den nu foreliggande standarden hos ut-
vecklingen. Jag har ultvecklat detta tidigare i denna fram-
stillning, men jag tror mig icke ha gjort det med samma
pregnans. Det horde dock vara en all undervisning domi-
nerande lanke. 1 varje fall &r det en fascincrande tanke.

Nu kan till detta mahinda séigas, att det later plausi-
belt, men icke dess mindre dr pa tok. Man lar ju icke heller
soldaterna forst att skjuta med armborst, utan sétter
genast hypermoderna gevir i deras hand. Detta cger
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sin riktighet och drisin ordning da det giller alt uppdriva
teknisk [drdighet. Men det ar val dock andra mal, skolan
har. Kultur dr annat dn teknik. Begreppens, ocksa de
matematiska begreppens, fulla fattande, deras historia och
vandring i tiden héra kulturen till. De tekniska fardig-
heterna, ocksa de matematiska ligga pa ellt annat plan.

Jag dterviinder till ekvationerna. Deras behandling har
i stort gatt efler [6ljande schema. Man likstédller tva
algcbraiska uttryck. Varfér delta sker, gores icke till
foremal for nagon forklaring och det blir liksom ekvationens
hela idé givetvis inhdéljt i dunkel. Nir man emellertid sa
gir, si paldgger man som det heter nagon cller vissa bok-
stdver ett visst villkor. Uppiylles detta av ett eller flera
véarden pad dessa s. k. obekanta, har man [att genom de
algchraiska utiryckens likstéllande en willkorlig ckvation.
Emellertid kan det utfalla si illa, att intet viirde pa de
obekanta satisfierar ekvationen, i vilket fall en omadjlig
ckvation [6religger eller ocksi kan experimentet utfalla sa
Over alla gridnser val, att ckvalionen satisfieras av alla
viirden pa den eller de obekanta. Den dr da en idenlifef.

Vad forstar ett skolbarn av allt detta? LEnligt mitt for-
menande ingenting. Sjélva grunden till all uppfattning
saknas. Varfor satter man likhetstecken mellan tva vilt-
frammande uttryck? Lleverna haju genom aratal lirt sig att
ha helgd for detta likhetstecken, som ju uttrycker att resul-
tatet aven kalkyl ar fixerat. Och numed ens detla, Hariirar
den pa det formella inriklade undervisningen en triumf.

Emellertid dr pligan kort. Ingen fordrar egentligen, att
eleverna skola forstd saken, blott de kunna efllersiga
definitionen och kédnna de nya benéimningar, som dyka
upp med ens sdsom den nya »liransy skiffer. Sedan gar det
hastigt som det brukar gé éverallt. Man bérjar med dv-
ningar. Man borjar 1osa ekvationer. 1 regel kommer man
Lll * =a och da dr delta rofen, ibland kommer man Lill
@ =b och da skriver man, all ekvationen dr omdjlig, eller
ocksa kommer man till ¢ — a, vilket man avfirdar med
att skriva, att den givna ckvationen iir en identitel. Ett
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helt nytt exempelrikningsschema ligger klart, Och dir
riknar man scdan ndgra manader igen. Eleverna ha
emellertid ingenting ont att siga om saken, ty som jag
redan sade dro kalkylerna icke sa konstiga har, som da de
gillde exempelvis hrdkldran och radikaler,

Naturligtvis méste detla Andras. Ekvationerna fa icke
intridda genom ectt formellt pabud, utan maste efterhand
inforas pa det naturliga sdll jag lidigare utvecklal. Deras
nalurliga uppdelning 1 villkorliga ekvationer, identiteler
och omajliga ekvationer maste berdvas sin mystik och bli
annat dn ctt Lormelll konstaterande av, att elt dunkelt
fuklum uppirall i de regehitta kalkvlerna. Och s hér
man igen icke losa sa ofantligt mycket ekvationer, utan
snarare genomdiskutera i grund ett fatal, men da gora
det sa, att varje skrymsle genomforskas. LAt oss siiga,
att man ordnar saken si, all sedan man under den tidi-
gare utvecklingen efter hand grundlagl detta eckvations-
begrepp och sliftat bekantskap med dess sprak, man i
sammanfatining [§ser nagra uppgifter, darmed koncentre-
rande den pa spridda punkter inlidrda tekniken.

Jag har anledning att pa denna punkt i ntvecklingen
ingd pa en sak, som icke Ar utan sin betydelse, da det
giller omstillningar inom matemaftikkursen. Man hor
ofta vid samial med ldrare den nppfallningen [ramhivas,
att eleverna dro sintresserades av del ena eller det andra,
som man vill avlidgsna. Salunda dro eleverna intresserade
av reguladelri. De dro ocksa intresserade av ekvations-
losning och sd dro de intresserade av algebraiska problem;
detta sista giller sirskilt de goda eleverna i matemalik.

Jag tror pa altt delta, men tillméler det ingen bety-
delse. En fascinerande ldrare skall sikert kunna inlressera
cleverna for snarl sagt vad som helst, men ddrav foljer
alls icke, all detsamma hor ldras pa skolan. I 6vrigl &r
detta intresse komponeral av en hel del alldeles ovisent-
liga detaljer. Del kan vara »roligh atl arbeta med regu-
ladetriens [ran all tankeanslringning befriande schema,
dir uppgilterna dessnlom ofta dro sa valda, atl [érkort-
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ningarna ga flott undan och ett enkelt facitsvar utfaller.
Likasd kan det vara roligt att klappa pa med ekvatlions-
1osandets schema. Sarskilt skall man i dessa fall kunna
mérka en viixande rorlighet hos de svaga elemenlen. Ifraga
om de algebraiska problemen ligger dock saken annorlunda.
De inbjuda till en ofta skarpsinne krivande lck, men man
hor alls icke forvana sig éver, alt goda elever med nigot
av tivians spidnning tavla i att {inna deras lisning. Man
skall observera detsamma ifriga om geometriska dvnings-
Leorem och konstruktionsuppgifter. Emellertid ror sig
ocksa 1 dessa sista [all hela detta intresse pa ytan och har
ingenting att skaffa med det mol djupecl giende intresse
[or del matemaltiska tinkandets bade syntetiska och ana-
lyserande kraft, som det hdr vara undervisningens mal
att bibringa cleverna. EtlL hanvisande till clevernas flyk-
tiga intresse for en eller annan detalj i den formella under-
visningens placeringsteknik sakmar wvarje betvdelse, da
det géller att bedéma denna detaljs berattigande., Det
ar [orresten betecknande, att man icke hor talas om detta
intresse, da det géller att bygga upp begreppen och
riknesitten. Ddr bor en riktigt Jedd undervisning vara
skickad all koncentrera ett slarkare och wvaraktigare
intresse.

Jag vill dnnu om ekvationsldsandet Mramhaila, att det-
samma ocksd har elt kapitel, dir man Iéser ekvationer,
som innehalia radikaler. Della har naturligtvis Lillkommit
for att ocksd gira heder at dessa i det léregidende inldrda
begrepp. Givelvis bir hela denna avdelning avligsnas,
sasom ett uteslutande formelll och i skolan onylligt, av
nagotslags [ullslandighetsskil tillkommet annex till ekva-
tionslésandet. Daér tillkommer dessutom ctt trassel med
roten, vars djupare orsaker eleverna icke férsta.

Sedan ckvationslésandet haft sin tid, dvergar vndervis-
ningen till problemlisandel. Detta anses forresten s bely-
delsefullt, all varje gdng en ny klass av ekvationer {6rts
fram, man genast efter deras cxempelkomplex stoter pa
rubriken problem.
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Jag har vid olika tillfallen ultalat mig om dessa alge-
braiska problem. Jag har aldrig forstdtt meningen med
deras {6rckomst i algcbraundervisningen. Jag kinner
givetvis myckel vil deras tillkomsthistoria, Men jag for-
star icke varfor man allt fortfarande liler dem std kvar.
Algebra lar man sig icke genom att lésa dem. Nagonting
annal lr man sig icke heller. Det »skarpsinne» de uppova
ir endast formaga alt l6sa sadana problem, alltsd ett
onddigt skarpsinne, om det nu alls skall beliggas med
detta namn. All man smaningom hérjal ana orad och dra
oronen at sig framgar av, att jag i en cxempelbok, som
givetvis innehéll problem, dock aterfann en del av dem
under den [drsonande rubriken falgdlor. Fragan dr nu
sedan, om eleverna skola anvinda dyrbar fid pa »tal-
gator» och om icke denna &ppenhjartiga rubrik borde
ha manat till att taga steget ut och lata dtminstone dessa
sirskilt mirkta problem uotga.

Hir bedrives nu emellertid dnnu 1 den stund som dr
cn betyvdande pedagogisk verksamhet. Problemen uppdelas
P4 kategorier: rirelseproblemn, klockproblem, spelproblem
0. 8. v. och med dem sysslar man under de [67 matematik
anslagna timmarna i dratal. Undra sedan pa, att matema-
tiken behdver mycket timmar och mycken villkorslidsning.

Jag tror, alt det dr mest dessa algebraiska problem,
som gjort skolmatematiken sd 1 grund impepulir som
den &r. Den samhéllets och kulturens funktioner dver-
blickande familjefadern f{inner sin vixande son i fard
med att foérbereda sig for livet genom att taga reda pa,
niir tim- och ninutvisaren pa en klocka bilda 30°:s vinkel
med varandra. Arligen sker sedan en allmén uppvisning
av det hela, da studentexamensuppgifternas algebraiska
problem, lyekligtvis allt sparsammare med aren, ulgéra
ett sdllsamt inslag i tidningarnas redogérelser {or livets
gang, Tidigare i var studentexamens historia funnos de
i ymnighet, och mangen i alla stycken kunnig och mogen
ungdom har fallit pa, atl han icke kunnal ur allehanda
uppgifter om en familj rekonstruera familjemedlemmarnas
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antal, eller forméatt utreda, huru manga génger en hare
skuttar, medan en vinthund hoppar fem steg.

Jag sade redan om dessa problem, att de icke dro mate-
matik. De #ro icke heller nagot annat. Utom skolans
viggar loser ingen méinniska nagot problem. Pa hog-
skolorna faller det oss icke in att lésa ett enda sddant
problem. Del ir endast matematiklirarne och deras
elever, som losa algebraiska problem.

Att hir behovets princip ldderas pa elt satt som pa in-
gen annan punkt av matematikundervisningen 4r silunda
uppenhart. Dessa preblem maste avldgsnas ur kursen.

DA jag uttalar detta, sker detsamma dock med en viss
reservation. Den stérre rorlighet, som betingas av fér-
mégan att losa ekvationer, gir det majligt att aterupp-
taga vissa frigor ur aritmetiken och visa, huru desamma
nu kunna {4 en [orenklad behandling. Salunda kunna ur
formeln r *L‘lf omedelbart utlisas formler fior k, p och £
for att nammna ctt exempel och hela den moédosamma
tankegdng dverbyggas, som 1 arilmetiken méaste komma
till anvindning, di det gillde de visserligen sillan i prak-
liken forekommande berdkningarna av kapitalet, procenten
och tiden. Vidare hdra hit fragor [ran fvsiken och fram-
forallt frigor [ran matematiken sjilv. Dirlill komma en
del gamla problem, som kunna medtagas sa atl siga av
kulturhjstoriska skil. Vad som déremot obetingat méaste
ulmanstras dro skolproblemeniegentlig mening, alla dessa
uppgifter om resor och klockor, arvskiften och overkliga
penningtransaktioner. Detbsom aterstar kan nu bl samman-
lagt ett par Liotal uppgifter av den typ, jag ovan skisserat,
fordelade dessutom over de olika arterna av ekvalioner.

Vidtages denna reduktion, avlyftas en betydande
belastning [ran skolans matematikkurs. Del dr att mirka,
att denna reduktion icke innchbir ndgon reduktion i mate-
maliskt vetande. Ty problemlésandet ar icke matematik.
De tankar, som [6r problemens lgsande uppmobiliseras,
dro inga specifikl matematiska tankar. De dro ungefar
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av den art, som framhimtas, da det giller att lésa gator
och rebusar. Deras losande leder ej hiiller Lill ndgra sak-
liga insikter, emedan de helt och hillet sakna sakligt
inmehall. Man lir sig salunda genom dem ingenting annat
dn atl 1sa likadana problem.

Problemen kunna salunda ulan nagon rubbning av bild-
ningsinnehéllet utmonstras. Dirigenom skeringen som helst
fordndring i bildningens struktur, vare sig det #ér Iraga om
dess materiella omfattning eller dess innehall av tanke-
skolning.

Det, som nu pligar féljai den fortsatta undervisningen Ekvationer
ir ekvationer med flera obekanta. av rorsia
Jag tvivlar pa att har den fulla forstaelsen kan nés gtfmm et
ulan att rekurrera Lill den grafiska [ramstéllningen. Denna ™
dr visserligen mdjlig bloll vid ekvationer med tva obe-
kanta, men den vid deras behandling med den graliska
askadningens hjalp vunua fastheten i upplattningen &r
egnad att sedan mojliggora den mera formella behandlingen
av ekvationer med flera obekanta, dir man ex analogia kan
draga sina slutsatser. En annan fraga d&r om man nu alls
skall Jata sadana ckvationer med flera obekanta kvarstd
i kursen, en sak, till vilken jag aterkommer senarc.
Problemet med Lva obekanta ligger enkelt till. Vi fraga
exempelvis efter 2 tal, vilka ha den egenskapen alt 2 ggr.
det ena och 3 ggr. det andra sammanlagt utgdr 6. Vi {4,
om de bada talen betecknas med & och y ekvationen

Zx+3g==0
Vi observera genast, att ekvationen salislicras av flera

kanta

talpar. Ty om y &r [drilagsvis [, sa dr @ =5, Och da vi

kunna variera y, sa insecs, att ekvationen har oéndligt manga
rolpar, som utvinnas genom att vi lita den ena obeckanta
genomglida hela tallinjen och f6r varje virde pa den kalky-
lera den andra obekantas av ekvationen vid detta bundna
virde. Att vi pa delta sitt vtfa alla rotpar, oberoende av
vilkendera av de obekanta vi lata variera, fr 1att att inse.



Nu stéller sig denna sak med rolparen synnerligen
overskadlig, om vivddja till dess grafiska innehall. Vi
sitla ut i ell koordinatsystem x sasom abskissa och g
som ordinata och 4 sdlunda sdsom motsvarighet till
rotparet en punkt i koordinatsystemet. Den glidande
I6ljden av rotpar ger anledning till en glidande foljd av
punkter. Dessa punkter bilda, som vi pa grund av tidigare
erfarenhetl inse, en rdf linje. Ty 2v -3y =6 kan ju ocksa

¢

skrivas 1 formen y = —" x | 2, som ater{or fragan till den

tidigare behandlade frigan om lincira utirycks diagram.

Uppritandet av denna rata linje férutsatfer kinne-
domen av 2 av dess punkter, d. v. s. 2 av ekvationcns
rotpar. De nérmast till hands liggande rotparen éro de,
som ecrhallas om man forst sétter x =0 och beriknar
det motsvarande viirdel pa y, raml sedan sdtter y =0
och berdknar x. Man lar den lilla tabellen

B Yy
0 2
3 0

med vars Lillhjéilp bilden uppritas. Den far det utseende
nirslatna hild visar:

Y
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Denna bild har dirvid den betydelsen, att o man [ixcrar
en punkt, vilken som helst, pa linjen och miiter upp denna
punkts abskissa och ordinata, s har man i den ett rotpar,
d. v.s. ett sAdant viarde pa x och ett sadant virde pa y, att
de samtidigt insatta i ekvationen, satisfiera denna. Om-
vint 4r situationen den, att om jag pd nigot sétt utvunnit
ett sddant rotpar, sd ha dess individer den egenskapen,
atl om vérdet pd x utséittes somn abskissa och y som ordi-
nata, :4 fA vi en punkt pa var linje.

Som jag sade tror jag icke, att man pad denna punkt
skall komima Lill verklig forstaelse utan atf ga denna vag.
Det dr ocksé att obscervera, att de mot modernare melodik
strivande larobockerna infér fragam, var diagrammet
skall komma in i utveeklingen, just vall denna punkt
for dess inférande ecller 4tminstone just fore dess hehand-
lande inlérl diagramunet. Visserligen kan om delta séigas,
att det dr béttre att del sker sent adn aldrig.  ¥en elever,
somt just i nagra sammantriangda lektioner stiftat bhekant-
skap med detta malematikens kapitala redskap, ega
givetvis icke samma obundenhet i dess anvindning som
clever, vilka pé ett tidigt stadium lart sig att tdnka bade
analytiskt och geometriskt. Salunda kan det hénda, att
det vilmenta opererandet med den grafiska askadningen
pi denna punkt med elever, som just lart sig saken, Ar till
ringa nytta och blott till anstrdngningen fogar en ny,
niamligen den, som liggeri det riktiga och papassliga hand-
havandet av den nyss inldrda och mahinda dnnu icke
fullt koncipierade metoden.

Den gamla skolan har pa denna punkt ringa skrupler.
For den &r problemetl alls icke all vinna oricntering dver
manglalden av rotpar till en ckvation med tvd obekanla.
Dar giller det helt enkelt att inlidra det formella schemat
for losandet av tva ckvalioner med tva obckanta, varvid
det vida vikligare problemet att intringa i egenskaperna
hos en ekvation med tva obekanta helt enkelt skjutes 4t
sidan. Sedan tekniken med de hada ckvationerna inlérls,
gar det helt ledigt att utstricka det inlarda till flera
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ekvationer med flera obekanta och diarmed inledes aAter
ctt méanadsldngt riknande, som sedan utmynnar i
problem, som leda till dylika ekvationer. Hir ha vi ater
ett av dessa kring en liten kidrna kringbyggda rikne-
skecden, som naturligtvis ta en betydande tid i ansprak
och ha ingen i preportion till denna tids {drbrukning
staende betydelse ens for dem, som senare trida i direkt
firbindelsc med ren eller tillimpad matematik.

Den naturliga utvecklingen #r nun givetvis foljande.
Vi ha vunnit en fuollstindig inblick uti frigan om en
ckvation med tva chekanta, en inblick, som ylierligare kan
genom sirskilda prov forstdarkas. Salunda kunna vi kalky-
lera rotpar enligl den Idrst angivna herdkningsmetoden
och sedan genom att sitta ut punkter med dessa rolpars
individer som koordinater kontrollera vart resuliat. Eller
ocksa kunna vi genom att uppmitta godtyekliga diagram-
punkters koordinater och undersoka, om de bilda ett
rotpar verificera vart resultat. Allinog, den saken ar for
oss klar. Nu inféra vi en andra ckvation med tva obe-
kanta forslagsvis z -+ y = 1. Vi finna d4, att givetvis
samma resonnemang kunpa utveeklas angdende dess rot-
par. Vifa igen en it linje och finna omedelbart, att de
tvé linjerna skira varandra i punkten z = — 3, y = 1.
Filjaktligen ha de béada ekvationerna eff och endast eft
rotpar gemcnsamt, ett saklérhdllande, som treligen icke
faltas i sin fulla utstrickning utan anviindning av koordi-
nater,

Det problem, som nu reser sig, dr att finna detta ge-
mensamma rotpar. En metod dr naturligtvis den, som ger
sig ur anvindningen av diagrammen och som silunda
tilldter ¢n grafisk lésning av detta analytiska problem.
Emellertid elterstravar man att pd kalkylens vig ut-
finna det gemensamma rotparet.

Det &r val att miérka, att man vid behandlingen av
detta rikneproblem i skolan {érbiser en sak. De elimi-
nalionsfivfaringssdtt, som anviindas, &ro anvindbara
endast under {6rutsittning, att ckvationcrna ha elt
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gemensamt rotpar. Sakna de ett sidant, kunna vi icke
eliminera, ty farsvinnandet av den kvantitet, som elimi-
neras, forutsitier, att den har samma virde t biada ekva-
tionerna.

Detlta forbises helt och hallet och man handlar i alla
[all lika, utan att egna den saken ndgon uppmiirksamhet.
Darigenom blir deb hela 1 hég grad dunkelt.

Nu dr om allt detta att sfiga, vad jag hela tiden sagt om
algebraundervisningen. Det handlar om teoretiska spérs-
mal. Detta hindrar icke, att cxempelvis i delta fall en
belydandc allmin erfarenhet av niira nog filosofisk art ut-
vinnes och detta dr den numera med erfarenheten infér-
livade i det allmédnna tdnkandets plan liggande sanningen,
att for fixerande av tva av varandra oberocnde ohekanla
kvantiteter erfordras kilnnedomen av tvenne i ekvationer
infogbara villkor, som de bada obekanta upplylla. Vidare
kan man sasom ofta i denna framstillning skett, hin-
visa till dessa hegrepps och dskadningars virde bade for
matematiken sjdlv och dess anvandningar.  Slulligen
har ocksa rent uttalats, att dessa Askadningar dro av-
sedda kort och golt all avge insikt uti formlernas sprik
och dess cgenartade lagar. Vad som emellertid under allt
detta pa intet satt far glommas ér, att man hér ge det
hela en sidan hehandling, att den reala innehirden av det
som sker dr uppenbar. Idr ha vi en liksom enkom kon-
struerad modelltyp, pa vilken den saken kan till cvidens
demonstreras.

En dunkel punkt i skolans ekvationslira blir ocksa
egentligen forst genom cn sadan framstéllning, jag ovan
skizzerat, uppklarad. Det vanliga eliminationstorfarandet
utmynnar i sin schematiska behandling av de bida ekva-
tionerna i en ekvation av nagon av typerna ax —b,
0=>, 0=0 varvid ecleverna ha att till exemplet sdsom
svar anteckna antingen, att allt dr i ordning, eller att
ekvaticnssystemet dr cmdéjligt eller ock slutligen att
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ekvationssystemel #r identiskt. Bakom dessa, av ingen
forstadda floskler déljer sip den realitet, att det i del
{orsta fallet verkligen dr fraga om tva varandra skdrande
rilla linjer, medan det i det andra fallet handlar om tvé
parallella linjer, som sadlunda sakna skéirningspunkt, och 1
det tredje fallet om tva sammanfallande riita linjer, vilka
salunda ha alla sina punkter gemensamma.

I detta nu ar vél allt detta redan gladjande nog infort
pa en hel del hall, tack vare det sakfdarhallande, att ldro-
béckerna egna saken en behandling av den Lyp ovan ut-
vecklals. Emellertid kan jag icke helt virja mig {6r miss-
tanken, att man har mera offrar it reformmatemaltikens
krav dn verkligen i forfarandet ser en djup och sakenlig
metod. Jag stirkes i denna uppfattning av, att man 1
stort sett i 6vrigt later hela det gamla rakneschemat arbeta.

Nu ar jag synnerligen skeptisk gentemot #dndamdls-
enligheten av att alls gi vidare i denna riktning och sd-
lunda i skolan inlata sig pa ckvationer med flere &n tva
obekanta. Dessa erbjido dock en hel del nya synpunkler
och det matemaliska tinkandet riktande ansalser, medan
den forlsatta utvecklingen blir av rent formell natur, séir-
skilt som de geometriska metoderna svika. Det dr hir
som oOverallt klokare att ndja sig med ett till omfanget
mindre, men fullstindigt fattat vetande an ecn hel del
lekniska fardigheter, rorande sig kring mindre @verskad-
bara hegrepp. I verkligheten &dro utvecklingarna éver
linedira ckvationssystem med tre obhekanta [6rknippade
med en hel del svarigheler. Visserligen visa de sig icke
i den vanliga skolbehandlingen, emedan man helt enkelt
icke latsar om deras existens. Men déar {innas sddana av-
goranden att {rilla som om ekvationssystemets urartning
till tvd ekvationer med tre obckanta eller till en ckvation
med tre obekanta. At lemna sadana saker dirhiin och
indva ctt tomt rakneschema hér alls icke till uppfatiningen
inom den undervisning, jag i denna [ramstéilning féretratt.
Och man kan i verkligheten knappast pi dessa punkter
ed Lill grunden utan alt cgna det hela en tid, som dei-
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samma ur andra synpunkter icke fortjinar. Jag dr sa-
lunda hidjd fér att fran skolkursen bortlemna alla ekva-
tionssystem med flere dn tva obekanta.

Inom matematiken sjilv férekomma ju ekvations-
system mied flera obekanta. Men det kommer dér icke sa
mycket an pa deras l6sning som mera pa den allminna
diskussionen av rotsystemens karaktidr. Matematiken har
ocksa i deferminanikalkylen Iormat sig ctt suverdnt red-
skap fir dylika allmidnna overlaggningar. Det, som ldres
i skolay, kommer salunda ocksa dir till ringa anvind-
ning och kan sdlunda icke cns ur denna synpunkt [&r-
svara sin plats.

En sak, som mahinda i stillet kunde beaktas pa skol-
stadiet a4r féljande. Sasom tvA ekvationer med tvd obe-
kanta nu liosas, framgir icke det sédtt, pa vilket riotterna
upphyggas ur kocfficienterna. Detta beror ndrmast pa
att man vid eliminationsmetoden i sin slrivan att skinka
den obekanta, som skall elimineras, samma koefficient i
bada ekvationerna, samtidigt strdavar efter si sma koeffi-
fienter som mdjligt och silunda forskaffar den obekanla
till gemensam koefficient de ursprungliga koefficienternas
minsta gemensamma dividend. Underlater man detta far
man genast en lag [or rotternas bildande. Vi hetrakta
tva sadana ekvationer

a; & -=b y =4,
a,x+byy—=4,

och forutsitta, att de ha ett gemensat rotpar. Om vi
eliminera y, genom att multiplicera den firra ekva-
tienen med b, och den senmare med —b,, och addera
ekvalionerna, sa blir koefficienten f{ér x: a,b,—ay by,
medan vi pd hogra sidan om likhetstecknet fa det dar-
med analoga uttrycket 4,b,—4,b,, som skiljer sig fran
det forra endast genom att a, och @, utbytts mot 4, och

-

Ay. Alltsa blir

a,b,—a, b,
11
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Vid elimination av x ur de bada ekvationerna ovan
multiplicera vi dem 1 ordning med —a, och «, och fa
da pa samma sitt

y by—ay by

Ur dessa formler {6r rotterna framgér klart deras byggnad.
Vi se, att de ha samma niémnare som erhilles genom kors-
vis foretagen multiplikation av de fyra koefficienterna
for de obekanta. Tiljarna #ro olika, men crhallas ur
nimnaren, si att i det forra fallet a, och a, ersatts med
4, och 4,, medan samma sak i det senare fallet utforts

med b; och b,.
Nu har man en enkel beteckning i matematiken. Man

A B
betecknar AD — E(C med D | Anvéanda vi denna be-

teckning, kunna vi skriva rotparet till ekvationssystemet
pa sid. 161 i formen

Nu #r ju detta den I6rsta grunden till delerminani-
kalkylen. Detta ir emellertid icke nigot skil att utdéma
saken. Den ger namligen ett verkligt bidrag till uppfatt-
ningen. Det ér icke heller pd nédgot sitt svarare dn de
metoder som anvindas. Snarare dr det tvirtom. IFor-
resten kan man lemna bort den s. k. substitutionsmetoden
och den s. k. komparationsmetoden, som icke édro av
nagon sirskild betydelse och lita denna metod, av vilken
additions- och subtraktionsmetoden ar etl atersken, trada
in. Pa det sattet kommer man till en verkligt allsidig
behandling av det firelagda problemet.

Denna allsidighet kriver emellertid #nnu en tankeakt.
Vi hade uttryckligen péa sid. 161 utgatt fran ett ekva-
tionssystem, om vilket vi pa forhand visste, att det har
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ett rotpar. Vi frigiira oss nuiran denna vetskap och inrycka

dirmed i betraktelsen frégan om, ndr ett sddant ekva-

tionssystem har ett rotpar. De bada polynomen
Py=a,z+by—4

och Py,=a,x+byyy—4,

dar z och y antages hava samma virden i bada, multipli-

ceras med b, och —b, och adderas. Vi fa

i b

ay, by,

4 by

b'zpl_blpzz r—

Ay Dy

Darp4 multiplicera vi dem med — a, och a, och fa

. a by
—a, Py 4a, Py = y—
CRN 1% a5 b, ¥ o
Vi betrakta nu ire fall
T b
W b,

Da kunna de hégra membra i vara ekvationer icke fér-
. . ) . iy byl
svinna med mindre, dn att ocksa och | | b ] for-

Ay Dy

svinna. Aro sadlunda dessa determinanter icke heller noll,
sa kunna £’; och P, icke samtidigt vara 0, vadan de bada
ekvationerna sta i konflikt med varandra. De fram-
stilla da tva parallella linjer. Aro emellertid de bada
determinanterna noll, sd dr hégra membrum identiskt
noll fér alla varden pa x och y, varav da fdljer att for alla
virden pa x och y

b"Pl‘“‘blpz =0
—a, P, +a, P,

vilka uttryck visa, att P, :f-PE eller att salunda 1’

och P, fiérsvinna samtidigt {6r alla vérden pa x och y.
Detta innebir, att de bada ekvationernas diagram éro tva
sammanifallande rita linjer.
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Om

, b
ty b

sa férsvinna de hégra membra i vara formler endast och
allenast for de virden pd xoch y, som redan angavos sdsomn
ckvationernas rotpar, 1 hiindelse de ha etf sidant. Dérav
féljer att P, och I, #Aro noll cndast och alltid fiér dessa
virden pa x och y.

Laran om ¢kvationen av andra graden hor vil till de
saker som profiterat mest av reformmatematikens an-
sprak pa funktionalt och geometriskt tinkande. Man
kan hir tala om en verklig rendssans. Mahinda kan man
ocksd siga, att det hela hiir slagit nagot dver. Polynomet
av andra graden har dock icke den centrala hetydelse,
som an kunde tro, da man ser en del lirobdckers detalj-
rikedom pa denna punkt. Snarare har man ett intryck av,
att samma tendens, som pd manga andra hall 1 under-
visningen uthildat sidrskilda sldrem, ocksd dr i ldrd ned
att hiir starta en ny lira. Jag tror ocksa, att en del av ut-
vecklingen pa denna punkt far tillskrivas glidjen dver, att
man funnit ett som man tycker si lampligl [alt for de nya
idéernas anvindning.

Emellertid #r tendensen i det hela gliadjande. Férr var
saken och dr helt visst p& ménga stéllen dnnu i dag som ér,
hiigst bedrovlig.  Ekvationslidran foregicks pd denna
punkt vanligen av en rékning med imagindra tal, som
man maste hoppas nu hér historien till.

De imagindra talen héra icke skolkursen till. De in-
firdes genom en med ansprak pa [drstaelse alls icke ape-
rerande formell akt och gjordes sedan till foremal {6r en
miingd raknearbete, i vilket bland annat ocksd ingick
imaginira tals borlskaffande fran ndmnaren, ett kapitel,
som trohjarfat genomarbelades utan att man gav 'ut-
tryck at ndgon vetskap om, att det darvid édr fraga om
komplexa tals division. Vad detta skall medféra for
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nytta dr svarl att kunna forstd. I<mellertid fanns det och
finnes nog annu.

De imaginara talen ha sin uppgift i matcmatiken. De
bilda den taltotalitet, inom wvilken de formella rikne-
lagarna fran aritmetiken giilla. Man kan icke gi ut éver
denna taltotalitets granser, utan att nddgas avsta fran
nagon av dessa riknelagar. De imaginira talen dro ocksa
i matematiken féremal for en genial formell behandling.
De kasta ocksa ett ovintat ljus 6ver mdnga dunkla
punkter i det reellas virld. Men allt deita kan icke fér-
virva dem nagon plats i skolkursen. Skolalgebrans hela
varde, jag ville sdga dess charm, ligger just i, att den hér
palagger sig den begrénsning, att den inskranker sig att
studera de algebraiska uttryclken pa reelln axeln. Skall
hiir ett steg tagas {ramat, blir det ett mycket stort steg.
Att tro, att man kommer fran saken med nigra allmiann
formella floskler, visar obckantskap med den matema-
tiska wvetenskapen. Jag tror, alt varje vetenskapsman
utan vidare skall ge mig ratt. Visserligen frankiinde jag i
hérjan av denna framstiillning velenskapsméinnen doms-
ratt i undervisningsfrigor. Men pa denna punkt ega
de just den utslagsratt, som bygger pa insikt om det ridi-
kyla 1 det som kan erbjudas, sett mot bakgrunden av det
det bandlar om uti den matcmatiska vetenskapen.

Sedan de imagindra tulen genomgatts eller snarare Eewationer
genomréiknats, gick man da 16s pa ekvationen aa?-- av andra
bx -+ ¢ =0 och ntvecklade rent formellt dess rotformel. graden

o . il - - e . St
Denna gav da ibland reella, ibland imaginéra vritler. i
Sedan ldste man sadana ekvationer i massor och sa var ...

den saken klar.

Emeliertid hade man en svarighet att klara. Om vi
med ¥, och x, beteckna rétterna till ekvationen, kan
som ként polynomet ax? + bx -+ ¢ uppliosas i faktorer, sa att

ax? +br 4+ e = a(x—ux) (x—x,)

Huru detta alls skulle kunna fattas av en elev, som hela
tiden sett polynomet bundet vid dess foreckomst i ekva-
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tionen och som &verhuvudtaget alls icke lart sig att be-
trakta polynomet sasom en funktion av x, utan endast
sisom det venstra membrum uti ekvationen, éir obegrip-
ligt. Det fattades ocksa helt enkelt icke och var nog ett
av algebraundervisningens dunklaste stillen, dar ekva-
tionen och polynomet rirdes ihop till ett enda tankekaos.
Jag har under min verksamhet som examinator kunnat
observera detta och sérskilt kunnat observera elevernas
skygghet atl lemna polynomet fristdende, varfor de for
siikerhets skull tillagt =0, ofta sasom en avviarjande troll-
formel vid utvecklingens slut, sedan polynomets upp-
delning i faktorer redan verkstillts.

Hir géller det att skilja mellan polynomet och ekva-
tionen, d. v.s. det géller att hija det hela éver det formellas
plan och féra eleverna till full férstaclse.

Det hela bor diarvid tagas si enkelt som det i verklig-
heten édr. Vi inleda framstillningen med ett grundligt
studium av det enklaste Lkvadratiska polynomet y — 22
Dess diagram, som redan 1 aritmetliken framskymtat,
egnas nu stor omsorg. Det uppritas for tdta virden pa x pa
millimeterpapper. Man kan utskira en kurvmall, som gor,
att vi nér som helst kunna upprita den erhallna parabeln.

71 G X

I dvrigt &r att observera, att denna kurva kan anvindas
for det grafiska utdragandet av kvadratroten. Ty ur
formeln y = 22 {6ljer x = /y och vi kunna salunda genom
att infora ett givet tal y som ordinata till kurvan genom
uppmaétning av den tillhérande abskissan x {4 ett virde
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for 3/ y. Vi gdra genast den jakttagelsen, att diagrammen
for de kvadratiska polynomen

y—a*+1 och y=a2—1

erhallas helt enkelt genom att skjuta kurvmallen 1 steg
uppat eller nerat i Y-axelns riktning.

\ |

\
\ /

| o
l \
!n
o 1 — ]
A 5 -\ ]

r)l

| N

Likasa inse vi, att forslagsvis diagrammet f6r y = (x—3)?
erhilles sa, att diagrammet anséttes i punkten x-=3 pa
X-axeln och diagrammet for y —(x + 3)® sa att diagram-
mel placeras i punkten x — —3.
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Dirmed &ro vikliga resultat utvunna. D& kurvmallen
flyttas rakt uppat eller nerat, askadliggér den efterhand
alla kvadratiska polynom av typen y=22-+a Da den
glider horisontalt lings X-axeln, Askddliggor den efterhand
alla kvadratiska polynom av typen j— (xr1+ )2

Vi g nu vidare.

Vi betrakta polynomen

¥y =a*—bx -}- 10

Yo=ut—0x+9

Yg=a2—6xr-+8
Da vi observera, atl det mellersta dr (x — 3)%, kunna vi i
ordning skriva dem i formen

yr=(@—3P+1

P ={z—3)*

Ys=(z—3)*—1
Detta visar oss, att de tre diagrammen erhallas sa, att vi
forst upprita diagrammet for del mellersta polynomet,
varpa vi genom att parallellforskjuta detsamma 1 steg
uppat eller nedat erhilla det forsta och det sista diagram-
met. Det hela kemmer uppenbarligen ddrpi ut, att vi
forst skjuta kurvmallen lings X-axeln till pupkten 3,
varpé vi skjuta den 1 Y-axelns riktning 1 steg uppat eller
nedat.

Detta kan nu utan alla cercmonier &verforas till det
allménna polynomet

y=2x+pr-lgq
Vi skriva detta i formen
y:a;‘2+‘2-}—).11+q

P

Om da ¢ #r kvadraten pa 3,

s 4r polynomet en jamn
kvadrat och salunda av typen y,. Om sa icke ar fallet,

s4 utskilja vi ur ¢ kvadraten pég och fa
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eller : y= (;r: + E))2 +q— (B))z

Vi se, att samma sakforhallande visar sig i detta allminna
fall. Diagrammet erhélles s, att knrvmallen [érst glider

langs X-axeln till punkten — varpi den héjes eller

sdnkes beroende pa om Q—“i]“ dr positivt eller negativt,
varvid forskjutningens storlek anges av delta uttryveks
shsoluta belopp.

Vi fa Iotjaktligen tre arter av kvadratiska polynom,

N2
heroende pd karaktiren av uttrycket q—(—g) eller vilket

komnmer pa etl ut detta uttrycks motsatla tal tS} —¢

som for dvrigt kallas det kvadratiska polynomels diskrimi-
nant. Beteckna vi diskriminanlen med °, sia var i vart
exempels forsta polynom A =--1, i det andra A =0 cch
idet tredje A ==+ 1. Vifa 1 del allménna fallet

y = (a, %—%)E—A

och ha att sarskilja tre arter av palynom:

A < 0 parabeln ligger som vid pelynomet y;.
A =0 paraheln ligger som vid polynomet y,.
2 > 0 paraheln ligger som vid polynomet i,

Sarskilt dr att observera, att diskriminanten /A ukbvisar,
huru parabelns vertex ligger. — A dr namligen ordinatan

for parabelns vertex. Dess abskissa ér —B)

Hir instdller sig nua ett viktigt problem och det ér
fragan efter de virden, for vilka polynomet antar ett
visst givet viirde. Man fragar (¢a [orst efter polynomets
nolistillen d. v. s. de punkler, dir polynomel antar virdet
0. De &ro de stillen, dar parabeln skidr X-axeln och
existera sdlunda alls icke vid polynomen av {drsta arten.
Vid polynomen av andra arten finnes ett sddant stille
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namligen x=— _ medan vid polynomet av tredje arten

tva sadana stillen upptrida pd var sin sida och pa lika

avstand fran — E. Uttrycket for dessa stillen, den kinda

rolformeln for ckvationen av andra graden, blir
)
r=—LxyA

eller fullt utskrivet i koefficienterna

IFrdga vi sedan efter de punkter, i vilka polynomet av
andra graden antar ett visst givet virde €, ekvations-
larans huvudfriga, si inses, att detta virde C alls icke
antas, om det icke ingdr bland parabelns ordinator. D&
vertex ordinata &r — A, s maste € overskrida — /. Man
kan sdledes genom att hilda diskriminanten fa4 wveta, vilka
viarden ett polynom av andra graden kan antaga. Eljes
utiores rikningen sa, att vi med rotformelns tillhjalp ut-
skriva nollstéllena till polynomet 22+ px +¢—C och
erhalla

sdsom uttryck fér de virden pa x, for vilka polynomet
22+ px+¢ antar det ovanom — A liggande viirdet C.

Detta 4r den tankeging som cnligt mitt férmenande
bor kemma till anvédndming vid behandlingen av poly-
nemet 22+ pa ¢ och den dirtill anslutna kvadratiska
likheten. Givetvis bér utvecklingen ga fram &ver nume-
riska uppgifter, egnade att underlitta den teoretiska
tankegangen. Ovanstdende [ar silunda icke fattas sdsom
ett brottstyeke ur en for skolan apterad framstidllning.

Man kan siga, att hir dnnu kvarstar en dunkel punkt.
Man fragar sig nédmligen, med vad ratt vi kallat kurvan
en parabel. 1 verkligheten har parabeln en alldeles be-
stdmd definition: den ir orten {6r en punkt, vars avstand
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fran en fast punktl, F, brinnpunkten, #r lika med dess
avstiand fran en fast linje S, sfyrlinjen. Man kan emellertid
dvertyga sig om, att kurvan y =22 uppfvler denna defi-
nitions hestdimmelser.

¥y

F

pafee | o

(7

Vi fa ur ovanstdende figur, om I’ skall ligga pd parabeln
med brannpunkten F och styrlinjen S

(+Dr=a2t -1y

eller utvecklat
y=a*

varmed pastaendet dr bevisat. Visserligen kan detta svara
bevis alldeles hortlemnas, om man med namnet parabel
beligger en kurva, vars ordinata ar kvadraten pa abskissen.

Nagra ytterligare utvecklingar om polynomet x%4-
+4-px 4-¢, utom givetvis fragan om dess upplosning i
faktorer, skola enligt mitt {6rmenande icke upptagas till
behandling. Det framstillda dr neg. Vidare utvixter
borja, sasom jag rcedan sade, smaka av ldrobildning och
intern utveckling.

Det fullstindiga polynomet

ar - br 4 ¢

skrives i formen
ol e +oT 4+ —]

och ar darmed i huvudsak aterfort till det foregacnde.
Givetvis kan man icke liangre reda sig med kurvmallen, dé
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diagrammet ju uppstar ur kurvmallen genom affin dJila-
tation frin cller pressning mot X axeln. Att ingd pa detta
synes mig icke bira frukter som motsvara médan. Skall
man mijligen har tringa till granden sdsom vi gjort i
det forra fallet, maste synnerlig mdéda offras pa saken.

Redan polynomet av andra graden leder oss in pa
fragan om, vilka virden ett uttryck kan antaga. Det
visade sig, att polynomet av andra graden 22} px -t g
icke antar viarden som underskrida — A, medan det antar
alla virden, som dverskrida detka lal. Den saken beror
helt enkelt pa, att — A 4r den ldgsta punklens pa para-
heln ordinata. Man kallar — A polynomets minimivirde

7SN .- .
och den punkt —]— 4 X axeln, dir detlta virde kommer
I 5 P

Lill synes, polynomets minimistille.

Det &r alt miirka, att en sidan fraga alls icke upp-
Iridde vid polynomet av forsta graden ar+5b. Ty dess
diagram &r en rit linje, vars ordinalviirden genomvandra
alla vérden, utan att uppvisa nigot extremumvirde.

Emecllertid &r fragan om en funktions maximi- och
minimiviirden cn ur praktisk och teoretisk synpunkt an-
mirkningsvard sak. Det &r hell enkelt fragan om, mellan
vitka griinser eller eventuellt pilerom vilka grianser funk-
tinnens virdeméngd stdr atl séka. En del av dessa frigor
kunna med det nuvarande innchavet av insikter och
malematisk provnings{érmaga hesvaras.

Betrakta vi exempelvis funktionen

x 41
243

och [raga, huru beskaffade de virden y skola vara, som
detta brak kan antaga, sa har vi sdledes att studera den
kvadratiska likheten

PR Sk
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r. S g oy
eller X ya,—|—‘3 y 0

Denna likhet har rétter endast, om dess diskriminant ar
positiv. Nu ir i detla fall

2yl oy
fo_ — 122 Ay 41— 12ty —
4 dy?

allop

Det giller alllsa att studera polynomet

Deita polynoms nollstilien iiro

cller

Mellan dessa nollstéillen dr polynomet g2—}iy— ;. nega-
tivi och taljaren i uttryckeb [6r A alltsié positiv samt
foljaktligen A sjialvt positivt. Alllsa dro de enda mojliga
x -1

xIe

varden y, som ultrycket

kan antaga, beligna

mellan grinserna —; och §.

DA detta utsager, att den tillhérande kurvans ordi-
nator ligga mellan dessa grianser, kan man efterkonirol-
lera saken genom att upprita kurvan.

Vart resonnemang innebiir ocksa, att 3 dr maximi-

.. . . r 41 g C .
viirdet for funktionen —medan — | #r dess minimi-

r24-3
virde., Var dessa varden komma till synes dr ldtt ailt
heriikna.
Betrakta vi sedan uttrycket

a4 3

r+1
och {raga efter de virden y, detta uttryck kan antaga, ha
vi att Idsa ekvationen av andra graden




r2-4 3
eller
r—pr+3—y=—0,

vars diskriminant &r

eller
A oAy — 12

Denna skall alltsd vara positiv. Da taljarens nollstillen
erhillas ur ekvationen
P44y—12=0
ar
g=—2+4y4+12
eller

s 4r polynomet y*+44y—12 och foljaktligen hela wi-
trycket for 28 positivt for de virden pa y, som ligga ytter-
om granserna —6 och 2,

Funktionen kan alltsd antaga endast sidana

r +1
virden, som ligga ylerom grinserna
dro mindre in —6 eller storre an 2.

6 och 2, d. v. s,

. ] 2%+ 3
Man kan genom elterkontroll pa kurvan for ;; _L]
férvissa sig, om att ordinatorna verkligen férete denna

cgenskap.

Samtidigt konstatera vi ater, att — 6 dr funktionens
mazimivdrde och 2 dess minimivdrde. De tillhdrande
stillena pa X axeln dro latt herdknade.

Nu ar detta alls icke Iatt. Men det betecknar ocksa i
min algebraundervisning dess sista kapitel. Att jag éver-
huvudtaget tar upp det till behandling, beror pa att det éir
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praktiskt remarkabelt. Det laser ett mérkeligt problem.
Och sd ar det cn utomordentligt vacker tillampning av
det nyss om polynom av andra graden utvecklade.
Vinidmna nagra av de problem, som Kunna lésas, Jag
férbigar dérvid en del intressanta problem om omkretsar
och ytor och ndmner blott det vanliga kastproblemet.
Vid det vertikala kastet bestar mellan vigen och tiden

formeln }
2

y:a-{—ct—g—é—

dar a ar den punkts hojd éver marken, fran vilken kastet
sker, och ¢ kastets initialhastighet. Vi ha hér ett polynom
av andra graden, som kan skrivas i formen

_ ] S|
Uttrycken innanfér parentesen har alla sina virden ovanem
— A
~ 2 9
dar A= (E) + =4
) ]

Foljaktligen ligga gs alla virden under IA eller siledes
Cﬂ
under a - 5y

som saledes markerar den higsta hiojd, stighdjden, kastet
kan néa.
- Betrakta vi det sneda kastet,

¥
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som med initialhastigheten ¢ med komponenterna -« och b,
sker under elevafionsvinkeln o, sa ar efter f sekunder

T =af
I
y=bl—=;
eller genom climination av {
2 g 9w
a 28

Detta dr ater ett polvnom av andra graden. Vi skriva
l o Ex]
detsamma i formen

g

och se da genast, att y har sina nollstdflen i punkterna

=0 och x = ‘(}', som salunda markera stiallet {6r kas-

tets uppstigande och nerslaende. —— kallas kastvidden.
Diskriminanten {or polynomet inom parentesen Ar

2
(a_b) . Dirav fljer att y icke kan dverskrida

som sélunda anger stighdjden.
Man kan édnnu fraga efter kastviddens maximala stor-
lelk, Dess uttryek ér

4

ddr a och & éiro komponenterna av den fasta initialhastig-
lieten ¢, vilka komponenter givetvis till sin storlek bero
av elevationsvinkeln.

Denna fraga ér uppenbarligen identisk med frigan
efter den storsta rektangel ab av alla rektanglar med samma
diagonal ¢ och saledes identisk med fragan efter den
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storsta i en halveirkel med diametern ¢ inskrivna triangeln.
Denna &r uppenbarligen den likbenta. Det lingsta kastet

Y

A

b 8 h

¢ 4]

gores saledes ifall @ och b aro lika d. v. s. om elevations-
vinkeln #r 45°.

Man kan ga lidngre och fraga, vilka punkter 6verhuvud-
taget kunna néas av ett kast, som sker med initialhastigheten
¢ och huru man skall sikta f6ér att nd en sddan punkt.

Vi beteckna %, som bestammer kastriktningen, med m.
Da dr ¢ =a? {1 +m? och siledes
1

1
g=alt+m

Infora vi detta i ekvationen for kastkurvan pa sid. 176,
fa vi

— g
I} =mt — ?cé(l + m?) 22

Vi skola nu rikta kastet d. v. s. bestamma m, si att kast-
kurvan gar genom en given punkt (£,%) . Vi fa da fér m
ekvationen av andra graden

77:m'5'“2icz(1+m2) &2

Vi veta genast, att denna ekvation icke alltid med nédvén-
dighet behéver ha 16sningar for alla givna viirden pa & och.

Vi fa, om vi hyfsa ekvationen, efterhand
g2

2 c?

gé
m? o E.
m §m—|—n+2a2_0

i
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eller
2¢c2 20y

Denna ekvation kan losas endast om diskriminanten
overskrider eller 4r likamed noll. Denna diskriminant
A hlir

Satta vi den likamed noll, sa {4 vi

29

som sdledes anger de punkter (§ %) som dnnu kunna nds
av kastet. Detta dr en parabel, som delar planet i tvi
delar; innanfor parabeln dr A > 0 och varje punkt, som
ligger dir, nas saledes for tva olika viirden pa m d. v. s.
med tva olika kast; utanfériir A < 0, varfor de dér beldgna
punkterna icke kunna nas av kast med initialhastigheten
¢, huru én kastet riktas,

Del iir att mirka, att for ¢ =0 ar § = S d.v. s lika-
med stighdjden vid det vertikala kastet med begynnelse-
hastighelen c.

Detta dr redan mycket svéra saker, som icke skola
hira varje linje till.  Jag har hér framfért dem sidsom en
provhit pa, vad det handlar om for en formulering av
behovets princip uti algebran. Den fulla beherskningen
av formlernas sprak dr nédviindig, {6r att sddana saker
som dessa skola kunna diskuteras pa en verklig bas av
vetande och kunnande. Det ér just forekomsten av dylika
behov uti naturvctenskaperna, som firo den starkaste
motiveringen for att algebran, denna si teoretiska ach
eljes svarldérsvarbara del av skolans matemalikkurs,
bibehilles atminstone i den utstrickning jag i det fore-
ghende skdnkt den.

Emellertid far ingen tro, att jag vill, att alla elever
skola lira sig detta och att det sdlunda skall ingad som
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ingrediens i ett allmint mogenhetsprov. .Jag adterkommer,
da  jag kommer till linjedelningsfragan, till denna bety-
delsefulla friga. [ varje fall maste vi redan hir siiga,
att om detta ocksad vore avsett foér alla, sa skulle i en
sddan anordning ligga bra mycket mera sunl térnuft
an 1 det absolut olérnuftiga  polynomrvidknandet och
preblemlésandet. Det handlar dock hir biand annat om
vetenskapligt och sakligt vardefulla slutledningar, som
ge behallning bade fér kunskap och tiinkande.

Jag sade, att fragan om funklioners maximi- och
minimivirden eller med andra ord frigan om dc viirden,
en funktion kan antaga, &r en svar sak i skolan. Varje
larare skall ha intrycket att han hir ror sig pa ett peda-
gogiskl ganska hogt plan. Emellertid kan den fulla och
fullstindiga forsticlsen av tankegingens alla detaljer
nas, om den dskadning tilldimpas, som jag ovan gjorde mig
till tolk for.

Om péd nigon punkt den gratiska askadningen ir
absolut oumbidrlig, sa ér det just i denna fraga, Inom
den_tidigare undervisningen var ju diagrammet oként
och ar det vil atminstone i den omfattning, jag anser det
vara nddigt, annu pa manga stillen. Emellertid dr denna
sak utan anlitande av den grafiska askadningen {ir ele-
verna ofatthar. Man stridvade heller knappast efter nagon
verklig uppfattning, utan ndijde sig med ett nytt rikne-
schema, som ater ledde till en méngd problem.  Sirskilt
rar det for cleverna gatfullt, att maximivardet kunde ut-
falla mindre én minimivérdet, men man resignerade natur-
ligtvis inom denna undervisning, dér slutligen alltsam-
mans, hela algebran, var mer eller mindre gatfulll. Det
fanns ju en regel i boken. — Man iakltog dess stipula-
tioner, skrev max. vid del ena virdel och min. vid det
andra enligt en [Grarglig minnesregel och s& var den saken
igen klar. Sjilva deduktionen var sadan, att man nirde
en stilla undran om larobhoksférfattarna och ldrarna
riktigt visste, vad saken handlade om. For eleverna var
saken som sades [ullstdndigt obegriplig.
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Myvcket skulle redan ha vunnits, om framstéillningen av-
sett att utréna, vilka vérden funktionen kan antaga;
dirigenom skulle extremum-viirdena ha [ramtratt, sa-
som de gréanser, mellan vilka cller yfterom vilka funktions-
virdena ligga. P4 detta sitt skuile det gatfuila ha nigot
skingrats. Men till och med detta offer at funktionsbe-
greppel blev icke hemburet, utan hela kalkylen inriktades
pa ulverkandet av de tvenne mystiska viirden, som kunde
efter regelns paragrafer beliggas med namnen maximi-
och minimi-virdet {or funktionen. [Ett sidant tillviga-
gangssatt kan knappast g under namn av undervisning.

Det som nu, {rdnsett méngden av algebraiska problem,
brukar folja i utveckiingen ir lisningen av ekvations-
system med flera obekanta, ingdende i hégre dn firsta
graden i ekvationerna. 1 verkligheten handlar det hir om
att séka snitipunkterna mellan kurvor av hdgre ordning,
narmast dé koniska sektioner. Detta, anser jag, hir
utgd ur skolkursen. D& man hér i alla {all icke kan ga
till grunden, s& ligger redan i detta ett skil for en siddan
atgiard. Det hela blir tomma formella manipulationer.
Jag vet ju nog, att man hir ocksid utvecklat allehanda
metoder och konstruerat excmpel, som passa fir dessa
metoder. Men dels dro dessa metoder ratt okiinda i mate-
matiken i dvrigt, dels glémmas de hastigt och det hela
blir timligen onddigt. De senare i matematiken upp-
tridande uppgifterna av denna art visa 1 dvrigt stor obe-
niagenhet att riktigt lampa sig for dessa mera for skolbrok
apterade metoder och erfordra utlinkande av nya for-
faringssitt.

En sak kunde mahénda tas upp. Losandet av ekva-
tionen av andra graden,

B2+prt+g=0
ar identiskl med utfinnandet av abskissorna fér sniti-
punkterna mellan den vilindvade parabeln
y=2a*
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och rita linjen
y=—pr—g

Denna iakttagelse ger en cnkel majlighet att grafiskt ldsa
den kvadratiska ekvationen. Man ritar en ging for alla
at sig den fasta parabeln y = 22, Sedan lagger man déréver
linjalen, sa att den tdcker den réta linjen y=—pr—y.
Snittpunkternas abskissor dro den kvadratiska likhetens
rotier

Iy 0 L]

Det ar har siirskilt av intresse att nidrmare studera de tall
dd den rdta linjen rdkar parabeln i tva, en eller ingen
punkt, ty dirav beror om den kvadratiska likheten har
tva, en elier ingen rot.

For fullstindighctens skull vill jag, utgdende fran
denna dskadning, utveckla fragan om ritterna, utan att
alls stdlla upp anspriak att infortiva detta med skol-
kursen, dtminstone icke annorstides dn mojligen pa real-
linjen.

Ida riata linjen y=—pax—y¢q skir Y-axeln i punkten
—q inses, att riita linjen for negativa virden pa g skér
parabeln i tvd punkter.

Vi betrakta férdenskull endast pesiliva varden pa q och
utsdtta punkten —g¢ pa Y-axeln. Vidarc utsdtta vi punk-
ten (Yq. g), som ligger pa parabeln. Direfter férena vi
dessa punkter. Skirningslinjen rdékar X-axeln i punkten
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(37g, 0). Vi pasta, att denna linje icke har nagon annan
punkt gemensam med parabeln 4n (g, ¢).

v

/4

o

/

Om sa vore lallet och (z, ¥) den punkten skulle vi ha
y=a2 A andra sidan vore

y__v—3q
7 iy
och [Bljaklligen

22 1Yg =qx—1q¥q
3:2-w21,"_q-:t+q:(i
(x—VgP =
T=Yq
varav [éljer, all en antagen andra skidrningspunkt méste
sammanfalia med punkten (|%y, ¢). Den riita linjen ir sa-
ledes en fangent till parabein.

Skall nu rita linjen y —~—px—¢q raka parabeln,
maste den gi till venster om denna tangent., Men for-
denskull maste dess snittpunkt med X-axeln ha en
abskisea, som dr mindre én 3 fg. Emellertid dr denna
snittpunkt losningen till ekvationen —pax—¢g —0 och

saledes 1'=__,6 Alltsa ar

¥ v
p<21q
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varvid uttrycket till venster #r positivt, heroende pa
att p ar negativt, Hirur & vi sAsom vilikor fér skirningen

eller vart gamla villkor. Vil att mirka upplylles detta
alltid, da ¢ #r negativt. Det ar salunda ett allmént villkor
for att ckvationen skall ha rétter.

Den egentliga algebran éir hirmed avslutad. Det som
annu brukar tillfogas &r laran om logaritmer och serier.
Jag skall ocksa dréja vid dessa saker.

Jag har redan varit i tillfille att uttala mig om loga-
ritmerna. .Jag anser, att man hetydligt éverdriver deras
praktiska betydelse. I verkligt praktiskt rdknande i sam-
hillet férekomma de helt enkelt icke. De ha crsatls med
riknestickan och {ramforallt med rdknemaskinen.

Logaritmerna ha haft sin period. Deras stora uppgift
var narmast att ersidtta sddana riknesidtt som multiplika-
tionen, divisionen och rotutdragningen med addition,
subtraktion och division, och de inneburo salunda en
forenkling av sddan betydelse, att man med fog kan séga,
atl de pa ett verksamt silt bidragit till att giéra den mate-
riella kulturens vig framkomlig. Det synes mig dérlér,
som om nigon kdunedom av deras vésen kunde inryckas
i skolkursen med ansprak pa att fa ingd uti bildnings-
bildens uppbhyggande. Dirvid viadjar man givetvis icke sd
myeket till behovets princip, som [astmer Lill den kuitur-
historiska princip, som jag ocksa erkant sdsom i viss man
berittigad, da det giller att uppbygga lirostoffel. Vad
jag emeliertid utdémer hiir som &verallt och hir isynner-
het, 4r den onddiga trining, som vanligen igangsities
med logaritmerna som underlag, och som synes ha till
uppgilt alt goéra den blivande medborgaren (ill nagot-
slags riiknebilride.

Logarit-
wmer.
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Vi definiera logaritmen [6r 2 inledningsvis sasom
losningen till ekvationen

10v =2

Likasom da det var [rdga om rotutdragningen, méste var
niarmaste omsorg bli ait utveckla ett forfaringssitt for
att finna denna lgsning. Vadja vi genast till fabellerna
och deras pa okinda vigar vunna resultat, si stannar
hela uivecklingen i dunkel. Ett teoretiskt alltid anvind-
bart {orfaringssitt kan i verkligheten utvecklas, vars ut-
byggande knappast kan anses pikalla svirare tankekombi-
nationer dn de, som i den gamla algebraundervisningen
slsas pa allehanda onyttiga spdrsmal.

Vi kunna givetvis lésa uppgitten enligt var gamla
beprovade grafiska metod, i det vi upprita kurvan for
funktionen 167 och sedan uppstka den punkt pa abskiss-
axeln, i vilken ordinatan &ar 2. P4a si satt komma vi
emellertid blott till ett grovt ndrmeviarde pa z. Vi ut-
hilda darfér en mera forfinad analytisk metod.

Vi veta, att a ligger mellan 0 och 1. Vi siitta {érdenskull

1
X ==
y
dar y saledes ér stirre &n 1 och fa di
1
100 =2
eller =10

Darur shuta vi, att y ligger mellan 3 och 4 och kunna sa-
Innda skriva y i formen

dir 2 dr stérre dn 1. Vi fa da

2z 10

eller genom successiv utveckling

1
1.9:— 10

I



\4) ~
ligger z mellan 3 och 4.
Vi skriva ater

{5\ 3 (B 23 /3l 125 /5
1 : (4 \7) = 61> 1

dar u Ar stérre dn 1 och fa

1
51342

64 \4
5\% 128
4] T 125
F1284u
\125)
eller om vi anvinda decimalbrak
1.004% = 1,25

125 (")

i
I

Nu ligger i detta [all u mellan 9 och 10.
Blicka vi tillhaka, s4 ha vi funnit
1

€r=—
]

dar u ligger mellan 9 och 10, Dirav fdljer, att z ligger
mellan 35 =7 och 3{; =4§. Féljaktligen ligger y mellan
S = 3% och 310 =1 och sdledes x mellan 3§ och . cller
saledes mellan

0.30108 och 0.30097
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Med avkortning Lill fyra decimaler kunna vi alltsa fast-
sla att log 2= 0.3010.

Denna metod kan givetvis alltid anvindas. Den é&r
besvirlig, men vi kunna pa den vigen rikna ul en logaritm-
tabell, innehallande alla hela tals logaritmer,

Vi #dro icke heller bundna pa nagot sitt vid 10 som
grundtal och kunna sdlunda berdkna pa detta séit ocksé
andra #n Brigg'ska logarifmer,

Detta, som hirmed framstallts, anser jag betydligt vik-
tigare an det formella riknandet, som uppriktigt sagt
kan inskridnkas till ndgra [4 exempel. Det ovan framstéllda
ger en metod atl infanga dessa hemlighetsfulla, i tabell-
verken ingdende logaritmer och dirigenom befria dem fran
deras mystik. De dro icke sillsammare, 4n alt man genom
en relalivt enkel process kan berikna dem. Man kan
siledes beriikna hela den hemlighetsfulla Jogaritmtabellen,
Jai sa vara, att den i verkligheten kalkyleras med alldeles
andra och skarpare mefoder. Hiri ligger en betydande
vinning for sjalva stdllningstagandet till logarilmerna,
fran elevernas sida.

Jag férbigar Iragorna om karaktdristikan och mantis-
san uli det Briggska systemet och drojer i stallet vid det
nya funktionala sammanhang, som genom logaritraerna
introduceras.

Vi hetrakta log x didr x genomléper de positiva talen
och dir basen dr 10. Vi {inna i detta etlt egenartat nytt
beroende, som forljanar uppmirksamhet. Om vi tédnka
oss diagrammel uppritat pad millimeterpapper, gora vi
mirkliga jakttagelser. IFor w=1 érlogx =0, for x=10
ar logx=1, for =100 &r logx =2, fér x=1000 ir
logx =3 o.s. v. Kurvan stiger salunda med en synnerlig
langsamhet. Ar b ex. x=1,000,000"" d. v. s 1" dr
logxz =16 d. v. s. kurvans hojd tver X-axeln 6", Saken
blir 4nnu beaklansviirdare, da vi besinna, att om abskissan
Ar 10071 54 héjer sig kurvan 9™ gver X-axeln. Men dé
ir abskissan redan sa ling som Finlands genomskirning
i nord-sydlig riktning.
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Denna enormt lngsamma stigning 4r cn motsvarighet
till den ocrhort snabba stigningen hos 107, ty for x=1
Ar 10 =10, for x =2 #r 10"=100, for x =3 4r 10"=1000
0..5.v. Forx =9 ir redan denna kurvas ordinata 100 mi}
d, v, s. likamed ovannidmuda genomskirning av Finland.

I évrigl éiro 10° och log x varandras inversa funktioner.
Deras ordinator och abskisser ha bytt plats, varav for-
resten omedelbarl [6ljer, atl den ena intar samma still-
ning till X-axeln som den andra till Y-axeln.

Detla jimic nagra typiska numeriska exempel kan vara
allt, som behéves [or att med {redal samvele kunna lemna
logaritmerna.

Vad saddana numeriska berikningar vidkommer, si ar
jag avgjorl emot alla tabeller, sorm konsiruerals enkom for
skolbruk. Skola tabeller komma till anvindning inom
matematikundervisningen, sa skall man hell enkelt halla
sig till de i praxis anvinda. Dylika skolarrangemang
héra just den gamla undervisningen till, dir man for att
ndmna elt exempel i stillel [6r ett vanligt mattband i
skolmaterialiechandeln inkdper en mattstav, som aldrig
anvindes i praktiken. Lika dr det med logaritmtabel-
lerna, dir jag bestamt utdomer alla for skolindamal ar-
rangerade verk. Skolindamdl ha logarilmerna alls icke,
utan det hela blir en overklig konstruktion,

En sak, som ocksa skall borl frin kursen, dro de s. k.
exponentlialekvationerna, vilka éro konslgjorda, for skol-
anviandning av logaritlmerna utiunderade uppgifier utan
nagot virde.

Vi komma sedan till skolalgebrans sista kapitel, som
handlar om serier.

Dessa fordelas i aritmetiska och geometriska serier.
Lat oss da genast fastsla, att av dessa dtminsione de aritme-
tiska serierna sakna all verklig anvandning och silunda
saklosl kunna bortlemunas. Detl planldsa berdknandet av
en sadan serie olika element ger ingen som helst behéilning
1 kunskap och omdéme.

Serier.

T Ty e TS RS =D

Y e

=
= T,

=R

—_— e A T A
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Annat kan saklaget vara med de geometriska serierna,
som ha sin anvindning vid det tidigare i aritmetiken losta
problemet om penningars tillvixt med rinla pd rinta.
Emellertid bor frigan ocksa hir nara anslutas Lill detta
problem,

Sedan man utvecklat formlerna

u=aq"—?

och

vilka bada forresten dro alldeles sjalvfallna och av vilka
den senare innchdller ctt kint divisionsresuliat, skrider
man till en férnyad behandling av {6rrintningsproblemet,
varvid man hdnvisar till den suverina behandling man
nu kan skidnka detsamma.

Vi beteckna pa ovligt sétt — med ¢ och f4 dd sdsom

formel for det i geometrisk projektion vixande kapitalets
slutvérde vid det 1" arets slut

Denna formel visar oss, hurn kapitalet beror av tiden
och av réntefoten. Man kan berikna en av kvantite-
terna K, i eller {, om de tvA dvriga dro hekanta, ntan att
sasom vi i aritmeliken gjorde, arheta med f[orriintnings-
tabellen som underlag.

Vi kunna vidare l6sa probiemen om praenumerando
och postnumerando rintan. Om praenumerando rintan
hetecknas med a sa fro alla inbetalningars slutviirde vid
det i arcts slut

A=a(+)'+a( 4D o ta(l+i)

och bhilda foljaktligen summan av en geometrisk serie.
Vi fa sdledes

A:a(l+f)(1‘*‘?'_1
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Fér posthumerando rintan la vi
B=a(l+iy" ' 5a(l4 § 7+ +ua
eller saledes
Y
B:—.a(1 + 1i) 1

Annuitetens problem loses lika enkelt. Vi fi f[dr an-
nuitelen a formeln

l =0

som ér amarteringsformeln. Alla de i aritmetiken behand-
lade problemen ha hiarmed fatt sin siutgiltiga losning i
formler vilka ldta oss genomskada, huru lésningen beror
av de lasningen hestimmande faklorerna. Detta &r just
formelsprikets triumf, alt det i sina enkla sigler samman-
faltar langa och komplicerade tankeakter.

De oandligan geomelriska serierna kunna gott bort-
lemnas. De dro blott egnade att visa pa nigot, som dndock
icke kan foras till nigon storre férdjupning oech ge slut-
ligen rédtt liten behallning. Om tid och férhédllanden
medgiva, dr jag dock pa intet sitt avgjort emot ati de
framstallas.

Hirmed Ar min exposé Over algebraundervisningen
avslutad. TRikedomen péa detaljsporsmal har hir ma-
hinda i nagon méan undanskymt de ledande principerna
for dess uppbyggande. Men dels finna de sin framstill-
ning i bérjan av utvecklingen, dels ha dc stéllvis bragts
till uttryck. Nir allt kommer omkring, har viil en upp-
mirksam lsare dock icke kunnat undga att tvirs genom
detaljerna se de ledande motiven avteckna sig.

Jag skuile nu vid slutet vilja gira gillande, att den
starkaste strivan varit att bringa det hela ned till stérre
forenkling. Denna stridvan har varit s mycket natur-
ligare som del, som asladkommit svéarigheterna och ned-

Samman-
fatining.
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tyngt algebrakursen, icke wvarit sidant, som belingals
av algebrans eget kunskapsmaterial, utan betecknat alle-
handa applikationer, som den pedagogiska »utvecklingens
tilifort denna grem av skolkursen. Denna stravan till
Torenkling skall ocksd just pd denna grund vara ldllare alt
genomfora, Ly svarligen skall vil nagon rost hojas for
alt dylika saker fa std kvar i kursen.

Mina strdvanden Lill [oérenkling ha emellertid ocksa
lrilfat andra delar av algebrakursen. Jag anser, atl
undervisningens mal dir icke [ar vara att uthilda nigot
slags teknisk virtuositet uti formlernas handhavande, da
nagot sadant icke belingas ens av den mest vida tolkning
av behovets princip. Och da har jag under sidana forhal-
landen héjt min rést Ul forméan [6r forenkling av kalky-
lerna langs hela linjen, lill och med dér det rorl sig om
sadant, som hor del centrala i undervisningen till.  Jag
har wvid bedémandet av dessa frigor, dir utan tvivel
andra uppfattningar skola gdra sig gillande, haft att
sléda mig pd en omfattande erfarenhet, som visat, att icke
ens inom de matematiska specialsludierna de konsi-
fardiga grepp och transformaticner, som med ctt ansen-
ligt uppbad av tid och kraflter inévas pa skolan, komma till
anvindning. Som jag tidigare sagt, ar algebran ldllare,
dir den kommer till anvindning, 4n vad den ar i skolan.

Emellertid &r vidare att mérka, atl jag hell och hallet
omlagt det, som jag lemnal kvar. Jag har cn alldeles
annan mening med algebraundervisningen. Jag vill ldra
eleverna att fatta och firsta den algebraiska formeln sdsom
ett uttryck [6r ett sidrskilt beroende och icke sésom etf
substrat fdr en formell kalkyl. Denna princip trycker sin
pragel pa hela planliggningen av min undervisning. Jag
behiver icke upprepa, huru den verkar 1 defaljerna, ty det
har jag redan pa varje enskild punkt gjort. Jag vill blott
framhéva, att denna princips oskiljaktliga tvillingsprincip
ir, att varje deduktion skall fattas in i grunden. En sédan
flack och intetsdgande dcfinition som, all en ekvation &r
varje betecknad likhet mellan tvd algebraiska expres-
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sioner, sa genomtypisk fér den formella undervisningen,
har for att ndmna eft exempel ingen plals i min under-
visning. Likaledes kan jag, for att ndmna en deduktion,
icke gilla det sedvanliga schematiska ulvecklandet av
eliminationsfirfarandet vid Lva ekvationer med tvé obe-
kanta, detta visserligen icke cndast pa grund av dess
flackhet och grundhel, utan darfor att resonnemanget i
vissa fall dr orikligt.

De belydande reduktioner i algebrakursen, jag tankt
mig, lemna rum fér eftt fordjupat studium av det, som
dterstar, och torde darnléver bereda den méjlighel till
reduktion av limantalet i algebra, som man inom andra
larodiscipliner, som arbefa med ett ordittvist lagt tim-
antal, linglar efter.

En f61jd av min plan blir den icke ovasentliga, att
matematiken kommer att bli en dans, som alla elever
kunna trida, och icke lingre en, som &r avsedd endast
for taspelsdansorer. Del édr val dit man bor komma,
Matematiken bér inom sig, sasom just sades, icke nagra
sarskilda svirigheter. De, som finnas dro manniskolunder.

En frdga, som nu trader i forgrunden #r, huru allt
delta skall {érdelas pa skolans sarskilda utbildningsplaner.
Vad da forst den allmédnna medborgarexamen, den all-
méanna  botlenskoleexamen vidkommer, sa ar val dir
kdnnedomen om [érsta grads likheter den naturliga av-
slntningen. Diérjdmte kan den grafiska losningen av den
kvadratiska ckvationen d. v. s. det grafiska fixerandet
av snitlpunkterna mellan diagrammet for 224+-px +q
och X-axeln {or speciella exempel inforas sasom en sérskild
avrundning. Detta kan vil medhinnas till och med med
ett reduceral limantal, da de férenklingar vidtagas, vilka
jag it det foregdcnde fGrordat. Sérskilt kommer polynom-
riknandels och problemldsandets bortfallande att bereda
mycket rum {or verkliglh algebraiskt vetande.
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Om vi sedan i fortséitlningen sidrskilja mellan real-
linjen och den humanistiska linjen, sa har den senare sin
naturliga avgriinsning uti algebran i den propedeutiska
framstillaing av polynomet av andra graden jag gav i det
foregaende jadmle mojligen en kort mera av kulturhisto-
riska skil inford framstillning av logaritmerna. Fér
reallinjen stiller sig saken annorlunda. Dér behandlas
polvnomel av andra graden med stérre bredd, varvid
lampligen ocksd dess allmidnnaste Lyp ax®+bx -+ ¢ debat-
teras., Déarjimte diskuteras den grafiska lésningen av
ekvationer mera systematiskt. Vidare siuderas frigan
om funktioners maximi- och minimivirden. Logaritmerna
egnas storre uppmirksamhbel och riinteproblem av olika
art diskuleras med de geometriska serierna som bas.
(Overhuvudiaget [ramfriider pi denna linje en starkare
inlridning i olika riktning av grundstoffet, avseende fér-
maga att med stérre teknik ochrikare 6vning mdéta olika
fragestillningar. Salunda bor dir en repetilion av alge-
brans elementer inledas, som opererar tned stegrade an-
sprak pa en fornuftig teknik, sidan man sedan behdver
den vid universitetens naturvetenskapliga fakultefer och
tekniska hogskolan.

Sammanfattar jag nu slutligen mina firslag i algebran,
sA g4 de ut pa bortlemnandel av onddigt invecklade
kalkyler, bortlemnandet av ckvationer med flera #n tva
obekanta, Atminstone irdn den allmédnna ncllan-skole-
examen och fran den humanistiska gymnasiallinjen, bort-
lemnandet av det mesta om kalkvler med rotexpressioner,
bortlemnandet av ekvationer av hégre dn fiirsta graden
med flera obekanta, bortlemnandet av arilmetiska serier
och odndiliga geomelriska serier, dessa senare dtminslone
fran den klassiska gyvmnasiallinjen, bortlemnandel av
algebraiska problem. I stillet infores diagrammet som
didaktliskt hjidlpmedel och hela undervisningen drives
genomgaende i ett tidnkandes tecken, som #dr komponerat
av en analytisk och en geometrisk komponent.
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GEOMETRIEN.

Jag dvergar nu till geometrien och dess undervisning i
skalan. Jag forutskickar, att jag hér kommer att fram-
lagga sadana omliggningsforslag, alt de helt och hallet
komma alt omgestalta den hévdvunna undervisnings-
hilden.

Denna undervigningsbild har till de mest egenartade
formationerna i skolan. Den saknar varje molsvarighel
inom skolan i 6vrigt och uppvisar sin alldeles siiregna
pedagogik, som intet har med skolans évriga undervis-
ningsformer att skaffa.

Det, som i geometrien léres, &r eft logiskl tanke-
syslem, genom vilket en sirskild art av geometri, den
euklidiska, uppbygges. I dettalogiska systems deduktioner
infangas eleverna vid ungefidr 13 ars alder eller tidigare,
och de lemna detsamma vid 18 & 19 ars alder efter att
under denna tid ha varit med om dess logiska uppbyg-
gande frin grundpalningen fill taklagsolet.

Iigentiigen &ar det hir fraga om elt vetenskapligl
system, som uppbyggls av Euklides. Det ér viil det higsta
prov pa den pedagogiska inertien, att pa denna punkt
ingen metodisk dndring sketl. Visserligen ha nya léaro-
bocker utgivits, men de ha icke gitt upp nva vigar. Och
d4 de sd icke gjort, har systemets obevekliga struktar
hindrat dem fran alla radikala &ndringar. De ha fire-
tagit nigon liten #ndring, som vanligen dessutom haft
den cffekt, att det blivit sdmre stdallt med logiken.

Varpd beror detta? Nirmast beror det val pé, att
ingen ens végal ténka sig, atl geomelri Lkunde ldras
annoriunda. Och om nagon ocksa varil sa djarv bar han
icke vagat avligsna systemet, det geniala av en av ménsk-
lighelens stora andar uppbyggda systemet, emedan han
icke vetat, vad som skulle sétias i stillet.

Nu maste man i verkligheten kunna bra mycket geo-
metri for att med [ull omdémesfrihet st infor detta under-

13
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visningsproblem. Som Lkénl ingick emellertid denna art
av geomelri icke i vara skollirares utbildning till for
nagot artionde sedan. Dérav kom det sig, att de, som nér-
mast skdlte om undervisningen och liroboksskrivandet,
icke egde sidana insikter, att de kunde Gverskada effek-
ten av etl ingripande. IFdljden har ocksa blivit, att sasom
jag framholl, de réit oviésentliga forandringar som gjorts
endasl varit cgnadce att rubba systemets logik.

Vetenskapligt ligger geometriens problem pa féljande
salt. Man abstraherar fran den »reala verkligheten»
och skapar hela geometrien genom en tankeprocess. Man
upplagger elt system axiom, genom vilka geometriens
grundelement och deras kapilala ur varandra logiskt icke
deduktivbara egenskaper lixeras. Ur dessa egenskaper
hirledas sedan pa logisk vig nya egenskaper, som f{ixeras
inya teser, vilka till atskillnad frin axiomen kallas teorem.
Nu ir del hela beroende pa urvalet av axiom och man kan
silunda genom olika konstcllationer pi denna punkt
skapa olika geometrier med olikarlade tcorem. Del
klassiska cxemplet #r just den Euvklidiska geomelrien.
Den innebéller i sin axiomkomplex postulationen, att
genom en punkt utom en given rit linje endast en linje
kan dragas, som icke rakar den givna linjen. Denna
tes kan icke logiskl deduceras ur komplexen av den
Euklidiska geomelriens ¢vriga axiom och ér sdlunda ett
axiom. Fdrneka vi delta axiom och ge sdlunda rum fér
tanken, att genom en punkl utom en given rit linje kunna
dragas flera linjer, vilka icke rdka den givna linjen, sa
bilda de dvriga axiomen och delta nya axiom en komplex
av axiom, ur vilken vi genom logisk deduktion kunna
uppbygga en tvillingsgeometri i1l den Iuklidiska geo-
metrien. Dess teorem skilja sig dérvid fulistéindigt ran
teoremen uti den Euklidiska geometrien. Pa samma siilt
kan man genom andra férandringar i den Euklidiska geo-
metriens axiomgrupp eller gencm dess fullstdndiga om-
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liggning skapa nya, logiskt lika oantastbara gecometrier
som den Euklidiska.

Kinna vi cn glng detta, sa forsta vi ocksa, att det har
ar Irdga om vetenskapliga tankeexperiment, som héra
universiteten och forskningen till. Att framlégga ett
sadant tankesystem till logisk genomarbetning pa skolan
ir alldeles galel. Vi férsta ocksé, varlor inga [oriandringar
sketl. Ty den enda [orindring, som hir kan ske, 4r atl
lata hela systemel férsvinna och frdn bérjan klargora
for sig, vart man vill komma med att undervisa geometri
i skolan. Sedan den saken iAr klar, ordnar man undervis-
ningen 54, alt man kommer fram till det man vill na. Men
for genomforande av ett dylikt djarvt program maste
man ega en fullstindig 6verblick dver, hur allt det som
ovan utvecklades héinger ihop, och sd maste man dér-
utiver dnnu vara hemmastadd inom en del fridgor i geo-
metrien. Detta dr en punkt, dar vetenskapen har ett ord
med i laget, ehuru den givetvis icke har att bestiimma, huru
geametrikursen skall slutligt se ut.

Jag sade, att del nuvarande systemet dr alldeles be-
fingt. Man behéver fér den sakens sknll endast hinvisa
till det ridikyla i, all med 12 & 13 aringar inleda logiska
och vetenskapliga deduktlioner. IFor deras sunda forstdnd
ar det ofailtbart, att man upphadar en méngd svara tankar
fér att bevisa nagonting sa solklart, som att tva raka
vinklar dro lika stora eller ndgon annan av begynnelsens
stora sanningar. Det hela reser sig infor dem sasom nagon-
ting otroligt och komiskt.

Vidare foljer med detta vetenskapliga syslem, att en
hel del begrepp, som verkligen ligga pafallande néra, pa
grund av systemets avsalsbyggnad komma in i elevernas
begreppsvirld pa ett sent stadium. Jag lanker pa cirkeln,
rektangeln och kvadraten. Och nér de sent omsider
en gang komma in pa scenen, dro de mest det overkliga
substratet {or allehanda sjilvklara sanningar, som med
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mida och besvir genom konstfulla deduktioner till{6ras
dem.

Det finnes dnpu en annan hetydligt svarare nackdel hos
sysiemet. 1luklides system utvecklas ndmligen i planet.
Pa detta sdtt blir skolgcometrien néra nog enbart plan-
geometri. Rymdgeometrien &r uppskjuten sisom ett
annex till det hogsta stadiel.

Detta strider emot geometriens hela vésen. Ty geo-
metrien dr rymdgeomelri. Det blir salunda ingen verklig
geometri eleverna léra sig, utan en till de plana figurernas
relationer inskrinkt del av geometrien.

Man talar i1 den till reformer inomn matematikunder-
visningen stréavande rorelsen om rymddskddningsfirméagan
sasom etk av geometriundervisningens framsta mal. Dér-
med menas den ingalunda ldtta formagan av orientering
over konfiguralioner och konstellationer i den tredimen-
sionala rymden. Man har sérskilt férebrait den nuvarande
geometriundervisningen, att den genom att under aratal
kvarhilla eleverna vid planets figurer [érsummar hela det
betydelsefulla moment i undervisningen, som bestar i
rymdaskadningsférmagans uppdvande. Man kan till
och med siiga, att det ensidiga sysslandet med planet
Ar cgnat att gora den geometriska Askddningen pa nagot
sitt tvidimensional och sélunda direkt hindrar rymdéskad-
ningsférmégans uppdvande.

Man har gatt mycket iangt i uppskattningen av rymd-
dskidningsférmagan och upphdéjt, sdsom jag redan sade,
dess uthildande till geometriundervisningens huvudsylte.
Man har uppstillt den sisom enmatematikundervisningen
ledande princip vid sidan av en siddan av mig i det fore-
gdende utvecklad princip som det funktionala tdnkandets
skolning.

Hir ér jag icke langre riktigt med, varmed jag icke
vill ha sagt, att jag skulle underskatta betydelsen av den
tendens, som framtrider i denna allménna strdvan. Jag
r fullt med om, altt rymdaskaddning iir en synnerligen
kapital sak for dem, som skola fortsiatta sin utbildning i
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matematikens tecken vid universitet eller tekniska hog-
skolor. Jag har sjilv som larare vid dylika anstalter
varit i Lillfdlle att konstalera, huru illa den geomelriska
elementarundervisningen  forbereder eleverma {ér de
mycket stora ansprik pa rymdéskadningsférmaga, som
dir ndra nog pa alla punkter sidllas. Men jag tror, atl
man éverdriver hela hopen, da man tillméler denna for-
miga en dominerande plals uti del allmiinna tinkandels
viirld, Det &r ju en bra sak at{ ega, men ingalunda inom
samhills- eller vetenskaplig verksamhet pa nigol salt
oundginglig. Talet om dess stora varde &r nog utlryck
for cn icke sallan observerad generalisering, som ur en
saks betydelse inom ett visst omride foranleder fack-
mimmen att i denna sak se ctl betydelsefullt momenl i
hela den méaskliga uppfosiran.

Sarskilt olaglig stiller sig den nuvarande ordningen [6r
dem, vilka dver mellanskoleexamen g ut ur skolan. Deras
geometriska ulbildning férsiggar uleslutande i planet [6r
att nu icke tala om, atl deras kurs ir ett forsta avsnitt
av Fuklides” system, dér snittlinjens lige bestdmmes av
den till buds staende Lliden.

Sjilva den geometriska undervisningsmetoden &dr till
tréitsamhet cnformig. Sats efter sats upptas och bevisas.
Det har till och med pa méanga hall utbildat sig en all-
deles sdrskild hevisteknik, som mesl alla sina slutledningar
ar ganska frimmande for det matematiska bevisandet och
har éver sig en prigel av skoltrining. Ofta stannar under
allt detla, under del formella indvandet av hevisen,
sjalva den sakliga kdrnan alldeles i skymundan. Det blir
en bisak, vad beviset giiller; det centrala ir, att icke klicka
i del formella bevisets detaljer. For de sma nybegynnarna
ar demma undervisningsmetod redan darfor fornufislés,
ait de icke forsia, vad lararen fordrar av dem. De iro alls
icke pa det utvecklingsstadium, att dem skulle kunna
bibringas nagon uppfattning av, vad det ar fraga om. De
klara sig genom att ldsa bevisen utantill ran boken. Dé
minnet sedan klickar, kunna de mest groteska karikalyrer
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av de pretenderade bevisen serveras, med huller om buller
omkastade slutledningar. Dd forslandel eflerhand viixer
och ¢vningen avsétter sina spér, [4s det hela atl gd flot-
tare. Men trakigt ir det for eleverna.

Man har pa senaste tid gjort en del ansatser till
andringar i den hittills bestiende ardningen. Salunda har
man infort cn geomelrisi propedewlik, som avser att gora
de sma eleverna fortrogna med de geometriska begreppen
pa s. 4. s. empirisk viig, innan de intrdda i bevisandets
arslanga tvangsarbete. Detta dr en synnerligen fornuftig
tendens. Men den har naturliglvis icke follfoljts, sasom
det hade bort ske. Den omfatiar vil, diar den forekom-
mer, en termin. Och under den terminen dr del nog inte
heller den rena iakttagelsen, som dominerar. Det géller
ocksd att belasta minnel med en hel del saker sddana som
antalel kaunter 1 en ikosaeder m. m. dyl. som &r kompletl
onddigl. Det ar icke utan att man masle konstatera, att
det vilar elt Torunderligt dde dver alla ansalser all gira
matematikundervisningen pa skolan fornulligare, varpa
detta sedan kan bero.

Efter denna aliménna ingress gar jag nu lés pa geo-
melriundervisningens problem. Dérvid skall jag icke tveka
atl ocksa i denna irdga gi ner till delaljerna, da det giller
att belysa nigon viktig sak. Jag skall bli i tilifalle att i
detaljerna komplettera den allméinna kritik av status
quo, som jag ovan utvecklat.

Vi stilla oss infér sjalva huvudiragan och fraga oss
allitsa, vad man avser med geomelriundervisningen. Vi
vilja h#ir komma till ungelr samma fasta definitioner, som
ifriga om arilmetiken och algebran.

Jag vill da férsk viinda mig mot den uppfattning, som
sOker geometriens betydelse utom geometrien sjilv och som
salunda ser dess belydelse uti den logiska trianingen.
Denna askadning hor helt och hallet den formella epoken
Lill, och kan icke mera tillmiitas nagon betydelse. Genom
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att bevisa geometriska satser [iira sig cleverna ati bevisa
geometriska satser. Att deras allmidnna skarpsinne skulle
stegras har jag tidigare i denna [ramstiillning, da det
var friga om matemalikens [drmenia formaga atl »stida
huvudets, analyserat och tillbakavisat. Givelvis ger den
logiska triningen ett visst bidrag till det allménna tén-
kandets mekanism. Men man far icke overdriva saken.
Sjalv har jag i det allmdnna planet hafl rétt ringa stod
av de slulledningar, genom vilka Pythagoras’ sals bevisas.

Vi lemna hela denna sak dérhdn. Vi beddma geo-
metrien sdsom sddan och fraga, om den skall undervisas
i skolan och vad som i sa [all skall meddelas samt pa vilket
satt det skall ske.

Nu utvecklade jag pa en punkt i denna {ramslillning,
visserligen sdsom en antites, att den medborgare, som
icke skall fortsatta pa de matematiskt betonade banorna,
knappast torde behdva i brutal lattning av ordet mer
an' ndgon kunskap i aritmetik och namnen pa de allra
vanligaste geometriska figurerna. Detta dr en standpunkt,
som jag icke forfiktat i denna framstillning, ehuru det
sunda innchallet i denna formulering icke &r mig alldeles
frimmande, vilket torde bevisas av hela denna framstall-
nings strivan till {§rnuftiga férenklingar. Jag har ju
ocksa genom en dilatation av behovels prineip beret{ rum
fir den utan tvivel mest omtvistbara delen av matematik-
kursen, namligen algebran, churu jag i den fragan icke
har alldeles gott samvete. Varje fornyat genomtinkande
leder mig dock till, att en viss kiinnedom av de for minsk-
lighetens utveckling och ocksa for den dagliga usus bety-
delsefulla formlerna maste ingd i en bildad minniskas
proviantkista.

Emellertid ar det ett gott tecken, alt den askddningen,
som gar liangst ifrdga om de matematiska insikternas
decimering, i alla fall lemnar ctt visst rum fér geometrien.
Detta beror givetvis icke pa respekt fér den dedulktiva
logik, som dir kommer till anvéndning, utan pa nagonting
alldeles annat, som jag hér vill dréja vid. Den #dr den
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valhdnta formuleringen av det faktum, att geometrien
behdves och att den salunda dr begrundad i behovets
princip.

Det finnes en geoinetri, som ingenting har att skaffa
med skolans bevisande geometri i den mening att den
skulle vara en tankeprodukt, formad enligt logikens lagar.
Det ir verklighelens formsammansiittning, den empiriska
geometrien. DAr finnes det fullt av geometriska konfigura-
tioner, pyramider och koner, trianglar och kvadrater, dar
finnes kongruens och likformighet; allt detta i reell verklig-
het och icke som alster av spekulationer och deduktivt
linkande, Det Ar denna empiriska geometri cleverna skola
ldra sig, liksom de inom alla andra larofack lira sig kiinna
det forefintliga, det existerande. Det finnes ett geometriskt
kunskapsmaterial, ett geometriskt stoff, som eger i wviss
mening reell existens, och det 4r det, som skall tillféras
eleverna,

Mectoden &r vil ocksd i och med detta klar. Det ari
stort sett samma metod, som alltid anvindes, da man till-
for empiriskt vetande,

Var blir nu bevisandel? .Jag vill icke helt och hallet
avldgsna detsamma. Men det hor ctt alldeles annat sjalsligt
stadium till &n det som 12-&ringarna uppvisa. Den spekula-
tiva anda, som utan tvivel [innes uppe pid gymnasial-
stadiet, skall med intresse se den ideala geometrien vixa
upp som en spekulativ tankeprodukt, som idealiscrar de
empiriska bilderna och skadar deras inre sammanhang.

Detta ar forresten den historiska utvecklingsgangen.
Geometrien har icke vuxit upp i ménniskornas mitt sasom
en spekulativ tankeprodukt. Dess begrepp och askad-
ningar ha mddosamt uppsamliats under det verkliga arbetet
for att slutligen under en hog utvecklingsperiod for den
mianskliga spekulationen sammanféras cch sublimeras till
ett vetenskapligt system, hopfogat med omutlig logik. Jag
har i denna framstillning flerstides pamint om liknande
processer inom andra delar av matematiken och dérvid
upphdjt till en néra nog undervisningen dominerande
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princip, all den skall vara en miniatyrbild av den stora
undervisning, som kallas ménsklig utveckling.

Det, som sédledes skall ske, dr att hela det nuvarande
systemet avldgsnas med sina bevis och deduklioner och
ersittcs med, vad jag ovan kallat den empiriska
geometrien.

Jag vill gora gillande, att detta 4r synnerligen viktigt
ur en speciell synpunkl, liksom &éverhuvudtaget mycket
av det jag i det {foéregdende utvecklat. Samhillet kan
givetvis icke i lingden tolerera den form av malemalik-
undervisning, som nu bedrives i skolan, Sirskilt stark ér
rcaktionen mot det ridikyla bevisandet, som fyller alla
hem med undran och férbittring. Fas hér icke en dndring
till stand och fores icke del hela in pi vigar, som &ro
for den upplysta opinionen fattbarare, kan det hiinda,
att 6ver matcmaliken mahinda giar fram en betvdande
ddelaggelse, varvid mycket av det sunda denna undervis-
ning innehaller far [6lja med i den allminna lvingsrens-
ningen. Rdoster for en dylik tvangsrensning ha hojts.

Uttrycket empirisk geometri later ju ganska fram-
mande. Méngen skulle utan tvivel anse geometrisk prope-
deutik mera ldmplig. LEmecllertid innebir propedeutik
en virdesittning som jag icke underskriver. Den empiriska
geometrien &r ingen férberedelse. Den 4r skolans geometri.

Jag har redan hénvisat till, att behovets princip icke
stiller sig frimmande fér den empiriska geomelriens
kvarstiende pd skolprogrammet. De begrepp, askadningar
och tescr, den utvecklar bilda cli bestimt realvetande,
som icke saknar betydelse, did man skall orientera sig i
tillvaron. For dem, som utvandra med mellanskole-
examen, #r ett matt av geometri nddvindigl, sirskilt for
dem, som skola stka sin fortsatta utbildning inom de tek-
niska liroverken. FIgr alla dem, som g dver den reala
gymnasiallinjen, ligger saken klar. Dec behdva grund-
liga insikter i den empiriska geometrien och maéste dess-
utom sarskilt om de g till specialstudier i matematik
ega en god inblick uti den ideala geometriens system.
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Men ocksa for dem, som over gymnasiet sika sig till annan
universitetshildning, bor den empiriska geometriens all-
miinna begrepp och resultat jcke vara frimmande, liksom
man kanske kan ségs, att den ideala geometriens hela
dverskadbara system sdsom vetenskaplig tankeskapelse
méhinda kan pardkna deras intresse, churu jag medger,
att vi darmed trida utéver grinserna [6r behovets princip.

Jag behdver val knappast siga, att vid lirostoflets
meddelande, alltsd 1 geometriundervisningen, alla de
metodiska principer jag vid flera tillfdllen i denna fram-
stidllning utvecklat, komma till sin riatt. Det funktionala
tankandet har har sin motsvarighet uti den fantasiens
verksamhet, som pékallas av figurernas rirlighet. Tal-
materialets realitet har sin pendant uli figurmaterialels
realitel. For sjidlvverksamheten erbjuder geometrien de
rikasle mijojligheter. Overhuvudtaget bor den empiriska
geometrien till sitt stoffliga innehall och sin melodiska
framlarl inom figurernas och fermernas virld realisera
samma allmidnna program, samma strategiska och tak-
tiska uppgifler, som aritmetiken hade alt [ullgéra inom
talens rike. Denna i ndgon man vaga formel eger mera av
viigledning &n vad som vid flyktig granskning kan ténkas.

Aritmetiken har rdknandet sisom sin specifika syssel-
siittning. Riknandet skapar problemen och riknandet
for fran priméra taluppgifier till sekundéra slutiedningar.
Pa samma sitt dr rifandet geometriens sysselsittning par
preference. Den empiriska geometlrien avsvor sig bevisan-
delt, men den upptar ritandet sdsom sin arhetsmetod.
Den empiriska geomelfrien dr en ritande geomelri.

Vi hade ett syfte med rdknandet i aritmetiken, som
nttryckligen bragtes till nttryck. Vi ville genom det-
samma goéra aritmetiken till en crfarenhetskunskap av
samma art, som den lidrlingen inhemtar i wverkstaden.
Under sjilva riknandet, givetvis endast da det dr ordnat
sdsom jag utvecklade saken, samlas efterhand erfarcn-
hetsrin, som konstituera den fasta form av vetande, som
det genom eget arbete inhemtade eger. Sillsamt nog
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har denna arbetets kungsvig till velande ritt litel beak-
tats inom skolans olika ldrodiscipliner. Annu alltjimt &ar
det det medeltida ahérandet, som gir igen sdsom den enda
tormedlaren av velande. Liksom vid aritmetiken vill jag,
att i geomelrien ur sysslandet med figurer, ritandet och
flyttandel skall ihopfogas ett fast erfarenhetsvetande.
Matematiken skall pa dctta sittinldras bade inom analysen
och geometrien ungelir pa samma siatt som man praktiskt
lir sig ett nytl sprak. Icke genom regler och dekret skall
matematiken hibringas, utan genom att anvdndas sasom
ctt [dérnultigt uttrycksmedel fiér tankar och handlingar,
som eljes icke kunna bringas lIl uttryck. Pa sa satt ater-
speglar geometriundervisningen samma aliménna grund-
tankar, som besjiila hela min syn paundervisningsproblemel
och della icke endast, dir det har malematiken sont uppgilt.

Ritandet begynte redan uti aritmetiken. Dér stiflade
eleverna bekantskap med linjalen och passaren fivensom
vinkellinjalen. De hade ocksi en icke ringa trianing uti
ritandet,  séirskilt genom de sldndigl aterkommande
diagrammen. Men ocksa rent geomelriskl betonade upp-
gilter lostes. Salunda lirde de sig kidnna rektangeln och
kvadraten saml upprita dem; de stiftade vidarc bekant-
skap med cirkeln. De lirde sig dnnu att mita vinklar
och stiftade i sadant syfte bekantskap med gradskivan samt
genom dess anvindning med vinklars mitning; de mest
remarkabla vinklarna inga redan i deras kunskapsforrad.

Av alldeles sédrskilt inlresse voro triangeln och poly-
gopen, vilkas areor klarlades. Icke ens rymden lemnades
obehandlad, 1 det niimligen prismat och cylindern voro
subslrat for praktiska volym- och tyngdberikningar.

Det var salunda redan en hel del geometrisk verksam-
het, som kom till synes i aritmetiken, bland annat ha alla
det plana ritandets hjilpmedel kommit till anvindning.

Det ér ell ritt egendomligt saklérhallande, atl skol-
geometricn, som dock ocksa haft att syssla rétt mycket
med rymdfigurer, icke egt ndgon metod fér uppritning av
rymdligurcr. Jag tror forresten, alt innan den deskripliva
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geomefrien infordes som studiefimne vid universitetet och
en kort kurs i denna viktiga del av geometrien blev obliga-
torisk 1 kandidatexamen, vara skollirare icke kinde till
nigon sddan metod. Atminstone framgar det av lLiro-
bockerna, atlt lidroboksfdorfattarna icke kinde till, hurn
man ritar rymdfigurer.

Emellertid bor enligt mitt féormenande en mefod
givas eleverna. Pa vilket stadium detta skall ske, skall
jag senare utveckla. Det finnes ocksa lyckligivis en
enkel metod som &r ldttare alt inhemta &n mycket av det,
som redan pa ett lidigl stadium erbjudes eleverna.

Denna metod bestidr diri, att vi pa lavlan, i haftet
cller pd ritbridet rita slagskuggan av rymdfiguren, da
den belyses med parallellt infallande ljus, exempelvis sol-
Ijus. Varje striicka, som ir parallell med tavlan, har d4 en
skugga, som #r kongruent med den givna striickan och
parallell med denna. In fran tavian vinkelrdtt utstiende
stav har en slagskugga, som begynner i slavens fol-
punkt och vars riktning och ldngd beror av ljusets riktning.
En vanlig konvention, som garanterar goda bilder, ir att
denna slagskugga faller lings den linje, som lular nerat
fran den genom stavens fotpunkt gdende i tavlans plan
liggande horisontala linjen, medan dess lingd &r hilften
av den originala stavens ldngd.

Vi tillampa detta pa en kub, som har ett sidoplan i
tavlans plan och Ar orienterad, sa alt konturerna &ro
horisonlala eller vertikala.

Vi fA nirslutna bild, som 4r en synnerligen askadlig bild
av kuben.
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I denna meloed ha vi ett forfaringssiatt, som alltid kan
anvindas. Vi kunna avrila en byggnad enligt denna
metod. Visserligen kommer ell djupare indl i riktningen
gaende foremal att te sig i ndgon man onaturligi, da det
avritas enligt denna metod. Det blir ndmligen lika higt
Yingre borl, vilket sirider emot var erfaremhet vid det
vanliga seendet.  Det skall emellertid ocksd hoéra min
gecometrinndervisning till att ulveckla cenfralperspek-
tivel, som i motsats till ovan framstillda paralleliperspekiio
aterger bilderna av rvmdligurer, sidana de ie sig vid
seendel och salunda sasom de framtrida pa tavlor och
fotografier.

Jag sade, att geomelrien skall uppbyggas kring ritzndet
sisom den del hela genomgiende verksamheten, Huru
dr det nu bestallt med ritandet uti den Lidigare undervis-
ningen?

Det méaste medges, att diar, om den gir i sina vanliga
giangor, icke finnes si mycket rilande. Det &r egentligen
endast problemen, som ge anledning till ritning. Men
icke ens detta tillfille har alltid utayttjats. Nu &r det
intressanta vid ctt geomefriskt problem att icke blott
kunna ange, huru det léses, utan dven att med linjal
och passare in i detalj 16sa problemet. .Jag tror att man
icke s noga hallit pa den saken, icke ens vid de i skol-
hoken ingiende standardproblemen, utan att man ocksa
diar ndjt sig med »frihandsteckningars. Alminstone gar
min erfarenhel s om  examinator i studenlexamens-
ufskotlet 1 denna riklning. For atl nu alls icke tala om
de rymdgeomelriska teoremen och problemen, dir ett
mer eller mindre artistiskt Atergivande pa fri hand av
fisurerna fail ersiitta den hir verkligt fireliggande bristen
pa metod.

Det kan fér &vrigt hir mera i forbigicnde nédmnas,
att den riktigt ritade figuren vid bevisandet av en safs
kan gc ett bestdmt stod vid utfinmandet av beviset,
medan den slarvigt och pA mald sasom illusiraiion ned-
kastade skissen kan leda tankegingen pa avvigar. Om
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vi t. ex. 1 niirslutna figur lata E vara snittpunklen mellan
vinkeln C*-bissektris och sidan AB“medeclnormal, och

cv

A D bi]

sammanbinda & med A och B, s [¢ljer, att AE = EB.
Men dé dro enligt en kongruenssals trianglarna AEC och
BEC kongruenta, varav dter féljer, att AC=BC. Man
kan siledes genom fullt logiska slutsatser bevisa, att varje
triangel dr liksidig. Felel ligger i den oriktigt ritade figuren.
Punkten I ligger ndmligen i verkligheten nedanom punk-
ten D.

Fir att emellertid aterga till ritandet, si har siledes
den bevisande, ideala geometrien rétt ringa anvindning
for denna betydelsefulla verksamhet. Det dr som skulle
man ulveckla i ett kalll schema de hela talens rikne-
lagar, bevisa och deducera ulan att rikna. Jag tror, att
det sillsamma i den bevisande geometrien genom denna
jimforelse kommer till ctt grelll uttryck.

Utom alt ritandel i geometrien liksom en gang rik-
nandet i aritmetiken &r sjélva upptickarverksamheten,
som for till begrepp och teser, har detta ritande sin stora
betydelse i den allminna daningen av individen, avgjort
sldrre #n den makt man tillagt bevisandet. Detl finnes
bra mycket av formens skénhel I geomelriens figurer.
Deras regelmissighet beteckna en sirat i det, som vi
kalla vackert. Ritandet, sysslandet med dessa figurer och
monster har sdlunda utan tvivel sin betydelse, dd det




207

galler att vicka sinnel {tr det estetiska. Pa en punkt
ar detta ritande kallat att komma i direkt kontakl med
konsten. Det &r did man 1 rymden stiftar bekantskap
med perspektivet. Vi ha att minnas, att centralperspek-
tivet haft sin utveckling inom malarkonsten, dir man
nadde dess fulla beherskning under rendssansen, medan
den tidiga maéalarkonsten #nnu arbetade med parallell-
perspcktivet ungefir sddant vi ovan utvecklat det. Det
leder en lang viig 1 konstens historia fran det cna perspek-
tivet till det andra.

Jag will pd denna punkt inskjuta, atl det har icke
handlar om oprévade idéer och genom 18s spekulation (ill-
komna uppslag. Under min verksamhel sasom liarare vid
lirdomsskolan infiorde jag ett sdrskildl ldrofimne, som jag
kallade geomelrisk ritning och som wvar valbart med den
vanliga teckningen sdsom allernativ. Della larodmunes
undervisning var utformat enligt de allménna ideerna
for en ritande geometri. Densamma inleddes med ritan-
det av plana figurer och av dem sammansalta mansler.
Dirvid var det icke fraga om att aterfira figurens upp-
byggande till postulaten. Jdmte passaren och linjalen
togos ocksi vinkellinjalen, gradskivan och kurvmallen i
ansprak. Fran planet gick utvecklingen ridtt snabbt éver
iill rymden. Dér utvecklades sdsom forsta ritmetod den
parallellprojektion sem ovan utvecklades. Med denna
sasom underlag ritades av kuber sammansatta rymdfigurer
sasom fundament, kors m. m. Arbefet gick sedan vidare
till ritandet av herisontal- och vertikal-prejektioner. Med
denna metod intridder arbelsritningen i elevernas med-
vetande. Ur horisontal och vertikalprojektionen kunna
nir som helst den verkliga figurens méatt uttagas och
figuren rekonstrueras d. v. s. liliverkas. Detta maiste
dock sigas hava ett ofantlig! bildningsviirde framom det
i stort sett meningslisa bevispladdrandet, som nu fyller
skolornas geometritimmar. DArtill kommer, att eleverna
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med sund kédnning av, alt det hdrvid handlar om reala och
nyttiga firdigheter, med starkt intresse gi till sina arbets-
uppgifter, medan ingen kan av dem begira nigot intresse
{ér den nuvarande geometriundervisningens &arskurser,
dér de uppriktigt sagt egentligen icke lira sig nagonting
alls av verkligt vetande. Emellerlid stannade i den geo-
metriska ritningen utvecklingen icke vid detta. Jag in-
férde sasom den ndrmaste metoden {ér fortsatt ritning
den axonomelriska meloden, varvid jag inskrinkte mig
till ortogonol azonometri. Denna metod bygger pa, att vi
tinka oss rymdfiguren, som skall avhildas, inorienterad i
ctt treaxligt koordinatsystem i rymden, varpa vi proji-
ciera genom ortogonalprojeklion koordinatsystemet och
rvindfiguren pa ritbridet. Man kommer litt underfund
moed, atl de lre koordinataxlarnas bilder, bildaxlarna,
falla langs de tre héjdlinjerna i spdririangeln, som ater
ar den triangel vars hirn ligga i de tre punkfer, i vilka de
tre koordinataxlarna genomborra rithridet. Koordinat-
systemets orige far till projeklion spartriangelns hojd-
linjers skirningspunkt. Rymadfigurens avbild fas med
dessa element som underlag enligt lagar, som litt kunna
bibringas eleverna. DBilderna bli vid limpligt val av
spartriangeln synnerligen vackra. Det Ignar sig att pa
detla sitt rita forslagsvis den reguljira dodekaedern.

Kursen i geomctrisk ritning omspinde ocksa central-
perspektivel. Jag tvekade icke att ingd pa denna till synes
svara metod. Det handlar dér om mdalarperspektivet d. v. s.
den bild, som avtecknar sig pa en transparant skirm
som inskjules mellan dgal och rymdgestalten. Man kan
ocksd siiga, atl det &r friga om den slagskugga, som rymd-
gestalten kastar pa en skidrm, da den underkastas central-
belysning.

Ocksa hér framirdda genom ritt enkla och i varje fall
synnerligen larorika overliggningar vissa f{or ritningens
tekniska utférande virdefulla element. Silunda kommer
den punkt, dar perpendikeln frdn §gat rakar skarmen,
den s. k. huvudpunkien att spela en dominerande roll.
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Alla linjer, som i verkligheten sla vinkelrdalt mot bild-
skdrmen, komma nimligen att avteckna sig pd skdrmen
sasom linjer, vilka sikta mol huvudpunkten. Ar bild-
planet vertikall sasom vid malning och fotografering #r
fallet, ha vi vidare att observera pa duken eller platen den
genom huvudpunkten giende horisontala linjen, hori-
sonten, som avgriansar bilderna av den ovanom seplanet
och den nedanom detta plan liggande verklighelen.
Bilderna av 1 verkligheten parallella linjer konvergera
mol en punkl pd denna horisont.,

Med della har avhildandel natt sin suverdna fullind-
ning. Del har som jag sade varit en lang vig, som men-
niskan pa denna linje haft att genomvandra. Man kan
folja den édnda fran antiken, ddr man cxempelvis i de
pompejanska viggmalningarna triaffar pa sirskilda an-
ordningar, det osikra horisontala mittelskiktet, den verli-
kala millellinjen, de uppifran och nerifrin mot miltel-
skiklet inriktade linjerna, vilka anordningar ersdita den
bristande kiinnedomen om perspektivets lagar. Man moter
samma osikerhel i férreniissansens malarkonst. Antingen
Ar dar parallellperspektivet forhdrskande cller ocksa
upplrida prodromala ansatser till ett centralperspekliv,
dir idéerna dock dro dnnu sa dunkla, att flera flyklpunkter
infogas i bilden eller helt och héllet sakpas och ersitllas
med ettt allmédnt konvergerande av  djuplinjerna mol
konvergensomraden i stillet féor mot konvergenspunkter.

Det synes mig som om detia borde beaktas av under-
visningen bland annat pa grund av den kulturhistoriska
princip, lill vilken jag I min framstilining ofta hafl an-
ledning alt rekurrera. Det iir hiir [riga om nigonting, dér
matematiken ger elt betydande bidrag till del allmiinna
vetande om kulturens midosamma vandring, som ér en
forulsattning [6r del i nuet forsiggdende verkandel.

Emellertid har jag i undervisningen i geometrisk
ritning fort utvecklingen avsevart lingre. Man kan
niamligen ur en centralperspektivisk bild under vissa fornt-
sillningar rckomstruera den originala rymdfiguren, en

11
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konst, vars viirde genast inses, d4 man besinnar, alt man
saledes ur en {otografisk bild av exempelvis en byggnad
kan rckonsiruvera dess byggnadsritning, d. v. s. fasad ach
grundplan.  Jag gick ocksa in pa denna s. k. fologram-
melri, som spelar en synnerligen stor roll inom rekonstrue-
randets och restaurerandets konsl.

Den art av undervisning, som hirmed framlagts,
hirde icke till matematikundervisningen, ntan var en
sirskild fran densamma {ristdende ritningsundervisning.
Men den hade givetvis en betyvdande aterverkan pa for-
stdelsen av och inkresset {or geometrien. Milt forslag gar
nu ut pa att inarbeta dessa dskddningar uti den empiriska
geometri, jag ovan framforde och som enligt mitt for-
menande skall sysselsitta eleverna under de tre fdrsta
dren av deras geometristudium.  Dirigenom tillfdres
denna empiriska geomeiri ett betydande lérostoff och
en omfattande teknik. Nigon fara fér att den empiriska
geometrien icke skulle forsla for de tre aren féreligger nog
icke.

Efler denna exkurs Aatervinder jag till den {ort-
giende utveeklingen. Denna exkurs har avsett atf upp-
visa en alldeles ny arl av geometrisk undervisningskonst,
dar det centrala dr det geometriska stoffet och den geo-
metriska tekniken. Vi kunna mot bakgrunden av denna
cxposeé pa ett alldeles nytt sitt taga stillning till gcometri-
undervisningens problem.

Jag har gerom att hir 1 sammantringd gestaltning
framfora nagra broltstycken ur den geometriska ritningen
velat visa pa den rikedom av stoff, som stir den empiriska
geometrien till buds. P4 samma gang har denna exposé
utan tvivel varit egnad att stilla den pa skolan bedrivna
geometriundervisningen uti en betidnklig dager. Infdr
detlta nya lirostoff kan man icke undertrycka ett smi-



211

leende vid tanken pd den ndgra méanader omfattande
propedentiska kursen i gecometri, dd liraren kommer in
i klassen med den fir skolhruk inrdtlade klotslddun under
armen och sedan under lektionen fiskar upp den ena
modellen efter den andra och vid var och en av dem
patvingar cleverna ett meningslost minnesvetande. Och
ndr detta #r klarl, gar undervisningen in i bevisandets
tecken. Detta bevisande lortskrider sedan med en ohygg-
lig monoteni genom cn saklig éken, didr under Aaratal
intet som helst remarkabelt geometriskl [aktum hvar
upp tomheten. Och om ett sddant faktum upptrider
sasom t. ex. salsen om periferivinkeln i en cirkel, sd #r
fantasien redan pi nagot sitt sd avirubbad, atl sjilva
det markliga sakférhillandet knappast observeras uii
det monotona bevisandels formella retorik.

Sasom jag sade ter sig denna geometriundervisning
iom och innchallslgs, da den stalles upp vid sidan av en
undervisning, som med anvindande av sidana hjilp-
medel som exempelvis det geometriska ritandets hela
teknik gar fram odver de geomectriska bilderna.

Jag wvill alltsd ha bort bevisandet frin de ldgre klas-
serna. Varje #rlig larare skall medgiva, att delsamma
icke forstds av llertalet elever pa det ligsta stadiel. KEtt
skarpare ingaende pa bevisets logiska sammanhang skail
snart komma till och med skickliga elever att stricka
vapen. Men ocksd om det skulle fullt fattas, sa dr det ett
otroligt arbeisdrvgt sitt atl inhemta geometriskt vetande,
varlill kommer att satsernas sakliga banalitct pa ett
tidigt stadium avkopplar allt levande intresse. Bevisandet
skall uppskjutas 1ill gymnasialstadiet dar sisom jag
framhallit det vid denna alder begynnande spekulativa
sinnclaget skall méta geometriens logiska uppbyggande
med intresse. Och dir kan utvecklingen pi den spcku-
lativa linjen féras lingre dn vad nu sker, sérskilt pa
reallinjen. Man kan dar ga in pa klyvningen i olika geo-
metrier och ga bland annat ett stycke in pa den icke-
euklidiska geometrien, en exkurs, som ir, ocksd om den
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gores helt kort, egnad att instiila geometriens logiska
problem i ny belysning. T.Ata vi postulatet, att genom en
punkt utom en riit linje endast en linje kan dragas, som
icke rakar den givna linjen, falla, s4 férindras med ens
hela den geometriska verkligheten. Triangelns vinkel-
summa blir mindre &n tva riila och dess arca proportionell
mot vinkelsummans underskett under 180°, triangelns
defekl, pa samma sitt som den sfiriska triangelns area
ar proportionell mot triangelns excess. Grinsen {or en
cirkel, vars radic vaxer, ar icke langre en ridt linje, utan
en kurva, den s. k. grdnscirkein. De punkter, vilka dro
pa samma avstidnd fran en rit linje, bilda icke lingre en
riat linje, utan en kurva den s. k. eguidistania kurvan.
De bada hidrmed definrerade kurvorna jimte cirkeln och
rita linjen bilda de olika arter av cykler, vilkas geometri
trider 1 stillet f6r cirkelgeometrien. Salunda kunna vi
icke lingre draga slutsatser, att genom tre punktcr kan
liiggas en riit linje cller en cirkel, men vil att genom dem
alltid gar en eykel. En exkurs dver dessa omedelbart
efter parallellaxiomets fall upptridande deviationer fran
den Kuklidiska geometrien skall helt visst pad gymnasial-
stadiet kunna paridkna intresse och idr uppriktigt sagt
nidvindig for att den vanliga geomelrin skall forstas.

Da jag utménstrar bevisandet fran elementarstadiet,
sd har jag dirmed icke utmonstrat det log'ska deduce-
randet. Liksom man i aritmetiken och algehran ur ett
resultat genom en tankeakt utldser ett annat, darav
logiskt beroende resultat, skall man ur en funnen {es
i geometrien deducera av denna logiskt avhéingiga teser.
Salunda {ramlrédder icke satsen om periferivinkeln i en
cirkel sasom ell isolerat resultat, utan beror av den
stillning vi intaga till satsen om den yttre vinkeln i en
triangel. Det férnuftiga deducerandet, som fdrmedlas
av vanliga logiska slutledningar, skall givetvis icke §ver-
givas.

I den empiriska geometrien insamlas efterhand ett
system av geometriska sanningar, utvunna genom métning,
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ritning och deduktion, vilka {framfrida sasom erfarenhets-
rén och dver dem uppbyggda latt tillgingliga deduktioner.
Dessa sanningar formas liksom de aritmetiska och alge-
braiska sanningarna till teser. Dérvid ar man icke bun-
den vid nodvindigheten att liksom i den bevisande geo-
metrien med lesens helgd omgiirda varjehanda banala
resultat.

Min kritik har hitlilis nirmast riktat sig mot be-
visandet. Dir finnes cmellerfid uti den nuvarande geo-
melriundervisningen ocksd annat, som pakallar uppméark-
samhel. Likasom algebraundervisningen har sitt problem-
lésande, sd har ocksia geomctriundervisningen en mot-
svarande arl av dvningar uti bevisandet av &vnings-
teorem och l§sandet av dvningsproblem.

Jag vill sérskilt dréja vid de geometriska problemen,
emedan jag har grundade skil att antaga, att frigan om
deras stiallning icke &r alldeles klar. I den elementiira
geometrien, skolgecomelrien, ligger [ragan sa till, att det
géller att 16sa problemet utcslutande genom upprepning
av tvenne primira konstruktioner: att genom iva punkter
ligga en rit linje och att med given medelpunkt rita en
cirkel, som gar genom en given punkt. Den férra upp-
gilten ldses med linjalen och den senare med passaren,
vilka saledes dro det clementdra problemldsandets enda
legala instrument. Det &r givelvis en begrinsad art av
problem, som med dessa hjilpmedel kunna 16sas. Till dem
héra icke exempelvis de klassiska problemen om vinkelns
tredelning och kubens firdubbling. Fér deras 16sning méste
andra hjidlpmedel framdragas.

Nu bestar har ctt sakférhallande, pa vilkel jag i denna
iramstéllning icke kan djupare ingd. Det visar sig ném-
ligen, att alla de problem, som kunna lisas med passare
och linjal, kunna lésas med linjal allena, ifall man kiinner
en fast cirkel och dess medelpunkl. Man kan siledes reda
sig utan passaren, sedan man en ging anvint den f[6r
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att upprita denna cirkel. Man siger att denna cirkel dr
det konstrukliva arbetets melriska bas.

Genom att i stillet for cirkeln utvdlja ndgon annan
metrisk bas kan man sammandraga eller uividga omradet
for de léshara problemen. Sérskilt kan man, om man
i stéllet for cirkeln som metrisk bas har en parabel, l6sa de
ovanndmnda klassiska problemen. Nu kommer hirtill
en annan sak. Man har for problems 16sande med linjal
och passare utformal sarskilda metoder, vilkas innehav
med osviklig sdkerhet leder till mélet.

Om man nu mol bakgrunden av allt detta, som er-
bjuder mer #n nog stoff for en akademisk foércldsnings-
serie, stiiller upp skolans av inga metoder uppburna och
sdlunda varje plan saknande problemlgsning, inser man,
att det hela dr pa avviigar. LEn sidan pd mafi och utan
kinnedom om det helas syftning arbetande problemlisning
ar utan virde. Del har karaktiren av lycktrill, om
eleverna skola finna négon ldsning. I lekmannens dgon
te sig dessa uppgifter sdsom rebusar och detta med rétta.
Jag vill, att &vningsproblemen skola inskrdnkas till det
minsta mdéjliga och helst endast tiil sidana, som kunna
losas med den enda metod som brukar framfiras i skolan,
niamligen mefoden med den geomelriska orten. Detta om
dvningsproblemen.  Icke heller 6vningslcoremen synas
mig héra bedrivas med den stora iver, som méhénda har
sin forklaring i osidkerhet infér studentexamens kaleido-
skopiskt vexlande ansprak.

Ocksad geometrinndervisningen har sina évningsfilt for
rikning. Det dr de planimeiriska och stereometriska
évningsuppgifterna.  Sédrskildt om de senare ville jag
siiga nagra ord. Dect ser ut som om undervisningen i rymd-
geometri pa manga hall skulle tillga sa, att den allménna
delen med sina satser om rymdfigurers konligurationer
skulle sdsom abiturienterna ofta uttryckte saken, genom-
gas »kursoriskts, medan tyngdpunkten forligges till de
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stereometriska dvningsexemplen. Dessa dro dirvid ofta
av den art, att deras ldsande egentligen har bra litet med
geometn att skaffa. Snarare éro de algehraiska problem
med pyramider, koner och sfirer och en till dem ansluten
vokabulidr sisom substrat for ekvationens uppstillande.
Detta allt dr ganska onddigt och kan till stirsta delen
saklost borllemnas. I stort sctt galler detsamma de
planimetriska rikneproblemen. 1 wvartdera fallet bjuda
exempelbdckerna pa hundradefals ur alla synpunkter,
men sirskilt ur geometrisk synpunkt ocintressanta, pa
intet séatt larorika uppgilter, som i stort sett falla under
samma dom, som den jag tidigare latit gi ut dver de
algebraiska problemen.

De olika cxkurserna i det foregiende ha avsett att ge
en bakgrund {oér bedémande av skolans geometri och
dess sdrskilda uppgifter. Mahinda kan hiar ytterligare
en synpunkl framh#vas, som dr egnad att inordna hela skol-
geomefrien i ett allmédnnare system. Som bekanl bestér
skolgeomelrien av tvenne delar, vilka pékalla alldeles
olikartad behandling, némligen kongruensgeometrien och
Likformighelsgeometrien eller den aequiforma geometrien.
Dessa dro i sin tur atl ses ur en allménnare synpunkt. Om
vi Overhuvudtaget 1 geometrien pd denna linje se eit
studium av rymdens en-entydiga Llransformationer och
rymdfigurernas reaktion infir dem, si& mditer oss sdsom
tversta typ av geometri den projekfiviska geometrien
som handlar om den allminnaste cn-entydiga punkt-
transformalion av rymden i sig. Sisom specialisering
av denna geometri intrider den affina geomelrien, som
handiar om de affina transformatiionerna av rymden och
den aegviforma geometrien med likformighetstransfor-
mationerna som bas. Den sistnimnda geomelrien speci-
aliseras ytlerligare till kongruensgeomelrien dir den linedra
skalan dr 1. Ocksd denna korta exposé ar egnad att pa
sitt sétt kasta ljus dver skolans geomelri och dess stillning
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och har fordenskull hir egnats ndgra ord. Skolans geo-
metri har hérigenom inordnats 1 en allminnare verklig-
het. Den blir till den ansprakslésa ldran om de allra
enklaste och lattast fattbara transformationerna avrym-
dens konfigurationer. Skolgeometriens uppgift 1 det teore-
tiska planet blir att studera dessa transformationer, att
studera kongruensen och likformigheten, betingelserna
for deras forekomst hos de geometriska figurerna och de
konklusioner, som &dver dem kunna upphbyggas.

DA jag efter alla dessa forberedelser och utvikningar
gar att taga stillning till frigan om gcometriundervis-
ningen i skolan, resa sig alldeles séiregna svérigheler i min
vig. Det ér ctt problem av betydligt svarare art &n ifriga
om aritmetiken och algebran. Det giller némligen en
sidan omiiggning, som det dir icke var fraga om.
Det enda verkligt sakliga vore att i en lirobok samman-
fatta de nya idéerna om geometriundervisningen och sa-
lunda for alla klentrogna visa, huru denna undervisning
kan ordnas cnligt de allménna principer jag redan i bérjan
av min framstéllning av geometrien uppslillde.

Vi hade dédr fastslagit, att den nuvarande undervis-
ningen omspidnner ctt bestimdt kvantum av ldrostoff.
Nér man granskar detta larostofls substantiella omfattning,
skall man nodgas medgiva, att detsamma icke ér dver-
vildigande stort. Den langa tid, som férndtes pa dess
bibringande, har sin orsak i metodens langsldpighet.
Det kan salunda knappast hliva fraga om nagra avsevérda
reduktioner av ldrostoffets materiella innehéll. Men det
kan icke heller bliva fraiga om dess ytterligare dilatation,
forslagsvis genom inrvekande av nya bilder i undersok-
ningen. Har har jag tillfille att &4terigen tillbakavisa
sadana reformmatematikens vilmenta projekt som att
komplettera bildforradet med de koniska sektionerna
eller satsforradet exempelvis med svarare teser ur triangel-
geometrien.
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Det giller saledes meloden och déir har jag redan in-
tagit en Kklar stindpunkt. Jag rostar for vad jag kallat
den empiriska geometrien sasom ersittning for den bevi-
sande geometricn, som jag utdémer. Denna empiriska
geometri har sin grund i det geometriska kunskapsinhem-
tande, som redan inleddes uli aritmetiken och som dir
salte eleverna i besittning av en hel del gecometriska he-
grepp och férméaga atl transponera geometriska bilder.
Denna enkla empiriska vig bor byggas vidare och vand-
ringen p& densamma mot ett fordjupat innehav av geo-
metriska bilder och geometrisk teknik stddas av det redan
i aritmetiken inledda mitandet och ritandet, vartill givet-
vis kommer det férnuftiga logiska deducerandet. Dirvid
ar att marka, atl ritandet efterhand tar i ansprak de
ritmetoder, vilka jag ovan i min cxkurs déver det geo-
metriska ritandel framforde.

Jag wvet, att man hir skall stdlla sig skeptisk. Men
jag tillskriver detta mera den trighetens eller konserva-
tismens lag, som icke vill tro, att ndgonting skall kunna
omliggas, sarskill dd det dr friga om en sa grundlig om-
Ydggning som i detta fall, &in en verkligt objektiv, pa {or-
djupat vetande baserad tveksamhet. Det &r hiir icke
friga om nagot hugskottsartat infall, utan min over-
tygelse grundar sig pa en 6ver decennier utstrickl verk-
samhet inom geometrisk undervisning pa alla stadier,
vid skolor cch universitet,

Detta skall vara mellanskolans geometri, Sedan kom-
mer nagonting annat. Sdrskilt pa reallinjen skulle jag
girna se en sddan exposé Over geometriens axiom och
system, som numera forelfises vanligen pa en termin vid
universitetet och som stéiller den empiriska geometriens pa
mera substantiella vigar efterhand inférskaffade ldro-
material i den ideala geometriens logiska belysning. Dér-
vid har jag ingenting emot, att sirskildt parallellaxiomet
egnas en ingdende uppmiérksamhet och de mest remarkabla
konsekvenserna av dess anvindande underkastas under-
s6kning. Pa den humanistiska linjen kan denna exposé
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giras betydligt kortare, liksom dverhuvud all matematisk
undervisning dér bér fa trida 1 bakgrunden till [6rman f&r
med denna linjes karaklir battre sammangiende arler av
undervisning.

TRIGONOMETRIEN.

Jag har strangt tagel icke mycket atl sdga om Llrigo-
nometriundervisningen. IZn sak vill jag dock genast ha
sagt, att denna undervisning pa den humanistiska gym-
nasiallinjen icke har nigot annat beréttigande &n det, som
kan deduceras ur, vad jag tidigare kallade, den kultur-
historiska principen. Dir bér sdlunda hela [ramstillningen
inskrinkas till de pa den ritvinkliga triangeln upphvggda
definitionerna och deras berdknande [6r hela grader ur en
irestallig tabell.  Dirtill ett cller annat cxempel pa de
nya funktionernas anvindning {6r berdkningar inom
den ritvinkliga triangeln, inclusive deras anvandning
vid studiet av det lulande plancl i mekaniken.

For rcallinjen stiiller sig saken annorlunda. Har vill
jag blott hiinvisa till att triangellgsandet icke #r de trigo-
nomeiriska funklionernas fornimsta anvindning, sasom
man av larohdckerna att déma nu pa méanga hall synes
lro. Vad sjilva definilionen av [unktionerna vidkommer,
maste den ocksd hir férst anslutas 1lill den rdatvinkliga
triangeln for att sedan vid Overgang till stérre vinklar
helt enkell anknylas till cirkeln med origo som medel-
punkt och langdenhcten till radie. Dér édro cosinus och
sinus fér en periferipunkts polira vinkel helt enkelt
abskissan och ordinatan fér punkten. Varje annan de-
finition blir konstlad och otymplig. Diirjimte framtrider
genom denna definition det klara sambandet mellan en
punkts polira och Carlesiska koordinater, visserligen
till en bérjan blott {6r punkter pa den till grund lagda
cirkeln.
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Med inskriankningen av triangelldsandet minskas ocksa
intressel for de logaritmiska tabellerna for de (rigono-
metriska funktionerna. Det, som emellertid med styrka
kan foras fram, dro alla de transformationer av de trigo-
nometriska funktionerna, som bygga pa fundamental-
relationerna och additionslearemen och vilka spela en
stor roll vid de [ran reallinjen vigingnas fortsatta utbild-
ning.



