


Skrifter utgivna av Sveviges yngre
laroverkslirares férening
2

C.E. SJOSTEDT

GEOMETRI OCH
GEOMETRIUNDERVISNING

C W.K. GLEERUPS FGRLAG, LUND



Skriftsetiens redaktdr:
Fi. 1ic. NILS NORMAN,
Lidkdpingsvigen 13, Hammarbyhdjden

LUND
BERLINGSKA BOKTRYCKERIET
1948




Férord

I det foreliggande arbetet, som 1 frimsta rummet dr av-
sett for mindre erfarna matematiklirare, upptar geome-
trinndervisningen en mindre del. Huvudparten 4r dgnad
geometriens kunskapsteori. Detta beror pd en brist i mate-
matiklirarnas utbildping. Dessa ha — Aatminstone i
allminhet — endast i obetydlig omfattning bedrivit studier
inom f6r den elementdra geometrien si viktiga omriden
som projektiv geometri, icke-euklidisk geometri och geome-
triens grundvalar, men det torde vara ytterst f4, som &ver-
huvud taget sysslat med geometriens kunskapsteoretiska
forutsittningar. Och dock dr ocksd detta omride enligt
forf:s mening av synnerligen stor vikt. Det dr nidmligen
sa, att en viss uppfattning betriffande geometriens kun-
skapsteori alltid dr en forutsiitning for en uppfattning om
geometrien, sisom ndrmare skall utvecklas i fortsittningen.
Och da ir det betydelsefullt, att man 4r klart medveten
hirom. Det finns framstillningar, som man kan hinvisa
til] i friga om ovan nidmnda matematiska omriden, pro-
jektiv georetri, icke-euklidisk geometri o. s. v.* Diremot
finns det, svitt forf. har sig bekant, icke ndagra arbeten,
som ge en sammanfattning av geometriens kunskapsteori.
Dirfor upptar den forsta hilften av detta arbete en si-
dan Sversikt frin vissa synpunkter.

! PA svenska finnas f5rf:s bida arbeten Projektiv geometri och Icke-
euklidisk geometri i sesien Natur och Kultur.




Den fdljande framstillningen ger uttryck at en genom-
ford uppfattning av geometriens kunskapsteori och geo-
metrinndervisningen.! Forf. dr klart medveten om att
minga hysa harifran avvikande uppfattningar och vill inga-
lunda framhélla sin egen uppfattning som den allena sa-
liggdrande. Det ror sig hir enligt férf.:s mening om myc-
ket svira frigor, som iro virda att allvarligt Overvigas
och diskuteras. Darfér kan atbetet uppfattas som ett dis-
kussionsinldgg. Och kunde det féranleda, att representan-
ter £6r andra riktningar ligga fram genomfdrda uppfatt-
ningar av hithérande frigor, skulle forf. hilsa det med
glidje. Forf. hoppas, att de som hysa en uppfatining, som
avviker frin forf.:s, icke skola summariskt avfirda de har
framstillda tankarna, darfor att de ofta dro andra in
de gingse. Diskussioner om principfrigor bli tyvirr ofta sa
foga givande.

Det mesta av innehillet har {5cf. redan framstille i
nigra foredrag, om geometriens kunskapsteori vid en kurs
i geometri for ldroverkslirare i augusti 1946 och om real-
skolans geometriundervisning infor Foreningen f6r mate-
matisk-naturvetenskaplig undervisning i januari 1938, det
senare publicerat i Tidning for Sveriges liroverk viren
1938.

Till sist en kort sammanstallning av litteratur:
A. Phalén, Uber die Relativitit der Raum- und Zeitbestimmungen, Uppsala
1922,
K. Kroman, Vor Naturerkjendelse, 1883.
—, Matematikken og Erkendelscleren, 1920,
M. C. Mow-Smith, Metageometrische Raumtheorien, Halle 1907.

L Pi denna uppfatining bygga ocksi firdi:s lirobicker for de hogre
skolorna, Lirobok i geometri f&r realskolor och diirmed jimifdrliga liro-
anstalter, Geometriska &vningsuppgifter och [8sningsmetoder samt Geomelri
fir realgymnasiet.
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C. E. Sjdsted!, Zur Erkenntnistheorie der Geometrie, i Adolf Phalén in
Memoriam, Uppsala 1937.

—, Geametriens axicmsystem, i redogiicelse fir hogre allminna liroverket
i Ostersund lisiret 1936-—37.

—, Geometriens grundbegrepp och axiom, Flementa 1¢38.

The Teaching of Geametry in Schools {a report prepared for the Mathemat.
ical Association), London 1937.




1. De geometriska begreppen

Det ir icke ovanligt, att en representant £6r en fackve-
tenskap, fér att nu icke tala om en det praktiska livets
man, framhiller, att han helt limnar de filosofiska fra-
gorna & sido. Filosoferna synas icke ha kommit nigon vart
med sina frigor trots drtusendens arbete. Dirfor bor man
icke ta upp nigon tid att syssla med dessa onyttiga frigor.
Man bor halla sig till fackvetenskaperna och deras siikra
resultat och icke blanda in ndgonting fran en si suspekt ve-
tenskap som filosofien.

Denna stindpunkt har en hel del fog for sig. Filoso-
fiens problem Zro si svira, att dtskilliga av de viktigaste
icke dro l6sta och att ndgon 16sning icke ens skymtar. Och
fackvetenskapsmannen gér ofta klokt 1 att intaga den nyss
nimnda positionen: att limna de filosofiska frigorna a
sido och endast syssla med sin fackvetenskap. Men det ir
icke sikert, att han trots denna foresats verkligen gir detta
eller ens kan gora det. Fn forutsittning hirfor dr i sjilva
verket, att han kinner till en hel del om de filosofiska pro-
blemstillningarna. Det ir eljest litt for honom att komma
in pd filosofiska problem utan att han har en aning om
det, och tro, att han fortfarande sysslar med fackveten-
skapliga problem. Det dr nimligen sa, att ett eller flera
filosofiska problem ofta ligga under ett fackvetenskapligt
och komma i dagen, dd man gir pa djupet med det senare.
Och da giller det att kinna till, var fackvetenskapen slutar
och filosofien borjar. Det dr icke fa fackvetenskapsmin,
som rakat lingt in pa filosofiens marker utan att veta om
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det och dir begatt ganska elementira misstag pi grund av
sin obekantskap med filosofien. De som hogljutt forklara
sig ta avstand frin allt vad filosofi heter, ha ndmligen
ofta, for att icke sdga i regeln, mycket bestimda asikter
i filosofiska frigor utan att sjilva vara pi det klara dér-
med. I sjilva verket kan endast den som timligen vil kin-
ner till de filosofiska fragorna, undvika att ta stillning till
dem:.

Varje fackvetenskap har silunda nira beréring med fi-
losofien. D4 man kominer in pd en fackvetenskaps grund-
liggande frigor, dro de filosofiska frigestillningarna
icke ldngt borta. Detta giller icke minst geometrien. Det
torde vara i fi fackvetenskaper, som sanningen av det
ovan sagda si litt kan uppvisas som i geometrien. Jag
nimner hir nigra sddana fragor, som bottna i filosofiska
problem: de geometriska begreppens natur; det geome-
triska bevisets beskaffenhet och dskddningens roll; axio-
mens innebdrd. Min uppgift dr nu forst att gd in nagot
pa dessa och liknande problemstillningar. Det kan natur-
ligtvis endast bli tal om en ytterst summarisk framstiilning.

Jag borjar di med det kanske mest grundliggande av
alla dylika problem: om rummets natur. Vilken beskaffen-
het ha rumsbestimningarna? Aro de verkligen bestim-
ningar hos tingen eller dro de endast nagot, som 27 pa
grund av vir beskaffenhet tilliigga tingen som bestimningar,
under det att dessa alls icke, objektivt sett, ha rumshe-
stimningar? Vi moéta hir ett av de mest betydelsefulla
motsatsparen i filosofien: objektivism — subjektivism. Ob-
jektivism kallas oftare realism, subjektivism pd motsva-
rande sitt idealism eller spiritualism, men dessa termer
villa litt missforstind, varfor jag vill undvika dem. Ob-
jektivisten menar, att rumsbestimningarna dro objektiva,
verkligen tillkomma tingen som bestimningar. Det hir
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bordet s verkligen rektanguldrt eller vilken form det nu
har. Subjektivisten dter menar, att rumsbestimningarna en-
dast dro subjektiva. Tingen ha sjilva icke ramsbestimningar.
Det ir endast min beskaffenhet, som gdr, att jag uppfattar
bordet som rektangulirt eller Sverhuvad taget med nigon
viss form. T sig sjalvt dr bordet icke alls sidant, som jag
uppfattar det.

Den mest bekante foretradaren for en subjektivistisk
uppfattning dr Kant, som menade, att rummet endast ar
en subjektets dskidningsform, ett sitt varpa subjektet upp-
fattar tingen. Han ville bevisa detta genom att uppvisa,
att rumsforestillningarna dro allmingiltiga och nodvin-
diga. Vi maste alltid och nddvindigtvis tinka oss tingen
utrustade med rumsbestimningar. Kants slutsats torde dock
icke vara bindande. Om tingen verkligen dgde rumsbestdm-
ningar, si skulle ju savil allmingiltigheten som nddvin-
digheten av dessa férestillningar ocksd kunna forstas.
Aven i vira dagar finnas representanter for bida dskad-
ningarna. Men jag tror man kan siga, att i den samtida
tilosofien en tydlig objektivistisk tendens gor sig gillande.
Inflytelserika objektivistiska riktningar finnas savil i vart
tand som pi den europeiska kontinenten, i England och i
Amerika. Jag skall nigot nirmare belysa en av de grund-
ligpgande objektivistiska tankegingarna och borjar di med
att ndrmare utféra subjektivismens grundtanke.

For att ta ett konkret exempel, si anser subjektivismen,
att en triangel icke dr nagot annat dn en forestillning hos
det uppfattande subjektet. Denna tanke dr dverhuvud taget
karakteristisk f&r subjektivismen. Det jag uppfattar ir
endast mina forestallningar. »Virlden dr min forestillning»
ir ett bekant slagord, anknytande till titeln pd Schopen-
hauers huvudarbete, Die Welt als Wille und Vorstellung.
En sidan uppfattning f6refaller ocksa naturlig vid narmare
eftertanke. Det dr vdl ndrmast, synes det, nigot alldeles
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sjlvklart, att det jag omedelbart uppfaitar icke 4r nigot
annat 4n mina férestdllningar. Hur skulle det kunna vara
nigot annat? Om jag dverhuvud taget uppfattar nigot, si
miste jag vil ha en férestillning. P4 detta sitt framstar
subjektivismen som npaturlig och littforstaelig.

Hur skall man vil kunna invinda pagot mot denna tan-
kegang och hivda objektivismens riktighet?

Ja, forst miste man gbra en precisering av det anférda.

Att jag miste ha en forestillning, di jag uppfattar na-
got, det dr riktigt och nagot sjilvklart. Men déirmed ar
icke sagt, att det jag uppfattar endast dr min férestillning.
Att jag nu uppfattar papperet framfor mig, forutsitter gi-
vetvis, att jag har en forestillning, men detta innebir icke
nédvindigtvis, att det jag uppfattar endast ir denna min
forestillning. Det kan verkligen vara sa, att det jag upp-
fattar i min forestillning, dr papperet framf6r mig.

Det till synes sjilvkiara i subjektivismen beror salunda
pd en forvixling, Man miste i sjalva verket noga skilja
mellan en férestillning och dess innehill, dess objekt.
Detta dr enligt min mening en av de allra viktigaste di-
stinktioner, som finns. Min férestillning om papperet ir
nigot annat dn denna frestillnings objekt, d. v. s. just
papperet. Och min férestillning om en triangel dr ndgot
annat dn denna fdrestillnings innebdll, d. v. s. begreppet
triangel. Gor man riktigt klart f6r sig, vad denna distink-
tion innebir, si kommer nog objektivismen att framtrida
lika naturlig och sjilvklar som nyss subjektivismen.

I anslutning till det nu anforda kan den objektivistiska
tankegdngen ndrmare utforas som en vederliggning av sub-
jektivismen pi foljande sitt.

Subjektivismen anser silunda, att en triangel endast ir
en forestallning. Men en forestillning dr en forestillning
om ndgot. Om vad dd i detta fall? Siger man, att det ir
om en triangel, som férestdllningen ar en férestallning, si



aterkommer frigan: triangeln skulle ju endast vara en £&-
restillning. Triangeln vore silunda en forestillning om en
forestillning. Men man kan icke bli stdende didr. P4 nytt
méste man friga, vad denna forestillning dr en forestill-
ning om. Och resultatet blir en s. k. odndlig regress (iter-
ging): triangeln vore en forestillning om en forestillning
om en forestillning om en fdrestillning o. s. v. i ofindlig-
het. En sidan regress ir orimlig. Skall man komma ifrin
den, synes enda mdijligheten vara, att man identifierar fore-
stillningen med dess innehdll. Men detta dr ocksi omdj-
ligt. Ty forestillningen och dess objekt iro skilda at, mdste
vara skilda at. Subjektivismens tanke kan alltsd icke vara
riktig.

Om man silunda med objektivismen betraktar dven de
geometriska begreppen sisom objektiva och icke subjek-
tiva, sd dr naturligtvis dirmed icke alla svirigheter Gver-
vunpa. De geometriska begreppen skulle alltsd vara nigot
objektivt, nagot av mig oberoende. De miaste di uppfatias
som nagot verkligt. Och hiir stills vi infér nya svirigheter.
De geometriska begreppens verklighet synes ju i varje fall
icke vara av samma slag som andra verkligheter.

I minga objektivistiska teorier skiljer man mellan tre
olika slag av verklighet. Det forsta slaget dir medvetenhets-
fakta, t. ex. forestiliningar och andra psykiska fSreteelser.
Det andra slaget utgbres av de fysiska foremilen,
t. ex. detta bord och andra yttre ting. Och det tredje
slaget betecknas ofta som ideala féremdl, t. ex. trianglar,
citklar o. 5. v.

Vi tangera hir ett av de svéraste filosofiska problemen
Gverhuvudtaget, nimligen verklighetsproblemet. Vad inne-
bdr det, att nigot dr verkligt? Lit mig genast forklara,
att jag icke kinner till nigon tillfredsstillande teori hér-
om. Vi fi ndja oss med att uppstilla problemet, ehuru vi
sedan bli stiende infor det. Mojligen kan man framhilla,
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att de tre slagen av verklighet i grund och botten icke dro
principiellt skilda at. Bordet t. ex. karakteriseras genom
sina  bestimningar, t. ex. rumsbestimningar, fargbe-
stimningar o. s. v. Dessa bestamningar dro begreppsbe-
stimningar, och bordets verklighet hinger sdlunda intimt
samman med verkligheten hos dessa begrepp. De geome-
triska begreppens verklighet utgbr endast ett specialfall av
begreppens verklighet éverhuvudtaget.

Hir fa vi dock gora halt. Mycket langre har, savitt
jag kan se, icke ndgon verklighetsteori kommit. Vi ha dock
vonnit ndgot med utredningen. De geometriska begreppen
synas icke kunna vara nigot subjektivt, nigot psykiskt,
forestillningar, tanketing i denna betydelse. De synas vara
nigot objektivt, men frigan om deras nirmare beskaffen-
het fa vi limna dédrhdn. De vunna resultaten dro betydelse-
fulla nog, som vi skola se. De ha betydelse bade i friga
om vissa problem rdrande de geometriska begreppen och
rorande de geometriska satserna.

Som subjektivismens grundare brukar framhiéllas Car-
tesius, dven om han icke konsekvent genomférde sina sub-
jektivistiska utgingspunkter. I fraga om de geometriska
begreppen intar han emelertid i det hela en klart objek-
tivistisk instillning. I sina Meditationer (femte meditatio-
nen) siger han:

»Jag forestiller mig en triangel, ehuru en sidan figur
kanske icke cxisterar och aldrig har existerat ndgonstides
tvirlden annat dn i min tanke. Icke desto mindre har denna
figur en viss natur eller form eller bestimd viisentlig egen-
skap, som ir evig och of6rinderlig och som jag icke har upp-
funnit och som pa intet sitt beror av mitt medvetande. Detta
ar uppenbart, emedan jag kan bevisa skilda egenskaper
hos triangeln, t. ex. att dess tre inre vinklar tillsammans
aro lika med tv3 rita vinklar, att den stirsta vinkeln stir
emot den stOrsta sidan o. s. v. Antingen jag vill eller icke,
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si inser jag klart och tydligt, att dessa egenskaper finnas
i triangeln, ehuru jag aldrig tinkt pd dem fdrut och dven
om detta skulle vara forsta gingen jag forestiller mig en
triangel. Icke desto mindre kan ingen siga, att jag upp-
finner eller endast forestiller mig dem.»

1 samtidens matematik ir subjektivismen starkt repre-
senterad, frimst i forening med empiristiska tankegingar,
vartill vi skola Aterkomma. Det finns emellertid ocksi
kiinda matematiker, som féretrida utpriglat objektivis-
tiska uppfattningar. Som exempe! mi nimnas G. H.
Hardy:

»I believe that mathematical reality lies outside us, that
our function is to discover or observe it, and that the
theorems which we prove, and which we describe grandilo-
quently as our ‘creations’, are simply our notes of our ob-
servations. This view has been held, in one form or an-
other, by many pluiosophcrs of high reputation from
Plato onwards . . »*

Vi komma nu &ver till frigan om de geometriska grund-
begreppen och deras definitioner.

Ett begrepp definieras ju med tillhjilp av andra begrepp,
som 1 sin tur mojligen kunna definieras och di med till-
hjilp av iter andra begrepp. Pd detta sitt kan man na-
turligtvis icke fortsitta i odndlighet. Man mdste utgd frin
nagra grundbegrepp, som limnas odefinierade.

Nirmast synas ju geometriens grundbegrepp vara be-
greppen punkt, linje och yta. Man har dock sokt definiera
de bida senare med tillhjilp av det forst nimnda. Be
greppet punkt skulle di vara det enda odefinierade grund-
begreppet i gcometrien. En linje och en yta skulle vara
sammanfattningen av de punkter, som uppfylla vissa vill-

* Citerat efter E. T. Bell, The Magic of Numbers, 1946.
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kor. P4 detta sitt karakteriseras som bekant linjer och
ytor i matematiken. Jag erinrar om den definition av be-
greppet cirkel, som finns redan hos Luklides. Sidana de-
finitioner dro dock inga definitioner i egentlig mening,
En linje eller en yta 4r icke en samling punkter. Matema-
tikens behandling av allminna linjer och ytor visar i
sjdlva verket, att det 1 grund och botten icke ir dessa all-
minna geometriska bildningar, som goras till féremal f&r
behandling, utan i stillet endast punkter, som uppfylla
vissa villkor. Jag dterkommer nedan till dessa forhallan-
den.

Man har emellertid dven sokt definiera begreppet linje
med tillhjalp av begreppet yta, begreppet punkt med till-
hjilp av begreppen linje och yta. En linje skulle da vara
skirningen mellan tva ytor, en punkt skirningen mellan
tvi linjer, Aven dessa definitionsforsok aro forfelade. D3
t. ex. en punkt dr tinkt, behover man icke tinka nigra lin-
jer. Jag skulle behdva gi in ndgot nidrmare hdrpi, men
utrymmet tilliter det icke. Intresserade hinvisas till den
utredning jag limnat { minnesskriften till Adolf Phalén. 1
sjalva verket torde man icke kunna definiera nigra av
begreppen punkt, linje och yta med tillhjilp av de
OVIlgﬂ.

Emellertid synas dessa begrepp dock icke vara geome-
triens grundbegrepp. I det nyss ndmnda arbetet har jag
sokt visa, att geometrien i sjalva verket aldrig sysslar med
begreppen allminna linjer och ytor utan endast med grund-
begreppen punkt, rit linje och plan. P4 bevisen for att si
forhdller sig, kan jag icke hidr gi in. Jag fir ndja mig
med att antyda grundtanken. Skulle geometrien syssla med
allminna linjer och ytor, si mdste axiomens antal vara
obegrinsat. Gir man igenom matematikens olika grenar,
si finner man ocks, att det i sjilva verket alltid 4r punk-
ter, rdta linjer och plan, som behandlas. For ytterligare
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belysning av denna tanke fir jag hinvisa till det nyss an-
forda arbetet.

Nu har man sokt definiera dven grundbegreppen rit
linje och plan, vilket emellertid torde vara forfelat dven
det. Tyvirr fir jag fiven hir noja mig med att hinvisa till
det nyss angivna arbetet. S& vitt jag vet, torde det kunna
sigas vara en genomgiende uppfatining i nutida matema-
tik, att begreppen punkt, rit linje och plan icke kunna de-
finieras, alltsd icke kunna dterféras pi nigra andra be-
grepp. De uppfattas dérfér allmint som de odefinierbara
grundbegreppen inom geometrien.

Emellertid miste har uttryckligen betonas, att man icke
far tro, att de geometriska grundbegreppen dro nigot obe-
stamt, darfor att de icke kunna definieras — en mycket
vanlig tanke. Slutsatsen dr for det forsta felaktig, di den
icke foljer av premisserna. Om ett begrepp icke kan de-
finieras, sd innebir icke detta, att det icke dr bestimt. For
det andra ir sjilva tanken oriktig. Vore det sd, att begrep-
pen punkt, rit linje och plan vore obestimda, si skulle
ddrav folja, att av dem sammansatta begrepp, stricka, tri-
angel, manghorning o. s. v. vore obestimda. Dirmed skulle
hela geometrien i sjilva verket bli nigot obestimt. Tanken
ar darfér orimlig. Utifrin en objektivistisk dskidning kan
man pd dnnu ett sitt motivera detta, Enligt de objekti-
vistiska tankeriktningarna dro de geometriska begreppen
nigot objektivt. Dirav foljer di, att de mdste vara be-
stimda. Vore de icke det, si skulle vi ha den orimliga tan-
ken, att verkligheten sjilv vore objektive obestimd.

Under alla omstindigheter maste man sdlunda fastsla,
att de geometriska grundbegreppen liksom alla geome-
triska begrepp miste vara bestimda begrepp. De kunna
pd intet sitt sigas vara obestimda, dirfor att de icke
kunna definieras. Till obestimdhet i en annan mening
hos geometriska begrepp dterkomma vi.
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Innan vi limna de geometriska begreppen, skall jag
nimna ndgot om en empiristisk uppfattning av dessa be-
Brepp-

Empirism ir en kunskapsteoretisk uppfattning, som
schematiskt kan karakteriseras sa, att kunskap uppstir ge-
nom att de ytire tingen paverka kunskapssubjektet. All
kunskap ernds genom erfarenheten. Inom empirismen fin-
nas en mingd olika riktningar, som avvika mer eller
mindre frin varandra. Ej heller inom geometrien dr dir-
for empirismen ndgon enhetlig riktning. Vissa tankar dro
dock mycket vanliga.

Sa t. ex. uppfattas ofta de geometriska begreppen sdsom
erhdllna ur de fysiska kropparna genom en abstraktions-
process. Dirfdr dr geometrien beroende av att det finns
fasta kroppar. I en virld, ddr sidana kroppar saknades,
skulle ingen geometri kunna finnas. Hirmed menar man
di icke blott, att sysslandet med de fasta kropparna i rent
psykologiskt hidnseende fdranlett geometriens uppkomst,
vilket vil torde vara riktigt. Utan man menar, att geome-
trien rent logiskt sett skulle abstraheras ur de fasta krop-
parnas virld. I sd fall skulle de geometriska begreppen,
punkt, rit linje, cirkel o. s. v, ingd i de fasta kropparna.
Men detta fornekar man 4 andra sidan. Det finns i sjilva
verket inga absolut fasta kroppar, menar man. Aven de
fasta kropparna dro endast abstraktioner ur den fysiska
verkligheten. Men da kunna icke de geometriska begrep-
pen erhillas genom abstraktion, nir de icke finnas i de
fasta kropparnas virld. Ej heller kan man i denna situa-
tion hjilpa sig genom att siga, att de geometriska begrep-
pen visserligen icke ingd i kropparna men dock approxi-
mativt dro till finnandes hos dem. Ty om de icke finnas
ddr, kunna de aldrig genom en abstraktionsprocess utvin-
nas ur dem. Empiristiska tankegingar av denna typ iro
silunda icke-sammanhingande och dirfér ohillbara.

™
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Jag nimnde nyss, att de fasta kropparna troligen, psy-
kologiskt sett, givit upphov till geometrien. Detta forhal-
lande bér utnyttjas vid den elementira geometriundervis-
ningen. Fore den systematiska undervisningen bdra ldr-
jungarna, sdsom realskolans undervisningsplan ocksi fore-
skriver, vid en férberedande kurs i geometri icke blott g&-
ras fortrogna med passare, linjal, gradskiva m. m. utan
ocksd givas ett visst mitt av geometriskt vetande, som se-
dan vid den systematiska undervisningen skall ordnas till
ett logiskt sammanhingande system.

Nu bar man framstillt den uppfattningen, att den for-
beredande geometriundervisningen, som maste vara empi-
risk, och den systematiska gecmetriundervisningen, som
miste vara deduktiv, skulle vara fundamentalt skilda. De
skulle ha olika objekt: den empiriska geometrien skulle till
féremal ha icke de geometriska begreppen utan de med
krita eller blyerts ritade figurerna, d. v. s. fysiska kroppar.
Den empiriska geometrien skulle da i sjilva verket icke
vara geometri utan fysik. Denna uppfattning anser jag vara
felaktig. Bide den empiriska och den deduktiva geome-
trien ha samma objekt: rummet och rumsbegreppen. En-
dast metoderna dro olika. Da man t den empiriska geo-
metrien ritar en triangel med krita ellex blyerts eller klip-
per en triangel av papper och sedan miter med gradskiva
eller viker figuren och pa si sitt bestimmer triangelns
vinkelsumma, si giller detta resultat de geometriska fot-
hallandena, eburn bevisféringen ar bristfillig frin logisk
synpunkt.

Till den forberedande geometriundervisningen skola vi
aterkomma.
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2. De geometriska satserna

Av stdrsta betydelse f6r geometriens kunskapsteori dr
en undersbkning av det geometriska beviset. Vi skola se,
vilka olika element som ingd i ett sidant, och vilja som
exempel Euklides’ bevis for vinkelsumman i en triangel.

Man har dé en triangel vilken som helst. Dirjimte har
man en konstruktionslinje: en linje genom ett horn pa-
rallell med den motstaende sidan. Enligt satsen om alter-
natvinklar respektive likbeligna vinklar vid parallella lin-
jer erhdller man da den sats, som skulle bevisas.

I det geometriska beviset har man alltsd tvd olika be-
stindsdelar: dels vissa geometriska bildningar, om vilka
man utsiger nigot, dels vissa geometriska satser. Till de
forra, de geometriska begrepp som ingi och deras roll for
beviset, skola vi dterkomma. De senare, de geometriska
satser som ingd och som #dro omddmen, skola vi nu nagot
utférligare behandla.

De i beviset ingdende satserna kunna kanske i sin tur
bevisas. Men lika litet som man kan fortsitta i oindlighet
att definiera allt enklare begrepp, lika litet kan man fort-
sitta i odndlighet och bevisa allt mer grundliggande sat-
ser. Man mdste stanna infor vissa satser, som icke bevisas
utan som tagas till utpingspunkter for geometrien. De ut-
gora geometriens axiom. Om deras allminna beskaffen-
het rider en mingd olika uppfattningar. I mitt tidigare
omnimnda arbete har jag undersokt de viktigaste. Hir kan
jag till behandling upptaga endast de mest betydelsefulla.
Jag skall gora det i anslutning till tvi uppfattningar, en
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empiristisk uppfattning av axiomen och den s. k. axiomati-
ken. Dirmed ir icke sagt, att dessa bida uppfatiningar
skulle vara oférenliga. Tvirtom finns det dskddningar, som
{érena dem mer eller mindre. Det dr 1 allminhet sa, att
de mingskiftande uppfattningarna om axiomens natut
kombineras pd en mingd olika sitt. Hir kommer det ju
emellertid icke an pa att undersbka vissa konkret forelig-
gande iskidningar. Dirfor kunna vi isolera de viktigaste
tankarna och undersdka dem var for sig.

Som sagt finns en empiristisk tankeging dven betrif-
fande de geometriska axiomen liksom betriffande de geo-
metriska begreppen, sisom tidigare omnimndes. Axiomen
skola verifieras genom den fysikaliska erfarenheten. Ofta
f5rbindes denna tanke med en tanke, som senare skall be-
handlas, nimligen att geometrien ir en rent logisk tanke-
byggnad, som kan uppstillas utan hinsyn till verkligheten
och till frigan om sanning och falskhet. Sedan far man
genom erfarenheten experimentellt unders6ka, om tanke-
byggnaden dr riktig eller icke, om den giller i verklighe-
ten eller icke. I allminhet giller frigan paralleliaxiomet
och ddrmed fragan, huruvida den euklidiska eller nigon
av de icke-euklidiska geometrierna dr den 1 verkligheten
giltiga. Och den experimentella verifikationen giller da i
allminhet triangelns vinkelsumma. Ar denna tvd rita, si
giller den euklidiska geometrien; dr den storre eller mindre
dn tvd rita, s3 giller den elliptiska respektive den hyper-
boliska geometrien. Betriffande dessa forhallanden far
jag hdnvisa till mitt i férordet angivna populdrvetenskap-
liga arbete om icke-cuklidisk geometri.

Ett dylikt experiment synes mig emellertid icke kunna
verifiera, vad man avser att verifiera. Avgrande synes mig
namligen vara, att man som fGrutsittning for experimentet
miste gbra vissa antaganden i geometriskt hinseende om
vissa fysikaliska forhillanden. Hur erhdller man t. ex. vid

18



experimenten en riit linje? Vanligen genom en ljusstrile. Och
da maste man férutsdtta, att [jusstrilens bana ir en rit linje.
Om man d& som resultat av mitningen skulle fa, att tri-
angelns vinkelsumma ir t. ex. mindre dn tva rita, hur har
man att tolka detta? Ja, antingen i enlighet med den ovan an-
tydda teorien pd s sitt, att det dr den hyperboliska geo-
metrien, som giller i vetkligheten. Eller ocksa helt enkelt
pd si sitt, att den nyss angivna forutsittningen betrif-
fande ljusets bana dr falsk: denna bana zr icke en rét linje
utan ndgon kurva. Logiskt sett dr den senare tolkningen
lika berittigad som den forra. Man kan salunda aldrig
hiivda, att experimentet limnar ett avgérande bevis for
att ett visst axiom giller eller icke. Men vilketdera tolk-
ningssittet dr enklast och naturligast? Jag tvekar icke att
siga, att det dr det sistniimnda, alltsi att experimentet
utsger nagot om ljusets bana. Finns det dessutom ndgot
som helst stod fdr antagandet, att ljuset foljer en rit linje?
Nigot experimentellt stéd finns ju icke under den angivna
forutsittningen.

I sjilva verket torde man enligt min mening kunna ga
lingre och hivda, att geometrien i stillet for att kunna
verifieras genom experiment tvirtom ir en fdrutsittning
for fysiken och for mitinstrumenten. Detta dr emellertid
icke visentligt for att man skall kunna inse det ohilbara
i den empiristiska tanken pi axiomens verifikation genom
den fysikaliska erfarenheten.

Den s. k. axiomatiken, vars frimste representant ir
Hilbert, anknyter till den moderna logiken och utgér i
sjilva verket en viktig utveckling inom denna. Andamilet
med densamma torde kunna formuleras p3 foljande sitt:
Att inom ett visst omride (t. ex. geometrien) uppstilla
ett system av satser (axiom), som iro nodvindiga och
tillfickliga, for att systemet skall gilla endast for en viss
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grupp (resp. vissa grupper) av begrepp (i friga om geo-
metrien de geometriska grundbegreppen punkt, rit linje
och plan samt deras relationer: ligga pa, g genom, ligga
mellan, kongruent, parallell och kontinuertig).

En sats om vissa begrepp och relationer kan i vissa fall
gilla om andra begrepp och relationer. Detsamma kan
gilla om en grupp satser. Men ju fler av varandra obero-
ende satser man anger om begreppen och rclationerna,
desto mer begrinsas mojligheterna att satserna skola gilla
dven om andra begrepp och relationei. Skulle man vilja
stilla sig uppgiften att formulera de av varandra obero-
ende axiom, som idro pi ¢n ging nddvindiga och tillrack-
liga, f8r att de skola gilla endast for de begrepp man ut-
gatt frin, s& finner man, att uppgiften ir orimlig. Det
finns ocksd andra begrepp, f6r vilka axiomen gilla.

Hilberts berémda axiomsystem torde utan gensdgelse
vara det f6tndmsta axiomsystemet for den cuklidiska geo-
metrien frin matematisk synpunkt. Som jag ser saken, dr
det frimst tvi anledningar hirtill: det ansluter sig ndr-
mast till Euklides’ ldrobyggnad, och dess karaktir av ett
formalistiskt system por, att det omedelbart kan anvindas
pa andra begreppskomplex dn punkt, rit linje och plan.

Det ir att mirka, att axiomatiken icke dr en kunskaps-
teoretisk teori. Detsamma gédller dverhuvudtaget den mo-
derna logiken. Man kan i vetenskapernas utveckling iakt-
taga en intressant fOreteelse betriffande filosofien och
fackvetenskaperna. Under tidernas lopp har den ena
fackvetenskapen efter den andra avskilts frin filosofien.
I dldsta tid var filosofi detsamma som vetenskap &verhu-
vudtaget. Redan tidigt avskildes matematik, naturveten-
skaper, historiska vetenskaper och sprikvetenskap. Under
senare delen av 1800-talet avskildes psykologien som
fackvetenskap, och i vir egen tid har nu logiken avskilts.
Filosofi har dirigenom alltmera kommit att bli enbart
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kunskapsteori och allmin vetenskapslira. Axiomatiken &t
en abstrakt logisk teori for geometrien, men den utgor
ingen kunskapsteoretisk teori for densamma.

Ehuru jag anser Hilberts axiomsystem vara det for-
namsta frin rent matematisk synpunkt, anser jag det icke
vara i ofrindrat skick det limpligaste frin kunskaps-
teoretisk synpunkt och framfér allt icke frin pedagogisk
synpunkt, di det galler den elementdra geometrien. Jag
skall senare komma niirmare in hidrpd. Forst skall jag
fortsitta framstillningen av dsikterna om axiomens natur
ach skall d& nirmast belysa ctt par uppfattnmgar som jag
tror har sin rot — eller i varje fall en av sina rdtter — 1
missuppfattningar av axiomatiken.

Axiomen uppfattas stundom sisom forklddda defimi-
tioner, Forst genom ett system axiom skulle grundbegrep-
pen bli bestimda. Denna tanke dr emellertid felaktig. Om
grundbegreppen icke dro pi forhand bestimda, kunna de
omdjligt bli bestimda genom ett system av axiom, som
skall gilla om dem. Fér ett nirmare utférande harav far
jag hinvisa till mitt flera ganger citerade arbete i minnes-
skriften till Phalén. Jag kan med desto stérre skil néia
mig med att gora det, som man kan uppvisa tankens ohéll-
barhet redan genom en hinvisning till att axiomen fak-
tiskt icke bestimma grundbegreppen entydigt. Hilberts
axtiomsystem giller som bekant dven £6r andra grundbe-
grepp @n punkt, rit linje och plan.

Om man forsoker forstd, hur en dylik tanke har kunnat
uppsta, synes man kunna hinvisa defs till det forhallan-
det, att de geometriska grundbegreppen icke kunna i egent-
lig mening definieras, dels till det forhiillandet, att ju fler
axiom man antar, desto mer begrinsas méjligheten att
vilja grundbegreppen. P4 si sidtt kan man forstd, hur
denna i och for sig ohillbara tanke kan ha uppstitt.
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Annu vanligare dr tanken, att axiomsystemet endast dr
ett tomt formelsystem, ett system av omddmesschemata.
Det som systemet skall gilla om, anses da vara nigot obe-
stimt. De geometriska grundbegreppen iro icke bestimda.
Att en sidan uwppfattning sammanhinger de/s med att de
grundliggande begreppen icke kunna definieras, dels med
att systemet galler £6r olika val av grundbegrepp, torde
ligga i &ppen dag.

Redan i forra kapitlet framholl jag, att man icke fir
forviixla ett begrepps odefiniesbarhet och dess obestimd-
het. Det senare miste skarpt skiljas fran det férra. Ett be-
grepps obestimdhet foljer icke av dess odefinierbarhet.
Overhuvudtaget miste de geometriska grundbegreppen
vara bestimda.

Man torde ocksid kunna havda, att ett dlot och bart
tomt formelsystem saknar varje innehill och icke kan upp-
stallas.

Tag t. ex. Hilberts forsta axiom: »Tvid fran varandra
skilda punkter bestimma alltid en rit linje.» Om hér ter-
merna »punkt» och »rit linje» samt relationen »bestdimmas
icke skola ha bestimd inneb&rd, sd saknar satsen varje
mening. Till dessa termer fi ndmligen da icke knytas nigra
bestimda forestdllningar. Man borde di helst benimna
dem med neutrala namn. Lit oss i stillet £6r »punkt» an-
viinda termen »ting av slaget x», i stillet fér »bestimmas
termen »relation av slaget y» ach i stillet fir »rit linjes
termen »ting av slaget z», dir silunda x, y och z dro for
oss fullkomligt obekanta. Axiomet skulle di Iyda: »Tvi
ting av slaget x std alltid i en relation av slaget y till ett
ting av slaget z». Hir torde da klart framtrida, att en dy-
lik tom formel dr si uttunnad, att den i sjilva verket sak-
nar varje innehall.

Man kanske hir ville invinda: med detta resonemang
skulle man emellertid dven ha visat, att . ex. ett ekva-
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tionssystem, innehéllande x, y och z, vore utan varje in-
nehill, innan man kinde virdena pd de obekanta, Och
detta kan vil icke vara riktigt? Naturligtvis icke! Men
det dr en visentlig skillnad mellan de bida fallen. I friga
om ett ckvationssysten vet man dock, att de obekanta iro
tal och att de inglende tecknen (|-, — == 0. 5. v.) ha
vissa bestimda betydelser. Full analogi skulle man fa, om
man inte ens visste, att x, y och z vore tal och att +, —,
— hade nigon bestimd mening. D4 vore ocksd ekvations-
systemet utan varje mening. Emellestid foreligger dven vid
ett vanligt ekvationssystem, liksom f. 6. dven i andra de-
lar av matematiken, en viss filosofisk svarighet, nimligen
den s. k. ofullstindiga uppfattningen, som vi skola ater-
komma till.

Axiomatikens axiomsystem ¢ emellertid icke blott och
bart ett tomt formelsystem, emedan det galler for och dr
uppstdllt for grundbegreppen punkt, rit linje och plan.
For ndrmare belysning hirav nddgas jag pi nytt hinvisa
till det forut angivna arbetet.

I samband med nyss behandlade uppfattning bér nam-
nas den vanliga och viktiga tanke, som uttryckes med att
axiomen benidmnas postzlat. Man menar sig kunna helt
bortse fran huruvida axiomen iro sanna eller icke. Man
endast postulerar dem. En kiind variant av denna tanke
dr Poincarés uppfattning av axiomen sisom &verenskom-
melser, konventioner. Att friga efter axiomens (och dir-
med geomeiriens) sanning, saknar mening.

Innan vi gd in pa en undersdkning av denna tanke, skola
vi se den i dess psykologiska sammanhang. Man kan friga
sig, bur man kan komma fram till en uppfattning, som
forefaller vara si egendomlig. Bidragande kan sikerligen
vara den fbrut ndmnda uppfattningen av axiomatikens
axiomsystem som ett tomt formelsystem. Om det icke ir
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bestimt, vilka de ingdende grundbegreppen och relatio-
netna iro, si synes det likasd vara ovisentligt, om syste-
met ager giltighet eller icke. Det forefaller mig dock, som
om den viktigaste férklaringsgrunden vore tanken pa s. k.
formedlad sanning.

Det ir en icke ovanlig uppfattning, att en sats, som bevisas,
fir sin sanning genom premisserna. Innan en sats bevi-
sats, dr det icke blott si, att man icke vet, om den ir sann.
Den dr icke heller sann, utan fir sin sanning genom pre-
misserna. Denna tanke ir dock ohillbar. Premisserna
skulle da fa sin sanning genom att bevisas. Innan premis-
serna fitt sin sanning genom nya premisser, ir silunda den
forsta satsen icke sann. Da dessa premisser i sin tur f4 sin
sanning genom nya premisser, fA vi en oidndlig regress,
som visar tankens ohallbarhet. Om man skall kunna undga
den oiindliga regressen, maste man antaga nigra satser,
som dro i sig sanna. Dessa ha silunda sin sanning icke ge-
nom ndgra andra satser utan genom sig sjilva. De dro
sj@lvklara satser, som man siger. Detta ar emellertid ock-
sd orimligt. Savitt jag vet, hivdas numera icke av nagon
tanken pi axiomen sisom sjilvkiara satser.

Ur det nyssndmnda dilemmat finns det, forefaller det,
dnnu en utvig: att helt bortse frin axiomens sanning och
falskhet. Axiomen dro varken sanna eller falska. De satser
man hirleder av dem, Zro silunda likasi varken sanna
eller falska. De 4ro endast konsekvenser av axiomen.

Emellertid dr det s, att ett omdome icke kan falla
utanfdr fragan om sanning och falskhet. Om varje omdéme
giller, att det antingen dr sant eller falskt. Det édr rent
av det for omdomet karakteristiska. Man kan visserligen
i vissa fall tillfilligtvis bortse frin om ett omdodme ir sant
eller falskt. Mcn dven ett sidant omddme 4r dock antingen
sant eller falskt.

Man kan belysa detta genom att vilja ett omddme vil-
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ket som helst. Om man filler omdGmet: »Det regnade i
Stockholm den 7 juli 1946», si 4r det antingen sant eller
falskt. Antingen foll det regn eller ocksa foll det icke
regn pa denna plats. Antingen det ena eller det andra
giller. Visserligen kan jag bortse frin sanningen eller
falskheten, t. ex. om omdOmet stir att lisa i en novell.
Det kan di vara utan intresse, om det dr sant eller icke.
Men dven i detta fall miste det dock antingen vara sant
eller falskt,

Dirfor dr det en felaktig uppfattning att antaga axio-
men falla utanfor frigan om sanning och falskhet. Axio-
men maste uppfattas som sanna satser, gallande om be-

stamda grandbegrepp.

Den kursiverade satsen 4r, som jag ser saken, en av
de allra viktigaste om axiomen frin kunskapsteoretisk
synpunkt. Den dr t. ex. av fundamental vikt, dd det giller
tolkningen av de s. k. icke-euklidiska geometrierna. Jag vill
nimna ett par ord hirom.’

Man kan genom att ersitta parallellaxiomet med andra
liknande satser uppbygga tvd med den euklidiska geome-
trien analoga geometrier, den hyperboliska och den ellip-
tiska geometrien. T den forra ersittes parallellaxiomet med
satsen »genom en punkt utanfor en it linje gdr mer 4n en
rit linje, som icke skiir den f&rras. I den elliptiska geome-
trien ersittes parallellaxiomet med satsen: »genom en
punkt utanfdr en rdt linje gir icke nigon rit linje, som icke
skir den férra». I den hyperboliska geometrien ir di vin-
kelsumman i en triangel mindre in tva rita; i den elliptiska
geometrien ater dr nimnda summa stérre in tvd rita.

Nir det nu giller den logiska innebdrden av dessa geo-
metrier, dr det av yttersta vikt att fasthilla vid att de geo-

! For utfsrligare redogdrelse for dessa geometrier fir jag hinvisa till
mitt tidigare anférda arbete om den icke-enklidiska geometrien.
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metriska grundbegreppen dro bestimda begrepp och att
de geometriska axiomen dro sanna satser. Om begreppen
punkt, rit linje och plan (i vanlig mening) kan di endast
gilla en av de ovan nimnda tre mojligheterna. Antingen
ar t. ex. en triangels vinkelsumma tva rita eller ocksd ir
den stérre eller mindre. Man kanske kan sigas i viss man
ha fritt val, men man maste bestamma sig for ettdera. En
triangels vinkelsumma kan icke pi en ging vara sivil
tvd rita som icke tvd rita. Det dr precis lika omdjligt som
att en triangel skulle pd en ging sivil ha som icke ha en
rit vinkel. Och i valet mellan de tre mojligheterna torde
ingen tvekan kunna gbra sig gillande. Om de geome-
triska grundbegreppen punkt, riit linje och plan (ivanlig me-
ning) giller dirfor utan tvivel den euklidiska geometrien.
Och de icke-euklidiska geometrierna miste gilla om andra
grundbegrepp dn punkt, rit linje och plan (i vanlig mening).
Det dr att mirka, att sivil de fysikaliska tillimpningarna
av de icke-cuklidiska geometrierna som de matematiska
systemen bli oforindrade och opdverkade av den anforda
uppfattningen utom i avseende pd den logiska tolkningen.
Om fysiken skulle finna, att det 4r en hyperbolisk geo-
metri, som giller for makrokosmos, sd innebir detta en-
dast en utsaga om ljusets bana. Det ir ljusets bana, som
dr krokt, icke den rita linjen. Vill man anvinda termen
»rit linje» for den rdta linjens motsvarighet, si mi man
gbra det, men man bor ha klart for sig, att det icke ir
den rita linjen i vanlig mening man talar om. Mycken
oklarthet har villats av att man icke klart skilt mellan
den matematiska terminologien och dess reala innehall.
Jag vill hir ndmna nigot om en invdndning, som kan
goras mot den nimnda tolkningen av de icke-euklidiska
geometricina, Man siger: Lat vara att de icke-euklidiska
geometrierna kunna representeras som geometrier med
andra grundbegrepp dn den cuklidiska. Men detta hind-
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rar icke, att de kunna forverkligas i andra rum dn »varts
s. k. euklidiska rum. Visserligen kunna vi icke ha nigon
askidlig uppfattning av dessa rum, men de kunna dock
finnas. Och de icke-euklidiska geometrierna visa, att vi
ocksd kunna tinka oss sidana rum.

Man miste dock ha klart for sig, att geometrien syss-
lar med bildningar i »vart» ram. Endast sidana bildningar
dro ju geometriska. Andra rum 4n »virts borde di kunna
laimnas ddrhin,

Vidare bor man observera, att vi ingenting veta om
dessa andra rum. Det dr silunda absolut utan mening
att kalla en geometrisk bildning i ett sidant rum for
»rat linje».

Fantasier om andra rum in »vdrts kunna vara mycket
fingslande liksom en fantastisk roman kan vara det, men
man maste ha klart for sig, att de icke hora hemma inom
vetenskapen.

Inom sdval axiomatiken som andra riktningar forefin-
nes uppfattningen, att axiomen #ro dskddningsjakia.
Axiomen himtas ur askddningen, didrmed ar askddningens
toll utspelad. Geometrien uppbygges sedan srent logiskt»
pa axiomen utan dskddningens medverkan.

Termen askadning dr flertydig. I allmidnhet torde ter-
men i forevarande sammanhang betyda rumsuppfattning.
Enligt den angivna meningen skulle alltsd konkreta rums-
uppfattningar behiva realiseras endast av det i axiomen
utsagda men icke i dvrigt.

Tidigare har betonats, att i ett geometriskt bevis ingd
dels en uppfaitning av en geometrisk bildning, dels om-
démen hirom. Dessa omddmen, de geometriska satserna,
kunna i sista hand dterféras pd axiomen. Men det fdrra,
mmsuppfattningarna, dr ocksd ett nédvindigt moment i
det geometriska beviset. Enligt min mening kan silunda
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geometrien icke frigdras frin dskadningen. Geometrien
har rummet till féremal f6r sin forskning. Utan att man
realiserar rumsférestillningar kan ett geometriskt bevis
dverhuvudtaget icke foras. Om man ville ur ett geome-
triskt bevis ta bort rumsforestillningarna, sa bleve det icke
lingre geometri,

Diremot ir det kiart, att de slutledningar ett geome-
triskt bevis innehdller, miste vara dven formellt riktiga,
d. v. s. varje omdome, som icke dr ett axiom, skall er-
hillas som slutsats med andra omdémen som premisser.
I sista hand skola alltsi omddmena aterforas pa axiomen
sisom geometriens yttersta forutsittningar av omddmes-
karaktar. Man fér alltsd icke »stddja sig pa figuren», om
man dirmed pa ett oberittigat sitt infér nigot nytt om-
déme. Diremot icke blott fdr utan maiste man i den me-
ningen stddja sig pd figuren, att man realiserar uppfatt-
ningar av den geometriska bildning, som beviset handiar
om. Men alla ingdende omdomen om figuren maste noga
redovisas, sd att man icke smusslar in nagot.

Om det dr riktigt, som jag hir £6rsokt pavisa, att gec-
metrien sysslar med rummet och rumsbildningar, kan det
torefalla ytterst egendomligt, att man sokt frigéra geome-
trien frin rumsdskidningen. Det torde (sasom G. Oxen-
stierna framhallit) bero pd en fSrviixling av rummet sdsom
foremal for geometrien & ena sidan och rumsférestillning-
arna, rumsiskadningen sisom bevisgrund & den andra. Att
man vid geometrisk bevisfdring icke fir bygga pa askid-
ningen, dr klart. Dirav drages dd pa grund av den nimnda
forvixlingen den felaktiga slutsatsen, att geometrien miste
helt frigoras frin dskidningen.

Betriffande de grundliggande kunskapsteoretiska sat-
serna om axiomen har jag nu blott att ndmna nidgot om de
s. k. allminna storhetsaxiomen. Dessa behandlas ofta pi
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samma sitt som de geometriska axiomen, men &ro av helt
annan natur. Jag uppfattar dem som tautologiska satser om
storheter i allminhet. De anvindas icke som premisser vid
de geometriska bevisen utan innebira i sjilva verket en-
dast, att man vid beviset tinker konsekvent. De anvindas
salanda pid samma satt som logikens regler. Det vore gi-
vetvis av intresse att undersbka dven dessa axiom, nagot
som dock torde ha storre virde f6r andra omraden av ma-
tematiken dn geometrien.

Frigan dr nu, huruvida dessa allminna storhetsaxiom
skola explicit formuleras eller endast implicit anviindas.
Det ir i sjilva verket en rent pedagogisk friga. Fran logisk
synpunkt dr det icke nddvindigt att ha dem med. Men
framstillningen av ett bevis synes mig bli mera lattfo:-
stzelig, om storhetsaxiomen uttryckligen aberopas. Jag an-
ser salunda tillrickliga pedagogiska skil férelipga for att
medtaga storhetsaxiomen i en elementir framstillning av
geometrien. Hirtill skola vi dterkomma.

Utifrdn den principiella standpunkt, som ovan skisse-
rats, har jag sokt fa fram det system av geometriska axiom,
som ir nddvindigt och tillriickligt. Jag har allts forut-
satt de geometriska grundbegreppen punkt, rat linje och
plan samt de behévliga relationerna mellan dessa och har
sedan utifrin Hilberts axiomsystem sokt uppstilla de be-
hovliga rent geometriska axiomen. For detaljer far jag hin-
visa till ifragavarande underskning (se férordet). Av kun-
skapsteoretiskt intresse torde ytterligare ett par foérhillan-
den vara, som jag skall nimna nigot om.

Det ena giller kongruensldran. Euklides bygger som be-
kant kongruensliran pa figurers tickande av varandra. Dir-
med antages implicit den allminna satsen, att en geometrisk
bildning kan vara bestimd till form och storlek utan att dess
lige dr fixerat. Denna sats gir ofta under namnet flyttnings-
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axiomet. Man har emellertid invidnt, att denna sats skulle
medfSra svirigheter. Sidana allminna begrepp som stot-
lek, form och lige kunna icke anvindas i matematiken.
Man maste kunna matematiskt fixera dem, si som exem-
pelvis sker i Hilberts kongruensaxtom.

Nu kan man férst framhilla, atc dven om dessa all-
minna begrepp {form, storlek, lige) icke kunna definieras,
sd innebdr det icke, att de skulle vara pd ndgot sitt obe-
stimda. Vi miste hiir akta css f6r samma forvaxling mel-
lan odefinierbarhet och obestimdhet som vid de geometri-
ska grundbegreppen punkt, riit linje och plan. Lika vil som
man vet, vad en punkt eller en riit linje 4r, 4ven om man
icke kan limna en tillfredsstillande definition, lika vil
vet man, vad en figurs form, storlek och lage dr, utan att
man kan ge en acceptabel definition.

Dirjimte ir det uppenbart, att man utan vidare kan tiinka
sig en geometrisk bildning av viss form och storlek utan
fixerat lige. Ngot som helst tvivel om satsens giltighet
kan alitsi icke finnas. Och den ligger utan tvekan inne-
sluten i den euklidiska geometriens axiomsystem.

Emellertid anser jag likvil, att denna sats icke hor till
geometriens axiom i den betydelse detta begrepp hir tidi-
gare tagits. Satsen anvindes nimligen icke som premiss vid
bevisen. Man tycks nimligen vid anvindningen realisera
en uppfattning av tvd figurer med samma form och stor-
lek men olika lige. Det synes emellertid icke vara nidvin-
digt att sedan falla omdomet, att man kan realisera en sa-
dan uppfattning.

Man har ocksa invint, att flyttning av figurer icke hor
till geometrien. Aven om man anger, att f6rflyttning av en
figur endast innebir, att denna tinkes i olika ligen, sd
skulle dock anvindning av detta begrepp vara for geome-
trien frimmande. Beviset for forsta kongruensfallet t. ex.,
sasom redan Fuklides utférde det, innebir en forflyttning
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(1t vara tinkt), ett begrepp som lanats frén fysiken och
icke hor hemma inom geometrien.

Emellertid behdver man icke alls utféra beviset genom
cn dylik tinkt forflyttning, om man icke vill. Det ar pe-
dagogiskt sett [ampligt, men frin logisk synpunkt ovi-
sentligt. Beviset dr i sjilva verket ett slags entydighetsbe-
vis och kan genomfdras pd foljande sitt utan nigon for-
flyttning av figuren:

Vi forutsitta alltsa, att 1 A ABC och A A’'B'C’ AB—
—A'B, AC=A'C/, NA==/\A’, och péstd, att A\ ABC 22
X0 A ABC, d. v. s, att trianglarna Sverensstimma i allt
utom 1 friga om ldget. Betrakta AN\ A’B'C’. Dir dr A A’
bestimd (= A A). Di A’B’ ir bestamd till sin lingd
(== AB), blir punkten B’ bestimd til] sitt [ige. Da A'C
vidare dr bestimd till sin lingd (— AC), blir punkten C’
bestimd till sitt lige. Genom B’ och C’ kan endast en rit
linje dragas. Di blir B’'C’ bestimd till lige och storlek,
alltsd ocksa A B’ och A C'. Genom de givna elementen ir
alltsd triangeln A'B'C’ entydigt bestimd. De béda triang-
larna ABC och A’B'CY skilja sig alltsd blott genom olika
lige.

Emellertid har jag f6ga att invinda mot anvindning av
begreppet forflyttning frin principiell synpunkt, lika litet
som mot det viknings- eller omlaggningsforfarande, som i
vissa fall anvindes. Att jag dock foredrar den liroging,
som finns i Buklides’ Elementa, ddr de tva forsta kongru-
ensfallen komma bland de allra férsta satserna, samman-
hinger med pedagogiska &verviganden, sdsom senare skall
berdras.

Det andra momentet av kunskapsteoretiskt intresse, som
férut antyddes, sammanhiinger med det nyss nimnda. Det
finns atskilliga satser av samma karaktir som kongruens-
axiomet: satser av geometriskt innehall, som dock icke an-
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vindas som premisser vid bevisen, di de endast uttrycka
omdémen om vissa geometriska bildningars realiserbarhet.
Som ytterligare exempel kunna nimnas satserna: det finns
punkter pd en rit linje; det finns rita linjer i ett plan; ge-
nom tvd punkter kan man draga en rit linje; genom tre
punkter, som icke ligga i riit linje, kan man ligga ett plan;
pa en rat linje finns mellan tvd punkter dtminstone yt-
tetligare en punkt. Samtliga synas vara existentialomdd-
men, i vilka uttalas, att forestillningen om en viss geome-
trisk bildning kan realiseras. Med den uppfattning om
geometriens axiom, som forut utforts, dro de inga axiom.
D3 kan man emellestid fraga, om icke detsamma galler en
del andra axiom ocks3, t. ex. axiomet »om tva punkter pi
en rit linje ligga 1 ett plan, si ligger denna rita linje i
planet>. Om man realiserar en uppfattning av ett plan och
en rit linje, av vars punkter tvenne ligga i planet, s upp-
fattas vil, att linjen ligger i planet. Dock dr det hir sa,
att axiomet utsdger nidgot utdver det omedelbart uppfat-
tade. Det foreligger en s. k. ofullstindig uppfattning. Om
man uppfattar ett plan och en rit linje, av vars punkter
tvenne ligga i planet, si uppfattar man faktiskt icke, att
linjen ligger i planet. A andra sidan /igger linjen uppen-
barligen i planet. Hur kan man da siga, att man uppfattar
ifrigavarande geometriska bildning, dd man tydligen icke
uppfattar allt { densamma? Hir foreligger i sjilva verket
en betydande filosofisk svirighet. Man har densamma i
ménga andra fall. Man talar t. ex. om en 1000-hérning.
Men uppenbarligen uppfattar man icke denna komplice-
rade figur fullstindigt. Man bar samma svarighet icke blott
i matemattken utan ndstan 6verallt. Jag tinker t. ex. pd
Stockholm eller pd Gustav 11 Adolf. Uppenbarligen upp-
fattar jag i vartdera fallet endast en del av ifragavarande
begrepps bestimningar. Med vad ratt siger jag da, att jag
uppfattar Stockholm respektive Gustav II Adolf? Nigot
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vasentligt bidrag till ldsningen av detta problem, problemet
om ofullstindig uppfattning, kdnner jag icke till.

Man kan nu friga sig: Kunna dessa kunskapsteoretiska
utredningar ha nigon betydelse for den praktiska peda-
gogiken? Detta skall berdras i nista kapitel.
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3. Geometrinndervisningen

Det finns enligt min mening fdga tvivel om att geome-
triundervisningen i realskolan hor till de allra svaraste om-
ridena inom skolmatematiken. Svirigheterna dro dels av
logisk-matematisk, dels av pedagogisk natur.

Man torde icke kunna bestrida, att minga dldre ldro-
bocker i geometri for realskolan och da i frimsta rummet
de olika Euklides-editionerna frimst tagit hinsyn till de
systematiska svirigheterna, varvid emellertid de pedago-
giska kommit i efterhand. Men lika otvivelaktigt torde
miéngen lirobok frdn senare tid friamst varit inriktad pa
de pedagogiska svirigheterna, och di intrdffar det litt,
att de systematiska kraven bli tillbakasatta. Naturligtvis
menar jag icke, att man skulle kunna isolera de bada
nimnda momenten frin varandra och f&est 16sa den ena
svirigheten och sedan den andra. En vetenskaplig utred-
ning av geometriens byggnad mdste naturligtvis ligga tifl
grund, men sedan miste man pi denna grundval bygga
upp en geometrisk lirogang, som dr pedagogiskt limplig
i realskolan.

Det har manga ganger frambillits, att larobcken spelar
en underordnad roll i undervisningen i jimforelse med ld-
rarens insats. Och det torde vara genomgaende riktigt. En
skicklig lirare vinner goda resultat, vilken lirobok han dn
anvinder. Och en dilig ldrare kan aldrig na tillfredsstil-
tande resultat, hur utmirkt den lirobok 4n 4r, som han
anvinder. Liraren ir och forblir det centrala i undervis-
ningen. Men laroboken kan spela en mer eller mindre un-
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danskymd roll. I vissa dmnen torde det vara sa, att ldro-
boken dr av mindre betydelse. Men si dr det icke i geome-
trien i realskolan. P4 grund av dmnets svirighetsgrad kan
liroboken hir icke vara endast ett stod och en sammanfatt-
ning av lirarens muntliga undervisning. Snarare kan man
siga, att ldrarens undervisning skall vara en kommentar
till lirobokens framstillning. Var och en, som haft erfa-
renhet av ndgra mera betydande avvikelser frin lirobokens
framstillning, da man liter lirjungarna anteckna ett annat
bevis in lirobokens el. dyl., vet hur fruktansvirt tidsddande
det ir och hur otillfredsstdllande resultatet likvil kan bli.
Dirfor dr det av stor vikt att ha en ldroging tillginglig,
som man endast undantagsvis behdver avvika fran.

Man kan siga, att hdrigenom pa visst sdtt de forut
nimnda synpunkterna pi vart sitt sitt tillgodoses: ldrobo-
kens huvudsynpunkt ir den logisk-matematiska, lirarens
den psykologisk-pedagogiska.

Det forsta kravet pi lirogingen dr, att den skall vara
logiskt tillfredsstillande. Naturligtvis dr det cmdjligt att
i en Iirobok for realskolan ge en framstillning, som ir ve-
tenskapligt fuilt tillfredsstillande. Men lirobokens fram-
stillning bér vara sddan, att den i gorligaste min endast
behdver pd olika sitt kompletreras och icke fullstindigt
omarbetas for att bli i vetenskapligt avseende korrekt.

Av vikt dr t. ex. att klart skilja mellan definitioner,
axiom och ldrosatser. Behandlingen av en och samma sak
varierar hir ofta i avsevird grad. Ett par exempel: Omds-
met »genom tva punkter gir endast en rit linje» betraktas
i en larobok ndrmast som en definition och i en annan som
ett axiom. Och omd6met »den rita linjen dr kortaste av-
stindet mellan tvd punkter» betraktas i olika lirobocker
som en definition, ett axiom eller en lirosats. Nir si olika
stillning kan ges it ett och samma enkla faktum, si har
man anledning ifrigasitta, om det icke beror pa bristande
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klarhet i uppfattningen om de geometriska omddmenas och
di sarskilt axiomens logiska natur.

Axiomen bdra enligt min mening icke férklaras vara
»sjilvklara satsers, sdsom ofta sker. Att detta fran logisk
synpunkt 3r felaktigt, har jag tidigare i detta arbete fram-
hallit. Men dven frin pedagogisk synpunkt dr det férfelat.
For lirjungarna aro manga satser »sjilvklara», vilka alls
icke iro av axiomatisk karaktir. Liraren torde ha mycket
svirt att for en {rigvis larjunge forklara, varfor vissa sat-
ser fd betraktas som sjilvklara men andra icke. Detta dr
di #gnat att minska fortroendet och ddrmed intresset for
det systematiska uppbyggandet av geometrien. Ett axiom
bér dven frin pedagogisk synpunkt definieras som en sats,
som man tar till utgangspunkt och icke bevisar. Det ir av
allra stdrsta vikt att redan frin borjan i den systematiska
geometriundervisningen frambiva den geometriska liro-
byggnadens karaktir att bygga pd vissa utgingspunkter,
savil i frAga om begrepp som satser.

Med axiom avser jag i detta sammanhang frimst de
geometriska axiomen. Ovriga axiom, de tautologiska sat-
serna om storheter, dro ju av helt annan karaktdr, sasom
tidigare omnidmnts. Naturligtvis bor man tala dven om
dem, larjungarna dro ju fortrogna med dem redan frdn
ekvationsldran, men man bdr icke gora sa stort visen av
dem. Sisom tidigare frambhallits, dr det icke frin logisk
synpunkt nddvindigt att ha dem explicit formulerade,
men jag anser det frin pedagogisk synpunkt dndamails-
enligt. Diremot ar det naturligtvis forkastligt att [ata Vir-
jungarna lidra sig rdkna upp dem. Ej heller 4r det nédvin-
digt att ideligen hinvisa till dessa axiom vid reproduktio-
nen av ett bevis. Det ir lika bra eller bittre, att ldrjungarna
fd vinja sig vid att siga, att man ligger till eller drar
ifrin vissa storheter o. dyl., och att de endast vid ldrarens
friga ndmna axiomets innehall.
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Men de rent geometriska axiomen bor man ligga stor
vikt vid. Tyvirr skiljas dessa ofta icke fran &vriga axiom
eller framhivas icke sasom axiom dven i mycket f6rtjinst-
fulla larobocker. Axiomens stillning i manga nyare fram-
stillningar av geometricns element ir ofta mycket otill-
fredsstillande. Huvudvikten synes faktiskt ldggas vid de
tautologiska axiomen. A andra sidan tycks man ha en
kinsla av att man likvil icke bor ligga si stor vikt vid
dem. Dirfor samlas de ofta i en grupp fére den egentliga
texten, I stil med forkortningar och beteckningar, och spela
ingen verklig roll i fortsdttningen. De geometriska axiomen
dter bruka férekomma i den egentliga framstillningen, ofta
dock utan att deras karaktir av axiom framhives eller
deras karaktir av utgingspunkter och grundvalar £or hela
lirobyggnaden klast betonas.

I det foregdende har jag stkt belysa axiomens karaktiir en-
ligt min uppfattning, deras logiska struktur och kunskapsteo-
retiska beskaffenhet. I mina lirobdcker i geometri fdr realsko-
lan och for realgymnasiet har jag sokt tillimpa denna upp-
fattning for en genomford liroging i elementir geometri.

Det vore nu en grov missuppfattning att tro, att jag
skulle vilja inféra nagra subtiliteter 1 samband med axio-
men. Endast tvd rent geometriska axiom anser jag, att man
bér ta med i realskolans kurs, namligen parallellaxiomet
och axiomet »genom tvd punkter gir endast en rit linjes.
Dessa axiom anvindas i a//a framstiliningar av elemen-
targeometrien, vare sig de nu uttryckligen formuleras eller
ej. Jag menar, att dessa axiom klart bora framhivas sdsom
axiom, sdsom utgingspunkter for hela systemet. En dylik
behandling dr icke alls svir eller pd nagot sdtt mirkvirdig,
och minst av allt medfér den nagra subtiliteter. Diremot
menar jag, att den medfdr storre reda och klarhet in om
dessa axiom smuisias in vid bevisen. Och utan dessa axiom
kan man icke reda sig.
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Betriffande det systematiska uppbyggandet av geome-
trien vill jag betona, att jag anser Euklides’ liroging vara
i det hela &verligsen alla andra jag kinner till. Det ir
ocksd enligt min mening alldeles pitagligt, att de nyare
arbeten, som icke ansluta sig till denna liroging, i det hela
dro alltmer fortjinstfulla, ju mer de nirma sig Euklides’.
Jag kan icke tolka detta pd annat sitt dn att den
gamle greken verkligen funnit en huvudled i geomctriens
logiska sammanhang.

Man fir hir se till, att man icke forvaxlar Fuklides'
lirobyggnad sisom ett historiskt féreliggande system och
Luklides’ lirogang. Det visentliga av den senare kan man
fasthalla vid och bor enligt min mening gdra det, men den
forra dr 1 vira dagar i flera avseenden férdldrad.

Jag dr dock & andra sidan icke nigon fanatisk anhingare
av Euklides' liroging i alla dess detaljer. Att, sisom en
bekant Euklides-anhidngare gjort, forklara det vara »nistan
oméjligt att rubba det allra minsta pa ordningstéljden
mellan satserna» hos Euklides, anser jag vara en pitaglig
overdrift. I bade rent vetenskapligt och i pedagogiskt av-
seende anser jag det nidvindigt med en hel del modifika-
tioner i Euklides’ system. Mangen i och for sig beundrans-
vird detalj miste slopas, nir det giller en lirobok for
realskolestadiet. Minget bevis tages ocksd ldmpligen pd
annat sitt dn hos Duklides. Hirav betingas ocksd vissa
andringar i satsernas ordningsfoljd.

Det sagda kunde belysas med en mingd exempel, men
jag far ndja mig med ett enda, Euklides” I: 16, satsen att
yttervinkeln till en triangel 4r stdrre dn var och en av de
motstdende inre vinklarna. Vid ett forsta pdseende kan
denna sats synas vara en svaghet i Euklides' liroging, di
man ju senare bevisar den mera omfattande satsen, att yt-
tervinkeln dr lika med summan av de motstiende inre
vinklarna, Men det dr endast skenbart som detta ar en brist.
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I stillet 4r som bekant satsen en av de mest beundrans-
virda logiska finesserna hos Euklides: en hel rad satser
bli pd detta sdtt bevisade oberoende av parallellaxiomet,
bl. a. kongruensfallen. Dessa komma dirfor att gidlla dven
i vissa andra geometrier dn den euklidiska.’

Men jag anser det likvil vara oriktigt att pa denna punkt
behdlla Euklides’ liroging i realskolan. Lirjungarna kunna
givetvis icke ha ndgon som helst uppfattning av den
nimnda logiska finessen. Diremot torde de duktigaste av
dem si smaningom kunna av sig sjilva komma underfund
med att satsen innehalles i den senare bevisade satsen om
yttervinkeln. Och framfdr allt: man ernar en betydande
forenkling genom att hir avvika frin Euklides.

Om jag silunda icke vill, att man skall slaviskt folja
Euklides pa alla punkter, sa menar jag 4 andra sidan, att
man skall ha birande motiv £6r en avvikelse. Jag vill dven
hir ndmna ett belysande exempel: satsen om den rita lin-
jen som kortaste avstindet mellan tvd punkter. Euklides’
system uppvisar hir en fintinkt liroging i och med att
denna sats kan sidgas utgtra slutmil for en lingte bevis-
foring. Jag anser det bide onddigt och olimpligt att 5t
fuska Euklides’ férnimliga insats pd denna punkt genom
att upptaga satsen om den rita linjen sisom kortaste av-
stindet mellan tvd punkter som ett axiom. Annu mindre
limpligt dr det att smussla in denna sats utan att klart
fixera, att den anvindes som axiom eller att behandla
den som en sats, som inses »genom dskidning», varom
mera nedan,

Framfér allt vill jag hélla fast vid det enligt min me-
ning mest karakieristiska i Fuklides' ldroging, nimligen

kongruensldrans dominerande stillning. Forsta och andra

t Jx mitt ashete Icke-euklidisk geometri.
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kongruensfallen bdra komma bland de allra fOrsta sat-
serna. I framstillningar, som avvika frin Euklides’, bru-
kar man i stallet [dta vissa satser om mittpunktsnormalen
intaga kongruensfallens plats. Vid bevisen later man di
vikningar och omldggningar ersitta bevisférandet med
kongruens. I vissa framstillningar anvindas vikningar och
omliggningar genomgiende vid de grundliggande kon-
struktionsuppgifterna.

Motiveringen for att kongruensfallen undvikas torde
vara den, att kongruensfallens tillimpning icke anses vara
lika enkel som vikningsforfarandet. Att Euklides™ forfa-
ringssitt ar dverligset i logiskt avseende, bestrides vil icke
av ndgon. Men jag tvekar icke att sdtta detta forfarings-
sitt fore dven i pedagogiskt avseende.

Skall Jarogingen medelst mittpunktsnormalen vara till-
fredsstillande i logiskt avseende, sa mdste i sjilva verket
mittpunktsnormalen sisom geometrisk ort fullstindigt ut-
redas. Och begreppet geometrisk ort, vare sig fermen an-
vindes eller ef, hor enligt min mening icke till realskolans
kurs. Pa ett hogre stadium dr detta begrepp ett av de alira
viktigaste. Men pé realskolestadiet 4r det for det forsta ett
vil svart begrepp, och da dr det oldmpligt att infora det
nistan fran allra f6rsta bérjan. For det andra har begreppet
faktiskt inga naturliga tillimpningar pd detta stadium. Na-
turligtvis kan man tala om mittpunktsnormalen, bissek-
trisen och citkeln som geometriska orter, men det sakliga
innehallet, i den man det hér till realskolans kurs, kan
man behandla lika vil dnd&.

Diirfér dr denna liroging ingalunda litt utan tvirtom
onddigt svir. Vidare dr den ordning, reda och klarhet, som
blir féljden av Euklides’ forfaringssitt, av verkligt stor be-
tydelse dven i pedagogiskt avseende. Genom kongruens-
forfarandet nir man ocksd en enhetlighet i bevisféringen,
som i bade logiskt och pedagogiskt avseende ir betydelse-
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full. Bérjar man med ett vikningsforfarande och sedan
avergar till bevisforing medelst kongruens, sd ha lirjung-
arna svart att forstd, varfor man icke kan fortsitta som
forut. Jag skulle tro, att de flesta lirare, som anvint sig
av viknipgstorfarandet, ha kunnat konstatera den naturliga
tendensen hos lirjungarna att anvinda denna metod dven
sedan kongruensfallen genomgatts. Detta belyser ocksd pd
sitt sdtt Gverldgsenheten i att anvinda kongruensférfaran-
det frin botjan.

Slutligen vill jag ocksa framhalla foljande. Hur man idn
gbr, miste kongruensfallen riknas till de viktigaste sat-
serna, som ovillkorligen maste inliras och kunna tillimpas.
Gir man da igenom de bada férsta kongruensfallen fore
de grundliggande konstruktionsuppgifterna, sisom jag
menar, att man bor gora efter Euklides’” ménster, sa fir man
hir en mingd enkla tillimpningar pd kongruensldran.
Detta ir en betydande vinst, som jag menar, att man bor
skatta mycket hogt. Négra oligenheter av detta férfarande
har jag svirt att forstd skulle kunna bli féljden. Ej heller
har jag nigonsin hort ndgon forfikta en sidan mening.
Vad finns det da for skil att avvika frin Fuklides?

Man har nu sagt: varfér undvika vikningsforfarandet,
di ju kongruensfallen likvil bevisas genom forflyttning
av figurer och alltsi rérelsebegreppet i alla fall miste an-
vindas? Invindningen bygger pd en missuppfattning. Vik-
ningsforfarandet bor — sdsom av ovanstiende och tidigare
utreding framgir — undvikas, icke frimst av principiella,
atan av metodologiska och pedagogiska skil.

Sisom redan framhallits, miste den logiska foljdriktig-
beten enligt min uppfattning sittas mycket hogt. Att fram-
stilla ett bevis, som 4r logiskt bristfilligt, anser jag vara
forkastligt, Aven om ldrjungarna mihinda icke skulle inse
felet. Som bekant dr det i regel icke svirt £6r ldraren att
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dverbevisa och Gvertyga lirjungarna. Men man far absolut
icke begagna sig hirav, om beviset verkligen 4r behiftat
med svirigheter. 1 si fall dr det bittre att dppet erkinna
bristen och siga t. ex. att »man kan bevisa» el. dyl. Jag
vill narmare belysa detta. Man har t. ex. bevisat satsen om
linjer fran en punkt till en rit linje, bl. a. att linjerna dro
parvis lika stora, om de avskidra lika stora stycken frin
normalen riknat, och att de dro lingge ju stdrre stycken
de avskira. Dessa satser kunna nu icke ensamma anvindas
f6c uppvisande av existensen av skirningspunkter mellan
en cirkel och en rit linje. De nimnda satserna dro nim-
ligen inga existentialsatser. Av dem foljer icke, att man frin
punkten ifrdga kan draga tvé stridckor till linjen, vilka dro
lika med en given lingd. Men satserna anvindas dock
stundom pé detta uppenbarligen felaktiga sitt dven i for
ovrigt fortjanstfulla framstillningar.

For tydlighetens skull vill jag tilligga, att jag naturligt-
vis med logiskt tillfredsstillande bevis endast avser sidant,
som icke ligger Gver lirjungarnas horisont. Det ir ju uppen-
bart, att man icke pi realskolestadiet — och knappast pd
gymnasialstadiet heller £6r den delen — kan kriva bevis,
som fran axiomatisk stdndpunkt dro tillfredsstillande.
Overhuvudtaget dro axiomatiska tankegingar frimmande
for skolans stadier och bora enligt min mening undvikas.
De hora till ett hogre stadium och bora darfor helt bann-
lysas frin skolan. Jag anser det ef ens vara limpligt med en
framstillning, som dr upplagd efter axiomatiska linjer, iven
om dessa ej uttryckligen framhallas. Jag dterkommer hir-
till lingre fram.

Diéremot anser jag det vara ett stort fel att i onddan
avtrubba den logiska skdrpan i ett bevis, som ligger inom
larjungarnas fattningsformiga. Jag vill nimna ett par
exempel hdrpd. Lirjungarna ha som bekant alltid litt att
forvixla en sats med dess omvindning. Om AB ir en
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striicka och P en punkt, si beligen att PA > PB, sa kan
man bevisa, att P ligger pd samma sida om AB:s mitt-
punktsnormal som B. Men detta foljer icke av satsen, att
en punkt utanfér en strdckas mittpunktsnormal ligger nar-
mare den av striickans dndpunkter, som ligger pd samma
sida om normalen som punkten, utan av omviindningen till
denna sats. Sidana fel kunna dven andra dn realskolans
och gymnasiets lirjungar gdra sig skyldiga till, men jag
anser det vara av stor vikt att vara noggrann pa sadana
punkter.

Bristande skdrpa av annan natur ér att anvinda Gverbe-
stimda geometriska begrepp. Olyckligt dr t. ex. att 1 tredje
kongruens- och likformighetsfallen i satsernas formule-
ringar tala om likvinkliga trianglar eller att vinklarna dro
lika stora i stdllet f6r det riktiga, att tva vinklar dro lika
stora. Om man tolererar sidant, ir man inne pi farliga
vigar. Det ndmnda fallet 4r ju i och f&r sig rdtt oskyldigt.
Men det dr dock av principiellt samma natur som ndr en
lirjunge siger »drag en normal frin cirkelns medelpunkt
till kordans mittpunkt>. Jag anser det vara av vikt att frin
allra forsta borjan av geometriundervisningen beivra allu
sidana oegentligheter. Det goda resultatet beror mest pi
lararens noggrannhet, mindre pi lirjungarnas formiga.
Med den ritta uppliggningen frin borjan dr det foga be-
tungande for lirjungarna — men vil mihinda for
lararen.

Ett annat exempel pa ungefir samma sak ir definitionen
av rektangeln och romben sisom en ritvinklig respektive
liksidig paraliellogram. Lirogingen bor i stillet viljas si,
att det wvisas, att rektangeln och romben iro parallello-
grammer.

Man kunde siga, att begleppen kongruens och likfor-
mighet, sadana de anviindas i modernare framstallmngar
ocksd innebéra en Gverbestimdhet. Nir man i kongruens-
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och likformighetsfallens formulering siger, att triang-
larna #ro kongruenta respektive likformiga, si upprepat
man ju delvis, vad man enligt premisserna redan vet. Detta
forhiliande ir dock icke analogt med de tidigare anfdrda.
Dér var det friga om en Overbestimdhet 1 premisserna,
har ir det si att siga en Sverbestimdhet i slutsatsen. Det
forra #r en logisk oriktighet, det senare kan aldrig vara lo-
giskt oriktigt men mdjligen en trivialitet. En tautologi ir
ju aldrig felaktig utan pd sin hojd trivial. I detta fall dr
den icke ens trivial, ty den tautologi, som innehilles i sat-
sen, tanker man icke pi i vanliga fall.

I geometrien har man ofta anledning att syssla med spe-
ctalfall och grinsfall av en sats, och det dr viktigt — sar-
skilt pd gymnasiet -— att klart sirskilja dessa bida typer
frin varandra. Man kan gora det pid foljande sitt. Ett
gransfall av en sats dr ett fall, £8r vilket satsens premisser
icke dro uppfyllda men for vilket slutsatsen dock giller.
Ett specialfall av en sats dter dr ett fall, £6r vilket satsens
premisser iro uppfyllda och dirmed ocksd slutsatsen, dven
om i vissa fall satsens formulering kan behdva nigot mo-
difieras. Didremot har bevisforfarandet ingenting med
denna distinktion att gdra. Satsen om periferivinkeln i en
halvcirkel dr ett specialfall av den allminna satsen om pe-
riferivinklar, under det att satsen om vinkeln mellan en
tangent och en korda fran tangeringspunkten kan betraktas
som ett griansfall av samma sats.

I detta sammanhang vill jag ndmna nigot om konstruk-
tionsuppgifterna. Dessa skola naturligtvis inordnas i syste-
met. Skulle man emellertid gora det med full stringhet, si
fordras en hel del satser rérande cirkeln, innan man kan
stringt behandla t. ex. satserna om att dela en vinkel eller
en stricka mitt itu. Man skulle behdva ga igenom bevisen
for satserna om skdrningspunkter mellan tvd cirklar och
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mellan en cirkel och en rit linje. Emellertid bora de grund-
liggande konstruktionsuppgifterna komma pa ett relativt
tidigt stadium, bide pa grund av sin vikt cch sin enkelhet
och pd grund av att de dro sdrskilt limpade for l4rjung-
arna genom att de dro konkreta och visa tillimpningar av
geometristudiet. Hér miste dirfér den pedagogiska syn-
punkten fi dominera éver den logiska. Ordningsféljden
bor darfér bli densamma som hos Euklides.

Sedan linge har jag hyst den uppfattningen, att antalet
satser i realskolan bér vara mindre dn vanligen var fallet
fore 1933 ars stadga. Minskningen i timantal f&r matema-
tiken genom denna stadga nédvindiggjorde en minskning
av kursen, vilket senare jag alltsd anser i och fOr sig vara
av godo. Jag har ej heller nagot att invinda mot den yt-
terligare inskrdnkning av kursen, som 1940 irs skolutred-
ning nyligen foreslagit. En vil inhimtad kortare kurs bor
vara malet for realskolans geometriundervisning. Med ut-
trycket »vdl inhdmtad» menar jag da icke blott att sat-
serna ifriga skola vara noggrant genomgangna och kunna
till sitt innehill reproduceras av lirjungarna, utan dven
att de kunna tillimpas av lirjungarna och ocksd ha till-
limpats pi enkla &vningsuppgifter. Det har gentemot en
sidan synpunkt invints, att man lika vil kan lisa en ut-
forligare kurs, att man kunde anvinda en del av systemets
satser som Gvningsuppgifter. Jag menar dock, att invind-
ningen fGrbisett en viktig sak. Det dr en avsevird skillnad
t psykologiskt avseende mellan 4 ena sidan att markera en
mindre grupp kirnsatser, som alla dro skyldiga svara for,
vid sidan av andra satser, som man privat sina krafter pa
och kanske ocksd minns innehillet av (kanske ocksi bevi-
sets gang) men som man icke dr skyldig att svara £or, och
d andra sidan att ha ett system av satser utan skarpt mar-
kerad skillnad, iven om vissa iro framhivda som sirskilt
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viktiga. 1 senare fallet blir det nog si, att alla satserna
komma att inta samma stillning och liras lika bra — eller
lika daligt.

Renast och klarast blir det, om varje sats vtfores for sig.
Vissa nira sammanhorande satser kunna naturligtvis sam-
manforas till en enda, sdrskilt om de utgéra olika moment
av ¢n och samma sats. Men i regel bdr det undvikas. Att ha
icke blott a och b utan ocksd ¢ och d i en sats, ir icke till
fordel for Gverskddligheten. Sarskilt anser jag det vara
olimpligt att Jata en sats och dess omvindning ingd som
moment i en enda sats. Aven om antalet satser, av num-
reringen att doma, hirigenom nedbringas, och en del ut-
rymme i liroboken inbesparas, si blir kursens verkliga
omfattning ju icke mindre. Och for lirjungarna blir det en
pitaglig forsidmring.

Bevisen for satserna bdra i laroboken vara utforda i
minsta detalj, dven med risk att det férefaller onddigt om-
standligt. For stor knapphindighet kan litt medféra, att
tankegingen icke klart uppfattas av ldsaren.

Redan tidigare har jag berdrt den forberedande geome-
triundervisningen sdsom forstadium till den systematiska.
Dess mal dr att gora lirjungarna fortrogna dels med de
hjilpmedel, som anvindas i geometrien (passare, linjal,
vinkelhake, gradskiva, smygvinkel o. s. v.), dels ocksd med
de viktigaste av de geometriska begreppen, rit linje,
stricka, vinkel, trianglar och fythdrningar av olika slag,
cirkeln o. 5. v. Jag har redan forut betonat den férberedande
geometriundervisningens empiriska karaktir i motsats till
den systematiska geometriundervisningens deduktiva, men
ocksd att det endast dr i friga om bevisforingen som det
ir nigon skillnad. Vid den foreberedande geometriunder-
visningen kan man dirfér i det hela anvinda samma Jdro-
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ging som vid den systematiska, dock givetvis med undvi-
kande av de mera komplicerade satserna och med empirisk
bevisféring (mitning av strickor och vinklar) i stdllet for
deduktiv och utan sirskiljande av axiom och andra satser.
Man bér icke dra sig for att lira lirjungarna konstruktions-
forfarandena vid de enkla konstruktionsuppgifterna, aven
om man icke kan motivera dem. Det ricker med det empi-
riska konstaterandet, att konstruktionerna leda till riktiga
resultat. Overhuvad taget bor den forberedande geometri-
undervisningen givas si foga teoretisk prigel som mojligt.
Lirjungarna skela givetvis icke ha nagra ldrobdcker, och
nigra satser skola icke pd férhand uppstillas utan dessa
skola erhédllas som eventuella resultat av mitningarna. Det
bor ligga mindre vikt vid att erhalla satserna, huvudsaken
ir sysslandet med figurerna. En hel del geometriska bild-
ningar stiter man pd vid den forberedande geometriun-
dervisningen. Lirjungarna skola lira sig sirskilja dem, men
nigra stringa definitioner bdér man icke ligga vikt vid.
De hora till den senare systematiska undervisningen. Om
en lirjunge kommer pi ett deduktivt bevis — eller kanske
oftare av forildrar eller ildce syskon far det papekat f6r
sig — sa bor det icke tas upp i klassen utan man hinvisar
till att man nésta ar skall syssla med sidant. Diremot kan
lirjungen privat f6r liraren fi demonstrera sin kunskap,
for att hans intresse icke skall dimpas.

En liroging for den fdrberedande geometriundervis-
ningen, anknytande till min ldrobok for realskolan, kan
t. ex. schematiskt anges pa foljande sitt:

Linjalen och dess anviandning. Uppritning av rita linjer.
Uppritning av den rita linjen genom tvd punkter. Genom
tvd punkter kan dragas endast en rit linje (axiom 1).
Strickor och mitning av strickors storlek.
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Passaren och dess anvindning. Uppritning av cirklar.
Citkelns medelpunkt och omkrets. Uppritning av en cirkel
med given medelpunkt och med (numeriskt eller icke) gi-
ven radie. Uppritning av lika stora strickor.

Vinkeln, dess spets och ben. Uppritning av vinklar. Grad-
skivan och mitning av vinklass storlek. Olika slag av vink-
lar (riita, spetsiga, trubbiga). Smygvinkeln och uppritning
av lika stora vinklar.

Sido- och vertikalvinklar. Summan av tva sidovinklar
(sats 1). Tva vertikalvinklars inbtrdes storlek (sats 2).

Triangeln, dess sidor och vinklar. Uppritning av triang-
lar. Olika slag av trianglar (oliksidiga, likbenta, liksidiga;
spetsvinkliga, ritvinkliga, trubbvinkliga). Uppritning av
dessa olika slag av trianglar.

Uppritning av en triangel, d& man kinner*

tvi sidor och mellanliggande vinkel (sats 4),

de tre sidorna (sats 8),

tvd vinklar och mellanliggande sida (6vningsuppgift 27),

tvd vinklar och en motstaende sida (Svningsuppgift 27).

Kongruenta trianglar. De tre forsta kongruensfallen
(satserna 3, 7 och 24).

En triangel med tvd lika stora sidor respektive tva lika
stora vinklar (satserna 5 och 6). En triangel med tvi olika
stora sidor respektive tvd olika stora vinklar (satserna 25
och 26).

Summan av tvi sidor i en triangel (sats 27). Den rita
linjen som kortaste avstindet mellan tvd punkter (sats 27,
t6ljdsats).

Summan av en triangels vinklar (sats 23). Vinklarna i
en liksidig triangel (Gvningsuppgift 23). Vinklarna i en
likbent ritvinklig triangel (Svningsuppgift 24). Vinkel-

! De givna elementen biira vara givna pi sd sitt, att de ingd i en
triangel, icke var fér sig sisom i den deduktiva geometrien.
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summan i en fyrhorning (sats 23, £6ljdsats 3). En triangels
yttervinklar (sats 22). Yttervinklarna till en fyrhérning.

Att dela en vinkel mitt itu (sats 9). Att dela en vinkel
i fyra lika stora delar (Gvningsuppgift 8).

Att dela en stracka mitt itu (sats 10). Att dela en stricka
i fyra lika stora delar (6vningsuppgift 11).

Att upprita en normal till en linje frin en punkt pi linjen
(sats 11) respektive frin en punkt utanfdr linjen (sats 12).

Parallella rita linjer.' Parallella linjer dro jamlépande
(sats 33, foljdsats). Att upprita linjer parallellt med en
given (genom att upprita lika stora normaler). Alternat-
vinklar och likbeldgna vinklar (ej blott vid parallella lin-
jer). Alternatvinklar vid parallella linjer dro lika stora
(sats 19). Likbeldgna vinklar vid parallella linjer dro lika
stora (sats 20). Att upprita parallella linjer genom att gbra
alternatvinklar lika stora (satserna 15 och 16) eller ge-
nom att gora likbeligna vinklar lika stora (sats 17).- Ge-
nom en punkt kan dragas endast en rit linje parallellt med
en given (axiom 2).

Minghérningar, speciellt fyrhoiningar. Deras diagona-
ler. Parallellogrammer, rektangeln, romben, kvadraten.
Uppritning av dessa tfigurer.

Motstaende sidor och vinklar i en parallellogram iro
lika stora (sats 33). Diagonalerna i en parallellogram
skira varandra mitt itu (Gvningsuppgift 37). Diagonalerna
i en rektangel dro lika stora (Gvningsuppgift 40). Diago-
nalerna i en romb dro vinkelrita mot varandra (Gvnings-
uppgift 42). Diagonalerna i en kvadrat aro lika stora och
vinkelrita mot varandra.

Cirkeln, kordor, diametrar. Medelpunkts- och periferi-
vinklar.

1 Erhallas first limpligen medelst linjalens bida kanter.
? Pi detta stadium torde det vara mindze limpligt att vttryckligen fram-
hilla skillnaden mellan satsetna och deras omviindningar.
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En medelpunktsvinkel ir dubbelt s3 stor som en periferi-
vinkel pi samma bage (sats 39).

Periferivinkeln i en halvcirkel ir rit (sats 39, foljdsats).

Periferivinklar pi samma bige dro lika stora (sats 40).

Lika stora kordor ligga lika lingt frin medelpunkten
(sats 51).

En storre korda ligger nirmare medelpunkten dn en
mindre (sats 54).

Beroende pa klassens stindpunkt genomgds ett stdrre
eller mindre antal av dessa satser. Man bor icke efterstriva
att genomgi ett visst pensum och allra minst forcera for
att medhinna det. Mycket viktigt ir nimligen, att den for-
beredande geometriundervisningen bedrives i lugn och ro.
Di har man storre mdjligheter att redan frin borjan vicka
intresset och fa alla lirjungarpa med.

Man bor givetvis anknyta till ldrjungarnas forut for-
virvade kunskaper i olika avseenden. Man bdr t. ex. flitigt
anvinda den graderade linjalen och gradskivan och mita
strickor och vinklar. Skall man avsitta en stricka eller en
vinkel lika stor som en annan, si dr det for ldrjungarna
pa detta stadium paturligt att miita strickan respektive
vinkeln. Att man kan avsitta striickan eller vinkeln utan
att mita den, dr i sjdlva verket resultatet av en abstrak-
tionsprocess. Darfor betecknar det i sjilva verket ett mera
framskridet stadium. Och man bdr i undervisningen gé
frain det konkreta till det abstrakta. Frin axiomatisk
stindpunkt dr emellertid processen den omvinda. Begrep-
pen lika strickor och lika vinklar ligga logiskt till grund
fér mitning av strdckor och vinklar., Men jag anser det
pedagogiskt felaktigt att hir ligga upp lirogingen frin
axiomatiska synpunkter.

Nir sedan den systematiska geometriundervisningen pé-
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hérjas, bor man fordenskull icke dvergiva den empiriska
geometrien. Den bér tvidrtom ganska linge utgbra ett vik-
tigt hjilpmedel vid preparationen. En mycket givande me-
tod vid genomgingen av en sats under forsta dret av den
systematiska geometriundervisningen dr att borja med att
lita larjungarna upprita den figur det 4r friga om och ge-
nom mitningar i denna ledas till att uppstilla satsen. Dix-
cfter sdker man ett deduktivt bevis £6r densamma. Det bor
saledes komma till stind ett intimt samspel mellan empi-
risk och deduktiv geometri, sirskilt i borjan av den syste-
matiska geometriundervisningen.

En friga, som har bor berdras, dr nar &vergdngen frin
empirisk till deduktiv geometri skall dga rum. P3 vissa
hill har den dsikten framstallts, att den deduktiva geome-
trien kommer fOr tidigt i vira skolor. Man borde bedriva
rent empirisk geometri mycket lingre dn vad som nu i re-
gel sker. Det dr klart, att man icke far Gverga till deduk-
tiv geometri, innan lirjungarna ha mojlighet att tilligna
sig den. Men jag tror, att man i det ndimnda resonemanget
har forvixlat tva ting. Vad man — och det med full ritt
— vill hdvda, dr vil just detta, att abstrakta bevis icke
fa komma pi ett for tidigt stadium. Och si3 forutsitter
man utan vidare, att abstrakta bevis komma, s fort man
overgdr till deduktiv geometri. Utan tvivel dan det vara s
dven i vira dagars geometriundervisning. Men det bebiver
icke vara si, och dr det sikerligen icke heller i allminhet.
Aven deduktiv geometri kan nimligen enligt min mening
mycket vil bedrivas pa enkelt och littfattligt sitt. Det be-
ror helt och hallet pd hur man ligger undervisningen. In-
fér man den deduktiva geometrien pi ett forsiktigt sitt i
anslutning till preparation medelst empirisk geometri, si-
som ovan omnidmndes, s3 kan det mycket vil ske pa det
stadium, dir det nu enligt kursplanen skall inféras, nim-
ligen i 3° och 2.
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I de metodiska anvisningarna forekomma ett par uttryck,
som jag anser olyckligt valda, emedan de kunna vilseleda.
Det ena ror definitionerna. Sedan den forberedande geo-
metriundervisningen behandlats, stir det: »Dd man sedan
i foljande klass dvergar till den egentliga geometricn, ar0
de flesta definitioner dverflodiga». Jag kan icke tro annat
in att det blott dr en olycklig formulering och att meningen
icke dr den som formellt ligger i det citerade. Det dr ju
klart, att den forberedande geometriundervisningen icke
kan gora definitioner drverflédiga. Definitioner kan man
aldrig komma ifran, utan att allt blir flytande. Klara ach
tydliga definitioner dro tvirtom av utomordentlig vikt och
hetydelse och underlitta i hog grad systemets fasthet. Man
torde vil heller icke mena, att de flesia definitioner skulle
kunna wteldmnas sisom varande Overflidiga, utan me-
ningen torde viil vara den, att definitionerna anderlittas
genom den férberedande geometriundervisningen, di ge-
nom denna det sakliga innehdllet icke ir obekant for
lirjungarna, ndr de stringa definitionerna inforas. Och
detta dr ndgot mycket betydelsefullt. Ett uppradande av de-
finitioner fore det egentliga systemet kan forsvaras frin
systematisk synpunkt men icke fran pedagogisk. Att bi-
behdlla Euklides” forfaringssdtt i detta hinseende, sisom
de egentliga Euklides-editionerna géra, miste betecknas
som ett stort pedagogiskt missgrepp. Definitionerna skola
inféras i den min de behdvas. Och de skola alltid f&rbe-
redas. Ofta placeras de med fordel efter den sats, som an-
ger ndgot karakteristiskt hos begreppet ifriga. P4 denna
punkt torde vil numera alla pedagoger vara ense.

Det andra av de uttryck i de metodiska anvisningarna,
som jag nyss anspelade pi, anser jag vara av storre bety-
delse. Det lyder: »Den genom de forberedande évningarna
vunna erfarenhetskunskapen bdr ocksi anvindas si, att
bevisen uteslutas for enkla satser, som kunna anses genom
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iskidningen omedelbart givaa. Bevistdringen kan inskrin-
kas till sidana satser, ifriga om vilka lirjungen kan kdnna
bechov av bevis.»

Jag stir hir alldeles ofdrstaende. Det torde icke rada na-
got tvivel om, att det skulle betyda en fullstindig upp-
luckring av det geometriska lirosystemet, om man skulle
anvinda lirjungarnas kinsla {6r behov av bevis som krite-
rium pa om bevis skall medtagas eller ej.

Men jag anser ocksi, att det vore nistan lika 6desdigert
att uppdela satserna i tvd grupper, av vilka den ena skall
bevisas pd vanligt sitt och den andra inses »genom dskid-
ning». Sistnimnda term dr i sjilva verket mangtydig och
borde helst undvikas. I foreliggande fall avses med den-
samma tydligen, att man pd annat sitt dn genom logisk
bevisforing skall inse riktigheten av en sats, t. ex. genom
en noggrant ritad figur, genom fysikaliska experiment el.
dyl. Det som enligt min mening gor, att detta skulle bli
odesdigert £6r det logiska systemet, dr att man icke kan
uppritthalla skillnaden mellan de satser, om vilkas san-
ning man nistan omedelbart dr dvertygad, och dem, om
vilka man endast genom en lingre eller kortare kedja av
stutledningar kan vinna visshet, Om man t. ex. »genom
askadning» Gvertygar sig om riktigheten av satsen, att nor-
malen fran en punkt till en linje dr kortare dn varje annan
linje fran punkten titl den foira linjen, sa kan jag f6r min
del icke inse, hur man skall kunna limna ett tilifredsstil-
lande svar, om en lirjunge fragar, varfér man icke pi
samma sdtt kan inse satsen, att en sida som stir emot en
storre vinkel i en triangel, dr storre dn en som stir emot
en mindre vinkel. PA mig verkar det sdrskilt egendomligt
och godtyckligt, om nira besliktade satser, som utredas i
ett sammanhang, behandlas efter olika principer. Jag kan
icke forstd, hur det skall vara mdjligt att dvertyga lirjung-
arna om att det icke dr lirarens eller ldrobokens godtycke,
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som hir dominerar. Och det anser jag vara ndgot som
dr ytterst viktigt att undvika. Kan man icke det, si maste
man i sjilva verket gbra avkall pa det logiska systemet med
dess i hog grad uppfostrande betydelse, och di ir det bist
att radikalt Svergd till att lisa geometri efter samma meto-
der, som man anvinder i de empiriska vetenskaperna.
Hir finns nimligen, svitt jag kan se, endast tvd konse-
kventa stindpunkter. Varje forsok att forsona motsatserna
maste bli en halvmesyr med enbart nackdelar. Vill man
nu icke uppge den logiska behandlingsmetoden pa grund
av dess fostran till tankereda och intellektuell drlighet, sd
fir man ej heller pa sitt som nyss namndes tillimpa dskad-
ningsforfarandet.

Numerz hir man stundom framhillas, att den moderna
experimentella psykologien klarlagt, att man betydligt har
éverdrivit geometriens betydelse som tanketrinande faktor.
Det har visat sig, att den som trinas i geometriskt tin-
kande, dirigenom icke blir skickligare 1 tinkande pd andra
omriden. Den s. k. medévningen ir i sjilva verket obetyd-
lig. Ovning i geometriskt tinkande har betydelse blott for
geometrien. De som utifrin dessa resultat yrkar pa slo-
pande av den deduktiva geometrien, ha deck enligt min
mening forbisett, att dennas betydelse icke idr inskrinkt till
det intellektuella planet. Den som vant sig vid kravet pa
tankereda vid ett geometriskt bevis, tillimpar girna lik-
nande krav i andra fall. Den som piverkats av det obdn-
horliga kravet pa intellektuell dclighet vid ett geometriskt
bevis, kan i viss man Overféra detta pd andra omriden.

Det dr emellertid 53, att man numera icke har tid att
utférligt sysselsitta sig med bevisen for alla de satser, som
man behgver, eller att man anser det mindre givande att
gora si. Efter 1933 ars stadga med dess kraftiga reduktian
av matematikens timantal torde det vara ogorligt att be-
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handla alla behdvliga satser med fullstindig logisk be-
visforing. Men jag 4r av den uppfattningen, att det dr av
stor vikt att liroboken ldimnar fullstdndiga bevis, som man
kan hinvisa till. Den enda andra logiskt berdttigade mdj-
ligheten vore, att litoboken anfdrde satsen utan bevis men
med angivande av att man kan bevisa den. Jag anser dock
denna utviig vara mindre tilltalande, da det dr friga om
elementira satser. Det kan rida olika uppfattningar om,
huruvida en sats skall behandlas fullstindigt eller ¢j. Finns
beviset med i liroboken, sd kan man gi igenom det som
vanligt och ge det i lixa eller ocksd ga igenom det kursivt
eller helt ga forbi det och endast dvertyga sig om satsens
giltighet. Man kan och bér da ocksd i férekommande fall
motivera, varfér man forfar pi sistnimnda sitt.

I detta sammanhang kan berbras férhallandet mellan
realskolans och gymnasiets geometrikurs. For min del ar
jag av den uppfattningen, att realskolans geometrikurs bdr
behandlas pi sidant sitt, att den kan anvindas vid repeti-
tionen i realgymnasiet. Dirvid maste ju visentligt stdrre
krav stdllas pd lirobokens bevis. Att pA ménga punkter
behdva komplettera bevisen, om liroboken icke har dem
med, ir en tidsédande och dven i Svrigt mindre limplig
vag. Det vore enligt min mening olyckligt, om realskolans
geometrikurs icke skulle beakta realgymnasiets utan uteslu-
tande realskolans synpunkter. Gymnasiet miste kunna di-
rekt bygga pa realskolan. T gymnasiet skall man i férsta
realringen kowmiplettera och befista realskolans kars, men
man skall enligt min mening icke behéva birja frdn bdrjan
och bygga upp det logiska systemet. Betriffande lirobo-
ken finns det di endast tvi effektiva sitt att tillgodose
gymnasiets krav: antingen att man har en sirskild, utfds-
lipare upplaga av liroboken, avsedd for dem som skola
fortsitta i gymnasiet, eller ocksd att liroboken ger bevis
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for alla satser, dven fér dem, vilkas bevis man kan gi fo1bi
i realskolan. Jag har i mina ldrobdcker anvint den senare
metoden. En annan sak dr, att repetitionen i realgymnasiet
enligt min mening bor ske efter en sdrskild larobok, hu-
vudsakligen en exempelsamling. Det dr fran psykologisk
synpunkt av betydelse att icke behdva anvinda den »fdr-
diglista» boken frin realskolan utom for hinvisningar.

Till slut skall jag niémna pigot om ldrarens insats vid
geometriundervisningen i realskolan och limna ytterligare
nigra anvisningar for geemetrilektionen.

Sisom jag férut framhallit, anser jag ldrobokens upp-
gift vara storre och viktigare vid den grundliggande geo-
metriundervisningen 4n pd de flesta andra omriden i
realskolan. Men jag ir ocksd av den meningen, att lirarens
personliga insats pd detta omride betyder mera dn pd de
flesta andra. Det dr hir som alltid sd, att en god ldrare
och en dilig ldrobok ir en battre kombination dn en god
lirobok och en dalig larare.

Preparationen av satserna maste ske med stor omsorg.
Jag anser, att endast i rena undantagsfall en sats bdr ges
i lixa utan fullstindig genomging i skolan. Preparatio-
nen bor helst icke bestd endast i en genomging av liro-
bokens behandling. Frin clika synpunkter dr det att fore-
draga, att en annan uppliggning genomféres. Det okar
intresset och forhindrar effektivt lirjungar att lysa med
linta fjadrar. Sisom redan f6rut antytts, utgir man limp-
ligen frin den figur, som det giller, och later upprita den
omscrgsfullt bide pd svarta tavlan och i ldrjungarnas ar-
betsbécker. Figuren bor givetvis helst avvika frin lirobo-
kens. Sedan vidtager en diskussion av figuren. T borjan av
den systematiska geometriundervisningen kan man géra
mitningar, senare bl sidana mer eller mindre §verflddiga.
Viktigt dr att lata ldrjungarna medverka genom att komma
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med forslag och pd sa sitt sjilva uppticka satsen. Forsla-
gen provas empiriskt och sedan man enats om det troliga
innehdllet i satsen, vidtager sdkandet efter bevis. Det blir
di en analys av figuren. Aven hir béra lirjungarna med-
verka. Olika uppslag provas, forkastas eller godtagas. Gi-
vetvis mdste liraren ibland leda in diskussionen pid ritta
banor. Men ju mindre han behdver gora det, desto bittre
for intresset. S4 sminingom leder analysen fram till mi-
let. Sedan giller det att sitta form pa beviset, och till sist
har man den fullstindiga behandlingen fdrdig. Som en
sammanfattning kan man slutligen gi igenom lirobokens
koncentrerade behandling. Di torde man kunna fi med
samtliga larjungar.

Man kanske ville invinda, att en sidan omstindlig pre-
paration dr for tidsddande. Men det ér i sjilva verket en-
dast skenbart, som sa dr forhallandet. I lingden skall den
i stillet visa sig tidsbesparande.

Viktigt dr ndmligen att gd lingsamt fram sarskilt i
bérjan. Gér man for hastigt, intrdffar det litt, att en del
lirjungar komma pa efterkilken. Och har si skett, dr det
icke s& litt att reparera skadan. Modléshet infor uppgiften
och dirmed sammanhdngande intresseldshet dro geometri-
undervisningens storsta faror. Och sddant borjar alltid med
att nagon kommer efter med en sats. Man bér dirfdr ha
sin uppmirksamhet pa ldrjungar, som varit frdnvarande
en eller flera lektioner, och dvertyga sig om, att det icke
blir ndgon lucka f6r dem. Om nigra lirjungar ha svirt att
f6lja med, si 16nar det sig att offra en eller annan lektion
pi att ga igenom satserna pi nytt eller belysa innehillet
pd annat sitt. 1 lingden torde detta innebidra en tidsbe-
sparing. Geometrildraren bér alltid ha klart for sig, att
lirjungar, som »dro omdjliga 1 geometri», i flertalet fall
dro sidana, som av en eller annan anledning kommit pi
efterkiilken. Enligt min bestimda &vertygelse giller detta
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sirskilt sidana, som dro duktiga i andra dmnen. Ehuru
skillnaden i begdvning for geometri kan vara betydande och
tydligt framtrider redan pd ett tidigt stadium, dr varken
»specialbegivningen» eller »specialobegivningen» fér geo-
meteri s& vanlig som man ofta tror.

Schablonmissighet dr en stor fara och bér dirfor med-
vetet motarbetas. Vid lixforhoret kan man naturligtvis 1ata
lirjungarna reproducera lirobokens framstillning. Men
man bdr ocksd variera, dndra figuren och beteckningarna,
si att de avvika mer eller mindre frin lirobokens. Detta
torde ocksd vara ett effektivt satt att Gvertyga sig om att
lirjungarna verkligen forstatt och tillignat sig satsen. Vid
forhdret av en sats bor man se till, att det sakliga innehallet
kommer fram tydligt. Lirjungarna béra uppmanas att helst
redogora med egna ord. Hinvisningar bora icke goras till
sats den och den eller axiom det och det, utan i stillet bor
innehillet 1 satsen eller axiomet angivas. Undantag bor
goras for satser och axiom med siirskilda namn, t. ex. forsta
kongruensfallet, parallellaxiomet, men man bor dven i
friga om dessa allt som oftast Svertyga sig om att det sak-
liga innehallet dr fullt klart.

Enkla tillimpningsuppgifter bora ofta behandlas. Lik-
som ovan angavs betriffande preparationen, dr det hir av
stor betydelse att fd hela klassen att gemensamt under li-
rarens ledning diskutera en uppgift och gemensamt lisa
den. Upptickarglidje och sjilvverksamhet dro utomordent-
ligt viktiga ting, och samarbhete verkar ocksd stimulerande.
Jag tror dven, att man med denna metod har stérre mdj-
ligheter att fa med sig alla lirjungarna én om Gvningsupp-
gifterna givas som hemlixor eller om lirjungarna f3 arbeta
individuellt i skolan. Kan man f2 alla lirjungarna och icke
blott en del att hysa intresse for dmnet, s3 har man vunnit
den utan tvivel viktigaste forutsittningen for ett verkligt
gott resultat.
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Sisom redan nimnts, anser jag lirarens insats i frimsta
rummet vara en kommentar till larobckens framstillning.
Det ir frimst pa ldraren det ankommer att gora lirostoffet
konkret och askddligt.

Nu kunde man siga — och det har ocksa sagts — att
liroboken bor ge en sidan fyllig framstillning. Detta an-
ser jag vara fullkomligt forfelat. Antingen maste dd lirc-
boken svilla ut oproportionerligt eller ocksid blir det lo-
giska systemet lidande. Det senare torde vil d& sannolikt bli
fallet. I varje fall bleve lirjungarna lidande pd en sidan
anordning, di det visentliga komme att fér dem undan-
skymmas. Dessutom bieve liraten bunden av liroboken ej
endast betriffande det logiska systemet utan ocksi betrif-
fande preparationen, och hir bor liraren ha sin frihet. Jag
tror, att det dr béist att icke binda ldraren pd denna punkt,
om dn nya och oerfarna lirare kunde ha nytta av den ut-
forligare framstillningen. Liroboken bér vara skriven for
lirjungarna, icke for ldraren. Liraren bér sedan ha fria
hinder att kommentera framstaliningen.
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