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Vid genomliisandet av on under fret ntkommen
stirre samling studentexamensuppgifter med 16s-
ningar och svar har jag kommit att tinka pi att det
kanske kunde vara #ll gagn fov undervisningen att
ha tillgdng till v&d och anvisningar f&r den skriftlig:
behandlingen av matematiska skolproblem. Att gora
en sidan metodik si follstindig, até intet vidare vore
att tillagga, skulle Dbli allt fir vidlyitigt, varfor jag
hiir ndjer mig med att endast framhilla ndgra syn-
punkter, som kunna anses vara av mera pitaglig
betydelse. D& de vent geometriska problemen lamp-
ligen kunna utavbetas efter Euklides. hiller jag mig
huvndsakligen fill de s. k. algebraiska uppgifterna.

Ehurn formen vid redigeringen av de skriftliga
uppsatserna maste spela en viss roll, fiir man ¢
glomma, att innehillet — lésningsmetoden — Ar hu-
vadsaken. Aven om en uppgiit Ar riktigt lost, d. v. s.
utan riknefel, kan den knappast anses som »ndj-
aktiot behandlads, om en alléfir ful metod blivit
anvind. Att gdra ett riknefel dr minskligt och kan
hinda vem som helgt, men en klumpig l6sningsmetod
far ej toleveras.

Betriffande di forst formen skalle jag vilja giva
féljunde rad:

1:0. Skiv ¢f text och formler ped samma
rad! Siledes inga formler eller tecken i uppgiftens
lydelse ellex i Gvrig text!




2:0. Skriv sd vedigt som majligt! Var fram
for allt noga med att definitionen pid de obekanta
gores fullt klar och glém e] att angiva sorten!

3:0. SEkriv Ekort! Resonemanget [Or ckvatio-
nernag framstillande maste dock goras fullt bindande.

4:0. Var sirskhilt noga med stavningen
och ovdbildningen av de mmatematiska fack-
orden! Likasom man bijer magnet, magneter, komet,
kometer, tapet, tapeter, siger man katet, kateter (e]:
katotrar). Vid ekvationssystern med flera obekunta
har man adt eliminera (ef: illuminera), o. 8. v.  Utbryck
sidana som »forfings ckvationen» cller »multiplicera
ekvationen», 1 stillet for »multiplicera okvationens
bada led», fA e] forekomma. ILikasa torde uttrycken
sginger stdrre dn», 1 stillet for »gdnger si stor som>,
nndvikas. Annu olimpligare fr t. ex »tre ginger
mindre ins, Jdi fraga ir om tredjedeien.

5:0. Svaret med angivande av sorvt bor
tydligt witskrivas!

6:0. Vid geometriska problem kommer forst
»Det givna», gom anges 1 bestimd form, och sam-
tidigt definierag de férsta beteckningarna; t. ex. »Rita
linjerna AB och CD samt punkien P pd AB». —
Diivefter ha vi »Det sikta-. som anges 1 obestimd
form, t. ex. sEun cirkel, som gir genom punkten P och
tangerar de bada rita linjerna AB och CD». Eitt
vanligt fel &r en sidan formulering: »Cirkeln CEF,
gom glr genom punkten P och tangerar de bida
ita linjerna AB och CD». Man kaun ju e] sitda
namn pi det, hvars existens man dnnu e] bevigat.
»Liganingen:, » Konstruktionen for heviset», s Beviset»,
0. 8. v. hirs rvedigeras si, att man ir oberoende av



5
figuren; inga bokstiver i inforas uwtan atbt samtidigt
definieras,

Med afseende pd innehdllet skulle jug vilja fista
uppmirksamheten pa 6ljande:

L:0. Liksom i allmiinhet spriket har sin makt

dver tanken, forhaller det sig — oech det 14n hogre
grad — med det subtilaste av alla sprik, det mate-

matiska teckenspraket. Vilj dirfér beteckningarna
omsorgsfullt och se noga till att, innan ett problem
angripes, de obekanta inforag pd limpligaste sitfl
Analytiskt-geometriskt betyder defta, att origo och
axlar skola liggas pd fdrméinligaste siitt. Som allmiin
vegel giller hiirvidlag, att sman biv striva efter
symmetri,

For att nirmare klargdra denna sak ber jag fA
hiinviga till foljande uppgifter och exempel.

Vid aritimetiska serier, dir termerna sikas, och
termantalet, n. ir et udda tal (— 2k + 1), torde den
mellersta termen lampligen betecknas med x, diffe-
rengen med y, sd att termerna bli

x—ky, x—(k—1y, .. s—y,5X+7y, ...
x4 (k—1)y; x + ky.

Vid geometriska serier, under 1 Gvrigh lika for-
hillanden, mé den mellersta termen heta x och kvoten
y. sd att tormerna bli

k - [k — 1) —1
PR

xy % xy Xy L % %Y, .. xyE!

, Xyt

Vid aritmetiska serier, dir termerna sokas och
deras antal, k, fr ett jimt tal (= 2k), hir ditferensen
betecknas med 2y och de tvih mellersta termerna
med x— v och x +y.. Termerna bli di
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x—{2k— 1y, x—2k—3y, ...x—7, x+y ...
cx 4 2k —3)y, x4+ 2k — 1)y

Vid gevmetriska serier under i Gvrigh lika fir

hillanden, mi de mellersta termerna vara xy~' och
xy, & att termerna bli
xy ey ay SR xy ) xy, . vl Y sgmEke

Sow exempel hiirpd nimnas IGljande problem.

Es. 1. Fyra tal bilda aritmetisk progression.
Deras produkt 4r 384 och summan av deras kva-
drater 120. Vilka 4ro talen?

Kallas de 1 ordning

x— 3y, x—y, x4 vy, x4+ 3y
tis de bida ekvationerna
(x2— ¥ (x*—95%) =584
dx- + 20y =120,

vilka ire lattan att losa.

Ex. 2. Fem tal bilda en geometrisk progres-
sion. Summan av de udda termerna dr 165 och
summan av de jimna dr 44. Berikna progres-
sionens kvot!

Lat talen 1 oxdning vara:

1 a, au, au?

an- % an”
Ekvationerna bli da

i au="*4 o+ an®— 105

| an—' 4 an — 44

Genom division fis



~u- 12 16D
n-+u-1 44
u—u *—
u+u
varav alternativt
i) 2) S
un-4+u-l=—41, 1
'11:—.2i\{,-’§1 I ives
47 8
0. 8. V.

Ex. 2. I en av 5 termer bestaende geomet-
risk serie 4r 3:e termen 6! mindre &n summan
av 1:a oeh 5:¢ samt 3 mindre 4n summan av 2:a
och 4:e termen. Serien?

Kalla mellersta termen x, kvoten y! Man far

X=xy 24 xy*— 06} —=xv ! 4+ xy§
Ll EETE=T 4y =6
st =3

13
* ey — 2= i 1§ e — 1
0. 8. V.

Ex. 4. Tre tal bilda en aritmetisk serie och
tre andra en geometrisk. Summan av de bada
seriernas forsta termer Ar 27, summan av geras
andra termer ir 39 och summan av deras tredje
87. Summan av den aritmetiska seriens tre ter-
mer 4r 36. Vilka Aro serierna?



Den aritmetiska seriens termer méi heta:
a—7xX, &, a4 X;
och den geometriska serions:
by~ 4 b, by.
Di fis ekvationssystemet
a—x + byt =27
a-+h=39

a4+ x + by =257

| 3a =30,

a =12

‘ b =27

i)

29 15

| ;
27y +x— 5.
De tvd sista ekvationerna ge
|
¥ "3
1
S ¥ :3’ Y= —

0. 8. V.

Ex. 5. Beridkna det sidrsta virde, som
z—sin x + sin(x + 80°) + sin (x + 607)
kan antaga!
Skriv
x 4 30° =y,
©z=sin(y — 307 + siny + sin (y + 30%),



cz= (1 + Zeos30%)«iny,
varal inses, aft z far sift storsta virde, dd «in y
dr 1, d. v. s, 101
y =907 + k- 560° (k=helt tal),
S =607 + k- 360
Men diven wvid andra uppgifter dr det av vikt,
att symmetriska Leteckningar anvindas.

Ex. 6. Tva vinklars summa &r 60°, och fér-

hallandet mellan deras sinus g Vilka dro de?

Betecknas vinklarna med 30° — x och 30° + x,
erhilles

sin (30° —x) 2
sin (30° +x) 3
gin (30° 4+ x) -+ 8in (30° — x)
sin (30° + 3) -— 8in {(80° — 1
. tg 30°
tgx
- eotx =5 V3,

. 5. V.

H]

4

—5,

Ex. 7. En vinkel i en triangel ir 45°. HGj-
den frin denna vinkels spets delar motstiende
triangelsida i forhallandet 2:3. Vad &ar forhal-
landet mellan triangelns bada Ovriga sidor?

Delarna av vinkeln 45° mi heta 22° 30" — v och
22° 300 4+ v, Dd Er

tg (22°30'—v) 2
te 22°80' +v) 8
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te (22° 80 + v) + tg (22780 — v}
tg (22° 30" + ¥) — tg (22° 30" — v)

eot2va=T,

0. ®WOV.

E=x. 8. Ett tal 4r a enheter stdrre dn ett annat.
Produkien av bada dr b. Sdék talen!

5 g a a
De bida talen mi betecknas med Yo ochy + 5"

Man finner ekv.

vz __

4

0. 8.V,

Ex. 9. Lbs ekv. systemet

XE + y2 - a
X+y=h
Skriv
b
X= -+ 7
2
| L
Y7
277 13~ i,
2
0.8 ¥

Ex. 10. Tre sadana tal stkas, att summan
av tva av dem Ar a, summan av det ena av dessa
och det tredje dr b samt summan av detia sist-
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nidmnda och det, som blett en gang firut adde-
rats, ar e.

Betecknas de tre talen med x, y. z erhilles
¥y +-z=n
z+x=Dh
l 4 y—e¢,
varav, efter addition och division med 2,

Genom att subtrahera fis da
b+e

-
2

vareiter de Gviiga fAs genom cyklisk permmntation.

a

il

[Talen mi ej betecknas med x, y, 21 sddan ord
ning, att ekvationerna bliva

X+ y=2a
x4+ z=—"h
¥y +z=c

Ej heller mi man hiir subtrahera, vilket likaledes
verkar ogymmetriskt.]

Yid lésande$ av problem angiende geometriska
orter hora konstanterna skiljus frin den eller de
variabler, som skola elimineras, gencm att t. ex. he
tecknas mad bokstiver i borjan av alfabetet (a, b,

k), medan de seunare befecknas med sidana i glutet
dirav (g, t, w, v, .. ).

2:0. Uppsitiandet av ekvationerna far ef
gdras c«wtonvatiskt med hiilp av s ko tabeller,



nigot som flitigh brukas fiven i goda skolor. 84 t. ex,
anvindas ofta dylika tabeller vid hastighetsproblem,
legeringsproblem, o. d. Forf. har #ll och med varit
niirvarande vid provirskonferenser, dir den handie-
dande Jiraren givit mycket detaljerade anvisningar.
hurn  gidana uppstillningar skola géras! Lisandet
av problom — oeh det giller lika mycket om de
vent elementira som de mera komplicerade inom den
hépre matematiken — Hr en skdn konst, som e far
sjunka ned till milning cfter schablon. — Men dven
P andra omridden forekomma antomatiska rikningar,
t. ex. vid uppgifter av sddan art som nedanstiende.

Ex. 11. 86k tva rationella tal, vilkas kva-
dratrotter dro irrationella och talen sd beskaffade,
att om man till det ena talet adderar det andras
kvadratrot cch fran det andra talet subtraherar
det forstas kvadratrot, skilinaden mellan de bada

584 erhallna storheterna blir —2 1+ V3!
Om x och y dro de sokta rationella talen, skall

() G+ Vy) —G—V)=2+ V5
Vs yy=2—s+7y+ V3
XA YL2Viy =2 x b yR43L2V302 x4y
Ay =[2—x-+ ¥+ 3 x—yP+ 122 —x L yP+
+AVIEZ2 —x+ 9 [2—x+y?+ 3 —x—7]

Eftersom alla termerna, utom den sista, sikert
dro rationella, méste ocksd den sista vara det. Men
det kan den endast bl genom att sithas lika med
noll. Genom att 1 detul] undersdka detta villkor
finmer man
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2——-x+y=0,

(3) Vx4 Vy=vy3
9

(4) Vi—Vy="~
V3

20

T 1

Ett vanligt fel iir hily até av (1) direkt sluta till
{2), =emedan ett rationelt tal ej kun vara lika med
ott rrationelt». Felslutet ligger diri, att det tages
for avgjort, att differensen mellan tvd irrationella tul
e] kan vara rationelt tal, vilket nuturligbvis dr fel-

aktigt. 9S4 ir ju t. ex. V2 ett irrationelt tal. likasd

1 +V2, men deras differens ér 1 och alltsd rationell.]

Ex. 12. Tva tvasiffriga tals produkt dr 1127.
Séitter man det ena framfér det andra och divi-
derar det silunda bildade fyrsiffriga talet med
det andra, blir kvoten 47 och resten 48. Vilka
dro talen?

Antag det fOrstniimnda x och det andra y. Da
gleall
100% + y =47y + 46,
A x

23

(x=23k
l\, 50 k I

diir k == helt positivt tal << 2, cftersom x och y skulle
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vara 2-giffrign tal. Tor k=1 erhéllas talen 23 och
19, for k=2 46 och 99. De firras produkt ir tyd-
ligen 1127; de senares ett stirre tal. Siledes upp-
fylla 23 och 49 de fireskrivna villkoren. Anvinder
man omvindt endast det fdrsta villkoret, atd pro-
dukten av de tvisiffriga talen skall vara 1127, d. v. s
72- 23, 84 finner man genast, att den enda losningen
just &r 28 och 49, och att det senare villkoret da
utan vidare maste vara upptyllt, forsivitt ej proble-
met ir orimligt.

Lx. 15, Vilket eller vilka tresiffriga tal &ro
s4 beskaffade, att siffrornas summa ir 18 samt
att det tal, som bildas av tiotals- och enhets-
siffran, multiplicerat med tiotslssiffran &r lika
med det tal, som bildas av hundra- och tiotals-
siffran?

Om talet betecknas med 100 x + 10y -+ =, ger det
gista villkoret ekvationen

y{10y + z)=10x + ¥,
s . Y2 1)
vE 4
; 10

Siledes miste antingen y eller z — 1 vara delbar
med 5. Men di x #ir = 10, dr tydligt, att y icke
kan vara delbar med 5 ufan att vara lika med noll.
Om y ir noll, blir fiven x noll och talet siledes ej
tresifirigh. Alltsd méaste

z—=1 4+ bk,

dir k kan vara O eller 1, d. v. 5. z—1 eller z—0,

Antagandet z —1 ger



Antagandet z =06 ger

W
li
ot

X:}'EAF* )—2

Talen skulle alltsi bli
111, 421, 931 eller 526.
Det forata villkoret, att siffersumman dr 13, upp-
fylles blott av de bida sista talen.

S:0. Pdabidrja icke en siffervdlning, foryr-
dn resiuliatet € devigt foreligger formelt wi-
ritknat,

Ex. 14. En rit pyramid har till basyta en
regelbunden 5-hdérning med 3 decimeters sida.
Pyramidens hdjd ar 8 centimeter. Huru stor ir
dess hela yta?

Kaila vinkeln mellan en sidoyta och basytan v
Om di den sdkta ytan fr y cm? fis

|y: = 80715 " cot 367 1+ - LAY

2 cos v/
8
tgv—=——" >
15 cot 36
v
e .o 2cos?
y— 5" 225 cot 36° 2

1

’ I ' GO’V
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= 600 cot —
¥y ) )

cob ve= L—f’ cot 36°,

{

0. 8. ¥V,

Ex. 15. Ett 14n, pa vilket 4,5 % arlig rinta
pa rinta beridknas, skall amorteras pa 15 ar
genom lika stora inbetalningar vid varje ars
slut. Hur stor del av den 7:de inbefalningen
Atgar till betickande av réntan under 7:de aret?

Om det Iimade beloppet var k kronor occh an-
nuiteten a kronor, evhilles, att den vid 1bide frets
glut regterande skulden utgjorde i kronor

E, =k 1,045 —u 1o0ap™ —a 1oas™W—

L——a 1,045 — 4,
ach vid Gite Arets slut
ke— k- 10485 —a-10ss%—a 1045° —. ..
. —a 1,045 -—A.
D4 nu — om x kronor fr den sikta summan —
| ;=0
| x=0,045 k.
fis
x==a{l — 1,645 "),
oller approximativt
x=0,3271 " a.

Man bir séledes dcke forst ntfora sifferriikmingen

fir k i dechmaler och sedan infora detta i kg och x|

4c0. Granska noggrannheten arv de er-
hallna siffrorna, innan de uppskrivas i re-
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sultatet. Det ger 16jligt ut até t. ex. komma med
b a 6 decimaler, di redan cen forsta dr felaktip och
ph grund av den anviinda mstoden alltid miste vara
ogtker.

TEx. 16, Huru langt utat Atlantiska oceanen
kan man se fran det 37{1 meter héga Pie du
Teyde pd Teneriffa? Jorden antages vara en
sfir med 6367 km:s radie. Ingen hiinsyn tages
till stralbrytningen i luften.

Om vinkeln vid medelpunkten mellan de bada
radierna genom 8gat och tangevingspunkten betecknas
med v, erhillles

6567000
Jq) COS V e
6370711
-+ log cos v = log 6367000 — log 6370711,
Fem-stiillig tabell skulle di giva
log cos v —=1000974 — 10

AT < v 20 1

Man fir icke ntan angivande av noggranmheten

giitba, v & ex. likn med 2°. — Ett noggrannare virde
pi v kommer man it genom att av (1) deducera
, 37l
L —cosy————
6370711
N s 3711
sin® — =

9 12741429

. v 1
log gin - == "log
9 29 i
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Efter utforande af logaritmeringen till higer:

]ogsin; =38.25213 — 10,

o 07 BB 40T < — < 07 BR' 417,

eller, ps 1" nir it vartdera hallet.
v=1"HT7 21"

Den sokta lingden blir siledes, riknad i meter,

7041 - 27 6 - 367000

3600 - 360

med ett fel mindro dn 7.1 biivav, d. v. s. 31, Man
kan di som svar uppge: sMellan 217311 och 217373
meter!> cller »217342 meter med ett fel mindre iin
31 meter &t vartdera hillets.

— i '73_1

5:0. Resultatet bir givas under fulll av-
stutad form! Siledes bir man ifriga om siffer-
iikuingnr o] stanna vid sidana svar som t ex. ¥ 3
wil, eller, di ett geometriskt ovt-problem foreligger,
underlita att om méjligh genomfdra climinationen.*)

6:0. Omn det iir fraga om att bevisa ett
teorem, hkan detta ef gdras genone att man
pisar upp att, om teorvemet gilller, man kom-
ey fram till en identitet. Diremwot fir det fullt
logiskt att antaga, att teoremct icke giilller ocl divav
hiirleda ¢n orimlighet.

Fx. 17. Bevisa identiteten

ve+Vaiys Ve—Va yz

*) Understmulom kan det dock wara DEtire att uttryclka
x och ¥y sfsom funktioner av en tredje variabel
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Ett vanhgt fel Ar att hiv antaga giltigheten av
just ovanstiende likhet, som skall bevisas, och f61-
enkla vinstra membrum genom fSrlingningar, var-
igenom fas

(2)

Vs
Genom att pd bida sidor multiplicera med \/3

och flytta dver 2y 4 evhilles sedan

B VeV e =sys

Om man sd hdjer till kvadrat 4 dmse sidor om
likhetstecknet, kommer man till

) (230 12}/ (24 V3) (—y3) 4 (2 V3)'=su.

Om kuberna utforas och mellersta termen ut-
riknag, blir siledes
(6) 5= b,

Dack dr ovanstdende bevis realiter fullt logiskt,
om man kan sluta 1 motlsatt ordning frim (G) till {1).
— Att man e¢j pi detta sitt alitid kan findra om
orddningen, &r visserligen nastan sjilfklart, men jag
vill dock eriura om det gamla — naturligtvis fel-
aktign — beviset for att tulen 1 och 2 dro lika:
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Ex. 18. Utga fran likheten

(1y : a=h
och multiplicera pd bada sidor med a, varav
{2) a~—ab;
subtraheras s b? di man fir
3) a2 —bi=ab — b2
som ger
(4) (a+Db)a—b)=Dhla—1b),
och effer division med a—h:
() a+b=Dhb
Eftersom nu a och b &ro lika, p&d grand av {(),
blir
(6) b= 2b,
och efter division med b

Felet ligger givebvis divi, ath man fran {4} ej
har riatt att sluta till (B} utan endast till att alter-
nativt (5] skall gilla eller ocksd a — b vara noil (d.v.s.
att (1) skall vara upptvlld). Diromot r tvdligt, att
(4) gitller, om likheten (d) figer rum.

Om vi atergd till ex. 17, &r tydligh, alt beviset
kan goras korrekt dven genom athb man férnekar ur-
sprungliza  likheten och alltsd tinker sig likhets-
tecknet ersatt av ett olikhetstecken. DMan skulls
niimligen d& komma tili den orimligheten, att 54 ]
vore lika med 54. En dvlik bevisningsmetod, som
ar fullt berittigad, kallas »reductio ad absurdums.
Ett exempel hirpd ir
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Ex. 19 Bevisa, att de tre talen 1, ¥ 2, V3 icke
kunna bilda en aritmetisk progression.

Antfag {6r tillfillet, att det ginge for sig, och ath
d wvore differensen samf m och n de bida term-
antalen 1 vartdera fallet med | som forsta term. D3
har man

[ Ve=14m 14
bVs=11@m— 14

varav
V2—1 m—1
Sl

Viet 1

o (\/5—1) (\/ELI)kal
2

n—1’

d. v. 8. ett irrationelt tal vore lika med edt rationelt,
vilket &r orimligt. Alltsd miste det enda antagande
som gjorts, nimligen att satsen e gillde, vara
oriktigt.

Aven inom geometrien fir man ofta se en be-
visningsmetod, som i allt visentligt dverensstimmer
mod den vid ex. 17T framstillda, nfimligen att man
pd forhand antager vad som skall bevisas, eller at-
minstone en del diray (= »cirkelbovisa). Bit sedan
gammalt kindt exempel hirpd ir beviset for att alla
trianglar firo liksidiga, Till cirkelhevigen torde man
iven kunna rikna det, som Euklides anviinder, di
han vill visa upp, att yltervinkeln i en triangel ar
gtorre @n var och en av de motstiende innervinklarna.
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Hir kan man dock liitt komplettera Leviset med hjilp
av axiomet: »Tv¥& riita linjer kunna ej innesluta nigot
rum:. — I sammanhang hiirmed torde fvewn bheaktas

Ex. 20. Bevisa, att de tre hissektriserna till
vinklarna i en godtycklig triangel skira var-
andra i samma punkt!

Ett forfuringssith, som hiir ofta anviindes, fr att
lixjungen drager bisscktrigserna till tviinne vinklar,
samnmanbinder skiirningspunkten med den tredje vin-
kelspotsen och sedan bevisar, att denna linje blir
bissektris till den tredje vinkeln. Hirmed fir dock
ej satsen bevisad, men kan bliva det, om man forst
bevisar, att e] mera in en bissektris finnes till varje
vinkel. — Det naturligaste torde dock vara att re-
digera beviset sisom indirekt bovis och genast draga
upp de tre bisgektrisernal



