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Inledning

Denna hok dr avsedd att ge en uppfattning om négra av de
fascinerande arbetsuppgifter som matematikerna av i dag
dgnar sig it. De tvd inledande avsnitten har ursprungligen
varit publicerade som artiklar i den amerikanska tidskriften
Fortune, medan 4terstoden av innehéllet dr helt nyskrivet

I vira dagar dr intresset fér matematik stérre #n nigonsin.
Men den tid di lekmién kunde gbra betydelsefulla insatser
inom matematiken ir férmodligen férbi. Det matematiska
tdnkandet rdr sig nu inom si hoga sfirer och arbetsmetoder-
na ir si invecklade att endast personer med sirskild fallen-
het och god specialutbildning kan skapa nigot nytt. Men
nistan varje vaken och energisk minniska kan fatta och
njuta av de matematiska grundbegreppen.

Det dr verkligen beklagligt att si f4 méinniskor i dag er-
bjuds mdjligheter att uppskatta matematiken. P4 ndgot sitt
har man tappat bort dmnet i den allminbildande undervis-
ningen, dar det tidigare traditionellt hade en given plats.
Platon betraktade matematiken som absolut oumbirlig for
den bildade minniskan. Under medeltiden krivdes for in-
triide vid universiteten kunskaper i aritmetik, geometri, ast-
ronomi och musik. Och fér inte si linge sedan fordrade man
vid vissa universitet att matematik skulle ingd som ett imne
i den filosofiska larokursen.

I dag tycks pedagogerna inte lingre vara medvetna om
att matematiken ir en omistliz del av visterlandets kultur-

1 Ett avsnitt om framtidens datamaskiner 1 det amerikanska origi-
nalet har mast uteslutas i den svenska upplagan, di det redan blivit
inaktuellt pd grund av den enormt snabba utvecklingen pi detta om-

réde. Vissa partier som berdr rent amerikanska fdrhillanden (under-
visning m. m.) har ocksd uteslutits vid &versiittningen. Utg. anm.
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arv. Nir man [ vir tid undervisar i renfissansens konst, lit-
teratur och filosofi, bortser man utan vidare frin det infly-
tande som samtidigt utévades av den ateruppvickta mate-
matiska tanken. Det var till exempel vid denna tidpunkt som
matematikerna bérjade grubbla &ver hasardspelets natur och
dirvid utvecklade sannolikhetskalkylen, som sedermera har
gjort det mdjligt for fysiker, ekonomer, statistiker och socio-
loger att pd ett rationellt sitt behandla de okiinda faktorer
som bildar grundvalen fér deras vetenskap. Nir matematik
Tirs ut, presenteras den huvudsakligen som en samling regler
och operationer. At de ofta mycket enkla grundbegreppen
dgnas ytterst liten uppmirksamhet., Om man bedrev under-
visningen i konst pA samma sitt, skulle den huvudsakligen
handla om hur man hugger sten och blandar farg.

Matematiken har en given plats inom byggnadskonst,
ingenjorskonst, statistik, ekonomi och naturvetenskap. Men
det dr ocksd madan virt att lara sig matematik £6r dess egen
skull — helt enkelt for att f4 uppleva intellektuell spinning
och stimulans.

Formedlandet av matematiska tankegingar &r ett problem
till och med bland matematiker. Minga framstiende mate-
matiker ir bekymrade dver det sitt att uttrycka matematiska
tankegingar som blivit vanligt under de tvad senaste decen-
nierna. Matematiska uppsatser &r komprimerade till den
grians dir alla intuitiva tankegingar har rensats ut. Resulta-
tet blir, siger med beklagande en matematiker, att “de flesta
uppsatser endast lises tre ginger — forsta gangen av forfatta-
ren, andra gdngen av utgivaren och tredje gdngen av recen-
senten”.

En del matematiker fruktar idag att deras imne skall ur-
arta till att bli en ren Svning i handhavandet av symboler.
Och visst kan en finslipad symbolik ibland anvéndas till att
skyla 6ver och férskéna tamligen triviala tankegingar. "Less
than meets the eye” — si brukar en ledande matematiker
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kommentera utseendemiissigt imponerande men idéfattiga
uppsatser. Medan denna matematiker endast dr bekymrad
Over vissa uppsatsers torftighet, ir en del av hans kolleger
oroliga &dver sitt Amnes hdggradiga abstraktion. Matemati-
ken har alltid fitt sin mest fruktbara inspiration frin den
fysiska varlden, pipekar de, men idag arbetar de flesta ska-
pande matematiker helt utan kontakt med den yttre verk-
ligheten.

Symbolspraket dr pd bide gott och ont. Det ir svart att
forestilla sig hur moderna matematiska tankegdngar &ver
huvud taget skuile ha kunnat utvecklas utan det fullindat
kompakta beteckningssystern som vi anvinder idag. Histo-
riskt dr det ocksd ett faktum att forbittringar i betecknings-
systemet alltid tdtt f6ljts av matematiska framsteg.

Med de talsystem som anvandes i antiken var det endast
ett fatal specialister som gick iland med elementira aritme-
tiska operationer. Egyptierna, till exempel, anvinde ett myc-
ket ohanteriigt decimalsystem, mera besliktat med det ro-
merska #n med vart moderna talsystem. Enligt det egyptis-
ka skrivsittet tergavs talet 1 med ett rakt streck. Fir talet
9 drogs nio sidana streck. Talet 10 betecknades med ett
uppochnerviint U, For att kunna aterge talet 99 fick man
rita nio sddana U:n plus nio raka streck. Alla brak hade
talet 1 till tdljare. 7/29 fick darfér skrivas som surnman av
1/6, 1/24, 1/58, 1/87 och 1/232. Det fanns mycket omfattan-
de tabeller som visade hur man kunde dterge brak som sum-
man av andra brik. Babylonierna begagnade sig av ett dnnu
chanterligare talsystem, som inte var ett decimalsystem utan
baserade sig pa talet 60 — det fanns alltsi 60 olika siffer-
symboler. Men trots allt lyckades egyptierna pi nigot sitt
utveckla lantmiteri- och byggnadskonsten i hdg grad, och
babyloniska astronomer berdknade ett mycket exakt nirme-
virde pa 7.

Aven grekerna, som limnade s ménga virdefulla bidrag
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till matematiken, var handikappade av ett mycket svir-
hanterligt talsystem. Trots detta kunde pytagoréerna inse
och bevisa att uttryck som /2 #r irrationella (dvs. inte kan
uttryckas som brdk), och Euklides visade att antalet prim-
tal 4r oidndligt. Arkimedes, som var fodd pd Sicilien men
av grekisk harkomst, uppfann och tillaimpade till och med
en primitiv form av integralkalkyl.

Grekerna var emellertid huvudsakligen intresserade av
geometri. Det var under medeltiden som hinduerna utveck-
lade algebran, samtidigt som matematiken stagnerade i
Europa och Egypten. Hinduerna hade till sin hjilp ett oer-
hort mycket bittre beteckningssystem. De uppfann de siff-
ror vi numera kallar arabiska, men deras viktigaste bidrag
var inforandet av ett positionssystem. I stillet f6r att dterge
talet 99 genom att nio ganger upprepa tecknen fér talen 10
och 1, skrev hinduerna det p& ett sitt sorn mycket liknar
vart skrivsitt. Det var ocksi hinduerna som inférde sirskil-
da symboler for okiinda storheter.

Under reniissansen borjade den sammansmiltning av vis-
terlandets geometri och &sterlandets algebra som slutgiltigt
genomférdes i bérjan av 1600-talet i Frankrike, dir René
Descartes skapade den analytiska geometrin, ett sitt att
framstilla geometriska figurer i form av algebraiska form-
ler och vice versa. Ungefir vid samma tid fick den europe-
iska matematiken slatligen sitt moderna symbolsprak, med
likhetstecken, sirskilda beteckningar foér kubikrdtter och
exponenter, anvindningen av alfabetets forsta bokstaver fér
bekanta storheter och bokstiver i slutet av alfabetet for obe-
kanta. Anda till dess hade matematikerna endast kunnat vt-
trycka sina tankar i retorisk form — uttrycket 4x5 uttrycktes
t. ex. som "kuben av en okind kvantitet multiplicerad med
dess kvadrat och talet 4. D4 matematiska tankeprocesser dr
i hig grad symbeliska, dr det férvAnansvirt att matemati-
kerna formidde tinka sammanhingande och féljdriktigt
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trots att de saknade ett stromlinjeformat beteckningssystem.
Det ar tveksamt huruvida dagens matematiker skunlle kunna
gdra ndgra nimnvirda framsteg utan sitt symboliska “steno-
grafisystem™.

Tillsammans tidcker de olika delarna i foreliggande bok
det mesta av den moderna matematiken. For dem som vill
skaffa sig djupare kunskaper i dessa fimnen kan bl. a. féljan-
de bocker rekommenderas:

What Is Mathematics? av Richard Courant och Herbert
Robbins, New York 1941. Tva ledande matematiker disku-
terar utférligt minga av matematikens viktigaste tankeging-
ar och metoder,

Matematiken och fantasien av Edward Kasner och James
R. Newman, Stockholm 1942. En kiar och ofta underhal-
lande beskrivning av ett antal viktiga begrepp.

Prelude to Mathematics av W. W. Sawyer (en Penguin-
bok). Denne ovanligt begdvade popularisator ger hir nigra
aspekter pA sidana problem inom algebran och geometrin
som han finner sirskilt spannande.

Introduction to Finite Mathematics av John G. Kemeny,
J. Laurie Snell och Gerald L. Thompson, Prentice Hall. De
tre forfattarna, som ar verksamma vid matematiska institu-
tionen vid Dartmouth College presenterar verkligt moderna
aspekter pid matematiken i denna mycket Iisvirda kurshok.

An Introduciion fto Probability and its Applications av
William Feller, John Wiley & Sons. En mycket vilskriven
kursbok f&r universitetsstadiet, som ar svar att folja f6r den
matematiskt otrinade, men vil vird att lisas av dem som
inte fr ridda for algebraiska symboler.

SIGMA (6 band) redigerad av James R. Newman, Stock-
holm 1960. En bestseller som ger en &versikt éver matema-
tiken frin Rhindpapyrusen till Einstein. Aven om en del
artiklar ir mycket teoretiska gér Newmans kommentarer
och den redaktionella notapparaten verket vil viirt sitt pris.
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How to Solve It av George Polya, New Yersey, 1945, En
framsidende matematiker talar om hur han léser problem
och foreslir olika sitt pd vilka lisaren kan gora det. Valda
delar av denna bok ingdr i ovanndmnda verk SIGMA.

A Mathematician's Apology av G. H. Hardy, Cambridge
University Press 1941. En djupsinnig betraktelse av en av
virldens stora matematiker, dir han beskriver hur och var-
f6r min som han skapar nya matematiska tankegingar. Ett
utdrag ur denna bok ingar i SIGMA.
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Den nya matematiken

Den vetenskap som idag befinner sig i den snabbaste ut-
vecklingen och undergar den mest radikala férindringen &r
matematiken. Den 4r den enda lirdomsgren vars huvodteser
Ar mer an tvitusen ar gamla och dnd4 fortfarande dger gil-
tighet, och trots detta har tiliflédet av helt nya idéer och
tankar aldrig varit stdrre én i var tid. Nya grenar inom ma-
tematiken, t. ex. spelteorin, har resulterat i anmérkningsvir-
da insikter rérande minskliga férhillanden som aldrig tidi-
gare varit f6remal for exakt vetenskaplig analys. Aldre gre-
nar som sannolikhetsteorien tillimpas numera pa s nya
omraden som trafiktithet och teleteknik. Och rymdfarten
har tvingat matematikerna att skapa en ny navigationstek-
nik, vida mera komplicerad in den som nu tillimpas p sjé-
fart och flygtrafik.

Men det ir inte p4d matematikens praktiska tillimpnings-
omride som de storsta férindringarna sker. Just nu, nir
minniskorna mer och mer har upptickt matematikens prak-
tiska anvindbarhet, hiller de ledande teoretiska matemati-
kerna pa att fora den rena matematiken allt lEngre bort fran
den fysiska verkligheten. Matematikerna har alltid haft en
viss forkdrlek for abstraktioner och féredragit vetenskaplig
skénhet framfor praktisk anvindbarhet. Dagens matemati-
ker har dock lyckats uppna hdjder av abstraktion som deras
forfader inte ens vigat dromma om. En del geometriska tan-
kegingar tillimpar de pi eft odndligt antal dimensioner,
andra geometriska tillimpningar forligger de till omriden
dir begreppet storlek inte lingre har nigon mening. De ut-
vecklar en algebra didr aritmetikens lagar inte 1dngre giller.
De konstruerar abstrakta universalmodeller ddr de samman-
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binder s& vitt skilda begrepp som tal, rum, rérelse och alge-
braiska formler.

Allt detta kan mycket vil vara borjan till ett av historiens
mest spinnande intetlektuella dventyr. Det kan droja linge,
men matematiska rén av det mest abstrakta slag — som i
forstone tyckts onyttiga eller till och med kurigsa — har
i det forflutna gett upphov till nya teorier inom de &vriga
naturvetenskaperna. Ar 1854 skapade t.ex. den tyske ve-
tenskapsmannen Bernhard Riemann en icke-euklidisk geo-
metri. Den fick vila i den rena matematikens elfenbenstorn

-4@nda till ett halvt Arhundrade senare, di Albert Einstein an-

viinde den som utgingspunkt for relativitetsteorin och se-
dan pa denna byggde upp hela den moderna fysiken. De ab-
straktioner som matematikerna skapar idag kommer — kan-
ske inte forrin om méinga ir — med stérsta sannolikhet att
&ppna viigen for nya teorier av samma riackvidd som relati-
vitetsteorin, och kanske blir resultatet till och med helt nya
vetenskapsgrenar, ’

For de forskare som Hgnar sig at den rena matematiken
ar matematiken nistan som ett spel. De forlitar sig inte ling-
re p intuitionen, som bygger pi erfarenheter om den fysis-
ka verkligheten. I stiillet skapar de sin egen viirld med hjilp
av axiom. Till skillnad frin Euklides axiom, som hiirleddes
ur observationer och anfogs vara “sjilvklara sanningar”, ir
den moderna matematikens axiom abstrakta antaganden. I
inskrinkt betydelse ir de inte mer “sanna” in schackspelets
regler. Men de dr ingalunda helt godtycklige. Aven om de
rena matematikerna har flyttat sina abstraktioner bortom
den fysiska verklighetens rimirken, méste de erkinna exi-
stensen av en matematisk “verklighet” — ett slags platonskt
ideal som héjer matematiken &ver det enkla spelets niva —
och en skicklig matematiker viljer sina axiom s3 att de skall
avsléja egenskaperna hos denna speciella verklighet. Trots
detta kan matematikerna aldrig vara helt sikra pd att deras
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skapelser ir logiskt perfekta. Ty det ligger utanfér matema-
tikens makt att klargora sitt eget visen.

Minga av grundbegreppen ir av naturen enkla, si enkla
att till och med ett barn kan forsta dem. Flera av den moder-
na matematikens sviraste problem bygger pd teorin for
oidndliga mingder, dvs. samlingar av ett oindligt antal fore-
mél, t.ex. alla punkter pi en linje eller alla tinkbara hela
tal. Andi brukade den nu avlidne kinde amerikanske mate-
matikern Edward Kasner undervisa smiskolebarn om oind-
liga miangder. Han fann att barnen mycket Iitt kunde gdira
sig fértrogna med oindlighetsbegreppet och fattade méngd-
teorins mycket fundamentala begrepp littare in en del av
hans studenter vid universitetet gjorde. Barn forefaller av
naturen vara mottagliga for matematiska abstraktioner, kan-
ske darfor att dessa vidjar till den rena fantasin., (Det &r
kanske betecknande att en av de populiraste barnbdcker
som finns, Alice i underlandet, skrivits av en yrkesmatema-
tiker, Charles L. Dodgson, vars pseadonym var Lewis Car-
roll).

Tankarnas elegans

En av de finaste komplimanger en matematiker kan ge en
annan matematikers arbete ir att kalla det “elegant”; ty om
det dr nagonting som placerar den moderna matematiken i
en klass £6r sig, sa dr det de estetiska krav som matematiker-
na stiller pd sitt arbete. Elegant matematik ir lika svir att
definiera som en vacker flicka. Professor George Péiya vid
Stanford University har dock istadkommit en definition pi
matematisk elegans som accepteras av minga matematiker.
Enligt hans asikt Ar ett teorems elegans “direkt propertionell
mot det antal tankegdngar som man kan uppticka i det och
omvint proportionell mot den anstringning som man far
ligga ner for att upptiacka dem™.
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En mycket framstiende engelsk matematiker, G, H. Har-
dy, har behandlat detta dmne mera ingdende i en liten bok
som han kallade A Mathematician’s Apology (En matema-
tikers férsvarstal), Han skrev: “Det monster matematikern
skapar maste lika vil som mélarens eller poetens vara vac-
kert; idéerna liksom fargerna och orden méste passa ihop
pd ett harmoniskt sitt. Skonhet dr det forsta kriteriet: det
finns ingen varaktig plats i virlden f6r oskén maiematik.”
Hardy uppfattade ocksi en funktionell kvalitet i den mate-
matiska skénheten. En elegant matematisk tankegang kan i
motsats till ett korsord elier ett schackproblem inte vara en
intellektuel! blindtarm; den mdste linka ihop andra mate-
matiska tankegangar och pd si sitt berika matematiken.

En av Amerikas mest framstiende matematiker, Marston
Morse vid Institute of Advanced Study, gir dnnu ett steg
lingre. "Det forsta betydelsefuila bandet mellan matemati-
ken och konsten”, siger han, "finner man diri att det mate-
matiska upptickandet inte ir en friga om logik. Det ir sna-
rare ett resulfat av mystiska krafter som ingen forstir och
i vilka det omedvetna uppfattandet av skénheten maste spe-
Ia en betydelsefull roll. Ur den odndliga mangden av sam-
band viljer matematikern ett for dess skdnhets skull och fér
det ned till jorden.”

Den repe matematikerns hogt utvecklade estetiska sinne
tycks pgbra honom sidrskilt begidvad inom en av de skona
konsterna: musiken. Ett icke ringa antd] matematiker ir
utomordentliga musiker, och pd méanga platser dir yrkes-
matematiker samlas har man organiserat kammarmusiken-
sembler, ibland till och med hela orkestrar. I musiken, som
av allt att déma 4r den mest abstrakta av de skéna konster-
na, finner matematikerna en klar aterspegling av manga av
sina egna begrepp. Det dr dven méjligt fér dem att matema-
tiskt analysera de stilistiska sirdrag som utmirker varje
kompositér. Man har faktiskt lyckats programmera en da-



tamaskin si att den kunnat komponera musik i Bachs stil.

Minga matematiker ir roade av schack, bridge, eller det
iapanska Go-spelet, diven om endast ett fatal matematiker
speciellt utmirkt sig pa dessa omraden (tva tidigare schack-
virldsmistare, Emanuel Lasker och Max Buwe, samt tvd
av Amerikas frimsta bridgespelare har dock varit matemati-
ker till yrket).

En del matematiker har en speciell férmiga till visnellt
tinkande och egenskapen att kunna utidra snabba Overslags-
berikningar. Nigra har en intuitiv kiinsla £6r samband, t. ex.
for sambandet mellan ett femdimensionellt foremal och det
sjudimensionella rum som omger det. Och den framstiende
matematikern John von Neumann brukade férbluffa andra
matematiker med sin férmiga att snabbt 18sa linga och
komplicerade problem i huvudet. I regel kan man dock siiga
att matematiker 1 allminhet inte kan uppfatta formen av
vanliga fysiska faoremdl lika bra som ingenjérer och mekani-
ker och inte heller kan utféra aritmetiska berikningar lika
snabbt som bokhéllare och revisorer.

Ett pemensamt kinnetecken fér minga skapande matema-
tiker ir att deras skaparkraft stir pd héjdpunkten redan i
deras tidiga ungdom. Isaac Newton sade exempelvis att han
befann sig p4 toppen av sin matematiska skaparférmiga vid
tjngotre till tjugofyra &rs alder. De flesta stora matematiker
har gjort sina mest betydelsefulla insatser nir de varit tret-
tio & fyrtio &r gamla. Efter femtiodrsaldern har de i allimin-
het dgnat sig 4t undervisning, filosofiska insatser eller at att
tillimpa sitt matematiska vetande pA andra omraden.

Men det mest karakteristiska f6r en matematiker #r kan-
ske att han vill utféra sitt arbete ensam. Teamwork utévar
ingen stérre lockelse pd honom. Relativt f4 matematisk-
vetenskapliga arbeten har mer dn en férfattare, och prak-
tiskt taget inget har mer in tva. Inte heller &r matematikerna
i behov av nagon stérre utrustning vid sidan om ett eget ar-

19



betsrum, ett referensbibliotek och papper och penna. Medan
fysiker och kemister dr bundna till sina instrument och appa-
rater har matematikern en stdrre rérelsefrihet. Han ror sig
en hel del — betydligt mer dn vetenskapsmin pd andra om-
riden. For en matematiker hir det inte till ovanligheten att
dka halva jorden runt for att utbyta tankar med andra mate-
matiker.

Men bist av alit trivs framstdende matematiker i kretsen
av sina lirjungar. Det mesta av den bista rena matematiken
dstadkommes pa ett fatal platser dir framstdende matemati-
ker har dragit till sig andra goda matematiker och de biista
studenterna. Exakt vilka platser som ir de mest framstiende
kan sikerligen diskuteras, men varje férteckning torde uppta
sddana pilatser som Harvard- och Princetonuniversiteten
och det kidnda Institute for Advanced Study vid Princeton
samt universiteten i Leningrad, Moskva och Paris.

Intressanta fragestiillningar

Bland yrkesmatematiker anser man det ndstan lika viktigt
att kunna stilla frigor som att besvara dem. Matematiken
vimlar av problem som har forblivit olésta under decen-
nier eller till och med under drhundraden och trots detta har
bidragit till uppkomsten av heit nya vetenskapsgrenar. Ma-
tematikerna har exempelvis i hog grad utvecklat den moder-
na talteorin som en f6ljd av firsok att verifiera en gissning
av den 1 6vrigt synnerligen obetydlige tyske amatdrmatema-
tikern Goldbach. Denne pastod &r 1742 att varje jimnt tal
stirre dn 2 utgdr summan av tva primtal (ett primtal &r ett
tal som inte ir jamnt delbart med nigot annat helt tal utom
talet 1). 83 till exempel dr 8=3+435, 26=13--13 och 62=
3-+59. Ingen har Hnnu lyckats matematiskt bevisa Gold-
bachs pastiende men & andra sidan har heller ingen funnit
nigot undantag som motbevisar det. Problemet har emel-



lertid reducerats. Ar 1931 bevisade den ryske matematikern
Schnirelmann att varje positivt tal utgér summan av hogst
300 000 primtal. Ar 1937 bevisade en annan ryss, I. M. Vino-
gradov, att varje rillrdckligt stort udda tal utgdr summan av
tre udda primtal. Men vad menas med tilirickligt stor1? Nu-
mera vet man emellertid att tillrickligt stort betyder ett
minst 350 000-siffrigt tal — ett tal som skulle fylla ca 20 sidor
i en ordindr telefonkatalog. Dir befinner sig frigan tills vi-
dare.

Den storsta insatsen i fraga om framliggandet av problem
kan sigas ha utférts av den tyske matematikern David Hil-
bert (1862-1943). Kring sekelskiftet formulerade han inte
mindre in tjugotre problem som han uppfordrade sina ma-
tematikerkolleger att 1isa under det nya drhundradet. Under
lang tid anvinde man antalet 1ésta Hilbertproblem som en
mattstock f6r matematikens utveckling. De flesta dr nu 18s-
ta, men s& sent som ar 1952 vickte det hiinforelse nidr Hil-
berts femte problem léstes av tre amerikanska matematiker:
A. Gleason, D. Montgomery och L. Zippin. Och fér nigra
ar sedan publicerade en ledande rysk matematiker, A. N.
Kolmogorov, 16sningen till Hilberts trettonde problem. (Lik-
som de flesta av Hilberts problem dr det femte och trettonde
av hoggradigt teknisk natur.)

Forméagan att formulera virdefulla prablem samman-
hidnger intimt med nigot slags fritt gissande, som matema-
tikerna begagnar sig av for att utveckla matematiken. Ma-
tematik i vardande ir, som Pdlya papekar, inte nigon de-
duktiv vetenskap. Den ir en induktiv, experimenteil veten-
skap, och gissningen dr matematikerns verktyg. Matemati-
kerna liksom andra vetenskapsmin formulerar sina teorier
genom intuition, analogier och enkla exempel. De utarbetar
sin rigordst noggranna bevisféring foérst nar de redan ar i
det ndrmaste Gvertygade om att vad de forsdker bevisa verk-
ligen ocksd ar riitt.
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Pélya hivdar att framkastandet av skarpsinniga gissningar
kan och bor liras ut. Han har forfattat tre bdcker i &mnet,
diribland en spinnande pocketbok med titeln How to Solve
It (New Yersey 1945). Xonsten att gissa har sina egna logis-
ka lagar, siger han, och bland de exempel han limnar &r

foljande:

Om A implicerar B,

och om B ir helt sannolikt i sig sjdlve,
och om B visar sig vara sant,

da blir A en liten aning trovirdigare.

Om A implicerar B,

och om B ir mycket osannolikt i sig sjilvt,
och om, detta oaktat, B visar sig vara sant,
da blir A mycket mera troviirdigt.

Ett sidant resonemang dr tydligt underligset ett oveder-
liggligt bevis, men det kan leda matematikern fram till en
tankeging som dr vird att prévas.

Ett matematiskt bevis fordrar emellertid en helt annan
typ av resonemang. Nir en matematiker har kommit si
langt i sina undersékningar att han borjar skriva ner resul-
tatet, lagger han sin skarpsinniga intvition, sina belysande
analogier och dvriga undersdkningsinstrument 4t sidan och
haller sig uteslutande inom den logiska deduktionens skran-
kor. I det formella beviset kan han inte limna nigonting At

" fantasin., Han miste ta till hela sin uppsittning av nédvin-

diga definitioner och axiom och obevekligt mala fram en
slutsats utan att gora ytterligare antaganden.

Striingt taget kan den noggranne matematikern inte siga:
"Detta och detta ir sant.” T stillet méste han uttrycka sig
pa foljande sitt: "Om A &r sant, si dr ocksi B sant.” Och
han maste dirutdver inse att sanningen i hans pistienden
endast star i forhillande till matematiken och dirfér inte
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kan gbra ansprik pi ett dirckt samband med den fysiska
viirlden. Det var denna formalism som foranledde Bertrand
Russell att definiera matematiken sdsom “den vetenskap i
vilken vi aldrig vet vad vi talar om och inte heller huruvida
det vi siiger 4r sant™.}

Monsieur Bourbaki

Den mest ambitiosa riktningen inom den matematiska for-
" malismen hade sitt upphov i ett skimt och kan fortfarande
sigas innehélla skimtsamma element. Den representeras av
de skrifter som utgavs av en helt och hallet uppdiktad frans-
man, Nicolas Bonrbaki, och utgor kanske det enda team-
work i stor skala som genomfarts inom den moderna mate-
matiken. Till dags dato har Monsieur Bourbaki publicerat
omkring 20 band omfattande sammanlagt Sver 3 000 sidor.

Bourbaki foddes for ndgra artionden sedan som ett bisarrt
hjirnfoster i kretsen av unga franska matematiker kring
André Weil, en av viirldens stérsta nu levande matematiker,
Han bérjade sin verksamhet med att sinda smi notiser till
olika facktidskrifter, Slutligen firelade han sig omkring 1940
en synnerligen imponerande uppgift: att utarbeta en full-
stindig och stringt logisk framstillning av hela matemati-
ken.

Bourbaki dr excentriker. Han anvinder ett egenhiindigt
konstruerat, mycket egendomligt beteckningssystem; nir
hans resonemang kommer pa avvigar varnar han sina lisare
till exempel genom att i marginalen dra en sicksacklinje som
liknar ett franskt trafikmirke.

Bourbakis andlige fader Weil har nyligen tagit sin hand
ifrdn honom (dock inte frin matematiken) i samband med
sin 50-arsdag. Bourbaki har dock inte minsta tanke pi att

1 Ur Bertrand Russell, Mysiitk och logik, Stockholm 1954
Gvers, anm.
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dra sig tillbaka pi ett tag inou. Férmodligen kommer han
att leva vidare ung och aktiv fér evigt, eller Atminstone si
linge som matematikerna fortsitter att skapa nya begrepp
och metoder. Nigra anhingare ir av den Asikten att Bour-
bakis hipnadsviackande framstillning (helt ansprakslsst kal-
lad Matematikens elemeni) skulle behéva komma ut regel-
bundet i omarbetade utgdvor. De forsta banden, siger de,
ar redan forildrade — si fort har matematiken utvecklats un-
der de allra senaste Aren.

Bourbaki angriper matematiken extremt metodiskt, men
dven matematiker i allminhet uttrycker sig med storsta for-
siktighet — och det med all ritt. Plausibla men obevisade an-
taganden har under gingna tider lett till uppkomsten av allt-
for manga paradoxer. Nigra av férra arhundradets stora
matematiker rikade i allvarliga svirigheter ndr de antog att
det i vissa odndliga serier fanns ndgot storsta eller minsta
element. Det farhaller sig inte si. Féljande exempel dr si
enkelt att det inte skulle kunna féra en matematiker p3 av-
vigar, men det illustrerar ind3 hur logiskt invecklade oind-
liga. miangder kan vara. Det finns ett oiindligt antal allminna
brik, men det finns inget minsta brik. Till ett givet brik
(t. ex. 1/999 999) ir det alltid m&iligt att finna ett Annu mind-
re brak helt enkelt genom att man adderar talet 1 till ndm-
naren (vilket i detta fall ger 1/1 000 000).

De o#ndliga mingdernas matematiska natur strider ofta
mot sunda férnuftet. Ett av de mest uppseendevickande
exemplen hirpi gavs for omkring tjugofem ar sedan av tvd
polska matematiker, Stefan Banach och Alfred Tarski (den
senare numera verksam 1 USA vid University of California).
De visade hur ett klot av en &drtas storlek teoretiskt skulle
kunna delas i ett dndligt antal defar och direfter siittas ihop
till ett klot av solens storlek.
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Zorns lemma

Foér att kunna utstaka en siker kurs mellan o#ndlighetsbe-
greppets farliga blindskir fick matematikerna uppfinna nya
diskussionsverktyg. Ett av de mest anvindbara dr kint under
olika former och olika namn, diribland urvalsaxionter och
Zorns lemma. Det behandlar vad matematikerna kallar “dei-
vis ordnade mingder”. Som ett enkelt dskddningsexempel
kan man tinka sig ordergivningskedjan i amerikanska ar-
mén. En “beordrad™ (dvs. obruten) auktoritetslinje striicker
sig nedat fran presidenten til! en regementschef och slutligen
till den menige i dennes regemente. Men det fions ingen di-
rekt auktoritetslinje melian 1t oss siga tva l§jtnanter i olika
regementen. En mer komplicerad delvis ordnad mingd visas
i nedanstiende figur.

H

En given punkt definieras hir sisom stérre dn varje annan
punkt med vilken den dr férbunden genom neditriktade
linjer. (Linjernas lingder saknar betydelse.) Silunda ar
punkten A stdrre in alla de &vriga; B ir storre dn E; C ar
stérre dn G; och alla andra punkter ir stérre dn H. Men
figuren uvtsiger ingenting som helst om sambandet melian
B, C och D eller mellan E, F och G.
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Zorns lemma siger att varje delvis ordnad mingd innehil-
ler en maximal fullstindigt ordnad mingd, dvs. tillimpat pa
virt tidigare exempel en direkt ordergivningskedja som inte
utgdr del av ndgon annan ordergivningskedja i hela ming-
den. En stérsta kedja kan Iitt plockas ut ur mingden i figu-
ren — A, C, F, H till exempel. Men i méngder som bestir av
tusentals punkter, eller till och med av ett odndligt antal,
ir det minskligt att ddma omédjligt att finna en stérsta full-
stindigt ordnad delmiingd. Tack vare Zorns lemma vet ma-
tematikern att han med sikerhet kan anta att det finns en
storsta fullstindigt ordnad delmingd i varje delvis ordnad
mingd han patriffar. Och han kan tryggt fortsitta sin bevis-
féring med detta antagande som utgingspunkt, vad han 4n
forsoker bevisa. )

Intuitionisterna e

Inte alla matematiker &r beredda att g& med pa att mingd-
teorin, som innefattar Zorns lemma, dger logisk giltighet.
Det finns en liten men benhirt orubblig minoritet, kallad
“intuitionisterna’, som ur det matematiska tinkandet wvill
utesluta alla péstienden som endast talar om existensen av
ett tal, en formel eller en mingd utan att specificera dem.
Om det finns en storsta mingd, siger de, pavisa den da,
eller visa hur man kan konstruera den med ett Zindligt antal
steg.

Intuitionisterna vigrar ocksd att acceptera den indirekta
bevismetoden. Med denna traditionella metod kan en mate-
matiker som vill bevisa att ett teorem dr sant forst anta att
det dr falskt. Sedan fortsitter han med att pavisa en absurd
motsigelse och drar dirav slutsatsen att teoremet maste vata
sant. Indirekta bevis, papekar intuitionisterna, vilar pa
Aristoteles’ lag om “det uteslutna tredje” som innebdr att
péstienden logiskt sett endast dr absolut sanna eller absolut



falska och aldrig nigonting diremellan. Och denna sats kan
ibland ge upphov till logiska lickor, nédr den tillimpas pd
oidndliga mingder.

Strax efter sekelskiftet férsokte den tyske matematikern’
David Hilbert stdtta upp den matematiska logikens grund-
valar. Frin en utgdngspunkt som var motsatt intuitionister-
nas forsdékte han riadda det klassiska resonemanget genom
att definiera matematiken som ett spel som spelas pa grund-
val av vissa klart utsagda regler (eller axiom) med menings-
16sa symboler. Hans mal var aft gbra matematiken till cn
sluten enhet, konsekvent till sitt inre sammanhang; ett slag
forefsll han att ha uppnatt sitt mal.

Ar 1931 skots emellertid plotsligt hela Hilberts Iogiska re-
sonemang i sank. En ung dsterrikisk logiker, Kurt Giadel,
(numera verksam i USA) visade att det inte fanns nigot
hopp om att matematiken skulle kunna g&ras helt perfekt
till sin inre struktur. Genom en mycket ling och oantastlig
resonemangskedja analyserade Godel alla méjliga formella
logiska system med vilkas hjilp matematiken kunde defini-
eras. Han visade att varje system som var tillrickligt omfat-
tande for ait innehilla en definition av de hela talen, ound-
vikligen maste lida av tva brister. Forst och frimst skulle
ett sidant system inte kunna hirieda samtliga elementira
och intuitivt uppenbara aritmetiska teorem. Qch vad virre
dr, det kan inte enligt den stringa logikens lagar bevisa sin
egen motsidgelsefrihet. Kort sagt, Hilberts system hade torpe-
derats. Men det bir ocksd framhéllas att Hilbert sjaly var en
av de forsta som inség att Godels bevis inte kunde veder-
liggas. Hilbert uppgav sitt riddningsférsdk och betecknade
det som ett fiasko.

Men trots att Hilberts stora anstringningar ledde tiil intet
stir han som segrare i1 den matematisk-logiska konflikten.
De flesta matematiker dr idag beredda att acceptera hans
sdtt att angripa problemstillningen, dven om de dr fullt
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medvetna om att det dr riskfylit. Professor Andrew Gleason
vid Harvard forklarar detta stillningstagande: "Om man
intar intuitionisternas stindpunkt dr man pd den sikra si-
dan. Men med deras starkt restriktiva sitt att resonera kan
man knappast bevisa nigonting. Vi vill géra framsteg, si
vi fortsitter att anvinda oss av den gamla osiikra logiken.
An sd linge har vi inte stétt pd nagon mera betydelsefull
paradox, dven om vi inte kan vara sikra pd att vi inte en
vacker dag kommer att géra det. Banach-Tarski-upptickten
ar ingen verklig paradox. Den ir ingen logisk motsiigelse,
den visar endast att vi inte kan ha ctt fullstindigt generellt
volymsbegrepp. Men skulle vi stéta pd en paradox kan vi
formodligen ridda den matematiska lirobyggnaden genom
att lappa ihop den.”

Algebra utan griinser

Hilberts metod med fristiende axiom genomsyrar numera
hela matematiken. Sirskilt inom algebran har detta for ma-
tematikerna medfért en frihet som de aldrig tidigare kunnat
glidja sig at.

Algebraikerna begriinsade sig tidigare till vad de kunde
faktta rorande ordinira tal. Hinduerna utformade algebrans
grundbegrepp pi grundval av de rationella talens aritmetik
— dvs. pé hela*tal och brik. Som tur var fordrades ingen
indring av reglerna fér de féljande tva taltyper som man
borjade intressera sig for inom matematiken. Férst kom de
irrationella talen, sidana som /3 eller v/7, som inte kan
sigas vara exakt identiska med nigra briktal dven om man
kan approximera dem med hjilp av brik. (Tillsammans
bildar de rationella och de irrationella talen vad vi kallar
de reella talen,)

Direfter f5ljde det imaginéra talet \/—1. Det &r inte ens
approximativt lika med ndgot reellt tal dirfor att ett reellt
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tals kvadrat inte kan bli ett negativt tal. Andd kunde det
imaginira talet \/:1 ,som vanligen betecknas med bokstaven
i, friktionsfritt inordnas i de reella talens aritmetik. Genom
addition, subtraktion, multiplikation och division kombine-
ras det med reella tal och bilder pd si sitt komplexa tal, till
exempelvis 3/, 7—14i, 134 ++/3i. Och komplexa tal av dessa
slag kan adderas, subtraheras, multipliceras och divideras en-
ligt de regler som giller fér reella tal.

At dindra pd reglerna

Inte forrin pa 1800-talet borjade matematikerna sysselsitta
sig med tal som inte foljde de gamia vanliga aritmetiska
reglerna. Idag ndrmar sig algebraikerna sitt imne frin den
motsatta sidan. De borjar med reglerna och modifierar dem,
ofta godtyckligt, for att skapa nya algebraiska system som
inte dr tillimpliga pd reella eller komplexa tal. Teoretiskt
finns det ett obegrinsat antal sddana system. Det hat emel-
lertid bevisats att inga tal "bortom” de komplexa talen (be-
stiende av en reell och en imagindr del) kommer att f6lja
alla de gamla reglerna.

Varje skolbarn som far till uppgifi att multipficera ihop
flera tal upptiicker forr eller senare att det inte spelar nigon
roll i vilken ordning muiltiplikationerna utférs. Detta spelar
diaremot en mycket stor roll nar det giller en del taltyper
bortom de komplexa talen. De vanligaste bland dessa &r
kvaternionerna, som bestir av en reell del och tre olika ima-
gindra. Trots att kvaternionerna fungerar ungefar som van-
liga tal 4r de inte vanliga tal, eftersom de inte lyder
den kommutativa lagen, som shger att g b=b-a (eller
2-3=3-.2). Nir man kommer fram till cayleytalen (en
reell del och sju imaginira) dger en Annu mer drastisk
fordndring rum: den associativa multiplikationslagen ar
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GRUPPBREGREPPET

N 1, M I (identitetselement) kvadraten flytias ej
A vrid kvadraten 90° moturs

B wvrid kvadraten 180° moturs

C  vrid kvadraten 270° moturs

D vind kvadraten 180° kring axeln K-X
E viind kvadraten 180° kring axeln L-L
K KF vind kvadraten 180" kring axeln M-P
(G viind kvadraten 180° kring axeln N-Q

P L Q

Den moderna matematikens kanske mest mangsidiga abstraktion r det
algebraiska gruppbegreppet. En grupp hjilper till att knyta samman ma-
tcmatikens ménga grenar, ty begreppet grupp dr si konstruerat att det
kan tillimpas likartat pd mdnga olika ting: antal, rum, tid, rérelse, rela-
tioner. Som manga anviindbara matematiska abstrakiioner dr grupper
mycket enkla till sin principiellz uppbyggnad och mycket komplicerade till
sin tilldimpning.

En grupp kan &skddliggoras av en tabell som i myeket liknar en malti-
plikationstabell. En sidan grupptabell bestir av ett antal element (i tabel-
lerna pd s. 29 representerade av bokstiver) och en regel £6r kombinerandet
av dessa element. Figuren och de forsta tvd tabellerna illustrerar en for-
héllandevis enkel grupp av operationer. En kvadrat omflyttas utan att dess
yttre konturer dndras, dven om man liter de olika hirnen byia plats.
Man kan forestilla sig kvadraten som en pd papperet vilande pappskiva.
Operationerna moisvarar ett pa olika sitt f6retaget utbyte av bokstiiverna
i de olika hornen. Den kommutativa lagen kan inte tilliimpas {ir denna
grupp, dvs. det 3r inte betydelseldst i vilken ordningsfélid operationerna

inte lingre sann. Dvs. om @, & och ¢ dr tre cayleytal, er-
hiller man ett resultat om man forst multiplicerar ¢ med
b och direfter mulitiplicerar resultatet med c, och ett heit
annat om man forst multiplicerar » med ¢ och sedan multi-
plicerar a med resultatet.

Ett annat enkelt aritmetiskt faktum ar att produkten av
tva tal kan bli noll endast om &tminstone ett av talen &r noll.
Denna regel giller ocks3 fér kvaternioner och cayleytal men
inte fér andra tal. Det finns alltsi inget entydigt s&tt att di-
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utfgrs. Operation F som féljs av operation A utbyter hdrn M mot
hérm N och hém P mot hdrmn Q; resuitatet iir dirfér ekvivalent med ope-
ration E. Om 4 andrz sidan operation A féljs av operation F utbyts N
mot P och M mot @ och resultatet blir ekvivalent med operation D. (Ax-
larna flyttas inte om kvadraten roteras eller sitts i rorelse.)

Den mindre grupptabellen (ovan till higer) representerar tre olika
matematiska processer och uppdagar dirigenom att dessa alla uppvisar
samma matematiska struktur. (Detta ir en kommutativ grupp, eftersom
operationerna kan géras 1 valfri ordning.) Tabellen kan tolkas pid vart
och ett av f5ljande sitt:

(1) Rotationerna iindrar inte kvadratens yttre kontur. Identitetselemen-
tet I flyutar icke kvadraten. A roterar 90° moturs; B 180°; och C 270°.
(En "'undergrupp" till den grupp som represcnteras av den stérre tabellen.)

(2) Additicner i ett talsystem som endast bestdr av fyra tal: 0, 1, 2 och
3. Detta motsvarar att man adderar de hela taler, dividerar summan med
fyra och antecknar resten. I denna tolkning ir identiteten 7 lika med nofi:
A #r 1; B dr 2; och C &r 3.

(3) Multiplikation i ett talsystem som bestdr av falen 1, 2, 3 och 4. Detta
motsvarar att man multiplicerar talen, dividerar produkten med 5 och an-
tecknar resten. Identiteten ! #r 1; A #r 2; B ir 4; och C 4r 3.

videra tal. Detta teorem har fiir inte si linge sedan bevisats
av de amerikanska matematikerna Bott, Kervaire och Mil-
ner. Inom parentes sagt anvinde de som hjilpmedel den al-
gebraiska topologin (som behandlas lingre fram).

Cheshirekattens leende

De moderna matematikerna har dvertagit ett av den mo-
derna algebrans visentligaste begrepp: *'grupp”. En fram-
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ETT LOCKANDE PROBLEM

En viktig tillimpning av gruppbegreppet finner man incm topologin.
Problemet dr att bariikna sfirers “homotopiska' grupper. Den grovt for-
enklade innebérden #r f6ljande: P4 hur manga sitt kan man krdnga cn
gummisfar kring ¢n annan sfiir?

Man méste dock first ha klart for sig att "sfir' i detta sammanhang
representerar eft oindligt antal geometriska foremdl ay olika dimensio-
ner. En cndimensicnsll sfir, S1, ir en cirkel. En tvadimensionel] sfir, $2,
4r ett ihdligt klot. Flerdimensionella sfirer kan givetvis inte Aterges t vir
tredimensicnella viirld; de ir matematiska utvidgningar av det fullkom-
liga rundhetsbegreppet. Geometriskt kan detta uttryckas s att en slir
som #r av higre dimension in en given annan sfidr kan konstrucras ge-
nom att man viiljer tvi punkter (poler) i niista dimension och férenar
dem med varje punkt pi den givna sfaren, Uttryckt i algebraisk form
representeras en n-dimensionell sfir av féljande ckvation:

2. 2, 3. , 2 1

dir varje x avser aystindet i en viss dimension frin en punkt pi sfirens
uisida till dess centrum.

Problemet #r sirskilt lockande dirfiir ait man har 18st det till hiiften.
En del fall iir forhdllandevis enkla. En cirkel kan kringas kring en annan
cirkel pid odndligt minga sitt. En gdng, tvd ginger, tre ginger osv., sc

O QOO

stiende matematiker, Evariste Galois (1811-1832), var den
forste som (ir 1830) anviinde gruppbegreppet fir att finna
nya metoder for losning av ekvationer. Han publicerade
sin upptickt, 20 &r gammal, kvilllen innan han diédades i en
meningslés duell. Forst pa senare i4r har matematikerna
helt utoyttjat gruppbegreppet; det har visat sig vara ett
méngsidigt anvindbart verktyg. En grupp har jimfdrts med
det leende som finns kvar nir Lewis Carrolls Cheshirekatt
har forsvunnit. Gruppbegreppet kan tillimpas pa allt slags
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Men det finns bara ctt enda genercllt siit pd vilket man kan kriinga en
cirkel kring ett ihdligt klot. Om cirkcin sepresenteras av ett gummiband
kan den glida av bollens ekvator och krympa thop till en enda punke,
s¢ nedan:

1 2
s* = S
Att kriinga ett ihdligt klot kring ett annal dr likartat med problemet att
kringa en cirkcl kring c¢n annan cirkel. Det yttre klotet kan {likas och
triis kring det inrc ett obhegrinsat antal ginger. Om 4 andia sidan ett ih4-

ligt kloL sammanpressats till en riit linje och sedan tritts kring en cirkel,
kan det alltid krympas ner till en enda punki, se nedan:

st = s
‘4"" “‘.1"
50O

Genercllit giiler att om tvd sfdrer har samma antal dimensioner, kan
den ena alltid kringas kring den andra pd ett odndligt antal sétt. Och den
ytire sfidren kan alitid krympas ihap till en punkt om den har ligre di-
mension in den inre sfdren.

Die intressantaste fallen fir de dfr den yitre sfiren dr av higre dimension
dn den inre sfiren. Det r med rent algebraiska metoder teoretiskt mij-
ligt att berikna det antal sitt pi vilket varje given sfiir kan kriingas kring
varje annan given sfir. De algebraiska mectoder sorn hiir avses har utar-

matematik: fysikalisk rorelse, tal, vektorer, rymdgeometri,
ckvationer etc. Definitionsmissigt bestir en grupp av ett an-
tal “element” (ddrmed avses alla slags matematiska tanke-
foremal) och en regel som gor det mojligt att kombinera
elementen (tvd element kan kombineras till ett tredije, en
sAdan sammansittning kallar man komposition). Vissa grup-
per innehdller ett oidndligt antal element. Elementen Aterges
med bokstiver som kombineras med symbolen *. Fér att ett
sidant system skall kunna kallas grupp méste det uppfylla
foljande fyra villkor:
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Antal dimensioner Antal sitt pd vilka
den yttre sfiiren

yttie inre kan kringas kring
sfdrens sfhrens den inre

3 2 obegriinsat
4 3 2
4 2 2
5. 3 2

17 3 30

13 4 90 720

19 5 12

25 11 480

27 12 480

3 16 obegriinsat

betats av den franske matematikern Jean Leray och forst tillimpats for
homotopiska grupper ar 1950 av ¢n annan fransk matematiker, Jean-Pierre
Serre. Emellertid dr beriikningarna sd oerhént invecklade och trikiga att
de algebraiska topologerna sokt sig fram till en ny genercll lisning av
detta problem. Ett siort antal olika fall har redan 1ésts, friimst av den
japanske matematikern Hirosi Toda. Ovanstdende tabell Aterger nigra 16s-
ningar. Deras beklagliga cregelbundenhet &r en missrikning; de kan inte
gora ansprdk pd att representcra ctt tillfrcdsstillande slutgiltizst matema-
tiskt 18sningsmonster av det slag som de algebraiska topologerna hoppas
kunna finna.

(1) Alla kompositioner av element #dr sjilva element i
gruppen.

(2) Multiplikationen skall, liksom vanlig multiplikation,
vara associativ, dvs. lagen a* (b*c)=(a*b)* ¢ skall gilla.
Hiirvid forutsiitts att kompositionerna inom parenteserna ut-
fors forst.

(3) Det finns ett enhetselement (identitetselement) I s§ be-
skaffat att ingen férindring skall intriffa om det kompone-
ras med ett godtyckligt element i gruppen, dvs, I*a=I=g*]
for vilket element a som helst.

(4) Till varje element a skall finnas ett inverst element
a-1, sAdant att g*q-1=I=a-1*a.

Elementen kan till exempel utgbras av alla positiva hela
tal och brik, och kompositionen kan vara vanlig multiplika-
tion. I detta fall skulle enhetselementet, det element som ir
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sd beskaffat att det inte férindrar de andra elementen om
det komponeras med dem, vara talet 1. Och det inversa ele-
mentet av 2 skulle vara 14. Man kan ocksi tiinka sig att ele-
menten utgdrs av samtliga heltal, negativa sivil som posi-
tiva, och kompositionen dr vanlig addition. Da skuile en-
hetselementet vara talet (. Och det inversa elementet till
talet 3 skufle da vara —3. I dessa tvA grupper giller den
kommutativa lagen; dvs. a*b ir alltid lika med b*a. Men inte
alla grupper dar kommutativa. En grupp dir den for vanlig
multiplikation gillande kommutativa lagen icke giller &r
t. ex. den som uttrycker rérelser i en dans. Man kommer till
en viss punkt om man forst gor en hdgerviandning och sedan
ghr tre steg framit, men man kommer till en helt annan
punkt om man forst gar tre steg framit och sedan vinder sig
it hoger. (For vtterligare illustrationer av grupper se figu-
rerna pd sidorna 28 och 29),

Generaliserad geometri

Den moderna geometrin &r inte mindre abstrakt in den mo-
derna algebran. En av matematikens mest aktiva grenar idag
ir topologin, en form av geometri som bygger pi ett all-
miint formbegrepp ddr man helt bortser fran siorlek. I
ménga sammanhang skiljer topologen inte mellan en kub
och en sfir eller mellan en ellips och en triangel, Men topo-
logen ser en grundliggande skillnad mellan en sfir och var-
je solid figur i vilken man gjort ett hal, dvs. en ring. Och med
hans betraktelsesitt dr alla solida figurer med endast ett hal
lika (vilket kommer andra matematiker att definiera en topo-
log som "en man som inte kan skilja mellan en flottyrring
och en kaffekopp™. :

Ett av topologins mest fascinerande forskningsresultat ir
fixpunktsatsen, som for cirka 50 ir sedan formulerades av
den kénde hollindske matematikern L. E. Jan Brouwer. Sat-
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sen siger att om en solid skiva kontinuerligt deformeras -
dvs. tinjs ut, pressas samman, viks ithop eller vrids, men icke

slits sonder — och sedan placeras innanfdr sina ursprungliga

konturer, s& kommer dtminstone en punkt av figuren att be-
finna sig pi samma stiille som i utgdngsliget. Om till exem-
pel skivan fir beskriva en enkel rotationsrérelse, kommer
medelpunkten att forbli fixerad, Det dr enklare att forstd
satsen om man tinker sig skivan som en tunn cirkelrund
gummiskiva. Satsen har funnit vidstrickt anvindning inom
andra matematiska grenar, diribland inom sddana avliagsna
omraden som hydrodynamiken och speiteorin. (I forbigi-
ende kan ndmnas att fixpunktsatsen Ar en typisk “existens™-
sats, di den inte talar om vilken punkt som forblir fix. Intui-
tionisterna avskyr existenssatser; trots detta har Brouwer
efter att ha indrat stindpunkt blivit en av ledarna av den
intuitionistiska skolan inom den matematiska logiken.)

Formens algebra

En av den moderna matematikens mest fingslande och ab-
strakta grenar har framkommit ur dktenskapet mellan alge-
bra och topologi, nimligen den algebraiska topologin. Dir
ar de forekommande problemen typiskt geometriska pro-
blemstiillningar, men matematikerna begagnar sig av den
algebraiska lésningstekniken. {En exemplifiering av eft hu-
vudproblem pd detta omride ges pa sidorna 30-32)}
Geometrin har ocksi generaliserats i andra riktningar.
Den algebraiska geometrin, en kunskapsgren med rotter i
den analytiska geometrin, gor sig fri med hjilp av alla slags
abstrakta tal som algebran kan uppfinna. Den stricker sig
fran studiet av elementira algebraiska kurvor eller diagram,
frin den analytiska geometrin till det generella algebraiska
kurvbegreppet och ytor av godtycklig dimension.
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Medan det gAngna Arhundradets matematiker tog ett stort
steg genom ait utforska den fyrdimensionella geometrin, ut-
gor antalet dimensioner inte lingre nagon grins for dagens
matematiker. Minga fgnar sina studier &t Hilbert-rum, vil-
kas geometri ror sig med ett odndligt antal dimensioner, i
vilka avstind och vinklar mits pa likartat sitt som i den
vanliga tredimensionella euklidiska geometrin. Eft dnnu
mer abstrakt geometriskt begrepp av ett godtyckligt antal di-
mensioner 4r det metriska rummet, Det baseras pd endast
tre axiom:

(1) Avstandet mellan tvi punkter dr ett positivt tal och
ir detsamima miitt i bida riktningarna.

(2) Avstindet mellan en punkt cch punkten sjilv ir noll.

(3) Summan av Lingden av tva sidor i en triange! &r stijrre
in lingden av den tredje sidan.

Ar det anviindbart?

En stor del av den moderna matematiken har man svart att
tinka sig tillimpad pd andra vetenskaper och minskliga for-
hallanden. De flesta vetenskapsmin som arbetar vid den
rena matematikens yttersta frontlinjer visar ocksi foga in-
tresse for denna sida av saken. Deras intresse gar huvudsak-
ligen ut pa att skapa begrepp. Samuel Eilenberg vid Colum-
biauniversitetet i USA ger utiryck it denna instillning nir
han skamtsamt jamfor sig sjilv med skriddare som syr roc-
kar for sitt eget estetiska nojes skull. "Ibland gor jag dem
med fem drmar”, f6rklarar han, “en annan ging med sju ir-
mar. Om det roar mig syr jag en rock med tvid drmar. Och
skulle den passa pd ndgon sd dr jag glad om han vill ha den
pa sig.”

Eilenberg ir emellertid siker pd att hans forskningsresul-
tat, som huvudsakligen uppnétts inom den algebraiska topo-
login, en vacker dap kommer att bli till praktisk nyita. I lik-
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het med de flesta rena matematiker hyser han en nistan
mystisk tro pA den goda matematikens nyttighet — med god
matematik avser han di matematik som uppfyller matema-
tikens estetiska krav. Hans asikt finner stéd i historien. Ar
1858 introducerade till exempel den engelske matematikern
Arthur Cayley (1821-1895) matrisalgebran — grupper av tal
eller andra matematiska symboler ordnade i horisontella
rader och vertikala kolumner. Sjilv sade Cayley dystert att
hir hade man verkligen en typ av matematik som ingen man-
niska ndgonsin skulle komma att praktiskt tillimpa. Men
idag anvinds matriser av teoretiska fysiker och ingenjérer
nédstan som ett slags riknesticka for att 16sa ménga olika
slags problem.

Ett annat exempel ir den icke-euklidiska geometri som ar
1854 grundiades av den di 28-irige tyske matematikern
Bernhard Riemann (1826-1866). Genom att anta att linjer
inte kan vara parallella — dvs. att de si& smaningom mAste
motas pd samma sitt som jordmeridianerna — skapade han
ett geometriskt system av fullindad konsekvens. Trots att
det till en bérjan forefoll egendomligt, utgor det idag det
matematiska spraket for beskrivning av relativitetens krokta
rum. Och niir Einstein under utvecklandet av relativitets-
teorin behovde ett matematiskt verktyg for att kunna for-
mulera sin tes att varje betraktare har sitt eget referenssy-
stem i rumstiden, gick han tillbaka i matematikens historia
till tensorkalkylen, som omkring tjugo ar tidigare hade ut-
vecklats av tva italienare, G. Ricci och T, T. Levi-Civita.

Annu ett exempel som visar den rena matematikens an-
vindbarhet ar Hilbert-rummet. Nir Hilbert gav sig i kast
med att generalisera det euklidiska rumsbegreppet si att
det skulle giila for ett oindligt antal dimensioner, tycktes
hans idéer till en bérjan knappast ha nigon beroring med
atomfysiken. Men idag bygger kvantmekaniken till stor del
pa Hilbert-rummet,
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Verkligheten

Einstein yttrade en gang: "I den min matematikens lagar
hinfor sig till verkligheten dr de inte sikra; och i den mén
de ir sikra hanfor de sig inte till verkligheten.” Det lige i
vilket kvantmekaniken for nidrvarande befinner sig bekrif-
tar hans uttalande. Det finns till exempel en formel som be-
skriver en vixelverkan mellan en_partikel och ett energifilt.
Formelns forsta term 4r en ndra approximation av vad fysi-
kerna wverkiigen observerar. Den andra termen borde fér-
bittra approximationen, men det gor den inte. Den andra
termen och alla de foljande ir i sjilva verket odndliga.
Fysikerna kombinerar den férsta approximationen med de
andliga delarna av aterstiende formel, ett konstgrepp som
matematikerna betraktar som minst sagt opportunistiskt om
inte rentav oegentligt.

En grupp unga matematiker, diribland professor Irving
Segal i Chicago, har dgnat sig it att forbattra kvantmekani-
kens matematiska grunder. Segal misstinker att fysikerna
anvinder ett felaktigt gruppbegrepp. Den newteonska meka-
niken baserar sig pA den si Kallade galileiska gruppen, som
omfattar alla de rirelser som kan utféras av en stel kropp. 1
denna grupp férandras inte avstindet mellan (vA nirbeligna
punkter. Den relativistiska mekaniken grundar sig 4 andra
sidan pa ett mera komplicerat gruppbegrepp — Lorentzgrup-
pen, som kombinerar tiden med det vanliga tredimensioneifa
rummet. (Férhdllandet mellan tid och rum dr av mycket spe-
ciellt slag. Den kvantitet som inte undergir nagon foriand-
ring formuleras matematiskt som:; dx2+dy2+dz2—dr2, dar
dx, dy och dz betecknar smi lingdavvikelser uppmitta i det
tredimensionella rummet och dt ir en titen férdndring i tid.)
Medan Lorentzgruppen tycks vara tillimplig pA den makro-
skopiska virlden, anser Segal att de subatomiira partiklarna
i mikrokosmos mycket vil kan tinkas bete sig pa elt sitt som
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representeras av en helt annan rérelsegrupp. Han misstinker
att det utdver protoner, elektroner, neutroner, mesoner och
de dvriga partiklar som fysikerna har upptickt kan finnas
en obegrinsad mingfald grundpartiklar — tiflrdckligt minga
for att helt och hallet fylla ut raden mellan den tyngsta och
den lidttaste. Om detta visar sig vara sant, och om man kan
finna det riitta gruppbesreppet, kan fysikerna tidnkas bli i
staind att férutsiga alla partiklars egenskaper med samma
framgang som de har forutsagt mesonens existens.

Idag finns det minga matematiker som anser att deras
vetenskap himtar sin rikaste inspiration fran den fysikaliska
verkligheten. De koncentrerar sig piA den matematik som ger
de storsta 16ftena om omedelbar praktisk tillimpning.

Dirutaver ir dock alia matematiker, vare sig de dgnar sig
&t ren eller tillimpad matematik, vil medvetna om att mate-
matiken har sin inneboende realitet, en realitet som finns
nedlagd i den minskliga hjarnan och inte behdver bekriftas
genom tolkandet av fysiska experiment. Fysikern dr bun-
den till den sanning hans instrument kan tdnkas tala om for
honom; matematikern diremot har frihet att utforska en
mycket rikare virld, mestadels skapad av honom sjilv. I
denna frihet ligger den stérsta tjusningen med att vara mate-
matiker. De flesta matematiska forskare av idag skulle in-
stimma med den tyske 1800-talsmatematikern C. G. J. Jaco-
bi (1804-1851), som pa fragan varfér han sysslade med ma-
tematik svarade: “Pour I'honneur de lesprit humain” (fér
att ira det minskliga intellektet).




Nya anvindningsomraden fér den

abstrakta matematiken

Aldrig har si minga minniskor tillimpat abstrakt matema-
tik pi si mangskiftande problem som i var tid. For att kun-
na tillfredsstdlla industrins, teknikens och andra vetenska-
pers behov har matematikerna fitt uppfinna nya och vida-
reutveckla gamla matematiska grenar. De har uppfért en
gigantisk byggnad av moderna idéer, vilka av dem som fatt
sin intellektuella skolning i mnets klassiska grenar knappast
skulle kiannas igen som matematik.

Den tillimpade matematikens utévare har med framging
angripit viirldens problem vid en tidpunkt di utovarna av
den rena matematiken egendomligt nog nistan tycks ha
forlorat kontakten med verkligheien. Matematiken har atltid
varit abstrakt, men de rena matematikerna driver abstraktio-
nen allt lingre.

Anda dr det den Mingt drivnia abstraktionen som gér mate-
matiken sidrskilt anvindbar. Genom att tillimpa matema-
tiska begrepp pd praktiska problem kan matematikern ofta
skala bort ovisentliga detalier och avslja enkla monster.
Den celesta mekaniken gor det till exempel majligt £6r astro-
nomerna att beriikna planeternas lige vid varje tidpunkt,
bade framit och bakit i tiden, och att férutsiga kometers
uppdykande och fdrsvinnande. Pa sa sitt har denna gamla
och svirfattliga gren av matematiken fitt den stiirsta prak-
tiska betydelse foér berikningen av jordsatelliternas bana.

Till och med matematiska gitor kan ge upphov till vik-
tiga praktiska ron. Matematikerna forsoker fortfarande fin-
na en generell regel for berdkningen av antalet mojliga sitt
pa vilka en partikel kan rora sig frin ett horn i ett rektangu-
lart fale till ett annat h6rn utan att korsa sin egen vig. Nar
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de loser detta till synes enkla problem, kommer de att kunna
beridtta dtskillipt f6r kemisterna om hur polymerernas linga
molekylkedjor ar uppbyggda.

Matemaltiker som #r intresserade av praktiska problem
har lirt sig att 16sa minga sidana som for nagra artionden
sedan forefoll att ligga utom ridckhidll for matematisk be-
handling. I vara dagar har de utarbetat nya statistiska meto-
der for kvalitetskontroll inom den allt snabbare industri-
ella massproduktionen. Grunderna har lagts for den opera-
tionsanalysteknik som affirsméinnen anvinder vid produk-
tionsplanering och distributionsanalys. En mycket funk-
tionsduglig informationsteori har utarbetats som gor det
mdojligt fér teleingenjorer att exakt berdkna ledningssyste-
men for telefon-, radio- och televisionsanliggningar. Man
har ocksd gett sig i kast med att klarlagga lagarna fér det
invecklade minskliga beteendet genom speiteorin, som kan
tillimpas pé& savil militar som ekonomisk strategi. Man har
analyserat planliggningen av automatisk kontroll for sa
komptlicerade system som fabrikers produktionsserier och
byggandet av dverljudsflygplan. Nu dr man i fird med att
l6sa méinga problem inom rymdfarten — fran fjarrstyrning
och navigation till dynamiska problem rérande rymdraketer.

Trots att matematikerna dnnu inte i hogre grad har in-
riktat sitt intresse pa biologin och socialvetenskaperna, har
dessa en ging rent deskriptiva vetenskaper redan borjat fa
en anstrykning av matematisk precision. Biologerna har bor-
jat tillampa informationsteorin inom &rftlighetsforskningen.
Sociologerna anvinder modern statistik fér att kunna kon-
trollera sina stickprovsundersékningar. Bandet mellan mate-
matiken och de tillimpade humanistiska vetenskaperna har
blivit allt starkare genom utvecklandet av en he! grupp ma-
tematiska specialiteter, sisom biometri, psykometri och eko-
nometri.

Med hjilp av elektroniska datamaskiner kan matemati-
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kerna numera 16sa problem som de inte skulle ha vagat an-
gripa for ett antal ir sedan. P4 nigra minuter kan man na
erhilla svar som det tidigare skulle ha tagit manader eller till
och med &r att rakna fram. For att konstruera datamaskiner
och didrutdver programmera dem har matematikerna fatt ut-
forma nya metoder. Aven om datamaskiner tills vidare en-
dast i ringa grad har limnat bidrag till den rena matemati-
ken, har de kunnat anvindas till att undersdka speciella
sammanhang som rider mellan talen. Det férefaller nu méj-
ligt att man en vacker dag med datamaskin kommer att
kunna wppticka och bevisa ett helt nytt matematiskt teorem.

Det enormt tkade behovet av matematisk forskning har i
de flesta linder medfért en akut brist pi goda matematiker.
Att tillfredsstilla detta behov dr ett svarlost problem. Mate-
matikerna behdver en mera omfattande utbildning idag dn
nagonsin tidigare; det dr detta okade utbildningsbehov som
ir svért att tillgodose.

Matinyttiga kuriositeter

Den tillaimpande matematikern imaéste kunna skapa nyftt, ty
den tillimpade matematiken ir mera din enbart problemlos-
ning. Ett primirt mal 4r att finna metoder att matematiskt
angripa stora och varierande problemkomplex. Samma dif-
ferentialekvation kan till exempel anvindas fér att beskriva
neutronernas spridning genom atomkirnemodellen och ra-
diovagornas fortplantning genom jonosfiren. Samma topo-
logiska labyrint kan representera sivil en matematisk mo-
dell av kablar som leder strém i ett elektriskt nit som en
modell av skvallrets spridning pi et kafferep. Eftersom
den tillimpade matematiken dr oupplasligt forenad med de
problem den skall 16sa, maste den tillimpande matematikern
vara hemma i ytterligare dtminstone ett imne - t. ex. aero-
dynamik, elektronik eller genetik,
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Den rene matematikern bedémer sitt dmne huvudsakligen
efter estetiska normer; den tillimpande matematikern ar
pragmatiker. Det 4r hans uppgift att konstruera abstrakta
matematiska modeller av verkligheten, och om de fungerar
dr han nojd. Ofta ir hans abstraktioner egendomligt ldng-
sdkta. 84 kan till exempel solen tinkas som en massa kon-
centrerad kring en punkt utan volym, eller ocksi kan den
behandlas som en fullkomligt rund, homogen sfir. Bida mo-
dellerna kan accepteras om de leder till férutsigelser som
Overensstimmer med experiment- och observationsresultat.

Denna praktiska instilining forkiarar delvis de radikala
foérdndringar som har dgt rum pd sannolikhetsteorins omré-
de. Italienska och franska matematiker bérjade dryfta detta
Amne for ungefir trehundra ar sedan i syfte att analysera
oddsen vid hasardspel. Sedan dess har matematiskt intresse-
rade filosofer Hgnat eft ingiende studium dt att uppticka
naturen hos »slumpens mystiskt verkande krafts. Verksam-
ma matematiker behover emellertid inte bekymra sig om
négot filosofiskt slumpbegrepp. De betraktar i stillet sanno-
likhet som en abstrakt och odefinierad egenskap — pi unge-
fir samma siitt som fysikerna betraktar begreppen massa och
energi. P4 si siitt har matematikerna utvidgat sannolikhets-
teorins teknik si att den dven kan tillimpas pA manga pro-
blem som inte nddvindigtvis behdver innefatta slumpele-
mentet.

Sannolikhetsteorin kan idag niistan hetraktas som en gren
inom geometrin. Varje tinkbart utfall av ett visst forsék
&skadliggdres som en punkt pi en linje. P4 samma sitt kan
utfallet av ett antal upprepningar av forsdket askidliggiras
som koordinaterna fér en punkt i en rymd av hdgre dimen-
sionstal (dimensionstalet ar lika med antalet upprepningar).
Sannolikheten av ett resultat &r ett matt som mycket liknar
det geometriska méttet for volym. Ménga sannolikhetspro-
blem smilter di samman till en geometrisk analys av punk-
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ter spridda i en mangdimensionell rymd.

Ett av den moderna sannolikhetsteorins mest fruktbiran-
de problem ir den s. k. “random walk”. (Uttrycket som an-
viinds med sin engelska benimning skulle kunna &versittas
med “slumpmissig promenad”) En enkel illustration ir
bankruttproblemet, som innebir att tvd personer spelar ett
parti tills en av dem #r pank. Om den ene startar med 100
kronor och den andre med 200 kroner och de spelar med 1
kronas insats, kan spelets utveckling grafiskt aterges som en
punkt pa en linje av langden 300 enheter (dvs. kronor).
Punkten férflyttar sig ett steg, t héger eller it vinster, vid
varje spelomgéng, och nidr den nér slutet av linjen it ena
eller andra hallet, 4r en av spelarna bankrutt. Problemet 4r
att berdkna hur linge spelpartiet kan tinkas pigd och hur
stor varje spelares vinstchans ir.

Matematikerna har nyligen upptickt en del forvinande
fakta betriffande sidana typer av spel. Om bida spelarna
har ett obegrénsat kapital och spelet kan piga i odndlighet,
viixlar spellyckan mellan de bida spelarna inte alls s& ofta
som man i allménhet skulle kunna forestilla sig. I ett spel
didr bida spelarna har samma vinstchans — t. ex. krona och
Klave — dr det eiter 20 000 spelomgingar omkring 88 ganger
s& sannolikt att vinnaren har haft ledningen hela tiden som
att de tva spelarna har lett lika minga ginger. Oberoende av
hur linge spelet pAglr ir det mera sannolikt att en spelare
har haft ledningen frin bérjan dn att ledningen har viixlat
mellan spelarna ¢tt givet antal gdnger. ’

Random walk-abstraktionen kan tillimpas pi ett stort an-
tal fysikaliska problem. En del av dessa problem innehaller
ett patagligt slumpelement, exempelvis gasdiffusion, biltra-
fikproblem, ryktesspridning, epidemiska sjukdomars sprid-
ning. Samma teknik har dven tillimpats for att visa att den
sista istidsperiodens frobirande faglar méste ha bidragit till
inplanteringen av ekskogar i de brittiska darnas norra de-
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lar. En del moderna random walk-problem har didremot
ingen uppenbar anknytning till slumpen. I en komplicerad
elektrisk strémkrets kan man till exempel, om spinningen
vid de bada dndarna #r konstant, berikna spinningen vid
olika punkter i ledningsnitet genom att betrakta hela strém-
kretsen som en sorts tvAdimensionell variant av det tidigare
omnimnda bankruttspelet.

Risk kontra vinst

Den matematiska statistiken, sannolikhetsteorins viktigaste
avliggare, hiller pd att dndra karaktir lika radikalt som
sannolikhetsteorin sjilv. Den klassiska statistiken kan sigas
huvidsakligen ha fungerat som en domstol som varnat dem
som anlitat den for att dra alltfor riskfyllda siutsatser. De
domar som den avkunnat har alltid varit ungefir lika mang-
tydiga som till exempel] uttalandet: “Det ar till 98 9 sdkert
att likemedlet A #dr Atminstone dubbelt si starkt som lake-
mediet B.” Men vad hiander om lakemedlet A rikar vara
endast hilften s starkt? Aven om den klassiska statistiken
riknar med denna mbjlighet, beriknar den inte dess konse-
kvenser. Moderna statistiker har gtt dnnu ett steg lingre
med nya begreppshildningar som sammantagna dr kinda
under beteckningen beslutsteori. Vi férsdker nu skapa en
vigledning for handlingar som maste utfdras under osikra
forhdllanden™, férklarade den amerikanske matematikern
Herbert Robbins, verksam vid Columbia University. "Malet
ar att till ett minimum reducera den forfust som beror pa
bristande kunskap om tingens natur. Ur spelteorins synpunkt
innebir faktiskt den pa statistiska grunder dragna slutsatsen
den bista strategin for genomfdrandet av det spel som
kallas vetenskap.”

Detta nya sitt att nirma sig problemet illustreras av fol-
jande exempel. En filantrop erbjuder sig att kasta ett mynt
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en ging och liter er gissa krona eller klave. Gissar ni ritt be-
talar han er 100 kronor. Ni observerar att myntet dr si ilia
och ojimnt slitet att det kan antas hamna oftare med den
ena in med andra sidan upp. Men ni kan inte avgora vilken
sida myntet oftast kommer att visa. Filantropen dr dock
villig att lata er gora ett antal provkast, men han fordrar att
ni betalar honom 1 krona fér varje forsékskast. Hur minga
forsgkskast bor ni inldta er pd innan ni bestimmer er? Sva-
ret beror forstis pid hur provkasten utfaller. Om myntet vi-
sar krona de férsta fem gangerna, drar ni kanske slutsatsen
att myntet slir fel till forman for krona. Men om férsoket
ger tre krona och tvad klave, kommer ni med all sikerhet att
vilja fortsitta forsoksserien.

Inom industrin stir man dagligen infér liknande problem,
En industriledare som har fitt fram en ny produkt prévar
den innan han avgdr om han skall slippa ut den pa markna-
den eller inte. Ju mer han testar den, desto battre forutsitt-
ningar har han att kunna fatta ett riktigt beslut. Men utprov-
ningen kostar pengat och tar tid. Nu kan statistiken emeller-
tid hjdlpa honom att viga risken mot vinsten och avgora hur
linge det l6nar sig att fortsitta provserien. Statistiken kan
ocksd hjdlpa honom att rétt utforma och uticra experiment-
serier. Nya metoder med starka inslag av flerdimensionell
geometri kan visa hur produkter och industriella processer
skall kunna farbittras. En statistiker kan ofta tillimpa dessa
metoder f&r att férbittra avkastningen av en hel industriell
anliggning utan att stéra dess produktion. (Som ett exempel
se figurerna pa s. 46 och 47.)

Den klassiska statistiken har ocksi utvidgats pid annat
sitt. Till de senaste landvinningarna hor de 3. k. icke-para-
metriska metoderna fér utnyttjande av statistiskt material.
Dessa metoder gor det maéjligt att dra slutsatser om foremal
som kan ordnas efter storlek, livslingd, virde i kronor eller
nigon annan mitbar egenskap. Det som i sammanhanget dr
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Med geometrins hjilp kan statistikern forbittra industriprodukter, och
som exempel visas ovan avbildade hypotetiska kemiska process. 1 likhet
med ctt stort antal processer dr den svir att genomfdra perfekt, di reak-
tionerna pi temperatur- och tryckfériandringar ir mycket oregelbundna. Det
ar inte nddvindigt for statistikern att kiinna till den teoretiska kemiska
bakgrunden till processen for att finna den temperatur-tryck-kombination
som ger det bista utbyiet, dvs. hgsta punkten pd den yta som dskidlig-
gor uthytet som funktion av tryck och temperatur. Man kan hér snarare
likna statistikern vid en blind man som férsoker finna den hégsta bergs-
toppen i ett okiint land. Illustrationen pd niista sida dskddliggbr hans till-

av betydelse dr det statistiska samplets (stickprovets) storlek
och varje sirskilt foremils plats i ordningsféljden. Det ar
inte nédvindigt att mita nigot av féremalen si linge de
kan jimforas inbordes. Det dr t. ex. méjligt att siiga att det
om samplet bestir av 473 foremal rider 99 9% sikerhet att
endast 1 ¢ av samtliga féremal av detta slag kommer att
vara storre dn det storsta foremdlet i samplet. Det spelar
ingen roll vilka féremal det &r fridga om, det kan vara min-
niskor, bilar, sidesax eller nummer dragna ur en hatt. Och
satsen giller fortfarande om man i stallet f&r storlek betrak-
tar litenhet, intelligens, ett fartygs hastighet eller ndgon
annan tillimplig egenskap.

Praktiskt anvinds icke-parametriska metoder bl.a. for
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vigapdngssitt. Han siartar frin godtyckliga utgdngspunkter och rér sig
med smi variationer, sd att han kan bestimma sinkningar och upphj-
ningar i de olika hérnen pi smi fyrkanter pd markytan. Om ett hirn édr
avsevirt hogre én de andra, tar han detta som ny utgdngspunkt och va-
ricrar forutsdttningarna for att kurna utforska en annan liten fyrkant.
Hans successiva stegférflyttningar leder honom hiégre och hégre. Som
man ser av figuren pd vinstersidan, skulle han kunna vilseledas av flera
topografiska férhdllanden — exempelvis av den lilla toppen i forgrunden,
upphdjningen till hdger eller av krénet i passct meilan de bortersta tvil-
lingtopparna. En yta av det hir slaget skuile likaviil kunna representera en
motors giang vid varierande briinsletillforsel och forgasarjustering eller
tverhuvudiaget vilken miitbar storhet som helst. Ju fler variabler man
radste ta hidnsyn till, desto mer komplicerad blir den geometriska tillimp-
ningen, eftersom den geometriska ytans dimensionstal motsvarar antalet
oheroende varabler som forekommer 1 sammanhanget,

provning av glédlampor. Genom att till exempel prova 63
slumpvis utvalda glédlampor kan tillverkaren dra slutsatsen
att 90 % av alla glédlampor i hela tillverkningsserien med
storsta sikerhet (99 chanser pi 100) har storre livsidngd 4n
den glidlampa som slocknar som nummer tvi.

Ett av de mest fascinerande framsteg som gjorts inom den
tillimpade matematiken p& senare tid ir som ndmnt upp-
komsten av spelteorin, en sidogren av sannolikhetsteo-
rin. Frin matematisk synpunkt dr spelteorin inte speciellt
svarfattlig; minga matematiker betraktar den till och med
som ganska ytlig. Men den ir intressant didrfér att den har
gett matematikerna en majlighet att underkasta det ménsk-
liga beteendet matematisk analys.
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Spelteorin kan huvudsakligen karaktiriseras som en mate-
matisk beskrivning av konkurrens mellan ménniskor eller
sidana grupper av minniskor som arméer, affirsféretag
eller bridgelag. Teorin forutsiitter att samtliga spelare kiin-
ner tifl samtliga majliga slutresultat, och det forutsitts ocksd
att de har en klar férestillning om vad varje delresultat dr
viart f6r dem. De maste vara medveina om alla strategier
somi star dem sjilva till buds och dga samma kinnedom om
motstindarens mojligheter. Och de méste hela tiden bete sig
“rationellt” (iven om matematikerna inte ir sidkra pd hur
man exakt skall definiera “rationelit” beteende). Det &r tyd-
ligt att spelteorin innebir en hoggradig abstraktion, efter-
som man i praktiken aldrig kan férutsitta att ménniskor ir
sd malmedvetna och vilinformerade som teorin férutsitter.
De ir det inte ens i ett s3 avgrinsat specialfall som ett parti
schack., Men trots ailt ger abstraktionen en s& god bild av
minskligt handlande att spelteorin visat sig praktiskt an-
vindbar for analys av konkurrenssituationer och militirstra-
tegiska problem.

Nir spelteorin pi tjugotalet borjade utvecklas av Emil
Borel i Frankrike och John von Neumann i Tyskland, var
dess tillimpningsomride begriinsat till de enklaste formerna
av tdvlings- eller konkurrenssituationer. Sa sent som ar 1944
himtade den viktigaste avhandlingen om detta dmne (The-
ory of Games and Economic Behavior av von Neumann och
Princetonekonomen Oskar Morgenstern) manga av sina be-
lysande exempel frin en form av ett-kortspoker med begrian-
sad insats, spelad av tvid personer. Numera har strategierna
i tvapersoners nollsummespel (i vilka den ene spelaren vin-
ner lika mycket som den andre férlorar) blivit synnerligen
noggrant analyserade. Och spelteoretikerna har utvidgat teo-
rin till att gilla komplexa typer av konkurrenssitvationer
som har stérre anknytning till det verkliga livet.

En stor svaghet hos den tidigare spelteorin var ,att den
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forutsatte en allvetande motspelare, som skulle komma un-
derfund med den tillimpade strategin och direfter sitta in
sin egen mest effektiva motstrategi. Overfort pa det militira
omridet skulle detta innebira att man antog att motstin-
darens underrittelsevisen var ofelbart. Den spelteoretiska
lésningen blev en slumpmissig, blandad strategi, dir varje
drag dikteras av slumpen — exempelvis ett myntkast, si att
motstindaren inte har nigon méilighet att forutsiga ut-
gingen. (Av samma anledning far idag de amerikanska offi-
cerarna lira sig att det ar bittre att uppskatta motstindarens
mdjligheter dn hans avsikter.) Minga matematiker har be-
traktat detta tillvigagingssitt som forsiktigt i Sverkant. For
ndgon tid sedan har spelteoretikerna utarbetat strategier som
drar nytta av ofdrsiktighet eller okunnighet hos motparten
utan att riskera nagot ifall han plétsligt skulle bérja spela
listigt. (Ett relativt enkelt exempel ges I figuren pa s. 50.)
De spelformer som 4r svdrast att analysera frdn mate-
matisk synpunkt ir sidana dir spelarna inte direkt tiviar
med varandra. Ett exempel dr arbetsmarknadsforhandling-
ar; bada parter dr forlorare om de inte kan triffa en upp-
girelse. En annan komplicerande faktor dr situationer dir
spelare stir i maskopi med varandra — till exempel tva kopa-
re som kommit Sverens om att inte dverbjuda varandra.
Ytterligare ett komplicerande fall 4r utbetalandet av pengar
utanfér “spelets” ram, som ndr en stor leverantor haller en
detaljist under armarna genom direkt ekonomiskt stod.

Vem far vad och hur mycket?

Det stérsta problemet som uppstdr nir man skall analy-
sera sddana komplicerade situationer dr att finna ett mate-
matiskt tillvigagangssitt for fordelning av vinsten pa ett
sitt som tillfredsstiller de “rationella™ spelarna. Lloyd Shap-
ly vid det stora amerikanska affirsforetaget Rand Cor-
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ATT HELLRE SPELA KLOKT AN SAKERT

Tidigare spelteoretiker utarbetade strategier som med stor framgdng kun-
de tillimpas pd ofelbara motstindare, men dagens matematiker tar Hven
for sikerhets skull virdslssa moistdndare med i beridkningen. Nedanstd-
ende figur anger den bista strategin foér en gissning huruvida en tiinkt
motstdindare har placerat ett dolt mynt med kronma eller klave upp. Om
metstdndaren vore listig skulle han blanda krona och klave slumpmissigt
genom att helt enkelt singla slant vid varje tillfille. T s fall skulle man i
det linga loppet varken vinna eller férlora. Men om motstindaren férsiker
férckomma ens gissningar kan man med figurens hjilp vinna sd snart han
foljer ett fast monster; och i varje fall hinder ingenting vdrre in att man
i lingden varken vinner eller f6rlorar.

= Ay

-
= titrond eller: R kisvett

1 .’i i!u""\h
‘ i"|’|$

a gissningar

Procentandel korrekt

—

L} v I I L) I L)

T T
W—/ Procentandel "krona"
X

Under spelets fortsatta gdng hdller man reda pd hur minga av totala
antalet gdnger sem motstdndaren visat krona och hur mdnga ginger man
sjilv vunnit. Detta bestiimmer liget av punkien 0. Om {2 ir beligen i den
grd cller nigon av de streckade trnianglama, féljer man den rena strategin
som visas 1 figuren. Men om () ir beligen i den vita triangeln miste man
tillimpa cn blandad strategi som man beritknar enligt filjande: drag en
linje frin figurens medelpunkt genom @ och vidare ut till baslinjen.
Lingden x bestimmer den strategi som skall tillimpas. Nir x som i fallet
ovan ir [/4 bor man lita valet bestiimmas av ndgon slumpmetod som gor
klave tre gdnger sd sannolikt som krona. (Man kan exempelvis 1 en hatt
ligga 4 pappersiappar, av vilka 3 markerats med klave, och dra en av
lapparna.) Denna metod drar férdel av motstindarens tydiiga benfigenhet
att ligga myntet si att det visar klave, samtidigt som den férhindrar att han
gissar ens egen stratepi. Féljer man denna plan, bir Q férr eiler scnare
hamna i den gri triangeln som visar att man sjilv har vunnit.
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poration har konstruerat en sidan forme!. En neutral skilje-
domare fir bestimma utdelningarnas storlek. Formeln ta-
lar om for domaren hur utdelningarna skall ske, s att de
olika spelarna erhaller utdelningar som stir i limpligt stor-
Ieksforhallande till deras insatsformaga, och den maximerar
ocksd den totala utdelningen. Det finns uppenbara praktiska
svarigheter vid tillimpningen av detta Shapiys skiljedoms-
forfarande. Forst och framst kan utdelningen, eller virdet
av vad varje spelare erhdller, knappast enbart mitas i peng-
ar. Skiljedomaren skulle diarfér fi brottas med avsevirda
svirigheter vid bestimningen av en limplig fordelning om
spelarna inte sanningsenkigt upplyste honom om vad de Gns-
kade fa ut av spelet och hur de virderade sina forvint-
ningar.

Aven om spelteorin redan har limnat stora bidrag till
beslutsteorin, har de praktiska tillimpningarna inte utfallit
sarskilt Tyckligt i komplicerade miénskliga sammanhang. Den
storsta svirigheten har varit att det inte tycks finnas nigra
objektiva matematiska metoder att formulera begreppet
“rationellt beteende” eller att mita det virde som ett visst
givet resultat har f6r en viss spelare. Men i varje fall har
spelieorin dtminstone viickt matematikernas intresse for ana-
lys av minskliga beteenden och stimulerat ekonomer och
sociologer att skaffa sig kunskaper i hogre matematik. Spel-
teorin kan vara féreloparen till dnnu skarpsinnigare mate-
matiska metoder att angripa dessa problem, metoder som en
dag kommer att hjilpa oss att tolka minskligt beteende.

Universalverkiyget

Matematikens ryggrad, savil den renas som den tillimpades,
utgérs av det konglomerat av metoder som ir kiint under
benimningen “analys”. Begreppet analys var ursprungligen
liktydigt med differential- och integralkalkylens tillimpning.
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Moderna analytiker begagnar sig emellertid av teorem och
metoder frin matematikens alia falt inklusive topologin,
talteorin och den abstrakta algebran.

Under de senaste tjugo eller trettio dren har forskare som
dgnat sig At matematisk analys gjort snabba framsteg pa
differentialekvationernas omrade. Differentialekvationer
anvinds som matematiska modeller fér praktiskt taget alla
fysikaliska fenomen som inbegriper nigon form av forind-
ring. Idag forfogar matematikerna Gver timligen enkla me-
toder som gor det mojligt att losa en mingd olika typer av
differentialekvationer med hjilp av datamaskiner.

Men man kinner fortfarande inte till nigra metoder att
losa enkla icke-linjara differentialekvationer — sidana som
vanligen dyker upp di stora eller plétsliga f6riindringar in-
traffar. Typfall ir de aerodynamiska chockvigor som Astad-
kommes nir ett flygplan passerar ljudvallen.

Ryssarna har lagt ned ett enormt arbete pi teorin for
icke-linjira differentialekvationer. Som en direkt foljd av
dessa anstringningar har de idag ett forsprang framfor hela
den 6vriga virlden nir det géller studiet av automatisk kon-
troll, och det kan vara en starkt bidragande orsak till de-
ras framgangsrika raketuppsindningar.

Det ir pi analysens omride som datamaskinerna har
limnat sina kanske betydelsefullaste bidrag till den tillaim-
pade matematiken. Man maste fortfarande vara en skicklig
matematiker £or att kunna sitta upp en differentialekvation
och tolka lésningen. Men i slutskedet kan man vanligen re-
ducera arbetet till ett numeriskt forfarande — langt och trite-
samt kanske, men tillrickligt enkelt f6r att en datamaskin
skall kunna klara av det pa ndgra minuter eller I mycket
komplicerade fall pA nigra timmar. Datamaskinerna ger
mdjlighet att matematiskt analysera ett stort antal problem
som tidigare vanligen lostes approximativt med hjilp av
nigot slags tumregel.
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HUR MAN GOR DET SVARA ENKELT

(1]

Problem: om man far anviinda ett valfritt antal av de smd rektanglarna,
dr det dd mdjligt att med dem helt ticka ovanstdende figur? Ingen av
de smd rekianglarna {3r ticka ndgon av de andra eller skjuta ut Sver den
stérre figurens kanter. Problemet dr olésligt, svdrigheten dr bara att dstad-
komma ett bindande bevis [6r att det dr oldsligt, Forfaringssittet visas pd
nédsta, sida.

Matematisk logik

Datamaskinernas uppkomst har ocksi haft vissa konsekven-
ser fér den rena matematiken. Problemet att programmera
datamaskinerna, dvs. att bestimma vad de skall géra och
hur de skall gora det, har for matematikerna Ater dppnat
ett gammalt och delvis ouppmirksammat arbetsfilt; den
booleska algebran. Denna gren av matematiken reducerar
den formella logikens regler till algebraiska formler. Tva
av dess postulat skiljer sig totalt frin de grundliggande sat-
ser man kiinner till frin skolalgebran. I den booleska alge-
bran dr a+a=a och - a=a. Anledningen kan iittare for-

53




LOSNING TILL PROBLEMET PA SIDAN 53

Nyckeln till 18sningen dr att forestilla sig att angrinsande kvadrater har
olika fiirger, som p4 ett schackbride. Det blir d3 uppenbart att vartje rek-
tange! maste ticka en vit och cn svart kvadrat, Eftersom den stora figu-
Ten inte innehiller samma antal svarta och vita kvadrater, dr det inte
mijligt att ticka den helt med rektanglarna. Liésningen innehéller ett
fullt bindande negativt bevis. Detta tillvigagdngssi!t &r matematiken gan-
sk_a ensam om; inom andra vetenskaper Ar ncgativa slutledningar 1 all-
minhet mycket riskfyllda. Att tinke sig ruter av clika farg dr en relativt
enkel abstraktion, men den #r karakteristisk foér de metoder som mate-
matikerna anvinder ndr de vill férenkla preblem och teorem.

stds om « antas std f6r en utsaga, plustecknet fér “eller™ och
multiplikationstecknet fér “och”. Sdlunda kan man till
exempel illustrera additionssatsen med féljande: "(denna
Klinning #r réd) eller (denna klinning ir rdd) betyder att
(denna klinning ar réd)™.

Den numeriska analysen, som ir ett mycket betydelsefullt
element vid studiet av approximationer, dr ett annat omrade
som har fatt intresse f6r matematikerna i samband med pro-
Erammeringen av datamaskiner. Det aterstir fortfarande
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en hel del ren och fundamental matematisk forskning for
att komma underfund med de numeriska fel som vppkom-
mer 1 samband med avrundningar av tal. Datamaskiner ar
sirskilt benfigna att Astadkomma just sidana fel, di antalet
siffror de kan handskas med ir begrinsat. Om en datama-
skin far ett stort mangsiffrigt tal, miste den slippa eft an-
tal siffror i slutet och arbeta med approximationer. Aven om
approximationen ir mycket god kan felet vixa enormt om
talet multipliceras med en stor faktor i ett senare skede av
utriikningen. I allminhet kan man lugnt utgd ifrin att av-
rundningen jimnar ut sig i Anga aritmetiska problem. Nar
man till exempel adderar en lang sifferkolumn uppstir mget
stérre fel om man betraktar 44,23 som 44 och 517,61 som
518. Men det dr ren vidskepelse att tro att avrundningen
inte skulle uigdra en ackumulerad felkilla. Alla talen kun-
de ju till exempel raka sluta med decimalerna 499.

Det finns 16mskare fallgropar nir det giller vissa mera
invecklade berikningar. Fér nagra typiska berdkningspro-
blem som innehaller matriser och som anvinds fér att 16sa
simultanekvationer har den amerikanske vetenskapsmannen
John Todd konstruerat till synes enkla numeriska problem
som en datamaskin inte skulle g& iland med. I vissa fall ger
datamaskinen grovt felaktiga resultat; i andra fall kan den
inte istadkomma nigra losningar alls. Det dr en visentlig
uppgift £6r de numeriska analytikerna att finna metoder
for att forutse detta slags svarigheter och att undvika dem.

Primtalsmonster

Datamaskinerna har hittills dstadkommit mycket fi direkta
bidrag till den rena matematiken med undantag for det tal-
teoretiska omradet. Hir har resuitaten knappast varit dver-
tygande, men diremot intressanta. Den amerikanske veten-
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skapsmannen D, Lehmer vid University of California har
fatt en datamaskin att rikna upp samtliga primtal upp till
46 000 000.! Niar man studerar denna primtalsférteckning
far man en bekriftelse pi att primtalen, atminstone upp till
46 000 000, 4r fordelade bland de dvriga heltalen i enlighet
med en “lag” som teoretiskt utarbetats fér ungefir ett ar-
hundrade sedan. Denna lag, kind under namnet primtals-
satsen, siger att antalet primtal mindre an eit givet stort tal x
ir approximativt lika med x dividerat med log x (den na-
turliga logaritmen for x). (Egentligen ligger det approxima-
tiva virdet nigot i underkant) Lehmers tabell tycks ocksd
bekrifta tidigare formodanden om primtalstviliingarnas for-
delning. Med primtalstvillingar avses par av konsckutiva
udda tal vilka bida ir primtal, som 29 och 31 eiler 101 och
103. Antalet primtalstvillingar mindre dn x dr ungefir lika
med x dividerat med kvadrater pa log x.

Lehmer och H.S. Vandiver vid University of Texas har
ocksd anvint en datamaskin for att bevisa en berdmd sats
som matematikerna virlden over fortfarande foérsdker be-
visa eller vederligga. For trehundra ar sedan sade den frans-
ke matematikern Fermat (1601-1665) att likheten an-+bn=cn
icke giller £6r heltalsvirden pa a, b och ¢ skilda fran noll,
om n ir ett heltal stérre 4n 2.

Lehmer och Vandiver har férsékt finna nagot enda un-
dantag. Skulie de lyckas med det vore satsen motbevisad.
Lyckligtvis har de inte behovt underséka varje tinkbar tal-
kombination; det dr tillrdckligt att prova samtliga primtal.
Och dessutom finns det ytterligare genvigar. Talet » far
t.ex. inte vara en fimn divisor till vissa grupper av s. k.
"Bernoullital”, di det i s4 fall inte kan satisfiera ekvationen.
(Bernoullitalen dr oregelbundna. Det férsta ir 1/6, det tredje

1 Det storsta hittitls kinda primtalet torde vara 24923-1, som Lehmer
och J. Selfridge fitt fram med hjilp av datamaskin. Talet har i ut-
skriven form 1 332 siffror. Overs. anm,
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1/30, det elfte 691/2 730, det trettonde 7/6, det sjuttonde
43 867/798 och det nittonde 1 222 277/2 310. Darefter fol-
jande tal dr enormt stora.)

Lehmer och Vandiver har undersékt Fermats stora sats,
som teoremet kallas, for alla primtal » upp till 4 000, men de
tycks ha fastnat i en Atervandsgrind. Bernoullitalen har pa
denna niva en lingd av nistan 10 000 siffror, och till och
med en snabb datamaskin behdver en hel timme fér ate pro-
va varje varde for n. Bara det faktum att en maskin inte
har lyckats finna nigot undantag, bevisar naturligtvis inte
Fermats sats, dven om det Kanske gér det mer troligt att
satsen dr sann.

Men det dar mojligt £6r en datamaskin att dstadkomma ett
matematiskt bevis. De bada amerikanska vetenskapsminnen
Allen Newell och Herbert A. Simon har utarbetat ett pro-
gram som instruerar en snabb datamaskin atf utarbeta bevis
fér nigra elementira satser pid den matematiska logikens
omride, himtade ur Alfred North Whiteheads (1861-1947)
och Bertrand Russells berémda gemensamma arbete Prin-
cipia Mathematica, publicerat &ren 1910-1913.

Newells och Simons program bygger pi heuristiskt tin-
kande — en slutledningskonst baserad p4 intuition och analo-
gier som det skapande miinskliga intellektet ofta begagnar
sig av for att férenkla komplicerade problem. Datamaskinen
programmeras med ett antal grundldggande axiom och lag-
rar alla de teorem som den redan har bevisat. Nir den har
till uppgift att bevisa ett obekant teorem, férsoker den férst
att jimfora det med de teorem och analogier den redan kiin-
ner till. I méanga fall Astadkommer datamaskinen ett logiskt
bevis pA nfgra minuter: i andra fall kan den misslyckas helt
och hdllet. Det skulle vara mojligt att programmera en data-
maskin si att den kunde losa teorem genom att angripa dem
algoritmiskt, en helt siker metodisk procedur som tar alia
mojligheter med i berdkningen. Men med en sidan pro-
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grammering skulle férmodligen dven den snabbaste data-
maskin behéva flera ar for att utféra sin uppgift.

Aven om de flesta matematiker ler skeptiskt &t denna
tanke, ar Newell och Simon &vertygade om att en heuristisk
programmering snart kommer att gdra det méjligt fr data-
maskinerna att utfora i ordets sanna bemiirkelse skapande
matematiskt arbete. De gissar att en datamaskin inom lop-
pet av tio r kommer att bevisa ett viktigt matematiskt teo-
rem som ingen minskliz matematiker tidigare funderat
over.

Lediga plaiser

Men datamaskinerna kommer inte att giira matematikerna
arbetsldsa. Tviartom har datamaskinerna ppnat si minga
nya vigar for matematiska tillimpningar att arbetstiilfillena
for matematiker inom industrin mer 4dn férdubblats under
de senaste fem 4ren.

Medan de flesta féretag foredrar matematiker som ocksa
har gedigna kunskaper i fysik och kemi eller i teknik i storsta
allmidnhet, finns det ocksa minga foretag som vill ha veten-
skapsmin som specialiserat sig pi ren matematik. T USA be-
talar man numera en ung nybliven filosofie doktor i mate-
matik, inom till exempel flygindustrin, en drslén av 10 000
dollar, vilket dr ungefir dubbelt si mycket som man heta-
lade 4r 1950 (och ungefir dubbelt s mycket som man i dag
betalar som begynnelselon for universitetslirare).

Inom industrin finns det ocksd méinga fysiker och ingen-
jorer som efter sin examen har bérjat dgna sig 4t matematik.
Diir finns ocksad plats for matematiker med ldgre utbildning,
filosofie kandidater och filosofie magistrar, frimst fér pro-
grammering av datamaskiner.

Foretagen sysselsatter sina matematiker pi flera olika siitt.
En del foretag later dem bilda forskarlag tillsammans med
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ingenjérer och naturvetenskapsmiin pi andra omriden. And-
ra foretag har bildat specieila matematiska forskargrup-
per som dels sysslar med egna forskningsobjekt och dels ut-
for ett stringt begrinsat antal forskningsuppgifter f6r andra
vetenskapliga avdelningar.

Ett av Amerikas dldsta och mest berémda industrieila
matematiska forskningscentra grundlades 1930 av Bell Tele-
phone Laboratories. I brjan fanns dir endast sex eller Atta
yrkesmatematiker, varefter antalet langsamt vixte fram till
krigsslutet. Under de dirpi féijande tio dren férdubblades
antalet. Idag sysselsitter denna avdelning omkring trettio
yrkesmatematiker, varav hilften ir filosofie doktorer i mate-
matik och resten ir filosofie doktorer i andra naturveten-
skapliga dmnen. Denna avdeling har limnat viktiga bidrag
till den matematiska forskningen. Sirskilt bar framhéllas in-
formationsteorin, vilken utvecklats under och efter kriget av
den internationellt berémde matematikern Claude Shannon
som en matematisk modell for spriket och dess anvindning.

Martematik fér barn

De amerikanska striivandena att infora flera lirotimmar i
matematik och hérja tidigare med dmnet har nu dven natt lidg-
re skolstadier. College Entrance Examination Board (Nimn-
den £6r intrddesprovningar till laroverket) har genom sin spe-
cialavdelning fér matematik dragit upp riktlinjer f6r moder-
nisering av gymnasickurserna i matematik. Nimndens huvud-
syfte dr enligt dess verkstillande ledamot, Albert E. Meder,
att ge eleverna en uppfattning om matematikens sanna vi-
sen och om den moderna utvecklingen. “Algebran™, sidger
Meder, “ir inte lingre ett osammanhingande antal minnes-
regler utan ett studium av matematikens uppbyggnad; geo-
metrin dr inte lingre en mingd teorem som man kan lira
sig utantill utan att forstd dem.”
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Det kanske radikalaste steget 1 den amerikanska matema-
tikundervisningen har tagits av lllinoisuniversitetets experi-
mentliroverk, Dar har man under ledning av en ledamot av
universitetets matematiska fakultet, professor Max Beber-
man, infért en fullstindigt ny ldrokurs i matematik. Den
borjar med att man pa ett informelit axiomatiskt sitt be-
handlar aritmetiken och algebran och darefter fortsitter
fram till en genomging av sannolikhetsteorin, mingdteorin,
talteorin, komplexa tal, matematisk induktion och den ana-
Iytiska geometrin. Genom denna uppliggning har man lyc-
kats ge eleverna en uppfattning om den moderna matema-
tikens exakthet, abstraktion och generella giltighet, For att
aven kunna bereda plats it nigra av matematikens nya be-
grepp har Beberman och hans radgivare fitt reducera fram-
stiallningen, si att mindre tid dgnats it exempelvis uppdel-
ning i faktorer av algebraiska uttryck.

Av vad man hittills har sett, tycks experimentet ha varit
synnerligen stimulerande fo6r studenterna — delvis naturligtvis
av den orsaken att kursen just varit ett experiment. Vid in-
tridesprévningarna till universitetet 1957 uppvisade den férs-
ta studentkullen som sékte intride vid Illinoisuniversitetets
fyradriga kurs ett av de bista resultaten i hela USA.

Medan tolv andra laroverk nu ocksa har overgdtt till Iili-
noislaroverkets matematiska kursplan dr det inte sannolikt
att det under den nidrmaste tiden kommer att spridas ytter-
ligare. Anledningen dr att det i si fall blir nodvandigt fér
de flesta liroverkslirare att genomgi en fullkomlig omskol-
ningskurs for att kunna undervisa efter det nya systemet.
Med understdéd frin Carnegie Foundation har Illinoisuni-
versitetet intattat ett antal sidana omskelningskurser for
ldrare frin ett stort antal stater.



Framtidsutsikter

Hur manga matematiker som in utbildas kommer det alltid
att finnas behov av framstiende begdvningar som kan skapa
nyit inom matematiken. Detta giller sdvil tillimpad som ren
matematik. Ty vad den tillimpade matematiken betraffar, sd
ir den tillrackligt intellektuellt inbjudande fér att till och
med tilltala sidana akademiker som kinner en viss stolthet
dver att de skapar matematik foér dess egen skull

Helt nya grenar av matematiken behdvs fér behandlingen
av andra vetenskapers problem och praktiska samhillspro-
blem. S4 saknar till exempel kommunikationstekniken fort-
farande en matematisk metod for analys av trafikfladet pa
fyrfiliga huvudvigar, och det kan dréja méanga ar innan
man funnit ett sitt att tillimpa exakta matematiska resone-
mang pa den tredimensionella iuftirafiken. Biologerna har
nadstan inte alls anvint sig av matematiska resonemang, utom
statistiska, men idag gor en del av dem allvarliga forsik att
tillimpa. topologiska ron. Topologin forefaller att erbjuda
den bista mojligheten att beskriva de levande cellerna med
deras enorma variationer vad avser just form och storlek.
Neurofysiologerna forsdker finna en ny algebra som kan
beskriva tankeprocesserna, vilka ju inte pa nagot sitt kan
betecknas som slumpmissiga men ind4 inte heller 4r enbart
metodiska.

Det iterstir fortfarande en del anmirkningsvirt enkla
problem som #dr hirda noétter att kniicka fér matematikerna.
S& har man till exempel dnnu inte funnit en generell 18sning
till foljande problem: Man har ett kartblad som ar hopvikt
med N vikningar, pi hur manga siitt kan man veckla upp
det? Och niir det problemet &r lost uppstar genast ett nytt,
och sa vidare,
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Moderna begrepp, metoder och problem

Olika former av rita linjer

Euklides® definition av en rit linje dr varken tillrackligt all-
mingiltig eller tillrickligt exakt f6r att svara mot den moder-
na matematikens krav. Han definierade en rit linje som “en
kurva som ligger i nivd med samtliga punkter i sig sjalv”.
De moderna matematikerna har fringdtt sidana dunkla be-
skrivningar. I stillet definierar de en rit linje med utgings-
punkt frin en av dess grundiiggande egenskaper: det fak-
tum att den ir det kortaste avstindet mellan tva punkter.
Som en f6ljd dirav har *rita” linjer en mangfald olika for-
mer under olika omstindigheter. Forvirringen blir mindre
om man helt och hillet slopar termen “rit linje” med dess
vaga intuitiva innebdrd och 1 stillet talar om “geodet”, exakt
definierad som det kortaste avstindet mellan tvd punkter.

Om man betraktar jorden som en fullkomlig sfdr, dr det
kortaste avstindet mellan tvd punkter pd jordytan en stor-
cirkelbige — dvs, en cirkel som gir genom dndpunkterna av
en godtycklig diameter, alldeles som meridianerna tangerar
jordaxeln vid polerna. En storcirkel dr en séregen rit linje.
Den har inga paralleller eftersom den skiir varje annan stor-
cirkel i tvd punkter. Dessutom #dr den dndlig, trots att den
inte har nigon begrinsning. I andra geometrier, som kan
tillimpas pa ytor av andra slag, har geodeter ytterligare and-
ra egenskaper. Pa en sadelformad yta har t. ex. varje geode-
tisk Iinje ett odndligt antal paralleller genom en given punkt
som inte sjilv ligger pd den geodetiska linjen, och samtliga
geodetiska linjer d4r oandliga, trots att det i detta fall finns
slutpunkter som de stindigt nirmar sig utan att ndgonsin nd.

Det moderna geodetbegreppet har foranlett fysikerna att
inféra benimningen “krokt rum”. I Einsteins allminna rela-
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tivitetsteori betraktas rummet t.ex. som krokt pi ungefir
samma sitt som ytan av en sfar. Vid varje punkt beror krik-
ningsgraden av rummets matetia. Talrika experiment visar
riktigheten av denna matematiska modell fé6r universum.
Stjarnornas ljus, som alltid rér sig lings geodetiska linjer,
avhdjs faktiskt nar det passerar i ndrheten av solen.

I sjdlva verket ar det svart {6r att inte sdga omdjligt att
ge det vanliga intuitiva begreppet “rit linje” en konsekvent
matematisk innebord. Ritlinjighetsbegreppet ir helt avhang-
igt av personlig erfarenhet av ett visst speciellt universum.
Figuren nedan visar t.ex. en skalbagges universum, endast
bestiende av golvet och ett bordsben. Skalbagpen kinner
endast till den vig som den for tillfdllet kryper fram ut-
efter, ty den dr blind, dév och ur stand att f&rnimma nigon
tyngd, P& ett sitt dr den emellertid en ovanligt klok skal-
bagge: den viljer alltid den kortaste vigen, vilken den helt
logiskt betraktar som en rit linje.

T

-
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Nir skalbaggen kryper frin A till B 8verensstimmer dess
uppfattning om en rit linje med var egen intuitiva uppfatt-
ning,

A B

Men frin B till C ser skalbaggens rita linje ut si hiir:

B C

N\

Och skalbaggens rita linje frin C till D skulle vi kalla fér en
cirkelbige:

Vilj vilket talsystem som helst

Det beror uteslutande pi konvention att huvuddelen av
minskligheten begagnar sig av decimalsystemet. Bruket att
dterge alla tal genom kombinationer av just tio siffror —
0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9 — gir troligen tillbaka pa vanan att
tikna pd fingrarna. Men talens egenskaper ir oberoende av
decimalsystemet; det gar bra att anvinda vilket antal siffror
som helst f6r att aterge tal.

Andra kulturer har begagnat sig av andra talsystem. Ba-
bylonierna byggde t. ex. sitt talsystem pa 60 siffrar. De gam-
la grekerna (som hade sandaler utan tihitta) anvinde 20
siffrot. Till och med vara moderna sprik bir vittne om icke-
decimala talsystem. Det franska ordet fér 80 ir “guatre-
vingt” — dvs. 4 ginger 20. Fngelskan och tyskan (liksom
svenskan) har sidrskilda ord fér varje helt tal upp till 12, och
ordet “dussin® har ocksa en historisk forklaring.
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Tcke-decimala talsystem anvinds alltjimt inom specielia
omraden. Datamaskinerna riknar huvudsakligen enligt det
bindra systemet, som arbetar med endast tva siffror, 0 och 1.
Det bindra systemet Iimpar sig speciellt vil £6r datamaski-
nernas tekniska forutsittningar, eftersom det ar enkelt att
handskas med nollor och ettor med hjilp av kontakter som
antingen &r pd” eller “av” eller av ferritkdrnor som 4r mag-
netiserade i endera av tvA rikiningar. Sittet for bindr tal-
atergivning ir i princip detsamma som schemat for decimal
dtergivning. I decimalsysteret representerar 496 talet 4-1024-
+9-10t+6- 100, (Den férsta potensen av ett tal dr talet
sjalvt; ett tal upphojt till O dr lika med 1) P& samma sitt
representerar i det binfira systemet 110 010 talet 1-254-1-2¢4
+0-23-+0.224+1.2140- 20 En addition av dessa termer
visar att detta ir det tal som skrivs som 30 i decimalsystemet.
Reglerna for multiplikation och addition av bindra tal ir
anmirkningsvirt enkla. Multiplikationstabellen ir i sin hel-
het: 0-0=0; 0-1=1-0=0; 1-1=1. For addition giller:
0+0=0; 0+1=140=1; 14+1=0 (och 1 i minne}

Vilket bastal som helst skulle fungera lika bra som 10
eller 2. Tag t. ex. talet 4 som bas. I ett sddant system repre-
senterar siffrorna multipler av potenser av talet 4. Multipli-
kation och addition skulle félja reglerna i nedanstiende ta-
beller:

Adaition Multiplikation

] 1 r
0 1 2 3 611 3{ 3

0| 011t o2 3 o e 00|
O I T A A A T 1 6 f1i 2% 3
SN S b L--__:__-_-
2 | 2 14110111 2| 042 w02
—— --—--: --------------- s e o ‘r-A———:———--
3 3 110 |11 | 12 3 0 CENIRER 3
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Hir dr ett multiplikationsexempel:

hastal 4 motsvarande siffror i decimalsystemet
23102=2.4443-43-}1- 4242 40= 722
321=3-4%42.41+1-40= 57
23102 . 5054
112210 _ 3610
201312

22003002=2.474-2- 4643 - 43+4+2- 4= 41154

Det ir till och med méjligt att anvidnda talsystem dir siff-
rorna inte anger multipler av gastalets potenser. Ett sidant
system dr “den cykliskt permuterade koden”, kint under be-
teckningen CP”. Det bildas av det bindra systemet, si for-
dndrat att tvd pd varandra foljande tal alltid dr identiska
med undantag for en siffra. Detta forenklar “hallandet i
minne” for utférandet av aritmetiska operationer i en data-
maskin. Formeln for “@versdttning” frin CP-systemet till
decimalsystemet dr en smula komplicerad. I CP-systemet
representerar n:te siffran frin hoger en multipel av (2 —1)
och ettorna i ett sifferuttryck har alternativa plus- och mi-
nustecken. Salunda svarar 1011 mot 15—3+4-1=13 i decimal-
systemet; och 11011 svarar mot 31—15+3—1=18; pA sam-
ma sdtt svarar 111011 mot 63—31-+15—34-1=45.

Ju stdrre bastalet dr, desto firre siffror fordras det for att
atetge ett givet tal vilket som helst. Tag till exempel &r 1963.
Hirnedan visas hur det skulle 4terges i olika talsystem:

binirt ' bastal 4 bastal 7 bastal 9
11110101011 132223 5503 2621

Anvidnder man bastalet 60, kan man skriva 1963 med endast

2 siffror. Beundransviirt kortfattat, men i andra sidan skulle

de "babyloniska” barnen behova ldra sig 60 olika siffersym-

boler innan de kunde borja utféra aritmetiska operationer.
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Gangstigar pa en ring

Geometriska figurer antar férvringda former i den gren
av geometrin som dr kiind under namnet topologi. Den van-
liga euklidiska pgeometrin medger endast stela rorelser av
figurer; lingd- och vinkelproportioner samt former forind-
ras aldrig. Men inom topologin kan figurerna vikas, stréc-
kas, krympas, bjas och forvridas pi nistan vilket sitt som
helst, s linge narliggande punkter stannar titt intill var-
andra. Rita linjer kan under denna behandling férvandlas
till kurvor och kurvor tiil rita linjer och sidana méatt som
vinkelstorlek, lingd, yta och volym saknar betydelse.

En av de fa grundliggande och oférinderliga geometriska
egenskaper som dr av intresse for topologen dr samman-
hangsgraden”. Fér ytor kan man uttrycka denna som det
maximala antal snitt man kan utféra - t. ex. genom att rita
enkla slutna kurvor — utan att dela ytan i med varandra
icke sammanhingande delar. Konstruerar man till exem-
pel en sluten kurva pa en kub, delas den alltid i tvd delar.
Pi samma sitt férhaller det sig med en sfir, som i topolo-
giskt avseende ir likvirdig med en kub. Men konstruerar
man pa ritt sift en cirkel pa en torus (en gardinring eller en
“munk” t.ex.), hinger den fortfarande ihop. Detta forhal-
lande illustrerar en visentlig skillnad mellan en rings och en
sfirs sammanhangsgrad. Genom att klyva ringen pi annat
sdtt (inte visat hdr) kan man med ett snitt dela den i tva
delar.




Skillnaderna j sammanhangsgrad mellan olika geomet-
riska figurer #r ofta mycket férbryllande. Det finns ett val-
kint problem som gér ut pi att man skall {6rbinda tre olika
bus med tre olika brunnar, si att varje hus stir i férbindelse
med samtliga brunnar och si att vagarna inte korsar var-
andra. Det ir i sjdlva verkei omdjligt att gora detta pa en
plan yta, en sfir eller nidgon annan yta med liknande sam-
manhangsgrad. Men pi en ring eller nagon annan figur av
hégre sammanhangsgrad ar uppgiften enkel att losa (se
nedan).

Ett annat belysande exempel som visar en grundliggande
skillnsad mellan en sfiar och en ring #r fyrfdrgsteoremet.
Dess innebird ar foljande: en kartritare behéver aldrig mer
#n fyra firger £6r att kunna astadkomma ¢n karta pa vilken
till varandra grinsande linder har olika firger. Matemati-
kerna har hittills inte lyckats bevisa denna sats. Men 4 and-
ra sidan har ingen hittills st6tt pA en karta som for indamalet
erfordrar fem eller flera firger. Satsen kan dock endast
gilla for kartor pi sddana ytor som har en sfirs eller en
plan ytas sammanhangsgrad. P4 en ring av higre samman-
hangsgrad ir situationen en helt annan. Matematikerna har
kunnat bevisa att en kartograf behover sju farger for en del
"flottyrringskakor” men aldrig atta eller fler.
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Algebra med nya regler

Matematikerna har frigjort manga delar av den moderna
algebran frin aritmetikens vanliga regler. Ett viktigt exem-
pel dr matrisalgebran. Matriser dr rektangulira taluppstill-
ningar. I vissa avseenden beter sig dessa taluppstallningar
som vanliga tal. De kan adderas, subtraheras och multipli-
ceras, dock inte divideras. Men i andra avseenden iyder ma-
triser inte aritmetikens regler, sisom skall visas lingre fram.

Matriserna uppfanns fér ungefir hundra ir sedan i sam-
band med forskningsarbete inom den analytiska geometrin,
sirskilt studiet av tinjning, rotation och andra enkla forind-
ringar och rorelser hos geometriska figurer. Sedan dess har
matematikerna fitt anvindning fér matriser pi ett utom-
ordentligt stort antal omriden. Ingenjirerna anvinder ma-
triser for att beskriva stilbalkars deformering under tryck-
pakinningar, uppkomsten av elektriska och magnetiska filt,
luftstrommar kring en flygplansvinge, vibrationer i en ma-
skin och minga andra fenomen. Fysikerna utvecklade kvant-
teorin med hjalp av matriser och en generaliserad form av
matris, som kallas tensor, har stor betydelse inom relativi-
tetsteorin. Med matrisernas hjilp kan man ocksi 16sa simul-
tana differentialekvationer som forekommer inom alla de
olika naturvetenskaperna.

En matris kan ha vilken storlek och vilka proportioner
som helst. Lit oss emellertid f6r enkelhetens skull bérja med
att understka sidana algebraiska matrisoperationer som er-
fordrar matriser med endast tvi rader och tva kolumner. Vi
viljer tvA matriser A och B, skrivna pa féljande sitt:

s )

Skall matrisen multipliceras med ett vanligt tal, sker detta
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helt enkelt genom att man multiplicerar varje i matrisen in-
gaende term med detta tal:

5.0 51 0 5
S:A= (5-2 5-3) - (10 15)
Skall man addera tvi matriser, adderar man de termer i

de bida matriserna som motsvarar varandra och skriver ut
resultatet i en ny matris av samma form och utseende:

0+4 1+6y (4 7
AtB= (2+5 3+7) - (7 10)

Subtraktion av en matris frdn en annan sker pd samma
satt som additionen:

4—0 61 4 5

B—A= (5-2 7—3) B ( 3 4)

Att multiplicera tvd matriser med varandra ar en smula
mer komplicerat. Multiplicera forst varje term i forsta
raden i matris A med motsvarande term i forsta kolumnen i
matris B; addera produkterna och for in resuitatet i rad 1,
kolumn 1 i den nya matrisen. Multiplicera sedan varje term i
andra raden i matrisen A med motsvarande term i férsta ko-
lomnen i matrisen B; addera produkterna och for in resulta-
tet irad 2, kolumn 1 i den nya matrisen. De ovriga termerna
i den nya matrisen bildas p4 samma sitt - dvs. A:s rader be-
stimmer radpositionen i den nya matrisen och B:s kolum-
ner bestimmer den nya matrisens kolumnpositioner. Den
fullstindiga multiplikationen ser ut pi féljande sitt:

0-4+1-5 0-6+I-7) _ (5 7)
2

A'B=(2-4+3-5 2.6+3-7 3 33

Matrismultiplikationer {6ljer inte den aritmetiska kom-
mutativa lagen; resultatet beror pa vilken matris man skri-
ver forst. T vart exempel framgar ocksa tydligt att resultatet
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av multiplikationen B - A avseviirt skiljer sig frin resultatet
av multiplikationen A - B, enligt nedan:

[ 4-0+6-2 4-146-3\ 1z 2\
\ 5-0+7-2 5-1+7-3) = \14 26/

Det finns en matris som motsvarar talet noll; dvs. nir noll-
matrisen multipliceras med en annan matris blir produkten
en nollmatris. Sasom man kunde vinta sig #r varje term i
nollmatrisen Q:

0 0\
o o]

Det finns ocksd en matris som motsvarar talet 1; den for-
dndrar inte virdet pd nigon matris med vilken den multipli-
ceras. Den kallas identitets- eller enhetsmatrisen, I, och kon-
strueras av ettor och nollor i féljande kombination:

(o 1)

Muiltiplikationen med enhetsmatrisen féljer den kommu.-
tativa lagen; det spelar ingen roll vilken av matriserna som
star forst.

{0-141-0 0-041-1\ /0 1)
\2.143.0 2.0+3-1/ V2 3/
1:0+0-2 1-140-3\ [0 1\

A T= =
0-0+1-2 0-1+1-3} V2 3

Matrisalgebran skiljer sig fran vanlig aritmetik ocksa i ett
annat viktigt avseende: produkten av tvd matriser kan bli
noll diven om ingen av dem &r en nollmatris. Till exempel:

2 4 2y

(—1 —2) ' (0 —1) K
[ 2:.0+4-0 2-244.—1 0 o
\—1-0+—2.0 —1.2+4+—2.—1/} 0 0
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Féljaktligen kan matriser inte “strykas” pi samma sitt
som vanliga tal; i en ekvation av typen A-C=B-C ir A
inte nddvindigtvis identiskt med B, ens om C skiljer sig fran
noll.

Fo6r matriser av godtycklig form och storlek finns det ock-
sA nigra inskrinkningar som giller for addition, subtraktion
och multiplikation. Om tvA matriser dr av exakt samma
form och storlek kan de adderas eller subtraheras enligt
samma tillvigagangssitt som giller f6r matriser med 2 rader
och 2 kolumner (2 - 2-matriser). I andra fall ir addition och
subtraktion meningslosa.

Tvi matriser kan multipliceras med varandra endast om
den férsta har samma antal kolumner som den andra har
antal rader. Om si ir fallet blir produkten en matris med
samma antal rader som den férsta och samma antal kolum-
ner som den andra, Multiplikationen utférs efter samma
regler som till sina visentliga delar giller f6r 2 - 2-matriser:

1 1 0 5
3 6 2 3 2
£ £ 3
\2 0 6 ¢ B
1-34+1-140-4 1-2+1-34+0-5
3:34+6-1+2-4 3-2+6-3+4+2-5
5:34+5-143-4 5-2+5-3+3-5
2:34+0-1+6-4 2:2+0-34+6-5
5
23 34
132 4w
30 34
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Den biista av alla tinkbara . . . -

Ett vidstriickt omride inom den moderna tillimpade mate-
matiken har direkt samband med strategi och planering. Ef-
ter andra virldskriget har matematikerna utvecklat en méang-
fald begrepp och metoder inom beslutsteorin. Tidigare i den-
na bok har vi i korthet redogjort for den statistiska besluts-
teorin och spelteorin. LAt oss ddrfér nu betrakta den lin-
jira programmeringen, som ir en metod att vilja den bista
atgirden bland ett odndligt antal olika méjligheter.

Linjir programmering ir ett viktigt verktyg inom opera-
tionsanalysen. Militirer har tillimpat den inom strategin,
och ett viixande antal foretagsledare begagnar sig av den for
att planera en mangfald olika operationer. I synnerhet olje-
bolagen 4r beroende av linjir programmering for att kunna
planera sin produktion, systematisera oljeutvinningen, byg-
ga pipelines och rationalisera transporterna. Storproducen-
ter inom livsmedelsbranschen dr ocksi i stort behov av lin-
jir programmering for att kunna organisera varufiddet mel-
lan fabriker, lagerbyggnader och distributionsstillen.

De matematiska begreppen bakom den linjira program-
meringen kan illustreras genom foljande hypotetiska pro-
blem. Ett oljeraffinaderi ¢nskar planera sin dagsproduktion
si att lonsamheten blir den storsta mdjliga. Raffinaderiet
kan framstilla tvd produkter: bensin, pid vilken vinsten &r
kr 1:— per fat, och en flygbensinblandning, pd vilken vins-
ten dr kr 0:50 per fat. Det finns ett antal begrinsningar av
praktisk art: (1} Endast 10000 fat riolja finns tiligingliga
for foradlingsprocessen. (2) Raffinaderiet maste tillverka
minst 1 000 fat jetmotorbrinsle f6r att upptylla ett bindande
leveranskontrakt. (3) Det miste ocksi producera dtminstone
2000 fat bensin for att kunna tillfredsstilla en distributérs
omedelbara behov. (4) Bida produkterna maste transporte-
ras I tankbilar, av vilka endast ett begrinsat antal finns att
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tillgd — s& mAnga att de ricker f6r transport av 270 000 "fat-
kilometer”. Jetmotorbrinslet skall levereras till ett flygfilt,
beldget 15 km fran raffinaderiet, medan bensinen mdste
transporteras till distributoren, en striicka pia 45 km.

Den linjira programmeringen borjar med att man alge-
braiskt uttrycker var och en av dessa inskrinkningar som en
enkel variabel. Sitt antalet fat jetbrdnsle som skall produ-
ceras lika med x och antalet fat vanlig bensin lika med y,
de olikheter som motsvarar inskrankningarna dr di faljande:

(1) x+y=10000
an x = 1000
() y = 2000
(V) 15 x+45 y—_270 000

i 1

Symbolen & betyder “lika med eller stérre 4n” och sym-
bolen = betyder ”lika med eller mindre dn”.
Var och en av dessa inskrinkningar representeras av en

74



rit grinslinje i figuren pa s. 74. Inom den streckade yta
som de avgriansar ligger de punkter som anger sammanlagda
antalet fat jetmotorbrinsle och bensin som raffinaderiet kan
producera under givna forutsittningar. Punkten E, till exem-
pel, motsvarar 4 000 fat av varje sort.

Det galler att finna den punkt pd den streckade ytan diir
vinsten | kronor — y-10,5 x — ar storst. I enlighet med teo-
rin f6r linjir programmering kommer den maximala vins-
ten {likasd minimivinsten) att ligga i ndgot av hornen pa den
ytan. Darfér behdver man endast berikna vinsten for de
fyra olika punkterna 4, B,C, D.

Punkt x-virde y-virde Vinst i kr
A 1 000 @ 6 166:67
B 6 000 4 000 7 000;— (maximum)
C 1 000 2000 2 500;:— (minimum)
D 8 000 2000 6 000:—

De flesta linjira programmeringsproblem som férekom-
mer i verkliga livet dr naturligtvis betydligt mera invecklade.
Varje ytterligare tillkommande inskrinkning i férutsittning-
arna okar antalet hérn i figuren. Qch vad som dr dnnu virre,
varje tillkommande variabel dkar den streckade ytans di-
mensionstal. Utgdr man frin endast tvd variabler - jetmo-
torbrinsle och vanlig bensin — blir den bildade figuren en
polygon. Med tre variabler skulle den bli en solid geomet-
risk figur och “inskrinkningarna” skulle bilda plana ytor.
Med fyra variabler skulle det bildas en fyrdimensionefl fi-
gur, begrinsad av tredimensionella “inskrinkningar”.

Lyckligtvis har matematikerna utvecklat en metodik som
gor det mojligt att 16sa linjira programmeringsproblem utan
att behova forsoka askadliggdra flerdimensionella geomet- '
riska figurer. Metodiken innefattar bl a, matrisalgebra (se
s. 69-72). Varje “inskrinkning” blir en rad i matrisen, Den
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metod som huvudsakligen anvinds gir ut pa att finna matri-
sens inversa viarde — dvs. en ny matris som nir den multipli-
ceras med den ursprungliga matrisen ger enhetsmatrisen till
resultat. Detta dr ett ganska trottsamt tillvigaglngssitt,
eftersom varje stérre matris medfor ett enormt antal multi-
plikationer — si erfordras t. ex. 80 miljoner multiplikationer
for en matris med 200 rader och I 000 kolumner. Moderna
datamaskiner kan emellertid invertera sddana matriser inom
loppet av ndgra timmar.

Ytligt sett har den linjira programmeringen ingen stdrre
likhet med spelteorin. Men de tvA metoderna vilar pi en
gemensam matematisk grundval. Det har ocksd faktiskt
kunnat bevisas att varje problem inom den linjira program-
meringen kan forvandlas till ett tvipersoners nolisumme-
spel (i vilket tvA parter tdvlar varav den ena vinner det den
andra forlorar, se s. 48), och att omviint varje tviperso-
ners nollsummespel kan férvandlas till ett linjirt program-
meringsproblem.

Hur gar handelsresandens fird?

Till och med i vir tid finns det nigra matematiska omriden
dir den begivade och idoge amatdren kan gora nya upp-
tiackter. Ett av dessa dr den typ av problem som matemati-
kerna betecknar som “kombinatorik™, De &r i det stora hela
Iifta att forstd, men ménga sddana problem har trots detta
forblivit olosta. Ett enkelt men fortfarande olost kombina-
toriskt problem ir féljande: PA hur ménga siitt kan man
vika en perforerad remsa med frimirken? Det dr inte svart
att finna ett svar som giiller ett givet antal frimarken, men
hittills har ingen matematiker lyckats finna en generell for-
mel som galler for ett godiyckligt antal.

Lika retsamt dr problemet med handelsresanden, som ett
icke obetydligt antal matematiker har brottats med under
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de senaste decennierna utan att finna nigon generell 16sning.
En handelsresande skall starta i staden Washington och
vill direfter i tur och ordning besdka varje delstats huvad-
stad fér att slutligen Atervinda till Washingfon. Avstinden
mellan huvudstiderna framgir av hans bilkarta. Hur skall
han planera sin rundresa si att den blir si kort som mojligt?

Det forefaller frestande att lata en datamaskin ta hand
om detta problem. Man skulle di kunna lita datamaskinen
berikna lingden av alla tankbara resrutter, och sedan lata
den valja den kortaste. Men liksom i friga om de flesta kom-
binatoriska problem 4r antalet méjligheter alldeles for manga
for att ens den snabbaste datamaskin skulle kunna klara av
dem. Fram till 1959 utgjorde hans valméjligheter omkring
3-1092 tankbara resrutter (eller exakt 49-48.47...-3-2).
Skulle han ha en datamaskin p& varje kvadrattum av jordens
fasttand sivil som hay och sjéar, och om var och en av dessa
datamaskiner var i stind att berikna lingden av en miljard
resrutter per sekund, skulle han i alla fall behova vinta pd
svaret i en miljard miljard miljard drhundraden. Under ti-
den skulle emellertid Hawaii ha blivit den femtionde staten
och han skulle da ha fatt bérja frin boérjan — och denna gang
skulle problemets lésning ha tagit femtio ginger si lang tid.

Det finns fortfarande ingen metod att 10sa handelsresan-
dens problem for ett godtyckligt antal stider p& en godtyck-
lig karta. De amerikanska vetenskapsmiinnen George Dant-
zig, Ray Fulkerson och Selmer Johnson har emellertid utar-
betat en losning av detta problem som giller fér det antal
stater som fanns innan Alaska blev upptaget som delstat i
USA (Journal of the Operations Research Society of Ame-
rica, november 1954). Dessa forskare anvinde den linjira
programmeringsimetoden, som nyss beskrivits pd sidorna
73-76. Skulle de ha angripit problemet med hjilp av en van-
lig programmeringsrutin, som forutsitter en komplett mate-
matisk utgdngsmodell av problemet, skulle programmet ha
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blivit s& enormt omfattande att en datamaskin skulle ha be-
hovt drhundraden {6r att utfora det. Men klokt nog vigrade
de att gA 6ver broar innan de kommit fram till dem. De bér-
jade med en uppenbart ofullstindig modell — till innebarden
en grov matematisk skiss av problemet, innehallande bl. a.
en forteckning dver de clika avstinden mellan stiderna.
(Nagra delstatshuvudstider ersatte de faktiskt med andra sti-
der, for vilka man 14tt kunde finna Onskade avstdnd i till-
gidngliga bilkartor.)

Dantzig, Fulkerson och Johnson visste att de inte hade
medtagit tillrickligt minga inskrinkningar for att kunna
stilla upp problemet ritt. Och ndr de genomférde den lin-
jira programmeringen erhsll de en figur av nedanstiende
utseende:

P4 detta stadium tillfogade de nigra ytterligare matematis-
ka inskrinkningar fér att “lisa upp Sglorna™. Direfter var
det méjligt ati med deras program bestimma den kortaste
resrutten, som visas upptill pa nésta sida.

Sjdlva utrakningen var si enkel att det icke erfordrades na-
gon datamaskin; de utférde samtliga berikningar inom
loppet av nagra timmar med hjilp av papper och penna.
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Hasardspelets olika méjligheter

Var och en som sysslat med tirningsspel har sikert kommit
underfund om att nir man kastar tvi tdrningar samtidigt,
si fir man upp tvd givna lika nummer — exempelvis 6-6 —
endast hilften sd ofta som man fir upp tva givna olika num-
mer — exempelvis 5-3. Man kan inte omedelbart inse varfor
det skall forhalla sig pi detta sitt om de bada térningarna
4r identiska. Men det dr littare att forsta om man forestiller
sig den ena tirningen réd och den andra gron. DA forstar
man att det endast finns en mdajlighet att fi kombinatio-
nen 6-6, men tvid olika majligheter att fa 5-3: femma pa
den grona tirningen och trea pa den rdda samt femma pd
den roda och trea pi den gréna tirningen.

Samma resonemang kan tillimpas pi ett antal kulor som
slumpvis kastas i ett antal fack. Antag att vi har 6 kulor
och 3 fack. Om vi antar att kulorna kan skiljas 4t — eventu-
ellt ar forsedda med nummer ~ da finns det 36 eller 729 moj-
ligheter pi vilka de olika kulorna kan férdela sig i de olika
facken. Om kasten sker slumpvis och alla fordelningar dr
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inbdrdes lika sannolika, ir sannolikheten for att samtliga
kulor skall hamna i det forsta facket lika med 1/729. Men
sannolikheten for att fem kulor skall hamna i det férsta fac-
ket och en i det tredje dr 6/729, eftersom det finns sex olika
sitt pd vilka en kula kan hamna i det tredje facket. Utforda
experiment ger vid handen att kulor vid forsdk av denna
art beter sig som om de vore inbordes atskiljbara.

Nir fysikerna i birjan pi detta drhundrade utarbetade
den statistiska mekaniken antog de att partiklarna skulle be-
te sig pa samma siitt som tirningar och kulor. I enlighet med
ett resonernang som 4r kint under namnet “Maxweli-Boltz-
manns kalkyl” betraktade de partiklarna som inbordes &t-
skiljbara. Silunda drog de slusatsen att om r partiklar slump-
vis fordelades bland » energitillstind, si skulle det uppstd
nr lika sannolika férdelningar (samma formel som tillam-
pades for kulorna och facken). Olyckligtvis visade det sig att
"Maxwell-Boltzmann-kalkylen” inte &stadkom forutsigel-
ser som Overensstimde med gjorda observationer och fore-
tagna experiment.

Det visade sig att de sannolikhetslagar som ir tillamp-
liga pa tidrningsspel och roulette inte géller { atomernas rike.
Partiklar beter sig som om de icke vore Atskiljbara. Dirut-
dver giller for tva olika grupper av partiklar helt skilda san-
nolikhetslagar, .

Bose-Einstein-kalkylen ger korrekta férutsigelser om fo-
toner och atomkidrnor samt om atomer som innehéller ett
jimnt antal elementarpartiklar (dvs. dir totala antalet proto-
ner, neutroner och elektroner 4r ett jimnt tal). Bose-Ein-
stein-kalkylen baseras pd antagandet att partiklarna icke ar
atskiljbara. Om kulor betedde sig pd detta sitt, skulle de tv3
fordeiningar som beskrivits ovan — samtliga kulor i det
forsta facket eller fem kulor i det forsta och en i1 det tredje
facket — bli sinsemellan lika mojliga. I detta system kan
r partiklar slumpvis firdelas bland » energitillstind pd



ntr—1
(7)
sinsemellan lika mojliga sitt.
Uttrycket inuti parentesen betecknar antalet olika kombi-

nationer av r foremal som kan plockas ut ur en grupp av
(n+r—1) féremal. Det kallas for binomialkoefficienten och

kan beriknas enligt foljande formel. Omkoefficienten dr ( z)

al
kan den uttryckas som ———___ _ Utropstecknet utlises "fa-
b! (a—b)!

kultet” och har féijande innebérd: al=a-(e—1) - (a&—2; -
- (@—3} . .. etc. tills uttrycket inom parentesen blir lika med
1. Om till exempel i ovanstiende uttryck n=6 och r=4, er-

halles:
(n-!-r—l ) _ ( ) g1 —
¥ 41 -3
= 2316 2 =126
4.3.2.1- -1

ulU' F-NEaVo)

Yiterligare en avvikande sannolikhetsprincip ligger bakom
Fermi-Dirac-kalkylen, som #r tillamplig pa partiklar som
inte foljer Bose-Einstein-kalkylens lagar. I Fermi-Dirac-
kalkylen utgir man frin antagandet att partiklarna ir icke
atskiljbara samt didrutdver att tvad partiklar icke samtidigt
kan omfatta samma energitillstind. Det méste naturligtvis
finnas dtminstone lika manga energitillstind som det finns
partiklar. Antalet sinsemellan lika mojliga férdelningar &r

’:. Fermi-Dirac-kalkylen har kunnat gora utomordent-

ligt goda forutsigelser om protonernas, neutronernas och
elektronernas beteende.

De tre nimnda “kalkylerna™ visar en viktig skillnad mel-
lan matematik och teoretisk fysik. Frdn matematikerns syn-
punkt ir alla tre systemen logiskt likvirdiga. Men fysikern
handlar fullkomligt rdtt nir han tillimpar Bose—Einstein- och

ﬁ;

I’




Fermi-Dirac-kalkylen, eftersom dessa ger en riktig bild av
den fysikaliska verkligheten. Och en vacker dag maste kan-
ske fysikerna dter vinda sig till matematiken for att finna en
tredje modell som passar in pa ytterligare andra typer av
partiklar.

I mer kuriosabetonad tillimpning ger sannolikhetskalky-
len bl. a. eit férbluffande svar pa féljande fraga: Hur manga
minniskor miste samlas pA en plats f6r att chansen att at-
minstone tvi av dem har samma fdédelsedatum skall vara
stérre dn 50 procent? DA det finns 365 tinkbara fodelseda-
gar (hir bortses frin skottir), skulle de flesta gissa pa 183.
Men det niédvindiga antalet dr inte ens tillndrmelsevis si
stort. Och nedan skall visas hur man kan bevisa detta med
hjalp av elementir sannolikhetskalkyl.

For problemets 1dsning ar det enklare att vinda pi fra-
gan och berikna sannolikheten f6r att tvd minniskor i detta
tankta sdllskap inte skall ha samma fodelsedag. Bestar
sillskapet av endast tvd personer blir sannolikheten for att
de skall fylla ar pd olika dagar lika med antalet kombinatio-
ner av olika fodelsedagar (365 - 364) dividerat med hela an-
talet mojliga kombinationer av fodelsedagar (365 - 365). Om
samma resonemang utvecklas till att gilla ett godtyck-
ligt antal manniskor, 1at oss siga n stycken, erhdlles féljande
formel: .

365-364-363-...-(365—n+1)
365-365-365-...-365

Ju stirre antal faktorer som ingar i briket — dvs. ju storre
n blir — desto mindre blir brikets siffervirde. Om n &r lika
med 22, biir briket nigot storre an 1/2; men om r=23, blir
brakets virde ngot mindre &n 1/2. Detta innebir att om det
samlas 23 minniskor pi en plats, si dr chansen aft inte tvd
av dem fyller ir pa samma dag ndgot mindre in 50 procent.
Nir sd minga som 23 manniskor ar samlade si dr oddsen
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for att atminstone tvd av de nirvarande fyller 4r pA sam-
ma dag alltsd nigot bittre an 50—50.

. Y
x B

Mysteriet med de mellersta tredjedelarna

Omkring sekelskiftet bérjade matematikerna inse att vért
intuitiva dimensionsbegrepp har allvarliga svagheter. Upp-
tickten av ett antal paradoxer tvingade dem att steg for
steg utveckla det moderna rigorsa punktmingdsbegreppet.
En av de mest tankevickande punkimingdsatserna utarbe-
tades av den tyske matematikern Georg Cantor (1845-1918)
och han gav den féljande innebord:

Tag ett linjesegment som ar 1 matisenhet lingt och av-
ligsna linjens mellersta tredjedel — dvs. samtliga punkter
beldgna pi ett avstind av mer in en tredjedels och mindre
in tvA tredjedels mattsenhet fradn en av dndpunkterna. Ligg
mirke till att punkterna som bildar grians till den £6rsta och
den sista tredjedelen finns kvar. Avldgsna nu den mellersta
tredjedelen av de Aterstiende segmenten. Upprepa férfaran-
det ett odndligt antal gdnger.

——— —— i ———t
HH B HH HH _ HH HH HH  HH
HH HH HH HH . oo HH HH HH HH

Den geometriska figur som uppkommer dr i sanning
mirklig. Det ursprungliga linjesegmentet har blivit avligsnat
i hela sin lingd. Man kan nidmligen teckna den totala sum-
man av de avligsnade punkterna som en odndlig serie:
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1-1/3-+2-1/324-22.1/33+ ... vilken blir lika med 1. Men
ind4 Aterstdr ett odndligt antal icke sammanhédngande punk-
ter — t. ex. vid 1/3, 2/3, 1/9, 2/9, 7/9, 8/9, 1/27, 2/27, osv. Det
ar till och med teoretiskt mojligt att para ihop dessa dter-
stiende punkter med samtliga punkter pi den ursprungliga
linjen, pd samma sitt som man kan para ihop fingrarna
pa sin hogra hand med fingrarna pa den vinstra.

Forst pa senare ar har matematikerna fatt en dimensions-
teori med vars hjilp de kan ta itu med sidana besynnerliga
geometriska figurationer som de Aaterstiende punkterna i
Cantors linjesegment. Teorin gir ut pd att man underkas-
tar varje geometrisk figur féljande prov. Varje punkt pa den
geometriska figuren innesluts i ett mycket snivt omrade,
t. ex. en cirkel eller en sfir. Antalet dimensioner i vilka figu-
ren och det omskrivande omriddets rand skdr varandra &ar
lika med figurens dimensionstal minus 1.

Ett tomt rum har rent definitionsméssigt dimensionen —1.
Kringstrodda punkter har dimensionen 0, ty om man om-
skriver en sadan punkt med en tillriickligt liten cirkel, kom-
mer denna inte att skiira nigon annan punkt (eller, som man
ocksa kan uttrycka det, cirkeln kommer att skira aterstoden
av figuren i ——1 dimensioner). En rit linje har 1 dimension,
ty om man omskriver en cirkel kring en punkt pid lLinjen
kommer den att skiira linjen i Atminstone en punkt (0 dimen-
sioner). En kvadrat har 2 dimensioner, eftersom varje cirkel
som dras kring en punkt pd kvadratens yta skiir kvadraten
lings en bige (1 dimension). En kub har 3 dimensioner,
eftersom en sfir kring vilken som helst punkt pa kuben skir
kuben lings en yta (2 dimensioner). Genom att vidareut-
veckla detta resonemang kan man underscka figurer med ett
godtyckligt antal dimensioner. :

Hur forhaller det sig med Cantors punktmingd? Det visar
sig att den har dimensionen 0, eftersom det dr mojligt att
omskriva vilken som helst av de osammanhingande punk-
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terna med en cirkel som inte kommer att skira nigon an-
nan punkt i mingden. Cirkeln skulle t. ex. kunna ha en radie
som var lika med ndgon brakdel av talet -, och i s& fall skul-
le den g& emellan punkterna i mingden.

Det egendomliga dubbelférhallandet

Alla kartor av jorden som konstruerats pa plana pappersytor
ir pA ett eller annat sitt starkt forvringda. Detta dr ound-
vikligt, eftersom de geometriska egenskaperna hos en sfir
och ett plan uppvisar grundliggande olikheter. Jordens krék-
ning dr omdijlig att Aterge pad en plan karta, iven om for-
vringningen inte har nagon stérre betydelse fér sma omra-
den, pd exempelvis bilkartor.

Redan frin bérjan miste kartografen vilja bland ett an-
tal kompromisser. Han kan i stort sett aterge antingen ytor
eller vinklar fria frin fdrvringning, men aldrig bida samti-
digt. I den vidlkinda Mercatorprojektionen dverensstimmer
till exempel alla vinklar pd kartan exakt med motsvarande
vinklar pi jorden. Detta gér Mercator-projektionen sirskilt
anvindbar for navigatdrer, eftersom de kan utldsa kursrikt-
ningen direkt frin kartan. Polarforskare har 4 andra sidan
mycket liten anvindning fér Mercatorprojektionen. Den gor
Norra ishavet och Antarktis enormt stora, och polerna kan
inte ens kartliggas, eftersom de teoretiskt ir projicerade i
oindligheten.

Fragan vilka egenskaper, sidana som vinkel eller yta, som
dr Atergivna utan forvringning pa en karta, ir av utomor-
dentligt stort intresse for matematikerna. Sjdlva fragestill-
ningen stricker sig langt utanfor geometrins grinser, efter-
som all matematik i stort sett kan betraktas som kartstudi-
om och kartliggning. Fysikerna med alla sina forvillande
facktermer och ekvationer gér i sjilva verket inte annat in
uppriittar matematiska kartor av den fysiska viirlden. Mate-



matikerna & sin sida tillimpar kartografiska metoder inom
algebran och andra omraden och likasd inom geometrin.
Hirvid studerar de ofta transformationer och dgnar sirskilt
intresse at de egenskaper hos figurer eller formler som for-
blir oférindrade eller “invarianta®.

I vanlig euklidisk geometri utgdrs exempelvis invarian-
terna av alla siddana egenskaper som forblir ofdrindrade vid
stela kroppars rorelse — lingd, yta, volym, krékning. Den
projektiva geometrin ror sig med mycket firre invarianter.
En rit linje projiceras som en rat linje; en punkt blir en
punkt. Krékta linjer projiceras vanligen som krkta linjer,
dven om deras form kan férindras; en cirkel kan till exem-
pel f6rvandlas tiil en ellips.

Den projektiva transformation som visas i nedanstiende
figur resulterar i en dndring av avstinden. (Linjen p3 den
ovre figuren har projicerats pa den nedre figuren fran en
punkt, ej atergiven pa bilden, som utgdr skdrningspunkten
av de fyra linjerna 447, BB’, CC’ och DD’,) Till och med
den inbdrdes langdrelationen mellan tvd eller tre strickor
kan férindras. Men fyra punkter pd en linje uppvisar ett for-
hillande mellan avstinden som &r invariant pa ett egendom-
ligt och komplicerat sitt. Betrakta linjen genom punkterna
A, B, C och D pd den 6vre figuren och dess projektion som
gir genom punkterna 4’, B’, C’ och D’ pa den nedre figuren.
Berikna sedan “dubbelforhillandet™ mellan de inre delarna
av linjen ABCD enligt féljande:

AC AD

BC ° BD
Detta forhillande kan bli vilket tal som helst, men det kom-
mer alltid att vara identiskt med motsvarande forhillande
for A'B'C’D’, alltsa:

A'C’ A'D’

FC T BD
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Dubbelfsrhillandets invarians dr helt oberoende av hur
punkterna och linjerna iAr beligna. S4 kan man till exempel
findra bokstivernas ordningsféljd si att den dversta linjen
far féljande utseende:

Q

5
2

och den nedersta linjen féljande utseende:
B A" D (G

I detta fall skulle dubbelférhallandet, utriknat i enlighet
med tidigare nimnda formel, ha ett annat numeriskt virde,
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men likheten skulle fortfarande galla. Det finns for dvrigt
24 mojligheter att kombinera fyra bokstiver, men hur de
an ordnas dr de bada dubbelférhillandena lika.

En mera generell typ av invarians, ocksi pi den projek-
tiva geometrins omrade, har uttryckts i ett berdmt teorem av
den franske sextonhundratalsmatematikern Blaise Pascal
(1623-1662). Nir Pascal formulerade teoremet i fraga var
han endast 16 ir gammal. Det dger tillimpning pd kigel-
snitt, de kurvor (iven kallade koniska sektioner) som bildas
nir ett plan skir en ihdlig rit cirkuldr kon i olika vinklar.
Nir en kon skiirs av ett plan vinkelrdtt mot konens axel
bildas en cirkel. Genom att skiira en kon i andra vinklar kan
man astadkomma de Gvriga kiigelsnitten: ellipsen, hyper-
beln, parabeln — och till och med tva rita linjer.

Pascals teorem sdger att om en sexhorning av viiket utse-
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ende som helst ir inskriven i en konisk sektion vilken som
helst s kommer de motstiende sidoparen (f6rutsalt att de
dras ut tillrickligt 1&ngt) att skidra varandra i tre punkter
som ligger pi en rit linje. Ar den koniska sektionen en cirkel
och sexhérningen néagorlunda regelbunden, si kommer de
motstdende sidoparens skirningspunkter att befinna sig
ganska langt borta.

Det dr littare att forstd vad Pascal menade om man viljer
en ellips i vilken man inskriver en sexhdrning som léper
kors och tvirs. Det finns inte nigon lag som séiger att en sex-
hérning inte skulle kunna Kkonstrueras pi detta sitt, men
man méste hilla reda pd "motstiende’ sidor genom att num-
rera hérnen. (I nedanstiende figur behdver sidorna I-2 och
5-6 inte forlingas di de skir varandra inuti sexhSrningen.)

ar®” -
-ﬁ T ”
- -

e _
3 4
5

FEtt intressant faktwm ir att redan grekiska matematiker i
Alexandria kénde till ett specialfall av detta teorem — niam-
ligen dir den koniska sektionen utgdrs av tvd varandra
skirande rita linjer. Pascals berdmda teorem illustrerar den
typ av matematisk generalisering som matematikerna be-
traktar som en skon konst.
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