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F Ö R O R D 

S o m m a r e n 1951 u p p m a n a d e redaktören för S Y L : s s k r i f t ­

serie m i g a t t i b o k f o r m s a m m a n f a t t a m i n a erfarenheter a v 

m a t e m a t i k u n d e r v i s n i n g e n i r ea l sko lan . M i t t försök a t t åstad­

k o m m a en h a n d l e d n i n g föreligger i denna s k r i f t ; j a g vågar 

hoppas , a t t den ska l l k u n n a ha något a t t ge i cke endast 

y n g r e lärare v i d rea lskolor a v den n u v a n l i g a , kanske för­

sv innande t y p e n u t a n även v i d v a r j e s k o l f o r m , där de t 

meddelas u n d e r v i s n i n g i elementär m a t e m a t i k a v högst 

s a m m a omfång som h i t t i l l s i d e n g a m l a rea l sko lan . 

M i n a o m d ö m e n i föreliggande arbe te rörande lämpligheten 

a v den ena el ler a n d r a m e t o d e n är n a t u r l i g t v i s u t t r y c k för 

m i n personl iga u p p f a t t n i n g ; egent l igen borde de överall t 

föregås av e t t " E n l i g t m i n m e n i n g . . . " . 

E n och annan lärare k o m m e r kanske a t t t y c k a , a t t j a g 

v a r i t för o p t i m i s t i s k ifråga o m möjl igheten a t t h i n n a m e d 

lärostoffet. M e n dels är en lärare n o g a v n a t u r e n en o p t i m i s t , 

dels är de t i n t e m e n i n g e n , a t t m i n a anv i sn inga r s k a l l sättas 

i händerna på e leverna u t a n på läraren, och då k a n där j u 

också få stå något , s o m r i k t a r sig t i l l läraren m e n s o m i n t e är 

av se t t a t t v ida rebefordras t i l l e leverna. J a g tänker därvid 

t . ex. på a v d e l n i n g e n o m t a l s y s t e m o c h felberäkning, v issa 

delar a v a lgebran , u p p g i f t e r för träning och huvudräkning 

och E u k l i d e s ' a l g o r i t m . 

Som väl är, ha r de t u n d e r senare år m e d skärpa be tona ts , 

a t t läraren måste ha s tor f r i h e t a t t välja s i t t arbetssätt. M e n 

målet måste a l l t i d v a r a a t t b i b r i n g a e leverna en viss säkerhet 
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a t t utföra enk la räkningar och a t t på svenska hjälpligt 

u t t r y c k a s ina t a n k a r s a m t a t t göra d e m b e k a n t a m e d gängse 

m a t e m a t i s k a u t t r y c k och benämningar. E levers b r i s t på 

kännedom o m d y l i k t e r m i n o l o g i är o f t a förvånande. 

D e t t a missförhållande beror ej sällan på a t t e leverna o f t a 

under s tor de l a v de d y r b a r a t i m m a r n a i sko lan sättes a t t 

i s ina böcker räkna u p p g i f t e t ter u p p g i f t — v a n l i g e n u t a n e t t 

försök a t t m e d t e x t förklara s ina t a n k a r . D e t är k l a r t , a t t 

e leverna ska l l träna i n räkneregler m . m . , m e n de t behöver 

icke ske g e n o m t y s t räkning i böckerna; de t k a n t r o l i g e n ske 

m i n s t l i k a b r a genom gemensam huvudräkning eller så, a t t 

5 eller 6 elever s a m t i d i g t får räkna enk la uppg i f t e r på t a v l a n , 

under de t a t t läraren och k a m r a t e r n a k o n t r o l l e r a r och k r i t i ­

serar (och så n a t u r l i g t v i s i h e m u p p g i f t e r n a ) . D e n senare 

m e t o d e n ställer kanske s to ra k r a v på läraren, m e n den medför 

å a n d r a s idan o f ta å terkommande övning för e leverna i m u n t ­

l i g framställning, i k o n s t e n a t t m e d egna o r d u t t r y c k a sina 

t a n k a r . Där igenom besparar m a n också eleverna r i s k e n a t t 

s i t t a och " g n u g g a " i n olämpliga metoder , som t . ex. denna : 

1 . 1 _ 4 , 3 _ 4 • 12 _ 4 

3 ' 4 ~~ 12 " 12 ~~ 12 • 3 ~~ 

D e n n a räkning är visser l igen r i k t i g , m e n vänjer lärjungarna 

sig v i d a t t o f t a a rbe ta så, k o m m e r de a t t förlora alltför 

m y c k e t t i d . 

M e d t a n k e på de o l i k a sko l former , som för närvarande 

exis terar , ha r j a g för a t t något k u n n a förenkla framställningen 

i d e t följande använt k lassbe teckningarna 5—9 i stället för 

de i rea lskolan v a n l i g a l 5 , 2 r \ 2 4 o. s. v . H u r klasserna svarar 

m o t v a r a n d r a framgår av nedanstående uppställning: 
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M o t klass svarar klasserna 

5 

9 

8 

7 

(i 

5 5 , 4 4 , 3 3 

4 5 , 3 4 , 2 3 

3 5 , 2 4 , l 3 

25, 14 _ 

l 5 

B o k e n k a n härigenom m ö j ­

l igen lättare b l i t i l l n y t t a 

för matematiklärare i en ­

hetsskolan , åtminstone för 

u n d e r v i s n i n g e n i vissa a v 

högstadiets klasser. 

S l u t l i g e n får j a g framföra e t t v a r m t t a c k t i l l d e m , som 

främjat t i l l k o m s t e n av denna b o k : t i l l undervisningsrådet 

Jonas O r r i n g , som n o g g r a n t gåt t i g e n o m he la m a n u s k r i p t e t 

och föreslagit många ändringar och tillägg; t i l l a d j u n k t B e r t i l 

Bos t röm och l e k t o r Sven H i l d i n g , s o m välvilligt sett i g e n o m 

den ämnesmetodiska avde ln ingen , s a m t f i l . l i c . C a r l - H e n r i k 

W i t t r o c k , s o m sva ra t för d e n r e d a k t i o n e l l a g r anskn ingen a v 

m a n u s k r i p t e t u r språklig och f o r m e l l s y n p u n k t . 

B r o m m a i f e b r u a r i 1956. 

Halfrid Stenmark. 

A d j u n k t v i d Högre allmänna 

läroverket i B r o m m a . 



I N L E D N I N G 

U n d e r v i s n i n g k a n bedr ivas på många o l i k a sätt. D e t är ändå 

t i l l s l u t lärarens personl ighe t , hans kunskape r på området , 

hans intresse för och glädje i a rbe te t , s o m avgör , v a d de t b l i r 

för slags u n d e r v i s n i n g . 

M a n sku l le k u n n a tänka sig, a t t en m a t e m a t i k l e k t i o n tillgår 

på följande sätt. Läraren k o m m e r i n i klassen, låter e leverna 

t a f r a m s ina räkneböcker och räknehäften och säger t i l l d e m 

a t t fortsätta a t t räkna, där de s lu tade förra gången. Och 

m e d a n så a rbe te t f o r t s k r i d e r , går läraren r u n t i klassen och 

hjälper t i l l , där de t behövs . 

E n a n n a n lärare använder kanske hälften av t i m m e n t i l l 

a t t gå i g e n o m något n y t t och låter sedan e leverna försöka 

a rbe ta på egen h a n d . 

E n t r ed je lärare a rbe ta r t i l l s a m m a n s m e d e leverna i g e n o m 

de t n y a s toffet , gör själv e n k l a u p p g i f t e r och låter e leverna 

försöka både t i l l v e r k a och lösa u p p g i f t e r , så a t t de får p röva 

på a rbe te t från båda s idor m e n i n t e för sig själva i s ina böcker 

u t a n på s v a r t a t a v l a n , så a t t a l la k a n följa med . D e n i n d i v i ­

due l l a övningen får b l . a. k o m m a v i d a rbe te t m e d h e m u p p ­

g i f t e r . 

V i l k e n av dessa m e t o d e r s o m är a t t föredraga, de t beror 

väl också något på lärarens läggning, m e n så m y c k e t t y c k s 

m i g k l a r t , a t t de t måste v a r a b r i s t e r i diskussioner, resone­

m a n g och förklaringar, s o m medför, a t t m a n så sällan träffar 

elever, som k a n u t t r y c k a s ig på lämpligt sätt, då de t t . ex. 

gäller a t t säga, h u r de går t i l l väga v i d v a n l i g he l t a l sd iv i s ion . 

Frågar m a n t . o. m . i g y m n a s i e t : " H u r säger N i , då N i s k a l l 
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utföra d i v i s i o n e n 25873456 : 2 9 7 8 ? " så b l i r svare t v a n l i g e n : 

"Tvåtusenniohundrasjutt ioåtta i t jugofemmillioneråttahund-

r a s j u t t i o t r e t u s e n f y r a h u n d r a f e m t i o s e x går . . . " o c h så är de t 

s topp . D e t är sällan m a n får sva re t : " T r e i t jugosex går åtta 

gånger ." S a m m a br i s t e r måste de t v a r a , s o m leder t i l l a t t m a n 

i första r i n g e n k a n träffa på elever, s o m i n t e k a n s k i l j a på 

d i v i d e n d och d i v i s o r eller s o m i n t e känner t i l l begreppet 

a lgebra isk s u m m a för a t t i n t e t a l a o m h u r många de t är även 

i gymnas ie t s första r i n g , s o m i n t e h a r någon a n i n g o m h u r 

e t t e n k e l t g e o m e t r i s k t bevis s k a l l utföras. 

U n d e r m i t t eget p r o v a r 1920 hade en a v lärarkandidaterna 

h a f t en p r o v l e k t i o n i k e m i , och de t r y k t a d e s b l a n d k a m r a t e r n a , 

a t t de t v a r en u tmärk t l e k t i o n , s o m n o g skul le betygsättas 

m e d A . "Nå , v a d sa' h a n ? " , frågade någon, s o m i n t e v a r i t 

m e d , och sva re t b l e v : " I n g e n t i n g . " B o k s t a v l i g t får m a n väl 

i n t e t a d e t t a svar , m e n lärarkandidaten hade t y d l i g e n l y c k a t s 

a t t m e d få o r d sätta e leverna i a rbe te och få d e m t i l l a t t r i t a 

t e c k n i n g a r över och lämna redogörelse för v a d s o m behandla t s 

v i d föregående l e k t i o n eller i n g i c k i deras h e m u p p g i f t . D e t 

b r u k a r i n t e v a r a så svårt a t t å s tadkomma en t i l l synes g o d 

l e k t i o n , då de t gäller a t t gå i g e n o m något n y t t och läraren 

själv i h u v u d s a k för o rde t , m e n svårare är de t både a t t få 

e leverna a t t hjälpa t i l l v i d genomgång a v n y a k u r s m o m e n t 

och a t t v i d e t t förhör i önskad utsträckning redogöra för 

t . ex. h e m u p p g i f t e r n a eller t i d i g a r e genomgångna m o m e n t . 

H u r j a g själv tänker m i g sådana a rbe t s lek t ioner , där ele­

v e r n a v e r k l i g e n de l t a r i t a n k e a r b e t e t o c h i n t e endast pass iv t 

tillägnar s ig lärarens genomgång, t o r d e då och då k o m m a 

f r a m i de t följande. 
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R E P E T I T I O N E N I K L A S S 5 

E n l i g t s t adgan och M e t o d i s k a anv i sn inga rna för m a t e ­

m a t i k u n d e r v i s n i n g e n i rea l sko lan ska l l ku r sen i l 4 och 2 5 börja 

m e d en r e p e t i t i o n och fördjupning a v föregående kurser . 

R e p e t i t i o n e r är n u a l l t i d n y t t i g a , även o m i f r a m t i d e n i n t e 

som h i t t i l l s i m o t s v a r a n d e klass 5 i enhetsskolan elever från 

så många o l i k a håll k o m m e r a t t sammanföras i denna klass. 

Ä n n u v i k t i g a r e är, a t t det v i d denna t i d p u n k t k a n v a r a lämp­

l i g t m e d en u t v i d g n i n g och fördjupning av dessa k u r s m o m e n t . 

För a t t e leverna s k a l l k u n n a förstå, v a d de sysslar m e d , 

måste de i o r d k u n n a u t t r y c k a det de gör. D e t k a n hända, a t t 

e leverna b l i v i t v a n d a v i d a t t räkna m e n i n t e a t t tala om d e t 

som skr ives . D e t är nog mera befogat a t t t a l a o m övning än 

o m u n d e r v i s n i n g , i f a l l en l e k t i o n sku l le disponeras så, a t t 

e leverna i s ina räknehäften får räkna u p p g i f t efter u p p g i f t , 

kanske u t a n a t t s k r i v a e t t enda o r d t i l l t e x t för a t t klargöra 

sina t a n k a r och n a t u r l i g t v i s u t a n möjlighet a t t u t t a l a dessa 

even tue l l a t a n k a r . 

V i s s t ska l l eleverna räkna i s ina häften, m e n m e d den 

k n a p p a t i d , som står t i l l vårt förfogande, k a n de t b l i endast 

i begränsad o m f a t t n i n g och o f t a b l o t t v i d utförandet a v hem­

arbe te t . D e t är därför nödvändigt , a t t e leverna också v e r k l i g e n 

får lära s ig h u r de lämpligen s k a l l utföra a rbe te t . I första 

h a n d måste m a n hålla på a t t hemarbe te t , som bör hållas i n o m 

m y c k e t snäva gränser, ska l l utföras o r d e n t l i g t . D e t är bäst 

a t t från början vänja e leverna v i d a t t e t t s l a r v i g t utfört 

a rbe te icke godtages. E l e v e n v i n n e r själv mes t på a t t a rbe ta 

o r d e n t l i g t . 
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I d e t t a s a m m a n h a n g bör kanske följande framhållas. 

O m de t vo re möjl igt a t t för v a r j e klass upprät ta något slags 

regis ter m e d u p p g i f t e r o m eleverna (av så växlande a r t som 

möjl igt ) , erhållna g e n o m i n t e r v j u e r m e d e leverna och he ls t 

också m e d föräldrarna och kanske m e d de lärare, som eleven 

förut ha f t , sä sku l le de t v a r a t i l l m y c k e t s to r hjälp för den 

som underv i sa r . Ett b a r n kanske i n t e ens tål e t t hårt t i l l t a l ; 

i e t t a n n a t f a l l sku l le kanske föräldrarna b l i överlyckliga, för 

a t t sonen eller d o t t e r n äntligen fått lära s ig a t t begr ipa , a t t 

en tillsägelse s k a l l åt lydas. H u r många, sna r t sagt oändligt 

många b a r n , i synnerhe t p o j k a r , är de t i n t e , som måst sota för 

a t t de på skolans m e l l a n s t a d i u m fått s l a rva m e d s in s t i l , så 

a t t de senare i n t e h a r h a f t möjlighet a t t på k o r t a s k r i v n i n g a r 

h i n n a m e d v a d s o m fo rd ras för e t t godkän t b e t y g . 

Själv har j a g under åren 1938 — 50 följt t re årgångar g y m n a ­

sister från R I t i l l R I V o c h ( i synnerhe t i första r i ngen) på 

raster m e l l a n d u b b e l t i m m a r i n t e r v j u a t u n g d o m a r n a i klassen 

och fått v e t a en he l de l o m deras skolgång, o m föräldrar och 

syskon, o m hobbies och intressen. I några f a l l , fastän i cke 

i många, h a r u p p l y s n i n g a r n a ökats u t g e n o m s a m t a l m e d 

föräldrarna. 

F ö r a t t e leverna s k a l l k u n n a fullgöra s i t t hemarbe te o r d e n t ­

l i g t , måste de få v e t a , h u r läraren v i l l h a a rbe te t utfört. F ö r 

eleverna utgör de t e t t m y c k e t g o t t s töd, o m läraren ger k l a r a 

anv i sn inga r för a rbe te t även i så t r i v i a l a de ta l je r s o m m a r g i ­

nalens b r e d d , n u m r e t s p lace r ing , svarets o m f a t t n i n g o c h 

utseende o. s. v . L e k t i o n e r n a måste därför b l i en b l a n d n i n g 

a v s amta l , huvudräkning och räkning på s v a r t a t a v l a n . H u r 

pass s tor d e l a v t i d e n som k o m m e r a t t ägnas huvudräk­

n ingen , beror på de t område, s o m m a n sysslar m e d . A l l a par­

t i e r i ku r sen lämpar s ig j u i cke l i k a b r a för huvudräkning. 
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övningar med de enklaste benämningarna 

När v i börjar vår r e p e t i t i o n s u n d e r v i s n i n g , k a n de t v a r a 

r o l i g t a t t framställa några frågor t i l l klassen för a t t utröna 

elevernas s t a n d a r d och kanske också för a t t ge de v a k n a r e 

a v d e m en u p p f a t t n i n g o m deras möjligheter a t t förstå de t 

enklas te m a t e m a t i s k a språket och a t t själva u t t r y c k a sig m e d 

hjälp därav. 

Som exempe l på sådana frågor k a n tänkas: 

1) H u r m y c k e t är summan a v 3 och 5 ? 

2) H u r s tor är produkten a v 3 och 5 ? 

3) H u r s tor är kvoten mellan 12 och 3 ? 

4) H u r m y c k e t b l i r 15 dividerat med 5 ? 

(Observera , a t t " d i v i d e r a t i " och " d e l a t m e d " bör u n d v i k a s 

eller snarare i n t e får användas!) 

5) H u r m y c k e t är s u m m a n av 3 och 5 och 7 ? 

6) H u r s tor är p r o d u k t e n av 3 och 5 och 7. E g e n t l i g e n borde 

m a n här säga "3 gånger 5 gånger 7" , m e n v a n l i g e n använ­

des n o g "3 och 5 och 7 " eller snarare " 3 , 5 o c h 7 " . 

I regel h a r de t i n t e gåt t många m i n u t e r av t i m m e n , 

förrän m a n upptäcker, a t t här är e t t område, där de t måste 

arbetas de närmaste l ek t i one rna . 

M a n k a n t . ex. t i l l en början på t a v l a n s k r i v a u p p n a m n e n 

på de s torheter , som s k a l l användas, alltså: term, faktor, 

dividend, divisor, kvot, rest, summa, skillnad (rest), produkt och 

algebraisk summa, så a t t ba rnen k a n se d e m för s ig. 

ö v n i n g a t t använda dessa be t eckn inga r k a n m a n få på 

följande sätt. M a n sk r ive r exempelv i s 7 — 3 + 8 — 5 + 6 + 

+ 10 — 9 och ger klassen t i l l u p p g i f t a t t räkna u t denna 

algebraiska summa ( e t t u t t r y c k , innehållande t e r m e r m e d 

både p lus- och minus t ecken ) . 

N u k a n de t n a t u r l i g t v i s inträffa, a t t en d e l elever räknar 

så här: 7 — 3 = 4 ; 8 — 5 = 3; 6 + 1 0 = 1 6 ; 16 — 9 = 7 och sedan 

4 + 3 + 7 = 14. Ja , o m något b a r n får räkna på t a v l a n , k a n 
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det t . o. m . hända, a t t m a n får se något i d e n här s t i ­

l e n : 

7 — 3 + 8 —5 + 6 + 10 — 9 = 14, 

| 3 16 

en behand l ingsme tod , s o m 

7 

på g r u n d a v för m y c k e t 

k l o t t e r lätt medför oreda 

o c h därför bör u n d v i k a s . 

U t a n a t t närmare d i sku te ra , h u r u p p g i f t e n lämpligen bör 

räknas, k a n m a n a n t i n g e n själv göra en n y u p p g i f t el ler låta 

en elev författa en l i k n a n d e u p p g i f t . 

Lå t oss tänka oss, a t t d e n n y a u p p g i f t e n ser u t så här: 

D e elever, som föregående gång t o g t e r m e r n a två och två , är 

kanske n u snarast hågade a t t säga, a t t de t i n t e går a t t räkna 

u p p g i f t e n , och de t är endast de elever, s o m v a n t s ig a t t räkna 

så här: 2 + 5 + 1 2 = 19; 7 + 8 + 3 = 18; 19 — 1 8 = 1, s o m n u 

l y c k a s k l a r a frågan. 

D e t är lätt för läraren a t t sp inna v i d a r e på den här tråden, 

m e n de t är o n t o m t i d , och ganska sna r t måste läraren t a 

saken i egen h a n d och v i sa eleverna, h u r a rbe te t lämpligen 

bör utföras. E m e l l e r t i d t o rde en i n l e d n i n g av o v a n skisserade 

a r t k u n n a v ä c k a åtminstone de bät tre elevernas intresse. 

B e h a n d l i n g e n k a n förslagsvis t i l l en början ske så här. 

T e r m e r , s o m är försedda m e d + t e c k e n eller i n t e något 

t ecken alls (utelämnat + t e c k e n ) , är i n k o m s t t e r m e r ( m a n k a n 

tänka på i n k o m s t e r och u t g i f t e r i en affär) och t e rmer , s o m 

är försedda m e d m i n u s t e c k e n , ka l l a s u t g i f t s t e r m e r ( m i n u s ­

t eckne t anger, a t t de t är fråga o m e n u t g i f t , och t a l e t ef ter 

m i n u s t e c k n e t anger u tg i f t ens s t o r l ek ) . I n k o m s t t e r m e r k a n 

också ka l las för jjlustermer och u t g i f t s t e r m e r för minustermer. 

V i s k r i v e r n u på s v a r t a t a v l a n : 

2 — 7 — 8 + 5 — 3 + 1 2 = 

2 — 7 — 8 + 5 — 3 + 1 2 = 
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I n k o m s t e r U t g i f t e r Behållning 

2 

5 

7 

8 

+ 3 

18 

19 

— 18 

+ 12 1 och alltså 

19 

2 —7 —8 + 5 — 3 + 1 2 = 1 9 — 1 8 = 1. 

Sedan b l i r de t n a t u r l i g t för e leverna a t t på svenska u t ­

t r y c k a d e n e n k l a rege ln : Lägg i h o p a l la i n k o m s t t e r m e r för sig 

och a l la u t g i f t s t e r m e r för s ig och m i n s k a sedan i n k o m s t e r n a 

m e d u t g i f t e r n a . 

M e n v i är i a l la f a l l ännu i n t e nö jda m e d behand l ingen . 

N u bör u p p g i f t e n och lösningen också beskr ivas på svenska, 

t . ex. så här: 

U p p g i f t e n är en a lgebra isk s u m m a , som består av 6 t e rmer , 

av v i l k a 3 är p l u s t e r m e r och 3 m i n u s t e r m e r . P l u s t e r m e r n a 

är 2, 5 och 12, m i n u s t e r m e r n a 7, 8 och 3. P lus te rmernas 

s u m m a är 19 och minus t e rmernas 18. D e n a lgebraiska s u m ­

mans värde är + 1 . 

H a r m a n k o m m i t så långt och kanske y t t e r l i g a r e t i l l ­

s ammans m e d klassen räknat några uppg i f t e r (både s k r i f t l i g t 

och m u n t l i g t ) , k a n de t v a r a t i d a t t sätta klassen l i t e mer 

i a rbete . 

H a r m a n en t a v l a över hela väggen, och de t är så g o t t s o m 

nödvändig t för en e f f e k t i v u n d e r v i s n i n g , k a n a rbe te t t . ex. 

fortsätta så här: 

S i t t e r b a r n e n r adv i s , k a n m a n n u låta d e n förste på va r j e 

r a d s a m t i d i g t författa v a r sin u p p g i f t i s t i l m e d de nyss 

Räknearbetet bur också beskrivas på svenska 

Eleverna författar uppgifter 
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behandlade, m e n m e d tillsägelse, a t t den a lgebraiska s u m m a n 

i n t e får innehålla m e r än t . ex. 6 t e rmer . 

Därvid inträffar alldeles säkert något n y t t , t y i något 

f a l l k o m m e r den författade u p p g i f t e n a t t t a sig u t någonting 

i den här s t i l e n : 

2 - 7 - 8 + 5 — 1 2 + 3 

och när sedan eleven n r 2 på va r j e r a d s k a l l utföra räkningarna, 

under de t a t t övr iga elever k o n t r o l l e r a r de t arbete , som radens 

representant utför , 1 så k o m m e r nästan säkert den som fått 

sig u p p g i f t e n 

2 — 7 — 8 + 5 — 1 2 + 3 

förelagd a t t säga, a t t den u p p g i f t e n k a n m a n i n t e räkna u t . 

Då är de t t i d a t t låta a l l i h o p s i t t a ned och a t t behand la 

denna fråga m e d hela klassen. O m m a n s k r i v e r som förut 

I n k o m s t e r U t g i f t e r 

2 7 

5 8 

+ 3 + 12 

10 27 

så l igger de t nära t i l l hands a t t säga t i l l e leverna, a t t n u 

passar de t i n t e a t t som t r ed je överskrift använda o r d e t 

behållning, och nog bör några i klassen k u n n a k o m m a på a t t 

skuld el ler even tu e l l t brist n u är de t r i k t i g a o rde t . T i l l höger 

o m de två föregående uppställningarna s k r i v e r v i 

S k u l d 

27 
— 10 

17 

och behand l ingen av u p p g i f t e n t a r s ig u t så här: 

2 - 7 - 8 + 5 - 1 2 + 3 = 1 0 - 2 7 = - 1 7 , 

1 Denna metod at t sätta klassen i arbete har i fortsättningen beteck­
nats med radräkning. 
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t y v i k o m m e r överens o m a t t en u t g i f t , b r i s t el ler s k u l d 

be tecknar v i m e d m i n u s t e c k e n . 

När så u p p g i f t e n behandla t s t i l l s a m m a n s m e d hela klassen, 

k a n a rbe te t fortsätta r a d v i s . 

Uppgifter med mult ipl ikation 

V i fortsätter n u m e d en enke l u p p g i f t , där även m u l t i ­

p l i k a t i o n ingår, t . ex. 

2 - 5 - 3 - 3 . 

Begär m a n l i k s o m förut, a t t e leverna ska l l räkna u t denna 

s k i l l n a d , k a n svaren säkert delas u p p i två g rupper . E n de l av 

klassen k o m m e r a t t anse, a t t s k i l l n a d e n b l i r 1, och en a n n a n 

de l , a t t den b l i r 2 1 . Några stänkröster t o rde n o g också hålla 

på 12. 

O m läraren s k r i v e r u p p de t r e möjligheterna på t a v l a n 

och sedan frågar: " H u r många är de t som anser, a t t r e su l t a t e t 

bör b l i IV, och så no te ra r an ta l e t , t o rde m a n på t a v l a n 

k u n n a få någonting i denna s t i l : 

1 21 12 

10 20 5 

E f t e r d e t t a v o r e de t väl unde r l i g t , o m icke b r a många av 

eleverna v e r k l i g e n har b l i v i t intresserade och på a l l v a r 

u n d r a r , v i l k e t som egent l igen är de t r i k t i g a svare t . 

N u måste u p p g i f t e n ingående klargöras för e leverna. D o c k 

i n t e så: " N u s k a l l n i k o m m a ihåg, a t t m u l t i p l i k a t i o n och 

d i v i s i o n går före a d d i t i o n och s u b t r a k t i o n ! " , v i l k e t väl snarast 

är a t t b e t r a k t a s o m någon sorts kokboks rege l , u t a n ungefär 

så här: 

A l l a u t t r y c k , som v i sysslar m e d , är a lgebra iska s u m m o r , 

dvs . innehåller några t e rmer , åtskilda g e n o m plus- och 

minus t ecken . D e t säger sig då självt, a t t de t är omöjl igt a t t 

f i n n a d e n a lgebra iska summans värde, o m m a n i n t e först 
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känner värdet av var je en sk i l d t e r m . D e t s o m står emel lan 

två p lus- eller m i n u s t e c k e n (p lus tecken utelämnat i [framför] 

första t e r m e n och inge t t e cken efter den sista), är j u s t t e rmer , 

och därför är de t självklart, a t t m u l t i p l i k a t i o n e r och d iv i s ione r 

först måste räknas u t , så a t t m a n får reda på t e rmernas värden. 

D e n m u n t l i g a behand l ingen av vår u p p g i f t (och den är 

m i n s t l i k a v i k t i g , j a , kanske v i k t i g a r e än d e n s k r i f t l i g a ) 

k o m m e r n u a t t låta ungefär så här: 

U p p g i f t e n är en s k i l l n a d , som består av två t e rmer . D e n 

första t e r m e n är en p l u s t e r m (tillgångsterm) och är p r o d u k t e n 

av de två f a k t o r e r n a 2 o c h 5. D e n a n d r a t e r m e n är p r o d u k t e n 

av två l i k a f a k t o r e r 3. Värdet a v den första t e r m e n är 10 

och a v den a n d r a 9. S k i l l n a d e n b l i r 1. 

På t a v l a n t e r de t sig så här: 

2 • 5 - 3 • 3 = 1 0 - 9 = 1 . 

O m eleverna får s k r i v a sådana uppg i f t e r u t a n n o g g r a n n 

genomgång, k o m m e r säkert fe l av följande t y p a t t fö rekomma: 

2 • 5 - 3 • 3 = 1 0 ( ! ) = 1 0 - 9 = 1 . 

D e t är, s o m var je lärare känner t i l l , y t t e r s t v a n l i g t , a t t 

respekten för l i k h e t s t e c k n e t saknas; e leverna h a r sålunda i n t e 

a l l t i d k l a r t för sig, a t t det som k o m m e r efter e t t l i khe t s t ecken , 

måste v a r a l i k a m e d de t som står före. 

När så några uppg i f t e r a v d e t t a enk la slag, som f a k t i s k t 

k a n användas som p r o v i den m u n t l i g a rea lexamen, n o g g r a n t 

behandla t s både s k r i f t l i g t och m u n t l i g t , h a r m a n h e l t n a t u r l i g t 

a t t öka u t u p p g i f t e n t . ex. i l i k h e t m e d följande: 

5 - 3 — 8 - 3 - 4 + 6 3 : 7 — 2 - 5 - 4 + 8 - 9 . 

D e n m u n t l i g a behand l ingen av denna u p p g i f t skul le låta 

ungefär så här: 

U t t r y c k e t är en a lgebra isk s u m m a av 5 t e rmer , 3 p lus-

t e r m e r och 2 m i n u s t c r m e r . D e n första t e r m e n är en p l u s t e r m , 

och d e n är p r o d u k t e n a v 5 och 3. D e n a n d r a t e r m e n , som är en 

m i n u s t e r m , är p r o d u k t e n a v de t r e f a k t o r e r n a 8 och 3 och 4. 
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D e n t red je t e r m e n är k v o t e n m e l l a n 63 och 7 eller e n k v o t , 

vars d i v i d e n d är 63 och d i v i so r 7 etc . 

I n n a n v i lämnar d e t t a område, m å ännu en u p p g i f t a v 

l i k n a n d e a r t få k o m m a m e d : 

3 • (5 • 3 — 2 • 4) — 25 : (8 • 3 — 30 : 2 — 4) 

Dess b e s k r i v n i n g bö r b l i följande: D e n n a u p p g i f t är s k i l l n a d e n 

m e l l a n två t e r m e r . D e n första t e r m e n är p r o d u k t e n a v f a k t o r n 

3 och en f a k t o r , s o m är s k i l l n a d e n m e l l a n två p r o d u k t e r , d e n 

första av 5 och 3, den a n d r a a v 2 och 4. D e n a n d r a t e r m e n är 

en k v o t , va r s d i v i d e n d är 25 o c h va r s d i v i s o r är en a lgebra isk 

s u m m a av t r e t e rmer , en p l u s t e r m , b i l d a d a v f a k t o r e r n a 8 och 

3, och två m i n u s t e r m e r , a v v i l k a d e n ena är k v o t e n m e l l a n 

30 och 2 och den a n d r a är 4. 

Så återstår den räknemässiga framställningen: 

3 • (5 • 3 — 2 • 4) — 25 : (8 • 3 — 30 : 2 — 4) = 

= 3(15 — 8) — 25 : (24 - 15 - 4) = 

= 3 • 7 — 25 : (24 — 19) = 21 — 25 : 5 = 21 — 5 = 16. 

D e t är k l a r t , a t t den m u n t l i g a behand l ingen måste ske m e d 

hela klassen. Räkningarna på t a v l a n k a n lämpligen göras a v 

eleverna r a d v i s , så a t t en elev t i l l v e r k a r en u p p g i f t , nästa 

utför räkningen under hela radens k o n t r o l l e tc . 

H a r m a n n u på d e t t a sätt b e h a n d l a t några uppg i f t e r , bör 

m a n k u n n a ge hemläxa u r läroboken och , åtminstone i några 

faU, begära b e h a n d l i n g m e d införande a v fullständig t e x t . 

E f t e r s o m m a n n u h a r möjl ighet a t t någon t i d ge h e m u p p ­

gi f te r på b e h a n d l i n g a v a lgebra iska s u m m o r m e d hela t a l , är 

t i d e n i nne a t t a rbe ta m e d sorter . 

Sorter 

Här är n o g a t t förorda, a t t m a n gör ( f u l l t ) k l a r t för 

eleverna, a t t m a n a v v i l k e n enhe t som hels t ( t u m , f o t , p u n d ) 

k a n b i l d a överavdelningar m e d hjälp av o r d e n D e k a = 1 0 , 

hek to = 100, k i l o = 1 0 0 0 och Mega (s tor) = 1000000 , s o m 
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bi lda t s av mo t sva rande g rek i ska räkneord (deka, h e k a t o n , 

k h i l i o i , mega) s a m t a t t unde ravde ln inga r erhålles m e d hjälp av 

deci- , c e n t i - och m i l l i - , s o m b i l d a t s av de l a t i n s k a räkneorden 

decem = 1 0 , c e n t u m = 1 0 0 och m i l l e = 1 0 0 0 , m e n som här 

får be tyde lsen t i o n d e l , h u n d r a d e l och tusendel . Des su tom 

användes de t g rek i ska o rde t m i k r o ( m i k r o s = l i t e n ) i b e t y d e l ­

sen m i l l i o n d e l . 

A v t . ex. f o t sku l le v i få följande längdmåt t : 

1 Megafo t = 1 M f o t = 1000000 f o t 

1 k i l o f o t = 1 k f o t = 1000 f o t 

1 h e k t o f o t = 1 h f o t = 100 f o t 

1 D e k a f o t = 1 D f o t = 10 f o t 

1 f o t = 1 fo t 

1 dec i fo t = 1 d f o t = en t ionde l s f o t 

1 cen t i fo t = 1 cfo t = en hundrade l s f o t 

1 m i l l i f o t = 1 m f o t = en tusendels fo t 

1 m i k r o f o t 1 / / f o t = en mi l l i onde l s f o t , 

v a r v i d m a n lämpligen i början u tes lu te r Megafo t och m i k r o f o t 

(det k a n j u möjl igen tagas u p p i klass 9) och dessu tom lägger 

märke t i l l a t t dekafo t tecknas m e d s to r t D t i l l s k i l l n a d från 

dec i fo t m e d l i t e t d . 

I h u v u d s a k k o m m e r väl a rbe te t a t t röra sig m e d meter -

sor terna , d . v . s. k m , h m , D m , m , d m , c m och m m . 

D e n s to ra fördelen m e d införande a v h e k t o m e t e r och deka-

meter är j u , a t t r e d u k t i o n s t a l e t v i d övergång från större 

sor ter t i l l m i n d r e alltjämt är 10. 

N u v e t j u va r j e elev, a t t metermått k a n köpas i en affär, 

m e n h u r får m a n y tmåt t , exempe lv i s e t t kvadratmetermått ? 

Här är kanske lämpligast, a t t läraren för a t t spara t i d själv 

t a l a r o m , h u r de t l igger t i l l . H a n k a n t . ex . på t a v l a n r i t a en 

k v a d r a t och dela dess sida i 10 l i k a delar eller ( v i l k e t är lättare) 

r i t a två m o t v a r a n d r a vinkelräta l i n j e r och avsätta från deras 

skärningspunkt på va rde ra åt e t t håll 10 l i k a b i t a r ( t . ex . 
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bredden eller längden a v en tändsticksask). Då får han 

lätt g e n o m a t t d raga m e d de u r sp rung l iga l i n j e r n a pa ra l l e l l a 

l in je r en s tor k v a d r a t , de lad i 100 st små k v a d r a t e r . Des su tom 

k a n de t v a r a lämpligt a t t r i t a en he l de l k v a d r a t e r på t a v l a n , 

och här k a n j u f lera elever s a m t i d i g t få r i t a . S o m v i n k e l h a k e 

duger en v a n l i g blå s k r i v b o k alldeles utmärkt . B a r n e n k a n 

själva få h i t t a på n a m n på sträckorna, och då k a n m a n få 

något i den här s t i l en : 

1 d t u m - 1 
dtutn-

1 fot * 

D aIn-< 
1 D a l n ? . 

• 1 kvadrätdekaaln 

N a t u r l i g t v i s måste läraren här t a l a o m y t a n s n a m n och ö v a : 

En kvadratfot är en kvadrat, vars sida är en fot, etc. D e t är 

säkert i n g e n k o n s t a t t sätta elevernas fan tas i i rörelse. Här är 

e t t s t o r t fält för lärarens fan tas i också. V i låter t . ex. 7 elever, 

o m t a v l a n medger det , r i t a o l i k a s to ra k v a d r a t e r , delade i 

h u n d r a delar , och låter så den , som sysslar m e d den m i n s t a 

k v a d r a t e n , s k r i v a : 

cfot 
1 c f o t 2 

1 cfot 2 = 100 mfot 2 

En kvadrateonfcifot = 1 0 0 mfot 2 

1 mfot 
1 mfot 2 = 1 kvadratmil l i fot = 
= en hundradel av enheten 
(cfot) 2 

En hundradol av enheten får 
man, om man delar enheten i 
etthundra l ika delar eller en t i ­
ondel av enheten i t io l ika delar 
eller. En tiondel av en tiondel är 
en hundradel. 

•en tiondel av enheten (1 cfo t 2 ) 
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Nästa elev skriver 1 dfot2 =100 cfot2 o. s. v. 

På det viset skulle vi få följande tabell: 

(1 Mfot2 = 1000000 kfot2) Det säger sig väl självt, att 

lkfot2 = 100 hfot2 den första och den sista raden 

Ihfot2 = 100 Dfot2 icke bör medtagas förrän 
lDfot2 = 100 fot2 möjligen vid någon repetition 

1 fot* = 100 dfot2 i avslutningsklassen. 

ldfot2 = 100 cfot* 

Icfot2 = 100 mfot2 

(7 mfot2 = 1000000 ufot2) 

Man har nog icke tid att arbeta igenom detta mer än en 
gång. Sedan måste man lämna "fot", eller vad det nu kan 
vara för någon grundsort man valt, och övergå till grund­
enheten meter. Därvid bör vi påminna eleverna om att vi 
i allmänhet kallar en D m 2 för en ar (a) och hm 2 för en hektar 
(ha), något, som väl snarast borde ändras. 

När detta repeteras, vilket brukar bli ganska tidigt på 
hösten, ger vi en gång barnen till uppgift att skaffa sig ett 
snöre och på det göra 11 knutar med en meters mellanrum 
och medföra detta till nästa lektion. Den äger rum på skol­
gården eller en idrottsplan. Där delar vi upp barnen i grupper 
med t. ex. 4 i varje grupp och låter varje grupp med hjälp av 
medförda träpinnar (eller kritor, om skolgården skulle vara 
cementerad) rita upp en D m 2 (ar), indelad i 100 kvadrater. 
När detta är gjort, brukar vi samlas inom en sådan ar och 
prata litet om den, så att barnen får tillfälle att bekanta sig 
med benämningen, gå runt i kvadraten och räkna rutorna 
eller vad nu läraren kan hitta på för dem att göra. 

Vi brukar också hinna med att börja med arbetet att 
"inhägna" en hektar. Om skolgården eller planen är tillräckligt 
stor i någon riktning, skickar vi 11 barn med sina snören att 
ställa sig i rät linje med (de 10 m länga) snörena utsträckta 
mellan sig. Sedan får vi skicka 10 barn att utgående från 
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vardera " f l y g e l e l e v e n " på s a m m a sätt ställa sig i rät l i n j e , så 

a t t a l la ba rnen b i l d a r t r e s idor i en k v a d r a t . Ä v e n o m de t 

i de a l l r a flesta f a l l i n t e går a t t å s tadkomma mer än en t red je ­

dels eller en h a l v k v a d r a t , så får ba rnen ändå en u p p f a t t n i n g 

o m a t t en h e k t a r är en m y c k e t s tor y t a . ( E t t t u n n l a n d är i de t 

närmaste l i k a m e d en h a l v hek t a r . ) 

Sku l le de t v a r a möj l ig t a t t " r i t a " de förut o m t a l a d e 8 

å 10 a r - y t o r n a ef ter v a r a n d r a v i d en sida a v d e n påtänkta 

hek ta ren , är de t så m y c k e t bättre. 

N u kanske någon invänder, a t t denna väg är t idsödande. 

Men i n g e n k a n dock underlåta a t t r i t a , och de t fa l ler väl 

numera knappas t någon i n a t t u t a n v i d a r e låta ba rnen p lugga 

i n de tabe l le r o m dessa r e d u k t i o n e r , som b r u k a r f innas i s lu te t 

av läroböckerna. 

D e t k a n nog anses säkert, a t t d e n o v a n skisserade m e t o d e n 

ger l i k a m y c k e t eller, j a g vågar t r o de t . mera än en ev. m e t o d 

a t t låta ba rnen s i t t a för sig själva och räkna exempe l efter 

exempel i läroboken efter a t t ha p l u g g a t r amsan u t a n t i l l först 

eller even tue l l t m e d r e d u k t i o n s t a b e l l e n framför sig. 

Sku l le någon f i n n a införandet a v D m och h m opåkallat, 

v i l l j a g påminna o m a t t då för några år sedan s torhe ten p o n d 

infördes, de t vä l ansågs n a t u r l i g t , a t t m a n skul le använda 

D p , h p , k p och M p . 

D e t är nästan självklart, a t t m a n får gå f r a m på s a m m a 

sätt, när de t gäller rymdmåt ten . A t t m a n i n t e k a n r i t a så 

m y c k e t n u är g i v e t , m e n va r j e b a r n bör åtminstone k u n n a 

r i t a en acceptabel låda. 

E t t försök a t t r i t a u t en f i g u r m e d en k u b de lad i tusen 

små k u b e r sku l le endas t leda t i l l a t t i ngen k u n d e se något 

för a l l a l i n j e r n a . 

M a n får vä l nöja s ig m e d en f i g u r sådan s o m f i g . 1, där 

lärarens och barnens möjligheter och intresse får avgöra , h u r 

m y c k e t som s k a l l r i t a s . D e t är säkert en väl använd t i d , 

även o m därtill sku l le åtgå en he l t i m m e eller mera . M a n 
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Fig. 1. I denna figur är de valda måtten t i l l cn viss grad olämpliga 
på så sätt, a t t många linjer sammanfaller, men den fördelen, som 
ligger i a t t det är jämförelsevis lätt a t t r i t a teckningen, överväger 

nog nackdelarna. 

ha r väl skäl a t t räkna m e d a t t de t å tminstone hos de flesta 

b a r n e n k o m m e r a t t kvarstå en m i n n e s b i l d av den s tora k u b e n 

m e d 100 småkuber på b o t t e n och märkena på en a v de lodräta 

k a n t e r n a , som ska l l ange, a t t m a n k a n p l o c k a i n 10 lager på 

v a r a n d r a (med h u n d r a småkuber i va r j e lager) . 

Ä v e n i d e t t a f a l l k a n m a n låta e leverna r i t a på t a v l a n : 

Här k a n t e c k n i n g a r n a endast ge en a n t y d a n o m v a d som 

avses, m e n på s v a r t a t a v l a n k a n m a n r i t a f i gu re rna i ver M i g 

s to r lek , åtminstone v a d längd och hö jd beträffar. Visser l igen 

b l i r väl d e n m i n s t a f i gu ren knappas t m e r än en s tor k r i t p r i c k , 
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1 c m 3 (1 ml) 
1 d m ' ( = 1 i) 

1 cm 3 = 100 m m 3 1 d m 3 ( = 1 1 ) = = 1000 cm 3 1 m 3 = 1000 d m 3 

Fig . 2 1 . 

m e n ba rnen bör n o g ändå få e t t bestående s y n i n t r y c k av 

sambanden m e l l a n de o l i k a rymdmåt ten . S a m t i d i g t måste 

l i k s o m v i d ytmåt ten övas: 1 k u b i k m e t e r är en k u b , vars 

k a n t är 1 m , en k u b i k d e c i m e t e r är en k u b , vars k a n t är en 

dec imeter e tc . 

O f t a b r u k a r de t i sko lo rna f innas både en hopfällbar 

k u b i k m e t e r m o d e l l och en k u b i k d e c i m e t e r m o d e l l , v i l k e n de lv i s 

består a v " k u b i k c e n t i m e t r a r " . M a n bö r i n t e underlåta a t t 

använda dessa model le r . 

S a m t i d i g t k a n v i passa på a t t t a l a o m ( i l 4 repetera) , a t t 

den l i l l a k u b e n är en tusendel av den s tora , och så k a n v i låta 

två elever s k r i v a på t a v l a n : 

1 c m 3 1000 m m 3 1 m m 3 = 0,ooi c m 3 

1 d m 3 = 1000 c m 3 1 c m 3 = 0,ooi d m 3 

1 m 3 = 1000 d m 3 1 d m 3 = 0,ooi m 3 

1 D m 3 = 1000 m 3 1 m 8 = 0,ooi D m 3 

1 h m 3 1000 D m 3 1 D m 3 = 0,ooi h m 3 

1 k m 3 = 1000 h m 3 1 h m 3 — 0,ooi k m 3 

1 m i l 3 = 1000 k m 3 etc. 

(1 M m 3 = 1000000000 k m 3 ) 

1 I mellersta figuren ovan hänför sig 1 cl t i l l det därunder streckade 
området. 
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där i n n a t u r l i g t v i s k a n b y t a s u t m o t t u m eller f o t e l ler f a m n 

etc. 

V i d a rbe te t bör m a n se t i l l , a t t e leverna omede lba r t för­

v a n d l a r en u p p g i f t av f o r m e n 2 h m 3 13 D m 3 1738 c m 3 t i l l 

den u p p g i v n a sor ten . D e n g i v n a u p p g i f t e n b l i r då t . ex . l i k a 

m e d 

2 013000,001738 m 3 . L i t e v a r använder v i väl oss a v a t t 

m a n v i d förvandling av r y m d m å t t a l l t i d ha r 3 s i f f ror i va r je 

g r u p p . I de t här f a l l e t tänker v i så här: 

2 013 000 001 | 738 

h m 3 D m 3 m 3 d m 3 | c m 3 

och sk r ive r i regel i n t e u t de lodräta s t recken eller sor te rna 

under g ruppe rna . 

B e h a n d l i n g a r av följande t y p bör i n t e få fö rekomma: 

2000000 , 

13000, 

0,ooi 

0,000 738 

2013000 ,001 738 

H a r m a n h u n n i t i g e n o m i n l e d n i n g e n någonting i o v a n 

a n g i v n a s t i l , är de t t i d a t t övergå t i l l a t t låta klassen r a d v i s 

författa och lösa u p p g i f t e r och a t t ge hemläxa i läroboken. 

V i d b e h a n d l i n g av u p p g i f t e r för uträkning av y t o r och 

v o l y m e r sådana som t . ex. R . W . F . : 1 I A 145—168, där d i m e n ­

s ionerna hos en r e k t a n g e l eller en låda är g i v n a , bör t e c k n i n g a r 

a l l t i d r i t a s . 

E x . R . W . F . n r 146: E n vägg är 6 m 5 d m lång och 4 m 

5 d m hög. H u r s tor är y t a n ? 

I den r u t a d e räkneboken (5 m m : s r u t o r ) bör då längden 

v a r a 13 r u t o r och b redden 9 r u t o r : 

1 R e n d a h l — Wahlström — F r a n k , Räknebok för realskolan. J f r 

Li t teraturanvisn ingar . 
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45 dm Y t Y t d — o j " j a m " 

= 2 9 25 drr 2 

65 

45 

325 

260 

2925 

E n r u t a = 

= 5 d m 

•*- 65 dm -> 

Svar : Väggens y t a är 29 m 2 25 d m 2 . 

D e t k a n i n t e skada a t t nämna, a t t f i gu ren är r i t a d i ska lan 

1 : 100. 

För e leverna bör framhållas, a t t m a n , o m de t i n t e är särskilt 

besvärligt, bör försöka a t t r i t a f i gu ren , så a t t den får s a m m a 

f o r m som den i t e x t e n u p p g i v n a , och a t t de t är en fördel, o m 

m a n k a n ange ska lan . 

U p p g i f t e n 153 i R . W . F : A och 50 i B . 

E n person ska l l köpa en rektangulär t o m t m e d arealen 

48 ar. T o m t e n s b r e d d måste b l i 64 m . H u r s tor bör längden 

v a r a ? 

För a t t f i n n a längden måste j a g d i v i d e r a y t a n 4800 m 2 m e d 

bredden 64 m . Längden b l i r alltså (4800 : 64) m . 

4 800" I 64 

448 ~75 

320 

320 

När v i ska l l t eckna , väljer v i lämpligen längden 7,5 c m 

dvs . 15 r u t o r och b redden 6,4 c m eller ungefär 13 r u t o r . 
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4 800 m 2 64 m 

Skala 1 : 1000 
1 ruta = 5 m 

Svar: Tomtens längd bl ir 75 m. 

Ex . 166 i R .W.F : A och Ex . 58 i B . 
E n fyrkantig bleckburk rymmer 181, och dess djup är 2 dm. 

Hur stor är bottenytan ? 
V i d en sådan 

uppgift får v i nog 
vara nöjda och 
belåtna, om v i 
får en teckning 
över en låda, v i l ­
ken som helst 
(även om det 
kunde vara trev­
l ig t med en figur 
som vidstående). 

F i g . 3. 
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För att finna bottenytan i dm 2 måste jag dividera volymen 
i dm 3 med höjden 2 dm. 

Bottenytan = 18 dm 3 : 2 dm = 9 dm 2 . 
Svar: Bottenytan är 9 dm 2 . 
Det är inget tvivel om att det är bättre att låta eleverna 

ordentligt räkna och rita 2 eller 3 uppgifter på liknande sätt 
som visats än 6 eller 7 uppgifter utan text och teckning. 
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D E C I M A L B R A K 

H u r m a n lämpligen förfar v i d införande av bråkbegreppet, 

får m a n i regel v e t a något o m i de v a n l i g a läroböckerna, och 

d e t t a ska l l därför här endast f l y k t i g t beröras. 

P å något sätt bö r v i i l l u s t r e r a de t n y a . D e t k a n v i göra 

genom a t t k l i p p a eller v i k a några a r k eller m i n s t l i k a gärna 

r i t a på t a v l a n . 

F i g . 4, 

A v denna f i gu r får m a n omede lbar t , a t t — = - och — = 

3 „ r l 1 2 . 3 6 
= - eller lika g a r n a - = — och ^ = — . 

1 2 
Här är av v i k t a t t framhålla, a t t de båda bråken - och —— 

o 1U 

h a r s a m m a värde m e n o l i k a utseende. M a n ser omede lba r t , 

a t t m a n har rättighet a t t m u l t i p l i c e r a täljare och nämnare 

i e t t bråk m e d s a m m a t a l . I förra f a l l e t ( v i d förlängningen) 
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b l i r t a l e n i tälj a ren och nämnaren större, och i senare f a l l e t 

( v i d förkortningen) b l i r de m i n d r e , m e n i i nge tde ra f a l l e t 

ändras värdet . 

M a n k a n i n t e n o g framhålla be tydelsen av a t t e leverna 

of ta får säga u t hithörande t a n k a r och använda o rden förlänga 

och förkorta. 

10 1 4 1 . „ . . 
A t t —— = — , —— = — passar v i p a a t t träna i n i s a m b a n d 

100 10 100 25 

m e d övningar i sortförvandlingar, när v i på t a v l a n h a r en 

f i gu r m e d en s tor k v a d r a t , de lad i h u n d r a små k v a d r a t e r , 

eller en k u b , m e d k a n t e r n a delade i 10 l i k a delar . D å kons ta ­

te ra r v i också, a t t en t i o n d e l a v en t i o n d e l är en h u n d r a d e l 

och a t t en t i o n d e l av en h u n d r a d e l är en tusende l . 

Sedan de t in ledande k a p i t l e t o m bråktals u p p k o m s t , o m 

förlängning och förkortning b l i v i t något så när f y l l i g t behand­

la t , övergår m a n en l ig t k u r s p l a n e n t i l l decimalbråken. I före­

t a l e t t i l l en lärobok, som u t k o m v i d sekelskif te t , sk r ev för­

f a t t a r e n : " A t t elever på 10 — 11 år a n n a t än i m y c k e t sällsynta 

f a l l k u n n a br ingas a t t v e r k l i g e n förstå så svårfattliga räkne­

opera t ioner som m u l t i p l i k a t i o n och d i v i s i o n i decimalbråk, är 

föga s a n n o l i k t . " M e n n u m e r a anses de t n o g icke , a t t e leverna 

(eller ens läraren själv) v i d var je räkning ska l l förstånds-

mässigt tänka i genom, varför m a n gör så och så. Snarare 

måste m e t o d e n v a r a den , a t t läraren, då någonting n y t t 

(i d e t t a f a l l de f y r a räknesätten i decimalbråk) s k a l l börja, 

sk r ive r , r i t a r och förklarar för a t t så småningom k o m m a 

f r a m t i l l en regel , som måste läras och som ska l l användas 

v i d a rbe te t . Men an t a l e t sådana regler måste v a r a l i t e t . 

(Som exempe l k a n nämnas, a t t i första delen av R . W . F : s 

lärobok förekommer endast 15 regler, och de t reder m a n 

sig med. ) 

E n k l a , k o r t a förklaringar i början av va r j e räknesätt f inns 

i regel i räkneböckerna, m e n några små tillägg får ändå 

k o m m a m e d här. 
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Addition och subtraktion 

V i d a d d i t i o n och s u b t r a k t i o n är de t a l l t i d på s i n p la t s a t t 

påminna o m a t t t e r m e r n a måste v a r a u t t r y c k t a i s a m m a 

sor t (en v a r g 4- e t t får = e t t d j u r + e t t d j u r = två d j u r ) . 

I vår t f a l l b e tyde r det , när m a n räknar i häftet eller s k r i v e r 

på t a v l a n , a t t s i f f ror , som be teckna r s a m m a t a l so r t , måste 

sk r ivas under v a r a n d r a . D e n y a talsorterna, h u n d r a t a l , t i o t a l , 

t i o n d e l a r o. s. v . , måste därför inövas . P å s a m m a sätt som m a n 

förvandlar 1 h l t i l l d l , k a n v i här fråga: H u r många t i o n d e l a r 

går de t på e t t h u n d r a t a l ? H u r många t io tusende la r går de t på 

en h u n d r a d e l ? E n g o d övning k a n erhållas så, a t t e t t u p p ­

s k r i v e t d e c i m a l t a l läses u p p på o l i k a sätt. E x . 135,79246 k a n 

t , ex . avdelas så här: 1 35,7 92 4 6 och läsas: E t t h u n d r a t a l 

357 t i onde l a r 92 tusendelar 4 t io tusende la r 6 h u n d r a t u s e n ­

delar . Sådana uppg i f t e r får m a n enke l t genom a t t låta en 

r a d elever författa u p p g i f t e r och låta nästa r a d läsa u t d e m . 

Huvudräkning måste här f l i t i g t övas. R e d a n v i d en enke l 

u p p g i f t a v t y p e n 0,3 + 0,04 å terkommer den här så v i k t i g a 

frågan: H u r många hund rade l a r går de t på en t i o n d e l ? V i h a r 

a t t säga ungefär så här: 3 t ionde la r är l i k a m e d 30 hundrade la r . 

Lägger v i t i l l 4 hundrade la r , får v i s u m m a n 34 hundrade l a r . 

N a t u r l i g t v i s måste de t v i d något eller några tillfällen påpekas, 

a t t v i , då v i i stället för 0,3 s k r i v e r 0,30, förlänger d e c i m a l ­

bråket 0,3 m e d 10. D e t k a n i n t e skada a t t några gånger s k r i v a 

3 30 
— = för t y d l i g h e t e n s s k u l l . D e t är n o g i n t e så o v a n l i g t , 

a t t b a rnen ve t , a t t m a n "får" sätta t i l l e t t g o d t y c k l i g t a n t a l 

n o l l o r efter e t t decimalbråk, m e n a t t m a n då förlänger de t 

mo t sva rande bråket, är nog o f t a obekan t . 
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Multiplikation 

V i gör n o g k l o k t i a t t repetera i n l e d n i n g e n m e d t . ex. 

följande f igurer . 

T 
) 

det hela = en ha lv — hälften av en halv = 

= enheten = hälften a v = en fjärdedel av 

enheten det hela 

F i g . 4a. 

I 1 ~] 1 I 1 
| I 

I I 
I i 

det hela en tredjedel hälften av en 

trodjedel = en 

F i g . 4 b. sjättedel av 

det hela 

Så fortsätter v i m e d en t i o n d e l a v en t i o n d e l . Säkert 

måste v i många gånger u p p r e p a t a n k e n : O m enheten (det 

hela) delas i 10 l i k a delar , så ka l las va r j e de l en t i o n d e l 

(av de t hela) . O m m a n sedan delar v a r och en a v dessa t i o n ­

delar i 10 l i k a s to ra delar, så b l i r enheten de lad i 100 l i k a 

delar . V a r j e sådan de l k a l l a r v i en hundradel (s enhet ) , och 

därför är en t i o n d e l av en t i o n d e l l i k a m e d en h u n d r a d e l . 

På s a m m a sätt fortsätter v i : O m v a r och en av h u n d r a d e l a r n a 

delas i 10 l i k a delar , b l i r de t hela dela t i 1000 st l i k a delar , 

som v i k a l l a r för tusendelar (av enheten) , och så får v i , a t t 

en t i o n d e l av en h u n d r a d e l är en tusendel eller a t t en h u n d r a d e l 

av en t i o n d e l är en tusendel . 
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Om v i t . ex. skall multiplicera 0,3 och 69, kan v i gå fram 
så här: 

E n tiondel av 69 enheter är 69 tiondelar ( = 6,9), 

tre tiondelar av 69 enheter är 3 • 69 tiondelar ( = 3 - 6 , 9 ) eller 
tre gånger 69 tiondelar = 207 tiondelar = 20,7. 
Om v i anser oss veta, a t t v id en mul t ip l ikat ion faktorernas 

ordning är l ikgi l t ig , så kan räkningen också utföras så här: 
69 gånger 3 st tiondelar är l ika med 
207 st tiondelar (av enheten) = 20,7 (enheter). 
När v i så skall gå vidare och multiplicera två decimalbråk, 

kan v i använda oss av ömvändningen av vårt föregående 

resultat. 

Ex. 0,28 • 7,8 = 0,oi • 28 • 0,1 • 78 = 0,oi • 0,1 • 28 • 78. A t t 
0,oi av 0,1 är 0,ooi, blev nyss visat. V i får nu 0,ooi • 2184 = 
= 2184 tusendelar = 2,184. 

N u kan v i åter kontrollera, att regeln är r i k t i g . 

Sedan v i låtit eleverna författa och räkna några sådana 
uppgifter, följer helt naturl igt regeln, helst formulerad av 
eleverna själva: Man multiplicerar talen, som om där icke 
funnes några decimalkomman, och avskiljer sedan i produkten 
så många decimaler, som det finns i faktorerna tillsammans. 

Så måste regeln "slås i n " . Vi skriver och låter sä småningom 
barnen själva författa och skriva uppgifter på tavlan. Ex. 
0 , 2 - 0 , 0 5 - 0 , 0 0 0 3 . (Sådana övningar kan läggas i n när som 
helst under hela skoltiden.) Räkningen tar sig ut så här: 
2 ggr 5 är 10; 10 • 3 är 30. Ofta väljer v i en faktor med en 
tvåa och en med en femma, så a t t v i får tillfälle att påpeka 
för barnen, a t t dessa två faktorer a l l t id gömmes t i l l sist. Så 
skriver v i 30 och räknar antalet decimaler. Det blir 7 st, och 
resultatet är 0 ,0000030, vi lket läses "tre milliondelar" eller 
(eventuellt) "nol l komma fem nollor 3". 

Ex. 0,6 • 0,008 • 0,00025 • 5. 

6 ggr 5 är 30; 8 ggr 25 är 200; 200 • 30 är 6000. Antalet 
decimaler är 9 och resultatet 0,OOOOOÖOOO = 0,ooooo6. 



Divis ion 

A t t d i v i d e r a e t t decimalbråk m e d e t t h e l t t a l bereder i nga 

svårigheter. S k a l l v i t . ex. utföra 10,5 : 7, så s k r i v e r v i i stället 

105 t i onde l a r : 7 = 15 t i o n d e l a r eller 1,5 (enheter) . 

O m v i låter e leverna t i l l v e r k a uppg i f t e r av d e t t a slag, k a n 

v i gärna t a m e d delningsreglerna. D e t är lätt a t t o r d n a en 

tävlan m e l l a n raderna , och v i l k e n r a d som h inne r m e d de 

flesta uppg i f t e rna , beror i n t e endas t på h u r d e n som ska l l 

räkna u t u p p g i f t e n k a n s in m u l t i p l i k a t i o n s t a b e l l u t a n kanske 

mest på kamratens—författarens förmåga a t t k o m p o n e r a 

u p p g i f t e n så, a t t d i v i s i o n e n går j ämnt u p p . 

När v i står inför u p p g i f t e n a t t d i v i d e r a e t t decimalbråk 

m e d e t t a n n a t decimalbråk, k a n v i lämpligen börja m e d a t t 

s k r i v a på t a v l a n t . ex. 

200 äpplen : 5 äpplen 

och så fråga e leverna: O m m a n skul le försöka sig på a t t författa 

en u p p g i f t , vars lösning sku l l e tecknas på d e t t a sätt, h u r 

skul le d e n u p p g i f t e n k u n n a l yda? E n elev svarar kanske : 

" H u r många gånger innehålles 5 äpplen i 200 ä p p l e n ? " och 

en annan : " O m m a n har 200 äpplen och ska l l dela u p p d e m 

i högar m e d 5 äpplen i va r je hög, h u r många högar får m a n ?" 

De t är säkert ingen svårighet a t t få svare t " 4 0 gånger" på 

den första frågan och på den andra : " A n t a l e t högar b l i r 4 0 . " 

V i f inne r också lätt, a t t v i får precis s a m m a resu l ta t , o m v i 

b y t e r u t äpplena m o t något a n n a t v a d s o m helst . Resultatet 

blir lika med kvoten mellan mätetalen helt oberoende av sorten. 

M a n k u n d e l i k a gärna fråga: H u r många gånger innehålles 

5 i 200 ? 

D e n n a tankegång använder v i oss av för a t t klargöra, h u r 

m a n ska l l bära sig åt för a t t utföra en d i v i s i o n , då både d i v i ­

dend och d i visor är decimalbråk. S o m exempe l väljer v i 

0,217 : 0,ooo7. M e d t a n k e på frågan o m äpplena o v a n ändrar 

v i vår u p p g i f t och säger 2170 t io tusende la r : 7 t io tusende la r 
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eller: Hur många gånger innehålles 7 tiotusendelar i 2170 
tiotusendelar ? Eftersom nu både dividend och divisor är 
uttryckta i samma sort, blir vårt resultat 2170 : 7 = 310. 

När vi har utfört denna räkning i några fall, blir det t id 
att lära regeln: V i förlänger bråket med tio, hundra, tusen 
osv., så att divisorn blir ett helt tal, eller lite mera "kokboks-
mässigt": Vi flyttar decimalkommat så många steg åt höger 
i både dividend och divisor, att divisorn blir ett helt tal. 
Et t sådant utanläsningsförfarande kan här liksom på andra 
håll leda t i l l misstag. Den som utan eftertanke inlärt regeln, 
skulle kanske, om han t . ex. blev ställd inför uppgiften att 
dela upp 2500 sekunder i minuter och sekunder, skriva så här: 

och t i l l resultat få 41 min 4 sek i stället för 41 min 40 sek. 
Det står oss naturligtvis fritt att, sedan v i kommit t i l l 

2170 : 7, i stället för 2170 ental dividerat med 7 säga: 21700 
tiondelar dividerat med 7 eller 217 000 hundradelar dividerat 
med 7. Då divisionen i detta fall går jämnt upp, får v i endast 
övning i att förvandla från en talsort t i l l en annan. Men om 
divisionen inte går jämnt upp, blir det nödvändigt att för­
vandla t i l l allt mindre sorter. Om v i exempelvis dividerar 
0,3 med 0,07, börjar v i med att flytta decimalkommat två 
steg och får 30 enheter dividerat med 7. Men det står oss fritt 
att i stället skriva 300 tiondelar dividerat med 7 eller 3000 
hundradelar dividerat med 7. 

2500 j_60 
24 41 

10 
6 
4 

3O00| 7 
28 428 
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20 
14 
~6Ö 

56 
4 

V i får som resultat 428 hund­
radelar och lite t i l l . 428 hund­
radelar skrives 4,28. 



O f t a b r u k a r v i nog också resonera ungefär så här: 30 : 7 

ger 4 he la (enheter) , och så får v i 2 enheter k v a r . Dessa 2 

enheter gör v i t i l l t i o n d e l a r g e n o m a t t sätta t i l l en n o l l a och 

får då 20 : 7 och t i l l r e su l t a t 2 t i o n d e l a r m e d 6 t i onde l a r som 

rest . Dessa 6 t i o n d e l a r gör v i t i l l hund rade l a r och får 60 

hund rade l a r d i v i d e r a t m e d 7, v i l k e t t i l l k v o t ger 8 I m n d r a d e l a r 

och 4 h u n d r a d e l a r som rest . — D e t räcker n o g a t t en gång 

gå i g e n o m d e t t a och sedan öva , v a r v i d m a n endast behöver 

k o m m a ihåg a t t sätta u t d e c i m a l k o m m a , då de t är s l u t m e d 

enheterna ("de he l a " ) i d i v i d e n d e n , och a t t för va r j e gång 

sätta t i l l en no l l a . 

Huvudräkningsuppgifter a v t y p e n 0 ,0273 : 0 ,007 k a n ele­

ve rna u t a n svårighet t i l l v e r k a , m e n värre b l i r det , o m d i v i s o r n 

s k a l l innehålla två eller f lera värdesiffror. H a r v i någo t så 

när g o t t o m t i d , går de t b ra a t t låta v a r a n n a n elev på en r a d 

g e n o m a t t m u l t i p l i c e r a två decimalbråk skaffa f r a m u p p g i f t e r 

(med p r o d u k t e n som d i v i d e n d och ena f a k t o r n s o m d i v i s o r ) 

och låta de återstående utföra d iv i s ione rna . Ä r de t o n t o m 

t i d , får v i t a t i l l lärobokens uppg i f t e r , o m de t f i nns så många, 

a t t de räcker både t i l l övning i s k o l a n och t i l l h e m u p p g i f t e r . 

Här k o m m e r v i n u också t i l l avkortningen, s o m i n t e sällan 

ställer t i l l t rassel långt u p p i sko lan . U p p g i f t e r m e d en värde-

siffra i d i v i s o r n k a n m a n s k r i v a u p p u t a n någon som hels t 

förberedelse. H u r räkningen utföres, bör sägas t y d l i g t , s teg 

för steg, i åtskilliga exempel , i n n a n e leverna får sätta i gång 

a t t räkna. D e t passar i n t e a t t s i t t a och räkna i böckerna då. 

Här är "radräkningen" alldeles särskilt a t t föredraga. E x . 

2,7 : 7 = 0 ,3857. D e n räkning, s o m bör sägas u t , b l i r : 7 i 2 går 

0 ggr ; 7 i 27 går 3 ggr ; 7 i 60 går 8 ggr ; 7 i 40 går 5 ggr ; 7 i 50 

går 7 ggr . 

H a r v i n u k o m m i t överens o m a t t lämna sva re t m e d 4 

dec imaler , b l i r nästa t a n k e så: 7 • 7 är 49, m e n 7 • 8 är 56. 

49 l igger närmare 50 än 56. Alltså bör fjärde s i f f ran v a r a 7. 

S o m omväxl ing i de t här a rbe te t k a n v i låta (hels t) 8 s t 
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elever på t a v l a n räkna u t 3,1 : 2; 3,1 : 3, . . . ända t i l l 3,1 : 9 

e l ler något l i k n a n d e . D e t gäller då a t t undersöka, när d i v i ­

s ionen går j ä m n t u p p , när m a n får e t t p e r i o d i s k t decimalbråk 

och h u r många s i f f ror m a n får i pe r ioden . 

Uträkning v i sa r genast, a t t d i v i s i o n e n går j ämnt u p p , då 

d i v i s o r n endas t innehåller tvåor el ler f e m m o r eller bådadera 

s o m f a k t o r e r . V i d d i v i s i o n m e d 3, 6 och 9 får m a n snabb t 

e t t p e r i o d i s k t decimalbråk m e d ensi f f r ig pe r i od . E n d a s t v i d 

d i v i s i o n m e d 7 får m a n en lång (sexsiffrig) pe r i od . 

D e n lärare, s o m f inner , a t t t i d e n räcker, och s o m v i l l ö v a 

s ina elever s a m t i d i g t på m u l t i p l i k a t i o n o c h d i v i s i o n i d e c i m a l ­

bråk, på me te r sys temet och på a t t u t t r y c k a s ina t a n k a r , k a n 

använda exempe l av nedanstående a r t . 

Ex. 1. U t t r y c k i k v a d r a t m e t e r 0,2 m • 0,2 5 d m . Därvid tän­

ke r v i på en r e k t a n g e l m e d s idorna 200 m m och 25 m m . 

Y t a n b l i r 5000 m m 2 eller 50 c m 2 el ler 0,oos m 2 . 

Ex. 2. 0,3 m • 0,4 d m • 0,5 c m . Här tänker v i på en låda 

m e d k a n t l i n j e r n a t . ex. 3 d m , 0.4 d m och 0,05 d m . Räkningen 

b l i r : 4 ggr 5 är 20 och 3 ggr 20 är 60. A n t a l e t dec imaler är 3, 

varför v o l y m e n b l i r 0 ,060 d m 3 el ler 0,ooo 06 m 3 . 

3 0,0276 m 3 _ 27 600 c m 3 _ 27 600 c m 3 . 

' 0,2 m • 0,3 d m 20 c m • 3 c m 60 c m 2 

Vår fråga b l i r i d e t t a f a l l : H u r s tor är höjden i en låda, vars 

basy ta är 60 c m 2 och vars v o l y m är 27 600 c m 3 ? V i får lätt, a t t 

höjden är 460 c m . 

0 ,0276 m 3 1,95 k p 
Ex. 4. 

0,2 m • 0,3 d m • 0 ,2 c m 0 , o i5 h p 

27 600 c m 3 19500 d p _ 27 600 c m 3 

20 c m • 3 c m • 0,2 c m 15 d p 12 c m 3 

19500 = 2 3 ( ) 0 1 3 0 0 = 3 6 ( ) 0 

15 

Sista u p p g i f t e n har med tag i t s för a t t belysa, a t t k v o t e n 
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m e l l a n två s torheter , som är u t t r y c k t a i s a m m a sort , är l i k a 

m e d k v o t e n m e l l a n deras mätetal, och s a m t l i g a u p p g i f t e r 

dessutom m e d t a n k e på de t värde, som arbete m e d sorter har 

v i d f y s i k s t u d i e r n a hela s k o l a n igenom. 
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A L L M Ä N N A B R Å K 

Förlängning och förkortning 

Som väl va r j e lärare m e d någon erfarenhet v e t hör begreppen 

förkortning och förlängning t i l l de svåra i räkningen. D e t är 

därför skäl a t t l i t e då och då i realskolans a l l a klasser repetera 

deras innebörd. F ö r a t t inskärpa den v i k t i g a regeln, a t t 

samma faktor måste f innas i både täljare och nämnare, o m 

de t ska l l v a r a möjl igt a t t förkorta, k a n m a n t . ex. s k r i v a : 

54 9 - 6 6 . . . . . . ... 6 
— — -——- = —- i s t a l l e t t o r f 0 

99 9 - 1 1 11 28 

6 

~ — ~ eller kanske r e n t a v 21 
99 11 11 
11 

M a n sku l l e då åtminstone s l ippa något av de t o t r e v l i g a 

k l u d d , som of ta förekommer i d e t t a s a m m a n h a n g . Själv 

tillåter j a g i n t e "kluddförkortning". D e t får i n t e b l i några 

mer el ler m i n d r e — of tas t mer — oläsliga s i f f e rpy ramide r . 

D e t t y c k s m i g i n t e v a r a något som h i n d r a r a t t m a n o m e d e l b a r t 

s k r i v e r 

9 ^ = l T ( u t a n k l u d d ) -

I regel är de t j u så, a t t sedan de t i läroboken o m t a l a t s , h u r 

e t t v iss t slags u p p g i f t e r s k a l l behandlas , lämnas de t e t t s t o r t 

a n t a l exempe l av s a m m a slag t i l l övning. D e t k a n då tänkas, 

a t t e leverna sättes a t t för sig själva räkna i g e n o m hela raden 

av dessa u p p g i f t e r . 
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A t t på så sätt kanske på en gång förbruka övningsmaterialet 

k a n i n t e gärna v a r a lämpligt . I stället k a n v i använda större 

delen a v lärobokens u p p g i f t e r t i l l hemläxor men på va r j e 

a v d e l n i n g lämna e t t så s t o r t a n t a l , a t t v i då och då ska l l 

k u n n a s toppa i n en u p p g i f t från e t t för länge sedan b e h a n d l a t 

område i hemläxan. D e t b r u k a r v a r a m y c k e t v a n l i g t m o t 

vårterminens s lu t , a t t v i i klassen undersöker, o m de t på de t 

ena el ler a n d r a området f inns någon u p p g i f t k v a r , som i n t e 

v a r i t g i v e n som hemläxa. När läsåret är s lu t , b r u k a r v i något 

så när ha h u n n i t i g e n o m de uppg i f t e r , som ingår i ku r sen . 

M e n o m m a n n u i en klass sysslar m e d t . ex. förkortning 

och läroboken h a r en he l lång r a d sådana uppg i f t e r , så k a n 

det v a r a skäl a t t lägga till något nytt t i l l de t m o m e n t , som 

j u s t övas . N u v i l l j u j a g gärna som o v a n sagts ha h u v u d p a r t e n 

av bokens u p p g i f t e r t i l l hemläxor . Övningsuppgifter k a n v i 

så göra själva, och i d e n n a t i l l v e r k n i n g k a n m a n få i n f le ra 

lus tbe tonade m o m e n t . 

För det första : 

O m eleverna själva får t i l l v e r k a sådana uppg i f t e r , måste 

läraren först t a l a o m , h u r de t ska l l gå t i l l , t . ex . så här: N i 

k a n bes tämma er för a t t bråket s k a l l k u n n a förkortas m e d 6. 

D å s k r i v e r N i först u p p e t t bråk alldeles på måfå, låt oss säga 

236 
g - ^ . O m de t n u ska l l gå a t t förkorta m e d två, måste v i ha 

j ämna t a l både i tälj are och nämnare. V i ändrar därför näm­

n a r e n t i l l 376. M e n så måste s i f f e r summan i tälj a ren l i k s o m 

också i nämnaren v a r a en m u l t i p e l a v 3. I tälj a ren får v i 

s i f f e r summan t i l l 1 1 . D å ändrar v i t r e a n t i l l en f y r a . I nämna­

r e n b l i r s i f f e r summan 16, och där få v i t . ex. s k r i v a 276. Vår 

246 

u p p g i f t b l i r då ^ j g - D e n som s k a l l förkorta, tänker på s ina 

regler och s k r i v e r t . ex . : 
246 

276 

6 • 41 

6 • 46 

41 

46 

246 _ 41 

276 _ 46 
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För det andra k u n d e de t v a r a r o l i g t a t t låta ba rnen pä en 

bänkrad få s k r i v a bråk u t a n a t t tänka sig för alls och då m e d 

m i n s t t r es i f f r iga t a l i både täljare och nämnare. O m det 

t . ex. är 6 elever, som s k r i v e r uppg i f t e r , k a n de t j u hända, a t t 

de t i något f a l l b l i r en u p p g i f t , som k a n k la ras m e d hjälp a v 

delningsreglerna , m e n de f lesta b l i r n o g a v t y p e n j ^ - Jg - D e 

f lesta e leverna b l i r an tag l igen ställda, o c h de t är t r o l i g t , a t t 

klassen u n d r a r , h u r m a n ska l l reda u p p den här frågan. Det 

är in te gärna möjl igt , a t t ba rnen ska l l k u n n a k l a r a de t u t a n 

någon hjälp; läraren måste n o g själv träda t i l l . 

418 

S k a l l v i k u n n a förkorta j-^rz, måste m a n också k u n n a 

1235 

förkorta ^ — , m e n de t är e t t oegen t l ig t bråk, o c h de t k a n 

399 

v i s k r i v a o m t i l l ( H a r m a n Ute övning ser m a n , a t t 19 
är den enda möjl iga d iv i so rn . ) Här k a n v i återigen säga: S k a l l 

399 418 
de t gå a t t förkorta ^ - g , då måste m a n k u n n a förkorta - — 

19 
som återigen k a n sk r ivas som e t t b l a n d a t t a l , nämligen l —— 

och n u måste va r och en förstå, a t t 19 är de t enda t a l m a n k a n 

tänka på. G e n o m d i v i s i o n f inne r v i , a t t 418 = 2 2 - 1 9 = 

= 2 - 1 1 - 1 9 och a t t 1235 = 65 • 19 = 5 - 1 3 - 1 9 och alltså 

418 2 - 1 1 - 1 9 22 

1235 5 - 1 3 - 1 9 65 

Läraren får n a t u r l i g t v i s t a l a o m för ba rnen , a t t m a n för 

a t t få en sådan u p p g i f t endast har a t t s k r i v a e t t bråk m e d 

jämförelsevis s to ra p r i m t a l s f a k t o r e r i både täljare och näm­

nare och m e d åtminstone en f a k t o r gemensam. D e n som är 

i t u r a t t s k r i v a en sådan u p p g i f t på t a v l a n , k a n j u i förväg 

få sätta i h o p den . 
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E 1 3 ' 4 3 . 2 9 - 9 7 1 1 - 1 0 1 
X ' 23 • 7 3 ' 29 • 4 3 ' 53 • 9 7 ' 17 • 1Ö1 

2 - 5 - 7 3 2 - 3 - 4 3 2 - 9 - 9 7 3 - 6 - 1 0 1 

3 - 4 • 7 3 ' 5 - 5 - 4 3 ' 6 ^ 9 ^ 9 7 ' % • 5 • 101 

Om inte läraren t ror på barnens förmåga at t t i l lverka 
sådana uppgifter, kan han själv i förväg utan svårighet (ev. 
med hjälp av Eratostenes' såll eller tabeller över uddatals 
upplösning i primfaktorer i Hedström—Rendahls tabeller) 
åstadkomma hur många som helst. 

Denna metod a t t söka en gemensam faktor t i l l två tal 
(Euklides' algoritm) ger j u en god övning på övergång från 
oegentliga bråk t i l l blandade tal , men det är naturligt, a t t 
detta övas endast om man har gott om t i d eller v id något 
tillfälle, då det kan vara lämpligt med omväxling i arbetet. 

Allmänt om addition 

Även v i d behandling av addition i bråk bidrar säkert en 
viss åskådlighet v id genomgången t i l l a t t lättare ge eleverna 
en r i k t i g uppfattning och ett snabbare inlärande. Förslagsvis 
skulle v i kunna tänka oss genomgången på följande sätt: 

N u skall v i ställa oss som uppgift a t t räkna ut 

g + j eller en tredjedel plus en fjärdedel, 

men v i börjar väl med en varg och ett lamm. Vad får v i , om 
v i lägger ihop dem? U r de många svaren: "Två djur, två 
däggdjur, två fyrfotadjur", kan v i konstatera, a t t det går a t t 
utföra additionen, så snart vargen och lammet b l iv i t "u t t ryck ta 
i samma sort". 

V i måste alltså nu u t t rycka tredjedelen och fjärdedelen 
i samma sort. Men v i skulle kanske göra k lar t för oss, vad det 
är för en tredjedel, t y en tredjedel måste j u a l l t id vara en 
tredjedel av någonting. K o m med några förslag! 



Slu te t på denna t e r m i n o l o g i s k a d iskuss ion får vä l b l i , a t t 

läraren säger något i d e n här s t i l e n : S k r i v e r v i endast * 4- ~ 

så får v i n o g tänka oss en t redjedels enhe t och en fjärdedels 

enhet , m e n v i l l v i ha något a t t se på, så får v i väl t a e t t t r ed je ­

dels a r k plus e t t fjärdedels a r k . 

M e d hjälp av två l i k a s tora a r k , som inför eleverna v ikes 

och r ives , de t ena i t r e delar och de t a n d r a i f y r a delar, i l l u s t r e ­

ras p r o b l e m e t y t t e r l i g a r e . O m v i n u försöker lägga i h o p d e m , 

F i g . 5a. 

+ 1 1 1 1 
12 12 12" 12 - f 

F i g . 5b . 

t . ex. hålla d e m b r e d v i d v a r a n d r a på t a v l a n , så k a n v i väl 

säga, a t t v i i n t e k a n göra det , m e n o m v i k l i p p e r sönder 

t red jede lsa rke t i f y r a l i k a delar och fjärdedelsarket i 3 l i k a 

delar , så b l i r a l la de la rna l i k a , och de t är lätt a t t räkna i h o p 

d e m t i l l s ju to l f tedels a rk . M a n k a n v i d a r e fästa a rkde la rna 

m e d häftstift på s v a r t a t a v l a n eller på en medförd p a p p s k i v a . 

Så får läraren ge f le ra enk la exempel , t a l a o m förlängning 
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och M . G . D . 1 n i . m . , t i l l s de t k a n b l i t i d a t t låta ba rnen själva 

t i l l v e r k a e n k l a u p p g i f t e r och räkna u t dera. 

Addition och subtraktion 

I 2 5 ska l l j u n u för t i d e n a d d i t i o n e n i bråk börja. D e t 

v i k t i g a , som här är a t t lägga märke t i l l , k o m m e r n o g bäst 

f r a m i e t t exempe l : 

30 ^ 3 5 42 ^ 21 105 

D e t t y c k s v a r a en u t b r e d d föreställning, a t t u p p g i f t e n bör 

behandlas så, a t t m a n först gör va r j e t e r m t i l l oegen t l ig t bråk 

och därefter gör t e r m e r n a liknämniga, således på följande 

sätt: 

17 18 19 20 101 _ 77 123 187 20 101 

30 + 35 42 + 21 105 — 30 + 35 42 + 21 105 

M e t o d e n a t t f i n n a M . G . D . till nämnarna v a r i e r a r nog , m e n 

låt oss hålla oss t i l l föl jande: 

30 = 2 • 3 - 5 

35 = 5 • 7 

42 = 2 • 3 • 7 

21 = 3 • 7 

105 = 3 - 5 - 7 , v a r a v M . G . D . = 2• 3• 5• 7 = 210 

Så k o m m e r frågan, h u r m a n ska l l få reda på de t a l , m e d 

v i l k a va r j e bråk s k a l l förlängas. D e t är i cke o v a n l i g t , a t t 

a rbe te t utföres så här: 

210 | ^ 0 210 | ^ 5 210 [ 4 2 210 | 21 210 | 105 

210 7 210 6 210 5 210 TÖ 210 ~2~ 

kanske m e d d e n överdriften, a t t någon a v de enklas te d i v i ­

s ionerna i n t e skul le ha s k r i v i t s u t . 

1 M . G . D . betyder m i n s t a gemensamma dividenden (till några tal ) . 

Minsta gemensamma dividenden til l nämnarna förkortas icke t i l l 

M . G . N . 
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D e t är alltså två saker a t t t a avstånd ifrån: o m v a n d l i n g e n 

t i l l oegent l iga bråk och den bakvända m e t o d e n a t t t a reda 

på "förlängningstalen". 

N e j , så här utför v i a rbe te t : 

2 i Z 4 - 3 ^ - 4 ^ 4 - ? ° - i 5 i = 
3 0 ^ 35 4 2 ^ 2 1 105 

( V i räknar först m e d de " h e l a " ) : 

17 18 20 19 101 

~~ + 30 35 21 ~ 42 ~~ 106 ~ 

Så söker v i som förut M . G . D . t i l l nämnarna, men v i m u l t i ­

p l i ce ra r i n t e f a k t o r e r n a ; de t är onödig t , åtminstone ännu så 

länge. V i har alltså M . G . D . framför oss: M . G . D . = 2 • 3 • 5 • 7. 

30 = 2 • 3 • 5 

35 = 5 • 7 

21 = 3 • 7 

42 = 2 • 3 • 7 

105 = 3 • 5 • 7 

R e d a n i klass 6 får ba rnen själva säga (upp repad övn ing) : 

O m j a g b e t r a k t a r första nämnaren (2 • 3 • 5) och jämför 

den m e d M . G . D . , ser j a g , a t t f a k t o r n 7 f inns i M . G . D . m e n 

i n t e i nämnaren; alltså måste j a g förlänga bråket m e d 7, etc. 

V i k o m m e r då t i l l 

119 4- 108 + 200 — 95 — 202 427 - 297 
+ 2 - 3 - 5 - 7 — + 2 • 3 • 5 • 7 ~ 

1 3 0 _ 10 • 13 _ 13 

2 • 3 • 5 • 7 10 • 21 ~ 21 

D e t v a r t y d l i g e n onödigt a t t m u l t i p l i c e r a i h o p f a k t o r e r n a i 

M . G . D . V i b e h ö v d e a l d r i g ha reda på dess värde. 

För a t t be lysa olämpligheten av a t t först göra a l l a t e r m e r 

t i l l oegen t l ig t bråk k a n m a n måhända v i d något tillfälle låta 

den elev, som har den ovanan , räkna u t e t t e x e m p e l a v t y p e n : 
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20 _ 10 

~ 186 ~~ 93 

A l l a här nämnda opera t ioner måste s l u t l i gen f l i t i g t övas , 

på l e k t i o n e r och provräkningar, hela skolan igenom. 

Multiplikation och division 

Från f i gu re rna t i l l d e t l i l l a , som är sagt o m a d d i t i o n i bråk, 

får v i f r a m , a t t \ av \ är och a t t \ a v * också är . I övrigt 
3 4 12 4 3 12 ö 

är R . W . F : s framställning så k l a r och t y d l i g , a t t j a g endast 

v i l l framhålla v i k t e n a v a t t e leverna l i t e då och då ( v i d 

huvudräkningsövningar i hela sko lan) får m e d egna o r d säga 

u t innehållet i regeln : P r o d u k t e n a v e t t a n t a l bråk är e t t n y t t 

bråk, vars tälj are är p r o d u k t e n av de g i v n a bråkens tälj are 

och vars nämnare är p r o d u k t e n a v de g i v n a bråkens nämnare. 

1 god t i d , i n n a n v i ha r för a v s i k t börja genomgången a v 

d i v i s i o n , bör m a n icke endast gå i g e n o m u t a n även ö v a 

begreppet " i n v e r t e r a t vä rde" av hela t a l , b landade t a l , 

decimalbråk osv. 

I n l e d n i n g t i l l d i v i s i o n m e l l a n två bråk k a n sedan ske ungefär 

så här: V i s k r i v e r på s v a r t a t a v l a n : 

20 äpplen : 4 äpplen | 20 äpplen : 4 p o j k a r 

och ställer t i l l klassen frågan: N u s k a l l v i h i t t a på t e x t e r t i l l 

dessa två uppg i f t e r , och de ska l l v a r a sådana, a t t v i skul le 

k u n n a t e c k n a lösningarna j u s t så, som de t står s k r i v e t på 

t a v l a n . K o m m e d förslag! E f t e r (som m a n får hoppas) 

l i v l i g t de l tagande från elevernas s ida k o m m e r v i f r a m t i l l 

exempelv i s : 
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20 äpplen s k a l l delas u p p i högar m e d 4 äpplen i va r j e . 

H u r s t o r t b l i r an ta l e t högar ? 

20 äpplen s k a l l delas l i k a m e l l a n 4 p o j k a r . H u r många äpplen 

får va r j e p o j k e ? 

Svare t på första frågan b l i r : M a n får 5 högar (ba rka r , f a t 

etc.) , el ler bättre: A n t a l e t högar ( b u r k a r , f a t ) b l i r 5, och på 

d e n andra : V a r j e po jke får 5 äpplen eller ev . : D e t b l i r 5 

äpplen per p o j k e . 

M e n n u s k a l l v i b y t a u t so r t e rna ! E l e v e r n a får k o m m a m e d 

förslag, och på t a v l a n får v i kanske något i den här s t i l en : 

äpplen 
20 äpplen : 4 äpplen = 5 ; 20 äpplen : 4 p o j k a r = 5 p Q j ^ e 

20 päron : 4 päron - 5; 20 päron : 4 f l i c k o r - 5 ^ c j ^ ~ 

fåglar 
20 fåglar : 4 fåglar = 5 ; 20 fåglar : 4 b u r a r = 5 ^ 

etc. etc. 

N u s k a l l v i försöka få f r a m tankegången, som l igger b a k o m 

det v i h a r s k r i v i t . T i l l vänster får v i : H u r många gånger 

innehålles 4 äpplen i 20 äpplen ? Sva re t b l i r oföränderligen 

5 (gånger), alltså e t t t a l , f u l l k o m l i g t oberoende av sor ten . 

T i l l höger frågar v i : O m 20 äpplen delas i 4 l i k a delar , h u r 

många äpplen får v i i va r j e de l ? Sor ten i sva re t (5 äpplen) 

ändras m e d sor ten i u p p g i f t e n . 

Frågan i första fa l l e t k a n by tas u t m o t : V i l k e t är förhål­

l ande t m e l l a n 20 äpplen och 4 äpplen ? och svare t , d . v . s. de t 

sökta förhållandet, är j u s t k v o t e n ( r a t ionen) v i d vår innehålls­

d i v i s i o n . — Någon förvånar sig kanske över a t t j a g t a g i t 

m e d o rde t r a t i o n ( j f r Möllers a lgebra senare delen, d e f i n i t i o n 

på geomet r i ska serier) , m e n har m a n i många år i andra , 

t r ed je och fjärde r i n g e n på rea lgymnas ie t på frågan, v a d e t t 

r a t i o n e l l t t a l är för någonting, sällan el ler a l d r i g fått e t t 
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korrekt svar, är det naturligt, att man vi l l införa ordet på ett 
tidigt stadium. 

Ytterligare diskussion måste här följa, t. ex.: 
Et t förhållande säger, hur många gånger en viss storhet är 

större än en annan storhet av samma slag. Det blir då gärna 
resonemang om uttrycket "större än" jämfört med "så stor 
som". Det är j u inte absolut säkert, att alla människor anser, 
att "två gånger så stor som" betyder detsamma som "två 
gånger större än". 

Så kommer v i då t i l l vår division i bråk. Vi tar som exempel: 

4 . 7 
5 " 9 

At t det här måste bli fråga om en innehållsdivision, är nog 
klart för en och var. Båda storheterna kan ju sägas vara 
uttryckta i enheter. Men v i kan också ordna så, att v i får 
olika sorter sålunda: 

4 femtedelar : 7 niondelar. 

Nu förstår varje elev, att sorterna är femtedelar och nion­
delar, men det brukar inte vara någon svårighet att få dem 
t i l l att komma med förslaget, att vi skall förvandla storheterna 
t i l l en och samma sort och få: 

36 fyrtiofemtedelar : 35 fyrtiofemtedelar. 

Men nu skall v i nog inte fråga: "Hur många gånger, etc." 
utan: "Vilket är förhållandet (kvoten, rationen) mellan 36 
fyrtiofemtedelar och 35 fyrtiofemtedelar" och resonera lite 
om att v i nyss har funnit, att kvoten mellan två storheter 
som är uttryckta i samma sort är lika med kvoten mellan 
deras mätetal (så får vi orsak att tala om mätetal också). 

När vi så finner: 

t '• I = T^, bör v i ändra om det t i l l 
o 9 35 
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4- • V) 4 .' 
„ — - - - • v a r m e d regeln för d i v i s i o n i bråk är 
5 - 7 5 7 6 

ver i f i e rad och bör u t t r y c k a s på svenska av eleverna själva: 

O m m a n v i l l d i v i d e r a e t t bråk (he l t t a l ) m e d e t t a n n a t bråk 

(hel t t a l , decimalbråk) , får m a n r e su l t a t e t g e n o m a t t m u l t i ­

p l icera d i v i d e n d e n m e d den inve r t e rade d i v i s o r n (d iv isorns 

inve r t e rade värde) . 

O m n y t t a n av a t t använda begreppen delningsdivision och 

innehållsdivision är n o g m e n i n g a r n a delade. För egen de l h a r 

j a g f u n n i t de t v a r a en fördel a t t på de t s t a d i u m de t här är 

fråga o m använda d e m och då alldeles särskilt innehålls­

d i v i s i o n e n — så som o v a n ske t t — då de t gäller a t t klargöra, 

h u r d i v i s i o n i decimalbråk och allmänna bråk går t i l l . 

Några speciella uppgifter i bråk 

B l a n d övningarna på d i v i s i o n i allmänna bråk k a n m a n t a 

u p p följande: V i s k r i v e r : 

2 

3 

4 

5 

och frågar klassen, h u r m y c k e t de t k a n b l i . Åtmins tone några 

i klassen l i s ta r n o g u t , a t t de t är meningslöst a t t s k r i v a så. 

U t t r y c k e t t y c k s j u föreställa e t t bråk, m e n m a n k a n i n t e 

avgöra, v a d som ska l l v a r a tälj are och nämnare. V i låter 

e leverna k o m m a m e d sina förslag, h u r svårigheten ska l l lösas. 

2 

3 2 , 4 
O m n u någon s k r i v e r så förstår v i , a t t ^ är täljare och ^ 

5 

2 4 

nämnare. (Öva m e d - : - ! ) 
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2_ 

3 
M e n är de t någon, som s k r i v e r så här: -g 

5 

så är de t i a l l a f a l l i n t e möjl igt a t t räkna u p p g i f t e n . V i 

måste göra e t t av de små bråkstrecken större, och får an t i ngen 

2 2 

3 11 3 

5 ~5 

eller s k r i v e t på a n n a t sätt 2 : | 3 : och 2 : | | : öj 

T y d l i g e n k a n de t g i v n a (meningslösa) u t t r y c k e t ge u p p h o v 

t i l l 5 u p p g i f t e r : 

2_ 2 

2 3 3_ 

2 2 3 4 4 

3 4 fi 5 

4 4 5 

5 ~5~ 

H a r v i fått f r a m dessa 5 möjligheter, låter v i 5 elever räkna 

på t a v l a n . D å får v i : 

J L 12 1 2 A J L 
15 3 12 15 60 

När v i så k l a r a t de t hela, bö r de t v a r a e t t lämpligt tillfälle 

a t t framhålla för eleverna, h u r v i k t i g t de t är a t t s k r i v a o rden t ­

l i g t , a t t s k r i v a (huvud)bråkstrecket m i t t på r a d e n etc. 

A t t t i l l v e r k a sådana uppg i f t e r k a n i n t e v a r a någon svårig­

het, varför en s tunds övning genom t . ex. radräkning k a n v a r a 

befogad både i klass 6 och sedermera i klasserna 7, 8 och 9. 

E n u p p g i f t av följande utseende är y t t e r s t enke l a t t 
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så sätt utförda a rbe te t b l i r n o r m a l t m e r a o m f a t t a n d e , än o m 

m a n a rbe ta r så, som o v a n ske t t i de t anförda exemple t , och 

därtill k o m m e r e t t mera rbe te för läraren a t t söka reda på 

a l l a småräkningarna. V i l k e t m a n väljer, är kanske en smaksak , 

m e n de t k a n också bero på a t t läraren från s i n egen s k o l t i d 

b l i v i t v a n a t t gå d e n ena vägen (och då väl i regel den m e d 

delräkningar). J a g v i l l e m e l l e r t i d l i v l i g t r e k o m m e n d e r a d e n 

i exemple t a n g i v n a vägen. 

S o m y t t e r l i g a r e övning på d i v i s i o n i bråk eller o m m a n så 

v i l l på bråks förlängning u töver förut a n g i v n a k a n v i använda 

följande: 

2 2 - 7 14 2 

2 , . , 3 ~ 3 ~ ¥ 4 3 
- k a n sk r ivas — = — = — = — 

2 2 
eller på v a n l i g svenska: - är 4 - s jundedelar . P å så sätt k a n 

v i förvandla e t t g i v e t t a l t i l l en g o d t y c k l i g sorts delar . D e 

enda delar , s o m v i senare k a n få användning för, är h u n d r a ­

delar v i d procenträkning, och därför övar v i mes t m e d det . 

Lå t oss t a några exempe l : 

3 300 

3 4 4 300 

- = — = = —— hund rade l a r = 7 5 h u n d r a d e l a r = 75 % . 

^ h u n d r a d e l a r 71? o/0. 

7 7 7 

D e t t a k a n v a r a både r o l i g t och a v e t t v iss t värde, m e n 

n y t t i g a r e är säkert övningen a t t förvandla e t t g i v e t p r o c e n t t a l 

1 7 
t i l l al lmänt bråk, t . ex. 2 - % = ——-, s o m f l i t i g t måste övas , 

o oUU 
lämpligen s o m huvudräkning. 
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R E G U L A D E T R I 

H ö r d u A n d e r s , v e t d u på e t t ungefär, v a d m a n får ge för 

ka f f e t n u för t i d e n ? frågar v i en elev, o c h A n d e r s svarar 

kanske : 12 k r . V i får hoppas , a t t många a v A n d e r s ' k a m r a t e r 

v i f t a r och v i l l säga, väl i n t e a t t ka f f e t k o s t a r 7 k r , m e n a t t 

m a n måste t a l a o m , h u r m y c k e t m a n får för 12 k r , a t t de t 

är men ingen , a t t m a n får 1 k g för 12 k r . Så småningom o rdna r 

v i d e t hela så, a t t v i får u p p g i f t e n : 

k r 
1 2 . -

k g 

s k r i v e n på t a v l a n och låter e leverna försöka t a l a o m , v a d de 

får u t a v d e t t a . 

O m v i , i n n a n e leverna får k o m m a t i l l t a l s , s k r i v e r : 

1 2 — — — — 
k g _ 1 k g 

b l i r de t kanske lättare a t t få f r a m , v a d v i v i l l . 

O m v i läser nämnaren först och tälj a ren sedan, så får v i : 

1 k g kaf fe kos t a r 12 k r och tvä r tom 

för 12 k r får v i 1 k g kaffe . 

M e n v i k a n också förlänga vårt bråk och få t . ex . : 

12 k r _ 36 k r _ 1,32 • 12 k r _ 15,84 k r 

1 k g 3 k g 1,32 k g 1,32 k g 

O m v i n u s k a l l göra oss en l i t e n räkneuppgift , räcker de t 

i n t e b a r a m e d t . ex. u p p g i f t e n v i måste ha något 

mera , o c h n u får e leverna åter k o m m a m e d förslag. B e n g t 
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föreslår kanske, a t t v i ska l l fråga, h u r m y c k e t 7 k g kaffe 

kos ta r , och C a r i n h u r m y c k e t kaffe m a n får för 15 k r . 

V i an tecknar de två förslagen t . ex. så här: 

a) 36 k r „ , , . 36 k r , K . 
— : — , 7 k g b ) - - — , 15 k r . 
3 k g , b 3 k g 

Så får D a g m a r och E v a sätta t e x t t i l l de två u p p g i f t e r n a 

så här: 

a) O m 3 k g kaffe kos ta r 36 k r , h u r m y c k e t kos t a r 7 k g ? 

b ) O m 3 k g kaffe kos ta r 36 k r , h u r m y c k e t kaffe får m a n 

för 15 k r ? 

N u f inns de t i båda fa l len 3 uppg i f t e r , och v i ber F o l k e 

t a l a o m , v a d de t är för u p p g i f t e r . 

J o ! I a) har v i 2 uppg i f t e r o m k g (3 k g , 7 k g ) och en o m k r 

(24 k r ) och i b) har v i 2 uppg i f t e r o m k r (24 k r , 15 k r ) och 

en o m k g (3 k g ) . T bägge fa l len är alltså 3 u p p g i f t e r g i v n a , och 

v i söker en fjärde. För a t t få reda på denna fjärde s to rhe t , 

använde m a n förr o f t a en m e k a n i s k räkneregel, som går 

under n a m n e t "Rege ln o m de t r e " eller Regula de tri, d . v . s. 

den regel , som anger, h u r m a n av de t r e g i v n a s to rhe te rna 

ska l l få reda på den fjärde. 

D e n i vår u p p g i f t a) efterfrågade s to rhe ten s k a l l u t t r y c k a s 

i k r o n o r , och därför måste vårt arbete så a t t säga s lu ta m e d 

k r o n o r , och när v i s k r i v e r vår g i v n a u p p g i f t , s k a l l v i börja 

m e d k g . N u s k a l l v i se, o m G u n n e l har förstått, och så får 

G u n n e l s k r i v a på t a v l a n : 

3 k g kaf fe kos t a r 36 k r När G u n n e l s k r i v i t första raden , får 

1 k g kaffe kos ta r 12 k r v i fråga, o m h o n förstår, v a d v i 

7 k g kaffe kos t a r 84 k r ska l l s k r i v a i a n d r a raden . V i t r o r , 

a t t hon är m e d , och så får v i a n d r a 

raden . 

D e t är möjl igt , a t t G u n n e l k l a r a r t red je r a d e n själv; annars 

får någon k a m r a t hjälpa henne. 
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Så k o m m e r b ) , och här efterfrågas k g , o c h n o g k a n m a n 

åtminstone försöka fråga klassen, h u r m a n denna gång l ämp­

l igen s k a l l s k r i v a . D e t är t r o l i g t , a t t någon, låt oss säga H a n s , 

v i f t a r och v i l l s k r i v a , och de t k a n hända, a t t v i o m e d e l b a r t får: 

F ö r 36 k r får v i 3 k g kaffe 
3 

för 1 k r får v i — k g kaf fe 
oo 

1 • 15 15 
för 15 k r får v i — ^ — k g kaf fe = — k g kaf fe . 

Blir det så, ja, då har Hans förstått, att vi börjar med den 

sort, om vilken det finns två uppgifter, och att man alltid måste, 

som det ofta uttryckes, först gå till enheten. 

M e n här h a r v i n u ha f t m y c k e t e n k l a t a l , o c h för den s k u l l 

gör v i några u p p g i f t e r t i l l , m e n här får de t på d e t t a a v s n i t t 

räcka m e d en, s o m är förberedd o v a n . 

V i säger t . ex . : O m 1,32 k g kaffe kos t a r 15 k r 84 öre, h u r 

m y c k e t kaf fe får v i för 7,2o k r ? O m v i låter I n g a s k r i v a , så får 

v i kanske : 

F ö r 15,84 k r får m a n 1,32 k g kaf fe . 

M e n när de t sedan på nästa r a d b l i r fråga o m h u r m y c k e t 

m a n får för 1 k r , då kanske i n t e I n g a k o m m e r längre, och då 

får v i n o g hjälpa t i l l : O m de t är svårt m e d t a l e t 15,84, så tänk 

d i g i stället 2 k r . H u r låter frågan då ? — D e t v o r e u n d e r l i g t 

o m i n t e I n g a begr iper , a t t h o n s k a l l d i v i d e r a 1,32 k g m e d 2, 

och a t t h o n denna gång s k a l l d i v i d e r a 1,32 k g m e d 15,84. 

1.32 
All tså: F ö r 1 k r får m a n —;— k g kaf fe . 

l o , 8 4 ° 

O m I n g a h a r svårigheter m e d t r ed je r aden , får h o n återigen 

tänka s ig , a t t 7,2 by tes u t m o t 2, och då b ö r h o n k u n n a l i s t a 

u t , a t t t red je r a d e n b l i r : 

7 2 • 1 32 
F ö r 7,2 k r får m a n —'-——-— k g kaf fe . 

15,84 ° 



Förenkling av ut t rycket 
7,2 • 1,32 

15,84 
ger 

0,6 • 1,32 

1,32 
= 0,6, varefter 

svaret b l i r : För 7,2 k r får man 0,6 kg kaffe. 

Denna tanke — at t by ta u t besvärliga ta l mot enkla hela 

t a l (jag brukar använda 2) — återfinnes i Metodiska anvis­

ningar I I I l 5 . 6; man v i l l också l iv l ig t instämma i det, som 

där säges om ny t t an av detta utbyte längre fram i skolan. 

Så låter v i en hel rad i klassen läsa igenom en uppgift var 

av dem som läroboken har, så a t t varje problem ]äses på två 

sätt. V i börjar med några uppgifter i R . W . F : I : 

A 910, B 510 5 kg ost kostar 16,25 k r eller 

För 16,25 k r får man 5 kg ost. 

A 9 1 1 , B 5 1 1 På 9 t immar förbrukas 72 1 bensin eller 

72 1 bensin räcker 9 t immar . 

A 912, B 512 För 852 m 2 betalas en tomthyra av 298,20 k r 

eller För 298,20 k r får man hyra 852 m 2 mark. 

A t t finna text t i l l dessa uppgifter är en god övning i svenska, 

som man inte gärna bör undvara. 

När man hållit på en l i ten stund och hunni t med låt oss 

säga 6 elever, kan v i låta 5—6 på en gång gå fram t i l l tavlan 

och skriva de följande uppgifterna; 

Sedan man övat detta tillräckligt för a t t våga t ro , a t t klassen 

är med, är det nog bäst a t t låta eleverna fullständigt behandla 

några uppgifter och därvid kräva, a t t det b l i r så god svenska 

som möjligt. V i tar t . ex.: 

För t i l lverkning av 35 termometrar användes 238 g kvick­

silver, a) H u r mycket kvicksilver behövs t i l l 50 sådana termo­

metrar ? b) T i l l hur många termometrar räcker ~ kg ? 

R.W.F. : I A 915, I B 515. 

Det är inte omöjligt, a t t v i kan få två elever, som utan 

vidare kan skriva behandlingen av dessa uppgifter. 



a) För 35 termometrar erfordras 238 g kvicksilver 

„ 1 termometer - — , , „ = — - g k v . s. 

34 • 50 
,, 50 termometrar „ — ^ — g ,, = 340g ,, ,, 

Svar: T i l l 50 termometrar behöver man 340 g kvicksilver. 

b) 238 g kvicksilver räcker t i l l 35 termometrar 

1 J » 
f i " 238 

r n n 500 • 35 
oOO „ „ „ — ä g g - " 

500 • 5 9 
Uträkning av ut t rycket ger ——— = 73 — 

Uppgiften b) ger anledning t i l l diskussion av två frågor: 

35 
1) Det verkar j u något underligt a t t tala om termometrar, 

men då får v i tala om för eleverna, a t t om v i får något d y l i k t 

i ett mellanled, så får v i t a det med ro. 

2) En hel del av barnen, för a t t inte säga allihopa, bl i r nog 
9 

förvånade, när de får resultatet 73— termometrar. Det är 
17 

säkert ny t t ig t , a t t en och annan uppgift av denna art kommer 

med, så a t t inte eleverna tror, a t t en uppgift är felaktigt löst, 

om man inte får e t t heltaligt svar. 

Man bör nog inte underlåta a t t i et t sådant fal l som detta 

fråga, hur mycket kvicksilver som blir över och hur man får 

reda på det. 

Åtskilliga av dessa uppgifter kan behandlas utan använd­

ning av någon reguladetrimetod. Även om denna metod är 

av stor v i k t för eleverna i framtiden, t . ex. v i d formelhärled­

ningar, godtar v i utan vidare andra metoder. 

Låt oss som exempel t a R .W.F. : A 938, B 538. E t t rör, 
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som lämnar 250 1 vatten i minuten, fyller en badbassäng på 

3 t i m 30 min . a) På hur lång t i d fylles den av ett rör, som 

lämnar 300 1 i minuten ? b) Hur många li ter i minuten bör 

ett rör, som skall fyl la bassängen på 2 % t i m , lämna ? 

Den naturligaste vägen torde här vara a t t först räkna ut, 

hur mycket bassängen rymmer. V i finner lätt, a t t rymden 

är 250 • 210 1 ( = 52500 1) och den sökta tiden i minuter 

250 • 210 
i a) är——^— = 175 samt a t t den i b) begärda "hastigheten" 

. . . . .. 250-210 
11/min ar — — — = 5 • 70 = 3o0. 

' loO 

Om v i räknar uppgiften med reguladetrimetoden, tar den 

sig u t så här: 

I a) efterfrågas tiden, och därför börjar v i med 1/min och 

slutar med minuter. 

Om röret lämnar 2501 i min, fylles bassängen på 210 m i n 

11 i .. „ „ „ 210- 250 m i n 

3001 i 2 1 0 ' 2 5 0 -
55 5 5 5 5 Ö W V 1 1 , , , , , , , , )S 

= 7 -25 m i n = 1 7 5 min . 

Svar: Med e t t rör, som lämnar 300 1 i min , fylles bassängen 

på 175 min eller 2 t i m 55 min . 

I b) efterfrågas "strömningshastigheten" i 1/min, och därför 

börjar v i med tiden. 

Om en viss badbassäng skall fyllas på 210 min, måste röret 

ge 250 1 i min . 

Om samma badbassäng skall fyllas på 1 min, måste röret 

ge 250 • 210 1 i min . 

Om samma badbassäng skall fyllas på 150 min, måste röret 
250 • 210 . . m _ . . . o r A . . 

ge — — 1 1 m m = 50 • 7 1 1 m i n = 350 1 1 min . 
i o\) 

Svar: Om bassängen skall fyllas på 2 % t i m . med ett rör, 

måste detta lämna 350 1 i min . 
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B O L A G S R Ä K N I N G 

M e d t a n k e på a t t åtskilliga av de begrepp v i sysslar m e d 

i m a t e m a t i k e n berör samhällsfunktioner, s o m många elever 

ännu ej känner t i l l , är de t här l i k s o m v i d genomgång av a n d r a 

a v s n i t t lämpligt a t t ge eleverna de t ve rk l i ghe t sunde r l ag , 

som är nödvändig t för a t t m a t e m a t i k e n v e r k l i g e n s k a l l b l i 

en l evande k u n s k a p för d e m . E x e m p e l u r l i v e t behöver i n t e 

saknas. 

För a t t k o m m a i n på bolagsräkning frågar v i t . ex . klassen: 

V e t n i v a d e t t bo lag är för någonting ? D e t b l i r säkert 

många, som v i l l svara . E n säger kanske så här: Jo , de t k a n 

j u tänkas, a t t de t är någon som går u t e i skogen på sina ägor 

och f inne r en s ten, som ser o v a n l i g u t . H a n börjar misstänka, 

a t t de t k a n v a r a något värdefullt och ser efter i bergen där­

o m k r i n g , o m h a n k a n h i t t a mer . D e t kanske f inns massor, 

och då sk i cka r h a n stenen t i l l undersökning, och så får h a n 

ve ta , a t t de t sku l le bära sig a t t b r y t a m a l m i berget . D å måste 

han kanske h a m e r a pengar , än h a n själv har tillgängliga, och 

så måste h a n skaffa sig k o m p a n j o n e r . D å b l i r de t e t t bo lag . 

E n annan , vars p a p p a är husägare, föreslår, a t t några 

personer satsar pengar för a t t köpa hus och b i l d a e t t hyres-

bolag, m e d a n en t red je tänker sig e t t bo lag för a t t köpa l o t t e r 

i e t t p e n n i n g l o t t e r i e t c , etc. 

V i k o m m e r överens o m a t t v i nöjer oss m e d t r e bolagsmän 

A , B och C, som b i l d a r e t t hyresbolag . 

Så får v i en s tunds resonemang o m a t t de t r e he r r a rna 

måste ha någon, som sköter o m husen, som o rdna r m e d repa­

ra t ioner och t a r u p p h y r o r m . m . F ö r den u p p g i f t e n anställer 

v i A . 
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Varför bildar då A, B och C bolaget ? Det är säkert inte 
svårt a t t få fram, att det är för förtjänstens (vinstens) skull. 

När v i funnit en lämplig beteckning på de summor, som 
bolagsmännen lämnat t i l l bolagskapitalet, får en elev föreslå 
värden på dessa summor, och v i får på tavlan (de tre första 
kolumnerna): 

Ti l l skot t Vinst 

1) 2) 

i k r i (bråk)delar i (bråk)delar i k r 

A 150000 
15 3 3 3 • 3500 
60 ~ 12 12 

B 200 000 20 4 4 4 • 3 500 
60 _ 12 12 

C 250 000 25 5 5 5 • 3 500 C 
60 12 12 

5 • 3 500 

Bolags­ 600000 
12 12 

3) 42 000 
kapital 12 12 

3) 42 000 

Tabellen bör färdigställas successivt, kolumn efter kolumn, 
allteftersom behovet inställer sig. (Givetvis är en tabell inte 
nödvändig, men arbetet går säkert lättare med dess hjälp.) 

Men om de tre herrarna v i l l jämföra sina insatser, går det 
bäst genom at t ange, hur stor bråkdel av bolagskapitalet var 
och en har t i l l sk ju t i t , och det möter nog inga svårigheter a t t 
få barnen a t t förstå kolumnen med överskriften " i (bråk)-
delar". 

Så får v i återigen en stunds resonemang, och den gången 
blir frågan, vad hyresinkomsterna (bruttoinkomsterna) skall 
användas t i l l . Säkert klarar barnen upp at t man med dem 
måste betala reparationer, skatter, belysning i trappor, vat ten 
och renhållning och så herr A , som har ansvaret inför bolags­
kamraterna. Sedan man minskat bruttoinkomsten med sum­
man av dessa utgifter, får man reda på nettoinkomsten 
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(ne t tov ins t en ) , som bolagsmännen får dela a l l t efter s ina t i l l ­

s ko t t . 

O m v i n u fortsätter vår t a b e l l och t i l l f o g a r " v i n s t " och 

" i bråkdelar", bör klassen k u n n a säga, a t t i d e n k o l u m n e n 

ska l l stå d e t s a m m a som i den föregående. N u har v i endast 

sista k o l u m n e n k v a r . V i sätter som överskrift k r (d . v . s. v i n s t 

i k r ) , och v i k a n säkert o m e d e l b a r t be en elev f y l l a i d e n 

k o l u m n e n , m e n då måste v i först k o m m a ihåg a t t låta e leverna 

bestämma, h u r s tor n e t t o v i n s t e n s k a l l v a r a och s k r i v a den 

under s t recket . 

Även o m de t är l i t e m e d 7 % v i n s t , g o d t a r v i e t t förslag 

o m en v i n s t på 42 000 k r . M e d n e t t o v i n s t e n menar v i då åter­

stoden a v i n k o m s t e n , sedan a l la u t g i f t e r gäldats, även ersätt­

n ingen t i l l A . D e t måste n a t u r l i g t v i s också resoneras o m 

h u r u v i d a denna ersättning t i l l A ska l l utgå m e d en viss s u m m a 

eller m e d en viss p rocen t av b r u t t o v i n s t e n eller av den v i n s t , 

som återstår, sedan a l la u t g i f t e r be ta la ts u t o m lönen t i l l A . 

Därtill k o m m e r också arbete m e d a t t sätta t e x t t i l l u p p ­

g i f t en . 

Här ifråga o m bolagsräkningen k o m m e r t y d l i g t f r a m , v a d 

som förut sagts (sid. 57), a t t m a n måste va r i e r a uppställningen 

efter uppg i f t ens a r t . V i t a r t . ex. u p p g i f t e n R . W . F . : A E x . 

961 , B 561 : 

A och B utför e t t arbete . A a rbe ta r därvid 28 t i m m a r och 

B 22 t i m m a r . H u r m y c k e t ska l l v a r och en ha, o m be ta ln ingen 

är 100 k r och de ha s a m m a t i m p e n n i n g ? 

Här gäller de t a t t f i n n a n y a överskrifter, t . ex . : 

Utfört arbete Avlöning 

i " t i m v e r k e n " i bråkdelar i k r 

28 28 • 100 

'> 2 8 4 > 5 Ö 7 » ^ ^ = 5 6 

22 22 • 100 
2 > 2 2 5 > 5 Ö « " o " 4 4 

A 

A och B 3) 50 I 6) 100 

• i l 



Räkningarna utföres i den o r d n i n g s i f f rorna 1), 2) etc. anger. 

S lu t l i gen är de t väl endast a t t tillägga, a t t m a n i n t e nöd­

vändigt måste lösa dessa uppg i f t e r m e d t abe l l a r i sk uppställ­

n i n g . D e k a n n a t u r l i g t v i s l i k a gärna lösas m e d e t t v a n l i g t 

l o g i s k t , r a d för r a d u t s k r i v e t , resonemang, som i sak ändå 

i n t e innehåller a n n a t än t abe l l e rna ovan . V a d m a n bestämt 

måste avråda från, är va r j e slag av lösning, som i n t e o rden t ­

l i g t klarlägger p rob l eme t . 



R Ä N T E R Ä K N I N G 

Ränteräkningen behandlas n o g i läroböckerna i regel — 

åtminstone i R . W . F . — så ingående, a t t föga mer är a t t 

säga därom. 

När de t gäller d y l i k a p r o b l e m , hör m a n o f t a sägas, a t t m a n 

ska l l k o m m a ihåg, a t t b a n k e n i n t e ger ränta insättningsdagen 

men väl u t t agn ingsdager i . S o m m a n väl i allmänhet i n t e v i l l 

ge e leverna en regel u t a n a t t ge något skäl, k a n föl jande 

resonemang ha s i t t värde. 

V i låter insättningsdagen v a r a den 15 f eb rua r i och u t t a g -

ningsdagen den 7 m a j och v i l l räkna u t an ta le t räntedagar. 

Då r i t a r v i en t i d s l i n j e , innehållande månaderna f e b r . — m a j , 

och t a r särskilt s t o r t u t r y m m e för insättnings- och u t t a g n i n g s -

dagarna. (Obs. a t t d a t u m - och månadsbeteckningarna sättes 

mellan s t recken på t i d s l i n j e n . ) 

kl n • 

u 4 h 1 
april maj 

Så frågar v i klassen: " V i l k a t i d e r är de t öppe t på b a n k e n ? " 

Svare t k a n u t t r y c k a s så, a t t b a n k e n är öppen 2—3 t i m m a r 

före 12 och likaså efter 12. O m v i sätter i n pengar i b a n k e n , 

måste de t ske ungefär k l . 12, och de t borde v a r a rättvist, a t t 

v i får ränta f r . o. m . k l . 12 d e n 15 f e b r u a r i t i l l k l . 12 d e n 

7 m a j . M e n de t är j u onödig t besvärligt a t t räkna så. D e t b l i r 

enklare, o m m a n f l y t t a r e f t e rmiddagen den 15 f e b r u a r i t i l l 

kl 12 

+4* 
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e f t e r m i d d a g e n d e n 7 m a j . M e d d e n tankegången får v i i n g e n 

ränta insättningsdagen m e n däremot h e l a u t t a g n i n g s d a g e n . 

N u är d e t j u så, a t t b a n k e r n a räknar m e d e n v a l u t a d a g 

( d a g e n e f ter insättningen), u n d e r v i l k e n b a n k e n i n t e g e r ränta, 

varför a n t a l e t räntedagar, då i räkneuppgifter p e n g a r tänkas 

i n s a t t a i b a n k , e g e n t l i g e n b l i r e t t m i n d r e , än v i räknar m e d . 

Ä v e n o m s k o l a n s beräkningssätt i n t e överenss tämmer m e d 

p r a k t i k e n s , är j u d e t v i k t i g a , a t t m a n a l l t i d v i d u n d e r v i s n i n g e n 

räknar på s a m m a sätt , o c h d e t t o r d e i n t e h e l l e r f i n n a s någon 

lärobok, där m a n t a r hänsyn t i l l v a l u t a d a g e n . För d e n e l e v , 

s o m får anställning i b a n k , k a n d e t i n g e n t i n g b e t y d a , de l s 

därför a t t ändringen är så e n k e l , d e l s därför a t t m a n väl 

n u m e r a i b a n k e r n a använder t a b e l l e r (e l ler m a s k i n e r ) . ( J f r 

O t t o E n e r o t h : P r o c e n t - o c h ränteräkning i s k o l a n o c h p r a k ­

t i k e n , E l e m e n t a årg. 9 s i d . 193 . ) 

D e t k a n v a r a n y t t i g t a t t vänja e l e v e r n a a t t a l l t i d a n t e c k n a 

d e förekommande s t o r h e t e r n a , t . e x . så här: 

K a p i t a l i k r = 5 2 8 

Ränte fo t i p r o c e n t = 3 % 

Insättningsdag: 2 3 j a n . 

U t t a g n i n g s d a g : 8 n o v . 

T i d i d a g a r = 2 8 5 

T i l l g o d o h a v a n d e i k r o n o r = 5 2 8 4- 14,63 = 542 ,63 . 

I n n a n m a n börjar a t t räkna, måste m a n även t a l a o m , 

v a d s o m s k e r , då m a n sätter i n p e n g a r i b a n k e n . D e t måste 

stå k l a r t , a t t insättarna lånar u t p e n g a r t i l l b a n k e n . B a n k e n 

måste för d e n n a "inlåning" b e t a l a e n ersättning, s o m v i 

k a l l a r ränta. I stället får b a n k e n använda p e n g a r n a t i l l a t t 

R ä n t a i k r = 
5 2 8 • 7 • 2 8 5 

~ 2 0 0 • 360 

2 6 4 • 7 • 57 

~ 1 0 0 • 72~~ 

264 • 7 • 19 

100 • 2 4 ~ 

11 • 133 

100 
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själv d r i v a lönande affärer e l ler t i l l a t t låna ut pengar t i l l 

andra personer, s o m v i l l s t a r t a affärer o c h då n a t u r l i g t v i s 

m o t högre ränta, än b a n k e n själv be ta lar t i l l insättarna v i d 

inlåningen. (Jfr Ebberöds b a n k . ) 

V i måste några gånger högt u p p r e p a t a n k e n (både lärare 

och elever) , a t t uppgiften om t. ex. 3 % ränta säger oss, att om 

pengarna står inne ett helt år, får utlånaren som ersättning 

3 % av det utlånade kapitalet. Den summan kallar vi årsräntan. 

Ef te r som v i i va r j e månad räknar m e d 30 räntedagar och alltså 

på e t t år 360 räntedagar, får v i dagsräntan g e n o m a t t d i v i d e r a 

årsräntan m e d 360 o c h den a k t u e l l a räntan g e n o m a t t m u l t i ­

p l icera dagsräntan m e d an t a l e t räntedagar. 

P å en fråga, h u r s tor ränta m a n får, o m räntefoten är 3 % , 

kunde t i l l omväxl ing också svaras: 3 öre per år och k r o n a 

eller öre per dag och k r o n a , v i l k e t också k a n sk r ivas 

3 öre 

360 dag och k r o n a ' 

A v förekommande uppg i f t e r är de t några, som särskilt 

b ruka r ås tadkomma svårigheter. De t är sådana, där f lera 

insättningar eller u t t a g n i n g a r förekommer under s a m m a år. 

E x . E n person insätter den 8 j a n u a r i i en bank , som lämnar 

3 % ränta 540 k r ; den 28 j u l i t a r h a n u t 180 k r , m e n d e n 

12 sept. sätter h a n i n 120 k r . H u r s t o r t är hans t i l l g o d o h a v a n d e 

i b anken v i d årets s lu t ? 

V i d behand l ingen k a n v i gå t v å vägar . A n t i n g e n r i t a r v i 

på t a v l a n något , s o m får föreställa en sparbanksbok , o c h de t 

bör under al la omständigheter ske åtminstone e t t p a r gånger 

under a rbe te t m e d ränteräkningen, eller också går v i den 

vanl iga vägen. 

I en b a n k b o k ser a rbe te t u t så här: 
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Är 

och Dag 
Uttaget I n s a t t Innestående Noterat a v 

2 bankens 

mån. K r . öre K r . öre K r . öre tjänstemän 

1 9 5 0 

J a n . 8 5 4 0 — 5 4 0 — /; p 
J u l i 28 180 — 3 6 0 — 1; w 
S e p t . 12 120 — 4 8 0 — i w 

Ränta för 

1950 

Dec . 31 14 64 4 9 4 64 

/ 2 8 8\ 
V i får ränta på 5 4 0 k r u n d e r 200 d a g a r I— —I, på 360 k r 

(12 28 4 2 2 8 \ 
— — == — — I o c h på 4 8 0 k r u n d e r 

(30 12 \ 
— — - J . H e l a räntan b l i r då i k r o n o r 

5 4 0 - 2 0 0 - 3 3 6 0 - 4 4 - 3 4 8 0 • 108 - 3 _ 3 - 2 - 3 . 

~~äecTToo 3 6 0 - i o o + 3 6 0 - loo 2 ' 3 2 

+ 4 8 ^ ' 3 = 9 + 1,32 + 4,32 = 14,64. 

R ä n t a n k a n n a t u r l i g t v i s också beräknas så, a t t m a n räknar 

(30 8 
— — - = 3 5 2 

d a g . ) , lägger t i l l räntan på 120 k r u n d e r t i d e n 12 s e p t . — 3 0 

/ 3 0 12 18 \ 
d e c . j — — — = -jr- = 108 d a g . ) o c h d r a r ifrån räntan på 

\ 12 9 o I 

180 k r t i d e n - - - — r ^ - y = - = 152 d a g . . U t t r y c k e t 

för räntans s t o r l e k i k r o n o r b l i r då: 
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540 - 3 5 2 - 3 120 • 108 • 3 180 • 152 • 3 _ 

360 • 100 + 360 • 100 360 • 100 — 

3 - 3 5 2 - 3 , 1 2 - 3 - 3 7 6 - 3 
= " 2 T 1 Ö Ö - + - 1 0 0 - - W = 9 * l ' u + 1 ' 0 8 - 2 ' 2 8 = 

= 15,84 4- 1,08 — 2,28 = 16,92 — 2,28 = 14,64. 

D e t van l igas te och m y c k e t o f ta fö rekommande felet är a t t 

v i d va r j e insättning eller u t t a g n i n g ränta beräknas på den 

summa, som fanns på spa rbanksboken före förändringen, 

denna ränta lägges t i l l k a p i t a l e t , och a t t i fortsättningen ränta 

räknas på hela denna s u m m a . 

För a t t u n d v i k a sådant är de t säkert lämpligt a t t i s a m b a n d 

med resonemang o m v a d som s k a l l sk r ivas i en sparbanksbok , 

framhålla, a t t den sista december kl. 24 inga räntor existerar. 

Då sätter b a n k e n i n den u p p l u p n a räntan, som därvid för­

vandlas t i l l k a p i t a l , m e n så sna r t de t n y a året ingått, börjar 

också n y a räntor a t t växa . 

Kapitalisering, d . v . s. förvandling a v ränta t i l l k a p i t a l , 

sker, o m i n g e t a n n a t säges (kapitalräkning), a l d r i g v i d någo t 

annat tillfälle än v i d årsskiften. 

D e n a n d r a vägen, s o m v i k u n d e följa v i d behand l ingen 

av vår u p p g i f t , är den " v a n l i g a " . 

F a l l I I I I I I 

K a p i t a l i k r o n o r 540 360 480 

Räntefot i p rocen t 3 3 3 

Insättningsdag 8/1 28/7 12/9 

Ränteberäkningsdag 28/7 12/9 30/12 

T i d i dagar 200 = " 30/12— 

\S 7 / - 1 2 / 9 = 1 0 8 

Ränta i k r o n o r 9 1,32 4,32 

Ti l lgodohavande i k r o n o r 549 370,32 494 ,64 

Ex. 2. E n person insa t t e den 3 j a n u a r i 720 k r på sparkasse­

räkning efter 4 % . E m e l l e r t i d höjdes räntefoten från o c h m e d 



den 1 j u n i t i l l 4 ,5 % och från och m e d den 16 sept. t i l l 5 % . 

H u r m y c k e t hade personen a t t f o r d r a i b a n k e n den 31 dec. 

s a m m a år ? 

D e n svårighet, som y p p a r s ig i en u p p g i f t av d e t t a slag, 

är a t t m a n i n t e o r d e n t l i g t håller reda på insättningsdagen 

u t a n t . ex. i ovanstående p r o b l e m räknar ränta under t i d e r n a 

3 / 1 - 3 0 / 5 och 1/6 — 15/9 och 1 6 / 9 - 3 0 / 1 2 (eller ev . 31/12) 

i stället för 3 / 1 - 3 0 / 5 och 30/5 — 15/9 s a m t 1 5 / 9 - 3 0 / 1 2 och 

på så sätt förlorar 2 dagar. 

O m v i — för a t t spara u t r y m m e — endast t e c k n a r räntan, 

får v i räntan i k r o n o r l i k a m e d : 

720 • 4 • 147 720 - 1 0 5 - 9 720 - 1 0 5 - 5 

360 • l Ö i T + ~36Ö • 200 + 360 • 100 — ' 4 ? + 

+ 9 • 1,05 4- 10 • 1,05 = 11,76 - j - 9,45 + 10,50 = 31,71. 

Personens f o r d r a n b l i r alltså 751,71 k r . 

Om man sysslar med uppgifter, där pengar får stå inne i bank 

över ett årsskifte, är det nog lämpligt att kapitalisera räntan 

den sista december och inte, som man ibland kan finna, godtaga 

ränteräkning utan avbrott vid årsskiftet. 
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R A B A T T R Ä K N I N G 

Även här låter m a n t eo r ien lämpligen få en v e r k l i g h e t s ­

b a k g r u n d . När de t första gången b l i r t a l o m rabatträkning, 

k a n m a n därför bör ja s i t t arbete m e d a t t på t a v l a n r i t a 

nedanstående t e c k n i n g . 

80 kr 

Så får e leverna gissa, v a d t e c k n i n g e n s k a l l föreställa. A t t 

de t s k a l l v a r a en s t o l , b r u k a r de f lesta förstå, och nog b r u k a r 

de t v a r a några, s o m inser, a t t r e k t a n g e l n t . h . s k a l l före­

ställa en p r i s l app . D e t k o m m e r f r a m så smått g e n o m läraren 

eller e leverna, a t t m a n tänker s ig , a t t v i h a r gått i n i en möbel ­

affär för a t t köpa en s to l . D ä r k a n v i själva gå r u n t och 

läsa på p r i s l appa rna , v a d s to la rna kos ta r . B a r n e n får föreslå 

n a m n på den s u m m a (80 k r ) , som står på p r i s l appen . D e t 

närmast t i l l hands l iggande n a m n e t är "p r i s l appsp r i s e t " och 

de t är e t t b r a n a m n , m e n läraren måste j u i a l l a f a l l t a l a o m , 

a t t v i i regel använder benämningen bruttopris, och det k a n 

lämpligen göras i a n s l u t n i n g t i l l f unde r inga r o m a n o r d n i n g 

av en fest el ler basar. Där k a l l a r m a n s u m m a n av de pengar , 

som arrangörerna får i n för inträde, se rver ing eller förlustelser 

av o l i k a slag för bruttoinkomster. V a r j e elev förstår, a t t 
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arrangörerna måste be ta la för l o k a l , kaffe , b röd och läske­

d r y c k e r l i k s o m för m u s i k och vakthållning, m e n läraren måste 

t a l a o m , a t t de t som b l i r k v a r av i n k o m s t e r n a ka l las för 

nettoinkomster. D e t k a n också här v a r a lämpligt a t t t a l a o m 

t . ex. en låda apelsiner, där v i k t e n a v apelsiner -4- embal lage 

ka l las för bruttovikt, embal lage t för tara och apelsinernas v i k t 

för nettovikten. 

E l e v e r n a b r u k a r v e t a något o m a t t en k u n d , som lämnar 

b e t a l n i n g omede lba r t , o f t a i n t e behöver beta la hela b r u t t o -

pr iset , därför a t t affärsmannen d ra r av en s u m m a , som ka l las 

för r a b a t t e n . E f t e r resonemang o m h u r m a n ska l l bes tämma 

de g runder , efter v i l k a r a b a t t e n ska l l beräknas, k o m m e r v i 

överens o m a t t de t är lämpligt a t t ange, h u r många p rocen t 

a v b r u t t o p r i s e t som affärsbiträdena får d r a b o r t från b r u t t o ­

pr i se t . 

E f t e r d e t t a k a n m a n på t a v l a n s k r i v a : 

B r u t t o p r i s i k r = 80 

R a b a t t p r o c e n t = 5 

SO * 5 

R a b a t t i k r = ''YÖÖ~~ ~ ^ 

N e t t o p r i s i k r = 76. 

M e n så ska l l v i också sätta t e x t t i l l u p p g i f t e n , och de t är 

en m y c k e t v i k t i g d e l a v a rbe te t . D e t t a r a l l t i d en s t u n d , 

i n n a n eleverna l y c k a s få f r a m en god tagbar f o r m u l e r i n g , men 

när v i k o m m i t d i t , låter v i först några elever u p p r e p a den , 

och sedan får en elev i klassen s k r i v a på t a v l a n t . ex . : 

E n person köper en s t o l , för v i l k e n hande l smannen begär 

80 k r . E m e d a n k u n d e n be ta la r k o n t a n t , får h a n 4 % r a b a t t . 

H u r m y c k e t s k a l l h a n be ta la ? 

Of tas t b r u k a r elevernas egna förslag låta ungefär så här: 

O m b r u t t o p r i s e t är 80 k r och r a b a t t p r o c e n t e n 5, h u r s t o r t 

b l i r ne t topr ise t? Och de t får väl duga de t m e d . 

L i t e längre f r a m , när m a n i klass 6 börjat räkna m e d ekva -
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t ioner , k a n m a n t a u p p rabatträkningen igen ungefär så här. 

V i repeterar vårt g a m l a p r o b l e m : 

1) B r u t t o p r i s i k r = 80 

2) R a b a t t p r o c e n t = 5 

3) R a b a t t i k r = = 4 

4) N e t t o p r i s i k r = 76. 

Så n u m r e r a r v i s to rhe te rna m e d 1) t i l l 4) såsom g j o r t s 

o v a n och gör k l a r t för oss, a t t o m m a n känner två a v dessa 

s torheter , går de t a l l t i d a t t räkna u t de två återstående. 

N u k a n v i på 6 o l i k a sätt p l o c k a i h o p två a v s to rhe te rna , 

nämligen: 

1 och 2 1 o c h 4 2 och 4 

1 och 3 2 och 3 3 och 4 

Så k a n v i t . ex. låta 6 s t elever s k r i v a : 

1 och 2. 

1) B r u t t o p r i s i k r = 80 I s a m t l i g a f a l l f y l l e r v i i de u p p -

2) R a b a t t p r o c e n t = 5 g i f t e r , s o m sku l l e v a r a bekan t a , 

3) R a b a t t i k r = x o c h be teckna r den s to rhe t , som v i 

4) N e t t o p r i s i k r = v i l l fråga efter, m e d x. 

1 och 3. 

1) B r u t t o p r i s i k r = 80 F ö r var je gång u t t r y c k e r v i frågan 

2) R a b a t t p r o c e n t — x på svenska, s k r i v e r d e n e v e n t u e l l t 

3) R a b a t t i k r = 4 på t a v l a n el ler låter f l e ra elever 

4) N e t t o p r i s i k r = efter v a r a n d r a u p p r e p a frågan. 

Räkningen sker a l l t i d m e d användning a v de två sambanden, 

som f inns m e l l a n våra f y r a s torheter , nämligen samband 1: 

R a b a t t e n är l i k a m e d r a b a t t p r o c e n t e n gånger b r u t t o p r i s e t 

g e n o m h u n d r a , o c h samband 2: B r u t t o p r i s e t m i n u s r a b a t t e n 

är l i k a m e d ne t top r i s e t . ( " R a b a t t p r o c e n t e n " bo rde kanske 

här u t b y t t s m o t r a b a t t p r o c e n t t a l e t . P å g r u n d a v u t t r y c k e t s 

t y n g d har så ej ske t t . ) 
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1 och 2 ger o m e d e l b a r t 
80 

100 
= x; 

Svar: R a b a t t e n är 4 k r och ne t t op r i s e t 76 k r . 

x • 80 
1 och 3 ger: 

100 
x — 5. 

Svar: R a b a t t e n beräknas efter 5 

Här räknar v i först u t r a b a t t e n i 

k r , va re f te r räkningen fortsätter 

alldeles s o m i förra f a l l e t . 

S a m b a n d n r 1 ger 

5 • x 

100 

x = 80 

1 och 4. 

B r u t t o p r i s i k r = 80 

R a b a t t p r o c e n t = x 

R a b a t t i k r = 

N e t t o p r i s i k r = 76 

2 och 3. 

B r u t t o p r i s i k r = x 

R a b a t t p r o c e n t = 5 

R a b a t t i k r = 4 

N e t t o p r i s i k r = 

Svar: B r u t t o p r i s e t v a r 80 k r . 

I d e t t a f a l l b l i r t e x t e n på svenska: E n hande l sman säljer 

en s t o l och lämnar v i d k o n t a n t k ö p 5 % r a b a t t . O m r a b a t t e n 

u p p g i c k t i l l 4 k r , h u r s t o r t är b r u t t o p r i s e t ? Ä v e n o m m a n 

i d e t t a f a l l sku l le fråga efter ne t top r i se t , be tecknar v i b r u t t o -

pr i se t i k r m e d x och räknar u t de t först. 

2 och 4. 

B r u t t o p r i s i k r = x O m en s t o l m e d 5 % r a b a t t såldes 

R a b a t t p r o c e n t - - 5 för 76 k r , h u r m y c k e t begärde 

R a b a t t i k r = hande l smannen för s to len ? 

N e t t o p r i s i k r = 76 

Här får v i först t e c k n a r a b a t t e n i k r o n o r e n l i g t första 

sambandet, v a r v i d u t t r y c k e t för r a b a t t e n b l i r ^ A A el ler 0 , 05# 

eller 
20 ' 
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D e t andra sambandet, ger sedan: 

2 0 = / 6 

7(5 
19 x 

~2CT 

x = 80 

Svar: H a n d e l s m a n n e n begärde 80 k r . 

3 och 4. 

B r u t t o p r i s i k r = 

R a b a t t p r o c e n t = x 

R a b a t t i k r = 4 

N e t t o p r i s i k r = 76 

T e x t e n : O m en person köper en 

s to l för 76 k r , sedan möbelhandla­

r e n b e v i l j a t 4 k r i r a b a t t , h u r 

många procen ts r a b a t t lämnade 

hande l smannen ? 

V i h a r a t t först f y l l a i b r u t t o p r i s i k r = 80 k r . Därefter är 

p r o b l e m e t i d e n t i s k t m e d f a l l en 1 och 3. 
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D E N F Ö R B E R E D A N D E G E O M E T R I K U R S E N 

I K L A S S 6 

D e n förberedande geomet r iku r sen i klass 6 bör lämpligen 

s tar tas o m e d e l b a r t v i d höstterminens början och håller sedan 

på en t i m m e var je vecka under denna t e r m i n . På den t i d e n 

t o rde m a n h i n n a m e d en något så när l a g o m kur s . 

För geomet r i s tud ie rna är de t lämpligt, a t t b a r n e n använder 

en räknebok utan linje?- eller rutor. O m sådana böcker i n t e 

f inns tillgängliga, är de t bättre m e d en l i n j e r a d s k r i v b o k än 

en r u t a d b o k . S k a l l något antecknas i d e n o l in je rade boken , 

får e leverna vänja sig v i d a t t först d raga en rät l i n j e efter 

l i n j a l e n . 

Föru tom de van l i ga hjälpmedlen, l i n j a l , passare och g rad ­

s k i v a k a n e leverna lämpligen också v a r a försedda m e d en 

l i t e n " p a r a l l e l l - ( v i n k e l - ) l i n j a l " , som v a r och en lätt k a n 

t i l l v e r k a . E n s k i v a a v 0,8 m m ce l l u l o id av t . ex. s to r l eken 

6 c m ggr 10 c m lägges m e d den k o n v e x a s idan nedåt på e t t 

c e n t i m e t e r r u t a t papper ovanpå lämpligt unde r l ag (en trä­

sk iva ) och hålles fast m e d häftstift i n t i l l k a n t e r n a . M a n har 

sedan endast a t t m e d en synål eller s toppnål löst r i t s a över 

l i n j e r n a . H a r i n t e s k i v a n från början lämpliga d imensioner , 

r i t s a r m a n hårdare efter y t t e r l i n j e r n a och k a n därefter b r y t a 

s k i v a n efter dessa l i n j e r . D e t är fördelaktigt a t t på s k r i v b o r d e t 

a l l t i d ha t i l l hands en s k i v a av d u b b l a f o r m a t e t . 

D e m e t o d i s k a anv i sn inga rna anger under I I I : G e o m e t r i s id . 

79 a t t m a n bör följa en genomförd lärogång, v a r v i d m a n lämp­

l igen k a n använda densamma som v i d d e n sys temat i ska 
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geometriundervisningen följande år. Planen är närmare utförd 
på sidorna 47—50 i Geometri och geometriundervisning av 
undervisningsrådet C. E. Sjöstedt. 

Man får dock i så fall se upp, så a t t det inte bl ir en förtäckt 
geometrikurs av samma art, som skall komma året därpå. 
I huvudsak kan man följa R .W.F . A : I sid. 99—104 och 
B I sid. 7 4 - 7 9 . 

E n uppfattning om hur jag tänker mig dessa lektioner kan 
möjligen följande framställning ge: 

N u skall v i tala om någonting, som heter geometri. Vad kan 
det ordet betyda ? Har n i hört några andra ord, som innehåller 
den första sammansättningsdelen geo eller den andra metr i ? 
Eleverna svarar naturligtvis med geografi och kanske geologi 
samt termometer och barometer. Samtliga dessa ord kan så 
bl i föremål för samtal, v i lket lämpligen kan upprepas nästa 
lektion, då intresserade elever haft tillfälle a t t studera i en 
uppslagsbok i hemmet eller i skolan eller ifråga om geografi 
i läroboken. 

Så ska v i tala lite om linjer. Känner N i några olika slag 
av linjer ? Det brukar b l i ful l t upp med svar: Räta linjer, 
krokiga linjer, smala, tjocka, breda och tunna linjer, vågräta, 
sneda och lodräta linjer, kanske också horisontella och ver t i ­
kala linjer och lodlinjer, brutna linjer, obegränsade och 
begränsade linjer. 

lodrät linje = lodlinje = 

= vertikal linje 

vågrät linje =• horisontell linje begränsad rät linje - sträcka 

Fig. 6. 
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V a r j e elev får på s v a r t a t a v l a n i l l u s t r e r a s i t t förslag och 

s k r i v a be t eckn ingen därunder. När ingen har något m e r a t t 

k o m m a m e d , d i skuteras de o l i k a förslagen, en d e l utmönstras 

och resten redigeras, så a t t v i t i l l s l u t ha r någonting i s t i l 

m e d f i g u r e n på föregående s ida . 

D e t t a låter v i e leverna föra i n i s ina böcker . D e t är något , 

som de själva i h u v u d s a k h a r ås tadkommit . 

När v i s k a l l införa v i n k l a r , gör läraren själv el ler någon elev 

höger o m o c h vänster o m , h e l t o m och kanske h a l v t höger o m 

eller snu r r a r e t t h e l t v a r v . Begreppe t v a r v känner v a r j e elev 

t i l l , o ch de t möter ingen svårighet a t t få de utförda vändning­

a rna u t t r y c k t a s o m e t t fjärdedels v a r v , e t t h a l v t resp. e t t 

åttondels v a r v . V i t a r lämpligen också f r a m en passare, håller 

de t ena benet fas t o c h v r i d e r de t a n d r a och t a l a r o m , a t t 

a v v i k n i n g e n m e l l a n passarens båda b e n ka l las en v i n k e l , a t t 

passarens b e n också k a n anses v a r a v i n k e l n s ben . D e n n a gång 

k a n v i i n t e tänka oss, a t t e leverna s k a l l k u n n a b i d r a g a m e d 

n a m n e n . D e t är n o g bäst, a t t läraren r i t a r på t a v l a n och 

eleverna i s ina böcker . F i g . K ) a. 

R e d a n från första början be tecknar v i p u n k t e r m e d s to ra 

bokstäver , sträckor m e d små o c h v i n k l a r m e d små g rek i ska 

bokstäver, j ämför skolöverstyrelsens cirkulär, 

a = a l fa = a, b = b e t a = (3, g = g a m m a = y , d = d e l t a = 8, 

e = eps i lon = s, p = p i = TC, f = f i = 9, o = omega = to. 

Från 12 t i l l 3 på k l o c k a n är de t e t t k v a r t s v a r v , från 1 

t i l l 5 är de t 4 to l f tedels = e t t t redjedels v a r v etc . 
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F i g . 9. 

D å läraren t a l a r o m begreppen konvex v i n k e l och konkav 

v i n k e l , k a n h a n lämpligen som minneshjälp t . ex . fästa u p p ­

märksamheten på l i k h e t e n m e d handen och på a t t hår växer 

utanpå h a n d e n m e n i n t e i n u t i , el ler någon a n n a n minnesregel , 

öve rhuvud tage t gäller o m a l l a dessa n y a begrepp, a t t m a n 

ger s ig g o d t i d och p r a t a r m e d e leverna o m d e m , u t a n a t t 

m a n fördenskull "håller föredrag" för d e m . V i låter i stället 

så långt de t är möjl igt e leverna själva k o m m a t i l l t a l s och 

försöker så d r a n y t t a a v deras egna erfarenheter . 

V i d t a l o m k o m p l e m e n t v i n k l a r och s u p p l e m e n t v i n k l a r k a n 

de t v a r a lämpligt a t t f l y t t a d e n ena v i n k e l n (på t a v l a n o c h 

vinkelspets 

ikel 

V i kommer från början överens om 

att om en vinkelspets i en triangel he­

ter 4 , så heter v inke ln a och motstå­

ende s ida a. Längre fram betecknar ha 

höjden mot a, ma medianen mot a etc. 

F i g . 10 a. Området mel lan vinkelbenen kal las vinkelfält. 
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i r i t b o k e n ) , så a t t i n t e e leverna b ib r ingas den fe l ak t iga u p p ­

f a t t n i n g e n , a t t en k o m p l e m e n t v i n k e l ( s u p p l e m e n t v i n k e l ) nöd­

vändigtvis ska l l v a r a p lacerad intill den v i n k e l , t i l l s a m m a n s 

m e d v i l k e n den b i l d a r 90° (180°) . 

rät v i n k e l 

E l 

rät v i n k e l 

k o m p l e m e n t 

v i n k e l _>fv 

r yf\ v i n k e l 

t e c k e n för rät v i n k e l 

F i g . 10 b . 1 

E n v i n k e l är rät när den är l i k a m e d s in s i d o v i n k e l . 

s i d o v i n k e l 

t r u b b i g v i n k e l 

v i n k e l spetsig v i n k e l 

F i g . 10 c. 

s u p p l e m e n t v i n k e 

F i g . 10 cl. 

1 I teckningen t. h. i fig. 10 b saknas en pil från underskriften till 

vänstra vinkeltecknet . 
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10 e. 

Som v i n k e l h a k e (för k o n s t r u k t i o n av räta v i n k l a r ) k a n 

m a n använda den förut o m t a l a d e pa ra l l e l l - l i n j a l en , el ler en 

v a n l i g s k r i v b o k , k lassboken eller v i k a e t t papper så, som 

nedanstående f i g u r avser a t t v i sa . 

När v i ha r t a l a t o m 

grader, m i n u t e r och 

sekunder, b r u k a r v i 

r i t a en c i r k e l , som 

skal l föreställa en j o r d ­

mer id i an och i sam­

band därmed t a l a o m 

nordpo len och Sydpo­

len, me r id i ane r och 

e k v a t o r n och j o r d a x ­

eln. ( Jo rden r u n t på 

80 dagar . ) 

H u r k a n de t hänga 

ihop , a t t avståndet 

från e k v a t o r n t i l l po len 

är j u s t 1000 m i l ? D e t 

är lätt a t t här få t i l l 

stånd e t t t r e v l i g t och 

n y t t i g t s amta l med 

eleverna, h u r m a n k a n 

mäta avståndet från 

polen t i l l e k v a t o r n 

eller kanske snarare, 

a t t d e t t a i n t e k a n gå t i l l på de t sättet, a t t några personer 

reser från e k v a t o r n t i l l po len och mäter m e d en ked ja . 

Så tänker v i oss, a t t v i u t e f t e r en m e r i d i a n slår n e d 91 

stolpar , den första v i d e k v a t o r n och den sista i no rdpo len , så 

a t t v i får avståndet de la t i 90 l i k a delar . Avs tåndet v i d j o r d ­

y t a n m e l l a n två s to lpa r b l i r 11 ̂  m i l . Sätter v i m e l l a n två av 

Nord polen 

55.5" ^V^ 

/ / — " — " " " " V ^ C T " \ 

IL' 

S. p. 

F i g . 10 f. 
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d e m A o c h B u p p 59 n y a s to lpa r m e d l i k a m e l l a n r u m , b l i r 

avståndet denna gång k m = 1 ,852 k m . D e t t a l e t 

b r u k a r a l l t i d några elever känna igen . N å g o n v e t kanske , a t t 

d e t t a avstånd ka l l a s en nautisk mil o c h a t t e t t f a r t y g , s o m 

tillryggalägger den vägen på en t i m m e , h a r en has t ighe t a v 

en knop. Sätter v i än en gång n e d 59 n y a s to lpa r i a l l a de n y a 

m e l l a n r u m m e n , får v i endast 31 m m e l l a n d e m , d . v . s. 

ungefär längden a v f y r a ordinära k l a s s rum. 

F ö r va r j e gång tänker v i oss s t o lpa rna u t d r a g n a t i l l j o rdens 

m e d e l p u n k t , där de ined v a r a n d r a b i ldar 1°, resp. 1' och 1". 

M a n förstår, a t t 1" måste v a r a en m y c k e t l i t e n v i n k e l , då 

"s to lp längden" är 6370 k m och avståndet v i d övre änden 

endast 31 m . 

D e t k a n v a r a t r e v l i g t a t t i d e t t a s a m m a n h a n g låta e leverna 

t a f r a m s ina k a r t o r och se efter, på v i l k e n b r e d d g r a d S tock­

h o l m l igger , likaså Sveriges nord l igas te och sydl igas te p u n k t , 

el ler k o n t r o l l e r a , a t t R o m o c h N e w Y o r k l igger på s a m m a 

b r e d d g r a d eller räkna u t avståndet m e l l a n två o r t e r , som 

l igger på s a m m a m e r i d i a n (middags l in je ) . 

F ö r a t t befästa de v i k t i g a begreppen vinkelrät och normal 

låter v i e leverna i s ina böcker r i t a och s k r i v a : 

CP är vinkelrät m o t A B 

C P är n o r m a l m o t A B 

C P är en n o r m a l t i l l A B eller 

CP J_ A B , v i l k e t läses: C P är 

vinkelrät m o t A B . 

D e n som så önskar k a n n u låta e leverna r i t a v i n k l a r i s ina 

böcker och mäta d e m m e d g r a d s k i v a n , m e n m a n k a n lämpligen 

i h u v u d s a k u p p s k j u t a övningen, t i l l dess a t t m a n h u n n i t f r a m 

t i l l t r i a n g e l s t u d i e t . 

Fig. 10 g. 
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Räkneövningarna på grader, minuter och sekunder kan 
nog i regel inte tagas med på dessa för geometri avsedda 
lektioner utan måste förläggas t i l l andra matematikt immar. 

R .W.F . har i sista upplagan namn och beteckningar på 
cirkeln före de egentliga mätningarna. Arbetet härmed kan 
ske på många sätt. Man kan r i t a en punkt 0 på tavlan och 
sätta u t en punkt P x och så låta några elever söka flera punkter 
l \ och P 2 och P 3 e tc , så a t t OP = OPj = O P 2 = . . . Det 
kan j u ske med hjälp av ett snöre (som läraren i regel bör ha 
i fickan eller handväskan), linjalen eller ett papper. A v detta 
bör barnen få k lar t för sig, a t t alla punkter på cirkeln ligger 
lika långt från medelpunkten. 

E n annan gång börjar v i vår lektion med at t sätta u t en 
punkt på tavlan och så r i t a några räta linjer, som går ut 
ifrån punkten. Om vi frågar, vad v i lämpligen skall kalla 
dessa linjer för, och inte lyckas få "strålar" som svar, så kan 

vi j u r i t a något i s t i l med teckningen ovan. Det är så gott 
som säkert, a t t vartenda barn i klassen förstår, vad man 
menar, och svaren strålar i n från alla håll. Så skall v i sätta 
namn på punkten och ber eleverna om förslag. Det kan 
nog hända, a t t man kan få centrum t i l l svar, om man t . ex. 
talar om en stad och gator, som går utåt från de innersta 
delarna. När frågan tages upp på ett senare stadium, t . ex. i 
4 5 eller 3 4 , kan det ha s i t t intresse a t t tala med barnen om 
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a t t av en mästares t a v l a b l i r de t o f ta många r e p r o d u k t i o n e r 

utförda, så a t t d e n första l i k s o m k a n anses v a r a utgångspunkt 

för a v b i l d n i n g a r n a . Ja , v a d b r u k a r m a n i så f a l l k a l l a den 

första t a v l a n ? I 4 5 och 3 4 och kanske möjl igen redan i 2 5 k a n 

m a n fråga, v a d u r s p r u n g heter på engelska, och där k a n en 

elev som i n t e är särskilt framstående i m a t e m a t i k visa, a t t 

h a n eller h o n h a r möjligheter på a n d r a områden. Ja , de t är 

o r d e t original, som v i söker, och de t ger oss be t eckn ingen origo 

på utgångspunkten. D å har v i k o m m i t så långt, a t t v i k a n säga, 

a t t här h a r v i p u n k t e n C o c h en s a m l i n g strålar, s o m utgår 

från den . N u sätter v i på en av strålarna u t en p u n k t , 

k a l l a r den för P x och ställer som u p p g i f t a t t även på övr iga 

strålar f i n n a p u n k t e r , som l igger på avståndet CP från C. 

V i ger e t t b a r n som u p p g i f t a t t sätta u t en n y p u n k t på en 

stråle. D e t t a r kanske (den graderade) l i n j a l e n och mäter 

m e d dess hjälp av e t t s t ycke = C P X på en a n n a n stråle. Så 

k a n nästa elev få använda e t t papper och en t red je e t t snöre. 

Beroende på h u r länge v i v i l l hålla på, k o m m e r v i a t t få en 

massa p u n k t e r P l 5 P 2 , P 3 e t c , och de t ger sig nästan självt, a t t 

rätt v a d de t är, ska l l den här frågan uppstå: O m v i n u höll 

på länge på d e t t a sätt, skul le p u n k t e r n a k o m m a a t t l igga så 

nära v a r a n d r a , a t t de sku l le k o m m a a t t b i l d a en s a m m a n ­

hängande k o n t u r . Ä r de t någon, som k a n skaffa f r a m den 

k o n t u r e n ? N i får använda l i n j a l e n , snöret eller pappere t . 

M e d hjälp a v " p a p p e r s m e t o d e n " k a n en elev a l l t i d r i t a 

f i n a c i r k l a r , även o m passaren är g lömd. 

E f t e r d e t t a får väl passaren k o m m a f r a m och användas. 
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D e t är också t i d a t t låta eleverna försöka t a l a o m , v a d en 

cirkel (cirkellinje) är. Här igenom h a r m a n också obemärk t 

och på e t t n a t u r l i g t sätt fått m e d begreppet geometrisk ort 

( s ammanfa t t n ingen a v a l la p u n k t e r , som u p p f y l l e r e t t v iss t 

geomet r i sk t v i l l k o r ) , även o m n a m n e t i cke införes på d e t t a 

s t a d i u m . 

Så återgår v i t i l l strålarna. D e t är säkert n y t t i g t m e d en 

l i t en s tunds resonemang o m solen och strålarna, som går u t 

från den , o m något a n n a t e leverna ve t , som k a n sägas stråla 

u t . D e t är men ingen , a t t det l i l l a samta le t ska l l ge t i l l r e su l t a t 

en t e c k n i n g på t a v l a n ungefär som nedanstående. 

V i h inner kanske i n t e mera pä en l e k t i o n o m c i r k e l n . F ö r 

egen de l ha r j a g o f t a börjat a n d r a omgången så här: 

J ag r i t a r på t a v l a n en cirkelbåge (1) , f y l l e r u t , så a t t j a g får 

l i k som e t t s t a t i v (2) , och d r a r några pa ra l l e l l a l i n j e r (3), och 

rad ius = 

- stråle 

r ad io 

r a d i u m 

r a d a r 

i 

å 
F i g . I I . 
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så frågar j a g , o m klassen l i a r förstått, v a d t e ckn ingen s k a l l 

föreställa, och när de t b l i v i t k l a r t , a t t de t ska l l v a r a en ha rpa 

o c h a t t de pa ra l l e l l a l i n j e r n a s k a l l föreställa strängar, så 

b l i r de t fråga o m v a d m a n k a n k a l l a de t som hörs, o m m a n 

anslår strängarna ( p l e k t r o n ) . D e t b l i r n o g a l l t i d någon, som 

k o m m e r m e d förslaget a c k o r d , och så t a l a r v i o m , a t t sträng 

på g rek i ska heter körda och på engelska co rd . 

Sektris, sekant, sektor, segment 

För a t t sätta n a m n på en rät l i n j e , som delar en v i n k e l 

el ler skär en c i r k e l , och på delar av en c i r k e l användes o r d , 

härledda av det l a t i n s k a ve rbe t secare, v i l k e t be tyde r skära. 

E n rät l i n j e , som går genom en v i n k e l s spets och dess fält, 

ka l las en sektr is , och delar den v i n k e l n m i t t i t u , ka l las den 

bisektr is , etc. 

E f t e r dessa förberedelser k a n v i nog r i t a pä t a v l a n o c h låta 

barnen r i t a a v i s ina böcker. 

P å d e t t a k a n v i ö v a dels så, a t t v i r i t a r u p p en f i g u r (på f r i 

h a n d t . ex. då några m i n u t e r återstår av en l e k t i o n ) och låter 

eleverna t a l a o m n a m n e n på de o l i k a s to rhe te rna och med 

egna o r d b e s k r i v a d e m (exempelv is : en körda är en rät l in je , 



som sammanbinder två punkter på perifierien), dels så, att 

eleverna själva på tavlan får illustrera uppgivna storheter. 

Rätlinjiga figurer. 

Namn på dessa figurer får vi antingen genom att ange 
antalet sidor eller antalet hörn eller vinklar. Om vi talar om 
för eleverna, att vinkel (hörn) på latin heter angulus, kan vi 
nog med deras hjälp få fram: triangel = trevinkling och 
rektangel = rätvinkling. 

Så ber vi en elev rita en figur, som innehåller endast räta 
vinklar. Om resultatet tar sig ut som fig. b) nedan, 

a F i g . 13. b 

så får vi tala om, att de räta vinklarna måste vara inuti 
figuren och att figuren utifrån sedd måste vara konvex, och 
då finner snart eleverna, vad det är, som är utmärkande för 
en rektangel. 

Nu kan den mera manuella delen 
av arbetet börja. Den lärare, som 
finner det bekvämast, kan följa 
R . W . F . del I sid. 100-104. Det är 
heller ingen konst att författa hur 
många uppgifter som helst. Sök öv­
riga sidor och vinklar och sök vin­
kelsumman i 

F i g . 14 a. 
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1) a = 4 cm 
b = 5 cm 
y = 70° 

2) a = 4 cm 
b = 5 cm 
c = 6 cm 

3) a = 6 cm 
a = 50° 
8 60° 

4) a = 4 cm. 
6 = 5 cm 
c — 1 cm 

T 

2) a = 4 cm 
6 = 5 cm 
c = 6 cm 

a = 
P = 

T = 

omkrets S:a 

Vi låter en elev rita på tavlan, de övriga i sina böcker. 
Det är ingen svårighet att få fram satsen om vinkelsumman 
i en triangel och, om man så vill, att mot en större sida står 
en större vinkel i en triangel. 

Rita ut höjderna i E x . 2 och E x . 4 , mät dem på en halv 
millimeter när och räkna ut ytan. 

Ex. 2 

Ex. 4 

a = 4 , o cm b = 5,0 cm = 6,o cm 

K = .... cm K = .... cm K = 3,3 cm 

T = .... cm 2 T = .... cm 2 T = 9,90 cm 2 

a = 4 , oo cm b = 5,oo cm c = 7,oo cm 

K = 4 , 9 0 cm K = 3 ,95 cm K = 2,75 cm 

T = 9,80 cm 2 T = 9,88 cm 2 T = 9,63 cm 2 

F i g . 14 b. 

se» 

Detta arbete ger åtskilligt: 
a) Övning i att rita ut höjden i en triangel, vilket i vissa 

fall bereder en hel del svårigheter och fordrar mycken träning. 
b) Diskussioner om noggrannheten i ett resultat. Om tre 

elever arbetar vid tavlan och övriga ritar i sina böcker, 
får man många värden; man kan söka medeltal och se efter, 
hur många riktiga siffror, som kan förväntas, vilket kommer 
till nytta vid laborationerna på vårterminen. Ännu mera går 
det att få ut av detta, om man låter sidorna vara givna 
i delar av centimeter eller millimeter, t. ex. 

a = 4 , 6 cm a = 4 , 6 cm b = 3,7 cm c = 5,2 cm 
b = 3,60 cm A f l =3 ,aocm hb = 4 , s o cm hc = 3 , 2 5 cm 
c = 5,2 cm T— 8 , 2 8 0 cm 2 T = 8 , 3 6 o c m 2 T = 8 ,450 cm 2 

Vårt värde på ytan blir 8 , 3 6 cm 2 med en avvikelse uppåt 
eller nedåt av 0 , i o cm 2 eller om man så vill ( 8 , 3 6 ^ 0 , i o ) cm 2 . 

A 

F i g . 14 c. 

c) Man kan passa på att lägga märke till att höjderna i en 
triangel skär varandra i samma punkt. 

Sedan man övat eleverna att dela en sträcka och en vinkel 
mitt itu ( R . W . F . E x . 29 och 30), kan man låta dem i en 
triangel med uppgivna element draga medianerna, mäta dem 
och deras delar och göra jämförelser eller dela vinklarna mitt 
itu och mäta bisektriserna etc, etc. 
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D å ex. 31 behandla ts , passar de t bra a t t r i t a en para l le l lo ­

g r a m och mäta sidor och v i n k l a r , d iagonalernas delar , y t a n 

på o l i k a sätt etc. 

U töve r u p p g i f t e r n a 14 —19 k a n m a n möjligen h i n n a m e d 

en u p p g i f t som följande: U p p r i t a en f y r s i d i n g ABCD, där 

AB = 4,o c m , BC = 5,4 c m , CD = 3,o c m , a ABC = 60° 

och A BCD = 70°. Mät v i n k l a r n a och d iagonalerna , sök 

v i n k e l s u m m a n och y t a n ! 

V i låter två elever a rbe t a v i d t a v l a n ; den ene får d r a 

d iagonalen AC och mäta höjderna m o t AC från B och D, den 

andre får d r a d iagona len BD och mäta höjderna från A och C. 

V i måste försöka h i n n a m e d a t t i n ­

s k r i v a en l i k s i d i g t r i a n g e l , en k v a d r a t 

och en reguljär sexhörning i en c i r k e l . 

D e flesta b r u k a r t y c k a , a t t de t är r o l i g t 

a t t r i t a f i gu re r s o m vidstående. 

M a n k a n passa på a t t lägga märke 

t i l l a t t c i rke lns o m k r e t s är m e r än 3 

F i g 1 4 e gånger m e n m i n d r e än 4 gånger d i a ­

meterns längd. ( E x . 26—28) 

Någon lärare kanske v i l l p igga u p p en l e k t i o n m e d frågan: 

" Ä r de t någon, som k a n dela en sträcka m i t t i t u m e d använd­

n i n g endast av en v a n l i g l i n j a l ? " ( J f r E l e m e n t a årg. 19, 

E . L u n e l l . ) 
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p 

M a n lägger l i n j a l e n så, a t t d e n ena k a n t e n går genom A 

och den a n d r a g e n o m B, och får då ena gången L x och L 2 , 

andra gången L 3 och L 4 . M a n får p u n k t e r n a P och Q. PQ 

delar AB m i t t i t u och är m i t t p u n k t s n o r m a l t i l l AB. 

B 

D e t går l i k a lätt a t t dela en v i n k e l ABC m i t t i t u . M a n 

lägger l in ja lens ena k a n t u te f t e r AB och d r a r L 2 och så 

ena k a n t e n u te f t e r BC och d r a r L x efter den andra . PB 

är b isekt r i sen . 

U p p g i f t e n a t t genom p u n k t e n A på L d raga en n o r m a l m o t L 

kan n o g en och a n n a n elev k l a r a . M a n d r a r L x , L % och L a 

med hjälp a v den jämnbreda l i n j a l e n och sedan L 4 u t e f t e r 

ena k a n t e n av l i n j a l e n , som lägges så, a t t ena k a n t e n går 
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F i g . 15 c. 

genom A och den a n d r a g e n o m B. N o r m a l e n erhålles genom 

a t t s a m m a n b i n d a skärningspunkten m e l l a n L 3 och _L 4 m e d A. 

För a t t k u n n a d r a en rät l i n j e genom A p a r a l l e l l m e d L 

måste m a n använda sig a v kunskapen o m a t t d iagonalerna 

i en pa ra l l e l l og ram delar v a r a n d r a m i t t i t u , och u p p g i f t e n 

passar kanske därför bättre på e t t senare s t a d i u m . 

F i g . 15 d. 



M a n d r a r L t och L 2 efter l in ja l ens båda k a n t e r o c h f l y t t a r 

l i n j a l en , så a t t ena k a n t e n l igger u t e f t e r L 2 , och d r a r L 3 

utef ter d e n and ra . AB skär L 2 i Q o c h PQ.s förlängning skär 

L 3 i R. AR är p a r a l l e l l m e d L . 

För a rbe te t i m a t e m a t i k e n överhuvudtaget är de t n y t t i g t , 

o m m a n k a n h i n n a m e d a t t r i t a någon u p p g i f t m e d användning 

av skala ( j f r Heds t röms b o k ex . 55 eller 56) . 

O m m a n använder en f r i l u f t sdag för a t t bes tämma något 

avstånd, måste m a n nödvändigtvis utföra en a v b i l d n i n g i 

bestämd skala . I Gävle , där j a g t jänstgjorde på 1930-talet , 

b r u k a d e v i på f r i l u f t sdaga r i september m å n a d m e d 3 5 -o rna 

v a n d r a u t på Sätraåsen utanför s t aden m e n m e d g o d u t s i k t 

över den . Där s takade v i u t en 100 m (eller 50 m ) lång sträcka, 

så a t t t o r n e t av stadens ena k y r k a låg "mit t för" . M e d hjälp 

av e n g r a d s k i v a t o g v i så i basl injens båda ändpunkter reda 

på v i n k e l n m e l l a n bas l in jen och s y n l i n j e n t i l l k y r k t o r n e t , 

som f i g u r e n v isar . 

V i r i t a r en f i g u r i ska lan 1 : 1000 eller 2 : 1000 eller 3 : 1000. 

V i n k l a r n a a och är j u i regel ganska nära 90°, så a t t f i g u r e n 

nedan t . v . snarare svarar m o t v e r k l i g a förhållandet. 

Här passar de t b r a a t t också söka höjden a v e t t träd genom 

a t t bes tämma a, b, l och a. 

F i g . 16 a . 
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D e t b r u k a r v a r a g i v a n d e a t t "låna i h o p " f le ra för t e c k n i n g 

på s v a r t a t a v l a n avsedda passare, l i n j a l e r och g r a d s k i v o r 

o c h låta f le ra elever, en från va r j e r a d , s a m t i d i g t r i t a på t a v l a n . 

D e t är s o m förut sagts y t t e r s t lätt a t t å s tadkomma u p p g i f t e r . 

E n a gången föredrager m a n kanske a t t låta a l l i h o p r i t a 

s a m m a u p p g i f t , så a t t m a n k a n jämföra deras r e su l t a t , a n d r a 

gången lämnas o l i k a uppg i f t e r , och radens övr iga elever får 

se t i l l , a t t a rbe te t utföres r i k t i g t . 

Härv id k a n då i a rbe te t också k o m m a m e d e t t k o n t r o l l ­

m o m e n t , fastän de t vä l k n a p p a s t u p p f a t t a s så från barnens 

sida. D e t b l i r en tävlan och därtill en m y c k e t t r e v l i g tävlan. 

D e n som t y c k e r a t t de t är besvärligt a t t själv författa 

u p p g i f t e r k a n f i n n a sådana i de t l i l l a häfte, som r e k t o r 

J . S. Heds t röm på s in t i d g a v u t och s o m någon t i d användes 

i 2 5 . D e t v a r i n t e alls o v a n l i g t , a t t några elever i klassen 

h a n n m e d a t t behand la s amt l i ga u p p g i f t e r i d e n b o k e n . D å 

måste n a t u r l i g t v i s en h e l d e l u p p g i f t e r lämnas t i l l hemarbe te 

och läraren måste of ta re än v a d n u b l i r f a l l e t t a h e m " r i t - " 

böckerna o c h k o n t r o l l e r a a rbe te t . M a n k a n också få upps lag 

i de p l a n i m e t r i s k a uppg i f t e r , som g i v i t s både i r ea lexamen 

o c h s t u d e n t e x a m e n och då i synnerhe t på l a t i n l i n j e n . D e t t a 

9: 



att låt vara grafiskt redan i klass 6 lösa uppgifter givna i en 
examen måste, tycks det mig, göra arbetet lustbetonat för 
barnen. Det kan därvid också bli tillfälle att tala något om 
ungefärlig (ja, varför inte approximativ) lösning av uppgifter. 
Det är klart att behandling av sådana uppgifter icke nöd­
vändigtvis är begränsad till klass 6. Det kan vara roligt att 
någon gång i följande klasser till omväxling ta med någon 
uppgift av detta slag i skolan eller som hemuppgift. — E n 
sådan behandlingsmetod, där man alltså med passare och 
linjal i en viss skala ritar upp en figur, kan i framtiden vara 
av mycket stor nytta för eleverna som kontroll (t. ex. då en 
planimetrisk uppgift leder till flera fall). 

Mot slutet av denna kurs kan det vara roligt att grafiskt 
lösa några planimetriska uppgifter från den skriftliga pröv­
ningen i real- eller studentexamen. 

E x . 8 från provräkningen i realexamen vt 1951. Två 
vinkelhakar för linearritning, den ena i form av en likbent 
rätvinklig triangel och den andra med vinklarna 30°, 90° 
och 60°, ha lika långa hypotenusor av längden 2 dm. De 
läggas på ett bord, så att hypotenusorna sammanfalla och 
vinkelhakarna vändas åt olika håll. Hur stort är avståndet 
mellan de räta vinklarnas spetsar ? 

t Skala 1:4 

/ i 

/ i 

/ 1 

/ 1 

/ i 

\ 1 

\ ' 
0 Fig . 17 a. 
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Mätning ger, a t t det sökta avståndet AD är 4 • 48 m m = 

= 192 m m . E x a k t uträknad b l i r AD = ^ 6 ~*~ ^ 2 = 1,93 

2 

d m . 

E x . 7 från s t u d e n t e x a m e n på l a t i n l i n j e n v t 1951. I e n 

t r i a n g e l ABC är s idan b == 3 d m , s idan a = 8 d m och 

y = 60°. B i s e k t r i s e n t i l l y och m i t t p u n k t s n o r m a l e n 

(7)J?) t i l l AB skära v a r a n d r a i P. Bes täm avståndet PG\ 

Fig . 17 b . 1 

På t e c k n i n g e n b l i r PC = 63 ,5 m m och alltså i v e r k l i g h e t e n 

63,5 c m . Uträknat m e d tabe l le r b l i r svare t 63,51 c m . 

I r ea l - o c h s t u d e n t e x a m e n k a n en sådan b e h a n d l i n g n a t u r ­

l i g t v i s endast användas som k o n t r o l l o c h får i cke anses s o m 

en god tagbar lösning a v u p p g i f t e n . 

I denna förberedande geome t r i ku r s är e leverna m e r än 

i någon a n n a n de l a v hela m a t e m a t i k k u r s e n i n d i v i d u e l l t 

sysselsatta m e d a t t i s ina häften r i t a , mäta, s k r i v a och räkna 

och läraren m e r än eljest m e d a t t gå r u n t i klassen och hjälpa 

t i l l , där de t behövs . 

1 D som beteckning på AB:s m i t tpunk t är uteglömt i figuren. 
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E K V A T I O N E R O C H E K V A T I O N S S Y S T E M 

E k v a t i o n s l ö s n i n g m e d e l s t a r i t m e t i s k a r e s o n e m a n g 

Någon gång i mara månad i klass 6, kanske i b l a n d t . o. m . 

t id igare , t o rde de t v a r a möjligt a t t sätta i gång m e d e k v a t i o n e r . 

E n l i g t M e t o d i s k a anv i sn inga r bör m a n först börja m e d 

a r i t m e t i s k a resonemang v i d lösningen. D e t gäller j u i d e t t a 

s ammanhang ekva t i one r , där x förekommer endast på e t t 

ställe i e k v a t i o n e n , och denna m e t o d t y c k s m i g närmast v a r a 

berättigad, emedan m a n därvid får tillfälle a t t repe tera 

begreppen s u m m a , s k i l l n a d etc. 

V i k a n tänka oss behand l ingen börja så här. V i s k r i v e r på 

t a v l a n : 

2x + 3 = 7 

och övar en t i d eller kanske snarare en s t u n d m e d a t t sätta 

t e x t t i l l denna l i k h e t : O m e t t v iss t t a l (det är x) m u l t i p l i c e r a s 

med 2 och p r o d u k t e n ökas m e d 3, b l i r s u m m a n 7. V i l k e t 

är t a l e t ? 

R e d a n från början bör m a n s t a r k t u n d e r s t r y k a , a t t x står 

som s y m b o l för e t t o b e k a n t t a l och a t t m a n g i v e t v i s l i k a 

gärna k a n välja någon a n n a n s y m b o l . H u v u d s a k e n är dock , 

a t t m a n från början bestämmer sig för en s y m b o l o c h ve t , 

v a d m a n menar m e d denna: e t t obekan t t a l , den sökta v i k t e n 

osv. 

Lösningen b l i r föl jande: O m en viss p r o d u k t (2x) ökas m e d 

3, b l i r s u m m a n 7. Då måste p r o d u k t e n v a r a 4. 

2x = 4 
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O m e t t v iss t t a l m u l t i p l i c e r a s m e d 2, b l i r p r o d u k t e n 4 . Då 

måste t a l e t v a r a 2. 

O m de t v i sa r sig svårt a t t få e leverna a t t förstå första 

frågan o m p r o d u k t e n , k a n de t i b l a n d hjälpa, o m läraren 

t . ex. lägger handen över t e r m e n 2x och säger: O m m a n ökar 

någonting m e d 3, så får m a n 7. V a d är de t , som ökas m e d 3 ? 

Så vänder v i på de t hela. E n elev får gå f r a m t i l l t a v l a n 

för a t t s k r i v a , och läraren d i k t e r a r . 

Läraren säger: E l e v e n s k r i v e r : 

O m e t t v iss t t a l x 

mul t i p l i c e r a s m e d 3 3# 

och p r o d u k t e n minskas m e d 1, 3# — 1 

3# i 

s k i l l n a d e n d iv ide ras m e d 4 

och k v o t e n ökas m e d 3, 

4 

3x — 1 

4 

så b l i r s u m m a n . . . 

O m v i n u från början har bestämt oss för a t t x ska l l ha 

värdet 7, v a d b l i r värdet av vår s u m m a ? D e flesta av eleverna 

är nog m e d och k a n svara , a t t s u m m a n b l i r 8. 

För säkerhets s k u l l är de t n o g bäst, a t t läraren k o n t r o l l e r a r 

g e n o m a t t peka på och fråga, h u r nvycket 3x b l i r och 3.r — 1, 

3a; — 1 , 3x — 1 . „ 
— 4 — o c h — 4 — + 3. 

D e t är n a t u r l i g t v i s i n t e men ingen , a t t e leven såsom o v a n 

ska l l börja från början var je gång; h a n ska l l endast t i l l f o g a de t 

n y a , alltså framför första radens x s k r i v a en t rea , sedan efter 

d e t t a — 1 o. s. v . 

\ 

V i har n u fått e k v a t i o n e n 4 - 3 = 8. 
4 

O m V . L . (vänstra lede t ) innehåller många förändringar, 

k a n m a n lämpligen o r d n a a rbe te t på följande sätt. D e t första 96 



v i träffar på i u p p g i f t e n , är de t o b e k a n t a t a l e t (x), d e t a n d r a 

en p r o d u k t ('Sx), de t t red je en s k i l l n a d (3x — 1), de t fjärde 

%x i 3^ ± 
en k v o t : och de t femte en s u m m a : 1- 3. 

4 4 
Så s k r i v e r v i u p p d e t t a . 

s u m m a n = 8 

k v o t e n = 5 

res ten = 20 

p r o d u k t e n = 21 

t a l e t — 7 

D e t är k l a r t , a t t så länge de t i övningen ingår m u n t l i g 

framställning, måste he la klassen v a r a m e d o m den . 

M e n sådana uppg i f t e r , som k a n k o m m a t i l l användning, 

kan också författas av eleverna själva. V i k a n j u låta d e m 

a l l ihop i s ina böcker sätta i h o p en u p p g i f t . O m sedan en elev 

läser u p p den t e x t , s o m svarar m o t den e k v a t i o n h a n s k r i v i t , 

k a n en annan få s k r i v a e k v a t i o n e n , och på de t sättet (en 

författare och en sekreterare från va r j e r ad ) k a n v i få 5 

ä 6 u p p g i f t e r på t a v l a n , och så låter v i en t r ed je på va r j e r a d 

lösa u p p g i f t e n e n l i g t ovanstående. S o m förut sagts, bör m a n 

på d e t t a sätt ha möjl ighet a t t ganska sna r t få reda på v i l k a 

elever som h a f t svårt a t t förstå de t grundläggande i fråga o m 

ekva t ioner . 

E n k o r t r e p e t i t i o n : V i väljer e t t t a l , v i l k e t s o m helst , m e n 

i regel håller v i oss t i l l ens i f f r iga t a l , och utför den ena " g o d ­

t y c k l i g a " räkningen efter d e n a n d r a m e d de f y r a e n k l a räkne­

sätten s a m t räknar för va r j e gång u t värdet, så a t t v i lätt 

kan se, v i l k a n y a siffervärden v i bör välja, för a t t v i hela 

t iden ska l l få a rbe ta m e d hela t a l . 

3x - 1 
— — 

3a: — 1 = 20 

3a = 21 

x = 7 
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V i väljer y = 8 och 

2 

— 3 = 1. 

V i ökar Zy, d . v . s. 24, m e d 1, så går de t b r a a t t d i v i d e r a 

m e d 5, och när v i ha r l a g t t i l l 2, lämpar de t s ig a t t efter 

m u l t i p l i k a t i o n m e d t . ex. 4 d i v i d e r a m e d 7. 

D e få gånger, s o m de t k a n b l i tillfälle a t t ge läxa på 

d e t t a område, k a n hemarbe te t b l i a t t författa t . ex. 2 st 

u p p g i f t e r a v o v a n a n g i v n a a r t . E l e v e r n a sku l le då ha a t t : 

1. bes tämma sig för e t t värde på de t sökta t a l e t y, t . ex. 7. 

2. sätta i h o p en e k v a t i o n , t . ex. p̂-g—- + 2 = 6. 

3. s k r i v a t e x t t i l l den : O m e t t v i s s t t a l m u l t i p l i c e r a s m e d 3, 

p r o d u k t e n minskas m e d 1, den erhållna resten d iv ide ras 

m e d 5 och denna k v o t ökas m e d 2, så b l i r s u m m a n 6. 

4 . lösa denna e k v a t i o n såsom o v a n a n g i v i t s . 

5. lämna svar : E k v a t i o n e n s r o t är 7. 

D e t går b r a a t t k o n t r o l l e r a a rbe te t genom a t t låta eleverna 

två och två b y t a böcker och k r i t i s e r a va randras arbete och 

medde la i ak t t age l se r t i l l läraren. 

Lärobokens uppg i f t e r (åtminstone i R . W . F . ) innehåller o f ta 

endast en förändring ( a d d i t i o n , s u b t r a k t i o n , m u l t i p l i k a t i o n 

eller d i v i s i o n ) och k a n därför i sådana f a l l användas som 

huvudräkningsuppgifter. M a n v i n n e r a l l t i d l i t e t i d där igenom, 

a t t m a n s l ipper s k r i v a på t a v l a n . A n d r a uppg i f t e r , t . ex. av 

5 scc 
t y p e n — - = 0 , 6 6 , där m a n även får m e d övning på 

förkortning, k a n lämpligen användas v i d radräkning och t i l l 

h emuppg i f t e r . 
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Ekvationslösning med allmänna metoder 

M e n även o m den nyss behandlade a r i t m e t i s k a m e t o d e n 

för ekvationslösning k a n h a s i t t berätt igande m e d t a n k e på d e n 

övning den ger i svenska (författande a v t e x t ) och i använd­

n i n g av r i k t i g a m a t e m a t i s k a u t t r y c k , måste m a n efter k o r t 

t i d lämna d e n och övergå t i l l allmännare me tode r . 

M e d t a n k e på a t t v i n u endast h a r k o r t t i d t i l l förfogande 

i klass 7, är de t ännu v i k t i g a r e än förut a t t början härmed 

göres i klass 6. 

Härvid behövs de t i nga läroböcker . D e t är så e n k e l t a t t 

författa e n k l a ekva t i one r , a t t va r j e elev h a r möjl ighet t i l l de t . 

M e n v i k a n vä l börja m e d a t t t a l a l i t e o m v a d en e k v a t i o n 

är. D e t är m y c k e t v a n l i g t , a t t elever, som i f lera år a rbe t a t 

m e d ekva t i one r , i n t e v e t , a t t e k v a t i o n på svenska be tyde r 

l i k h e t ( l a t . aequus = l i k a ) . D e t b r u k a r v a r a t r e v l i g t a t t i d e t t a 

s a m m a n h a n g t . ex. påminna o m e/cmtorn (som delar j o r d y t a n 

i två l i k a delar) och o m en ekvilibrist, s o m m e d hjälp av en 

stång söker "fördela t y n g d e n " l i k a på bägge s idor o m l i n a n . 

D e t måste bestämt v a r a så, a t t elevens känslor g e n t e m o t 

uppg i f t e rna ( i d e t t a f a l l e k v a t i o n e r n a ) b l i r he l t andra , o m 

han b l i r v a n a t t själv t i l l v e r k a d e m , än o m de ska l l hämtas 

ur en u p p g i f t s s a m l i n g och h a n var je gång s k a l l se efter i f a c i t , 

o m h a n har fått rätt svar . ( B e t b l i r n o g tillfälle t i l l de t ändå.) 
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V i bestämmer oss alltså för e t t v i s s t värde på x, t . ex . 2. 

O m sedan läraren s k r i v e r : 

Zx — 2 = ox — 

och så frågar klassen efter värdet a v V . L . och första t e r m e n 

i H . L . och därpå för i n r e su l t a t en på t a v l a n ovanför de t 

nyss s k r i v n a så här: 

4 10 

Zx — 2 = 5x — 

b l i r he l t n a t u r l i g t nästa fråga: V a d s k a l l v i n u d r a b o r t från 

5x, för a t t högra lede t ska l l b l i l i k a m e d de t väns t ra? D e t 

b l i r säkert i n t e svårt a t t få svare t 6. 

Så har v i då vår e k v a t i o n : 

Zx — 2 = 5x — 6 

och k a n börja tänka på lösningen. 

Sedan v i t a l a t o m , a t t de t som står t i l l vänster o m l i k h e t s ­

t e ckne t (Zx — 2) ka l las vänstra ledet och tecknas V.L. och 

de t som står t i l l höger o m l i k h e t s t e c k n e t ka l las ekvationens 

liögra led och betecknas II.L., ha r v i a t t ö v a m e d de f y r a 

enk la räknereglerna: 

J ag får öka ekva t ionens båda led m e d s a m m a t a l , 

„ „ m i n s k a ,, „ „ „ 

„ „ m u l t i p l i c e r a 

,, ,, d i v i d e r a „ „ „ „ 

M e n först av a l l t bör v i v isa klassen, a t t dessa förändringar 

är tillåtna. M a n k a n t . ex. s k r i v a : 

5 5. 

D e t förstår v a r och en , och l i k a lätt är de t a t t v isa , a t t o m 

va r j e f e m m a ökas m e d t . ex. 3, får m a n sanningen: 

5 4 - 3 = 5 + 3. 

V i övar lämpligen a t t u t t a l a denna sann ing på g a m m a l t 

100 



och v a n l i g t sätt: O m l i k a s tora ökas m o d l i k a s tora (eller m e d 

samma t a l ) , så b l i r s u m m o r n a l i k a . 

T i l l omväx l ing r i t a r m a n kanske två sträckor a och b, s o m 

är l i k a långa, lägger t i l l l i k a lång sträcka t i l l v a r och en (c) och 

läser sedan a x i o m e t o v a n : O m a är l i k a m e d b och båda ökas 

med c, så b l i r a 4- c = b 4- c. 

P å l i k n a n d e sätt k a n v i behand la de t r e återstående reg le rna 

(ax iomen) . E n l i g t v a d här föreslagits, sku l le dessa övningar 

k o m m a i s lu te t a v klass 6 eller möjl igen i början a v klass 7, 

alltså t i d i g a r e än de k a n k o m m a t i l l användning i geomet r i en , 

v i l k e t even tue l l t k a n v a r a en fördel. 

Så återvänder v i då t i l l vår e k v a t i o n : 

3x — 2 = 5x — 6. 

Genom hyfsning ( r e d u k t i o n a v l i k f o r m i g a t e r m e r ) k a n var je 

e k v a t i o n a v första g raden br ingas a t t an t aga d e t t a utseende. 

I ena ledet måste j u a l l t i d f innas större tillgång på x än 

i de t and ra . H a r den ena x - t e r m e n m i n u s t e c k e n , representerar 

den en b r i s t och har båda m i n u s t e c k e n , är b r i s t e n m i n s t 

(tillgången störst) i t e r m e n m e d m i n s t a s i f fe r ta le t ( m i n s t a 

talvärdet). V i ökar eller m i n s k a r a l l t i d så, a t t v i får x:en 

i l edet m e d den största tillgången ( m i n s t a b r i s t en ) . I vårt 

f a l l s k r i v e r v i u t o r d e n t l i g t u n d e r e k v a t i o n e n : 

J a g m i n s k a r ekva t ionens båda l e d m e d 3x och får 

- 2 = 2x - 6. 

E f t e r s o m de t n u i högra ledet f inns en b r i s t på 6 enheter , 

ökar v i bägge leden m e d 6 och s k r i v e r : 

J ag ökar ekva t ionens bägge l e d m e d 6. 

4 = 2x. 

Nästa förändring är självklar. 

J a g d i v i d e r a r ekva t ionens båda l e d m e d 2: 

2 = x. 

101 



I regel går i n t e a rbe te t sä f o r t framåt, s o m här a n g i v i t s . 

När v i t a l a t o m , a t t m a n har rättighet a t t öka el ler m i n s k a 

bägge leden m e d s a m m a t a l , b r u k a r ba rnen få föreslå t a l , som 

de t y c k e r k a n v a r a lämpliga. Ä v e n o m någon sku l l e föreslå, 

a t t v i i vår e k v a t i o n 

3a; — 2 = 5a; — 6 

skul le öka bägge leden m e d 4, så utför v i d e n räkningen 

3a; 4- 2 = 5a; — 2 

och frågar sedan: K a n m a n säga, a t t e k v a t i o n e n är enklare 

n u än förut ? D e flesta inser, a t t ekva t i onen i n t e har b l i v i t 

enk la re , och så får e leverna k o m m a m e d n y a förslag, t i l l s 

d e t gått u p p för klassen, a t t v i bör öka eller m i n s k a m e d e t t 

t a l , så a t t v i får endast en s i f fe r t e rm i ena ledet och ingen 

i det and ra . 

I många läroböcker (uppgi f t s saml ingar ) f inns de t s tora 

mängder av uppg i f t e r a v t y p e n 

3a; - 2 + 5a; 4- 8 - 7 = lx 4- 15 — 3a; - 4. 

M e n fråga är, h u r u v i d a m a n i n t e slösar m e d den d y r b a r a 

t i d e n , o m m a n låter eleverna lösa en s tor mängd sådana u p p ­

g i f te r . M a n k a n l i k a gärna på e t t t i d i g t s t a d i u m ( a p r i l — m a j 

i klass 6) införa parenteser, så får m a n s a m t i d i g t övning på 

pa r en t e sbo r t t agn ing och t e r m r e d u k t i o n e r . M a n får n a t u r l i g t ­

v is i n t e g l ö m m a övningen i bråkräkning för strävan a t t i 

början få enk la u p p g i f t e r m e d hela t a l . ö v n i n g e n k a n j u fås 

så, a t t m a n i en annars enke l e k v a t i o n använder bråktal 

i stället för hela t a l men l i k a b r a eller bättre är n o g a t t i b l a n d 

låta x v a r a e t t b l a n d a t t a l och a t t a l l t i d i början p röva e k v a ­

t i o n e r n a . D e t är en ständigt å te rkommande erfarenhet , a t t 

e leverna nog k a n lösa en e k v a t i o n , m e n a t t p röva den, och 

då alldeles särskilt, o m r o t e n är e t t bråktal, de t b r u k a r v a r a 

besvärligt, i n t e ba ra därför a t t prövning sällan t y c k s övas 

u t a n också därför a t t n o g bråkräkning of ta överges efter 

klass 6. 
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E k v a t i o n e r m e d p a r e n t e s e r 

Sedan eleverna några gånger i sko lan (radräkning) fått 

t i l l v e r k a , lösa och pröva e k v a t i o n e r a v nyss nämnda t y p och 

i h e m u p p g i f t e r a n t i n g e n räknat u p p g i f t e r a v egen t i l l v e r k n i n g 

eller u r läroboken, börjar v i lösa e k v a t i o n e r m e d parenteser. 

V i sätter x = 5 (skrives på t a v l a n ) och låter sedan fan tas ien 

löpa ungefär h u r s o m hels t m e n får i början tänka på a t t i n t e 

få V . L . m i n d r e än n o l l . 

12 
18 6 21 

3{2x — 4) - 2(8 — x) = l{3x — 12) -

V i låter n a t u r l i g t v i s e leverna själva räkna u t värdet a v 

var je t e r m , och när v i n u alltså i V . L . h a r 12 och i högra 2 1 , 

b l i r frågan, v a d v i s k a l l d r a b o r t i H . L . 

När de t b l i v i t k l a r t , a t t v i i H . L . måste m i n s k a m e d 

9, k a n v i j u fråga, o m de t är nödvändig t a t t s k r i v a 9 el ler 

om v i k a n h i t t a på något anna t . D e t behövs i n t e m y c k e n 

fantas i för a t t f i n n a t . ex. (2x — 1), 3(2 — 2), 3(8 — x), (x -f- 4 ) . 

V i väljer de t a n d r a och får: 

3{2x - 4) - 2(8 - x) = l{3x — 12) — 3(x — 2) . 

T i l l en början är de t n o g k l o k t a t t "ge o r d e r " o m a t t f a k ­

to re rna framför parenteserna m u l t i p l i c e r a s i n i parenteserna 

(se s id . 160 och föl jande) . 

Lösning: J a g m u l t i p l i c e r a r i n f a k t o r e r n a i parenteserna. 

(6x - 12) - (16 - 2x) = (21x - 84) - (3x - 6). 

J a g t a r b o r t parenteserna. 

6x — 12 — 16 + 2x = 2\x — 84 — 3x + 6. 

J a g reducerar l i k f o r m i g a t e r m e r : 

(6x — 12 — 16 + 2x = 2lx — 84 — 3x + 6) 

8x — 28 = 18x — 78. 
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A l l t e f t e r s o m v i t a r m e d t e r m e r n a , s t r y k e r v i unde r d e m . 

J a g m i n s k a r ekva t ionens båda l e d m e d 8a;. 

- 28 = 10a; - 78. 

J a g ökar ekva t ionens båda led m e d 78. 

50 = 10a;. 

J a g d i v i d e r a r ekva t ionens båda led m e d 10. 

x = 5. 

När lösningen är k l a r , suddar v i u t hela lösningen och låter 

endast den g i v n a e k v a t i o n e n och a;-värdet v a r a k v a r . D e t t a 

för a t t hos e leverna inpränta, att prövningen sker i den givna 

ekvationen och i n t e i någon e k v a t i o n , s o m k o m m i t f r a m under 

arbetets gång. V i h a r alltså: 

3(2x — 4) - 2(8 - x) = 7 (3a; - 12) — 3(a; — 2) 

x = 5. 

Prövning : 

V . L . = 3 - 6 - 2 - 3 = 1 8 - 6 = 12 

H . L . = 7 • 3 - 3 • 3 = 21 - 9 = 12, 

Svar: E k v a t i o n e n s r o t är 5. 

D e t möter i nga svårigheter a t t på d e t t a område ö v a m e d 

radräkning. E n elev författar, en löser, en prövar . A l l a , som 

s i t t e r k v a r i bänkarna, k r i t i s e r a r (var je r a d s in represen tan t ) . 

När övningen pågåt t någon t i d m e d hemuppg i f t e r av egen 

t i l l v e r k n i n g eller u r boken , k a n den som f i nne r de t v a r a 

lämpligt övergå t i l l a t t m u l t i p l i c e r a i n f a k t o r e r n a och t a 

b o r t parenteserna s a m t i d i g t , m e n då får m a n n o g först ö v a 

ungefär så här: 

Ekv.: 3(2x — 4) - 2(8 — x) = 7(3a; — 12) — 3(a; — 2) 

Lösning: P lus 3 ggr p lus 2a; är 4- 6x ; p lus 3 ggr m i n u s 4 

är m i n u s 12; m i n u s 2 ggr p lus 8 är m i n u s 16; m i n u s 2 ggr 

m i n u s x är p lus 2a; etc. 
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V i bör också ö v a m e d a t t låta x v a r a e t t decimalbråk, m e n 

som de t säkert är l i t e besvärligare a t t författa sådana 

uppgi f t e r , k a n v i j u t a exempel u r läroboken. 

Ekvationer författade på måfå 

M e n de t k a n också v a r a r o l i g t a t t låta några elever s k r i v a 

u p p ekva t i one r u t a n a t t på förhand bes tämma något värde på x. 

D e t inträffar a l l t i d v i d sådana tillfällen, a t t i något eller 

snarare några f a l l den " lösande" eleven b l i r ställd inför ovän­

tade u p p g i f t e r . 

E n författare—elev s k r i v e r t . ex. identiteten 

2(x 4 - 3) - 3(2a: 4 - 1) = 7 - é(x 4 - 1). 

O m v i n u här utelämnar t e x t e n , h a r v i a t t a v "näste m a n " 

vänta oss: 

2x 4 - 6 — 6a: — 3 == 7 — 4x - 4 

- 4x 4 - 3 = 3 - 4a:. 

Men här b l i r de t n o g s topp , och b l i r de t i n t e här, så t a r de t 

emot nästa gång, va re s ig " sekre te ra ren" s k r i v e r 

— 4.x = — 4a: eller 

4 - 3 = 3. 

V i ha r k o m m i t t i l l e t t sådant ställe i a rbe te t , där a l l a måste 

s i t t a ner och läraren måste t a v i d m e d förklaringar. 

V i söker j u de t värde på x, s o m satisfierar (tillfredsställer 

de f o r d r i n g a r , s o m f inns i ) e k v a t i o n e n . V a d s k a l l v i k u n n a 

svara ? A l l t i d b l i r de t någon i klassen, s o m räcker u p p handen 

och föreslår, a t t x = 0. D e t är lätt a t t p röva , och v i f inner , 

a t t de t s tämmer. Så k o m m e r kanske en a n n a n m e d förslaget, 

a t t x = 1. Prövning v i sa r , a t t de t också duger . Hjälper så 

läraren t i l l m e d 2 och 3, så h a r v i n o g sna r t a l l a i klassen 

med , och v i k o n t r o l l e r a r , a t t v a d m a n än föreslår s o m värde 

på a:, så duger de t . 
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O m m a n så t i t t a r på sista r a d e n a v lösningen, är de t lätt 

a t t förstå, a t t : 

3 a l l t i d är l i k a m e d 3, oberoende a v värdet på x o c h på 

s a m m a sätt a t t 

— 4x == — 4x 

för a l l a möjl iga värden på x. 

M a n ser lätt, a t t de båda leden ef ter h y f s n i n g b lev alldeles 

l i k a , nämligen 3 — 4.x och a t t d e t t a u t t r y c k 3 — 4x från 

början hade s k r i v i t s på två o l i k a sätt. 

E n sådan e k v a t i o n k a n h a k o m m i t f r a m , även o m " k o m ­

p o n i s t e n " från början tänkt sig e t t bes tämt värde ( t . ex . 6) 

på x. V a n l i g e n b l i r h a n förvånad, då k a m r a t e n i n t e får f r a m 

d e t t a värde på x. 

O m d e t t a k o m m i t f r a m på e t t t i d i g t s t a d i u m (början a v 

klass 7), får v i räkna m e d a t t försöka k o m m a igen senare, när 

v i börjat m e d k v a d r a t r e g e l n . 

Ex.: 2(x — l ) 2 = 2x2 — 4x + 2. 

D å är de t lättare a t t k a l l a l i k h e t e n för en f o r m e l , och då 

bö r v i också t a l a o m , a t t l i k h e t e r , som gäller för a l l a möj l iga 

värden på ingående boks tavsbe teckn ingar , ka l l a s för identi­

teter ( i d e n t i t e t s k o r t b r u k a r v a r a b e k a n t ) . U p p g i f t e n avs lu tas 

således lämpligen m e d a t t läraren något uppehåller sig v i d 

och förklarar v a d s o m menas m e d e n i d e n t i t e t . 

V i b ö r gärna v i sa , a t t s l u t e t på vår lösning k a n sk r iva s : 

_ 4x 4- 3 — 3 — 4x 

Ox 4- 3 = 3 

Ox = 0 

e l ler i o r d : O m e t t v iss t t a l m u l t i p l i c e r a s m e d 0, b l i r p r o d u k ­

t e n = 0. V i l k e t är t a l e t ? Ä v e n o m skrivsättet förefaller 

e leverna l i t e o v a n l i g t , k a n v i n o g räkna m e d a t t någon 

i klassen är m e d på n o t e r n a och förstår, a t t x k a n v a r a v i l k e t 

t a l som hels t . 
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Ekvat ioner med roten 0 

U n d e r arbete ts gång får m a n säkert också någon gång en 

e k v a t i o n i s t i l m e d följande: 

3(5x 4 - 1) - 2(x 4 - 3) - 5(x 4 - 2) = x — 13. 

(Tex ten utelämnas här.) 

15» 4 - 3 — 2x — 6 — 5x — 10 = x — 13 

8x — 13 = x — 13 

Ix - 13 = — 13 

De flesta elever b r u k a r nog s tanna här eller v i d nästa steg 

Ix = 0. 

Det är så pass o v a n l i g t m e d r o t e n 0, både när m a n själv 

t i l l v e r k a r u p p g i f t e r och i läroböckerna, a t t de t b r u k a r v e r k a 

som något n y t t för e leverna. 

Ja , här är j u endast a t t kons t a t e r a a t t x — 0 och p röva 

med d e t t a x-värde. 

Ekvat ioner med negativa rötter 

M e d säkerhet k o m m e r v i också a t t av någon elev få en 

e k v a t i o n som följande: 

3(4x 4 - 1) — 2(3 - x) = 4{2x — 5) 4 - 5 

\2x 4 - 3 - 6 4 - 2x = Sx - 20 4 - 5 

14a; — 3 = 8a; — 15 

6a: = — 12 

x = — 2 

När v i ba ra en gång har set t , a t t t a l m e d m i n u s t e c k e n 

också k a n v a r a rötter t i l l ekva t i one r , k a n v i i fortsättningen 

l i te då och då v i d t i l l v e r k n i n g av e k v a t i o n e r bes tämma oss 

för en r o t , s o m är e t t t a l m e d m i n u s t e c k e n . 

D e t är alldeles särskilt n y t t i g t m e d dessa u p p g i f t e r på 
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g r u n d a v d e n " teckenövning" , s o m erhålles v i d prövningen. 

I vårt f a l l får v i v i d prövningen: 

V . L . = 3 ( - 7) - 2 • 5 = — 21 - 10 = — 31 

H . L . = 4 ( - 9) + 5 = — 36 + 5 = - 31 

Svar: E k v a t i o n e n s r o t är — 2. 

Ekvat ioner med bråktal t i l l rot 

När m a n s k r i v e r u p p e k v a t i o n e r "på r a k a r m " , måste de t 

med nödvändighet också k o m m a m e d ekva t i one r , v i l k a s rötter 

b l i r bråktal. 

Ex.: ±{2x — 1) - 7(1 + Sx) = 2{x — 10) 

3 

* = 5 
X = 0 ,6. 

Ex.: 4(2x — 1) — 7(1 + 3x) = 0 

11 
x=~Tz 

1 dessa f a l l är de t prövningen, som ger den v i k t i g a s t e trä­

n ingen , nämligen på räkning m e d allmänna bråk. 

O r i m l i g a ekvationer 

Sku l l e v i d elevernas författarskap i n t e a l l a önskvärda 

e k v a t i o n s f o r m e r k o m m a m e d , måste läraren t räda t i l l och 

författa en u p p g i f t också. I den nyss g i v n a framställningen 

t . ex . saknar v i en e k v a t i o n sådan s o m följande: 

8 - 7(3x - 2) = 19 — 3(5x + 1) — 2(7 + Zx) 

8 — 21x + 14 = 19 — 15x — 3 — 14 — Qx 

22 — 21a; = 2 — 21a;. 

O k a r v i här båda l eden m e d 21a;, får v i : 

22 = 2. 
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Vår fråga b l i r alltså n u : F ö r v i l k a värden på x är 22 = 2 ? 

De t är k l a r t , a t t de t i n t e ex is te rar några sådana värden på x. 

Svaret b l i r alltså, a t t e k v a t i o n e n i n t e h a r någon r o t el ler , 

o m m a n så v i l l , a t t d e n är o r i m l i g . 

D e t k a n v a r a lärorikt a t t s k r i v a fortsättningen på lösningen 

o v a n på d e t t a sätt: 

22 — 21a; = 2 — 21a; 

22 = 2 4- Ox 

20 = Ox. 

O m v i sku l l e följa våra v a n l i g a regler , sku l l e v i här säga: 

J ag d i v i d e r a r ekva t ionens båda l e d m e d 0, och v i får 

22 

- Ö = X -

Här passar de t b r a a t t fråga e leverna, när och i v i l k e t 

s ammanhang de f i c k lära s ig a t t d i v i d e r a m e d 0. V i får 

hoppas, a t t sva re t b l i r , a t t de a l d r i g h a r fått lära sig de t , och 

läraren bö r t i l l f o g a , a t t de t k o m m e r de heller a l d r i g a t t få 

lära s ig. M a n förstår a v ekvationslösningen, a t t de t i n t e f inns 

något värde på x, s o m sat isf ierar e k v a t i o n e n , och därför k a n 

in te hel ler d i v i s i o n m e d 0 utföras. 

Ekvat ioner m e d heltalsnämnare 

D e n övning, s o m v i här strävar efter, nämligen a t t reducera 

l i k f o r m i g a t e r m e r o c h a t t t a b o r t parenteser, d e n får v i även, 

om v i övar m e d e k v a t i o n e r m e d he la t a l t i l l nämnare, o c h 

därför k a n m a n n o g ganska sna r t fortsätta och a rbe ta m e d 

sådana u p p g i f t e r (november i klass 7) . 

V i k a n t . ex . bör ja vår t arbete så här: V i bestämmer oss för 

några e n k l a t a l t i l l nämnare, t . ex . 3, 4 och 6, och väljer 

ta le t 7 t i l l r o t . 

~3 4~ = W 
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I täljarna s k r i v e r v i så g o d t y c k l i g a m e n e n k l a m u l t i p l e r 

a v x, t . ex . : 

2x -f- — Zx 5x 

3 4 = 6 

Så ber v i klassen o m förslag t i l l t a l a t t s k r i v a i tälj aren, så 

a t t värdet a v täljaren b l i r e n j ä m n m u l t i p e l av nämnaren. 

Här b r u k a r de t i n t e v a r a någon svårighet a t t få klassen m e d . 

I första täljaren passar de t b r a m e d 2x 4- 1 . D å b l i r tälj arens 

värde 15 och bråkets 5. I a n d r a täljaren k a n v i t . ex. s k r i v a 

25 — Zx. A n d r a bråkets värde b l i r då 1 och vänstra ledets 

värde 4. I bråket i H . L . k a n v i t . ex. s k r i v a ox — 17, så a t t 

bråkets värde b l i r 3. Nästa fråga b l i r då, v a d v i s k a l l s k r i v a 

i H . L . m e l l a n l i k h e t s t e c k n e t och m i n u s t e c k n e t . O m v i s k r i v e r 

så här: 

5 — 1 3 

2x - f 1 _ 25 — Zx _ _ 5x — 17 
3 4 — 6 

så b l i r de t säkert lätt a t t få sva r på frågan. V i måste s k r i v a 

7 där eller också x, v i l k e t d e r a v i t y c k e r är t r e v l i g a s t . V i väljer 

kanske x och har så fått vår e k v a t i o n : 

2x + 1 25 — 3a: _ 5a: — 17 

3 i ~ x a 

s o m de t gäller a t t lösa. 

V i k a n tänka oss e t t resonemang ungefär så här: 

Läraren: V a d s k a l l v i n u företa oss m e d den här e k v a t i o n e n ? 

S k a l l v i öka bägge l eden m e d någonting, eller s k a l l v i 

m i n s k a , m u l t i p l i c e r a eller d i v i d e r a bägge l eden ? 

Eleven: J a g t y c k e r , a t t v i s k a l l m u l t i p l i c e r a bägge leden m e d 3. 

Läraren: Varför de t då ? 

Eleven: Jo , då k a n m a n förkorta m e d 3. 

Läraren: S k r i v på t a v l a n , h u r d u menar . 



E l e v e n s k r i v e r i b ä s t a f a l l ^ x ^ ~ 
o 

K o m m e r i n t e p a r e n t e s e n m e d , f å r l ä r a r e n i n g r i p a . 

Läraren: M e n m a n k u n d e k a n s k e h i t t a p å n å g o t t a l , s o m ä r 

r o l i g a r e a t t a n v ä n d a . 

En elev: 12 ä r m y c k e t b ä t t r e , f ö r d å k a n m a n f ö r k o r t a i a l l a 

t r e b r å k e n . 

N u ä r d e t n o g b ä s t , a t t l ä r a r e n s j ä l v s k r i v e r : 

1 2 / ? 5 + 1 _ ? L ^ U i 2 ( ^ B a ; - 1 7 

3 4 / \ 6 

V i s e r , a t t n ä r v i m u l t i p l i c e r a r i n f a k t o r e r n a 12 i p a r e n t e ­

s e r n a , s å b l i r varje term m u l t i p l i c e r a d m e d 1 2 , o c h d ä r f ö r s ä g e r 

v i i f o r t s ä t t n i n g e n : J a g m u l t i p l i c e r a r e k v a t i o n e n s alla termer 

m e d 1 2 . 

V a r i f r å n f i c k v i d å t a l e t 12 ? J o , d e t ä r m i n s t a g e m e n s a m m a 

d i v i d e n d e n t i l l n ä m n a r n a i v å r a b r å k , o c h v i v ä n j e r oss s å 

s m å n i n g o m a t t h ä r , p å s a m m a s ä t t s o m v i d a d d i t i o n o c h 

s u b t r a k t i o n a v a l l m ä n n a b r å k , s k r i v a M . G . D . = ( 2 • 2 • 3 i 

v å r t f a l l ) , s å a t t v i h a r d e t f ö r ö g o n e n v i d a r b e t e t . 

V i f å r a l l t s å : 

1 2 ( 2 » + 1 ) 1 2 ( 2 5 - 3 » ) 1 2 ( 5 » - 17) 

v a r a v 

4 ( 2 » + 1 ) - 3 ( 2 5 - 3 » ) = 1 2 » - 2 ( 5 » - 1 7 ) . 

G a n s k a s n a r t k a n e l e v e r n a n o g o c k s å l ä r a s i g a t t s k r i v a 

s i s t a r a d e n utan att f ö r s t s k r i v a d e n f ö r e g å e n d e . E f t e r d e t t a 

a r b e t a r v i p å g a m m a l t k ä n t s ä t t . 

N u b e h a n d l a r v i u p p g i f t e n i e t t s a m m a n h a n g : 

L ö s n i n g : 2 » 4 - 1 2 5 — 3 » 5 » — 17 __ _ = » -

2 » + 1 2 5 — 3 » _ 5 » — 17 

3 2 ^ 2 ~ ~ X 2 • 3 

1 1 1 



M . G . D . = 2 - 2 - 3 . 

J a g m u l t i p l i c e r a r ekva t ionens alla termer m e d M . G . D . 

och får: 

4(2a; + 1) - 3(25 — 3a;) = 12a: — 2(5a; - 17). 

J a g m u l t i p l i c e r a r i n f a k t o r e r n a i parenteserna. 

Sx + 4 — 75 + 9a; = 12x — lOx + 34. 

J ag reducerar l i k f o r m i g a t e r m e r : 

17a; — 71 = 2x + 34. 

J ag m i n s k a r ekva t ionens båda l e d m e d 2x och ökar d e m 

m e d 7 1 : 

15a; = 105. 

J ag d i v i d e r a r ekva t ionens båda led m e d 15. 

x = 7. 

15 4 

Prövning; V . L . — - « — t = 5 — 1 = 4 

H . L = 7 = 7 - 3 = 4 . 
6 

; E k v a t i o n e n s r o t är 7. 

E leverna h a r i regel ingen svårighet a t t t i l l v e r k a uppg i f t e r 

av d e t t a slag både v i d radräkning och t i l l h e m u p p g i f t e r , m e n 

i allmänhet får n o g lärobokens u p p g i f t e r användas härtill. 

Ekvat ioner med bråktal i nämnaren 

M e d alldeles s a m m a m o t i v e r i n g som två gånger förut k a n 

v i ganska sna r t (nov .—dec . i klass 7) gå ännu e t t s teg framåt. 

V i b i l d a r på s a m m a sätt som nyss en e k v a t i o n m e d x = — 2! 

5 — 1 ,5 7 — 3* 

5 (10 — lx) 3 (2 — 9a;) _ 7 (x 4 - 17) 

24 40 ~ 30 

M e n v i löser n u i n t e e k v a t i o n e n i d e t t a s k i c k u t a n förkortar 
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inför klassen var je bråk m e d den f a k t o r , s o m står i täljaren 

framför parentesen. H e l s t bör någon elev utföra förkortningen, 

medan läraren tjänstgör s o m sekreterare. V i får: 

10 — 7 » _ 2 — 9 » _ _ x_ + 17 

U p p g i f t e r av denna a r t , s o m j u är m y c k e t lätta a t t t i l l v e r k a , 

förekommer sparsamt i läroböckerna ( R . W . F . ha r t vå e n k l a 

ex. i b landade u p p g i f t e r ) . 

V i d lösningen k a n v i gå f r a m på två vägar. Antingen säger 

v i : Här har v i t r e bråk. V a d är de t m a n får göra m e d e t t bråk 

utan a t t dess värde förändras ? D e t f o r t s a t t a resonemanget 

ger, a t t bråken i t u r och o r d n i n g bör förlängas m e d 5, 3 och 7, 

d. v . s. m e d nämnarnas nämnare. På de t v i se t k o m m e r v i t i l l 

den e k v a t i o n , s o m v i hade från början, och d e n h a r v i förut 

lärt oss lösa. 

Skul le bråk förekomma i både täljare och nämnare, såsom 

i t . ex.: 

3 i * - 2 3 g i * - 3* 
4 3 2 é : 9 el ler 

2,4 4,5 6 6 

7 11 7 7 

2X ~ T 3* ~ 2 5 » 17 

12 9 6 6 - 9 

5 2 

förlänger v i v a r t och e t t a v de s to ra bråken m e d M . G . D . 

t i l l dess "små nämnare" . Första bråket förlänges alltså m e d 

2 - 2 - 5 och de t andra m e d 2 • 3, och m a n får: 

70» — 55 _ 14» — 21 _ 5 » _ 17 

48 27 ~~ 6 ~~ 54 

Eller också går v i den a n d r a vägen och påminner då först 

eleverna o m a t t bråkstreck är l ikvärdigt m e d d iv i s ions t ecken 

och a t t i vår u p p g i f t 
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3 7 

4 24 
tälj aren 10 — lx ska l l d iv ideras m e d 4 . 8 eller 4 - eller — och 

J 5 5 

a t t de t utföres en l ig t rege ln för d i v i s i o n m e d bråk så, a t t 
5 

(10 — lx) m u l t i p l i c e r a s m e d — På s a m m a sätt förfares m e d 

de återstående bråken. 

Ekvationer med x i nämnaren 

V i d de h i t t i l l s behandlade t y p e r n a a v e k v a t i o n e r har v i 

räknat m e d a t t e leverna själva åtminstone i viss mån skul le 

författa uppg i f t e rna . När v i k o m m e r t i l l e k v a t i o n e r m e d bråk, 

v i l k a s nämnare t . ex. är x — 2 och 2x — 1, b l i r de t f lera saker 

a t t tänka på, och v i k a n därför i n t e gärna ha elever som 

författare. V i bestämmer oss för r o t e n 5 och s k r i v e r : 

2x + 3a; 4 - 3 _ 

x — 2 2x — 1 ~~ 

Tänker v i oss e t t s i f fe r ta l i H . L . , måste d e t t a v a r a sådant, 

a t t a n t e n n e r n a försvinner. O m v i f y l l e r u t vår e k v a t i o n så här: 

2a; 4- a _ %x + 3 _ 

x ~ 2 2x — 1 ~ 

och sätter igång lösningen g e n o m a t t m u l t i p l i c e r a alla t e rmer 

i e k v a t i o n e n m e d M . G . D . t i l l nämnarna, nämligen 

(x — 2)(2x — 1), får v i : 

(2a; 4- a)(2x — 1) - (x - 2)(3a; 4 - 3) = (bx — 2b)(2x - 1) 

4a;2 - 2a: 4- 2ax — a - (3a;2 - 3a; - 6) = 26a;2 - 56a; + 2b 

a:2(4 - 3 — 26) + a;(3 — 2 + 2a 4- 56) = 2b - 6 4- a. 

O m n u a; 2 -termen ska l l försvinna, måste 1 — 26 = 0 eller 

6 = 0 , 5 . 
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3,5 4- 2a 2a 4- 3,5 2a + 3,s' 

Här k a n v i n u sätta i n e t t värde v i l k e t som hels t på a. 

V i f inne r t . ex . : 

a » 
2 - 0 , 4 

- 2,5 5 

— 3 3,2 

— 4 2 

H i t t i l l s har v i b r u k a t räkna u p p g i f t e r av d e t t a slag i klass 7 

(mar s—apr i l ) . H u r de t k a n gå efter den n y a k u r s p l a n e n är 

väl o k l a r t . A t t v i i n t e gärna k a n tänka oss ovanstående 

arbete utfört i klassen och ännu m i n d r e av en elev är väl 

självklart, m e n för den lärare, som v i l l författa s ina p r o v -

räkningsuppgifter själv, ha r de t måhända s i t t intresse. E t t 

sådant arbete k a n j u ge uppg i f t e r för en längre t i d . 

V i v i l l e ha r o t e n 5 och har därför a t t s k r i v a : 

2x — 2 , 5 3 » 

2 » 
0 , 5 

x — 2 

{2x - 2,5)(2x - 1) - (3» 4- 3 ) (» — 2) = 0,s(x - 2)(2x - 1) 

4 » 2 — Ix 4- 2,5 — 3 » 2 4- 3 » 4- 6 = a? — 2^x 4- 1 

7,5 = 1,5» 

X = 
15 • 2 

~2^3 
= 5. 

Å a n d r a s idan k a n v i bes tämma e t t g o d t y c k l i g t värde på x 

och räkna u t mo t sva rande värde på a. 

V i l l v i n u få f r a m ännu m e r övning i vår u p p g i f t , k a n v i 

lämpligen förkorta de t första bråket m e d t . ex. 5 och de t 

andra m e d 3 och som u p p g i f t lämna: 

0,4» — 0,5 » 4 - 1 

0 ,2» — 0,4 2 

3 
» — ~ 

= 0,5. 
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A v s l u t n i n g s v i s k a n även beträffande b e h a n d l i n g av ekva ­

t i o n e r framhållas värdet av a t t e leverna får vänja sig v i d 

a t t i en lösning s k r i v a de o l i k a e k v a t i o n e r n a så, a t t l i k h e t s ­

t ecknen k o m m e r m i t t unde r v a r a n d r a , då d e t t a är möjligt . 

Fö ru tom a t t en sådan lösning b i d r a r t i l l k l a r h e t e n och 

redan , ökar den också elevernas möjlighet a t t k o n t r o l l e r a och 

f i n n a even tue l l a f e l . 

Iakttagelser vid behandling och rättning av 

ekvationer 

I fortsättningen lämnas exempel på några ekva t i one r , 

v i l ka s lösning uppv i sa r vissa de ta l je r av särskilt intresse. 

På första m a t e m a t i k s k r i v n i n g e n i en första r ea l r i ng av 

fyraårigt g y m n a s i u m gavs följande u p p g i f t : 

.1 r 1/ 1 \1 % 6 
2 — J 3 - —x\ 4 - 2 — 

^ 42 3 \ 4 !. 
4 - 2 — 
^ 42 

U p p g i f t e n hade g i v i t s i a v s i k t a t t få ve ta , o m eleverna 

från rea lskolan mindes , a t t m a n före lösandet bör ägna någon 

m i n u t åt a t t t i t t a på e k v a t i o n e n för a t t se, o m där f inns 

något särskilt a t t i a k t t a g a , I d e t t a f a l l gällde a t t först se, a t t 

— och — kunde förkortas t i l l = resp. = och a t t värdet av sista 
42 35 7 1 7 

t e rmen i V . L . är - . 
6 

V i ha r då fått: 

2 3 \ 4 

N u är a t t lägga märke t i l l a t t båda leden lämpligen minskas 

m e d ^ , m e n de flesta e leverna tänkte n o g ungefär så här: 

M . G . D . = 12. Därför m u l t i p l i c e r a r j a g m e d 12. 
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I f lera f a l l hade r e su l t a t e t följande utseende: 

6[24 - 4(36 - 3a?)] + 2 = 12. 

D e t är t y d l i g t , a t t de elever, som arbetade på d e t t a sätt, 

inte hade k l a r t för sig, a t t t e x t e n borde ha v a r i t : 

J ag m u l t i p l i c e r a r ekv:s alla termer m e d 12. I klass 7 får 

eleverna order a t t va r j e gång s k r i v a t e x t och s t r y k a under 

alla m e d t r e s teck och termer m e d två s t reck . 

D e elever de t här v a r fråga o m , hade t y d l i g e n i n t e g j o r t 

k l a r t för s ig , a t t e k v a t i o n e n innehöll endast 3 t e rmer . D e 

måste i has t ighe ten ha m u l t i p l i c e r a t a l l a t a l , som f inns 

i e k v a t i o n e n , m e d 12. 

I fortsättningen medtages endast en f e l a k t i g lösning: 

6 0 _ 5 » _ 4 _ _ 2 4 

24 24 + 24 — 24 

64 — 5x = 24 

40 = 5x 

x = 8. 

Prövning: 

V . L . = 
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H . L . = 1. 

Svar: E k v a t i o n e n s r o t är 8. 

D e t är i n t e u tes lu te t , a t t någon lärare efter denna behand­

l i n g sku l le s k r i v a Nöjakt ig t , då j u r e su l t a t e t t y d l i g e n är 

r i k t i g t . M e n de t är mer än en gång så, a t t det som i första hand 

skall bedömas, är behandlingen, icke resultatet, och där b l i r den 

r i k t i g a bedömningen: 

R ä t t r e su l t a t . I c k e nöjaktigt . 

Som läsaren lätt ser, förekommer v i d övergången från r a d 

2 t i l l r a d 3 o v a n e t t m y c k e t f u l t f e l . E l e v e n h a r a rbe ta t , som 

6 1 
o m — — — stått i n o m parentes och e k v a t i o n e n haf t utseendet : 

M a n frapperas också a v a t t e leven gång på gång s k r i v i t o m 

~ i V . L . och 1 i H . L . u t a n a t t m i n s k a båda leden m e d \ . 
6 o 

E k v a t i o n e n k a n t . o. m . lösas m e d r e n t a r i t m e t i s k t resone­

m a n g : 

x = 8. 
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När man får rätt svar på en uppgift, trots att man gjort fel, 
brukar det finnas två fel, som tar ut varandra. Men här har 
det endast förekommit ett fel. Hur kan nu detta komma sig ? 

Vi har då att undersöka, vilket värde på x som satisfierar 

3\ 4 / 3\ 

Lösning av denna ekvation ger: 

2 = 2(3 - \x) 

1 = 3 — \x 
4 

x = 8. 

Det är alltså inte så underligt, att resultatet blev riktigt, 
trots ett grovt fel. 

Det må tillåtas, att ännu ett par exempel av liknande art 
medtages. På en provräkning i början av ht i klass 8 förekom 
följande: 

En elev skrev: S(2x — 1) — 2{4x — 5) = 7 — 4(a; — 1) 
6x - 1(1) - 8a; + 5(!) = 7 — 4a; + 1(!) 
6a; + 4 — 8a; = 7 — 4a; + 1 
6a; + 4 = 7 + 4a; + 1 
6a; = 3 + 4a; + 1 
2a; = 4 

x = 2. 

Prövning: V.L. = 3- 3 — 2-3 = 9 — 6 = 3 

H.L. = 7 — 4 - 1 = 7 — 4 = 3 . 

Svar: x = 2. 

Man ser lätt, att det i andra raden ovan förekommer tre fel. 
Där borde nämligen ha stått: 
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6 » — 3 — 8 » 4 - 10 = 7 — 4 » 4 - 4 

- 2 » 4 - 7 = 11 - 4 » 

2x = 4 

» = 2. 

Här gäller de t för läraren a t t i cke endast se på svare t 

u t a n även gå i g e n o m va r j e r a d i lösningen. I anna t f a l l måste 

e leven t r o , a t t h a n räknat rätt, och fortsätter på s a m m a sätt, 

och varför skul le h a n i n t e göra de t ? 

I m a j månad gavs i s a m m a klass e k v a t i o n e n : 

(2x - 3 ) 2 - 2(a: 4 - l)(2a? — 1) = 1 5 — 16», 

som av en elev löstes sålunda: 

(2x - 3 ) (2» - 3) - 2(x + L)(2g - 1) = 15 - 16» 

4 » 2
 4 - 9 — 2 » ( ! ) — 2(!) - 4 » 2 — 1(1) = 15 - 16» 

4 » 2
 4 - 6 — 2 » — 4 » 2 = 15 — 16» 

6 - 2 » = 15 - 16» 

— 2 » = 9 — 16» 

» = 2. 

Prövning: V . L . = 1 - 2 • 3 • 3 = 1 - 18 = - 17 

H . L . = 15 - 32 = - 17. 

V i d jämförelse m e d den r i k t i g a lösningen: 

4 » 2 — 12» 4 - 9 — 4 » 2 — 2 » 4 - 2 = 15 - 16» 

11 - 14» = 15 - 16» 

2 » = 4 

» = 2 

f inner m a n . a t t e leven begått 4 eller 5 fe l , och elevens lösning 

bör alltså bedömas m e d " E j nöjakt igt" . 

N u en lösning av u p p g i f t e n i r ea lexamen v t 1936: 

2 » 4 - l , s _ 7 ( » - 0 , 5 ) _ 3 

. 1 a 4 » — 7 4 ' 
1 ^ - 2 
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Här gäller de t återigen a t t icke o m e d e l b a r t söka m i n s t a 

gemensamma d i v i d e n d e n t i l l nämnarna och a t t u t a n v i d a r e 

sätta d e n t i l l 4 ( 1 * a; — 2)(4x — 7). D e n som gör så, får stå 

s i t t kas t . I så f a l l får m a n : 

8 8 
4(*r + l.s)(4x - 7) - 2 8 ( 7 z - 2)(x - 0,5) = 3(4a; - 7 ) ^ - 2 ) 

Q 
(8a: 4- 6)(4a: — 7) — (16a: — 28)(2a: - 1) = (12a: — 2l)(-x — 2). 

E f t e r h y f s n i n g erhålles: 

2

 7 7 9 8 

X -T2X==-V2 

_ 7 7 , 1/5929 ^ 4 7 0 4 
X ~ 2 i ± [/ 24^ 

_ 77 35 
X ~ 24 ± 24 

* = 4 3 

7 
xz — £ 

N u bör m a n a l l t i d , efter de t a t t en e k v a t i o n m e d x i nämna­

ren lösts, se efter, o m någon nämnare b l i r 0 för d e t t a a:-värde. 

E n sådan r o t måste förkastas, då d i v i s i o n m e d 0, såsom elever­

na t i d iga re lärt sig, är omöj l ig . D e n har i d e t t a f a l l k o m m i t 

med på g r u n d a v en olämplig ope ra t i on . 

7 
I vårt f a l l b l i r båda nämnarna 0 för x — -, och denna r o t 

4 
4 - 8 

har k o m m i t m e d därför, a t t m a n t i l l M . G . D . t a g i t — — (4a; — 7 ) 2 

i stället för 4(4a: — 7) och på så sätt fått (4a: — 7) som f a k t o r 

i a l la ekva t ionens t e rmer . 
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Ser m a n däremot några ögonbl ick på e k v a t i o n e n , så f inne r 

m a n , a t t första bråket t i l l a t t börja m e d lämpligen förlänges 

m e d 7. 

7 < f + , y - 7 < * - ° ? _ | M.G.D. = 4 ( 4 , - 7) . 
8a; — 14 4a; — 7 4 v ' 

14(2a; 4 - 1 , 5 ) - 28(a; - 0,s) = 3(4a; - 7) 

21 4 - 14 = 12a; - 21 

56 = 12a; 

14 .2 

T " 5 3 * I ' 

Ä n n u e t t ex. av l i k n a n d e a r t : 

1 _ 1 

x äTf~2 _ 4 

1 1 _ x 

12 + 3a; 4 - 6 

Första bråket förlänges m e d 12a;(a; + 2) : 

I2(x + 2) — 12a; 4• — x 
, v i l k e t hyfsas t i l l 

x(x 4 - 2) 4 - 4a; X J 

24 _ 4 — x 

x(x + 6) x 

E l e v e n tänkte s ig n u i n t e för. H a n m u l t i p l i c e r a d e korsv i s , 

som m a n i b l a n d säger, och f i c k : 

24a; = a;(4 — x)(x 4 - 6 ) 

24a; = 24a; + 4a;2 — 6a;2 — a;3 

x3
 4 - 2a;2 = 0 

x2(x + 2) = 0, v i l k e t ger: 

x = Q\ x = 0\ x= — 2. 

x = 0 gör två nämnare och x = — 2 likaså två nämnare 

i den g i v n a e k v a t i o n e n l i k a m e d 0. D e n har alltså i n g e n r o t . 
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I n n a n v i lämnar e k v a t i o n e r n a , s k a l l v i d i s k u t e r a prövningen 

t i l l en enke l u p p g i f t . 

* + ^ = 1 - ^ ± A ; M . G . D . = 3 . 7 „ + 7 ) . 
3a; + 21 ' x 4- 7 lx + 49 

35a: + 21(9 - 2x) = 21 (a; + 7) — 3(3a: + 5) 

35a: + 189 — 42a: = 21a; 4 - 147 — 9a; — 15 

189 — 7a; = 12a; 4 - 132 

57 = 19a; 

x = 3. 

D e t är m y c k e t v a n l i g t , a t t prövningen t i l l en sådan u p p g i f t 

ta r sig u t så här: 

^ = i + T Ö = I + l H + 3 = 8 

H X . = l - ^ = l - i

2

0 = 1 0 - 2 = 8, 

d ä r ! + l b U r 5 + 3 i s t . f o r A + 1 i = ^ 

2 10 2 8 
och 1 — — b l i r 10 — 2 i st. för — — — = y ^ , en prövning, 

som således innehåller e t t a l l v a r l i g t f e l . 

Ekvat ionssys tem 

D e ekva t ionssys t em, s o m b l i r föremål för b e h a n d l i n g på 

realskolestadiet , löses n o g så g o t t som a l l t i d m e d add i t i ons -

metoden. E f t e r h y f s n i n g får m a n a l l t i d e t t sys tem av följande 

typ: 

lx — 2y = 11 

5a; + 3y = 30 

O f t a förekommer de t , a t t m a n får se lösningen utförd 

på ungefär följande sätt: 
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21a; — Qy = 3 3 1 

10a; 4- Qy = 60 

N u är de t j u tyvärr så, a t t överstrykningar är m y c k e t 

o m t y c k t a ( b l . a. förkortningar i p y r a m i d f o r m ) , m e n i d e t t a 

f a l l ha r m a n begåt t en d i r e k t f e l a k t i g h e t . O m m a n v i d för­

k o r t n i n g s t r y k e r över e t t t a l , så s k r i v e r m a n j u något anna t 

i stället, m e n de t b l i r de t i n t e fråga o m här. M a n har he l t 

enke l t ändrat sys temet t i l l en o r i m l i g h e t . 

N e j , överstrykningar är i regel onödiga och olämpliga. 

Lå t oss i stället s k r i v a : 

21a; — Qy = 33 får ange de f a k t o r e r , v a r m e d resp. ekva -

(10a; 4- Qy = 60 t i o n ska l l m u l t i p l i c e r a s l e d för l e d . 

N u använder v i a x i o m e t : O m l i k a s to ra ( V . L . och H . L . 

i översta e k v a t i o n e n ) ökas m e d l i k a s tora ( V . L . och H . L . i 

u n d r e e k v a t i o n e n ) , så b l i r s u m m o r n a l i k a , el ler: O m de t 

första (21a; — Qy) är l i k a m e d de t andra (33) och de t t red je 

(10a; 4- Qy) är l i k a m e d de t fjärde (60), så är de t första plus 

de t t red je l i k a m e d de t a n d r a p lus de t fjärde eller 

D e t behövs i n t e m y c k e n övning för a t t m a n ska l l s a m t i d i g t 

k u n n a utföra både m u l t i p l i k a t i o n och a d d i t i o n så här: 

1 Läsaren får här tänka, a t t var och en av de båda termerna 6y 

är överstruken med ett snett streck (eller helst själv s k r i v a dit det). 

! 
[21a; = 33 

110a; = 60. 

Ix — 2y = 11 3 

5a; 4- Sy = 30 2 , där s i f f rorna m e l l a n de v e r t i k a l a s t recken 

31a; = 93; x = 3. 
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I regel sätter m a n n a t u r l i g t v i s i n x = 3 t . ex. i den undre 

ekva t ionen och löser u t y u r 15 4- Zy = 30, v a r a v y = 5. 

M a n k a n j u också börja m e d a t t e l i m i n e r a (skaffa b o r t ) x. 

Lösningen ser då u t på föl jande sätt: 

fix - 2 y = l l — 5 

[ox + 3y = 30 + 7 

Zly = 210 — 55 = 155 

y = 5. 

A t t den övre ekva t ionens båda l ed bör m u l t i p l i c e r a s m e d 5 

och d e n undre m e d 7 är självklart. V i måste ha m i n u s t e c k e n 

i ena fa l l e t . V i sätter de t framför 5, därför a t t v i n a t u r l i g t v i s 

v i l l h a p lus t ecken framför y - t e r m e r n a . 

1 regel är de t e m e l l e r t i d så, a t t de t är m i n d r e lämpligt , för 

a t t i n t e säga olämpligt , a t t u t a n v i d a r e endast t a l a o m för 

eleverna, h u r e t t n y t t s lag a v u p p g i f t e r s k a l l behandlas, 

i föreliggande f a l l sku l le m a n j u m e d viss framgång k u n n a 

tala o m ungefär det , som sagts härovan, och så sätta e leverna 

t i l l a t t räkna. M e n säkert v i n n e r v i på a t t resonera m e d d e m 

en s t u n d o m v a d e t t ekva t ions sys t em är och v a d m a n strävar 

efter, t . ex . så här: 

Läraren s k r i v e r på t a v l a n : 

lx — 2y = 11 

och frågar, v a d m a n s k a l l k a l l a d e t t a för. Så småningom bör 

det k o m m a f r a m , a t t m a n bö r k a l l a det , som s k r i v i t s , för en 

ekvation, dvs . e t t s a m b a n d m e l l a n vissa o b e k a n t a s torhe te r 

och b e k a n t a s torheter , s o m här är s i f f e r t a l . Föru t har de t 

emel le r t id endast f u n n i t s en o b e k a n t s to rhe t i våra ekva t i one r , 

och de t ha r gällt a t t f i n n a de t värde (eller de värden) , som 

satisfierar e k v a t i o n e n , dvs . tillfredsställer de f o r d r i n g a r , s o m 

sambandet ställer på den obekan ta s to rhe ten . Här är de t h e l t 

ol ika. V a d ska l l v i göra här ? K a n v i lösa e k v a t i o n e n ? 

Så småt t bö r v i k o m m a t i l l a t t m a n k a n ge x e t t g o d t y c k l i g t 
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värde och räkna u t de t mo t sva rande värdet på y och tvär tom. 

Sådana s torheter , som k a n an taga o l i k a värden, b r u k a r v i 

k a l l a för variabler. D e t är t y d l i g t , a t t o m m a n ger x o l i k a 

värden, så får också y o l i k a värden, o c h i så f a l l k a l l a r v i x för 

den oberoende v a r i a b e l n och y för d e n beroende. D e t är k l a r t , 

a t t v i också k a n göra tvär tom. 

T i l l s l u t bör v i v a r a överens m e d klassen, a t t m a n k a n 

f i n n a h u r många samhörande värdepar på x och y s o m hels t 

el ler , o m v i så v i l l , h u r många lösningssystem som hels t t i l l 

vår e k v a t i o n . 

V i låter en saml ing elever v i d t a v l a n söka sådana sam­

hörande värdepar: 

x = 5 ger jx = 5 ] jx = 1 I jx = 3 jx = 1 

35 - % = 11 [y = 12 \\y = — 2 \ \y = 5 \y = 19 

2y = 24 

*/ = 12 

Så lägger v i t i l l vår a n d r a e k v a t i o n : 

5x + Sy = 30. 

O m denna e k v a t i o n gäller alldeles de t s amma , som v i förut 

sagt o m e k v a t i o n e n lx — 2y = 11 . V i k a n låta några a n d r a 

elever söka några lösningssystem, och då får v i kanske : 

jx = 0 jx = 3 jx = 6 jx = 4,8 jx = — 3 

{y = 10 \y = 5 hy = 0 [y =••- 2 \y = 15. 

V a d k a n då v a r a men ingen , o m v i förenar de båda ekva ­

t i o n e r n a m e d en klämmer ? 

lx — 2y = 11 

5x + 3?/ = 30. 

J o , v i måste söka e t t (eller f lera) lösningssystem, som sam­

t i d i g t sat isf ierar båda e k v a t i o n e r n a . I vår t f a l l f inns de t 

endast e t t sådant sys t em. 
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E t t ekva t ions sys t em (av första g raden) l i a r ett lösnings­

system, som i vårt f a l l är: 

\x = 3 

\y = 5. 

D e t är lätt a t t t i l l v e r k a u p p g i f t e r a v den enk la t y p e n 

ovan . M a n k a n gärna, o m m a n anser sig ha t i d a t t ö v a 

radräkning, från början bes tämma sig för lösningssystem 

med n e g a t i v a t a l och b landade t a l . 

Graf i sk framställning 

Ännu bättre föreställning o m innebörden av e t t ekva t ions ­

system får m a n m e d hjälp av graf i sk framställning. 

V i k a n t . ex. sätta i gång på följande sätt. Läraren r i t a r på 

en r u t a d de l av t a v l a n två m o t v a r a n d r a vinkelräta l i n j e r : 

N 

s 

F i g . 18. 
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Skul le i n t e t a v l a n v a r a försedd m e d r u t a d de l , k a n m a n 

m e d hjälp a v en l i n j a l (den b r u k a r v a r a 6 c m bred) r i t a vågräta 

och lodräta l in j e r , så a t t l injeavståndet b l i r l i k a m e d l in ja lens 

b r e d d . 

D e g r o v a l i n j e r n a k a l l a r v i för a x l a r o c h tänker oss, a t t 

hela r u t s y s t e m e t är målat på en skolgård m e d a x l a r n a i 

norr—söder och öster—väster och m e d 1 meters l injeavstånd. 

N u tänker v i oss, a t t en person ska l l ställa sig 2 m från 

N — S - a x e l n och 3 m från Ö — V - a x e l n , o c h ber e n elev r i t a 

u t , v a r personen i så f a l l s k a l l ställa s ig. 

E l e v e n funde ra r o c h säger t r o l i g e n sedan, a t t de t k a n m a n 

i n t e v e t a . D e t f inns 4 p u n k t e r a t t välja på. 

V i måste alltså närmare precisera vår u p p g i f t , t . ex. 0 2 , 

N 3 , d . v . s. t vå meter öster o m n o r d — s y d - l i n j e n och 3 m 

n o r r o m öst—vä,st-linjen. I så f a l l är p u n k t e n f u l l t bestämd. 

E f t e r en s tunds övning a t t på d e t t a sätt märka u t p u n k t e r 

får v i göra följande k l a r t för klassen. Första u p p g i f t e n anger 

avståndet i vågrät l e d från m i t t l i n j e n , och den a n d r a uppg i f ­

t e n , som o f t a skil jes från den första m e d e t t s emiko lon eller 

e t t snedstreck, anger avstånd i lodrät t l e d från den vågräta 

m i t t a x e l n . M e n de t räcker i n t e a t t endast ange avståndet; 

m a n måste också ve t a , å t v i l k e t håll från a x e l n avståndet 

ska l l mätas av , o m de t ska l l v a r a åt öster eller väster i första 

u p p g i f t e n o c h n o r r e l ler söder i d e n and ra . N u är d e t så, 

a t t v i i m a t e m a t i k e n b r u k a r ersätta Ö och N m e d 4- s a m t 

V och S m e d — (minus tecken) . I regel kal las den vågräta 

a x e l n a>axel och den lodräta y - a x e l n . B e t e c k n i n g e n (2; 3) 

eller 2/3 anger en p u n k t , s o m l igger på p luss idan (öster, t i l l 

höger) o m den lodräta (2 /-)axeln på e t t avstånd av 2 längd­

enheter och på p luss idan o m (nor r o m , över) den vågräta 

(x- )axe ln . ( — 1 ; — 4) be t eckna r en p u n k t , som l igger på 

minuss idan (väster, t i l l vänster) o m y - a x e l n en längdenhet 

från 2/-axeln och på minuss idan o m (söder o m , unde r ) ar-axeln 

och 4 längdenheter därifrån. 

D e t a l , i s is ta u p p g i f t e n — l och — 4 , som användes för 

a t t ange p u n k t e n s läge, består alltså dels av e t t t ecken , som 

anger, på v i l k e n s ida o m y- resp. x -axe ln p u n k t e n l igger, dels 

en måttsuppgift ( e t t talvärde), s o m anger, h u r långt ifrån 

axeln (räknat efter en n o r m a l och u t t r y c k t i längdenheter) 

p u n k t e n l igger . Sädana t a l , som h a r både t ecken och talvärde, 

kal las algebraiska tal, o c h o m de användes på d e t t a sät t för 

a t t ange en p u n k t s läge i e t t k o o r d i n a t s y s t e m , ka l las de 

koordinater. I vår sista u p p g i f t är — 1 p u n k t e n s x - k o o r d i n a t 

och — 4 dess ^ / -koordinat . M a n bör i n t e hel ler försumma a t t 

påpeka betydelsen av o r d e t koordinera = samordna . G e n o m 

a t t s amordna t v å a lgebraiska t a l k a n m a n bes tämma en p u n k t s 

läge i p l ane t . 

Återgår v i n u t i l l vår t ekva t i ons sys t em 

f Ix — 2y = 11 

[5x + 3y = 30 

och börjar m e d e k v a t i o n e n Ix — 2y = 11 , b l i r vår närmaste 

uppg i f t a t t m e d hjälp a v de t nyss införda k o o r d i n a t s y s t e m e t 

graf iskt framställa denna e k v a t i o n . På alldeles s a m m a sätt 

som förut skaffar v i oss e t t a n t a l samhörande värdepar på 

x och y, som sat isf ierar e k v a t i o n e n , t . ex. : 

\x = 5 (x = 1 Jx = 3 | x = 7 jx —-- 2 ix = 0 

\y=\2 \y = - 2 \y = 5 \y = 19 [y = 1 , 5 \y = - 5 , 5 

N u räknar v i m e d a t t x- och ^/-värdena är k o o r d i n a t e r och 

sätter u t dessa p u n k t e r i e t t k o o r d i n a t s y s t e m ( f ig . 19). V i ser 

lätt, a t t p u n k t e r n a bef inner s ig på en rät l i n j e , o c h då l igger 

det nära t i l l hands a t t a l l a de lösningssystem, som m a n k a n 

finna t i l l ek v . Ix — 2y = 1 1 , representerar de samhörande 

koord ina te rna t i l l p u n k t e r på denna räta l i n j e L l och tvä r tom 

att L x är sammanfattningen av (geometriska orten för) alla 
de punkter, vilkas koordinater satisfierar ekvationen. 

Det är lätt a t t låta en g r u p p elever dels ur e k v a t i o n e n räkna 
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u t f l e ra lösningssystem o c h k o n t r o l l e r a , a t t de n y a p u n k t e r n a 

l igger på l i n j e n , dels läsa av k o o r d i n a t e r n a för några p u n k t e r 

på l i n j e n och k o n t r o l l e r a , a t t k o o r d i n a t e r n a sat isf ierar l in jens 

e k v a t i o n . 

Representerar v i på s a m m a sätt den a n d r a e k v a t i o n e n 

5x - j - 3y = 30, får v i en a n n a n rät l i n j e L 2 . 

D å har v i : L x är geome t r i ska o r t e n för a l la de p u n k t e r , 

v i l k a s k o o r d i n a t e r sat isf ierar e k v a t i o n e n lx — 2y = 11 , och L 2 

är geomet r i ska o r t e n för a l l a de p u n k t e r , v i l k a s k o o r d i n a t e r 

satisfierar e k v a t i o n e n 5x 4- 3y = 30. 

Då måste (lx — 2y = 11 

v a r a s a m m a n f a t t n i n g e n a v a l l a de p u n k t e r , v i l k a s k o o r d i n a t e r 

satisfierar båda e k v a t i o n e r n a . D e elever, som e v e n t u e l l t i n t e 

begrep de t t i d i g a r e resonemanget för lösande av ekva t ions ­

sys tem, bör n u b e t y d l i g t lättare k u n n a förstå, a t t denna 

" s a m m a n f a t t n i n g " i n t e k a n v a r a något a n n a t än l in jernas 

skärningspunkt. E k v a t i o n s s y s t e m e t har alltså e t t enda lös­

n ingssys tem, nämligen skärningspunktens k o o r d i n a t e r . 

När m a n i fortsättningen g ra f i sk t löser ekva t ionssys t em 

( m e d två obekan ta ) , använder m a n n a t u r l i g t v i s för u p p r i t n i n g 

av en rät l i n j e endast två p u n k t e r . 

L t : lx — 2y = 11 . L 2 : 5x + 3y = 30. 

x y 

— 5 , 5 

—2 

1 ,5 

X V 
15 

10 

5 

O 

0 
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I 

5 

5 
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L2 

— 3 

0 

3 

0 

9 

7 
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A F F Ä R S P R O B L E M 

D e t t a är e t t jämförelsevis n y t t slag a v p r o b l e m . Förut , då 

v i endast t a lade o m inköpssumma, v i n s t och försäljnings­

s u m m a , va r de t in te möjl igt a t t ge eleverna någon tillnärmelse­

vis r i k t i g u p p f a t t n i n g o m de v e r k l i g a förhållanden, s o m råder 

i affärslivet. Möjligheten härtill h a r i hög g r a d ökats genom 

det n y a , som k o m m i t t i l l de senaste åren. D e t t a medför 

också den fördelen, a t t m a n lättare k a n va r i e ra uppg i f t e rna . 

Första gången behandlas sådana u p p g i f t e r i s a m b a n d m e d 

procenträkningen i klass 6, m e n sedermera, då även r a b a t t e n 

k o m m i t m e d och e k v a t i o n e r införts, k a n de t n o g v a r a lämpligt 

m e d en r e p e t i t i o n eller f lera , o m t i d e n tillåter, kanske både 

i klasserna (7) , 8 och 9, t . ex. någonting i d e n här s t i l en . 

V i tänker oss, a t t v i är kaf fehandlare och köper e t t större 

p a r t i kaffe från Bras i l i en , ( N y t t i g t , a t t dagen förut i geografien 

repetera odl ingspla tser och u t skeppn ingshamnar . ) Då får v i 

från ranchägaren, som v i tänker oss s a m t i d i g t v a r a affärsman, 

en f a k t u r a , där de t står, hu r m y c k e t h a n ska l l ha för kaffe t 

f r i t t o m b o r d på e n ångare i t . ex. Sao Paulos h a m n . D e t t a 

är fakturapriset. Sedan får e leverna k o m m a m e d förslag t i l l 

u t g i f t e r , som köpmannen måste vidkännas, i n n a n ka f f e t 

k o m m e r i n i hans lager , t . ex. i S t o c k h o l m . D e t är i n g e n s o m 

hels t svårighet a t t sätta fantas ien i gång. D e t b l i r k o s t n a d 

för t r a n s p o r t e n t i l l Göteborg och sedan per tåg eller b i l t i l l 

S t o c k h o l m , u t g i f t e r för omla s tn inga r och ev. l a g r i n g i t u l l h u s , 

försäkringar under a l l a t r anspor t e r och t u l l . A l l a dessa u tg i f t e r , 

som är förenade m e d inköpet, ka l las inköpskostnader. 

Så fastslår v i , a t t a l la kos tnaderna , i n n a n varan k o m m e r 
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in i l agre t , nämligen f a k t u r a p r i s e t och inköpskostnaderna, 

t i l l sammans utgör inköpssumman. 

När v i s. a. s. ha r fått ka f fe t i n i lagret , b l i r d e t fråga o m 

nya u t g i f t e r . E l e v e r n a får k o m m a m e d s ina förslag, och sna r t 

har v i en he l s a m l i n g : h y r a för l ager loka len , lön åt magasins­

skötare, som s k a l l se t i l l , a t t i n t e ka f f e t fördärvas m . m . , lön 

åt försäljare, både kr ingresande och sådana, som sköter 

minutförsäljningen, h y r a för affär och försäkringar. 

För a t t k u n n a täcka a l l a dessa u t g i f t e r och för a t t själv få 

något a t t l eva på måste affärsmannen bes tämma försäljnings­

priset (bruttoförsäljningspriset) t i l l m y c k e t större be lopp än 

inköpspriset; h a n måste för a t t få försäljningspriset öka 

inköpspriset m e d e t t v i s s t be lopp, som v i k a l l a r pålägg. 

U n d e r hela d e t t a resonemang a rbe ta r v i på en t e c k n i n g 

(en g ra f i sk framställning över a l la dessa u t g i f t e r ) , och t i l l s l u t 

får d e n ungefär d e t t a utseende: 

Rabatt. 

1500 kr 

— 4.0/ 
— * /o 

t% av 

60 k r 

Pålägg = 

= 500 k r 
V i n s t = 240 k r 

Bruttoför-
Försälj ningskost-

nader = 200 kr 
Netto (försäljnings) -

pr i s — 1440 k r 
= 1500 kr 

D i r e k t a inköps -

kostn. = 100 k r 

Inköps­

pris = 

= 1000 k r 
F a k t u r a p r i s 

= 900 k r 

Samt l iga utgifter 

för varans inköp 

och försäljning = 

= 1200 kr 

D e t är k l a r t , a t t v a r j e lärare k a n ha s i n egen åsikt o m h u r 
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detta diagram bör utformas. Så finns i Elementas marshäfte 
för 1950 ett schema av adjunkt Sven Forsman. Jag föredrar 
det nedanstående, som nog är lättare att åstadkomma på 
en provräkning och där vederbörliga summor skrives in på 
sina platser. 

Med detta "diagram" på tavlan har läraren rika möjlig­
heter att öva klassen på de olika begreppen. Det borde gå bra 
att så småningom sudda ut texten och endast låta siffervärdena 
stå kvar. Några exempel på frågor: Hur många procent 
utgör vinsten av 

a) bruttopriset? 
b) samtliga handelsmannens utgifter ? 

c) inköpspriset ? 

Hur många procent utgör försäljningskostnaderna av sam­
ma storheter som förut ? o. s. v. 

Här har vi också ett bra tillfälle att öva på begreppet 
förhållande. Om vi t. ex. frågar: Hur förhåller sig vinsten till 
övriga förekommande storheter ?, blir svaren följande: 

Vinsten förhåller sig till faktura priset som 240:900 

>> >> direkta inköpskostnader , 240:100 

>> ,, ,, ,, inköpspriset , , 240:1000 

»> ,, ,, försäljningskostnaderna , 240:200 

>» 53 ,, ,, rabatten , , 240:60 

> J ,, ,, ,, nettopriset , , 240:1440 

>> ,, „ ,, bruttopriset , , 240:1500 

» „ „ pålägget , 240:500 

i) ,, ,, samtliga utgifter , , 240:1200 

Om man byter ut ordet vinst mot något av de andra 
förekommande uttrycken, kan vi tydligen få 90 sådana 
möjligheter. Att man sedan genom lämplig förkortning kan 
få en direkt övergång till hundradelar, dvs. procent, bör 
givetvis även utnyttjas. 
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Självklart är väl , a t t de t he la är värdelöst , o m i n t e e leverna 

verkligen lär s ig a t t r i t a och redogöra för d i a g r a m m e t . 

Låt oss n u också t i l l v e r k a några u p p g i f t e r på området och 

därvid utgå från följande d i a g r a m : 

= 200 kr 

Inköps­

pris = 

= 800 kr 

Rabatt , = 20 kr 

V i n s t = 140 kr 

Försälj ningkost -

nåder = 40 kr 

D i r e k t a inköps­

kostnader = 40 k r 

F a k t u r a p r i s = 

= 760 ler 

\ Nettopris = 980 kr 

B r u t t o (försäljnings)-

pris = 1000 kr 

Samtl iga utgifter 

för varans inköp 

och försäljning — 

= 840 kr 

V i börjar m e d en enke l u p p g i f t för klass 6 t . ex . : 

E n varas f a k t u r a p r i s är 760 k r . F ö r t u l l , f r a k t och embal lage 

måste affärsmannen be ta la 40 k r . Sedan lägger h a n på 25 % 

av inköpspriset. O m h a n i försäljningsutgifter be ta l a r 5 % a v 

inköpspriset, h u r s tor b l i r hans v i n s t ? ( V i u tes lu te r r a b a t t e n , 

som kanske i n t e behandla t s v i d den t i d e n , och får v i n s t e n 

t i l l 160 ki- . ) 

L i t e längre f r a m t a r v i m e d r a b a t t e n g e n o m a t t t . ex. 

ändra sista men ingen : O m h a n i försäljningskostnader måste 

betala 5 % av inköpspriset och så lämnar 2 % r a b a t t , h u r 

stor b l i r då hans förtjänst ? 

Senare, kanske i början av klass 7, k a n v i n o g ändra 

meningen så här: O m hans o m k o s t n a d e r i s a m b a n d m e d 

135 



försäljningen uppgår t i l l 5 % a v inköpspriset, v i n n e r han 

i a l la f a l l 140 k r (130 k r ) , även o m h a n lämnar k u n d e n r a b a t t . 

H u r många procents r a b a t t lämnade han? (2 % resp. 3 % . ) 

I s l u t e t a v klass 8 eller början av klass 9 k a n v i gå l i t e 

längre, t . ex. så här: I d i r e k t a inköpskostnader för en v a r a , 

vars f a k t u r a p r i s är 760 k r , får en affärsman be ta la 5 % a v 

inköpspriset. O m h a n lämnar 2 % (3 % ) r a b a t t och i försälj-

m n g s o m k o s t n a d e r måste be ta la 40 k r , förtjänar h a n ändå 

140 (130) k r . H u r många procent av inköpspriset u t g j o r d e 

pålägget ? 

R a b a t t 

V i n s t = 

= 140 kr 

Försäljnings-

kosta. - 40 kr 

F a k t u r a -

priset = 

= 760 k r 

Inköpspris 

= 800 kr 

Här måste v i först räkna u t i n ­

köpspriset. O m v i be tecknar d e t t a 

m e d x k r , får v i först: 

X — 0,053! = 760 

0 ,953 = 760 

x = 800. 

O m v i an ta r , a t t påläggspro­

centen är y, b l i r pålägget Sy k r och 

r a b a t t e n 0 , 0 2 (800 + Sy) k r , och 

v i får e k v a t i o n e n : 

0 , 0 2 ( 8 0 0 + Sy) 4- 140 + 40 = Sy 

16 4- 0,16?/ 4- 180 = Sy 

7,84?/ = 196 

y = 25. 

O m v i ändrar första men ingen så: I d i r e k t a inköpskostnader 

för en v a r a , va r s f a k t u r a p r i s är 760 k r , får en affärsman 

be ta la 40 k r . . ., k a n v i nog ge u p p g i f t e n i klass 7 eller början 

a v klass 8. D å får v i omede lba r t den sista e k v a t i o n e n o v a n ! 

Ä n n u en v a r i a t i o n för d e t t a s t a d i u m må anföras: 

F ö r en v a r a , va r s f a k t u r a p r i s är 760 k r , uppgår de d i r e k t a 

inköpskostnaderna t i l l 5 % av inköpspriset. O m handels­

mannens pålägg utgör 25 % av inköpspriset och h a n i u t g i f t e r 
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för försäljningen får b e t a l a 40 k r s a m t d e s s u t o m lämnar 2 % 

(3 % ) r a b a t t , h u r m å n g a p r o c e n t s v i n s t får h a n , o m m a n 

räknar v i n s t e n i p r o c e n t a v a ) b r u t t o p r i s e t ? 

E n a n n a n gång begär m a n v i n s t e n i p r o c e n t a v b ) n e t t o ­

pr i se t e l l e r c ) a v s a m t l i g a u tg i f t er för v a r a n s inköp o c h 

försäljning. 

H ä r måste v i först räkna u t inköpspriset l i k s o m förut. 

S e d a n v i få t t d e t t a t i l l 800 k r , får v i lätt r a b a t t e n t i l l 2 0 k r , 

resp. 30 k r o c h v i n s t e n t i l l 140 k r , r e s p . 130 k r . 

B e t e c k n a r v i v i n s t p r o c e n t e n m e d x. r e s p . y o c h z , får v i 

a) 1 0 * = 140 (130 ) b ) 9 8 0 ? / _ c ) 840a; 

x = U (13) 1 Ö Ö - 1 4 0 "1ÖÖT 
= 140 

y = 

y 

1 4 0 0 

9 8 " 

100 _ 

X = 
1 4 0 0 

8 4 

100 

6 

2 

S o m u p p g i f t i k l a s s 9 tänker v i oss föl jande: 

E n h a n d e l s m a n , s o m inköpt e n v a r a , lägger p å 25 % a v 

inköpspriset m e n lämnar v i d försäljningen 2 % r a b a t t . För 

o m k o s t n a d e r i s a m b a n d m e d l a g r i n g o c h försäljning får h a n 

vidkännas u t g i f t e r t i l l e t t b e l o p p a v 5 % a v inköpspriset. 

T r o t s d e t t a v i n n e r h a n 140 k r . O m u t g i f t e r n a för f r a k t , t u l l 

och e m b a l l a g e likaså uppgår t i l l 5 % a v inköpspriset, på v i l k e n 

s u m m a l y d d e f a k t u r a n ? 

T e c k n i n g e n ger o m e d e l b a r t : 

0,25a; — 0,05a; — 0,02 • 1,25a; = 140 

0,20a; — 0,0250a; = 140 
0,175a; = 140 

0,025a; = 20 

* = 2 ^ = 800 . 
2o 

Inköpspriset är alltså 8 0 0 k r o c h 

f a k t u r a p r i s e t i k r = 0,95 • 800 = 

= 9 5 • 8 — 760 . 
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— 0,25 x kr 

0,02.1,25 a; k r 

V i n s t = 

= 140 k r 

0,05 x k r 

Inköpspris= 

= x k r 



T i l l slut en något svårare uppgift. 

E n handelsman, som inköpt en vara ( t i l l et t visst faktura­

pris), måste i direkta inköpskostnader betala 40 kr . Sedan 

gjorde han ett pålägg av 200 kr , men dels fick han i samband 

med försäljningen betala ut 5 % av inköpspriset, dels lämnade 

han v id försäljningen 2 % rabatt. Hans vinst uppgick t i l l 

16 2 / 3 % av alla hans utgifter i samband med inköp och 

försäljning av varan. Sök fakturapriset! 

200 k r . 

0,02 (ar + 240) k r 

50 
— • l ,o 5(a:4.40) k r 
300 

0,05 (x + 40) k r 

40 k r 

x k r 

l .os (x + 40) k r 

Om avdelningarna på teckningen betyder samma storheter 

som förut, får man: 

50 

300 
1,05(2 4 - 40) = 200 — 0 ,05(3 4 - 40) — 0 , 0 2 ( 3 4 - 240) 

0,i75(a: 4 - 40) 4 - 0 ,05(3 4 - 40) = 200 — 0 ,023 - 4,80 

0 ,2253 4 - 9 = 195,2 — 0 ,023 

0,2453 = 186,2 

3 = 760. 

Svar: Fakturapriset var 760 kr . 

Har läraren gjort sig en sådan här stomme v id början av 

ett läsår, så kan han kanske klara sig hela läsåret genom att 

variera den, även om han har flera klasser, men har han 

bara börjat med at t t i l lverka uppgifter för provräkningarna, 
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så nöjer h a n s ig nog i n t e m e d en . F ö r den lärare, som själv 

v i l l k o m p o n e r a s ina uppg i f t e r , t o r d e d e n föregående f r a m ­

ställningen k u n n a tjäna s o m vägledning. 
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H A S T I G H E T S P R O B L E M 

Vår första l e k t i o n på de t här området k a n v i kanske börja 

m e d a t t r i t a en t e c k n i n g på t a v l a n , 

A Fig. 20 a. B 

och så börjar s amta l e t m e d eleverna. 

D e n räta l i n j e n m e l l a n A och B föreställer en landsväg. 

I s t ugan v i d vägen bor en l i t e n po jke m e d s in far och m o r . 

P o j k e n t y c k e r , a t t h a n spr inger b ra , och har fått för s ig , a t t 

h a n ska l l k u n n a b l i en b r a löpare, m e n h a n förstår också, a t t 

o m h a n ska l l l yckas m e d det , så måste h a n börja träna 

i t i d . M e n h a n k l a r a r de t i n t e själv. H a n måste ha hjälp a v 

far och mor , och de t får h a n på lördagskvällarna och söndags­

e f t e rmiddaga rna . D e t räcker j u i n t e m e d a t t ba ra spr inga . 

H a n måste ha vissa u p p g i f t e r . 

V a d k a n då de t v a r a för u p p g i f t e r ? Samta l e t m e d e leverna 

ger säkert efter en s t u n d a t t p o j k e n måste ha reda på h u r 

lång vägen AB är, och a t t m a m m a n och p a p p a n måste v a r a 

försedda m e d en k l o c k a va r och a t t dessa k l o c k o r måste gå 

alldeles l i k a . 

V a d är de t då, s o m h a n k a n räkna u t , när h a n v e t , h u r lång 
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vägen är och hur lång tid han behövde för att springa den 
vägen ? 

E n del elever kommer väl att säga, att han får reda på 
hur lång tid han behöver för att springa 100 m eller 200 m 
eller liknande, medan andra, som tänker sig, att pojken inte 
alls har mätt upp ett jämnt hundratal meter, svarar, att man 
får reda på hans fart eller hur fort han springer, eller kanske 
någon säger, att man får reda på hans hastighet. 

Det är tydligen de tre storheterna väg, tid och hastighet, 

som vi har att syssla med här. Det är nog bäst. att läraren 
genast talar om för eleverna, att vi som tecken för vägen 
använder bokstaven s (av det latinska ordet spatium = 

= sträcka, väg), för tiden bokstaven t (inte bara som förkort­
ning av vårt svenska ord tid utan snarare av det latinska 
tempus = tidrymd, tid) och för hastighet v (av latinets 
velocitas = snabbhet, eng. velocity, fr. velocité). 

Det ställer bara till trassel, om man betecknar vägen med v 

och hastigheten med h. De elever, som ämnar gå vidare till 
gymnasium eller fackskolor, måste ju ändå senare övergå till 
beteckningarna s och v på väg och hastighet. 

Om det nu skulle ha inträffat, att pojken på teckningen 
hade mätt upp 1500 m och att han sprungit den sträckan 
på precis 5 min, kan detta antecknas så: 

På 5 min. springer han 1500 m; 
på 1 min. springer han 300 m; 
hans hastighet är då 300 m/min. 

För att öva in sambandet mellan vägen, tiden och hastig­
heten kan vi t. ex. skriva: 

, . 300 m 600 m 900 m 18000 m 
v = 300 m/mm = ~- — = — . - = - — = -TTT ~— — 

1 min 2 mm 3 min 60 mm 
18 km 5 m 5 m 150 m 
1 tim 1 . 1 sek 30 sek' 

6 Ö m m 
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v i l k a u t t r y c k m a n lämpligen läser: H a s t i g h e t e n är 300 meter 

i m i n u t e n , el ler p o j k e n spr inger 300 meter på en m i n u t eller 

900 meter på 3 m i n u t e r eller 18 000 me te r på 60 m i n u t e r eller 

5 meter på en sekund och i c k e : H a s t i g h e t e n är m e t e r / m i n . 

o 

I a l l a bråken har v i en väg i täljaren och d e n mo t sva rande 

t i d e n i nämnaren. Därför är de t t y d l i g e n så, a t t has t ighe ten = 

D e t är n o g i n t e så o v a n l i g t , a t t e leverna försöker lära sig 

d e t t a s a m b a n d l i k s o m också s = v • t el ler t = - u t a n t i l l . 

E n och annan lyckas kanske därmed, m e n de t är säkert 

lättare a t t hålla i h o p sambande t , o m m a n tillhåller e leverna 

a t t tänka på a t t v u t t r y c k e s i m

r el ler och a t t m k a n 

ersättas m e d s och m i n eller sek m e d t. 

Sambande t erhålles också lätt sålunda: 

P å 1 m i n rör sig k r o p p e n v m . 

På t m i n rör s ig k r o p p e n vt m . 

M e n denna sträcka är j u s t d e n väg, som k r o p p e n t i l l r y g g a -

l ag t på t sek, och m a n får -s = vt. 

E n a n n a n gång r i t a r v i t i l l omväx l ing en b i l el ler en c y k e l 

och utför a rbe te t m e d hjälp av d e n för a t t k u n n a väga hoppas, 

a t t e leverna i någon mån s k a l l k u n n a känna sig som m e d -

agerande. 

N u är de t t i d a t t t i l l v e r k a några u p p g i f t e r och t a l a o m o l i k a 

sätt a t t behand la d e m . E l eve rna bör k u n n a hjälpa t i l l m e d 

a t t författa. 

vägen 

t i d e n ' 

v 

m m 

O 
5000 m 

50 m i n v — 
4000 m 

50 m i n 
= 80 

ni 

.4 

k l . 8 P k l . 8 
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Har vi ritat en sådan här figur, så blir väl svårigheten 
snarast att hejda fantasien. Men vi måste ju börja med 
något enkelt. Om vi säger, att de båda vandrarna träffas 
efter 50 min i P, så blir vägen AP = 50 • 100 m = 5000 m 
och vägen BP blir 50-80 m = 4000 m. Hela vägen blir 
alltså 9 km. 

Så skall vi , d. v. s. läraren och eleverna eller helst enbart 
eleverna, sätta text till uppgiften. E n version kan då bli: 
Två personer C och D, som bor i A och B resp. vid samma 
landsväg, börjar en dag kl . 0800 att gå emot varandra. 
C, som är yngre, går 100 m/min, och D går 80 m/min. Om de 
möts kl. 08 50, hur lång är vägen AB ? 

E n annan: Två personer C och D, som bor i A och B resp. 
vid samma landsväg, börjar en dag kl. 0800 att gå emot 
varandra. C är yngre och går 100 m/min, men D behöver 
1 min 15 sek. för att gå 100 m. Om vägen AB är 9 km, hur 
mycket är klockan, då de möts ? 

När vi skall lösa uppgiften, ritar vi en rät linje, som får 
föreställa vägen AB: 

C - 1 0 0 ^ 80 Ä +-D 
min mm 

A 9000 m B 

kl. 8 ^ 100 £ m P 80~aTm <- kl. 8 

På ett eller annat sätt får vi räkna ut att B:s hastighet är 
80 m/min. På vanligt sätt skriver vi: Antag, att de möts 
x min efter kl. 8. Då har A gått 100a: m och B 80a; m. Detta 
skriver vi ut på teckningen och får med dess hjälp omedelbart 
ekvationen 

100a; + 80a; = 9000 
x = 50, 

Det brukar vara mycket vanligt, att man vid dessa upp-

143 



gifter använder sig av en tabell, som i vårt fall skulle ta sig 
ut så här: 

tid i min hastighet i m/min väg i m 

C x 100 100a: 
I ) x 80 80a:/ 

Observera att sorterna bör skrivas ut. 

Även om man gör sig en sådan tabell, bör man icke underlåta 
att rita och på teckningen skriva ut åtminstone vägarna. 
Det är dock så fördelaktigt att ha både givna och betecknade 
uppgifter överskådligt uppskrivna framför sig, att man gärna 
kan angiva tider och hastigheter, ja , även klockslag. Vid 
P kan man naturligtvis skriva kl. (8 tim -f- x min). 

Med en teckning sådan som ovanstående framför oss kan 
vi (om tiden räcker) författa många uppgifter, men här får 
vi nog nöja oss med att säga några ord om ett par andra 
variationer av hastighetsuppgifter. 

Både vid hastighets- och arbetsproblem (där ju ibland 
arbetsförmågan brukar kallas arbetshastighet) förekommer fall, 
där man får veta, hur läng tid de agerande personerna 
(maskinerna) behöver för att tillryggalägga en viss väg eller 
utföra ett visst arbete. 

I båda fallen har vi att börja vårt arbete med att ta reda på 
hur stor del av vägen eller arbetet som avverkas på en tidsenhet. 

Men låt oss sätta ihop en liten uppgift. 

Av två personer A och B, som bor i gårdarna Ax och B± 

vid en landsväg, kan A normalt cykla vägen A1B1 på 3 tim, 
under det att B behöver 4 timmar. E n dag kl. 0800 startar 
A mot Bv men kl. 0900 blir det något fel på cykeln. När han 
efter precis 15 min sätter i gång igen, kan han endast hålla 
hälften så stor fart som vanligt. Hur mycket är klockan, när 
han möter B, som kl . 0830 startade från Bx för att möta A 
och som utan uppehåll cyklade med sin vanliga hastighet? 

Om hela vägen betecknas med ,s- km blir A:s hastighet = 
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= - k m / t i m och B:s - k m / t i m . V i antar dessutom, a t t de 

möts x t i m efter k l . 9. 

En tyd l ig teckning ger: 

. s k m 
A : v = - -. — 

3 t i m 

kl. 0800 

. 6' k m 
A : v = « r-~ 6 t i m 

tj s k m 
B: v = - — -

4 t i m 
k l . (9 + x) t i m 

k l . 0900kl. 0915 - » ^ k l . 0830 

A, | km 
x ~ 4 i • ! k m 

k m 

s k m 

Teckningen ger omedelbart ekvationen: 

4a,- — 1 + 6a; + 3 = 16 

10a; = 14 

a; = 1,4. 

Svar: De möttes k l . 10.24. 

Det är givande a t t grafiskt framställa förflyttningarna med 
tiden, och det hjälper säkert t i l l a t t stimulera undervisningen. 

Om vi i vår sista uppgift för a t t underlätta uppritningen 
sätter vägen l ika med 72 k m (s = 72), så reser A i början 
med en hastighet av 72 k m på 3 t i m eller 2 k m på 5 min 
och efter pausen 2 k m på 10 min . B reser med en hastighet 
av 72 k m på 4 t immar eller 6 k m på 20 min . Avsätter v i sedan 
tiden efter en vågrät axel och vägen efter en lodrät axel, så 
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t a r sig den gra f i ska framställningen u t så här. M a n f inner , a t t 

A och B mötes ungefär k l 10.24 i de t närmaste 38 k m från 

Ax och 34 k m från B v 

• 1 l km —t - i 

i 

-

P 

1 • -
» 

\ (X 
-

P 

1 • -
» 

•6 : <n 
1 

-

P 

1 • -
» 

•6 : <n c" 
> 

-

P 

1 • -
» 

-

P 

1 • -
» 

9. c 

-

P 

1 • -
» 

< • 
"j 

-

P 

1 • -
» K * c 

-

P 

1 • -
» 

-

P 

1 • -
» 

L 
x 

y «* 

•4 ) k r 
s kl 10.24 

•4 ) k r 
— k ro fr n B, k ro fr n B, 

V' > 

K * 

/ 
Vi 0 kn / Vi 0 kn 

/ 
/ >. . t / 

Si 

/ 

/ 
/ 

1 
kLoeoo O8.J0 O9.oo 09.S8 iO.oo io.so l U » 

F i g . 20 b. 

Has t ighe t suppg i f t e r , där k r o p p a r rör sig efter v a r a n d r a i en 

s l u t en bana , b r u k a r v a r a besvärliga. Här spelar o r d e t " v a r v a " 

s tor r o l l . H a r m a n några m i n u t e r d i s k u t e r a t , v a d de t o rde t 

bör b e t y d a (och de t v e t många elever på förhand), så b r u k a r 

svårigheten v a r a övervunnen. För va r je gång, som k r o p p e n 

m e d den större has t ighe ten passerar den andra k r o p p e n , har 
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(len rört sig e t t v a r v mer än den långsammare eller m e d a n d r a 

ord v a r v a t den . 

Låt oss räkna en u p p g i f t : T v å k r o p p a r m e d has t ighe te rna 

35 m/sek och 50 m/sek rör sig i s a m m a r i k t n i n g i en s l u t en 

bana av 120 m längd. H u r lång t i d förflyter m e l l a n två t i l l ­

fällen, då den ena passerar den a n d r a ? 

V i d lösningen av u p p g i f t e n låter v i rörelsen börja i e t t ögon­

blick, då k r o p p a r n a bef inner sig i s a m m a p u n k t a v banan , 

och antager, a t t de träffas efter x sekunder . Då har k r o p p a r n a 

t i l l rygga lag t 35a; m resp. 50a; m , d . v . s. a t t k r o p p e n m e d den 

större has t ighe ten har rört sig 15a; m längre än den a n d r a 

eller e t t v a r v mer , v i l k e t ger e k v a t i o n e n : 

15a; = 120 

x = 8. 

Då har k r o p p a r n a t i l l r y g g a l a g t 2^, resp. 3^ v a r v . 

F i g . 20 c. 

A t t r i t a en t e c k n i n g t i l l d e t t a slag av uppg i f t e r går nog, 

men det är i n t o lätt a t t göra d e n snygg och t y d l i g . I regel 

får m a n väl, åtminstone när t i d e n är k n a p p , nöja sig m e d en 

skrif t l ig framställning i s t i l m e d den o v a n g i v n a och en r i t n i n g 

med en enke l s lu t en k u r v a m e d s t a r t p u n k t och mötespunkt , 

tider och hast igheter . 

Men de t k a n v a r a skäl a t t behand la åtminstone någon 

uppgift g r a f i sk t på en l e k t i o n och ev. ge en sådan u p p g i f t 

t i l l hemläxa. 
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O m v i på e t t 5 - m n i - r u t a t papper avsätter vägen 120 m 

på en vågrät axe l , så passar de t i v a n l i g a räkneböcker bra 

m e d 5 m per r u t a . I v a r d e r a ändpunkten (A och B) av denna 

24 r u t o r långa sträcka d ra r v i en e m o t sträckan vinkelrät 

l i n j e (AAx och BBV se f i g . 27) och låter två r u t o r på dessa 

l in j e r representera 1 sekund . V i tänker oss, a t t v i lägger vårt 

papper o m k r i n g en lodrät cy l inde r , så a t t AAX fa l ler på BBV 

och på v a n l i g t sätt sätter u t p u n k t e r , där t i d e n räknas från 

A (B) uppåt och vägen från AAX {BBX) r u n t c y l i n d e r n h u r 

många gånger s o m helst . V i får då k u r v o r ( s k r u v l i n j e r ) , som 

anger de båda k r o p p a r n a s lägen i va r j e ögonbl ick . 

D e t är lättare a t t a rbe ta , o m v i åter veck la r u t papperet , 

ba ra v i k o m m e r ihåg, a t t va r j e p u n k t på BBX ska l l v a r a 

i d e n t i s k m e d den l i k a långt från A B belägna p u n k t e n på AAV 

O m v i t . ex. v i l l r i t a den k u r v a , som representerar den 

snabba k roppens rörelse, så gör v i så här. V i d början är 

k r o p p e n i A. E f t e r en sekund är den 50 m (10 r u t o r ) från A. 

D e t ger oss p u n k t Cv E f t e r 2 m i n är d e n 100 m från A. V i 

får p u n k t e n C 2 . E f t e r 3 m i n är den 150 m från A, d . v . s. 

2 r u t o r i n på a n d r a v a r v e t i p u n k t e n C3 e tc . 

P å t e ckn ingen ser v i , a t t k r o p p a r n a träffas första gången 

efter 8 sek, 40 m i n på de t 3:e v a r v e t för den snabba k r o p p e n 

och på de t 4:e v a r v e t för den långsamma. 
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T A L P R O B L E M 

Om det finns möjlighet att någon gång få tid att tala om 
vårt talsystem, bör man inte underlåta det, både därför att 
det är roligt och uppskattas av eleverna och därför att de 
någon gång bör ha hört talas därom. 

Behandlingen kan gå till ungefär så här: 
"Kommer ni ihåg någonting om Ura-Kaipa och hans 

stenyxor?" Skulle eleverna ha berättelsen något så när 
aktuell, försöker vi att få fram det. som för oss är viktigt 
i den; i annat fall får läraren tala om huvuddragen. 

Ura-Kaipa-folket kunde visserligen räkna, men inte längre 
än till nio. Man räknade på fingrarna och glömde alltid att ta 
med tummen, som användes vid räkningen. Hövdingen, Ura-
Kaipa, har en gång i skogen träffat en ung man jfrån' en 
närboende stam, de gulskinandes, och tagit honom med sig 
hem, och de båda har blivit mycket goda vänner. Emellertid 
blir vännen Karilas genom eget förvållande Ura-Kaipas slav 
och sättes till att arbeta med en stenyxa. Han duger inte 
mycket till, och de "gamle" fordrar, att han för att få leva 
skall undergå "det stora provet". Hövdingen säger då till 
Karilas: "Ura-Kaipas stenyxor har alltid ansetts oräkneliga. 
K a n du räkna dem, så får du behålla livet". Karilas tar då 
nio yxor och lägger dem i en hög, sedan nio i en annan hög 
och har till slut nio sådana högar och två yxor över. Så säger 
han: "Du har nio gånger nio yxor och två därtill". Alla 
förvånas, och Ura-Kaipas dom blir: "Skada vore att ta en 
sådan träls liv." 
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Om vi nu anser, att vi kan räkna inte till 9 utan till 5 
och därefter på tavlan ritar inte en samling stenyxor utan 
några streck, så får vi t. ex: 

11111111111111111111111111111111111111 

Sedan gör vi på samma sätt som Karilas med stenyxorna. 
Vi tar bort 5 streck i taget: 

11111 11111 11111 11111 11111 11111 11111 111 

och betecknar 11111 med A och då kan vi i stället skriva 

A A A A A A A U l . 

Nu förfar vi på samma sätt med trianglarna; vi tar bort 5 
i taget och ersätter ett femtal A uied • , och då kan vi skriva 
vårt antal: 

• A A i n 

där strecken betyder ental, trianglarna femtal och kvadraten 
5 stycken femtal eller ett tjugofemtal. 

Vi hade alltså ett tjugofemtal, 2 femtal och 3 ental streck. 
Innan vi går vidare, undersöker vi, hur vi skulle ha burit 

oss åt, om vi endast hade kunnat räkna till 2. Den gången 
får vi bara ta 2 streck i taget och betecknar ett tvåtal med 
t. ex. A . 

11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 

A^A A A A A A A A A A A A A A A A A A 

Sedan betecknar vi ett tvåtal A med V och får: 

V V V V V V V V V A 

Nu betecknar vi ett tvåtal V med oo och får 

co oo co oo V A • 

Om nu oo oo ersattes med A , kan antalet streck skrivas 
^ V A , om ett tvåtal A ersattes med &. 

Nu betyder alltså A ett tvåtal, V två stycken tvåtal eller 
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e t t f y r t a l ( = 2 2 en t a l ) , oo två s t y c k e n f y r t a l ( 2 - 2 - 2 e n t a l = 2 3 

en ta l ) el ler e t t åttatal, A be tyde r 2 st åtta t a l eller e t t 

s e x t o n t a l ( = 2 4 en ta l ) och be tyde r 2 s t s e x t o n t a l el ler e t t 

trettiotvåtal ( = 2 5 en t a l ) . 

V i ha r alltså fått e t t trett iotvåtal ( 2 5 ) , i nge t s e x t o n t a l (2 4 ) , 

i n g e t åttatal ( 2 3 ) , e t t f y r t a l ( 2 2 ) , e t t tvåtal m e n i n g e t en ta l , 

och v i k a n t e c k n a an t a l e t s t reck: 

U O A ö o d I V I A O I el ler m V A • 

I stället för a t t s k r i v a u t a l la k r u m e l u r e r n a k a n v i nöja 

oss m e d a t t s k r i v a an t a l e t a v va r j e sor t , o m v i ba ra håller 

reda på o r d n i n g e n 1 = en t a l , A = tvåtal, V = f y r t a l , oo = 

= åttatal, A = s e x t o n t a l och = trettiotvåtal; och då får 

v i : 

1 0 0 1 1 0 . 

V a r j e s i f f ra h a r då e t t v i s s t värde pä g r u n d a v s in pos i t ion 

eller s in p l a t s i s i f ferraden. V i har s k r i v i t vårt t a l i e t t posi t ions­

sys tem m e d 2 som bas, och v i säger, a t t de t t a l , som anger alla 

våra u r s p r u n g l i g a (38) s t reck i 2-systemet, tecknas 1 0 0 1 1 0 . 

I femsystemet, s o m v i började m e d , skr ives t a l e t : 

1 2 3, 

d . v . s. e t t 5 2 - t a l , två 5 - ta l och 3 e n t a l . 

I s is ta f a l l e t h a r v i t r e ta l sor ter , nämligen en ta l , f e m t a l och 

t j u g o f e m t a l ( 5 2 - t a l ) . 

I de t t a l s y s t e m , va r s bas är 3, får v i t a l so r t e rna : en ta l , 

t r e t a l , n i o t a l , t j u g o s j u t a l , åttioental e t c , el ler 1-tal, 3-tal , 

3 2 - t a l , 3 3 - t a l etc. Vårt förut använda t a l skr ives då i t resystemet 

1 1 0 2 

d . v . s. e t t t j u g o s j u t a l , e t t n i o t a l och 2 enheter = 38. 

E f t e r d e t t a bö r de t i n t e v a r a svårt för någon a t t förstå, 

a t t i vår t v a n l i g a t i o s y s t e m t a l so r t e rna måste v a r a : ental , 

t i o t a l , ( t i o gånger t i o t a l = ) h u n d r a t a l , (10 ggr h u n d r a t a l = ) 

t u sen t a l etc. 
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N u v e t v i alltså, a t t 38 e n t a l (i t i o sys t eme t ) skr ives 100110 

i tvåsystemet, 1102 i t resys temet , 123 i femsys temet . 

På några m i n u t e r k a n v i undersöka, o m eleverna förstått 

det n u genomgångna, g e n o m a t t fråga, h u r t a l e t skr ives i 

4-systemet, 6-, 7-, 8- och 9-systemet. 

Ex. 1. 

V i k a n också i några m y c k e t enk la f a l l ställa den r a k t 

motsat ta frågan efter t a l sys temet , t . ex. : 

I v i l k e t t a l s y s t e m skr ives 38 enheter som 53 ? 

Om v i an ta r , a t t basen i de t sökta t a l sys t eme t är x, b l i r 

ta lsorterna i d e t t a sys tem e n t a l , 3 - t a l , 3 2 - t a l , 3 3 - t a l etc. ( x > 5 ) . 

Vår e k v a t i o n b l i r 5 3 -f- 3 = 38 

53 = 35 

3 = 7 . 

Svar: I s jusys temet skr ives 38 enheter som 53. 

Ex. 2. 

I v i l k e t t a l s y s t e m skr ives 111 enheter som 303 ? 

O m ta l sys temets bas betecknas m e d x, b l i r t a l so r t e rna 

ental, 3 - t a l , 3 2 - t a l e tc . och vår e k v a t i o n : 

3 3 2 + 3 = 111 

3 3 a = 108 

3 2 = 36 

3 = ( i , 6 . 

Svar: I 6-systemet skr ives 111 som 303. 

Ex. 3. 

H u r tecknas i 8-systemet 3333 enheter ? 

Ta l sor te rna b l i r : e n t a l , 8 - ta l , 64- ta l , 512- ta l . Högre t a l so r te r 

kan in te förekomma. O m v i sk r ive r u p p räkningarna, får v i : 

3 333 | 512 261 |_64 

3072 ~Q~ 256 T 

~ 2 6 f ~~5~ 
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V i f i c k alltså sex 8 3 - t a l , f y r a 8 2 - t a l , 5 enheter . 3333 enheter 

skr ives i 8-systemet 6405. 

D e t är t y d l i g e n y t t e r s t enke l t a t t k o m p o n e r a uppg i f t e r på 

d e t t a område, och har m a n t i d , bör de t gå lätt a t t låta eleverna 

både t i l l v e r k a u p p g i f t e r n a och lösa d e m . 

M e d de t föregående som g r u n d bör " t a l p r o b l e m " a v den 

i läroböckerna förekommande v a n l i g a t y p e n i n t e bereda 

några större svårigheter. 

V i ber en elev s k r i v a t . ex. e t t t r e s i f f r ig t t a l . V i får kanske 357. 

E l eve rna får så k o m m a m e d några förslag o m s a m b a n d 

m e l l a n s i f f ro rna , t . ex . : 

I e t t t r e s i f f r i g t t a l är 

1) hundra ta l s s i f f r an två enheter m i n d r e än t io t a l s s i f f r an m e n 

entalss i f f ran två enheter större än t io ta l s s i f f ran , 

2) t i o t a l s s i f f r an en enhet m i n d r e än d u b b l a hundra ta l s s i f f r an 

m e n enhetssiffran en enhet mer än d u b b l a hundra ta l s s i f f r an , 

3) t io ta l s s i f f ran f y r a enheter och entalss i f f ran två enheter 

m i n d r e än t red je m u l t i p e l n av hundra t a l s s i f f r an . 

Så måste v i företaga oss någon ändring m e d de t u p p s k r i v n a 

t a l e t för a t t få en u p p g i f t . M y c k e t v a n l i g t är a t t läsa t a l e t 

b a k f r a m , så a t t entals- och huncl ra ta lss i f f rorna b y t e r p la ts . 

Gör v i de t här, får v i t a l e t 753, och då k a n v i t . ex . lägga 

märke t i l l a t t 753 är 39 enheter mer än d u b b l a de t sökta t a l e t . 

E f t e r d e t t a k a n v i f o r m u l e r a vår u p p g i f t . 

I e t t t r e s i f f r i g t t a l är t i o t a l s s i f f r an en enhe t m i n d r e m e n 

entalss i f f ran 1 enhet m e r än d u b b l a hundra t a l s s i f f r an . O m 

hundra ta l s s i f f r an och entalss i f f ran b y t e r p la ts får m a n e t t 

t a l , som är 39 enheter m e r än d u b b l a de t sökta t a l e t . V i l k e t 

är d e t t a ! 

V i d behand l ing av d e t t a slags u p p g i f t e r gäller de t endast 

a t t hålla i m i n n e t , a t t va r j e s i ffra i t a l e t representerar 10 ggr 

så många enheter som den närmaste t i l l höger, a t t o m m a n 

f l y t t a r e t t d e c i m a l k o m m a e t t steg åt höger, gör m a n ta le t 
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10 ggr så s t o r t , d . v . s. a t t va r je s i ffra k o m m e r a t t be teckna 

en 10 ggr så s tor talsort . som förut, och a t t m a n a l l t i d måste 

ha reda på de t a n t a l enheter , som t a l e t be tecknar . 

Här sk r ive r v i t . ex. : 

Om v i be tecknar hundra ta l s s i f f r an med x, b l i r t io ta l s s i f f ran 

(2x — 1) och enta lss i f f ran (2x + 1 ) . T i l l t a l e t b id rage r h u n d r a ­

talssiffran m e d 100a: enheter , t i o t a l s s i f f r an m e d 10(2z — 1) 

enheter och enta lss i f f ran m e d 2x 4 - 1 enheter. H e l a t a l e t 

innehåller alltså 100a: 4 - 10(2x — l ) 4 - 2x -f- 1 enheter = 

= (122a: — 9) enheter . O m v i låter första och sis ta s i f f ran 

byta p la t s , b l i r hundra ta l s s i f f r an (2a: 4- 1) och entalss iffran x, 

under de t a t t t io ta l s s i f f ran b l i r oförändrad. 

De t n y a t a l e t be tecknar : 

100(2a: 4 - 1 ) 4 - 10(2a: - 1) + x enheter = (221a; + 90) enheter . 

Emedan d e t t a sista t a l innehöll 39 enheter mer än d u b b l a 

det u r sp rung l iga , erhålles e k v a t i o n e n : 

221a; 4 - 90 = 2(122a; — 9) 4 - 39 

221a; 4 - 51 = 244a; - 18 

69 = 23a; 

x = 3. 

Svar: D e t sökta t a l e t är 357. 

Man bör i n t e underlåta a t t kons t a t e ra , a t t 753 är l i k a m e d 

2 • 357 4 - 39. 

A t t t i l l v e r k a u p p g i f t e r av denna a r t bereder v a n l i g e n i nga 

svårigheter. M a n s k r i v e r e t t t a l , t i t t a r på de t och låter f an t a ­

sien spela. 

Låt oss t . ex. s k r i v a : 

23 456 

och anse, a t t v i v e t , a t t sista s i f f ran är 6. N u skul le de t k u n n a 

vara n y t t i g t a t t ö v a e leverna a t t på o l i k a sätt läsa u t de t 

givna t a le t . M a n k a n t . ex . läsa 2 t i o t u s e n t a l , 345 t i o t a l och 

H enheter eller 23 tusen ta l , 4 h u n d r a t a l och 56 enheter. 
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För a t t v i s k a l l få e t t p r o b l e m , måste v i h i t t a på något 

v i l l k o r och s t r y k e r t . ex. u t sexan. Sedan k a n v i b i l d a e t t 

n y t t t a l genom a t t sätta sexan längst t . v . och se efter hu r 

många gånger 2345 går i 62345 och h u r s tor res ten b l i r . 

V i f inner , a t t k v o t e n b l i r 26 och res ten 1375, och då k a n v i 

f o r m u l e r a vår u p p g i f t : 

I e t t f ems i f f r ig t t a l är sista s i f f ran 6. M a n b i l d a r e t t n y t t t a l 

genom a t t sätta sexan t . v . o m de övr iga 4 s i f f rorna . Om 

d e t t a t a l d iv ide ras m e d de t t a l , som erhålles, o m sexan 

s t rykes u t , får m a n 26 t i l l k v o t och 1375 t i l l rest . S ö k det 

femsif f r iga t a l e t ! 

A n t a g , a t t de f y r a första s i f f rorna b i l d a r t a l e t x. 

O m sexan sättes först, b l i r den t io tusenta l ss i f f ra och t a l e t x 

b l i r enheter . V i l l k o r e t o v a n ger: 

60000 + x = 26a: + 1375 

58625 = 25a: 

x = 2345. 

Svar: D e t sökta t a l e t är 23456. 

Ex. 4. 

O m v i räknar m e d , a t t v i i t a l e t 

23456 

känner den mel le r s ta s i f f ran, och jämför 56234 m e d 2 • 23456 

samt 45623 m e d 2 • 23456, f i nne r v i a t t 56234 är 9322 enheter 

m e r än 2 gånger t a l e t och a t t 2 gånger t a l e t är 1289 enheter 

större än 45 623. Därav u p p g i f t e n : 

I e t t f ems i f f r ig t t a l är mel le r s ta s i f f ran 4 . O m m a n sätter 

de t t a l , som bi ldas av de två sista s i f f rorna , framför de tre 

återstående, så b l i r d e t t a n y a t a l 9322 enheter mer än dubb la 

de t u r sp rung l iga , m e n o m de t t a l , som b i ldas av de två första 

s i f f rorna , sättes efter övriga s i f f ror , b l i r de t så erhållna talet 

1289 enheter m i n d r e än d u b b l a de t u r s p r u n g l i g a . Sök de t ta ! 

O m v i be tecknar de t tvåsiffriga t a l , s o m bi ldas av de två 

156 



f ö r e t a s i f f r o r n a , m e d x o c h d e t , s o m b i l d a s a v d e t v å s i s t a 

s i f f r o r n a , m e d y, f å r v i o m e d e l b a r t : 

f l 0 0 % 4 - 1 0 3 4 - 4 = 2 ( 1 0 0 0 3 4 - 4 0 0 4 - y) 4 - 9 3 2 2 

1 4 0 0 0 0 4 - 1 0 0 ? / 4 - 3 = 2 ( 1 0 0 0 3 4 - 4 0 0 4 - y) — 1 2 8 9 

1 9 9 0 3 — 9 9 8 ? / = — 1 0 1 1 8 — 1 

1 9 9 9 3 — 9 8 ? / = 4 0 4 8 9 + 1 

9 3 4 - 9 0 0 ? / = 5 0 6 0 7 

3 4 - 1 0 0 ? / - 5 6 2 3 

D ä r a v s e r m a n , a t t x = 2 3 o c h y = 5 6 . 

Svar: T a l e t ä r 2 3 4 5 6 . 

Ex. 5. 

O m v i s e r p å t a l e t 5 6 , k a n v i t . e x . f i n n a , a t t 2 , 5 6 4 - 5 , 6 2 = 

= 8 ,18. D ä r a v p r o b l e m e t . 

O m m a n s k r i v e r e n t v å a f r a m f ö r e t t v i s s t t v å s i f f r i g t t a l 

o c h e t t d e c i m a l k o m m a e f t e r t v å a n , b l i r s u m m a n a v d e t t a 

d e c i m a l b r å k o c h d e t , s o m e r h å l l e s , d å t v å a n s k r i v e s e f t e r d e t 

t v å s i f f r i g a t a l e t m e n d e c i m a l k o m m a t m e l l a n d e s s t v å s i f f r o r , 

8,18. S ö k d e t t v å s i f f r i g a t a l e t ! 

B e t e c k n a r v i d e t s ö k t a t a l e t m e d x, b l i r d e t f ö r s t a d e c i m a l -

b r å k e t 2 4 - — o c h d e t a n d r a — + j ^ . 

V å r e k v a t i o n b l i r 2 , o 2 4 - 4 - — = 8 , 1 8 

113 „ 

T ö ö = 6 ' 1 6 

1 1 3 = 6 1 6 

3 = 5 6 . 

Svar: D e t s ö k t a t a l e t ä r 5 6 . 



A L G E B R A 

Här är det två tankar, som omedelbart tränger sig på. 
Den ena är denna: Algebra är ett område, där man måste ga 
långsamt fram. Därför kan man börja så smått ganska tidigt. 
Den andra: Bokstavsbeteckningar införes i fysiken lämpligen, 
även om i ringa omfattning, i klass 7. Därför bör så långt det 
är möjligt i varje klass samme lärare undervisa i matematik 
och fysik och detta helst hela skolan igenom. 

När kan man då börja med algebrans grunder ? Enligt min 
uppfattning passar det utmärkt i klass 6, givetvis under 
förutsättning att man, som nyss sagts, går långsamt fram 
och undviker alla formler. Man kan ta en liten stund en gång 
i veckan och tala om digniteter ungefär så här. Vi skriver 
på tavlan: 

o + a - f o a • a - a 

och frågar vad det är, som står till vänster, och får så småning­
om svaret: Det är en summa av tre lika termer a, medan det 
tilljhöger står en produkt av tre lika faktorer a. När eleverna 
upprepat detta några gånger, naturligtvis med variation av 
antalet termer och faktorer, kan det bli tid att tala om, hur 
man kortare skall skriva produkten. Hur man skriver summan 
är ju förut bekant. Det brukar vara givande att låta eleverna 
komma med förslag. E n och annan kanske anser, att det går 
att skriva faktorerna med multiplikationstecken emellan, 
men om förslagsställaren får till uppgift att skriva en produkt 
av 1000 faktorer, förstår alla, att man måste hitta på något 
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kortare skrivsätt. D e t b r u k a r b l i många, som v i l l försöka, 

och sna r t ha r v i kanske på t a v l a n en he l r a d m e d förslag: 

V i får först d i s k u t e r a a3 och a 3 . V i k a n i n t e använda #3, 

eftersom de t är l ikvärdigt m e d 3a. a 3 är veder tagen be t eckn ing 

för "a n u m m e r 3" och läses "a i n d e x 3" . Övriga förslag är 

tänkbara, m e n m a n har s t anna t för a 3 . 

Det är a v v i k t , a t t e leverna får k l a r t för sig, a t t d e t t a sätt 

a t t s k r i v a i n t e är på något sätt självklart u t a n a t t de t m e d 

tiden har b l i v i t v a n l i g t a t t s k r i v a så. 

Så övar v i några veckor m e d enk la exempe l a 3 • a 2 etc. 

men alltid så, a t t e leverna får säga: I den här p r o d u k t e n 

finns det 3 f a k t o r e r a, som ska l l m u l t i p l i c e r a s m e d 2 f ak to r e r a. 

Produkten består alltså a v 5 f ak to r e r a, och d e t t a tecknas a 5 . 

Men v i måste lägga t i l l l i t e n y t t , o m i n t e var je gång så 

varannan. N u b l i r de t t a l o m n a m n på en sådan p r o d u k t av-

lika f ak to re r . O m v i s k r i v e r d 3 , dw, rf20, k a n m a n kanske 

framkalla en känsla av a t t ä*:et " d i g n a r " under bördan, v i l k e t 

i sin t u r kanske k a n hjälpa eleverna a t t k o m m a ihåg o rde t 

dignitet (fastän o rden n a t u r l i g t v i s i n t e alls är besläktade). 

Man k a n också t a l a o m , a t t j u f lera f a k t o r e r det k o m m e r m e d 

i p roduk ten , desto större värde (värdighet) får den, och he r ra r 

med hög värdighet ka l las för dignitärer. D e t är j u också 

möjligt, a t t ba rnen känner t i l l d e t engelska o rde t dignity, 

om in te , så k a n de j u få t i l l u p p g i f t a t t se efter i l e x i k o n t i l l 

påföljande gång. 

Sedan k a n v i jämföra d i g n i t e t e n m e d t . ex. en s t a ty , s o m 

står uppe på e t t unde r l ag (pos tament , bas) och exponeras, 

och så k a n v i få skäl a t t k a l l a a i a 3 för bas och 3:an för 

exponent. H a r v i infört dessa t r e n a m n 

3 
3/a ]0. s. v . 

3 ^ - e x p o n e n t ) 
r -»dignitet, 

bas » a 
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så k a n v i åtskilliga veckor framåt på vår l i l l a s t u n d ö v a med 

a t t låta e leverna s k r i v a en d i g n i t e t m e d basen 6 och exponen­

t e n 4, m e d basen 3 och exponen ten 3 e t c , etc. M a n k a n öva 

m e d m u l t i p l i k a t i o n och d i v i s i o n av enk la d i g n i t e t e r m e n 

utan a t t införa några regler . V i använder a l l t i d d e f i n i t i o n e n . 

J a , v i k a n n a t u r l i g t v i s också syssla m e d d i g n i t e t e r av d i g n i ­

te ter , t . ex. ( a 3 ) 2 . Så passar v i också på a t t ö v a m e d ^2^j 

och f l—j 8
 e t c , göra jämförelse m e d m 2 och ra3 och t a l a o m 

o l i k a n a m n på a 2 och a 3 , t . ex. a-två, a upphöj t t i l l två, 

a i k v a d r a t , a i k u b . 

Parenteser 

Produkter med en parentes 

I början av vårterminen i klass 6 bör m a n k u n n a gå något 

l i t e v i d a r e och börja en s m u l a m e d parenteser. V i sk r ive r 

t . ex. på t a v l a n : 

3{2a + 36) 

och läser d e t t a : t r e s t y c k e n påsar m e d 2 a(pels iner) och 

3 6(ananer) i va r j e . P l o c k a r v i u p p apelsinerna och bananerna 

u r påsarna och lägger d e m på e t t f a t , får v i 6 apelsiner och 

9 bananer på f a t e t el ler 

3(2a 4 - 36) = 6a 4 - 96. 

E n t i d k a n m a n ö v a m e d förenkling a v u p p g i f t e r a v t y p e n 

3(2a 4 - 36) 4- 2(5a 4 - 6) , m e n ganska sna r t måste minus ­

t e c k n e n k o m m a m e d , både i n u t i parentesen och utanför, och 

de t är enke l t a t t gå den vägen a t t m a n endast räknar med 

s i f fer ta l och k o n t r o l l e r a r sina räkningar så s o m R . W . F gör 

under överskriften 'Parenteser ' s t r a x i början av del I I 
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(sidorna 15—19), m e n för omväxl ings s k u l l k a n m a n j u 

också tänka sig andra vägar. 

För a t t få e t t exempe l m e d m i n u s t e c k e n i n o m parentesen 

kan v i t . ex . tänka oss en person, som har e t t l i t e t lager päron, 

som i n t e tål a t t l igga . Frampå hösten köper h a n dag l igen 

6 st vinteräpplen (a) och äter u p p 3 a v s ina päron (p). 

Ändringen av hans f r u k t l a g e r efter 5 dagar k a n sk r ivas 

antingen 5(6ä — 3p) el ler 30ö — löp, e f te rsom h a n på 5 dagar 

har köpt 30 äpplen och ätit u p p 15 päron. Låter v i m a n n e n 

i stället ha lager av både äpplen och päron och an t a r , a t t h a n 

dagligen äter u p p 2 äpplen och 3 päron, har h a n efter en dag 

kvar: L a g r e t — 2ä — 3p el ler L a g r e t — (2ä 4- 3p) och efter 

5 dagar L a g r e t — 5(2ö 4- Zp) el ler L a g r e t — (10ä 4- löp) el ler 

om v i t a r äpplena för sig och päronen för sig L a g r e t — 10ä — 

— löp. D e t t a visar , dels a t t m a n k a n m u l t i p l i c e r a i n f a k t o r n 5 

i parentesen och låta m i n u s t e c k n e t o c h parentesen stå k v a r 

för a t t sedan t a b o r t parentesen m e d ihågkommande a v a t t 

tecknet s k a l l ändras för varje t e r m i n o m parentesen, dels a t t 

man k a n utföra båda dessa opera t ioner s a m t i d i g t . Dessa 

regler b r u k a r åtminstone några av de d u k t i g a r e i va r je klass 

själva k u n n a f o r m u l e r a . 

När de t gäller en parentes m e d m i n u s t e c k e n framför och 

olika t ecken i n u t i parentesen, k a n v i vända oss t i l l e t t a n n a t 

område. V i be tecknar t . ex. e n k r o n o r m e d k, t i o k r o n o r m e d t 

och h u n d r a k r o n o r m e d h. E n person har på s i t t b a n k k o n t o 

1000 k r o n o r och i s in p lånbok 8 t m e n köper på k r e d i t v a r o r 

för (eller lånar) 2h och Ik. Ä v e n o m h a n beta lar av en de l 

av skulden (2h 4- Ik) m e d de 8 t h a n h a r i p lånboken, måste 

han ändå a n l i t a s i t t b a n k k o n t o för a t t täcka b r i s t en (2h + 

4 Ik — St), och av a l la s ina tillgångar har h a n k v a r 1000 k — 

- [2h 4- Ik — 8«). 

De t är k l a r t , a t t m a n får s a m m a resu l ta t , o m m a n först 

lägger i h o p 1000 k och 8 t och sedan m i n s k a r m e d 2h och m e d 

Ik. d . v . s. a t t 
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1000& — (2h + lk — St) = lOOOJfc — 2h — Ik 4- St, 

v i l k e t återigen v isar , a t t en parentes m e d m i n u s t e c k e n får 

tas b o r t , o m m a n b l o t t ändrar t ecken framför va r j e t e r m 

i n o m parentesen. D e t är av v i k t a t t framhålla, a t t m a n 

s k r i v e r första t e r m e n 2h i stället för -f- 2h, som de t egent l igen 

borde va r a . 

H a r m a n n u en eller två gånger v i sa t ovanstående resu l ta t , 

nöjer v i oss m e d de t och använder oss a v de regler , som 

eleverna själva (ev. m e d någon hjälp a v läraren) k o m m i t 

f r a m t i l l . 

Hä r har v i e t t område, där de t är y t t e r s t enke l t a t t t i l l v e r k a 

uppg i f t e r , där läraren has t ig t k a n se, o m en u p p g i f t är rätt 

räknad, och s o m därför väl lämpar sig för "radräkning". 

I början är de t säkert lämpligt a t t v i d räkning på sva r ta 

t a v l a n och i räkneböckerna hålla på a t t först f ak to re rna 

framför parenteserna ska l l m u l t i p l i c e r a s i n i parenteserna och 

a t t därefter parenteserna tas b o r t . 

Ex. 5(3a + 2b — 4c) — 2(1 a — 36 — 2c) = 

J a g m u l t i p l i c e r a r i n f a k t o r e r n a i parenteserna! 

= (15a + 106 — 20c) - (14a — 6b — 4c) = 

J ag t a r b o r t parenteserna! 

= 15a + 106 — 20c — 14a + 66 4- 4c = 

J a g reducerar l i k f o r m i g a t e r m e r ! 

= a 4- 166 — 16c. 

Dessa u p p g i f t e r lämpar sig också utmärkt för huvudräkning, 

varför eleven bör vänjas v i d a t t säga u t , v a d de t är, som h a n 

gör. T i l l föregående exempel k a n v i t . ex . tänka oss följande 

t e x t : U r första parentesen får j a g 15a m e d p lus tecken och ur 

den andra 14a m e d minus tecken , d . v . s. a. På s a m m a sätt 

får j a g u r första parentesen 106 m e d p lus tecken och u r den 
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andra 66 m e d p lus tecken , d . v . s. 166. A v c- termer ger första 

parentesen 20c m e d m i n u s t e c k e n och den a n d r a 4c m e d 

plustecken, d . v . s. 16c m e d minus t ecken . R e s u l t a t e t b l i r 

alltså u - f 166 — 16c. 

D e t är lämpligt a t t ganska sna r t övergå t i l l a t t låta e leverna 

säga 4 - 15a i stället för 15a m e d p lus tecken och — 14a 

i stället för 14a m e d minus t ecken . D e b l i r där igenom v a n a 

v i d a t t t a m e d t eckne t i t a l e t , och har m a n öva t m e d de t 

en t i d , k a n m a n n o g sna r t (någon gång s t r ax i början av klass 

7) övergå t i l l a t t behandla vår u p p g i f t : 

5(3a 4- 2b — 4c) — 2(7a — 36 — 2c) 

så här: 

4 - 5 gånger ( 4 - 3a) — 4 - 15a; + 5 gånger (-f- 26) = 4 - 106; 

+ 5 gånger (— 4c) = — 20c; — 2 gånger ( + 7a) = — 14a; 

— 2 gånger (— 36) = 4 - 66; — 2 gånger ( — 2c) = + 4c. 

Ef ter va r je m u l t i p l i k a t i o n s k r i v e r eleven u p p r e su l t a t , så 

at t när han har sagt färdigt ovanstående, har h a n fått : 

15a 4 - 106 — 20c — 14a 4 - 66 4 - 4c. 

På den följande ope ra t ionen sätter m a n an t i ngen n a m n e t 

hyfsning el ler reduktion av likformiga termer, d . v . s. t e rmer , 

som är l i k a , v a d b o k s t a v s u t t r y c k e n beträffar (som endast 

skiljer sig från v a r a n d r a ifråga o m s i f f e r f ak to rn , den s. k . 

koefficienten). V i d h y f s n i n g är de t en god v a n a a t t s t r y k a 

under de t e rmer , s o m behandla t s , sä a t t i n t e någon b l i r 

bortglömd. 

De t är av stor v i k t , a t t e leverna får vänja s ig v i d a t t säga u t , 

vad de gör, och i räkneböckerna s k r i v a u t de t t a , n a t u r l i g t v i s 

inte a l l t i d m e n t i l l en början, t i l l s läraren förvissat sig o m , a t t 

det in te behövs längre. 
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Teckenregler 

Ovanstående regler o m m u l t i p l i k a t i o n av t a l m e d tecken 

får m a n d i r e k t u r reg lerna för bo r t t agande av parenteser. 

D e t skadar i n t e , a t t e leverna också någon gång får s k r i v a u p p 

d e m på de t g a m l a v a n l i g a sättet: 

( + ) • ( + ) = + ; < + ) • ( - ) = - ; ( - ) • ( + ) - - ; 

( - ) • ( - ) = + 

eller a t t läsa de t ännu enkla re : L i k a t ecken ger ( v i d både 

m u l t i p l i k a t i o n och d i v i s i o n ) p lus , och o l i k a t ecken ger minus . 

När m a n har k o m m i t så långt, ha r m a n nog i ekvationsläran 

h u n n i t m e d så pass m y c k e t , a t t de t är bäst a t t i de flesta 

övningsexemplen syssla m e d ekva t ione r . 

Produkter med två 'parenteser 

D e t b l i r säkert o n t o m t i d i klass 7 m e d den n y a anordn ingen 

(3 t i m m a r m a t e m a t i k i veckan ) , och ska l l v i h i n n a något 

mera i a lgebran , får n o g också fortsättningen b l i på en 

"förströelsestund" någon gång då och dä. Närmast k o m m e r 

n u m u l t i p l i k a t i o n av två parenteser. 

V i väljer t . ex. (a -f- b)(c — d) och betecknar den ena 

parentesen m e d e t t p och läser "parentes ggr (c — d ) " . 

V i får då : 

(a 4 - 6)(c — d) = p(c — d) = pc — pd = cp — dp. 

Så sätter v i i n (a 4 - b) i stället för p i sista ledet , v i l k e t ger: 

(a 4 - b)(c - d) = c{a - f b) — d(a 4 - b) = 

= ac + bc — ad — bd eller 

ac — ad 4 - bc — bd. 

M a n k a n l i k a gärna (eller he l l re) s k r i v a (a 4 - b) ggr parentes — 

= (a + b) • p. 
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V i sk r ive r o m de t he la : 

i j 
t i 4 

(a 4- 6)(c — d) — ac — ad -\- bc — bd 

t - t 1 
och läser: 

4- a ggr ( + c) = 4- ac; 4- a ggr (— d) = — a d ; 

+ B ggr (4 - c) = + bc; 4- 6 ggr ( - d) = — foi; 

Tvä parenteser ( två p o l y n o m ) m u l t i p l i c e r a s m e d v a r a n d r a 

på så sätt, a t t va r j e t e r m (med s i t t t ecken) m u l t i p l i c e r a s 

med var je t e r m ( m e d tecken) i d e n a n d r a parentesen. 

Området passar utmärkt både t i l l radräkning och h u v u d ­

räkning. 

I d e t t a s a m m a n h a n g bör m a n också t a l a o m benämningarna 

monom = e n t e r m i g t u t t r y c k , binom = tvåtermigt , trinom = 

= t r e t e r m i g t och polynom = f l e r t e r m i g t u t t r y c k . Ä v e n o m 

eleverna n u för t i d e n i n t e känner t i l l klasserna i Linnés 

sexualsystem, M o n a n d r i a e t c , b r u k a r de ha reda på m o n o p l a n 

(monoteism, m o n o l o g ) , b i p l a n (b isekt r i s , b i g a m i ) , t r i a n g e l 

( t r ip le t t , t r i u m v i r a t ) , p o l y f o t o ( p o l y t e i s m , Polynes ien) , så 

man k a n a l l t i d få Ute hjälp a v dessa, när de t gäller a t t f i n n a 

lämpliga n a m n . 

Någon gång bör m a n också repetera utläsning av s tora t a l , 

och de t k a n lämpligen ske b l . a. här. D e t k a n hända, a t t de t 

finns b a r n i klassen, s o m a l d r i g har hört talas o m a t t m a n 

(här i Sverige) a l l t i d använder " i l l i o n " för a t t be teckna 

sexsiffriga t a l g r u p p e r på följande sätt: 

2000000 = 2 m i l l i o n e r ( m o n o m ) , 

2000000000000 = 2 b i l l i o n e r ( b i n o m ) , 

2000000000000000000 = 2 t r i l l i o n e r ( t r i n o m ) . 

Därefter följer k v a d r i l l i o n e r , k v i n t i l l i o n e r , s ex t i l l i one r , h e p t i l -

lioner etc. 
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Kvadrat- och ko-njugatreglerna 

I f r a m t i d e n b l i r de t n o g svårt a t t i klass 7 h i n n a längre, 

m e n går de t i n t e a t t börja m e d kvadre r ings reg le rna och 

k o n j u g a t r e g e l n där, så bör de t b l i i början av klass 8. 

V i s k r i v e r (tx 4- t2)
2 = (tt + Z 2)(^i + h) O C n utför m u l t i ­

p l i k a t i o n e n , som ger tx

2 4- t 2

2 4- 2txt2. Sedan m a n en s t u n d 

p r a t a t m e d (och i cke enba r t t i l l ) e leverna o m a t t "2 i n d e x 

e t t " egent l igen endast är e t t k o r t a r e sätt a t t be teckna "de t 

första t a l e t " , b r u k a r de efter något prövande , ev . m e d lära­

rens hjälp, själva k u n n a f o r m u l e r a regeln : D e t första t a l e t 

p lus de t a n d r a t a l e t i k v a d r a t är l i k a m e d de t första t a l e t 

i k v a d r a t p lus de t a n d r a t a l e t i k v a d r a t p lus d u b b l a p ro ­

d u k t e n a v de t första t a l e t och de t a n d r a t a l e t . 

Al lde les på s a m m a sätt gör v i m e d (tx — t2)
2 och , när den 

t i d e n k o m m e r , m e d (tt 4 - h)(h ~ h)- K o n j u g a t r e g e l n k a n 

lämpligen läsas: D e t första t a l e t p lus de t a n d r a t a l e t , gånger 

de t första t a l e t m i n u s de t a n d r a t a l e t , är l i k a m e d k v a d r a t e n 

på de t första t a l e t m i n u s k v a d r a t e n på de t a n d r a t a l e t . 

B e t e c k n i n g a r n a " d e t första t a l e t " och " d e t a n d r a t a l e t " är 

av värde, då läraren behöver i n g r i p a för a t t hjälpa t i l l . 

S k a l l v i t . ex . u t v e c k l a (2a 3 — 3 & 2 ) 2 b l i r frågorna: V a d heter 

första t a l e t ? (2a 3 ) V a d heter a n d r a t a l e t ? {Sb2) V a d b l i r 

k v a d r a t e n på första t a l e t ? (4a 6 ) . V a d b l i r k v a d r a t e n på andra 

t a l e t ? (9ö 4 ) . V a d b l i r p r o d u k t e n a v första t a l e t och andra 

t a l e t ? (6a3b2). V a d b l i r d u b b l a p r o d u k t e n a v de båda t a l e n ? 

(12a 3 ö 2 ) . 

Resultat: (2a 3 — 3 ö 2 ) 2 = 4a ö 4- 9& 4 - 12a 3 6 2 . 

Hä r är de t lätt för e leverna a t t t i l l v e r k a u p p g i f t e r och 

likaså för läraren a t t k o n t r o l l e r a , varför området inövas 

g e n o m radräkning och huvudräkning. 

V i d huvudräkning bör m a n ö v a m e d uppg i f t e r sådana som 

1 , 1 

M) 
1 \ 2 

2 J , 9 9 2 , 1 0 1 2 . 2 - = 2 4- 52 • 48 = (50 4- 2) (50 - 2) 
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= 2500 — 4 = 2496 osv. . 

I 99 2 = (100 — l ) 2 är första t a l e t 100 och a n d r a t a l e t == I . 

K v a d r a t e n på första t a l e t är 10000 och k v a d r a t e n på a n d r a 

talet 1. D u b b l a p r o d u k t e n är 200. R e s u l t a t e t b l i r alltså 

10000 - 200 + 1 = 9801 . 

U p p d e l n i n g i f a k t o r e r a v p o l y n o m 

U t b r y t n i n g s r e g e l n är en enke l regel , som v a n l i g e n i n t e 

ställer t i l l något trassel. D e t är lätt a t t förstå, a t t o m m a n 

har 10 a(pels iner) , 15 ö(ananer) och 20 c ( i t rone r ) , så k a n m a n 

dela u p p dessa i 5 s t påsar, så a t t m a n i va r j e påse får 

2 apelsiner, 3 bananer och 4 c i t r one r eller i f o r m e l : 

10a 4 - 156 4 - 20c = 5(2a + 36 4 - 4c). 

Det är j u också lätt a t t k o n t r o l l e r a genom a t t åter m u l t i p l i c e r a 

in f a k t o r n 5 i parentesen. Och d e t t a är en god regel: E f t e r 

en u t b r y t n i n g , k o n t r o l l e r a alltid räkningen g e n o m i n m u l t i -

p l i k a t i o n ! 

Första t i d e n i klass 7 be tyde r den i n t e så m y c k e t , m e n 

lite senare, när m i n u s t e c k n e t k o m m e r m e d , är regeln så m y c k e t 

v ik t igare . 

Ex.: (a - 36 4 - c)(a 4 - 36 — c) = 

= \a - (36 - c ) ] [a + (36 - c ) ] . 

Ifråga o m k v a d r a t r e g e l n (reglerna) k a n den första övningen 

bedrivas t . ex. så här: K a n m2 + 4t&2 v a r a en jämn k v a d r a t , 

d. v . s. k v a d r a t på en b i n o m ? V a d borde i så f a l l första t a l e t 

heta (m) och v a d de t a n d r a ? (2n) V i låter eleven själv t a 

reda på a t t de t är en t e r m , s o m saknas, nämligen d u b b l a 

p r o d u k t e n 4 mn. 

E n annan gång: V a d är de t s o m fa t tas , o m 9 m 2 4 - 6 m n är 

början t i l l e t t exempe l på k v a d r a t r e g e l n ? D å måste 9 m 2 v a r a 
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k v a d r a t e n på första t a l e t , v i l k e t b l i r Sm. Qmn måste va ra 

den d u b b l a p r o d u k t e n . Då är enk la p r o d u k t e n Smn, och 

ef tersom första t a l e t är Sm, så b l i r a n d r a t a l e t n och de t som 

fa t tas i de t g i v n a u t t r y c k e t är k v a d r a t e n på a n d r a ta le t , 

d . v . s. n2. 

T i l l omväxl ing b l i r en a n n a n gång frågan: K a n m2 — I Omn 4-

-4- IQn2 v a r a k v a d r a t e n på en b i n o m ? I så f a l l borde första 

t e r m e n v a r a m och den a n d r a 4n, och u t t r y c k e t sku l l e v a r a 

l i k a m e d (m — 4n)2. M e n så enke l t är de t i n t e . V i måste också 

k o n t r o l l e r a , a t t d u b b l a p r o d u k t e n stämmer. D e n sku l l e b l i 

8 mn m e d minus t ecken . Alltså är m 2 - - lOmn 4- 16w 2 i cke 

k v a d r a t e n på en b i n o m . M e n m2 — lOmn 4- IQn2 — (m — 

— 2n)(m — Sn), v i l k e t i n t e är så lätt för e leverna a t t se på 

d e t t a s t a d i u m . 

När m a n sysslar m e d u p p d e l n i n g av p o l y n o m i f ak to re r , 

måste m a n of ta ställa s ig de t r e frågorna: 

1. K a n j a g använda u t b r y t n i n g s r e g e l n ? 

2. K a n j a g använda någon k v a d r a t r e g e l ? 

3. K a n j a g använda k o n j u g a t r e g e l n ? 

Därför måste v i i klassen behand la frågan: H u r k a n m a n 

på e t t g ive t a lgebra i sk t u t t r y c k se, o m m a n k a n använda 

någon a v dessa regler ? Så småningom bör v i k u n n a få eleverna 

a t t säga någonting sådant här: U t b r y t n i n g s r e g e l n k a n an­

vändas, o m s a m m a f a k t o r f inns i a l la t e r m e r i en a lgebraisk 

s u m m a (om s a m m a s to rhe t ingår som f a k t o r i v a r j e t e r m 

i en p o l y n o m ) . D e n n a f a k t o r s k r i v e r v i framför en parentes, 

och innanför parentesen får v i för va r j e t e r m i p o l y n o m e n 

en t e r m sådan, a t t o m den mu l t i p l i c e r a s m e d den u t b r u t n a 

f a k t o r n , får v i t i l l b a k a den u r s p r u n g l i g a t e r m e n . 

O m v i s k a l l k u n n a använda k v a d r a t r e g e l n , måste v i ha 

a t t göra m e d e t t tretermiyt u t t r y c k , i v i l k e t t vå av t e r m e r n a 

är j ämna k v a d r a t e r och den t r ed je t e r m e n d u b b l a p r o d u k t e n 

a v två t a l , v i l k a s k v a d r a t e r j u s t är de två andra t e r m e r n a . 
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Konjugatregeln kan användas på ett tvåtermigt uttryck 
med en plusterm och en minusterm, där båda termerna är 
jämna kvadrater (på skillnaden mellan två jämna kvadrater). 

J a , det är inte så lätt att uttrycka dessa tankegångar 
riktigt klart och tydligt, och vi får nog inte ha alltför stora 
fordringar på formuleringen. Säkert är, att vi får känna oss 
ganska nöjda, om vi i klass 8 kan få en genomsnittselev att 
lämna en redogörelse så här: "Utbrytningsregeln kan användas 
på ett uttryck med flera termer, t. ex.: 

8a36 + 12a62 — 16a2/;, 

om samma faktor finns i alla termerna, I detta exempel finns 
4a6 som faktor överallt. Då kan jag skriva polynomen lika 
med en produkt, vars första faktor är 4aö och vars andra 
faktor är en parentes. Inom den parentesen får jag tre 
termer, som jag finner, om jag dividerar var och en av de 
givna termerna med 4o6, d. v. s.: 

8a36 4 - 12o&* - 16a26 = 4a6(2a2 4 - 36 — 4a). 

Algebra i ska räkningar 

I allmänhet är det nog inte så mycket man kan hinna 
med av algebraräkning. Med tanke på förekommande ekva­
tionstyper, bör man nog försöka hinna med några uppgifter 
på förkortning, addition av bråk och på dubbelbråk. 

Här behövs inga nya regler. Har man ordentligt läst in 
definitioner på förkortning och förlängning och regler för de 
fyra räknesätten i bråk med siffertal, kan man också klara 
dessa algebraräkningar. 

Men det hindrar inte, att förkortningen (och förlängningen) 
av algebraiska bråk ställer till mera trassel än kanske någon­
ting annat i matematikkursen. Att förkortning innebär, att 
man dividerar täljare och nämnare med samma tal och att 
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m a n v i d förlängning m u l t i p l i c e r a r täljare och nämnare m e d 

s a m m a t a l , de t är något , som måste upprepas m y c k e t of ta . 

M a n har kanske något h o p p a t t u n d v i k a ide l iga f e l v i d 

"förkor tning" , o m m a n fastslår såsom regel , a t t i e t t bråk, 

där förkortning ska l l företagas, först både täljare och nämnare 

ska l l v a r a uppdelade i f ak to re r , i n n a n m a n sätter i gång a t t 

förkorta. M a n k a n gärna låta eleverna vänja sig v i d a t t 

överstrykningar som regel icke bör förekomma. 

E x . 2ab - 26 2 2b(a — b) 26 

a2 - 6 2 (a + b)(a — b) a + 6 

AT.F , „ ex, 671 c. 4 ^ - 1 = 

3xy2(25x2 + 4y2 + 20xy) y(5x + 2y)2 

6x2y{25x2 — 4y2) 2x(5x 4> 2y)(5x - 2y) 

_ y(&x + 2y) 

2x{5x — 2y) 

V i repeterar a d d i t i o n e n och s u b t r a k t i o n e n m e d e t t par 

exempe l : 

Ex. 1 : 

1 2 , 3 _ c 26 3a _ c — 26 + 3a 

a 6 ac 6c a&c a6c a6c a6c 

Tankegången framställes sålunda. M i n s t a gemensamma 

d i v i d e n d e n t i l l nämnarna är a6c. M a n ser, a t t första nämnaren 

måste m u l t i p l i c e r a s m e d c. Därför måste också täljaren i första 

bråket m u l t i p l i c e r a s m e d c. I a n d r a bråkets nämnare fat tas 

f a k t o r n 6. Därför måste a n d r a bråket förlängas m e d 6. 

Tred je bråket förlänges m e d a. 

Ex. 2: 
Sy x + y 2 x — 2y_ Sy 

x2 — y2 x2 — xy x2 4- xy (x + y)(x — y) 

* + V _ j _ 2 ( * — y) _ Sxy — (x + yf + 2(x — y)2 

x(x — y) x(x + y) x(x + y){x — y) 
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= %xy - (x2 4- y 2 4- 2xy) + 2 ( s 2 - f y 2 - 2xy) = 

x(x + y)(a; — y) 

_ 2xy 4- a;2 4- y 2 _ (a: 4- y ) 2 _ a; 4- y 

z(a; + y)(x - y) ~ x(x 4- y){x - y)~ x(x — y)' 

Även o m m a n får v a r a nöjd , o m eleverna k a n utföra 

räkningen på d e t t a sätt, får m a n försöka a t t , sä o f t a de t n u 

kan v a r a möjl igt , ö v a klassen a t t på svenska redogöra för 

arbetet och kanske någon gång lämna en sådan u p p g i f t m e d 

redogörelse för behand l ingen t i l l hemarbe te . 

E l eve rna s k r i v e r då små uppsatser ungefär så här: Förs t 

delar j a g u p p nämnarna i f a k t o r e r m e d hjälp av k o n j u g a t ­

regeln och u t b r y t n i n g s r e g e l n ( led 2) . Sedan söker j a g M . G . D . 

t i l l nämnarna och s k r i v e r den under bråkstrecket i l e d 3. 

Jämför j a g n u första bråkets nämnare m e d M . G . D . , f inne r 

jag, a t t första bråket måste förlängas m e d x. På s a m m a 

sätt får j a g , a t t a n d r a bråket måste förlängas m e d (x 4- y ) 

och t red je bråket m e d (x — y ) . J ag u t v e c k l a r sedan de två 

kvadra te rna , som j a g fått i täljaren, och får l ed 4. När j a g 

har t a g i t b o r t parenteserna ( led 5 ) 1 och hy f sa t ( led 6), ser j a g , 

at t täljaren är en j ä m n k v a d r a t ( led 7). E f t e r förkortning 

med (x 4- y ) får j a g r e su l t a t e t ( led 8). 

Som exempe l på d i v i s i o n behandla r v i e t t p a r enk la 

dubbelbråk. 

Ex. 1. 

Frågar v i i klassen, v a d m a n k a n göra m e d d e t t a bråk, 

bör v i r i m l i g t v i s k u n n a få t i l l svar , a t t m a n k a n förlänga de t . 

Frågar v i sedan, v a r m e d m a n lämpligen bör förlänga — det 

står j u v a r och en f r i t t a t t förlänga m e d v a d h a n eller h o n 

1 Led 5 har här ej medtagits. 
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t y c k e r k a n v a r a t r e v l i g t — får v i en he l mängd förslag: 

3, 2, 6, 7, 14, 2 1 , 42. Resonerar v i så en s t u n d o m v i l k e t som 

k a n v a r a ro l igas t , k o m m e r v i n a t u r l i g t v i s f r a m t i l l a t t o m 

m a n väljer 42, s l ipper m a n a l l a ( a l l t ) bråk, och v i får endast 

he la t a l a t t a rbe t a m e d . 

U n d e r samtale ts gång k o m m e r säkert någon elev a t t säga, 

a t t m a n förlänger m e d M . G . D . t i l l a l la smånämnare, som 

förekommer i (dubbel)bråket . 

Ex. 2. 

(2a 4 - b)(2a — 6) _ 2a 4- b 

(2a — bf ~~ 2a^b 

T e x t e n : J a g förlänger de t g i v n a d u b b e l bråket m e d 2ab 

( M . G . D . t i l l smånämnarna) och får l e d 2. Där k a n j a g dela 

u p p täljaren och nämnaren i f a k t o r e r m e d hjälp av k o n j u g a t -

resp. k v a d r a t r e g e l n ( led 3) . E f t e r förkortning m e d (2a — b) 

får j a g l e d 4. 

F ö r den lärare, som själv v i l l k o m p o n e r a uppg i f t e r i algebra, 

må lämnas e t t exempe l på h u r m a n k a n a rbe ta för a t t t i l l v e r k a 

en u p p g i f t , utgående från de t m a n v i l l h a t i l l r e su l t a t . 

a2 a 

a2 _ (a — b)a _ a — b _ 

~2aT—3b ~~ 2a ~Hb — ~ 2 " ~ ~ 36 

a(a — b) 

a — 6 4- 6 

a — b 

2 2 

172 

2a _b_ 

b 2a 4a 2 - 6 2 

2a b__ ~ 4 a 2 + 6 2 - 4a6 

6 + 2 ä 

a(a — b) a — 6 a(a — b) 

i - 1 



V i d övergången från l ed 1 t i l l l ed 2 h a r bråkets täljare och 

nämnare d i v i d e r a t s m e d a(a — b), från l e d 2 t i l l l ed 3 har 

två bråk förkortats m e d a, från 3 t i l l 4 h a r dividendbråkets 

tcäljare ändrats från a t i l l a — b 4- 6, första bråket i nämnaren 

har förkortats m e d a och a n d r a t e r m e n s k r i v i t s som k v o t e n 

' ( ~ ^ ) — > vare f te r k v o t e n i d e t t a u t t r y c k förkortats m e d b. 
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K V A D R A T R Ö T T E R 

Några begreppsbestämningar 

När något n y t t införes, k a n de t v a r a b r a a t t först ge en 

l i t e n översikt över förut behandlade områden. D e t b l i r i n te 

tillfälle därtill på så många ställen i sko lkursen . M e n jus t 

här k a n det nog passa a t t försöka sammanställa v a d v i lärt 

oss o m t a l . 

Positiva tal 

O m v i s k r i v e r 5 4- 3 = ?, så k a n säkert v a r och en i klassen 

svara , a t t s u m m a n b l i r 8. D e t lär m a n sig på e t t m y c k e t 

t i d i g t s t a d i u m . 

Ger m a n i stället endast den ena t e r m e n och s u m m a n , 

alltså 5 4 - ? = 8, så k a n a l la k l a r a de t n u också, även o m 

m a n i n t e får lära s ig de t så t i d i g t i sko lan . 

Negativa tal 

Går v i e t t s teg t i l l och s k r i v e r så här: 5 + ? = 2, så h a r v i 

k o m m i t t i l l någo t alldeles o l i k a de t föregående. På fråge­

tecknets p la t s ska l l v i sätta de t n e g a t i v a t a l e t — 3. D e n n a 

ope ra t i on , då v i ger en t e r m och s u m m a n , är t y d l i g e n en sorts 

ömvändning t i l l d e t första e n k l a f a l l e t , då t e r m e r n a v a r 

b e k a n t a och m a n sökte s u m m a n . 
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Hela tal 

Om v i s k r i v e r 5 • 3 = ?, så är de t också en enke l fråga, 

som m a n får lära sig besvara jämförelsevis t i d i g t i sko lan . 

Inte så värst m y c k e t svårare b l i r det , o m m a n endast ger 

den ena f a k t o r n och p r o d u k t e n , d . v . s. frågan 3 • ? = 15, 

men d e t t a räknesätt — d i v i s i o n e n — k o m m e r i n på sko l ­

schemat senare. 

Bråk 

Ännu längre f r a m u n d e r s k o l t i d e n k o m m e r u p p g i f t e n 

3 • ? = 7. V i d denna fråga k l a r a r v i oss i n t e längre m e d de 

hela ta len . V i måste införa e t t n y t t slags t a l , nämligen bråken. 
7 

På frågetecknets p l a t s måste v i s k r i v a bråket - . 

Rationella tal 

O m v i m u l t i p l i c e r a r t vå l i k a t a l m e d v a r a n d r a , t . ex. 

3 • 3 = ?, är de t i n g e n k o n s t a t t f i n n a p r o d u k t e n , i n t e ens, 

3 3 
om m a n i stället sku l le väl ia 3 , 1 4 • 3 , 1 4 el ler 2 - • 2 -. Vänder v i 

j 7 7 

på frågan och ger p r o d u k t e n ( k v a d r a t e n ) m e n frågar efter 

faktorerna, k a n m a n n o g i n ionde klassen v i d den här t i d e n , 

då de t t a s k a l l behandlas , k l a r a en enke l fråga som t . ex. 

? • ? = 25 eller i e k v a t i o n x2 = 25. 

Irrationella tal 

Men de t behövs endast , a t t v i ändrar p r o d u k t e n en s m u l a 

och sk r ive r ? • ? = 2 el ler x2 — 2, för a t t m a n ska l l f i n n a , a t t 

det i n t e b l a n d de h i t t i l l s b e k a n t a t a l en f inns något, som 

mul t ip l i ce ra t m e d sig självt ger t i l l r e s u l t a t 2. 
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Fortsatt diskussion om de nya begreppen 

I n n a n v i går v ida re , är de t n o g bäst a t t något l i t e beröra 

o rde t " r a t i o n e l l " och begreppet " r a t i o n e l l t t a l " . 

Ordet rationell 

I M e t o d i s k a anv i sn inga r säges under överskriften "Ämnets 

o l i k a g rena r" i m o m e n t e t o m 2 5 , a t t m a n i s a m b a n d med 

införandet av n k a n få tillfälle a t t t a l a o m förhållandet 

m e l l a n s torheter såsom k v o t e n m e l l a n deras mätetal. V ida r e 

har överstyrelsen i e t t cirkulär från de senaste åren äntligen 

u t t a l a t s o m s in men ing , a t t va r j e lärare efter f a t t i g förmåga 

bör v a r a lärare i svenska, och s l u t l i gen är de t för varje 

människa lättare a t t förstå något , som sättes i s amband 

m e d sådant, som är b e k a n t från a n d r a områden. 

V i k a n alltså anse oss ha f lera skäl t i l l a t t s t anna en s t u n d 

inför orden ratio, ration, rationalism och rationell för a t t 

s l u t l i gen k o m m a f r a m t i l l u t t r y c k e t rationellt tal. 

På s id . 46 o m bråk l i k s o m också v i d l abo ra t i onen för 

bes tämmande a v i t framhålles, a t t m a n bör ö v a m e d orden 

förhållande, ration och kvot ( m e d framhållande a v a t t förhål­

l a n d e t eller r a t i o n e n m e l l a n två s torhe te r u t t r y c k t a i samma 

sor t ) är k v o t e n m e l l a n deras mätetal. 

V i k a n alltså förbereda de t t a , som s k a l l s tuderas i realskolans 

avs lu tn ingsklass och i gymnas ie t s första r i n g i de t r e före­

gående klasserna l i t e då och då. 

D e flesta elever känner nog t i l l o rde t r a t i o n e l l . D e v e t sä­

k e r t , v a d som menas m e d r a t i o n e l l t j o r d b r u k , r a t i o n e l l d r i f t 

a v en f a b r i k , a t t över h u v u d t age t sköta e t t arbete ra t io ­

ne l l t , a t t p lanera s i t t skolarbete , d . v . s. a rbe ta m e d hem­

u p p g i f t e r n a r a t i o n e l l t . 

När de t gäller hemarbe te t i m a t e m a t i k (och f y s i k ) , skul le 

de t be tyda , a t t m a n i n t e " k l u d d a r och k l a d d a r " alltför 
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mycket, a t t m a n försöker a t t själv på svenska u t t r y c k a de 

tankar, som leder t i l l lösningen a v e t t p r o b l e m , a t t m a n 

all t id strävar efter överskådlighet ( t ro t s a t t de t medför 

slöseri m e d papper ) , a t t m a n så långt de t f inns någon möjlighet 

försöker a t t m e d t y d l i g a f igure r i ev. g i v n a p r o p o r t i o n e r 

illustrera de t m a n s tuderar o. s. v . 

Eleverna bör n o g sna r t förstå, a t t d e t t a har a t t göra m e d 

grundbetydelsen a v o rde t ratio, d . v . s. förstånd, m e n a t t 

ration i n o m m a t e m a t i k e n k o m m i t a t t få betydelsen bråk, k v o t . 

Det är n a t u r l i g t v i s lämpligt a t t i n n a n " d e n s to ra diskussio­

nen" går av s tape ln u p p m a n a de elever, som har tillgång t i l l 

en uppslagsbok (skolans b i b l i o t e k ) , a t t undersöka be tyde lsen 

hos de ifrågavarande o rden . 

Rationalism 

Vad som b l i r sagt o m r a t i o n a l i s m e n beror väl på lärarens 

Läggning och elevernas even tue l la självstudier. E n lärare, som 

är la t inare eller som m e d nöje läst t . ex . B e l l , " M a t e m a t i k e n s 

män", säger m e d Cartesius: " C o g i t o , ergo s u m " (Jag tänker, 

alltså är j a g t i l l ) . E n annan , som är mera f y s i k a l i s k t i n r i k t a d , 

talar kanske o m , a t t m a n k a n gradera i n s t r u m e n t r a t i o n e l l t 

och e m p i r i s k t och ger exempe l därpå. R e s u l t a t e t bör t i l l s l u t 

bli, a t t en r a t i o n a l i s t anser, a t t h a n k a n få v e t a något g e n o m 

att tänka, en e m p i r i k e r genom a t t i a k t t a g a . 

Rationella tal 

Så k o m m e r v i t i l l s l u t t i l l r a t i o n e l l a t a l . O r d e t r a t i o n har 

tidigare förekommit i en svensk lärobok i m a t e m a t i k . I a n d r a 

delen a v den a v Möller u t g i v n a och a v B a l k e omarbe tade 

Algebra (femte upp l agan ) skrevs o m geomet r i ska serier: 

"Denna k o n s t a n t a k v o t ka l las seriens kvot eller ration." 

N u bör j u också e leverna förstå, a t t när m a n endast 
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sysslar m e d t a l , begreppen förhållande, r a t i o n och k v o t är 

i den t i ska . D e t bör då l igga nära t i l l hands a t t k a l l a ett tal, 

som kan skrivas såsom en kvot mellan hela tal, för ett kvottal 

eller förhållandetal eller rationellt tal. A t t m a n b land 

dessa väljer de t i n t e r n a t i o n e l l a o r d e t rationellt, borde vara 

självklart. 

Mera om irrationella tal 

O m de t f inns sådana t a l , som i c k e k a n sk r ivas s o m k v o t e n 

m e l l a n två hela t a l , så bör de he l t n a t u r l i g t ka l las , j a , de t kan 

v i n o g låta e leverna själva h i t t a på: " i c k e r a t i o n e l l a t a l " . 

Några skul le t . o. m . k u n n a k o m m a på den nekande samman­

sättningsdelen in- (som b l i r t i l l ir- framför följande -r) 

såsom ersättning för " i c k e " . "Irreguljär" är n o g b e k a n t för 

åtskilliga. ( E t t s t u d i u m av några o r d , som börjar på in-, ir-, 

k a n i n t e skada.) V a d o rde t irrationell be tyder , bör kunna 

fas tna och v e r k l i g e n äga en m e n i n g , o m de t v a r i t möjl igt a t t 

anslå en s t u n d t i l l sådant s amta l , som o v a n skisserats. 

A t t y/2 e l ler -\/3 är e t t sådant t a l , visas n a t u r l i g t v i s i varje 

lärobok, m e n likväl t a l a r v i något därom. O m v i b l a n d de 

t a l , som v i känner, sku l le försöka få reda på e t t t a l , vars 

k v a d r a t är 2, sä måste v i söka b l a n d bråken. V i låter eleverna 

söka en l i t e n s t u n d . Sådant b r u k a r v a r a r o l i g t . M a n k a n j u 

hålla sig t i l l decimalbråk och stänga inne -y/2 m e l l a n allt 

snävare gränser. 

2 är för s t o r t , 1 är för l i t e t , t y 2 2 = 4 och 

l 2 = 1 

1,5 „ „ „ 1,4 „ „ „ „ ( 1 , 5 ) 2 = 2 ,25 

(1 , 4 ) 2 == 1,96 

1,42 „ ,, ,, 1,41 „ ,, „ „ ( 1 , 42 ) 2 = 2 ,0164 

( l , 4 l ) 2 = 1,9881 

1,415 , , „ „ 1,414 „ „ „ „ (1 , 415) 2 = 2 ,002225 „ 

(1 , 414) 2 = 1,999396. 
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Räcker t i d e n , låter v i en elev föreslå e t t g o d t y c k l i g t t a l t i l l 

nämnare i e t t bråk. Låt oss t . ex . välja 57! D å gäller de t 

att söka reda på en täljare, sådan a t t bråkets k v a d r a t b l i r 2. 

I det sökandet k a n he la klassen de l t aga g e n o m a t t va r och en 

räknar i s in bok , eller också k a n m a n låta en 5 —6 elever a rbe ta 

vid t a v l a n . På så v i s f inne r v i t . ex. : 

7 0 \ 2 _ 4900 / 8 0 \ 2 _ 6400 98 

57/ " " 3 2 4 9 ' ( 5 7 ) ~~ 3 249 — ~ 3249 

/ 8 1 \ 2 _ / 2 7 \ 2 _ 729 _ 7 

\57 / ~ \ l 9 / — 361 _ 361 

Snart f inner v i nog , a t t m a n såvitt möjligt förkortar 

före kvad re r ingen och a t t de t således i n t e är möjl igt a t t för­

korta efter räkningens utförande. 

Så k a n t i d e n väl v a r a i nne a t t v i sa , a t t h u r v i än söker 

efter nämnare och täljare i bråk, k a n v i a l d r i g någonsin h i t t a 

ett bråk, som m u l t i p l i c e r a t m e d sig självt ger t i l l r e su l t a t 2. 

•v72 måste alltså v a r a e t t n y t t slags t a l , som i n t e k a n sk r ivas 

som e t t bråk. De t måste v a r a e t t irrationellt tal. 
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G E O M E T R I 

I n l e d n i n g t i l l k o n g r u e n s l ä r a n 

D e t v i k t i g a s t e av a l l t i g e o m e t r i u n d e r v i s n i n g e n är, a t t 

m a n i början går mycket långsamt f r a m . D e t är j u i n t e helt 

otänkbart , a t t en oerfaren lärare sku l le k u n n a frestas a t t 

i klass 7 r edan frän början ge e leverna t . ex. a x i o m e n som 

utantill-läxa eller en sats eller två i läxa u t a n tillräcklig 

genomgång. D y l i k t vo re y t t e r l i g t olämpligt . T y här är a t t 

märka, a t t tillräcklig genomgång be tyde r arbete under lång 

t i d o m och o m igen m e d de grundläggande begreppen och 

de första satserna, hela t i d e n under elevernas l i v l i g a medver­

k a n . D e n första geometri läxan, där de t gäller bevis , b ruka r 

nog k o m m a i början a v n o v e m b e r eller möjl igen i s l u t e t av 

ok tobe r i klass 7, förutsatt a t t m a n åtminstone en gång 

i v eckan a rbe t a t m e d förberedelserna under hela höstterminen. 

Dessförinnan bör m a n , som t i d i g a r e framhållits, ha arbetat 

m e d den förberedande geome t r iku r sen o r d e n t l i g t hela höst­

t e r m i n e n i föregående klass. 

U n d e r sädana förhållanden behöver v i alltså i n t e t a l a om 

förekommande s torheters n a m n och enk la re egenskaper. V i 

k a n omede lba r t sätta igång m e d " t a n k e g e o m e t r i e n " , och det 

k a n b l i ungefär så här: 

A v p a p p har j a g s k u r i t u t en o l i k s i d i g t r i a n g e l (med sidorna 

45 c m , 50 c m o c h 55 c m ) och i e t t av hörnen sa t t fast en ögla, 

t . ex . e t t hälförsett mässingsbleck, som sp ika t s fast eller på 

a n n a t sätt fästs v i d p a p p s k i v a n . För a t t hälla s k i v a n snygg 

k a n m a n behandla den m e d schellackfernissa. 
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Läraren börjar m e d a t t på 4 — 5 ställen på t a v l a n före 

lektionens början r i t a av denna s k i v a och vänder då i b l a n d 

den ena, i b l a n d den a n d r a s idan av p a p p s k i v a n m o t t a v l a n . 

F i g . 22. 

Om v i så lämnar sk ivan t i l l en elev och ber h o n o m (eller 

henne) a t t v isa , a t t den k a n täcka de u p p r i t a d e t r i a n g l a r n a , 

så bör a l l t i d några elever i klassen k u n n a lägga märke t i l l 

at t m a n i b l a n d endast g e n o m a t t föra s k i v a n u te f t e r t a v l a n 

kan få den a t t täcka den ena t r i a n g e l n efter den a n d r a 

men a t t m a n i a n d r a f a l l nödvändigtvis också måste vända 

på sk ivan . M a n k a n då t . ex. förskjuta s k i v a n så, a t t en s ida 

sammanfaller m e d d e n l i k a långa s idan på a v b i l d n i n g e n , och 

sedan v r i d a s k i v a n 180° o m k r i n g denna s ida som axe l . 

Sedan några elever fått över tyga både sig och klassen o m 

detta, bör t i d e n v a r a i nne för läraren a t t t a l a o m , a t t v i b r u k a r 

säga, a t t f igu re r — v i tänker endast på p l a n a f i gu re r — s o m 

är så beskaffade, a t t m a n k a n f l y t t a (eller tänka sig f l y t t a ) 

den ena på den andra , så a t t den ena fullständigt täcker den 

andra, är kongruenta. 

E t t p a r g u m m i h a n d s k a r sku l le t . ex. k u n n a v a r a g j o r d a 

över en och s a m m a m o d e l l av en h a n d och således från början 

vara l i k a i a l la de ta l je r . Ska l l m a n k u n n a använda pa re t på 

vanligt sätt, måste m a n vända u t och i n på den ena handsken . 

Handskarna är n a t u r l i g t v i s ändå på sätt och viss l i k a i 

detaljerna, m e n v i k a n i n t e u t a n v i d a r e säga, a t t de är 

kongruenta. 

V i säger a t t t v å handska r äro rakt kongruenta, o m båda 
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passar t i l l s a m m a h a n d . När v i ha r vän t på den ena, så a t t 

v i k a n använda handska rna på v a n l i g t sätt, får v i t a t i l l 

be teckn ingen omvänt kongruenta. 

På samma sätt är det m e d våra t r i a n g l a r , som v i har r i t a t 

på t a v l a n . 

Från geome t r iku r sen i klass 6 bör e leverna känna t i l l 

begreppet element och a t t i en t r i a n g e l e lementen äro sidor 

och v i n k l a r . Sedan v i påmint dä rom eller, o m saken förut 

i n t e är bekan t , a rbe ta t i n begreppen, vågar v i oss nog på 

a t t fråga, v i l k a e lement i en t r i a n g e l de t k a n v a r a , som 

bestämmer f o r m e n , och v i l k a de t är, s o m bestämmer s tor leken. 

F i g . 23. 1 

O m v i r i t a r a v vår p a p p s k i v a ABC i dess v e r k l i g a s to r l ek a) 

och sedan m e d dess hjälp r i t a r en m i n d r e eller större t r iangel 

m e d bibehållande av v i n k l a r n a ( sk ivan användes som v i n k e l -

transportör), så är de t ingen kons t a t t få ba rnen a t t förstå, 

a t t de båda t r i a n g l a r n a har s a m m a f o r m eller m e d andra ord : 

D e t är v i n k l a r n a , s o m bestämmer f o r m e n . 

N u är de t så, a t t o m A ABC och A A1B1Cl h a r samma 

f o r m , b r u k a r m a n t eckna de t : 

A ABC ~ A AXBXCV 

(Observera a t t v a r d e r a h a l v a n a v t e c k n e t har s a m m a fo rm 

som den andra . ) 

A t t t r i a n g l a r n a är l i k a s tora , t eckna r v i n a t u r l i g t v i s : 

A ABC = A A1BlC1 

(och då tänker v i n o g i allmänhet på a t t y t o r n a är l i k a ) . 

D e t r i a n g l a r , s o m v i v i l l e t a l a o m , h a r både s a m m a fo rm 

1 I b) skaU stå B x ej B . 
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och samma s to r l ek . F ö r a t t be teckna d e t t a slår v i s a m m a n 

båda t ecknen och får: 

A 

B C B 
F i g . 24. 

A ABC c* A A2B2C2, 

vilket utläses: A ABC ha r s a m m a f o r m och s to r l ek som 

A A2B2C2. 

N u ska l l v i så smått försöka bevisa, a t t o m m a n h a r två 

tr ianglar , som är l i k a t i l l f o r m och s to r lek , k a n m a n tänka sig, 

a t t m a n f l y t t a r d e n ena så, a t t den fullständigt täcker den 

andra, och då k a n v i också läsa: A ABC är k o n g r u e n t m e d 

Men i n n a n v i k o m m e r så långt, b r u k a r de t t a åtskillig t i d . 

V i undersöker först: 

Hur många element behöver man känna för att kunna rita 

en triangel? 

V i r i t a r av vår t r i a n g e l : 

och e r inrar oss, a t t v i a l l t i d be tecknar v i n k e l n v i d e n v i n k e l ­

spets m e d m o t s v a r a n d e g rek i ska b o k s t a v och den motstående 

sidan m e d mo t sva rande l i l l a b o k s t a v . 

Så k o m m e r ba rnen m e d i n i a rbe te t g e n o m a t t v i framställer 

frågan i överskriften. D e t b l i r n o g sna r t m a j o r i t e t för 3 s t y c k e n , 

och då börjar v i samla 3 e lement på o l i k a sätt. V i s k r i v e r u p p 

förslagen på t a v l a n och har o m en s t u n d : 

A A2B2C2. 

A 

3 

F i g . 25. 
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tre sidor 
tre vinklar 
två sidor och en vinkel 
två vinklar och en sida. 

När vi så närmare skärskådar förslagen, går det nog lätt 
att med exemplifierande figurer få förslaget om tre vinklar 
utmönstrat. V i har nyss talat om att vinklarna bestämmer 
formen. Om storleken skall vara bestämd, måste åtminstone 
en sida vara med. 

För behandling av de två sista förslagen kan vi lämpligen 
rita: 

moutåem 
vinkel 

mellanliggande sida 

F i g . 26. 

Det är säkert inte svårt att efter detta av eleverna få de 
två sista förslagen ändrade till fyra: 

två sidor och mellanliggande vinkel 
två sidor och en motstående vinkel 
två vinklar och mellanliggande sida 
två vinklar och en motstående sida. 

Ifråga om de två första av dessa fyra förslag måste naturligt­
vis läraren tala om, att det andra är så pass besvärligt, att 
v i avstår från det och nöjer oss med det första. 

Redan i klass 6 skall eleverna med hjälp av gradskiva ha 
mätt vinklarna i trianglar och funnit, att summan är 180°. 
Det bör därför inte vara svårt att göra klart för dem, att de 
två sista förslagen är likvärda, Om man känner två vinklar 
i en triangel, känner man också den tredje. 
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Det räcker således m e d : 

Två v i n k l a r och en sida. 

V i har alltså n u fått följande möjligheter: 

t vå sidor och me l l an l iggande v i n k e l 

t r e s idor 

t vå v i n k l a r och en (mel lan l iggande) s ida . 

F i g . 27. 

För a t t e leverna n u ska l l få k l a r t för sig, a t t de t v e r k l i g e n 

räcker m e d 3 e lement , låter v i d e m försöka a t t r i t a av t r e 

t r ianglar i s t i l m e d de t r e , som synes härovan. E f t e r s o m 

eleverna ännu i n t e h a r lärt sig a t t f l y t t a en v i n k e l , använder 

v i e t t papper , som v i v i k e r el ler k l i p p e r , så a t t m a n får den 

vinkel m a n v i l l ha . 

Sedan d e t t a är k l a r t , h a r v i på t a v l a n 6 f igure r . 

F i g . 28. 

Om de två t r i a n g l a r n a under v a r a n d r a v i l l v i n u bevisa, 

att de är k o n g r u e n t a , m e n i n n a n v i börjar m e d de t , läser v i 

gång på gång, d . v . s. e leverna får själva f o r m u l e r a : 

1) O m två s idor och me l l an l iggande v i n k e l i en t r i a n g e l 

är l i k a m e d mo t sva rande e lement i en annan t r i a n g e l , 

är t r i a n g l a r n a k o n g r u e n t a . 
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2) O m a l l a t r e s i do rna i en t r i a n g e l är l i k a m e d motsvarande 

e lement i en annan t r i ange l , är t r i a n g l a r n a k o n g r u e n t a . 

3) O m två v i n k l a r och en s ida i en t r i a n g e l är l i k a m e d mot ­

svarande e lement i en annan t r i a n g e l , är t r i ang l a rna 

k o n g r u e n t a . 

D e t är k l a r t , a t t va r j e gång en elev redogör för innehållet 

i en sats, h a n i n t e endast läser u p p satsen u t a n också på en 

f i g u r i l l u s t r e r a r de t h a n t a l a r o m . 

Sedan d e t t a lästs och r i t a t s upprepade gånger, sätter v i 

så småningom i gång m e d tankebev i se t för första kongruens­

fa l le t och r i t a r därför än en gång våra t r i a n g l a r : 

D e t är av s tor v i k t a t t e leverna från början får lära sig att 

u t t r y c k a sig på o r d e n t l i g svenska, även när de t är fråga om 

geome t r i . 

V a d är de t v i n u känner t i l l o m dessa t r i a n g l a r ? J o : 

Förutsättning: 

I t r i a n g l a r n a ABC och A1B1C1 är s idan AB = s idan AXBV 

s idan AC = s idan A1C1 och A BAC = A B1A1C1. 

Därv id pekas på var je sida. t . ex. AB så, a t t pekpinnens 

spets föres från A t i l l B och på v i n k e l n u te f t e r en båge 

från de t ena v i n k e l b e n e t t i l l de t and ra . 

V a d är de t v i misstänker o m dessa t r i a n g l a r ? J o : 

Påstående: 

T r i a n g e l n ABC är k o n g r u e n t m e d t r i a n g e l n A^^^ 

M e n d e t t a påstående måste bevisas. 

F i g . 29. 

A ABC A ^iB1C1, som läses: 
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Bevis : 

Då t a r v i vår p a p p s k i v a , försedd m e d bokstäverna A, B 

och C i hörnen, och lägger den över t r i a n g e l n ABC på t a v l a n . 

Så säger v i : J a g tänker m i g , a t t j a g t a r t r i a n g e l n ABC och 

lägger den på t r i a n g e l n AXBXCX så, a t t p u n k t e n A fa l ler på 

punkten AX. O m v i då o rdna r så, a t t A är den översta p u n k t e n , 

kan v i hänga vår p a p p s k i v a i öglan på spetsen a v p e k p i n n e n , 

som v i stöder m o t t a v l a n . »Skivan k o m m e r då a t t i n t a e t t 

läge som den s treckade t r i a n g e l n . 

De t l igger då nära t i l l hands a t t fortsätta: Sedan v r i d e r j a g 

tr iangeln så, a t t s idan AB fa l ler utefter AXBX. Då måste 

punkten B f a l l a på p u n k t e n BX, emedan AB är l i k a m e d 

AXBX en l i g t förutsättningen. (Även en så enke l sak som denna, 

att B måste fa l la i BX, måste i b l a n d närmare förklaras, t . ex. 

med hjälp av p e k p i n n e n eller en l i n j a l . ) 

Då måste s idan AC f a l l a utefter (lämpliga o r d d i sku te ras ) 

sidan AXCX, emedan A BAC = a BXAXCX. P u n k t e n C fa l le r då 

på p u n k t e n CX, emedan s idan BC är l i k a m e d s idan BXCX. 

Om sidan BC v e t m a n n u , a t t ändpunkten B fa l le r i BX 

och ändpunkten C i CX el ler m e d a n d r a o r d a t t BC s a m m a n ­

faller m e d BXCX. 

Då n u s idan AB s ammanfa l l e r m e d AXBX, BC m e d BXCX och 

GA m e d CXAX, måste A ABC täcka A A^BXCX, d . v . s. 

A ABC & AXBXCX. 

V.8.B. ( V i l k e t skul le bevisas.) 

Sedan satsen f lera gånger (4—5—6) m e d elevernas hjälp 

behandlats av läraren eller v ice versa, är väl t i d e n k o m m e n , 

inte a t t ge den t i l l hemläxa m e n a t t låta någon elev på egen 

hand försöka sig på a t t " d r a " beviset i dess helhet . 

Det är n o g ganska tråkigt, i synnerhe t för e leven, m e n 

väl också för läraren, o m de t b l i r en v a n a , a t t läraren l i t e 

då och då, kanske r e n t av ide l igen , lägger sig i elevens f r a m ­

ställning m e d "hjälpfrågor" eller anmärkningar. N e j , v i låter 
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eleven efter bästa förmåga själv gå igenom satsen med förut­
sättning, påstående och bevis. Det händer mycket ofta, att 
eleven säger något felaktigt men rättar sig själv efter en stund, 
om ingen stör honom (eller henne). 

Efter det att behandlingen slutförts, kommer omedelbart 
kritik, inte i första hand från läraren utan från kamraterna 
i klassen. Är det fråga om en längre sats, är det inget som 
hindrar, att eleverna har ett papper och en penna framme för 
att anteckna felaktigheter, som de lägger märke till. Normalt 
bör eljest alla skrivdon vara bortlagda. 

Då får läraren se, om eleverna uppmärksamt följt fram­
ställningen på tavlan och om de varit så hemma i uppgiften, 
att de reagerat för felaktigheter. 

Det kan därvid också bli tillfälle för eleverna att få försvara 
sina ståndpunkter. Först sedan eleverna inte har något mer 
att säga, kommer läraren med "slutpåminnelserna". 

Att detta inte går utan vidare första gängen är klart, men 
länge behöver det inte dröja, innan det går hjälpligt. 

Att läsa axiomen har vi ingen tid till. De får tas upp, när 
det behövs, och kanske kan man då och då komma in på 
att någonting måste man alltid utgå ifrån som påtagligt 
sant. (Sjöstedt, sid. 12.) 

Det är också klart, att eleven måste känna sig mera 
tillfredsställd, om han kan och får genomföra arbetet på egen 
hand. Säkert blir också läraren mer nöjd. 

Först när några elever (2—3—4) på ett par skilda lektioner 
lyckats något så när tillfredsställande klara uppgiften, kan 
vi ge första kongruensfallet i läxa. 

För egen del låter jag alltid eleverna i ett vanligt räknehäfte 
skriva läxan eller del därav (ordentligt — med måtta). 
De får därigenom ständig övning i att använda vanliga 
geometriska beteckningar, och jag vill varmt rekommendera 
metoden. Det är bättre, att en kort läxa blir ordentligt utförd, 

än att en längre blir slarvigt behandlad. 
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Man f inne r nog snar t , a t t o m m a n i början gått långsamt 

och g r u n d l i g t f r a m , går de t så m y c k e t f o r t a r e i fortsättningen. 

Det b l i r säkert en glädje för både elever och lärare, o m en 

elev u t a n någon som helst förberedelse k a n k l a r a t . ex. 

tredje kongruensfa l le t , och de t är i n t e så o v a n l i g t . 

K u r s e n i k l a s s 7 

Sä ingående behand l ing , som den m a n bestått första k o n g r u ­

ensfallet, k a n i n t e k o m m a någon annan sats t i l l de l , m e n det 

torde i n t e hel ler behövas . M e d t r e t i m m a r i v e c k a n b l i r de t 

säkert m y c k e t svårt a t t h i n n a m e d kursen . F ö r a t t ha någon 

utsikt a t t l y c k a s får m a n strängt ransonera de fullständiga 

behandlingarna. D e t räcker nog , o m m a n i klasserna 7 och 

8 sammanlagt läser 25 satser g r u n d l i g t . U n d e r många år h a r 

jag arbetat i en l ighe t m e d följande översikt, som hänför sig 

t i l l Sjöstedts lärobok i g e o m e t r i . 

A x i o m e n läser v i i n t e särskilt. V i " t i l l v e r k a r " d e m , när de 

behövs, och läser sällan eller a l d r i g u p p d e m u t a n a t t s a m t i d i g t 

peka. När m a n t . ex. i satsen, a t t i en t r i a n g e l m o t en större 

sida står en större v i n k e l ( f i g . 30), först ha r sagt, a t t a > vx 

(emedan de t hela är större än v a r och en av s ina de la r ) , 

att vx = v2 (satsen o m den l i k b e n t a t r i ­

angeln) och a t t v2 > B (satsen o m y t t e r -

vinkeln), b r u k a r v i peka på v i n k l a r n a 

a, v v v2 och B och läsa: O m de t första 

(a) är större än de t a n d r a (vt) och de t 

andra är l i k a m e d de t t red je (v2) och 

det tredje är större än de t fjärde (B), 

så är det första (a) större än de t fjärde (B). 

Om m a n håller på a t t ax iome t s innehåll a l l t i d ska l l läsas 

upp ( samt id ig t som ifrågakommande s torheter pekas u t ) , k a n 

man säkert k l a r a av a x i o m e n u t a n a t t de ges som särskild 

hemläxa. 
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D e of ta i början av läroböcker i geome t r i förekommande 

satserna o m s i d o v i n k l a r , k o m p l e m e n t - och s u p p l e m e n t v i n k l a r 

samt v e r t i k a l v i n k l a r läser v i i n t e hel ler . D e t r e första har 

behandla ts i klass 6, och när v i träffar på v e r t i k a l v i n k l a r n a 

första gången, r i t a r v i f i gu r 3 1 , räknar a lgebra i sk t u t v i n ­

k e l n m i t t e m o t a och får, a t t den också är a. Dessa satser 

förekommer så o f t a i fortsättningen, a t t de t i n t e f inns någon 

r i sk , a t t de sku l le k u n n a g lömmas . 

F i g . 31. 

Definition på kongruens, första kongruensfallet och pro­
blemen att rita trianglar med tre givna element är förut 
behandlade. 

Satsen om den likbenta triangeln och dess ömvändning 
bevisas på alldeles samma sätt som första kongruensfallet 
och behandlas fullständigt med förutsättning, påstående och 
bevis. 

Andra kongruensfallet och satsen om den öppna kongru­
ensen måste läsas grundligt (efter boken). 

De fem konstruktionsuppgifterna att dela en sträcka och 
en vinkel mitt itu, att draga en normal till en given rät 
linje från en punkt pä linjen och en punkt utanför linjen 
samt att flytta en vinkel är dels så viktiga, dels så utmärkta 
övningsexempel på kongruensfallen, att de bör läsas mycket 
ingående (och helst utan bokens hjälp). 

Den grundläggande satsen i läran om parallella linjer, 
d. v. s.: "'Om två räta linjer skäras av en tredje och ett par 
alternatvinklar är lika stora, så är linjerna parallella", får vi 
arbeta igenom noggrant, dels därför att bekantskapen med 
parallella linjer grundlägges här, dels därför att man här gör 
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bekantskap med det indirekta beviset. Här bör man passa på 
att en stund behandla följande: Därför att två parallella 
linjer aldrig råkas, hur långt de än dragas ut, får man inte 
förledas att vända på satsen och tro, att om två räta linjer 
aldrig råkas, hur långt de än dragas ut, så är linjerna 
parallella. De kanske inte ligger i samma plan. Man kan 
t. ex. tänka på kanten till svarta tavlans krithylla och kanten 
mellan fönsterväggen och taket. Dessa linjer är inte parallella, 
emedan de inte ligger i samma plan. 

Tankegången: Om det inte är så, som det påstås i satsen 
(att linjerna är parallella), sä finns det den eller de möjlig­
heterna, att . . ., är ju här ny och tarvar därför särskild 
uppmärksamhet vid genomgången. 

Vid beviset för ömvändningen: "Om två parallella räta 
linjer skares av en tredje rät linje, så är alternatvinklar lika 
stora", träffar vi också på det indirekta beviset, men dessutom 
för första gången parallellaxiomet och får därför även här 
räkna med en grundlig genomgång. 

Återstående satser om parallella linjer behöver vi inte 
göra mycket väsen av. V i begär, att eleverna skall kunna 
innehållet i satsen och illustrera med en teckning, t. ex. så här: 

Om två räta linjer skares av en tredje och två likbelägna 
vinklar är lika. är linjerna parallella. 

När vi kommit så långt i kursen, bör eleverna veta, att 
de skall tala om förutsättning, påstående och bevis och bör 
med ledning av teckningen ovan kunna klara satsen på egen 
hand, varför man, om det blir ont om tid, kan ta bevisen 
som övning under lektionerna. 

F i g . 32. 
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Vi slutar avdelningen med en teckning: 
och övar så här: Om två räta 
linjer ( L x och L2) är parallella och 
skares av en tredje (L3), så är 
alternatvinklarna (a x och a 2) lika, 
likbelägna vinkla)' (at och a 3) lika, 
och motställda vinklar (a1 och 
180° — a x) supplementvinklar (öm­

vändning). 

Därvid har vi kommit överens om att vinklar, som är 
betecknade med samma bokstav, är lika (indices skiljer 
vinklarna åt). Jfr sid. 159. 

Satsen om yttervinkeln och om vinkelsumman i en triangel 
brukar vi endast behandla så här: 

F i g . 34. 

Vi drar GE j| AB genom att göra ax = a. Då blir fit = [i 

(likabelägna vinklar vid parallella linjer). Så läser vi ur figuren: 
Yttervinkeln (a x 4- (ix) = summan av de inre motstående 
vinklarna (a + B) och vinkelsumman = a + /5 + y = « 1 + 
+ Pi + Y = 180°, varpå någon elev kan formulera slutsatsen. 

Satsen "Mot en större sida i en triangel står en större 
vinkel" och dess ömvändning (med indirekt bevis) får vi 
behandla ordentligt. 

Satsen om att två sidors summa i en triangel är större 
än den tredje, har vi inte tid med. Det får räcka med lite tal 
om att räta linjen är kortaste avståndet mellan två punkter. 

Något bevis består vi inte heller den sats, där man jämför 
avstånden från en punkt A utanför en rät linje L till olika 
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punkter på l i n j e n , m e n e leverna bö r k u n n a redogöra för 

innehållet i satsen, och eftersom den j u är ganska lång, k a n 

det säkert v a r a lämpligt a t t ägna en l i t e n s t u n d åt den . 
A 

P, P j P j 

F i g . 35. 

V i sätter u t p u n k t e r P v P2, P3 e tc . och låter e leverna 

försöka a t t på svenska t a l a o m , v a d m a n j u genast k a n 

iakttaga, d . v . s. a t t avståndet ökar, då P rör sig utåt på L . 

Det l igger n u nära t i l l hands a t t fråga: F i n n s de t något 

minsta avstånd och kanske något största ? I s a m b a n d m e d 

det förra b l i r de t t a l o m normalens f o t p u n k t P0. 

A t t de t i n t e f inns något största avstånd inser nog e leverna 

omedelbart. Någon t a r kanske tillfället i a k t o c h säger, a t t 

hur långt b o r t m a n än väljer en p u n k t , så k a n m a n i a l la f a l l 

välja en p u n k t längre b o r t . P u n k t e r n a (Pn) försvinner i 

oändligheten, och avståndet APn växer över va r j e gräns. 

A t t m a n k a n välja p u n k t e r på a n d r a s idan o m P 0 får väl 

konstateras u t a n bevis och likaså, h u r m a n s k a l l bära sig åt 

för a t t f i n n a två p u n k t e r , som l igger l i k a långt från A. 

A 

F i g . 36. 

Efter en s tunds resonemang t o r d e e leverna v a r a m o g n a a t t 

försöka f o r m u l e r a satsen (under s a m t i d i g hänvisning t i l l 

figuren). 

Satsen o m m i t t p u n k t s n o r m a l e n är så pass användbar, a t t 

13 - Matematikundervisningen 193 



m a n gärna | k a n t a m e d den, o m de t i n t e är alltför brått­

o m . 

Däremot låtsas v i i n t e alls o m ömvändningarna t i l l första 

och a n d r a kongruensfa l l en , d . v . s. följande två satser: 

1) O m två s idor i en t r i a n g e l är l i k a m e d v a r s in sida i en 

annan t r i a n g e l m e n de mel lan l iggande v i n k l a r n a o l i k a , så är 

den s idan , som står e m o t den större v i n k e l n , större än den, 

som står e m o t den m i n d r e . 

2) O m två sidor i en t r i a n g e l är l i k a m e d v a r s in sida 

i en a n n a n t r i a n g e l m e n de t red je s idorna är o l i k a , så är 

d e n v i n k e l n , s o m står e m o t den större s idan, större än den, 

som står e m o t den m i n d r e . 

A t t fjärde kongruens fa l l e t (med två rätvinkliga t r i a n g l a r ) 

hör t i l l de nödvändiga satserna är självklart. 

Satserna o m pa ra l l e l log rammer , som väl i f r a m t i d e n får 

a v s l u t a geomet r iku r sen i klass 7, hör t i l l de t r ev l igas t e i 

kursen , både därför a t t de är lätta a t t hålla i h o p och så lätta 

a t t bevisa, a t t en genomsni t t se lev i regel bör k u n n a k la ra 

d e m pä egen h a n d . Själva begreppet p a r a l l e l l o g r a m b r u k a r 

däremot ställa t i l l trassel. Frågar m a n , v a d en para l l e l logram 

är, får m a n i alltför många f a l l t i l l svar, a t t de t är en fy r s id ig 

f i gu r , där motstående s idor är l i k a s tora , och de t t a , även om 

de t många gånger b l i v i t sagt, a t t f i gu ren i så f a l l j u borde 

he ta " e k v i g r a m " eller " l i k o g r a m " eller något d y l i k t (ordet 

r o m b o i d får väl anses v a r a utmönstrat) . 

O f t a händer de t också, a t t m a n får höra: 

O m motstående s idor i en f y r s i d i g f i g u r är para l le l l a , så är 

f y r s i d i n g e n en pa r a l l e l l og ram, alldeles som o m d e t t a vo re en 

sats. D e t inträffar nog i regel, då m a n bevisa t , a t t mot­

stående s idor i en f y r s i d i g f i g u r är pa ra l l e l l a , och m a n borde 

säga: Då är f i g u r e n en p a r a l l e l l o g r a m en l ig t def in i t ionen 

eller: E n sådan f i g u r kal las en p a r a l l e l l o g r a m . 

V i b r u k a r läsa satserna så här: 
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a. I en parallellogram är motstående sidor l ika. 

b. Om i en fyrsiding motstående sidor är l ika, så är figuren 
en parallellogram. 

c. I en parallellogram är motstående vinklar l ika. 

d. Om i en fyrsiding motstående vinklar är l ika, så är 
figuren en parallellogram. 

e. I en parallellogram delar diagonalerna varandra m i t t i t u . 

f. Om diagonalerna i en fyrsidig figur delar varandra m i t t 
itu, så är fyrsidingen en parallellogram. 

g. Om i en fyrsidig figur ett par motstående sidor är både 
parallella och l ika, så är fyrsidingen en parallellogram. 

Alla dessa sju satser brukar icke vara bevisade i läro­
böckerna. Det blir därför a l l t id någon liten övning a t t på 
egen hand skriva ett bevis, om v i tar med dem alla. 

Så måste eleverna övas att dra en rät linje parallell med 
en given linje genom at t 

göra två alternatvinklar l ika 

göra två likbelägna vinklar l ika 
göra motstående sidor i en fyrsiding l ika 

på två varandra skärande räta linjer från skärningspunkten 

avsätta parvis l ika sträckor, 
göra två motstående sidor i en fyrsiding både parallella 

och l ika. 

Det brukar vara roligt a t t någon gäng då och då plocka 
med sig en fyra, fem passare och dito linjaler och låta flera 
elever samtidigt utföra konstruktioner på svarta tavlan, t . ex. 
vinklar på 90°, 75°, 60°, 45°, 30°, 22 , 5 ° , 15°, kvadrater, 
rektanglar, romber, liksidiga och likbenta trianglar, bisektri-
ser och mittpunktsnormaler. 
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K u r s e n i k lass 8 

Sedan pa ra l l e l l og rammerna behandla t s i s lu te t av klass 7, 

går m a n n o g i regel över t i l l a t t behand la c i r k e l n . Åtskilligt 

ifråga o m d e f i n i t i o n och benämningar bör r e d a n v a r a behand­

l a t unde r g e o m e t r i l e k t i o n e r n a i klass 6. V i tänker därför nu 

närmast på de satser, s o m m a n bör läsa i klass 8. 

D e n första sats, s o m v i behandlar , är föl jande: 

E n m e d e l p u n k t s v i n k e l är d u b b e l t så s tor som en per i fe r i -

v i n k e l på s a m m a båge i en c i r k e l . H a r v i o n t o m t i d , så låt 

oss r i t a så här: 

F i g . 37. 

V i d genomgång av satsen r i t a r v i f i g . a, k a l l a r kordans 

v i n k e l m e d d i a m e t e r n för a och låter eleverna l i s t a u t , a t t 

kordans v i n k e l m e d r a d i e n också är a (satsen o m den l i k b e n t a 

t r i ange ln ) och a t t v i n k e l n m e l l a n r a d i e n och d i a m e t e r n v i d 

m e d e l p u n k t e n är 2a (en l ig t satsen o m y t t e r v i n k e l n ) . Så får 

e leverna i klassen försöka s ig på a t t i o r d u t t r y c k a satsen. 

Utökningarna i b och c framgår så t y d l i g t a v f i gu re rna , a t t 

de väl k a n få t a l a för s ig själva. U t b r y t n i n g e n bör v i d denna 

t i d p u n k t i n t e vålla något besvär. 

E f t e r denna v i k t i g a sats följer de många satserna o m bågar, 

m e d e l p u n k t s v i n k l a r , k o r d o r och k o r d o r n a s avstånd t i l l 

m e d e l p u n k t e n . 

V i r i t a r en f i g u r som f i g . 38 och försöker få eleverna 

a t t läsa: L i k a bågar (i en c i rke l ) u p p t a r l i k a k o r d o r ; l i k a 
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kordor u p p t a r l i k a bågar. L i k a bågar 

upp ta r l i k a m e d e l p u n k t s v i n k l a r ; l i k a 

m e d e l p u n k t s v i n k l a r u p p t a r l i k a bågar. 

L i k a k o r d o r u p p t a r l i k a m e d e l p u n k t s ­

v i n k l a r ; l i k a m e d e l p u n k t s v inklär u p p ­

tar l i k a k o r d o r . 

B%- 38. 

/ A / \ \ U r denna f i g u r får v i : E n större 

/ / \ / \ \ båge u p p t a r en större körda, m e d o m -

/ V L ^ ^ \ vändning, alldeles som o v a n , endast 

V / / m e o ^ ° ^ e n s k i l l n a d e n , a t t lika u t b y t e s 

\ y / m o t större. 

^ * ^ F ig . 39. 

Nästa gång läser v i : L i k a k o r d o r 

ligger l i k a långt från m e d e l p u n k t e n ; 

kordor , som l igger l i k a långt från 

mede lpunk ten , är l i k a s to ra . E n större 

körda l igger närmare m e d e l p u n k t e n än 

en m i n d r e . E n körda, som l igger när­

mare m e d e l p u n k t e n än en annan , är längre än denna . 

T i l l dessa satser behövs i n g e n lärobok. E v e n t u e l l t k a n v i t a 

t i l l läxa a t t r i t a t e c k n i n g a r och s k r i v a satserna i g e o m e t r i -

häftet. Bev i s har v i säkert i n t e t i d a t t tänka på. 

Däremot bevisar v i , a t t s a m m a n b i n d n i n g s l i n j e n m e l l a n 

mede lpunk ten och k o r d a n s m i t t p u n k t är n o r m a l m o t k o r d a n 

och a t t n o r m a l e n m o t k o r d a n från m e d e l p u n k t e n de lar k o r d a n 

m i t t i t u . 

Satsen o m avstånden från en p u n k t t i l l p u n k t e r pä en c i rkels 

periferi ha r s in t r e v n a d , dels därför a t t m a n här i mot sa t s 

t i l l v a d f a l l e t är v i d en rät l i n j e ha r både e t t m i n s t a och e t t 

största avstånd, dels därför a t t den ger en viss övning a t t på 

svenska u t t r y c k a e t t längre tankeinnehåll. 

(Inga bevis däremot . ) 
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Alla satser, som handlar om samband mellan centrallinje 
och radier, hoppar vi över, likaså satsen, där det talas om 
att en tangent endast har en punkt gemensam med cirkelns 
periferi. 

V i definierar en tangent såsom en rät linje, som går genom 
en punkt på en cirkels periferi och är vinkelrät mot radien, 
och övar oss att draga en tangent genom en punkt på peri­
ferien och från en punkt utanför. 

Det blir inte många satser vi behöver behandla grundligt, 
men så kan vi i stället få möjlighet att behandla dessa så 
mycket bättre. 

Det räcker nog med följande uppgifter och satser: 

1) Att draga en tangent till en cirkel genom en punkt på 
perifierien. 

2) Att draga en tangent till en cirkel från en punkt utanför 
cirkeln. 

3) Tangenter från en punkt till en cirkel är lika långa. 
4) CentraUinjcn är bisektris till tangentvinkeln och mitt-

punktsnormal till tangentkordan. 
5) Satsen om vinkeln mellan tangent och körda (ev. endast 

med teckning). 

6) Att omskriva en cirkel kring en given triangel. 
7) Att inskriva en cirkel i en given triangel. 
8) Satsen om vinklarna i ett cirkeltrapets. 
9) Satsen om sidorna i en omskriven fyrhörning. 

198 



b. 

2a + 2/5 = 360° a + 6 + c - { - d = 
a + | = 180° = a x + &i + c t + dL. 

F i g . 42. F i g . 43. 

A t t de satser, som v i här o v a n be t eckna t m e d 3, 5 , 8 och 9, 

l i k s o m också satserna o m m e d e l p u n k t s v i n k e l och p e r i f e r i -

v i n k e l i någon mån b l i v i t lärjungarnas a n d l i g a egendom, k a n 

v i j u också k o n t r o l l e r a p l a n i m e t r i s k t . D e t är m y c k e t e n k e l t 

a t t r i t a en c i r k e l , s k r i v a i n en fyrhörning och d r a d iagonaler 

och en t a n g e n t i en hörnpunkt (eller i f l e ra ) . 

O m m a n låter en elev mäta 

u p p några v i n k l a r v i d mede l ­

p u n k t e n , t . ex . såsom i vidstå-

ende f i g u r , så får v i s a m t i d i g t 

övning i a t t använda g r a d ­

sk iva , v i l k e t j u a l l t i d behövs . 

R i t a r m a n en s to r f i g u r , k a n 

m a n s k r i v a v i n k l a r n a d i r e k t 

på f i gu ren . 

„ . c Hä r f inns 3 v i n k l a r v i d v a r 
F i g . 44. 

o c h en a v p u n k t e r n a A, C och 

D , 4 v i d E och snarast 7 v i d B a t t räkna u t . 

L i k a l i t e s o m m a n k a n k o n t r o l l e r a , a t t en elev v e r k l i g e n 

har tillägnat s ig y tmåt ten g e n o m a t t låta h o n o m s k r i v a 

eller gång på gång läsa en lång r a m s a : 1 m i l = 1 0 k m , 1 k m = 

= 10 h m e t c , l i k a l i t e k a n m a n få en u p p f a t t n i n g , o m eleven 

har förstått geometr isatser , o m h a n endast övas a t t läsa u p p 

dem u t a n t i l l , kanske r e n t a v u t a n t e c k n i n g a t t hänvisa t i l l . 
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N e j , k a n en elev t . ex. dela u p p 2 0 0 3 0 0 4 0 0 5 0 0 , 6 7 8 9 d t u m 2 

i o l i k a sor ter , så har h a n n o g b e g r i p i t måttsystemets upp­

b y g g n a d , och k a n h a n v a r a m e d och hjälpa t i l l a t t använda 

förut genomgångna satser v i d geomet r i ska bevis e l ler p l an i -

m e t r i s k a beräkningar, så har h a n säkert f a t t a t de geometr i ska 

satser, s o m b l i v i t behandlade . 

D e t f inns massor av uppg i f t e r a t t hämta i böcker , men 

något l i t e f r i skare b l i r väl a rbe te t , o m u p p g i f t e r n a t i l l v e r k a s 

under samarbete i klassen. N u måste de t j u v a r a så, a t t läraren 

kvällen före l e k t i o n e n tänker efter, v a d s o m ska l l göras, icke 

så a t t l ek t ionens gång bestämmes i de ta l j (det b l i r sällan 

eller a l d r i g b r a ) . M e n ändå: läraren måste tänka i genom, v a d 

som s k a l l behandlas och h u r de t ska l l göras, och k a n j u då 

v i d l e k t i o n e n ha uppgiftsförslag på lager. 

E t t p a r ex . : 

Ex. 1. V i r i t a r en c i r k e l , d r a r en lodrät d i ame te r och t a n ­

genter i d iamete rns ändpunkter och två g o d t y c k l i g a tangenter 

t i l l , så a t t v i får e t t o m s k r i v e t pa ra l l e l l t r ape t s ABCD. D e t 

k a n också v a r a n y t t i g t a t t r i t a efter ögonmåt t u t a n k o n s t r u k ­

t i o n , så a t t vår t e c k n i n g ser u t som f i g . 45. A t t tänka s ig , a t t 

m a n skul le k u n n a lära e leverna a t t a l l t i d r i t a så o r d e n t l i g t , 

a t t de k o n s t r u e r a r m e d passare och l i n j a l e l ler m e d v i n k e l h a k e 

(den r i t sade c e l l u l o i d s k i v a n är här ovärderlig v i d r i t n i n g 

i häften), är n o g i n t e vär t a t t hoppas . 

F i g . 45. 
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O m n u endast c i r k e l n och para l le l l t rape tse t s s idor är d ragna , 

får v i tillfälle a t t fråga: " N u är de t några l i n j e r , s o m v i m e d 

nödvändighet måste d ra , för a t t v i ska l l få u t någonting av 

f iguren. Föreslå några!" V i k a n i n t e k o m m a någonstans, o m 

v i i n t e använder oss a v a t t en t a n g e n t är en rät l i n j e , som 

går genom en p u n k t på en c i rkels pe r i f e r i och är vinkelrät 

m o t r a d i e n . V i måste alltså s a m m a n b i n d a m e d e l p u n k t e n M 

med de f y r a t angerings p u n k t erna eller d r a n o r m a l e r från M 

mot s idorna , v i l k e t m a n n u v i l l säga. 

Ska l l v i få n y t t a a v satsen o m tangente r , så d r a r v i också 

cen t ra l l in je rna från hörnen och får så f i g . 46. 

F i g . 46. 

A v satsen, a t t c e n t r a l l i n j e n är b i sek t r i s t i l l t a n g e n t v i n k e l n , 

följer, a t t A MBC = ~ och A MCB = \ . 

E m e d a n AB || DC, är A ABC (B) + A DC B (y) = 180° och 

B y 
således % + = 90°. 

Z Z 

Då måste A BMC — 90°, en egenskap hos de t o m s k r i v n a 

paral lel l t rapetset , s o m k a n v a r a väl värd a t t lägga på m i n n e t . 

Ex. 2. Lå t oss r i t a en c i r k e l , o m s k r i v a en p a r a l l e l l o g r a m 

och se, o m v i k a n f i n n a någon in t ressant egenskap hos den 

paral le l logrammen. 
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För d e n s k u l l r i t a r m a n t v å 

d i a m e t r a r o c h d r a r t a n g e n t e r 

i d e r a s ändpunkter . I e n så 

s y m m e t r i s k f i g u r s o m d e n n a 

f i n n s d e t e n h e l d e l i a k t t a g e l s e r 

a t t göra (i s y n n e r h e t o m m a n 

också d r a r u t d i a g o n a l e r n a ) , 

m e n v i får här nö ja oss m e d 

e n e n d a i a k t t a g e l s e . B e t e c k n a r 

F i g . 47. v i s i d o r n a såsom i f ig . 47 m e d 

a o c h b o c h använder s a t s e n 

o m d e n o m s k r i v n a fyrhörningen, så får v i o m e d e l b a r t : 

2a = 2b e l l er m e d a n d r a o r d : D e n n a p a r a l l e l l o g r a m måste 

v a r a e n r o m b . 

Ex. 3. V i r i t a r e n c i r k e l o c h v i l l i d e n s k r i v a i n e n t r i a n g e l 

m e d v i n k l a r n a 5 0 ° , 6 0 ° o c h 7 0 ° . (Sådana u p p g i f t e r ges j u 

i n t e så sällan, o c h o m e l e v e r n a h a r möj l ighet a t t r i t a r i k t i g a 

f i g u r e r , underlättar d e t a l l t i d a r b e t e t . D e t k a n därför v a r a 

skäl a t t något b e h a n d l a e n sådan fråga.) 

V i tänker oss alltså u p p g i f t e n löst o c h s e r e f ter , o m v i k a n 

f i n n a någon e g e n s k a p h o s f i g u r e n , så a t t v i k a n utföra 

t e c k n i n g e n . S a m m a n b i n d e r v i s p e t s a r n a m e d m e d e l p u n k t e n , 

så s e r v i , a t t v i n k l a r n a v i d m e d e l p u n k t e n b l i r 140° , 120° 

o c h 100° . O m v i då m e d hjä lp a v 

g r a d s k i v a n d r a r t r e r a d i e r , s o m b i l ­

d a r v i n k l a r n a 140° , 120° o c h 100°, 

så f i n n e r v i t r i a n g e l n s s p e t s a r . 

L å t oss s e d a n d r a t a n g e n t e r ge­

n o m v i n k e l s p e t s a r n a o c h söka v i n k ­

l a r n a i d e n a v t a n g e n t e r n a b i l d a d e 

t r i a n g e l n . 

O m n u e l e v e r n a s k u l l e f i n n a , a t t 

F i g . 48. m a n lätt k o m m e r f r a m g e n o m at t 
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använda satsen o m v i n k e l n m e l l a n t a n g e n t och körda (ev. 

också satserna o m tangentlängden och den l i k b e n t a t r i a n g e l n ) 

och v i n k e l s u m m a n i en t r i a n g e l , så låt oss, o m t i d e n räcker, 

inte nöja oss m e d det . D e t k a n j u o f t a v a r a en s tor glädje 

a t t i n t e endast lösa en u p p g i f t u t a n också söka efter a n d r a 

lösningar och då speciel l t enk l a lösningar. 

V i bör nämligen göra k l a r t för u n g d o m a r n a , a t t m a n mången 

gång k a n v i n n a m y c k e n t i d på a t t i n t e o m e d e l b a r t sätta 

i gång a t t behand la e t t p r o b l e m efter den l i n j e , som m a n 

först k o m m i t a t t tänka på. D e t medför o f t a t i d s v i n s t och 

ökad säkerhet, o m m a n t a r för v a n a a t t tänka efter, och d e t t a 

gäller i n t e m i n s t geomet r i en . 

U t a n a t t v i l j a påstå, a t t m a n i d e t t a f a l l k a n v i n n a så 

särskilt m y c k e t , k a n de t d o c k v a r a värt a t t u p p m a n a e leverna 

a t t tänka på d e n fyrhörning, som bi ldas av t angen t e rna 

(i B och O t . ex.) och dessas radier . M a n ser därvid omede lba r t , 

att fyrhörningen är s y m m e t r i s k m e d c e n t r a l l i n j e n som s y m -

met r i l in je , a t t t vå (motstående) v i n k l a r är räta, a t t v i n k e l n 

mellan r ad ie rna är 2a och således v i n k e l n m e l l a n t angen t e rna 

180° — 2a. U t a n v i d a r e får m a n då, a t t de två a n d r a v i n k l a r n a 

är 180° - 2(5 och 180° - 2y. 

A v d e t t a t o r d e framgå, a t t v i bör söka få t i d a t t något 

öva på de satser, som lästs, så a t t e leverna möjligen k a n 

förstå, a t t de t k a n v a r a någon m e n i n g m e d a t t läsa d e m , 

och så a t t i n t e satserna k o m m e r v i d en t i d p u n k t och den 

p lan imet r i ska användningen v i d en annan u t a n någon för­

medlande länk. 

E n l i g t den n y a unde rv i sn ingsp l anen av år 1950 s k a l l 

behandlingen av P y t h a g o r a s ' sats u p p s k j u t a s t i l l klass 9. 

Det be tyde r , a t t v i i fortsättningen i n t e behöver först bevisa 

denna sats m e d ytjämförelser och sedan m e d hjälp av l i k ­

formighet . M e n det be tyde r också, a t t den övning på de t r e 

satser o m rätvinkliga t r i a n g e l n , som v i förut k u n n a t läsa 
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i klass 8, n u går förlorad på vårterminen i den klassen och 

början av höstterminen i ldass 9. 

Ä v e n o m de t endast b l i r i undan tags fa l l , som m a n kan 

h i n n a a t t syssla något m e d P y t h a g o r a s ' sats och närstående 

satser i klass 8, så låt oss i a l la f a l l tänka l i t e på v a d m a n 

skul le k u n n a t a m e d här. O m t i d e n i n t e räcker, får det 

n a t u r l i g t v i s b l i i avs lu tn ingsklassen , resp. R I , A I och L I . 

J f r M e t o d i s k a anv i sn inga r I I I , G e o m e t r i : 5 5 och 4 4 . 

E n rätvinklig t r i a n g e l k a n r i t a s a n t i n g e n så, a t t m a n 

s a m m a n b i n d e r två p u n k t e r A och B på en rät v i n k e l s ben 

eller a t t m a n på sträckan AXBX som d i ame te r slår u p p en 

h a l v c i r k e l och s a m m a n b i n d e r en g o d t y c k l i g p u n k t Gt på 

per i fer ien m e d Ax och Bx. 

A 

F i g . 49. F i g / 5 0 . 

I regel är de t n o g t r ev l i ga s t a t t r i t a t r i a n g e l n m e d hypote -

nusan vågrät . Så måste v i också d r a höjden m o t hypo tenusan . 

så a t t v i får f i gu ren ( f i g . 51) nedan . 

F ö r den f o r t s a t t a behand l ingen A 

måste v i införa begreppet p ro j ek ­

t i o n . I många k l a s s r u m f inns en 

stång, som hänger i t vå snören i 

t a k e t och som användes a t t hänga 

k a r t o r på. M a n k a n o r d n a l i t e t 

m e d snörena så, a t t stången i n t e 

k o m m e r a t t hänga vågrätt u t a n något l u t a n d e , och så tänker 

v i oss, a t t de t på dess unders ida f inns f u l l t m e d k r o k a r , på v i l ­

k a v i hängt snören m e d en t y n g d i nedre änden och så långa, 
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at t de nätt och jämnt berör go lve t . A l l a de nedre ändarna berör 

golvet u te f t e r en rät l i n j e , som m a n k a l l a r stångens p r o j e k t i o n 

på go lve t . V i l l m a n i f i g . 52 ha AB:s p r o j e k t i o n på p ro j ek t i ons -

axeln, ha r v i a t t från A och B fälla n o r m a l e r m o t axe ln . 

AXBX b l i r p r o j e k t i o n e n . O m den ena p u n k t e n l igger på axe ln , 

behöver v i endast d r a n o r m a l e n från den a n d r a p u n k t e n 

mot axe ln . 

F i g . 52. 

I vår rätvinkliga t r i a n g e l ABC ( f ig . 51) k a n v i därför k a l l a 

BH för c:s (AB:s) p r o j e k t i o n på h y p o t e n u s a n och i en l ighe t 

därmed beteckna den m e d pc (ka te t en c:s p r o j e k t i o n på 

hypotenusan) . P å s a m m a sätt be tecknar v i CH m e d pb 

(p index b). Hö jden betecknas h. 

C t D ii E i Ci 0] Di 

A 8 A, B, 

F i g . 53. 

O m v i på sva r t a t a v l a n r i t a r en f i g u r som ovanstående, 

kan v i ö v a klassen m e d a t t på svenska u t t r y c k a en hel de l 

satser o m y t o r n a av de f igure r , som f inns där. V i får t . ex . : 
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Om två trianglar står på samma bas och mellan samma 

parallella linjer (har l ika höjder), så är de y t l i ka . Om två 

trianglar har l ika y tor och står på samma bas, så har de 

l ika höjder eller står, om man så v i l l , mellan samma parallella 

linjer. 

U t a n a t t ge uppgiften t i l l hemläxa kan v i på en lektion 

på vanligt sätt visa, a t t (fig. 54) kvadraten A B DE — rekt­

angeln BFGH, d . v . s. a t t c 2 = a • pc eller kvadraten på en 

katet i en rätvinklig triangel är l ika med rektangeln av 

hypotenusan och katetens projektion på hypotenusan. 

V i har alltså nu 

c 2 = a - pc. Byter v i 

u t c mot b, får v i b2 = 

= a ' Pb-

Addi t ion led för led 

ger 

c b2 + c 2 = a(pb + pj 

b2 4- c2 = a • a = a2. 

A t t dubbla triangel-

0 y t an kan erhållas på 

två sätt ger 2T — 

— a • h = 6 • c. 

När v i kan dessa 

tre satser, hjälpsatsen 
F PT"G rl t i l l Pythagoras' sats 

Fig. 54. (b2 = apb), Pythagoras' 

sats och satsen om 

dubbla triangelytan, kan v i redan i slutet av klass 8 börja 

öva huvudräkning i planimetri . 

Därvid använder v i naturligtvis i första hand uppgifter 

med egyptiska trianglar och i andra hand andra enkla 

pythagoreiska trianglar, som läraren på t . ex. följande sätt 

kan " t i l lve rka" . 
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Z 2 — X2 = y2 ger (kon juga t r ege ln ) : 

y 
F i g . 55. 

| z - f x = k • y + 1 + 1 
1 

+ 1 I z — x = T • y 
[ k * 

+ 1 — 1 

2z = \ (k2 + 1) 

2x 

och 

| (/c2 - 1) eUer 

• = i (** - 1 ) 

Härur får v i för o l i k a i n s a t t a värden på k och y följande 

tabel l , som ger de f y r a enklas te p y t h a g o r e i s k a t r i a n g l a r n a , 

vilkas s idor x, y, z är: 

1) 4a, 3a, 5a (k = 2, y = 4a) 

2) 8a, 15a, 17a (k = 4, y = Sa) 

3) 5a, 12a, 13a (k = 5, y = 5a) 

4) 12a, 35a, 37a (Jfc = 6, y = 12a) 

k 2 

2 
3 5 

2 
I * 4 y 

4 5 
3 

3 y f * 
15 17 

4 
T * I F y 

12 13 
5 T y T y 

8 
35 37 

8 
12 ^ 12 V 
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F i g . 56. 

Huvudräkning bör ju övas hela skolan igenom, och här 
bör man genom några minuters övning då och då kunna få 
de flesta elever så långt, att de kan så gott som omedelbart 
i t. ex. följande figur ABC skriva ut längderna på sträckorna 
BH, HC, BC och AH. 

V i råder eleverna att göra så här: 
De tänker sig en kvadrat utritad på 
kateten AB, och i den kvadraten 
står skrivet 36. På samma sätt ser 
v i "för vårt inre öga" en kvadrat 
på kateten AC med talet 64 i och på 
hypotenusan BC en kvadrat, i vilken 
det står skrivet 36 + 64 = 100. K a n 

eleven se detta, så kan han nog också på figuren skriva, att 
BC = 10. 

Sedan tänker de sig åter kvadraten uppritad på AB med 36 

skrivet däri, men också en rektangel nedåt från BH med 

den långa "lodräta" sidan = 10 cm. Då är produkten av BH 

och 10 lika med 36 och BH = 3,6. 

Samma tankegång ger CH = 6,4, vilket ju också kunde 

erhållits som skillnad mellan 10 och 3,6. 

På ett ögonblick kan man också räkna ut, att AH = 
6 • 8 

= - j ^ - cm = 4,8 cm, vare sig man lärt sig utantill, att dubbla 

triangelytan kan fås på två sätt, 

eller man övat sig att se figuren 

så här: 

Om vi sedan från H drar nor-

malerna HC och HB' mot AB 

och AC resp., kan vi med hjälp 

av samma satser räkna ut AC 

F i g . 57. 
(4,8 • ^ = 3,84), C B = 2,16, 
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AB'(4,8 • % 8 = 2 ,88), B'C = 5 ,12, HB'(Q,4, • = 3 ,84) = 

o 

AC, räknat på a n n a t sätt. 

Här y p p a r sig många tillfällen 

att påminna e leverna o m v i k t e n 

av a t t se sig för, i n n a n de sätter 

i |gång m e d a t t utföra sifferräk-

ningar. V i d uträkning av AC v H Ä.< 

t . ex. hade säkert många först F i g . 58. 

räknat u t 4,8 • 4,8 = (5 — 0 , 2 ) 2 = 

25,04 — 2 = 23,04 i stället för a t t först utföra d iv i s ionen 

med 6. 

Huvudräkning på d e t t a område ger g o d v a l u t a i f o r m a v 

ökad säkerhet v i d grundläggande p l a n i m e t r i s k a beräkningar. 

Vill m a n ha ännu enk la re t a l än i föregående f a l l , k a n m a n 

t i l l höjd välja e t t " t a l " , som i n n e ­

håller 3 och 4 som f a k t o r e r , t . ex . /Tv 

24. V i d övningen k a n v i då t . ex . / \ . , „ 
ö 3 0 / \ * 0 

börja m e d a t t ge 7 7 4 \ . 

b = 30 c m och h„ = 24 c m . C ^ B 

» 18 32 

Beräkna c, a, pb

1} och pc

X) e tc . F i g . 59. 

1 Projektionen av b resp. c på hypotenusan. 

K u r s e n i k lass 9 

Likformighet 

Något o m f igure r , s o m har s a m m a f o r m , ha r sagts r edan 

i förberedelserna t i l l kongruensen och då närmast i fråga o m 

trianglar. L i t e t o m begreppet skala v i d k a r t r i t n i n g känner 

också a l la t i l l . D e t b r u k a r därför gå b r a a t t t i l l en början t a l a 

lite o m en t o m t och en k a r t a över t o m t e n eller o m k a r t o r n a 
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i k a r t b o k e n , så a t t begreppen "ve rk l ighe ten '* och " a v b i l d -

n i n g e n " b l i r välbekanta för e leverna. 

O m v i v i l l r i t a både v e r k l i g h e t e n och a v b i l d n i n g e n på 

sva r t a t a v l a n , måste v i välja en l i t e n skala . V i b r u k a r göra 

så här: Läraren r i t a r på t a v l a n denna f i gu r ( u t a n några som 

helst mätningar): 

Verkl igheten Avbi ldn ing 

Kar ta : Skala 1 : 2 

F i g . 60. 

Så ber v i u t a n någon v ida re förberedelse en mede lgod elev 

gå f r a m t i l l t a v l a n och i f y r k a n t e n t i l l höger r i t a a v fyr -

hörningen ABCD i ska lan 1 : 2. 

V i får vä l hoppas, a t t h a n s a m t i d i g t k a n säga några ord 

o m v a d h a n företager s ig : "Förs t de lar j a g a l la s idorna 

i ABCD m i t t i t u . " D e t händer i b l a n d , a t t e leven fortsätter 

och de lar v i n k l a r n a m i t t i t u också . H a r m a n v a n t klassen 

v i d a t t göra an t eckn inga r för den följande diskussionen, 

k o m m e r " a r b e t a r e n " v i d t a v l a n i n t e a t t b l i störd. Någon 

större tidsförlust b l i r det i n t e , m e n det b l i r tillfälle för eleverna 

i bänkarna a t t i l u g n och ro göra sina an teckn inga r . 

D e t k a n hända, a t t efter en l i t e n s t u n d t e ckn ingen då tar 

sig u t så här: 
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Avbildning 

F i g . 

Redan innan eleven v id tavlan har hunnit sä långt, som 

denna figur visar, har han naturligtvis, innan någon fått 

tillfälle a t t kritisera det, märkt, a t t han är på fel väg. 

I de allra flesta fall kommer efter detta misslyckande eleven 

själv på a t t vinklarna inte förändras, och det kommer säkert 

att sitta både hos honom och hos kamraterna. 

Han stryker alltså ut, vad han r i t a t , och behåller endast 

BC 
ArBx kvar. Sedan avsätter han t . ex. ^t = /?, BXCX = -, 

m 
CD 

yx -— y, CXDX = — och drager t i l l slut AXD^. 
Nu blir det diskussion. E n elev säger kanske, a t t man l ika 

gärna kunde ha mätt sidorna med metermått och vinklarna 

med gradskiva, och det kunde j u var i t god övning det med. 

En annan menar, att det var onödigt att dela AD och DC 

mitt i t u . Man kunde ha avsatt ax — a och fått D på så sätt. 

Nästa v i l l kanske tvärtom använda längderna på DXCX och 

DXAX och underlåta a t t avsätta yx = y. 

När v i så småningom slutat a t t diskutera det på tavlan 

utförda arbetet, får v i (det bl i r kanske nästa lektion) övergå 

till att tala om metoden i allmänhet. 

Vad menar man, när man säger, a t t två rätlinjiga figurer 
1 Läsaren, må själv fortsätta teckningen 
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är l i k f o r m i g a ? När v i r i t a d e på t a v l a n , t y c k t e v i n o g al la , 

a t t de t v a r r i m l i g t a t t r i t a så. V a d är de t då som gör, a t t 

v i ska l l säga, a t t dessa två f igurer är l i k f o r m i g a ? 

V i frågar vä l alltså klassen: När är då två rätlinjiga figurer 

likformiga ? V a d t y c k e r n i ? 

A l l t i d b l i r de t någon elev, som svarar , a t t f i gu re rna är 

l i k f o r m i g a , o m v i n k l a r n a är l i k a , och då måste de t j u b l i 

resonemang o m d e t t a uttryckssätt , e t t resonemang, som väl 

får s l u t a i de t v a n l i g a : . . ., o m v i n k l a r n a i ordning t agna 

är l i k a s tora . 

O m de t vo re på de t sättet, sku l le t vå rätlinjiga f igurer 

k u n n a v a r a l i k f o r m i g a , u t a n a t t m a n visste något samband 

m e l l a n mo t sva rande s idor . 

V i ger då någon elev i u p p d r a g a t t på t a v l a n r i t a av AB CD 

m e d bibehållande a v v i n k l a r n a , m e n i fråga o m s idorna får 

hans f an ta s i skena iväg h u r som hels t . 

V i kanske då får en t e c k n i n g i d e n här s t i l en . 

F i g . 62. 

D r a r v i dessu tom i d e n n y a f i gu ren A1B1C1D1 t . ex . C2D2 

para l l e l l m e d CXDX, så har a l l a de t r e f i gu re rna ABCD, 

A1B1ClD1 och AXBXC2D2 v i n k l a r n a i o r d n i n g t a g n a l i ka 

s to ra . A t t f i gu re rna i n t e k a n sägas ha s a m m a f o r m är 

u p p e n b a r t . 

S idorna i f i g u r e n måste alltså på något sätt v a r a med, 

åtminstone i fråga o m fyrhörningar. 
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V i l k e t s a m b a n d är de t då, som måste f innas m e l l a n m o t ­

svarande s idor i de båda f igure rna , för a t t de ska l l v a r a l i k ­

formiga ? 

På något sätt bö r e leverna själva k u n n a få f r a m , a t t v a r j e 

sida på a v b i l d n i n g e n s k a l l v a r a l i k a s tor d e l av mo t sva rande 

sida i v e r k l i g h e t e n . 

Då är n o g t i d e n inne a t t sätta boks tavsbe teckn inga r på 

sidorna, så här t . ex . : 

Verkligheten Avbildning 

Karta. Skala 1:2 

C, 

V \ 

/ V 7 \ 
— ^ 

F i g . 63 1 . 

O m v i v i l l t a reda på h u r s to r d e l 5 är a v 6, så b i l d a r v i 
g 

kvo ten - . F ö r a t t f i n n a , h u r s tor de l a-, är av a, b i l d a r v i 
b 

kvo ten ^ etc. O m n u va r j e s ida i a v b i l d n i n g e n ska l l v a r a 

samma de l av mo t sva rande sida i v e r k l i g h e t e n , får v i 

— = ^ = — = - 7

1 = «s = ska lan . 
a o c a 

N a t u r l i g t v i s k a n m a n låta v e r k l i g h e t och a v b i l d n i n g b y t a 

plats, m e n i bägge f a l l en gäller, a t t v i n k l a r n a i o r d n i n g t a g n a 

är l i k a och k v o t e r n a (förhållandena) m e l l a n mo t sva rande 

sidor(s mätetal) är l i k a . 

M e n r i k t i g t f r a m m e är v i i n t e ännu. V i bör n o g också göra 

k la r t för oss, v a d v i v e t o m två f igure r , som är l i k f o r m i g a . 

K a n v i säga någo t o m a n d r a m o t s v a r a n d e sträckor eller , 

1 Beteckningen cx på C x D : fattas i teckningen. 
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ännu bättre, mo t sva rande vägar i de båda f igu re rna eller 

o m mo t sva rande y t o r ? 

Ä v e n o m de t är o n t o m t i d , får v i n o g försöka h i n n a m e d 

a t t öka u t f i gu re rna t . ex . så här: 

F i g . 64. 

N u får v i nog satsa på elevernas i n t u i t i o n . D e flesta elever 

är säkert efter denna förberedelse m e d på a t t 

H = / i = 6 1 _ <h = gx + h = 9 i = k = = fri + <?i + dx 

e f b a g + l g l b -\- c -\- d 

D e t skul le föra alltför långt a t t i de ta l j behand la a l la frågor, 

som här k u n d e d y k a u p p . 

M e d nödvändighet måste n u d e n frågan k o m m a : S k a l l v i 

n u u t a n v ida re v a r a nöjda m e d d e t t a ? Är de t i n t e några frågor 

a t t ställa ? 

Förslagen k a n b l i många: Varför är H = x o c ^ T = TT • 
f ö t u 

Varför är - 1 = s ? Ä r A - 6 1 ^ 1 ~ &BCE ? 

Här f inns n u många möjligheter. I A BGE och A ^ I ^ V ^ I 

är mo t sva rande v i n k l a r l i k a , i A ABC och A AXBXC1 är—1 = j 1 

CL O 

och Bx = B och i A ACD och A - ^ l C i - D i är (som följd av 

c d B 
föregående) = och v i får alltså orsak a t t bevisa 

c d e 

a l l a t r e likformighetsfallén. 
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I realskolan får vi väl nöja oss med tredje likformighets -
fallet, och då använder v i naturligtvis vår lärobok (C. E. 
Sjöstedt.) 

Har v i så kommit igenom de vanliga satserna, som behand­
las i samband med likformighetsläran, kan v i gärna än en 
gång rita vår figur, men denna gång något ändrad: 

V e r k l i g h e t e n i . 

F i g . 65. 

Här kan v i nu t . ex. skriva: 

AXBX _ B1C1 _ _ s(AB 4- BC) _ AXBX 4- BXCX 

A B ~ B C ~ S ~ AB + BC ~ AB + BC 

och får så t i l l skänks den korresponderande additionen. 
Det är också lätt att se, att om fyrhörningarnas ytor kallas 

M och Mx, så måste 

2M = eg + ef 

2MX = s2eg 4 - s2ef = s2(eg 4 - ef) = s2 • 2M, eller 
M 

Mx = s 2 - M eller - 1 = s2. 
1 M 

Då nu helt naturligt förhållandet mellan en viss yta på 
avbildningen och motsvarande yta i verkligheten bör kallas 
för ytskalan, får vi satsen: Ytskalan är kvadraten på längd­
skalan. 

Innan vi lämnar detta område, tar vi med några använd­
ningar. 
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1. F y r a satser o m rätvinkliga t r i a n g e l n . 

O m v i b e t r a k t a r den l i l l a de l t r i ange ln i f i g . 66, som en av­

b i l d n i n g av d e n s tora t r i a n g e l n (en rät v i n k e l och B gemensam), 

k a n v i lätt få t vå u t t r y c k på ska lan (som a l l t i d be tyde r 

längdskala, då i n g e n t i n g a n n a t säges t i l l ) . 

F i g . 66. 

h y p . i l i l l a A _ c _ l i l l a k a t . i l i l l a A _ 

~~ h y p . i s to ra A a l i l l a k a t . i s to ra A 

— eller - el ler c 2 = a • pr, en sats, som förut härletts 

på s id . 206, där också fortsättningen f r a m t i l l Py thagoras ' 

sats b l i v i t behand lad . 

Jämför v i de två d e l t r i a n g l a r n a i f i g . 66 (obs. a t t m a n 

lämpligen r i t a r f i g u r e n så, a t t m a n t y d l i g t k a n s k i l j a mel lan 

s to ra d e l t r i a n g e l n och den l i l l a ) , så får v i : 

l i l l a k a t . i l i l l a A _ V c _ s to ra k a t , i l i l l a A 
— l i l l a k a t . i s tora A & s to ra k a t . i s to ra A 

= — el ler — = — , v a r a v h2 = p. • ph. 
Vt, h Vb 

Satsen läser v i : K v a d r a t e n på höjden i en rätvinklig 

t r i a n g e l är l i k a m e d r e k t a n g e l n ( p r o d u k t e n ) av kate ternas 

p r o j e k t i o n e r på hypo tenusan . 

D e n fjärde satsen: " D u b b l a t r i a n g e l y t a n k a n erhållas på 

två sät t" har förut behandla t s s id . 206. 

2. I en t r i a n g e l ABC f i g . 67 t a r m a n på s idan AB en p u n k t 
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D sådan a t t AD : DB — - 5 : 4 . Från D dragés p a r a l l e l l t m e d 

AC en rät l i n j e (para l le l l t ransversa l ) . D e n skär BC i E. 

Från E dragés pa ra l l e l l t m e d AB en rät l i n j e , som skär A C i F. 

H u r s to r del av A ABC är p g r m e n ADEF ? 

I vår r u t a d e b o k låter v i n a t u r l i g t v i s AB va ra 9 r u t o r . 

R i t a r v i på t a v l a n , avsätter v i på en rät l i n j e 9 l i k a delar . M e d 

figurens be t eckn inga r får v i omede lba r t A ABC = ^ 9 w 

och p g r m e n ADEF =--51-471 och därav 

pgrmen ADEF _ 20ln • 2 _ 40 

A ABC ~~ 81 In ~ 8 1 ' 

F i g . 67. 
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S T E R E O M E T R I 

(Ryrndgeometri) 

I n n a n v i övergår t i l l a t t lösa s te reomet r i ska p r o b l e m , måste 

någon t i d användas t i l l a t t ö v a de t s te reomet r i ska seendet. 

Ä v e n o m eleverna på l e k t i o n e r n a i t e c k n i n g fått r i t a k r o p p a r 

av den a r t , som här k o m m e r ifråga, är de t nödvändig t a t t 

läraren ger en l i t e n k u r s i r i t a n d e t av enk la s te reometr i ska 

f igure r . D e t t a är så m y c k e t nödvändigare , s o m de stereo­

m e t r i s k a p r o b l e m e n v a n l i g e n är t i l l hälften lösta, o m eleven 

r i t a t en god f i g u r . 

A , B , 

F i g . 68. 

V i håller oss därvid t i l l d e n räta p a r a l l e l l p r o j e k t i o n e n . O m v i 

r i t a r ovanstående t e c k n i n g , som föreställer en v a n l i g låda, så 

k a n v i m e d dess hjälp klargöra för eleverna, a t t l i n j e r n a 

AAX, BBX, GCX och DDX är a t t b e t r a k t a som l i n j e r från en 

avlägsen i ak t t aga res öga och a t t övr iga l i n j e r AXBX etc. är 

vinkelräta m o t dessa syn l in j e r (synstrålar). O m AxBx01D1 är 

en r ek t ange l på s v a r t a t a v l a n , så får m a n tänka sig AXA, 

BXB, CXG och DXD stående vinkelrätt u t från t a v l a n . 
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M e n v i k a n i n t e a l l t i d reda oss m e d räta l i n j e r , som a n t i n g e n 

är pa ra l l e l l a m e d t a v l a n (eller pappe re t ) el ler vinkelräta 

däremot. I b l a n d k a n de t t . ex. ha s i t t värde, a t t v i k a n r i t a 

en låda så, a t t d i agona lp lane t A1BCD1 k o m m e r a t t l i gga 

i t av lans p l a n m e d B1G1 innanför o c h AD utanför t a v l a n . 

Då r i t a r v i först r e k t a n g e l n AXBCDX, d r a r g e n o m m i t t ­

punk te rna på AXB och DXG ABX och DGX pa ra l l e l l a och l i k a 

långa, o c h så, a t t de delas m i t t i t u a v A X B och D X C . V i n k e l n 

mellan d iagona le rna k a n v i i d e t t a f a l l välja efter behag, 

men som senare k o m m e r a t t v i sa sig, måste m a n i b l a n d t a 

viss hänsyn. 

Medan v i h a r dessa två f igure r på t a v l a n , k a n de t v a r a 

lämpligt a t t ö v a en s m u l a huvudräkning. 

B; 

D 

F i g . 69. 

B, 

F i g . 70. F i g . 71. 
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S a m t i d i g t får v i då tillfälle a t t v i sa , h u r v i k t i g t de t är, a t t 

m a n r i t a r s to ra ( m e d måtta) , t y d l i g a f igurer i lämplig skala, 

sätter u t bokstäver och sedan m e d bibehållande av dessa 

be teckn inga r r i t a r a v de p l a n a s n i t t , som k o m m e r i fråga 

v i d a rbe te t . 

S k a l l v i t . ex . beräkna sträckorna AXC och AxOx, r i t a r v i av 

r e k t a n g e l n A1BCD1 ( f i g . 73) och r i t a r i n AXC och AxOx. V i l l 

m a n v a r a r i k t i g t n o g g r a n n v i d genomgången, r i t a r m a n 

kanske först r e k t a n g e l n AXBXBA ( f ig . 72). Så här v i d en första 

genomgång sätter v i lämpligen AB = 8 c m och AAX = 6 cm 

och t a r t . ex. AD = 5 c m . Våra f i gu re r b l i r då : 

F i g . 72. F i g . 73. 

V i lägger märke t i l l a t t de t i denna u p p g i f t hade v a r i t 

lämpligt a t t r i t a f i g u r e n m e d d i a g o n a l s n i t t e t AXBCDX i 

papperets p l a n . 

V i l l v i i stället räkna u t sträckan EF, r i t a r v i e t t v e r t i k a l ­

s n i t t genom ^ o c h F. ( F i g . 70) 

Här k a n v i n o g anse, a t t de t är 

överflödigt a t t r i t a o m sn i t t e t 

FOHEK. Mätt i k v a d r a t c e n t i -

25 281 
me te r b l i r EF2 = 64 + — = — 

4 4 

och EF = i V 2 8 1 c m . 
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Ställer v i som u p p g i f t a t t söka ED, är de t nog bäst a t t 

tänka sig, a t t m a n ställer lådan på y t a n BBXCXC. D e t syns 

kanske då lättare, a t t CD ÅT vinkelrät m o t b a s y t a n BBXCXC. 

Så r i t a r v i s n i t t e t AXBXCD, och v i l l v i n u v a r a r i k t i g t nog­

granna, a v b i l d a r v i först BBXCXC, så a t t v i får den v e r k l i g a 

längden på BXC i den ska la v i hela t i d e n har använt . — D e t 

kan v a r a lämpligt a t t i räkneboken r i t a i ska lan 1:2(1 r u t a = 

a* 1 c m ) . 

F i g . 75. F i g . 76. 

H a r v i g j o r t vårt arbete r i k t i g t noggran t , k a n v i g e n o m 

att mäta DE, över tyga oss o m a t t vår t r e su l t a t är r i k t i g t . 

DE — | /—^- = *'2 0 4 = s tämmer utmärkt m e d 

teckningen. 

De t är ingen som hels t k o n s t a t t fortsätta, så lång t i d m a n 

kan avsätta därtill, a t t f i n n a n y a sträckor, y t o r och v o l y m e r 

att beräkna på dessa f igure r . 

o 
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O m v i s k a l l r i t a en r a k reguljär f y r s i d i g p y r a m i d , börjar v i 

m e d basen, alldeles som v i d lådan förra gången, m e n n u r i t a r 

v i också d iagona le rna och d r a r från deras skärningspunkt 

höjden vinkelrätt m o t de båda vågräta s idorna i bo t t en -

k v a d r a t e n . 

D e n r a k a , reguljära, t r es id iga p y r a m i d e n b r u k a r o f ta r i tas 

så, a t t i cke höjden, u t a n en m o t s y n l i n j e n vinkelrät k a n t l i n j e 

i bas t r i ange ln l igger i pappere ts p l a n och den motstående 

v inke lspe t sen framför eller b a k o m papperets p l a n . 

F i g . 79. F i g . 80. 

Mången gång är de t d o c k av s t o r t 

värde a t t låta höjden l i gga i papperets 

p l an . D å r i t a r v i först en vågrät l in je 

AAX (6 r u t o r t . ex.) f i g . 81 och dra r 

c genom p u n k t e n Ox höjden, som delar 

AAlf så a t t A0X = 20lA1 och genom 

Ax k a n t l i n j e n BC "vinkelrät" m o t 

m e n ser efter, a t t OB t y d l i g t sk i l j e r sig 

från 00V 

U t r y m m e t tillåter i cke några övningsexempel på p y r a m i d e n 

O(ABC) (parentes o m bokstäverna, som be tecknar basytan) . 

V i avs lu t a r den l i l l a " t e c k n i n g s l e k t i o n e n " m e d en t e ckn ing 

över en r a k reguljär sexsidig p y r a m i d . 

V i d r a r då först den vågräta d iagonalen och delar d e n i 4 l i k a 

1 B C : s mi t tpunkt är A j . 
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C 

F i g . 82. F i g . 83. 

delar AG, Q0LT 0XH och HD. Så r i t a r v i r e k t a n g e l n BCHEFG 

och d r a r genom Ox höjden OOx som v i gör så lång, a t t OE, 

ED och OD t y d l i g t b l i r åtskilda. 

V i d s t e r eome t r iunde rv i sn ingen bör nog läraren m e r än 

någonsin n o g g r a n t förbereda sina l ek t ione r , r i t a f igu re r i o l i k a 

lägen och tänka efter, h u r genomgången bäst s k a l l ske. 

V i bör e m e l l e r t i d i n t e endast r i t a och räkna u t a n också 

t i l l ve rka några e n k l a s t e reomet r i ska k r o p p a r , och då k a n v i 

lämpligen välja följande. 

För a t t i m i n n e t fästa, a t t en p y r a m i d s v o l y m är l i k a m e d 

basytan gånger höjden d i v i d e r a t m e d t r e , k a n v i låta e leverna 

klippa och k l i s t r a i h o p pappmönster t i l l en k u b och t r e p y r a ­

mider, som fullständigt f y l l e r k u b e n . 

Fig. 84. D e två övriga pyramiderna är A{Blix (\ C) och A(DD, Cx G). 

A 
B A 
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Sidor u 1 

Sldoyu 2 

Sldoyti 3 

• F l ik för k l i s t r i n g 

Sidoyta 4 Lock 

F i g . 85. Mönster för t i l lverkning av kuben . 
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O m baskan ten i p y r a m i d e n göres något l i t e m i n d r e än 

kubens k a n t , är de t i n t e svårt a t t få de t r e p y r a m i d e r n a , som 

j u s insemellan är l i k a s tora , a t t he l t u t f y l l a k u b e n . 

D e t är e m e l l e r t i d i n t e alls men ingen , a t t v i s k a l l ålägga 

var och en a v eleverna a t t t i l l v e r k a a l l a dessa k r o p p a r . M a n 

kan dela u p p de t så, a t t en r a d i klassen förfärdigar den t r e -

sidiga och en r a d den f y r s i d i g a p y r a m i d e n . M e d k u b e n och 

de lpy ramide rna är de t l i t e värre, m e n o f t a b r u k a r j u elever 

arbeta i h o p , och då k a n några t i l l s a m m a n s få åtaga s ig de t 

arbetet. Händigheten och intresset är j u o l i k a , så i n t e b l i r 

det svårt a t t få några elever, som åtar s ig a t t t i l l v e r k a a l l a 

fyra k r o p p a r n a . 

N u m e r a , då t u n n c e l l u l o i d och tape b l i v i t tillgängliga, k a n 

intresserade elever medels t trådar utmärka höjder, r y m d -

diagonaler och e v e n t u e l l t a n d r a sträckor i de t i l l v e r k a d e 

figurerna. 
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1 

M A T E M A T I K L A B O R A T I O N E R N A 

I K L A S S 6 

E n l i g t k u r s p l a n e n s k a l l va r j e elev labore ra en t i m m e 

v a r a n n a n vecka under vårterminen, alltså s a m m a n l a g t högst 

10 l e k t i o n s t i m m a r m e n s a n n o l i k t endas t 8 eller 9. 

D e t gäller t y d l i g e n a t t spara t i d , a t t n o g g r a n t förbereda 

l abo ra t i onen och a t t endast t a m e d de t a l l r a v i k t i g a s t e . M a n 

k a n n u m e r a i n t e gärna h i n n a m e d a t t r i t a e t t kalibermått 

eller en m i k r o m e t e r s k r u v i d e t a l j . 

V i k a n t . ex . tänka oss följande l abo ra t ione r : 

1. Längdmätning: (Sva r t a t a v l a n , k l a s s r u m m e t , l abora t ions -

borde t . ) F l e r a mätningar a v s a m m a sträcka. Medelvärden 

beräknas. T a b e l l på t a v l a n över o l i k a g ruppers resu l ta t . 

2. Avbildning i bes tämd skala : Värden från l a b . 1 användes. 

Uppmätning a v någon g o d t y c k l i g sträcka i f i g . från 

l a b . 1, beräkning och kontrollmätning. 

3. Skjutmåttet: Genomgång och mätningar. ( F i g . a v nonie.) 

4. Mikrometer skruven: Genomgång och mätningar. ( F i g . k a n 

näppeligen medhinnas . ) 

5. Bestämning av TI m e d hjälp av t r issa, pappersremsa och 

knappnål eller t r i ssa och sytråd. 

6. Bestämning av n. C i r k e l k v a d r a n t på r u t a t papper ( 5 - m m -

r u t a d räknebok) . H e l a c i rke lns y t a jämföres m e d y t a n av 

k v a d r a t e n på r ad ien . 

R e s u l t a t e n a v l a b o r a t i o n e r n a 5 o c h 6 k a n lämpligen 

sammanföras, och m e d e l t a l beräknas u n d e r en v a n l i g 

m a t e m a t i k l e k t i o n , sedan l a b o r a t i o n e r n a slutförts. 
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7. Bestämning av en cylinders mantelyta m e d hjä lp a v p a p p e r . 

R e k t a n g e l n s s i d o r mätes o c h y t a n beräknas. 

D i a m e t e r o c h höjd h o s c y l i n d e r n mäte s o c h y t a n beräknas 

även m e d d e s s a värden. 

S. Bestämning av volymen av en liten metallcylinder ( m e t a l l ­

tråd) e l l e r glasrör m e d hjälp a v m i k r o m e t e r s k r u v o c h 

s k j u t m å t t . 

9. Volymbestämning med mätglas ( o c h v o l y m b ä g a r e ) . 

10 a . Bestämning av volymen av godset i ett glasrör. 

b. Bestämning av volymen av en metalltråd. 

V i d l a b o r a t i o n e r n a k a n e l e v e r n a göra s i n a a n t e c k n i n g a r 

i v a n l i g a räkneböcker, r u t a d e m e d f e m m i l l i m e t e r s r u t o r . 

Erforder l iga apparater 

T i l l l a b o r a t i o n e r n a e r f o r d r a s : 

1. Enmeters linjaler, g r a d e r a d e i m i l l i m e t e r m e d mässings-

s k o n i n g a r (10 s t ) . 

2. 30-cm linjaler m e d m i l l i m e t e r i n d e l n i n g , a v s e d d a för u t ­

låning t i l l de e l e v e r , s o m i n t e är försedda m e d mätst ickor 

(t. e x . 10 s t ) . 

3. Skjutmått ( 10 s t ) . 

4. Mikrometer skruvar ( 10 s t ) . 

5. Trissor a v björk ( b o k , e k ) , k o r s l i m m a d e , 2 c m t j o c k a o c h 

m e d d i a m e t r a r 6 5 m m , 70 , 75 , 80 , 8 5 , 90 , 9 5 , 100, 105 

o c h 110 m m . 

6. Träklossar a v björk e l l er a n n a t hårt träslag m e d t . e x . 

d i m e n s i o n e r n a 3 c m • 4 c m • 7,5 c m (10 s t ) . 

7. Träcylindrar och aluminiumcylindrar m e d d i a m e t e r 30 

m m o c h höjd 7 5 m m (10 s t a v v a r d e r a ) . 

8. Mätglas 100 c m 3 ( v i d m o d e l l ) . 

9. Volymbägare ( 10 s t ) . 

10. Kryddburkar ( j u f ler d e s s bättre) . 
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A v v ik t är, a t t apparaterna inte lägges i vanliga enkla 
lådor. Dels kan ju materielen taga skada, dels är det inte 
möjligt at t hastigt se, om alla apparater finns. 

Linjalerna förses fördenskull med et t hål i ena änden och 
hänges på spikar på sidan av t . ex. ett skåp eller en hylla. 
Det är klar t at t man lättast kontrollerar, at t alla linjaler är 
på sin plats, om man har endast en l in ja l på varje spik. 

Skjutmåtten förvaras lämpligen i en låda med t . ex. inre 
dimensionerna 20 cm x 18 cm X (6 eller 7 cm), på längden 
försedd med en plint enl. teckning fig. 89 och med plinten 
insatt 45 m m från ena långsidan (och 50 mm från den andra). 

F i g . 89. P l i n t t i l l låda för förvaring av skjutmått. 

F i g . 90. P l in t ti l l låda för förvaring av mikrometerskruvar . 

E n låda för mikrometerskruvarna kan t . ex. ha inre dimen­
sionerna 20 cm x 11 cm X 4 cm. Även den förses med en 
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pl in t e n l . f i g . 90. D e n insat tes 40 m m från ena långsidan för 

att där bereda p la t s för b y g l a r n a . T r u m m o r n a v i l a r på själva 

p l in ten . 

För t r issornas förvarande t i l l v e r k a s t . ex. en träställning 

enligt f i g u r 9 1 . T r i s so rna nedsättes v e r t i k a l t m e l l a n trä­

ribborna. 

M a n bö r också skaffa p l i n t a r m e d l a g o m s tora u r t a g n i n g a r 

för träklossarna s a m t lådor m e d fack för bägare och l i s te r 

Fig. 92. Låda för t. ex. bägare. Botten av hård masonit , sidor och 

mellanväggar av p lanhyvlade lister. 
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m e d u r t a g n i n g a r för l iggande mätglas, v a r t a n n a t m e d m y n ­

n ingen åt ena hållet, v a r t a n n a t åt de t andra . 

O m m a n o rdna r på så sa t t , k a n läraren m e d e t t ögonkast 

se, o m a l l m a t e r i e l f innes, både v i d l abora t ionens början och 

v i d dess s lu t , v i l k e t i hög g r a d underlättar a rbe te t . 

F i g . 93. Låda för mätglas. Botten a v hård masonit . Sidor a v plan-

hyvlade lister. 
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L A B O R A T I O N N R 1 d e n j a n u a r i 

Uppmätning av svarta tavlans dimensioner 

(innanför r a m e n ) 

D e b l i v a n d e r e su l t a t en antecknas i en t a b e l l , t . ex . : 

Mätning längd b r e d d 

n r i m m i m m 

1 5978 1200 
2 5985 1203 

3 5987 1204 

S u m m a 17950 3607 

M e d e l t a l 5983 1202 

T i l l mätningarna bör användas me te r s t ava r m e d m e t a l l -

skoningar, så a t t hela l i n j a l e n är precis en meter . 

Så f o r t läraren t a l a t o m , v a d u p p g i f t e n gäller, k a n h a n 

t . ex. låta två elever sätta i gång m e d a t t mä ta t a v l a n s längd 

och två s t y c k e n m e d a t t mäta b redden (höjden) . D e t k a n 

vara r o l i g t , o m m a n t y c k e r , a t t t i d e n räcker, a t t låta. e leverna 

mäta u t a n några råd och anv i sn inga r . D e t k a n hända, a t t 

den ene e leven mäter u t l in ja lens ändpunkt m e d f i n g r e t , 

medan d e n andre f l y t t a r l i n j a l e n eller använder en k r i t a , s o m 

inte vässats egg fo rmig t . 

Medan den första mätningen pågår, k a n övriga elever r i t a 

tabellen i s ina böcker . D e s o m är sysselsatta, får r i t a , när de 

b l iv i t l ed iga . 
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Så låter v i f y r a n y a elever b y t a m e d d e m , som utfört första 

mätningen. O m eleverna får åtminstone en l i n j a l va r , behövs 

de t i nga kri tmärken på t a v l a n , m a n k a n lägga l i n j a l e r n a i n t i l l 

v a r a n d r a och läsa a v . 

O m t a v l a n är 5—6 mete r lång och m a n har tillräckligt 

många l i n j a l e r , k a n m a n låta e leverna lägga l i n j a l e r n a i n t i l l 

v a r a n d r a . D å k a n de t i n t e b l i fråga o m någon förskjutning, 

v i l k e n j u k a n inträffa v i d användning a v två l in j a l e r , som 

växelvis f l y t t a s . 

E n viss v a r i a t i o n och även t i d s v i n s t k a n ås tadkommas, o m 

en g r u p p elever mäter nede rkan t en , en överkanten, en högra 

b r e d d e n och en b redden t i l l vänster. 

T i d e n t o rde i n t e räcka t i l l mer än t r e mätningar. Eör 

fortsättningen nästa l a b o r a t i o n en l ig t förslaget bör v i näm­

l igen sätta u t en p u n k t på t av l ans övre k a n t och en på dess 

nedre (den ena något t . v . o m m i t t e n , d e n a n d r a något t i l l 

höger o m m i t t e n ) , och v i ska l l också mäta dessa p u n k t e r s 

avstånd från övre och nedre begränsningslinjernas ändpunkter. 

O m t i d e n räcker, k a n de t här b l i en he l de l mätningar. 

D e t är t r o l i g a s t , a t t m a n i n t e k a n h i n n a m e d a t t utföra 

dessa sista mätningar mer än en gång. A l l a 16 — 18 eleverna 

bör d o c k ha fått tillfälle a t t v a r a m e d o m mätningarna. 

E g e n t l i g e n är de t n o g ro l igas t a t t i n t e n u mäta EF i f i g . 94. 

D e t b l i r me ra spänning, o m m a n först i l a b . 2 r i t a r av t a v l a n 

i lämplig skala , på denna t e c k n i n g mäter EF:s a v b i l d n i n g 

och sedan m e d hjälp a v ska lan t a r reda på h u r s tor EF bö r 

v a r a i v e r k l i g h e t e n . M e n o m m a n k o n t r o l l e r a r v i d s l u t e t av 

F i g . 94. 
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A F 

i m m 

B F 

i m m 

C E 

i m m 

E D 

i m m 

E F 

i m m 

1885 2597 

1 S:a 

M e d e l t a l 

andra l abo ra t ionen , måste p u n k t e r n a sättas u t på n y t t , och 

t i l l de t räcker kanske i n t e t i d e n . M a n k a n då t a några m i n u t e r 

på en gemensam l e k t i o n t i l l det a rbe te t . 

Sku l le m a n m o t förmodan ha t i d k v a r , sedan dessa mät­

ningar utförts, k a n de t v a r a lämpligt a t t d i s k u t e r a de fe l , som 

kan tänkas u p p k o m m a v i d mätningarna. O m l i n j a l e r n a sku l le 

vara f e l a k t i g a , får m a n fe l ( sys temat i ska) s o m e x p e r i m e n t a t o r n 

inte k a n göra något åt; sätter m a n u t k r i t s t r e c k , k a n m a n få 

fel (tillfälliga) beroende på den som utför försöket. 

V i d vår t försök har v i räknat m e d a t t metermåtten är 

r ik t iga . F ö r a t t försöka få så g o t t r e su l t a t som möjligt , räk­

nade v i u t mede l t a l e t . 

När m a n s k a l l d r a och mäta sträckor längre än e n meter , 

lägger m a n f lera l i n j a l e r i n t i l l v a r a n d r a . 

F i g . 95. 
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D e n första mätningstabellen k a n m a n lämpligen öka u t 

m e d e n k o l u m n , som får t i l l överskrift: y t a i m m 2 . M a n k a n 

visser l igen i n t e på l a b o r a t i o n s t i m m e n h i n n a m e d a t t räkna 

u t s v a r t a t a v l a n s y t a , m e n sedan he la klassen utfört labora-

t i o n e n , k a n de t ha s i t t värde a t t på en v a n l i g m a t e m a t i k ­

l e k t i o n låta e leverna räkna u t den . M e d de o v a n i t abe l len 

a n g i v n a värdena på längd och b r e d d får m a n s o m värden 

på y t a n 7 173 600 m m 2 , 7 199 955 m m 2 , 7 208 348 m m 2 och i 

m e d e l t a l 7 193 968 m m 2 . D e t är lätt a t t inse, a t t m a n i n t e 

k a n t a m e d m e r än t r e s i f f ror i sva re t och k n a p p t de t . Y t a n 

bö r anges t i l l t i l l 7,19 m 2 . D e o l i k a värdena på t a v l a n s längd, 

resp. b r e d d sk i l j e r s ig i n t e m y c k e t från v a r a n d r a . Där f inns 

d o c k o l i k h e t e r i fjärde s i f f ran . V i k a n t y d l i g e n i p r o d u k t e n 

i n t e t a m e d fler s i f f ror , än de t f inns (något så när säkra) i 

v a r d e r a f a k t o r n , och i regel i n t e ens så m y c k e t . D e n l i l l a för­

ändringen på en enda enhet i sista s i f f ran beträffande bredden 

ås tadkommer en s k i l l n a d på ungefär 6000 m m 2 i r e su l t a t e t . 

O m v i t . ex . tänker på a n d r a mätningen, där värdet a v läng­

den sk i l j e r s ig från mede l t a l e t m e d 2 m m och breddens av­

vikelse från medelvärdet endast är 1 m m , k o m m e r y t a n a t t 

s k i l j a s ig från s lu t r e su l t a t e t m e d ungefär ( 2 * 1 2 0 0 4-

+ 1 • 6000 m m 2 = ) 8400 m m 2 , v i l k e t nästan b e t y d e r e t t fe l 

på en e t t a i t r e d j e s i f f ran i medelvärdet på t a v l a n s y t a . 

L a b o r a t i o n n r 2 d e n . . . . 

Avbildning av svarta tavlan i skalan 1: 50 

D e t är n a t u r l i g t v i s g i v a n d e a t t , o m t i d e n räcker t i l l , m e d 

klassen d i s k u t e r a , i v i l k e n ska la a v r i t n i n g e n s k a l l göras. H a r 

v i t . ex. f u n n i t , a t t skala 1 : 50 ( 0 , 0 2 : 1) är lämplig, sk r ive r 

v i på t a v l a n överskriften o v a n o c h sedan: 
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I m i verkligheten = 20 mm i boken 

100 cm i verkligheten == 2 cm i boken 

Skala 2 : 100. 

Tavlans mått på avbildning en (kartan) 

AB = 0,02 x 5983 m m — 119,66 mm »a 119,5 mm (ev. 120 mm) 
BC = 0,02 x 1202 mm = 24,04 mm «s 24,o mm 

AF = 0,02 x 1885 mm = 37,70 mm sa 37,5 mm (ev. 38 mm) 

CE = 0,02 x 2597 m m — 51,94 mm sa 52,0 mm 

F i g . 96. Här ska la 1:100. 

Därefter får eleverna på kartan (i sina böcker) mäta av­
ståndet EF. 

Man erhåller: E F på kartan = 39 mm. 
E F i verkligheten = 50 X 39 m m = 1950 mm. 
Kontrollmätning på svarta tavlan gav 

L a b o r a t i o n n r 3 d e n .... 

Skjutmåttet eller kalibermåttet 

Det är nog bäst at t från början avstå från tanken, a t t 
eleverna skulle hinna med at t r i ta av ett skj utmätt efter 
lärarens teckning på svarta tavlan. Det tar för lång t id. 
Skall det bli ett någorlunda gott resultat, måste man nämligen 
ge noggranna anvisningar för teckningens utförande, med 
angivande av t. ex. antalet rutor för varje del av apparaten. 
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E n t e c k n i n g över skjutmåttet f inns i de f lesta läroböcker, 

e h u r u de " ö v r e " skänklarna för mätning av in re d i a m e t e r n 

(ka l i be rn ) hos t . ex . e t t glasrör i n t e a l l t i d b r u k a r v a r a m e d . 

Vissa benämningar är nödvändiga . D e n längre, fas ta delen 

a v m i l l i m e t e r g r a d e r i n g e n och fas ta skänldar t . v . , o m grade­

r i n g e n ökar från vänster t i l l höger, b r u k a r v i k a l l a för "den 

fasta l i n j a l e n " eller endast " l i n j a l e n " . D e n rörliga delen får 

he ta " löparen" eller " n o n i e n " m e d skänklar och e t t fönster, 

på va r s nedre k a n t f inns en g rade r ing m e d dels t reck från 0 

t i l l 10, så a t t hela avståndet 0 — 10 är 9 m m och avståndet 

m e l l a n två noniede ls t reck således 0,9 m m . ' 

H u r avläsningen går t i l l , omta l a s i va r j e lärobok. V i be­

hand l a r n o n i e n och avläsningen m e d tillhjälp a v f i g . 97. 

G 1 • i 1 0 

- Fast -

> 1 1 \ 
... 

-} 4 / 
5 

/ / -\ < Ht il . i 
1 

r / — i 

/ / y 
• 1 / / / / Fo nst • 

1 / / / / 
1 / / / $ / 1 v . 

m 

F i g . 97. 

O m de t i n t e f inns något r u t a t område på t a v l a n , k a n 

läraren enke l t (helst före l ek t ionen ) m e d hjälp a v den jämn­

breda l i n j a l e n r i t a e t t r u t s y s t e m , vars r u t o r är l i k a m e d l i n ­

ja lens b r e d d . 

I regel b l i r de t väl så, a t t t vå elever får samsas o m e t t s k j u t -

236 



mått. D e får då först lägga märke t i l l a t t l in ja lens no l l s t r eck 

sammanfal ler m e d noniens , då skänklarna berör v a r a n d r a . 

Låter v i e leverna sedan f l y t t a no-nien så, a t t dess no l l s t r eck 

t . ex. s ammanfa l l e r m e d l in ja lens de ls t reck 2 1 , så är k roppens 

t jock lek , d . v . s. avståndet m e l l a n skänklarna, 21 m m precis. 

F l y t t a r v i n u non ien åt höger, så a t t dess dels t reck n r 1 

sammanfal ler m e d nästa de ls t reck 22 på l i n j a l e n , ha r den 

rörliga skänkehi f l y t t a t s en t ionde l s m i l l i m e t e r . V i k a n n o g 

också an ta , a t t e leverna en l . f i g . 97 i n t u i t i v t känner på sig, 

a t t de la rna på non ieska lan är n i o t i o n d e l a r a v de la rna på 

l in ja len . F l y t t a r v i n o n i e n så, a t t de ls t reck sex sammanfa l l e r 

med närmaste dels t reck (27) på l i n j a l e n , ha r n o n i e n f l y t t a t s 

0 ,6 m m åt höger och skänklarnas avstånd ökats t i l l 21 ,6 m m . 

A n t a l e t hela m i l l i m e t e r anges således av linjalens delstreck 

närmast till vänster om noniens nollstreck och antalet tiondelar 

av det noniestreck, som närmast sammanfaller med något 

delstreck på linjalen. 

1 2 3 4 

F i g . 98. 

Mätst ickans t j o c k l e k 

Mätning 

1 

2 

3 

4 

t j o c k l e k i m m 

3 ,7 

3 ,8 

3 ,9 

4 ,0 

S u m m a 15,4 

M e d e l t a l 3 ,85 

237 



Som övning k a n v i t . ex . låta e leverna mäta t j o c k l e k e n på 

s in mätst icka på f y r a ställen ( f i g . 98) och göra en l i t e n t a b e l l . 

Läraren får försöka a t t åtminstone en gång u n d e r dessa 

mätningar k o n t r o l l e r a va r je elevs avläsning. 

L a b o r a t i o n n r 4 d e n . . . . 

Mikrometer skruven (mikrometern) 

E n mikrometerskruv är så l iten, a t t m a n v i d demonstration be­

höver några (stora) teckningar på t a v l a n t i l l hjälp, men det är inte 

möjligt, a t t e leverna hinner r i t a a v dem. E n lärare, som ofta under­

visar på detta område, sparar åtskillig t id genom at t t i l l verka en 

stor r i tning a t t hänga upp på tav lan . Men roligare är det naturligt­

v i s a t t själv förfärdiga en stor modell a v papp, och att göra detta 

innebär inte någon större svårighet. O m k r i n g en r u n d trästav (2 — 

2 1/2 c m i diameter) l indar v i några gånger ett r i tpapper eller annat 

t jockt papper och k l i s trar ihop lagren med kal l - l im, så a t t v i får en 

stadig pappcyl inder, 30—40 c m lång. På den r i tar v i två diametralt 

motsat ta generatriser och avsätter på den ena, från ändytan räknat, 

punkter med t. ex. 3 c m mel lanrum. På den motsatta generatrisen 

sätter v i märkena mit t emellan de förra. D e t går lätt a t t r i t a en 

blyertsl inje mel lan punkterna, så att m a n får en skruvl in je . Utefter 

deima skruv l in je k l i s t rar v i — fortfarande med hjälp av kal l - l im — 

på v a r a n d r a några lager a v en (överallt t. ex. 1 e m bred) remsa av 

ritpapper. ISTär l immet har torkat ordentligt, sågar v i a v en 6-7 c m 

a v "skruven" och fäster den avsågade biten, sedan v i gnidit in den 

med lite ta lk , ax ia l t i en cyl indrisk p a p p b u r k m e d 5-6 e m diameter 

O m v i sedan rör u t lite bränd gips och häller i burken , får v i en 

mutter , som s k r u v e n passar t i l l . O m k r i n g denna k l i s t rar v i några 

lager r i tpapper, så att v i får en 12-13 c m lång cyl inder . A v papp 

— baksidor t i l l r i tblock — skär v i så u t passande "bygelskivor", som 

klistras ihop med kal l - l im, så a t t v i får en stadig (åtminstone 1 1/2 

c m tjock) bygel, som sedan kl istras fast v i d cy l indern k r i n g muttern , 

först med en r e m s a a v tunt t yg och därutanpå några lager ritpapper 

r u n t både muttercy l indern och bygelns ena ben. Så har m a n att 

skära ut några c irkelr ingar a v papp och k l i s t r a ihop dem, så att 

m a n får en kraft ig (5-6 c m hög) ring, i v a r s inre m a n k a n fästa 
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"skruven", omkring v i lken m a n k a n r u l l a och k l i s t ra några lager 

ritpapper i form a v en cyl inder, som skal l tjänstgöra som t r u m m a 

i enlighet med figuren. D e n n a trumhylsas inre diameter bör helt 

naturligt v a r a något litet större än diametern hos cy l indern kring 

muttern. " S k r u v e n " måste givetvis sågas av , så a t t den får lämplig 

längd. E n ungefärlig gradering är också lätt att åstadkomma. 

Det bör al l t id innebära en viss v ins t v i d undervisningen, a t t 

inan k a n v i sa s in stora modell och säga: " E n m i k r o m e t e r s k r u v k a n 

man t i l lverka så och så", i stället för att endast v i s a den l i l la f ina 

precionsförfärdigado tingesten. 

Hylsa 

F i g . 99. 

S k r u v e n , som i d e t t a f a l l h a r s a m m a d iamete r u te f t e r hela 

längden (det är i n t e en träskruv, som smalna r m o t spetsen 

och vars gängor är vassa, så a t t de k a n skära s ig i n i träet), 

har en gänghöjd ( s t ign ing) av precis en m i l l i m e t e r . O m s k r u v e n 

vrides r u n t e t t v a r v , ändras avståndet m e l l a n k l a c k a r n a 

A och B m e d 1 m m . 

J u m e r m a n v r i d e r i n s k r u v e n i m u t t e r n , desto längre i n 

över m u t t e r n rör s ig hy l s an . D å de båda k l a c k a r n a berör 

varandra, h a r hylsans vänstra r a n d k o m m i t t i l l graderingens 

no l lpunk t . A n t a l e t hundrade l s m i l l i m e t e r avläses på hylsans 

kant mittför de t längsgående s t reck på m u t t e r n , u te f te r v i l k e t 

mi l l imetergrader ingen är a v s a t t . 
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1 
Mätning Trådens d i a m e ­

n r t e r i m m 

1 

2 

3 

4 

S u m m a 

M e d e l t a l 

S o m övning låter v i e leverna mäta en mässingstråd på 

några ställen. M e d två elever i va r je g r u p p k a n de t v a r a lämp­

l i g t m e d f y r a avläsningar. 

Gruppe r m e d f l i n k a elever k a n få mäta t j o c k l e k e n av e t t 

b l a d i räkneboken, v a r v i d m a n mäter t j o c k l e k e n av 10 blad 

och sedan beräknar e t t b lads t j o c k l e k s o m t i o n d e l e n därav. 

V i d a r e k a n kanske några elever h i n n a m e d a t t mäta t . ex. 

t j ock leken a v e t t hårstrå, e t t g r a f i t s t i f t el ler d y l i k t . E leve rna 

har v a n l i g e n i n t e svårt för a t t f i n n a lämpliga mätobjekt . 

L a b o r a t i o n n r 5 d e n . . . . 

Bestämning av TI (pi) 

[Bestämning av förhållandet ( r a t ionen) m e l l a n en 

c i rke ls o m k r e t s och dess d i a m e t e r ] 

T i l l d e t t a försök b r u k a r m a n använda trätrissor (trä­

c y l i n d r a r m e d l i t e n höjd, 1—2 c m ) . 

D i a m e t e r n k a n m a n bes tämma m e d hjälp av e t t skjutmått 

eller m e d en l i n j a l och tvä rätvinkliga träklossar e n l i g t v i d -

stående f i g u r ( f i g . 100). 
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F i g . 100. F i g . 101. 

Läraren måste här säga några o r d o m a t t förhållande k a n 

ersättas m e d kvot el ler ration. 

O m k r e t s e n k a n mätas på åtminstone t r e sätt: 

1. E n pappersremsa, ca 1 c m bred , l indas e t t v a r v o m k r i n g 

trissan, och m e d en knappnål s t i cker m a n hål g e n o m två 

lager av pappere t . Avs tåndet m e l l a n hålen mätes. O m m a n 

måste använda en f laska, e t t glas eller en plåtburk, är de t 

nog förståndigt a t t först k l i s t r a några v a r v papper o m k r i n g 

flaskan eller b u r k e n . 

2. På e t t pappersa rk d r a r m a n en rät l i n j e och på trissans 

ena p l a n a y t a e t t s t reck v i d o m k r e t s e n ( y t t e r s t a delen av 

en rad ie ) . Så r u l l a r v i t r i s san e t t v a r v e n l i g t f i gu ren och 

sätter e t t märke v i d den räta l i n j e n , när v i börjar och s lu ta r . 

F i g . * I 0 2 . F i g . 103. 

3. V i sätter fast en knappnål i o m k r e t s e n av t r i ssan , gör 

en ögla i ena änden av en sytråd, l i n d a r tråden två eller t r e 

varv r u n t omkre t sen , skär m e d en k n i v av tråden m i t t för 

knappnålen och får g e n o m a t t mäta tråden omkre tsens 

dubbla eller t r e d u b b l a värde. 
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H a r m a n o n t o m t i d , får m a n nog nöja sig m e d den första 

me toden . E l e v e r n a arbetar i g ruppe r m e d två i va r j e g rupp , 

och på så sätt får v i va r je gång 8 eller 9 r e su l t a t . 

Trissans o m k r e t s = 

Trissans d i ame te r = 

o m k r e t s 

d i a m e t e r 

A l l a g ruppernas r e su l t a t anges på t a v l a n . 

Slu tsa ts : V i f a n n , a t t en c i rkels o m k r e t s är ggr så stor 

som dess d iamete r . 

G r u p p Värde på TT 

1 

2 

3 

S u m m a 

M e d e l t a l 

2 4 2 



L a b o r a t i o n n r 6 d e n . 

Bestämning av TI 

Bestämning av förhållandet m e l l a n en ci rkels y t a 

och y t a n a v k v a d r a t e n på r ad i en 

i 

• 

N-
\ 

C \ 
G \ 

\ 
\ 

A 

\ 
H v 

\ ä 1 

\ \ 

D 

2 0 'otor 

F i g . T04. 

A]= 114 r u t o r 

B = 120 „ 

C = 24 „ 

D = 18 „ 

E + F = 15 „ 

G = 8,5 „ 

H = 10 „ 

K = 4,5 „ 

S:a 314 „ 

243 



H e l a c i rke lns y t a = 4 - 3 1 4 r u t o r . 

Y t a n a v k v a d r a t e n pä r a d i e n = 400 r u t o r . 

Ci rke lns y t a 4 - 3 1 4 
-—, —•. — 3 14 . 

Y t a n a v k v a d r a t e n på r a d i e n 400 

Slutsa ts : V i f a n n , a t t c i rke lns y t a är 3 ,14 ggr så s tor som 

k v a d r a t e n på r a d i e n . 

F ö r a t t v i n n a t i d bör läraren före l abora t ionens början ha 

r i t a t u p p c i r k e l k v a d r a n t e n dels i elevernas laborationsböcker, 

dels på t a v l a n , i senare fa l l e t m e d i n d e l n i n g i fält. S k a l l 

e leverna själva r i t a , d r a r de t o f ta alltför långt u t på t i d e n . 

D e t är n o g bäst, a t t a l l a e leverna delar i n c i r k e l k v a d r a n t e r n a 

på s a m m a sätt. I n o m de områden, som delvis begränsas av 

per i fe r ien , sättes en p r i c k i var je r u t a eller del av sådan r u t a , 

s o m medräknas och s o m uppska t t a s i t i onde l a r a v en r u t a . 

I d e t t a f a l l får v i l i k a många resu l ta t , som de t f inns elever, 

och v i försöker h i n n a m e d a t t få a l l a elevernas r e su l t a t i en 

t a b e l l och räkna u t mede l t a le t . 

Sedan klassens båda g ruppe r utfört både l a b . 5 och l a b . 6, 

ha r v i 4 medelvärden, v i l ka s medelvärde v i t i l l s l u t lämpligen 

k a n räkna u t unde r en v a n l i g m a t e m a t i k l e k t i o n . 

Här k a n m a n , o m m a n v i l l , som en k u r i o s i t e t t i l l s töd för 

m i n n e t dels ge eleverna en u p p f a t t n i n g o m a t t n är e t t oändligt 

decimalbråk, dels ge d e m en hjälp a t t k o m m a ihåg de första 

s i f f rorna i t a l e t genom a t t på t a v l a n s k r i v a u p p r e k t o r 

L i n d b o r g s minnesvers för n ( E l e m e n t a årgång 3, s id . 117): 

H ö r ' I a l l a : i kväll A r k i m e d e s j u lovade k o m m a ; 

h a n s k a l l n o g g r a n t klarlägga berömda s i f f ro rna för p i , 

som förvisso rätt mången ej minnes u t a n e t t ode; 

T jugo två g i v åt täljarn, nämnarens värde, o, s j u ! 

M a n räknar an t a l e t bokstäver i va r j e o r d och lägger märke 

t i l l a t t apos t rofen efter hör m o t s v a r a r d e c i m a l k o m m a t och 

o i sista r a d e n är av " n o l l och i n t e t vä rde" . 

Många elever, i synnerhe t f l i c k o r , b r u k a r u p p s k a t t a versen. 
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L a b o r a t i o n n r 7 d e n 

Bestämning av buktiga ytan (mantelytan) och totala 

ytan hos en rät cirkulär cylinder 

(Siffervärden medtagna med tanke på förekommande av-
kortningar.) 

Arbetsmetoden är här så pass självklar, att det kan synas 
onödigt att medtaga något förslag, men för den ofta jäktade 
läraren kan det kanske vara nyttigt med några hållpunkter. 

Vid bestämning av mantelytan använder vi de i materiel-
förteckningen omtalade träcylindrarna. Det är lämpligt, att 
läraren före laborationcns början klippt en massa pappers­
remsor med bredden lika med träcylindrarnas höjd. (Sådana 
remsor kan man ju ha liggande på lager.) 

O ( m k r e t s ) 

h(öjd) 

Längder i m m , yta i m m 2 

F i g . 105. 

Eleverna kan nu söka omkretsen enligt någon av figurerna. 

F i g . 106. F i g . 107. 
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O m m a n a rbe ta r i enl ighet m e d f i g . 107 , bör eleverna 

börja m e d a t t g e n o m v i k n i n g skaffa sig en rät l i n j e på 

pappere t , vinkelrät m o t långsidorna. L i n j e n i fy l les därefter 

m e d b l y e r t s . R e m s a n l indas sedan o m k r i n g c y l i n d e r n så, 

a t t s idan m e d b l y e r t s l i n j e n k o m m e r utåt. M e d e n knappnål 

gör m a n , som f i g u r e n v i sa r , t vå hål g e n o m två lager papper . 

Sedan pappere t veck la t s u t , sammanbrndes knapphålsmärk­

ena m e d e t t s t reck . D å får m a n en r ek t ange l , som k a n sägas 

h a u p p k o m m i t g e n o m a t t m a n t e l y t a n u t v e c k l a t s i e t t p l a n . 

V i sparar t i d , o m v i först låter e leverna r i t a f i g . 105 och 

sedan på denna d i r e k t s k r i v a u p p s ina mätresultat. D e t är 

säkrast a t t ange, h u r många r u t o r hö jd och d i ame te r lämpligen 

bör tagas, för a t t de i s ina böcker ska l l få f igure r av l a g o m 

s to r l ek . 

Så låter v i e leverna också m e d hjälp a v skjutmåttet mäta 

cy l inde rns hö jd och d i ame te r och räkna u t y t a n m e d hjälp 

a v k u n s k a p e r n a från L a b . 3. Lå t oss i d e t t a f a l l tänka oss, a t t 

en elev h a r fått: 

cy l inderns d i ame te r = 2 9 , 8 m m 

basytans o m k r e t s = 29 ,8 • n m m = 29 ,8 • 3 ,14 m m = 

= 9 3 , 5 7 2 m m . 

Ambi t iösa elever v i l l gärna behålla a l l a f e m s i f f rorna , men 

många k o m m e r säkert a t t " v i f t a " och fråga: " H u r många 

decimaler s k a l l v i t a m e d ?" Ja , läraren k a n j u i n t e ge sig i n på 

någon redogörelse för räkning m e d a p p r o x i m a t i v a t a l u t a n 

får väl något beröra, a t t åttan i 29 ,8 i n t e är e x a k t , a t t v i 

i n t e v e t v i l k e n s i f f ra , som s k a l l k o m m a efter denna åtta, och 

a t t de t är på s a m m a sätt m e d f a k t o r n 3 , 14 . Därför får v i nöj a oss 

m e d t r e siffror också i p r o d u k t e n och erhåller alltså: ( J f r l a b . 1) 

basytans o m k r e t s «^ 93 ,6 m m 

cy l inde rns hö jd = 7 4 , 9 m m 

m a n t e l y t a n = 93 ,6 • 74 ,9 m m 2 = 7 0 1 0 , 6 4 m i n 2 . 
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N u k o m m e r frågan o m an t a l e t dec imaler u p p igen . Återigen 

får v i t a m e d (högst) 3 s i f f ror . Vårt svar b l i r : M a n t e l y t a n är 

(ungefär) 70, i c m 2 . 

B a s y t a n = TI ( r a d i e n ) 2 m m 2 = T C • 14 ,9 • 14 ,9 m m 2 = 6 9 7 , i i m m 2 

Båda b a s y t o r n a sa 1 394 ,22 m m 2 

M a n t e l y t a n sa 7 0 1 0 , 6 4 m m 2 

T o t a l a y t a n sa 8 4 0 4 , 8 6 m m 2 

Tota l a y t a n b l i r ungefär 84,o c m 2 . 

Laborat ion nr 8 den .... 

Bestämning av volymen av en cirkulär cylinder 

( K o n t r o l l m e d mätglas eller vo lymbägare ) 

För mätningarna använder v i e t t kalibermått och får t . ex. 

basytans d i ame te r = 2 9 , 8 m m 

basytans rad ie = 1 4 , 9 m m 

k v a d r a t e n på basytans rad ie = 222, o i m m 2 sa 222 m m 2 

basytan = 222 • T I m m 2 = 222 • 3 , u m m 2 m 697 m m 2 

cyl inderns hö jd = 7 4 , 9 m m 

cyl inderns v o l y m = 697 • 7 4 , 9 m m 3 = 52205 ,3 m m 3 s a 5 2 , 2 c m 3 . 

V i k o n t r o l l e r a r r e su l t a t e t g e n o m a t t 

sänka n e d c y l i n d e r n i e t t mätglas m e d 

hjälp av en tråd eller ev. genom a t t 

l u t a mätglaset. S k i l l n a d e n m e l l a n av-

läsningarna ( v i d v a t t e n y t a n s nedre de l 

e n l . f i gu re rna ) ger cy l inderns v o l y m . 

A t t v i i n t e får 52,2 c m 3 ( m l ) , är k l a r t . 

V i får v a r a nö jda m e d värden m e l l a n 

51 , 5 och 52 , 5 el ler så ungefär. 

N u k a n de t j u i n t e v a r a särskilt b r a 

F i g . 108. för träcylindern a t t gång på gång sän-
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kas ned i vatten. Til l detta försök bör man därför använda 
en aluminiumcylinder. 

Om man varken har tillgång till trä- eller metallcylinder, 
kan man klara sig med plåtburkar av något slag, t. ex. 
kryddblirkar. Då får vi naturligtvis låta eleverna mäta inre 
diametern och höjden. Den här gången kan vi kontrollera 
volymen genom att fylla burken med vatten och hälla det 
i ett mätglas. Man kan faktiskt reda sig med en pappburk. 
E t t försök med en sådan burk har givit följande resultat. 

Försöket med mantelytan utfördes precis som med trä-
cylindern. 

När det gäller att mäta inre höjden, 

får man använda skjutmåttet på ett 
nytt sätt, som framgår av fig. 109. 
Fäst på löparens (noniens) baksida 
finnes en i en ränna i den stora lin­
jalen inlagd smal skena. Den del av 
denna skena, som skjuter ut utanför 
den stora linjalen, är precis lika med 
avståndet mellan skänklarna. Avläs­
ningen sker på vanligt sätt med noniens 
hjälp. 

burkens inre diameter = 35,o mm 
burkens inre radie = 1 7 , 5 mm 
kvadraten på burkens inre radie s=» 

fe 306 mm 2 

3 

F i g . 109. 

burkens basyta = 306 • 3,i4 mm 2 re 961 mm 2 

burkens inre höjd = 60,5 mm 

burkens inre volym = 60,5 • 961 mm 3 = 58140,5 mm 3 ta 

c» 58,1 cm 3 . 

Burken fylldes sedan med havssand (fin skursand), och när 

denna hälldes i ett mätglas, blev resultatet 58 cm 3 (noggran­

nare avläsning är ej möjlig i vanligen använda mätglas). 
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L a b o r a t i o n n r 9 d e n 

Volymbestämning med mätglas och volymbägare 

O m mätglaset h a r så s tor genomskärningsyta, a t t det 

föremål, t . ex . en s ten, vars v o l y m v i v i l l mäta, k a n sänkas 

ned i mätglaset, ha r volymbägaren på sätt och v i s ingen u p p ­

gif t a t t f y l l a . V i förutsätter därför, a t t vår s ten i n t e går ned 

i mätglaset m e n väl i vo lymbägaren . 

• / • T 

V i ställer en m i n d r e bägare B unde r p i p e n t i l l vo lymbägaren 

A och häller v a t t e n i A, t i l l s något v a t t e n r i n n e r u t i B. 

Sedan b y t e r v i u t B m o t en a n n a n l i t e n bägare C. När v i 

sänker s tenen i A, r i n n e r l i t e t v a t t e n (stenens va t t endep lace-

ment) n e d i C. F ö r a t t f i n n a v a t t n e t s v o l y m häller v i de t 

i mätglaset, som v i d första försöket k a n v a r a t o m t m e n som 

vid a n d r a försöket innehåller m c m 3 v a t t e n (första försöks­

resultatet) och v i d t r ed je försöket, o m de t är tillräckligt s t o r t , 

n c m 3 v a t t e n . D e n n a gång st iger v a t t e n y t a n t i l l dels t recket 

p c m 3 . 

V i d va r j e avläsning gör v i n a t u r l i g t v i s e t t l i t e t fe l . Därför 

söker v i mede l t a l e t av våra t r e försök. 
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Försök 

Avläsning 

efter före 

försöket i c m 3 

Stenens 

v o l y m 

i c m 3 

1 m 0 m 

2 n m n-m 

3 V n p-n 

S u m m a 

M e d e l t a l 

Resultat: V i f a n n , a t t stenens v o l y m är c m 3 . 

Observera a t t ögat v i d avläsningen ska l l hållas i j ämnhöjd 

m e d v a t t e n y t a n , så a t t v i u n d v i k e r o r i k t i g a värden. V i d a r e 

ska l l avläsningen ske v i d den b u k t i g a v a t t e n y t a n s unders ta 

de l , v i l k e t bör påpekas v i d genomgången. 

D e t fe l , s o m u p p k o m m e r därigenom, a t t v i först låter 

v a t t n e t r i n n a n e d i den l i l l a bägaren G, k a n v i u n d v i k a genom 

a t t ställa vo lymbägaren på e t t så högt under lag , a t t v a t t e n -

deplacemente t omede lba r t r i n n e r n e d i mätglaset ( u t a n a t t 

d r o p p a r k o m m e r på väggarna) . 

Såvida t i d e n räcker t i l l , k a n m a n passa på a t t undersöka, 

v a d de t b l i r för s k i l l n a d i r e su l t a t e t , o m v i använder bägaren 

C el ler i n t e och o m v i t o r k a r C m e l l a n försöken eller i n t e . 

T r o l i g e n b l i r e leverna överraskade av a t t dessa f e l i n t e 

i n v e r k a r mer , än deras r e su l t a t u tv i s a r . 

D e t går f o r t a t t göra försöken. Mätglaset behöver j u i regel 

i n t e t ömmas m e l l a n försöken. 
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L a b o r a t i o n n r 1 0 d e n . . . . 

a) Bestämning av volymen av godset i ett glasrör 

Mätningarna sker även denna gång m e d skjutmått . 

Rörets y t t r e d i amete r = 10, o m m 

Rörets y t t r e r ad ie = 0 , 0 m m 

Rörets i n r e d i ame te r = 7 , 8 m m 

Rörets in re r ad ie = 3 ,9 m m 

K v a d r a t e n på rörets y t t r e r ad ie = 

= 25,oo m m 2 

Rörets y t t r e genomskärningsyta = 

= 25,oo n m m 2 

K v a d r a t e n på rörets i n r e r a d i e = 

= 3 ,9 • 3 ,9 m m 2 = 15,21 m m 2 

Rörets i n r e genomskärningsyta = 

= 15,21 71 m m 2 

Godsets genomskärningsyta (en c i r k e l r i n g ) = (25,00 71 — 

— 15,2i jr.) m m 2 = 9 , 79 TI m m 2 = 9 , 79 • 3,14 m m 2 = 

= 30 , 7406 m m 2 sa 30 ,7 m m 2 . 

Rörets längd = 79 ,8 m m . 

Godsets v o l y m = 30 ,7 • 79 ,8 m m 3 = 2449 ,86 m m 3 sa 2,50 c m 3 . 

O m v i ändrar r ad i e rna så l i t e t som 0 , 0 2 5 m m uppåt eller 

nedåt, får v i som största värde på godsets genomskärningsyta 

32,i m m 2 och s o m m i n s t a värde 29 ,3 m m 2 . 

Räknar v i ändå m e d 30,7 m m 2 som e t t medelvärde på god­

sets genomskärningsyta, v e t v i , a t t d e t t a är m y c k e t osäkert. 

Anser , v i a t t de t uppmät ta värdet på höjden k a n v a r a fe l ­

ak t ig t på 0,05 m m åt endera hållet, f i nne r v i , a t t godsets v o ­

l ym ha r e t t värde m e l l a n 2,34 c m 3 och 2,57 c m 3 . 

b) Bestämning av volymen av en metalltråd. 

Det k a n b l i svårt a t t h i n n a m e d a l la räkningarna i den o v a n 

föreslagna l abo ra t i onen på en l e k t i o n . M a n k a n då nöja sig 

• - J . 
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1 

m e d a t t bes tämma an t i ngen y t t r e eller i n r e v o l y m e n av glas­

röret. V i l l m a n dessutom än en gång använda m i k r o m e t e r ­

s k r u v e n , k a n m a n b y t a u t glasröret m o t en t u n n metalltråd. 

V i behöver då endast : 

Trådens d i ame te r i m m = 

Trådens rad ie i m m = 

K v a d r a t e n pä trådens rad ie i m m 2 = 

Trådens genomskärningsyta i m m 2 = 

Trådens längd i m m = 

Trådens v o l y m i m m 3 = 

Lärarens arbete underlättas n a t u r l i g t v i s , o m trådbitarna 

k l i p p s av s a m m a tråd och i två eller t r e längder. 
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R E P E T I T I O N 

H u r s k a l l m a n n u förfara för a t t "säkert" inlära regler och 

lärosatser ? M a t e m a t i k e n är e t t läroämne, som i viss mån står 

övningsämnena nära, och därför gäller i hög g r a d den g a m l a 

sentensen: R e p e t i t i o est mäter s t u d i o r u m . D e n ene följer 

detta råd så, a t t h a n låter e leverna själva räkna u p p g i f t efter 

uppgif t ; den andre t y c k e r , a t t de få t i m m a r n a i sko lan måste 

användas t i l l gemensamt arbete , där e leverna också k a n få 

övning a t t på svenska u t t r y c k a s ina t a n k a r . 

Ä v e n o m gemensamt arbete e rb juder be tydande svårigheter 

i t . ex. en he terogen klass, varför en utpräglat i n d i v i d u e l l 

arbetsmetod kanske måste tillämpas, ha r j a g f u n n i t , a t t m a n 

ändå mest r a t i o n e l l t u t n y t t j a r t i d e n t i l l v e r k l i g u n d e r v i s n i n g , 

om m a n så v i t t möjl igt a rbe ta r gemensamt m e d klassen. 

Därigenom k a n åtskilliga m o m e n t läggas i n i a rbe te t , s o m 

måste gå förlorade för eleverna, då de efter en k o r t genomgång 

sitter och a rbe ta r v a r och en för s ig. M a n k a n ö v a eleverna 

i m u n t l i g framställning, förmåga t i l l självständigt k r i t i s k t 

tänkande, v a k s a m h e t , v a n a v i d a t t s ak l ig t m e n h o v s a m t 

framföra k r i t i k m o t k a m r a t e r n a s pres ta t ioner , v a n a v i d a t t 

mottaga och bemöta en k r i t i s k bedömning osv. D å dessutom 

metoden m e d i avsevärd utsträckning gemensamt arbete ger 

allsidigare, m e r nyanserade och v a n l i g e n m e r befästa k u n ­

skaper, ha r den en l ig t m i n m e n i n g be tydande fördelar. 

Innötningsarbetet k a n delas u p p i m o m e n t e n träning och 

huvudräkning. Träningen avser a t t befästa r edan genom­

gånget m a t e r i a l , och g e n o m huvudräkningen erhålles t i l lämp­

ningsövningar. 



D e t b l i r vä l i n t e så o f ta m a n har råd a t t anslå någon längre 

t i d t i l l " träningen", m e n de enklare frågorna t a r van l igen 

i n t e så lång t i d a t t besvara och k a n därför m e d fördel k o m m a 

t i l l användning v i d s l u t e t av en l e k t i o n , då endast några få 

m i n u t e r återstår. På m i n d r e än en m i n u t k a n m a n få svar på 

frågor sådana s o m följande: V a d är 71% H u r s tor b l i r höjden 

i en l i k s i d i g t r i a n g e l , o m dess s ida betecknas m e d a ? V a d 

menas m e d k o m p l e m e n t v i n k l a r och s u p p l e m e n t v i n k l a r ? V a d 

menas m e d hö jd i en t r i a n g e l ? 

Många av dessa en lda frågor är av den a r t , a t t de ofta 

måste upprepas , för a t t k u n s k a p e r n a s k a l l befästas. 

O m m a n i n t e f o r d r a r någon högre g r a d av noggrannhe t , 

k a n m a n också på k o r t t i d få acceptabla t e c k n i n g a r t i l l 

u p p g i f t e r i p l a n i m e t r i och geome t r i , exempelv i s : 1) R i t a en 

t r u b b v i n k l i g t r i a n g e l och d rag höjden m o t den m i n s t a s idan. 

2) U p p s k a t t a längderna av bas och hö jd och räkna u t y t a n . 

(Räcker t i d e n t i l l , är de t t r e v l i g t a t t k o n t r o l l e r a , o m upp­

s k a t t n i n g e n v a r något så när r i k t i g . ) 3) R i t a en c i r k e l och 

d rag en sekant . 4) I l l u s t r e r a m e d en t e c k n i n g innehållet 

i satsen o m m e d e l p u n k t v i n k e l n och pe r i fe r i v i n k e l n . 5) V i l k a 

överskrifter k o m m e r t i l l användning v i d behand l ingen av e t t 

p r o b l e m och v i l k a v i d e t t teorem? 

Självklart är, a t t m a n v i d a l la sådana övningar försöker få 

e leverna a t t i så hög g r a d som möjligt svara m e d egna o rd . 
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T R Ä N I N G 

I det följande har jag samlat sådana frågor, som kan använ­
das vid träningsrepetition av skilda kursmoment. Efter varje 
avdelning kommenteras några av de anförda frågorna. 

A V D E L N I N G 1 

A. På realskolans första stadium, när man sysslar med 
repetition av hela tal och har börjat med decimalbråk, 
ger vi t. ex. följande uppgifter: 

1. Skriv upp de grekiska och latinska ord, som man använder, 
då man i decimalsystemet bildar över- och underavdel­
ningar av enheten. Skriv också deras översättningar på 
svenska. 

2. Skriv upp i ordningsföljd alla de viktsmått, som kan 
komma ifråga, då man som enhet använder pund, lod, 
karat, gram. 

3. Rita en jämförelsevis lång sträcka på tavlan, kalla den 
för en fot och illustrera med en teckning, vad man skulle 
mena med en kvadratfot och med en kvadratdecifot. 

4. Rita en jämförelsevis kort sträcka på tavlan, kalla den 
för en tum och illustrera, vad man skulle mena med en 
kvadrattum och med en kvadratdecitum. 

5. Rita en sträcka, som är 6—7 dm lång, kalla den för 
1 aln och börja att illustrera, vad man skulle mena med 
1 aln 3 och 1 daln 3 (kubikdecialn). 

6. Finns det några vanliga mått, som har mer än ett namn ? 
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7. S k r i v u p p n a m n pä van l i ga s torheter , som förekommer 

v i d a rbe te m e d de f y r a enk la räknesätten. 

8. V a d v e t d u o m begreppet r e d u k t i o n s t a l ? 

9. V i l k a delningsregler känner d u t i l l ? 

10. V a d är a t t i a k t t a g a v i d utförande a v räkningar i a d d i t i o n , 

s u b t r a k t i o n , m u l t i p l i k a t i o n och d i v i s i o n i decimalbråk ? 

Kommentar till Avd. 1 

V i d en sådan träningsrepetition har m a n möjl ighet a t t 

u t v i d g a d e n första genomgången. 

O m v i tänker på frågorna o m y t - och rymdmåt ten , är någon­

t i n g i den s t i l en här möjl igt . ( D e t t a är i n t e av sådan v i k t , 

a t t de t n o r m a l t bör delges eleverna, m e n de t k a n d o c k va ra 

av värde för läraren a t t själv en gång tänka i g e n o m frågan 

på sådant sätt.) 

V i r i t a r på t a v l a n en r e k t a n g e l 

Fig . 112. 

och sätter såsom i t e ckn ingen o v a n längden = 1 f o t och 

b redden l i k a m e d 1 t u m . V a d s k a l l v i då k a l l a den y t a n för ? 

D e t l igger nära t i l l hands a t t k a l l a den för en f o t t u m eller 

en t u m f o t . Säkert vo re de t oförståndigt a t t h i t t a på e t t n y t t 

n a m n , s o m m a n g j o r t , då m a n k a l l a t 1 k v a d r a t d e k a m e t e r 

för 1 ar. R i t a r v i n u i stället en r e k t a n g e l m e d längden 4 fo t 

och b redden 3 t u m , 

Fig . 113. 
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så ser m a n lätt g e n o m a t t utföra u p p d e l n i n g e n så s o m i f i g . 

114, a t t y t a n b l i r 12 t u m f o t . 

F i g . 114. 

Går v i så e t t s teg v i d a r e och r i t a r en r e k t a n g e l m e d basen 3 

fot 2 t u m och höjden 4 t u m , 

F i g . 115. F i g . 115 a. 

så får v i 12 st små r ek t ang la r , som k a n ka l las t u m f o t , m e n 

sä får v i k v a r 4 l i t e m i n d r e r ek t ang l a r . På f i g . 116 ser m a n , a t t 

man får 8 s t små k v a d r a t e r m e d s idan 1 t u m , s o m bö r benäm­

nas k v a d r a t t u m och tecknas t u m 2 . Vår y t a b l i r alltså 12 

t u m f o t och 8 t u m 2 . — A r b e t e t b l i r t y d l i g e n m y c k e t enklare , 

om m a n känner r e d u k t i o n s t a l e t m e l l a n 1 f o t och 1 t u m . 

Men o m d e t t a r e d u k t i o n s t a l är e t t krångligt t a l s o m 3 , 3 3 

eller något i den s t i l en , får v i e t t m y c k e t besvärligt arbete , 

som v a r och en lätt inser. Håller v i oss t . ex. t i l l de t r e längd­

måtten a l n , f o t och t u m och anser, a t t 1 a l n är 4 f o t och 

1 fo t = 3 t u m , så får v i (som m a n lätt k a n ver i f i e ra ) a t t 

1 a l n 2 = 1 6 f o t 2 och 1 f o t 2 = 9 t u m 2 . D e t kräves n o g i n t e 

mycken e f t e r t anke för a t t inse, a t t de t k o m m e r a t t b l i m y c k e t 
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krångligt a t t hålla reda på dessa r e d u k t i o n s t a l och utföra 

förvandlingar. 

D e t hela b l i r u t a n t v e k a n m y c k e t enklare , o m m a n som 

r e d u k t i o n s t a l m e l l a n på v a r a n d r a följande sorter , som inte 

har m e d y t o r och v o l y m e r a t t göra, använder t a l e t 10, och 

o m m a n dessu tom a l l t i d u t t r y c k e r a l l a längder i s a m m a sort, 

i n n a n m a n sätter i gång m e d a t t söka y t o r och v o l y m e r . 

I gymnas ie t s läroböcker i geome t r i ( t . ex . Nys t röm — 

Olsons likformighetslära för g y m n a s i e t ) säges de t i b l and , 

ifråga o m satsen o m y t a n av en r e k t a n g e l : " I rea l sko lan är 

satsens r i k t i g h e t bev i sad för de t f a l l , a t t mätetalen av 

rek tange lns s idor äro r a t i o n e l l a . " D e t är n u i n t e så säkert, a t t 

d e t t a a l l t i d medhinnes , m e n n o g vo re de t b ra , o m de t blev 

tillfälle a t t t a u p p frågan någon gång i klass 7. 

U p p g i f t e n n r 7 o v a n k a n n a t u r l i g t v i s besvaras på o l i k a sätt. 

M a n k a n s k r i v a u p p s torheternas n a m n u t a n v i d a r e och sedan 

m u n t l i g e n redogöra för deras betydelse m e d hjälp a v exempel . 

M a n skul le också k u n n a göra så här: 

t e r m + t e r m + t e r m -4- . . . + t e r m = s u m m a , 

t e r m — t e r m = s k i l l n a d , 

f a k t o r • f a k t o r = p r o d u k t , 

] 

f a k t o r • f a k t o r • f a k t o r 

d i v i d e n d : d i v i s o r = k v o t -f-

f aktör = p r o d u k t , 

el ler 
d i v i s o r 

d i v i d e n d : d iv i so r == k v o t -f- res t : d iv i so r , 

t e r m + t e r m — t e r m — t e r m = a lgebra isk s u m m a , 

d i v i d e n d e n = d i v i s o r n • k v o t e n + res ten. 

Avdelning 2 

När m a n k o m m i t l i t e längre och k l a r a t a v bråken och sysslat 

Ute m e d d e n in ledande geomet r i en ( i klass 6), får m a n ett 

s t o r t t i l l s k o t t av frågor: 

1. V a d är a t t i a k t t a g a v i d a d d i t i o n och s u b t r a k t i o n i bråk ? 

2. H u r bär m a n sig åt, när m a n ska l l utföra en m u l t i p l i k a t i o n 
i bråk ? 

3. H u r utför m a n en d i v i s i o n i bråk ? 

4. S k r i v u p p de s to rhe te r , s o m förekommer v i d räkning 

m e d v i n s t , förlust, r a b a t t , ränteräkning och handels­

räkning. 

5. S k r i v u p p några s a m b a n d m e l l a n s to rhe te rna i föregående 
u p p g i f t . 

6. H u r förkortar (förlänger) m a n e t t bråk ? 

7. V a d är n % 

8. H u r räknar m a n u t y t a n a v e n c i r k e l ? ( M e d f i g u r . ) 

9. H u r resonerar m a n , när m a n löser en e k v a t i o n ( e k v a t i o n e n 
t i l l v e r k a s av eleven) ? 

10. R i t a en f i gu r , som i l l u s t r e r a r : en l i k s i d i g t r i a n g e l , e n 

t r u b b v i n k l i g t r i a n g e l , e n d i a g o n a l i e n f y r s i d i g f i g u r , en 

körda, en sekant , en d iamete r , en sektor , e t t segment 

i en c i r k e l . 

Kommentar till Avd. 2 

H a r m a n ans lag i t en l e k t i o n eller större delen a v en l e k t i o n 

t i l l "träning", k a n m a n låta f l e r a e lever s a m t i d i g t a rbe t a 

v i d t a v l a n v i d behand l ingen a v uppg i f t e r . På frågan n r 5 

kunde v i t . ex. få följande svar : 

a) V i n s t e n = (köpesumman • v in s tp rocen t en ) : 100 

b) Försäljningssumman = köpesumman -f- v i n s t e n 

Försälj n i n g s s u m m a Förlust 

K ö p e s u m m a 

Förlusten = köpesumman • förlustprocenten d i v i d e r a t m e d 
h u n d r a . 
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o) 

B r u t t o p r i s = 80 k r 

b r u t t o p r i s e t — b r u t t o p r i s e t • r a b a t t p r o c e n t e n g e n o m h u n d ­

r a = ne t top r i s e t . 

Som förövning t i l l begreppet "förhål lande" k a n v i , o m v i 

sätter r a b a t t p r o c e n t e n = 5, här träna m e d : R a b a t t e n förhåller 

sig t i l l n e t t o p r i s e t som 4 : 76 eller 1 : 19. R a b a t t e n förhåller 

sig t i l l b r u t t o p r i s e t som 4 : 80 eller 1 : 20. N e t t o p r i s e t för­

håller sig t i l l b r u t t o p r i s e t s o m 76 : 80. 

På d e t t a s t a d i u m får v i n o g beträffande handelsräkningen 

hålla oss t i l l övningar i s t i l m e d ovanstående, när de t va r 

fråga o m r a b a t t . M e n v i d r e p e t i t i o n i följande klasser får v i 

v a r a g lada , o m v i något så när k a n k l a r a av denna enda fråga 

på en l e k t i o n , då j u här så många möjligheter y p p a r sig, 

t . ex. v i d beräkning a v v in s tp rocen t en . 

Ställer m a n frågan o m bråkförkortning alldeles v i d s lute t 

av en l e k t i o n , får m a n väl nöja sig m e d de t g a m l a van l i ga 

svare t , som j u de f lesta k a n ge: M a n d i v i d e r a r tälj are och 

nämnare m e d s a m m a t a l . M e n h a r j a g l i t e längre t i d på m i g , 

v i l l j a g gärna, a t t e leverna ska l l b i l d a e t t förkortningsbart 

13 
bråk g e n o m a t t först s k r i v a t . ex . — och sedan t i l l f o g a samma 

f a k t o r eller f a k t o r e r i tälj are och nämnare, så a t t m a n får 
1 3 . 5 . 3 

t . ex . - - -—-—g för a t t sedan efter m u l t i p l i k a t i o n e r n a , då de 

k o m p o n e r a t s in u p p g i f t , åter dela u p p täljare och nämnare i 

f ak to re r , i n n a n förkortningen utföres. 

260 



A i u • 195 _ 3 • 65 _ 3 • 5 • 13 13 
A U t S a : 255 _ 3~85 ~ 3 • 6 • 17 ~ 17 

Härvid bör naturligtvis sägas ut: Tälj arens siffersumma är 
15 och nämnarens 12. Alltså kan jag dividera både täljare 
och nämnare med 3. 3 i 19 går 6 gånger, 3 i 15 går 5 gånger 
etc. Sedan ser jag, att 65 och 85 båda kan divideras med 5 etc. 

A v d e l n i n g 3 

Av annan art blir de nya frågorna, när vi kommer t i l l 
klass 7. Då har vi gått igenom grunderna av ekvations­
lösningen, lite problemlösning och de geometriska satserna 
om sträckor, vinklar och trianglar; kanske också litet algebra. 
Som exempel må följande repetitionsfrågor anföras. 

1. Hur motiverar man ekvationerna vid lösning av uppgif­
ter om 
a) vinst- och förlusträkning % 
b) blandning med mängder (vikter och volymer) ? 
c) blandning med priser och värden ? 

2. Vad menas med begreppet halt ? Exempel. 
3. Vad menas med 

a) ett guldföremåls finhet (om detta behandlats)? 
b) ett silverföremåls lödighet (om detta behandlats)? 
c) karat? 

4. Vad innehålles i a) kvadratregeln, b) konjugatregeln ? 
5. Vilken är tankegången vid lösning av en ekvation med 

nämnare ? (Gör en typisk ekvation utan tanke på svaret!) 
6. Hur vet man, att n är lite mer än 3 ? 
7. Vad menas med en normal, en bisektris, en kvadrat, 

en pgrm ? 
8. a) Hur delar man en sträcka mitt i tu ? 

b) Hur delar man en vinkel mitt i tu ? 
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c) H u r d r a r m a n en n o r m a l m o t en rät l i n j e från en p u n k t 

på en rät l i n j e och från en p u n k t utanför en rät l i n j e % 

d ) H u r d r a r m a n en rät l i n j e p a r a l l e l l m e d en g i v e n rät 

l i n j e ? 

e) H u r delar m a n en sträcka i t r e l i k a delar ? 

f ) V a d menas m e d a l t e r n a t v i n k l a r (även v i d l i n j e r , som 

i n t e är para l le l la ) ? 

9. R i t a en t e c k n i n g , som i l l u s t r e r a r 

a) satsen o m d e n l i k b e n t a t r i a n g e l n (ömvändning) , 

b ) en sats o m s a m b a n d m e l l a n s idor och v i n k l a r i en 

t r i a n g e l , 
c) något kongruens fa l l . 

10. V i l k a geomet r i ska satser i l l u s t r e r a r följande t e c k n i n g a r ? 

F i g . 116. 

Kommentar till Avd. 3 

U p p g i f t e n 6 förutsätter, a t t b a r n e n fått lära s ig a t t i en 

c i r k e l i n s k r i v a en reguljär sexhörning och dela d e n i sex 

l i k s i d i g a t r i a n g l a r m e d 3 d i a m e t r a r . 

Svare t på frågan n r 10 a bör t a s ig u t ungefär så här: 

O m e n s ida (eleven för pekpinnens spets u t e f t e r s i d a n m e d 
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två tvärstreck) i en t r i a n g e l (eleven p e k a r r u n t omkre t sen ) 

är större än en a n n a n s ida (eleven peka r u t e f t e r s idan m e d 

et t tvärstreck), så är den v i n k e l , som står m o t d e n större 

sidan (eleven för p e k p i n n e n i en båge från de t ena v i n k e l b e n e t 

t i l l d e t a n d r a på d e n större v i n k e l n ) , större än den v i n k e l , som 

står e m o t d e n m i n d r e (eleven peka r på s a m m a sätt u t d e n 

m i n d r e v i n k e l n ) . 

D e t k a n j u låta f i n t och bes t ickande , o m eleverna h a s t i g t 

kan läsa u p p satserna u t a n t i l l , m e n värdet b l i r säkert b r a 

m y c k e t större, o m p e k p i n n e n f l i t i g t användes. 

A v d e l n i n g 4 

1. a) H u r m o t i v e r a r m a n e k v a t i o n e r n a , då m a n löser p r o b l e m 

o m has t ighe t o c h arbete ? 

b ) V a d menas m e d a t t en löpare v a r v a r en annan ? 

2. V a d menas m e d e t t förhållande % ( D e f i n i t i o n el ler exempel . ) 

3. V a d menas m e d e t t bråks värde ? H u r be tecknar m a n 

3 
lämpligen e t t bråk, v i l k e t som helst , va r s värde är - ? 

V a d får m a n , o m bråket förkortas m e d 2, förlänges m e d 2 ? 

H u r ser r e su l t a t e t u t , o m m a n först förlänger bråket m e d 2 

och sedan ökar täljaren m e d 4 ? 

4. G ö r e n jämförelse m e l l a n 

a) p r i s och täthet, 

b ) p r i s och has t ighe t , 

c) p r i s o c h arbetsförmåga (ef fek t ) . 

O m samme lärare u n d e r v i s a r i m a t e m a t i k och f y s i k , 

passar de t b r a a t t här fortsätta m e d jämförelser m e l l a n 

p r i s och spec i f ik t värme, smäl tvärme o c h ångbildnings-

vä rme . 

5. H u r k a n m a n m e d hjälp a v begreppet "förhål lande" 
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u t t r y c k a sambande t me l l an de s torheter , som förekommer 

v i d räkning m e d bo lag och k o n k u r s e r ? 

6. R e d o g ö r för innehållet i u t b r y t n i n g s r e g e l n , k v a d r a t -

regeln och kon juga t r ege ln . 

7. S k r i v en d i g n i t e t och t a l a o m , v a d de o l i k a s to rhe te rna 

ka l l a s . Förfat ta och räkna u t en u p p g i f t m e d d ign i t e t e r . 

8. H u r d r a r m a n en t a n g e n t t i l l en c i r k e l från en p u n k t på 

c i r k e l n och från en p u n k t utanför ? 

9. V i l k a satser i l l u s t r e r a r följande t e c k n i n g a r ? ( F i g . 117.) 

F i g . 117. 
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10. R i t a t e ckn inga r t i l l och redogör för några satser o m bågar, 

k o r d o r och m e d e l p u n k t s v i n k l a r i en c i r k e l . 

Kommentar till Avd. 4 

H u r pass ingående svare t på frågan 1 b l i r , beror n a t u r l i g t v i s 

på tillgänglig t i d . H a r v i t i d , k a n v i först låta e leverna svara 

på några sätt och sedan s a m m a n f a t t a r e su l t a t e t . D e t t o r d e 

b l i någonting i den här s t i l en : 

E l even A : O m det är fråga o m två personer, som reser för a t t 

mötas , och m a n v e t , när de s t a r t a r , och h u r s to ra deras 

has t igheter är, så u t t r y c k e r m a n deras t i d e r m e d hjälp 

av x. D å använder m a n s ig av a t t s = vt. E k v a t i o n e n 

u t t r y c k e r , a t t den enes väg + den andres väg är l i k a m e d 

hela vägen, som också måste v a r a b e k a n t . 

Eleven B : O m de t är fråga o m tvä personer, som s t a r t a r från 

s a m m a ställe och reser åt s a m m a håll, och m a n v e t , när 

de s t a r t a r och när de träffas, u t t r y c k e r m a n deras has t ig-

heter m e d hjälp av x och använder sedan sambande t , a t t 

vägen är l i k a m e d has t igheten gånger t i d e n . O m m a n 

sedan s k r i v e r u p p , a t t deras vägar är l i k a , så får m a n en 

e k v a t i o n . 

Eleven C: I b l a n d är de t så, a t t m a n känner has t ighe te rna 

och e t t s a m b a n d m e l l a n t i d e r n a . Då u t t r y c k e r m a n vägarna 

m e d hjälp av x och använder sambande t " t i d e n är l i k a 

m e d vägen g e n o m has t i ghe t en" . Sedan s k r i v e r m a n u p p 

de t g i v n a sambande t m e l l a n t i d e r n a , och de t ger e k v a t i o n e n . 

Eleven D ber kanske a t t få t i l l v e r k a en u p p g i f t i en l ighe t m e d 

v a d som föreslagits u n d e r "has t i ghe t suppg i f t e r " . 

Frågan 2. Förhållande är k v o t e n v i d en innehållsdivision, får 

m a n n a t u r l i g t v i s i n t e o f ta t i l l svar . O m m a n frågar så här: 

H u r många gånger innehålles 2 k g i 10 k g ?, så b l i r svare t 

5 ggr . D å är k v o t e n el ler r a t i o n e n m e l l a n 10 k g och 2 k g 
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l ika med 5. Man kan också säga, a t t förhållandet mellan 
10 kg och 2 kg är 5 eller a t t förhållandet mellan 2 kg och 

10 kg är 1 : 5 eller - . Eller: V i kan r i t a en teckning och 
° 5 

u t t rycka sambanden så här: Om påläggsprocenten är 45, 
så förhåller sig pålägget t i l l inköpspriset som 9 : 20, eller 
pålägget förhåller sig t i l l brutto(försäljnings)priset som 

I Pålägg 

45 kr 

Inköpspris 

100 k r 

Brut topr is 

145 k r 

9 : 29, och inköpspriset förhåller sig t i l l bruttopriset som 
20 : 29. Eller: Förhållande är detsamma som k v o t eller 
ration. Om förhållandet mellan två summor är 5 : 6 . 
betyder det, a t t om man dividerar den första summan 

5 
med den andra, så bl ir kvoten - . Om man får den första 

o 

summan genom at t multiplicera 5 med 200, får man den 
andra genom at t multiplicera 6 med 200. 

Storheterna, som omtalas i frågan nr 4, hör inte t i l l dem. 
som eleverna bl i r bekanta med i första taget. Om man 
tränat en smula från femte klassen, bör man ändå ha möjlig­
het a t t få svar från några elever i klassen, t . ex. så här: 

Eleven A : Om man ser i et t fönster en skyl t , på vi lken det 
står: "Apelsiner, 2 k r " , så kan man inte veta, om det är 
meningen, a t t e t t kg apelsiner kostar 2 k r eller om det är 
fråga om ett dussin. Pris är därför "värde per k g " eller 
"värde per dussin", och sorten bl i r k r /kg eller kr/duss. 

Eleven B : Man kan inte gärna om en viss sorts sten säga, att 
3 1 väger 7,5 kg , om man skall ge en uppgift om stenen. 

Därför talar man i stället om, hur mycket 1 1 väger, och så 
säger man, a t t tätheten är 2,5 kg/1. 

Eleven C: V i har i allmänhet inte haft någon sort a t t mäta 
arbete i , när v i har sysslat med arbetsproblem. I början 
talade v i om dagsverken och t imverken, och därmed menade 
v i den arbetsmängd, som en man kunde utföra på en dag 
resp. en t imme. 

På sista tiden har det i sådana uppgifter talats om ett 
alldeles bestämt arbete, som kan utföras av olika arbetare 
på olika lång t i d , men vad för sorts arbete det har var i t fråga 
om, har man inte a l l t i d fått veta. Då får man ta reda på hur 
stor del av arbetet en A Q S S arbetare utför på en dag (eller en 
timme) och får effekten u t t r yck t i arbetsdel per dag och det 
på ett visst antal dagar utförda arbetet i 

arbetsdel . _ , , 
— - j — - — • dagar = arbetsdelar. 

V i d räkningen får man sedan använda sig av a t t summan 
av de arbetsdelar, som utförts av de olika arbetarna, är l ika 
med den to ta l t utförda delen av arbetet. Det vanligaste är, a t t 
hela arbetet utförts, och då bl i r summan av alla de utförda 
arbetsdelarna l ika med 1. 

I en hel del uppgifter har det var i t t a l om kar och cisterner, 
i v i lka man fyller i vat ten med några rör och kan tömma u t 
vattnet med andra rör. Då kan man inte tala om arbetsförmåga 
i vanlig mening. Kanske snarare om fyllnings- och tömnings­
förmåga, u t t r yck t i l i ter i minuten eller kar-del i minuten 
(cisterndel i t immen). Man kan slippa de här beteckningarna, 
om man skriver u t tanken på svenska: Röret A fyller på en 
minut så och så många li ter eller så och så stor del av karet. 
Många är j u vana v i d a t t omedelbart sätta upp en tabell, och 
då skrives kanske u tan vidare arbetsförmåga u tan någon 
tanke på vad det är fråga om. 

Eleverna bör med egna ord lämna svar på frågan 6, t . ex.: 
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Om man har ett polynom, d. v . s. en samling termer med 

plus- och minustecken emellan, kan det hända, a t t man kan 

dela upp termerna i faktorer så, a t t samma faktor finns 

i alla termerna. Polynomet kan då delas upp i två faktorer, av 

v i lka den ena är den omtalade gemensamma faktorn. Man 

skriver den, följd av ett multiplikationstecken framför en 

parentes. Innanför parentesen skriver man ett n y t t polynom, 

som man får, om man berövar varje term i det givna poly­

nomet den gemensamma faktorn. Multiplikationstecknet mel­

lan faktorn och parentesen kan utelämnas. 

Eller något annorlunda: 

Om man har ett polynom, i v i lket alla termerna innehåller 

samma t a l som faktor, kan man bry ta u t den faktorn. Poly­

nomet kan då skrivas l ika med detta ta l gånger en parentes. 

Varje term i det nya polynomet inom parentesen erhålles 

som kvo t mellan den motsvarande termen i det ursprungliga 

polynomet och den gemensamma faktorn. 

A v d e l n i n g 5 

Några träningsfrågor i realskolans avslutningsklass 

1. Vi lka storheter förekommer v i d behandling av växlar ? 

Vi lka samband existerar mellan dessa storheter ? 

2. L ika med fråga 1 men "växlar" u t b y t t mot "obligationer". 

3. H u r bär man sig åt för a t t skaffa bort rotmärken ur 

nämnaren på ett bråk ? 

4. Redogör för tanken v i d lineär interpolation. — Kvadrat -

rotsutdragning. Olika tabeller. 

5. V i lka regler för uppdelning i faktorer av bokstavs­

u t t ryck känner du t i l l ? 

6. Berätta något om den rätvinkliga triangeln och Pytha-

goras' sats. 
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7. R e d o g ö r för några minnessaker i s a m b a n d m e d den 

l i k s i d i g a t r i a n g e l n . 

8. Några hjälpfrågor v i d lösning av p l a n i m e t r i s k a p r o b l e m . 

9. V i l k e n är tankegången v i d lösning av ekva t ions sys t em ? 

10. V a d i l l u s t r e r a r följande f igurer ? R e d o g ö r för några 

minnessaker i s a m b a n d m e d dessa f igurer . 

d e f 

F i g . 118. 

Kommentar till Avd. 5 

Tankegången v i d den lineära i n t e r p o l a t i o n e n klargöres bäst 

med hjälp av e t t exempe l . Lå t oss söka \/314,T. D e t är k l a r t , 

a t t V3T4y7 l igger m e l l a n V 3 1 4 - d . v . s. 1 7 , 7 2 0 och -v/315, 

som är 1 7 , 7 4 8 . V i b r u k a r tänka oss en t r a p p a m e d l i k a höga 

steg m e l l a n två avsatser. På den undre avsatsen står k v a d r a t ­

roten u r t a l e t 314 och på den övre k v a d r a t r o t e n u r t a l e t 315. 
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V i h a r e t t t r a p p s t e g för var je t i o n d e l . D å t a l e t ökar med 

1 enhet el ler 10 st t i onde la r , ökar k v a d r a t r o t e n m e d 28 

tusendelar . Hö jden på var je t r apps t eg b l i r i vår t f a l l 2,8 

tusendelar . På s junde t rapps tege t står -v/314,7. O m v i tänker 

oss, a t t v i har l i k a många avsatser som hela t a l och a t t avsatsen 

-v/Ö l igger på havets nivå, så k o m m e r -v/314,7 a t t l i gga på 

en höjd (över havets nivå) av 17 ,720 -f- 0 ,7 • 0 , 0 2 8 = 17 ,720 4-

4- 0 , 0 1 9 6 PÖ 17 ,720 4- 0 , 0 2 0 = 17 , 740 . 

\f51S 

A . 

yl 

0o%t 

-17,7%o 

0,0 I t 5 

--%$ kr 

F i g . 119. 

I b l a n d måste t a n k e n upprepas , u t a n a t t m a n har tillfälle 

a t t i l l u s t r e r a tankegången. D e t k a n t . ex. ske så här: K v a d r a t -

r o t e n u r 314 är 17 ,720 , och r o t e n u r 315 är 17 ,748 . D å talet 

ökar m e d 10 st t i onde l a r , ökar k v a d r a t r o t e n m e d 28 tusen-
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delar, och o m ta le t ökar m e d 1 t i o n d e l , ökar k v a d r a t r o t e n 

med en t i o n d e l av 28 tusendelar . D å t a l e t ökar m e d 7 t ionde la r , 

ökar r o t e n m e d 0 ,7 • 0 , 0 2 8 . 

Använder m a n tabe l len över k v a d r a t r o t e n u r t a l e n 0,o — 

99 ,9 , måste v i säga, a t t t a l e t ökar m e d några hundrade la r 

1 stället för som o v a n m e d några t i onde la r . 

E x . : -y/31^47 = 5 , 6 0 4 4 - 0 ,7 • 0 , 0 0 8 f*4 5 , 6 0 4 + 0 , 0 0 6 =a 5 , 6 1 0 . 

På frågan 5 k u n d e m a n i bästa f a l l tänka sig e t t svar så här: 

V i ha r ba ra lärt oss en regel , som k a n k o m m a t i l l använd­

ning , när de t är fråga o m a t t i f a k t o r e r dela u p p e t t p o l y n o m , 

som består av m e r a än 3 t e rmer . D e t är u t b r y t n i n g s r e g e l n 

(behandlad i föregående frågeserie). O m p o l y n o m e t består av 

3 t e rmer , så får j a g använda k v a d r a t r e g e l n , och o m de t består 

av 2 t e rmer , så k a n j a g tänka på kon juga t r ege ln . När k v a d r a t ­

regeln k a n användas, f inns de t i p o l y n o m e t två p lus te rmer , som 

är j ämna k v a d r a t e r , t . ex . 4x2 -\- 9y2. Då säger j a g , a t t första 

ta le t heter 2x och de t a n d r a t a l e t Sy. M e n så måste de t också 

finnas en t e r m m e d p lus- e l ler minus t ecken , som är d u b b l a 

p r o d u k t e n av första och a n d r a t a l e t . D e t b l i r i d e t här fa l l e t 

2 • 2x • Sy el ler I2xy. D å k a n m a n s k r i v a : 

4 z 2 + 9«/ 2 + 12xy = (2x + Sy)2 el ler (2x + Sy) • (2x + Sy) 

och 4x2 + Qy2 — I2xy — (2x - Sy) • (2x - Sy) = (2x — Sy)2. 

E f t e r en l i k n a n d e b e s k r i v n i n g a v kon juga t r ege ln k a n m a n 

lämpligen s lu t a m e d regeln : M a n bör a l l t i d först se efter, o m 

man k a n använda u t b r y t n i n g s r e g e l n . 

Frågan 6 k a n besvaras på många o l i k a sätt, t . ex . : 

O m m a n r i t a r u p p en c i r k e l o m k r i n g en rätvinklig t r i a n g e l 

med den längsta s idan som d iamete r , så går den c i r k e l n g e n o m 

den räta v i n k e l n s spets. D e sidor, som utgör den räta v i n k e l n s 

ben, ka l las ka t e t e r och den längsta s idan hypo tenusa . D r a r 

man höjden från den räta v i n k e l n s spets, b l i r t r i a n g e l n de lad 

i två t r i a n g l a r , som är l i k f o r m i g a s insemellan och m e d den 

stora t r i a n g e l n . O m m a n sk r ive r u p p , a t t l i l l a k a t e t e n i l i l l a 
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deltriangeln förhåller sig till lilla kateten i hela triangeln, som 
hypotenusan i lilla deltriangeln förhåller sig till hypotenusan 
i hela triangeln och dito med den stora deltriangeln, så kan 
man bevisa 4 st satser om den rätvinkliga triangeln (vil­
ka kan demonstreras). I uppgifter är det mycket vanligt 
med egyptiska trianglar, d. v. s. trianglar, vilkas sidor förhålla 
sig som 3 : 4 : 5 . Om man funnit, att en triangel är egyptisk, 
och inte känner sidorna, kan man lämpligen beteckna dem 
med 3ic, 4# och 5x. Om den mellersta sidan t. ex. är a, så är 

3 5 
den minsta sidan -a och den största -a. 

4 4 

Svar till fråga 7. 

Om man drar en höjd i en liksidig triangel, får man två 
90-60-30-graders trianglar. Kallar man triangelns halva sida, 
d. v. s. minsta kateten i den rätvinkliga triangeln för a, 

blir hela sidan 2a och höjden a-y/§. Om man drar alla tre 
höjderna, skär de varandra i en punkt, som är medelpunkt 
för både den inskrivna och den omskrivna cirkeln. Den längre 
delen av höjden, d. v. s. den omskrivna cirkelns radie, är 
dubbelt så stor som den mindre delen, som är radie i den 
inskrivna cirkeln. Eftersom ytan av en triangel är lika med 
halva basen gånger höjden, så blir den liksidiga triangelns 
yta i vårt fall lika med a • a-y/S, och om hela sidan betecknas 

s2x/Z 
med s, blir ytan —g— • 

Svar till fråga 8. 

a) Finns det någon symmetri ? Drag i så fall symmetriaxeln. 

b) Finns det några rätvinkliga trianglar. Om ej, se efter, om 
det är möjligt att skaffa fram några. 

c) Finns det några likformiga trianglar 1 Om ej, se efter, om 
det är möjligt att skaffa fram några. Tag noga reda på, 
vilka sidor som svarar emot varandra. Ibland kan det 
omedelbart framgå ur figurens form, men ibland måste 
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m a n n o g g r a n t se efter, a t t de sidor, s o m jämföres, står 

e m o t l i k a v i n k l a r . 

d) O m i u p p g i f t e n f innes g i v e n en v i n k e l på 30°, 60° eller 

45°, d r a g från en v inke lspe ts en n o r m a l m o t e n s ida, så a t t 

m a n får en rätvinklig t r i ange l , s o m innehåller en a v dessa 

v i n k l a r . A n v ä n d sedan bekan t a satser o m dessa slag av 

t r i a n g l a r . 

e) K o m ihåg, a t t a l la p u n k t e r på en c i r k e l l igger l i k a långt 

ifrån m e d e l p u n k t e n , a t t o m två c i r k l a r t angera r v a r a n d r a , 

m e d e l p u n k t e r n a och t a n g e r i n g s p u n k t e n l igger i rät l i n j e 

m e d v a r a n d r a och a t t n o r m a l e n från t a n g e r i n g s p u n k t e n 

m o t t angen ten går genom m e d e l p u n k t e n . 
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H U V U D R Ä K N I N G 

K o r t a r e huvudräkningsfrågor förekommer väl l i t e då och då 

under l ek t ionens gång. Vill man ha huvudräkningsövning med 

hela klassen, bör man dock förlägga den till lektionens början 

och endast hålla på därmed en kort stund. 

S o m uppg i f t e r för dessa övningar k a n m a n i allmänhet 

använda de första u p p g i f t e r n a på var je område i läroböckerna. 

Dessa u p p g i f t e r är n o g i regel av läroboksförfattarna j u s t 

avsedda t i l l huvudräkningsövningar, när e t t n y t t område 

ska l l genomgås. 

V i l l m a n repe tera g a m l a kurse r medels t huvudräkning, 

måste m a n an t i ngen gå t i l l b a k a i läroboken och p locka u t 

sådana uppgi f t e r , som passar, eller också själv t i l l v e r k a d e m , 

och de t är n o g d e t t a sista, s o m ger de t mesta. N e d a n lämnas 

några förslag t i l l frågor på de t t a område, uppdelade i fen) 

avde ln ingar . 

A v d e l n i n g 1 

1. T a l a o m , h u r m a n i h u v u d e t räknar u t 7 - 1 7 . 

2. Utför i h u v u d e t d i v i s i o n e n : 1659 : 7. 

3. Läraren: Utför i h u v u d e t räkningarna, a l l t e f t e r som jag 

läser d e m : 

a) t vå gånger t r e ökat m e d sex gånger t r e m i n s k a t med 

t r e och sedan a l l t i h o p m u l t i p l i c e r a t m e d t r e , 

b) t r e gånger f y r a m i n s k a t m e d e t t gånger s ju m i n s k a t 

m e d två, a l l t i h o p d i v i d e r a t m e d f em, 
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c) sjutt iotvå d i v i d e r a t m e d n i o plus 1 d i v i d e r a t m e d n i o 

ökat m e d f e m gånger f y r a m i n s k a t m e d sex. 

4. U p p d e l a i f a k t o r e r : a) 72, b ) 96, c) 105, d ) 729, e) 120, 

f ) 630, g) 440, h ) 5544, i ) 56232. 

5. V a d b l i r : 

a) 0 , i + 0 ,2 - f 0 ,3 + 0 ,4 = ? 

b) 1,2 + 0 ,3 + 0 , 0 4 4- 0 ,06 == ? 

C ) 0 ,2 • 0 ,3 • 0 , 4 • 0 ,5 = ? 

d) 0 ,2 : 0 ,04 + 0 , 09 : 0 , 0 0 3 = ? 

I a) och b) k a n läraren läsa: N o l l k o m m a e t t p lus n o l l 

k o m m a två plus n o l l k o m m a t r e p lus n o l l k o m m a f y r a e tc . 

c) och d) s k r i v e r m a n lämpligen u p p på t a v l a n . 

6. Utläs på några o l i k a sätt t a l e t 1357, 9246 m e d användande 

av o l i k a ta l sor te r . 

7. U t t r y c k i o l i k a sor te r : 

a) 2034 ,5067 k g ; b ) 4 , 0 2 0 9 4 k f o t ; c) 32,50043 h p , där p är 

förkortning a v p u n d ; d) 20034 ,502 f o t 2 ; 

e) 9 0 4 6 3 8 , 2 0 4 0 5 m 2 ; f) 3 9 0 4 0 4 0 5 6 , 0 0 3 0 0 2 4 6 a l n 3 . 

8. a) O m ccn tner är e t t v iktmåt t , u t t r y c k i hcentner : 

2 Mcen tne r 3 kcen tne r 231 dcen tner 2 mcen tne r ; 

b ) u t t r y c k i g : 15 M g 13 hg 29384 m g ; ( M g = t o n ) ; 

c) u t t r y c k i d t u m 2 : 5 k t u m 2 33 D t u m 2 4 c t u m 2 ; 

d ) u t t r y c k i D f a m n 3 : 7 f a m n 3 1234 c f a m n 3 ; 

e) u t t r y c k i d m 3 : 2 h m 3 3 m m 3 ; 

f ) u t t r y c k i n i 3 : 5 M m 3 98765 c m 3 . 

9. A n g e v a d som ska l l stå på de t o m m a p la t se rna ( i täljare 
3 11 44 

eller nämnare) i följande bråk: a) - = — ; b ) 55 = — ; 
TT — T _ • > 

. 15 165 J x 13 247 
c) 1 7 = — ; d ) 1 7 

10. a) Sätt t e x t t i l l följande u p p g i f t : 
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Kärlet full t | av innehållet ? l i ter 
med vatten hälles u t . 9 l i ter 

F ig . 120. 

b) A n g e på o l i k a sätt sambanden m e l l a n sträckan AB 

och dess delar . 

A B C D 

8 d m 3 dm 5 d m 

Kommentar till Avd. 1 

1. Här är i n t e men ingen , a t t läraren s k a l l lära b o r t en viss 

m e t o d , u t a n snarare, a t t e leverna ska l l få tillfälle a t t 

själva h i t t a på o l i k a möjligheter a t t utföra räkningen 

i h u v u d e t . I d e t t a enk la f a l l k a n m a n r e d a n tänka sig 

f lera möjligheter. E n elev föreslår: 7 gånger 10 är 70, 

7 gånger 7 är 49, 70 och 49 är 119. E n a n n a n : 7 gånger 

20 är 140, 3 gånger 7 är 2 1 , 140 m i n s k a t m e d 21 är 119, 

en t red je möjligen: 7 gånger 15 är 105, 7 gånger 2 är 14, 

105 och 14 är 119. ( H a n säger 7 gånger 15, därför a t t 

h a n t y c k e r , a t t de t är lätt a t t räkna u t 7 gånger 10 och 

sedan t a hälften av den p r o d u k t e n . ) 

2. Ifråga o m u p p g i f t e r av d e t t a slag är de t särskilt v i k t i g t , 

a t t läraren v i d k o m p o s i t i o n e n o f t a sätter i h o p uppgi f te r 

sådana som följande: 5664 : 8. D e t b r u k a r nämligen 

v a r a bes v a r l i g t m e d d iv i s ioner , som ger n o l l o r i n u t i k v o t e n . 

I de flesta klasser f inns de t nog lärjungar, s o m behöver 
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p å m i n n a s o m a t t m a n i n t e f å r s ä g a : 8 i 5 6 g å r 7 g å n g e r , 

8 i 6 4 g å r 8 g å n g e r o c h s o m t i l l r e s u l t a t f å r 7 8 , i s t ä l l e t 

f ö r 7 0 8 . 

3 . H ä r m å s t e d e t l ä s a s m y c k e t t y d l i g t . 2 g å n g e r 3 ( ä r 6 , 

t ä n k e r e l e v e n ) , ö k a t m e d 6 ( 6 + 6 = 1 2 ) , g å n g e r 3 

( e l e v e n t ä n k e r 1 2 g å n g e r 3 ä r 3 6 ) , m i n s k a t m e d 3 ( 3 6 — 3 = 

= 3 3 ) , o c h s e d a n a l l t i h o p m u l t i p l i c e r a t m e d 3 ( 3 3 g å n g e r 

3 = 9 9 ) . 

4 . H ä r k a n m a n h a b å d e f e m o c h s e x e l e v e r v i d t a v l a n . 

D e t ä r l ä m p l i g t a t t l å t a e l e v e r n a b i t f ö r b i t s k r i v a u p p 

t a n k e g å n g e n . I h ) s k u l l e m a n t . e x . f å : 5 5 4 4 = 1 1 • 5 0 4 = 

= 1 1 - 9 - 5 6 , t y s i f f e r s u m m a n i 5 0 4 ä r 9 . T i l l s l u t f å r v i 

5 5 4 4 = 1 1 • 9 • 7 • 8 = 2 • 2 • 2 • 3 • 3 • 7 • 1 1 . 

6 . E t t p a r f ö r s l a g : e t t t u s e n t a l 3 5 t i o t a l 7 9 t i o n d e l a r 2 

h u n d r a d e l a r o c h 4 6 t i o t u s e n d e l a r e l l e r 1 3 h u n d r a t a l , 

5 7 e n t a l 9 2 4 t u s e n d e l a r o c h 6 t i o t u s e n d e l a r . 

7 . M a n k a n s p a r a t i d g e n o m a t t l å t a e l e v e r n a s k r i v a s o r t e n 

u n d e r d e n g i v n a u p p g i f t e n , t . e x . i f ) : 

3 9 0 4 0 4 0 5 6 , 0 0 3 0 0 2 4 6 

h a l n 3 D a l n 3 a l n 3 d a l n 3 c a l n 3 4 6 0 m a l n 3 . 

E n k l a u p p g i f t e r a v d e t t a s l a g b r u k a r f i n n a s i s t o r t 

a n t a l i v a r j e l ä r o b o k o c h k a n f ö r ö v r i g t t i l l v e r k a s o m e d e l ­

b a r t a v l ä r a r e e l l e r e l e v e r . U p p g i f t e r a v o v a n s t å e n d e a r t 

k a n a n v ä n d a s s o m u p p m u n t r a n å t d u k t i g a r e e l e v e r . 

10 . H ä r ä r m e n i n g e n , a t t e l e v e r n a s k a l l f å t i l l f ä l l e a t t ö v a s i g 

i a t t u t t r y c k a s i g p å s v e n s k a . T e x t e n s k u l l e l y d a n å g o t 

i d e n h ä r s t i l e n : E t t k ä r l ä r f u l l t m e d v a t t e n . M a n h ä l l e r 

3 
u t - a v i n n e h å l l e t . D å f i n n s d e t 9 l i t e r k v a r i k ä r l e t . 

5 

H u r m y c k e t r y m m e r k ä r l e t ? 

I 1 0 b a v s e s ö v n i n g a r a v f ö l j a n d e a r t : 

8 8 8 
A B ä r — a v A C, A B ä r - a v CD, A B ä r — = h ä l f t e n 

1 1 5 1 6 

a v A C . A B f ö r h å l l e r s i g t i l l BC s o m 8 t i l l 3 e t c . 

2 7 7 



A v d e l n i n g 2 

1. Lägg ihop a) 2 1 3 + 3 1 4 + 425 + 536, 
b) 3 , 4 5 + 23 , 82 + 3 4 , 9 3 . 

2 3 3 5 7 1 3 
2. Räkna ut a) - + j b) - + ^ ^ + 39-

3. Räkna ut a) 9 2 - 1 3 , b) 2 9 - 5 , c) 2 4 - 4 2 , d) 1 1 2 - 4 9 . 

4. Räkna ut a) 4 ^ + 5 ^ + e H , b ) 3 ^ + 4§ i + 5 ^ . 

5. a) Skriv som bråk 3*- % , 4 ^ % , 7^ % , 5^ °/oo. 
<u ö 4: O 

b) Hur mycket är 1 5 % av 60 kr, 1 5 % av 64 kr, 15 % 

av 62 kr ? 
c) Hur mycket är 1 2 % av 60 kr, 1 2 % av 64 kr, 1 2 % 

av 62 kr ? 

6. Skriv upp namn på olika storheter och operationer, som 
förekommer vid addition, subtraktion, multiplikation 
och division samt vid räkning med decimalbråk och all­
männa bråk. 

7. Om någon säger, att han vid utförande av additionen 
3 4 
- 4- - "skall förlänga täliare och nämnare i första bråket 
4 5 & J 

med 5 och i det andra bråket med 4" , vad är det för fel 
i det uttryckssättet ? Vad får man, om man verkligen 
förlänger täljare och nämnare i bråken med 5 resp. 4 ? 

8. Vad är det, som man mäter i: kr/m, kg/liter, m/sek, 
mil/tim, liter /minuten, askar/minut, bilar/månad, 
åkdon/timme, fotgängare/timme, besökare/dag ? 

9. Lös ekvationerna: a) 2x = 50, b) Sy + 2 = 1 1 , c) 5z — 

- 2 = 8, d ) | = 8 , ? ! L + l + 1 = 6 , V " 1 - » -
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10. a) R i t a en g o d t y c k l i g t r i a n g e l och u p p s k a t t a dess y t a . 

Gör sedan e r forder l iga mätningar och k o n t r o l l e r a 

u p p s k a t t n i n g e n . 

b ) S a m m a u p p g i f t m e n m e d en r ek t ange l . 

c) H u r s tora är o m k r e t s a r o c h y t o r av följande f igure r ? 

D e rätlinjiga de la rna av k o n t u r e n i 1 är omväx lande 

1 c m och 2 c m . 

Småcirklarnas rad ie r är överallt 1 c m . 

d) Beräkna längden a v sp i ra len nedan . 

Fig . 121 a. 

F i g . 121 b. 

279 



M a n t a r omväxlande A och B t i l l m e d e l p u n k t e r 

för c i r k l a r , v i l k a s rad ie r alltså för v a r j e n y h a l v c i r k e l 

ökas m e d sträckan AB, s o m lämpligen k a n tagas t i l l 

1 c m v i d r i t n i n g på papper eller 1 d m v i d r i t n i n g på 

s v a r t a t a v l a n . 

1. Räkningen b l i r säkert lättare, o m m a n t a r h u n d r a t a l e n 

för s ig o c h likaså t i o t a l e n o c h en ta len , än o m m a n 

försöker a rbe ta på s a m m a sätt, s o m m a n gör , då m a n s k r i ­

ve r u p p t a l en . I b ) sku l l e m a n på d e t t a sätt få: 3 e n t a l + 23 

e n t a l + 34 e n t a l b l i r 60 e n t a l , 4 t i o n d e l a r 4 - 8 t i onde l a r 4 -

4- 9 t i o n d e l a r är 21 t i o n d e l a r eller 2 e n t a l och 1 t i o n d e l . 

5 hund rade l a r + 2 hund rade l a r 4 - 3 h u n d r a d e l a r är 10 

hund rade l a r eller 1 t i o n d e l . S u m m a n b l i r alltså 62 e n t a l 

och 2 t i onde la r . 

2. I c) o c h d ) påminnes o m a t t m a n t a r hela för s ig och 

de lar för sig, så långt de t går, och i n t e o m e d e l b a r t sätter 

igång m e d a t t förvandla de b landade t a l e n t i l l oegent l iga 

bråk. 

3. D e t är i n t e men ingen , a t t m a n här sku l l e nöja s ig m e d e t t 

r i k t i g t svar . D e t gäller för e leven a t t t a l a o m , h u r h a n 

bär s ig åt, då h a n utför räkningen i h u v u d e t . V i v i l l 

också h a räkningen utförd på f le ra o l i k a sätt. Ifråga o m 

u p p g i f t e n 24 • 42 k a n v i vänta oss: a) 20 gånger 42 är 

840, 4 gånger 40 är 160, och 4 gånger 2 är 8, el ler t i l l ­

s ammans 168. P r o d u k t e n b l i r alltså 1008. 

b ) 24 gånger 2 1 , el ler kanske bättre 21 gånger 24, b l i r 

480 + 24 eller 504. D u b b e l t u p p b l i r 1008. 

c) 25 gånger 42 är 4200, d i v i d e r a t m e d 2 ger 2100, och än 

en gång m e d 2 ger 1050! O m j a g sedan d r a r b o r t 42, 

Kommentar till Avd. 2 

f å r j a g 1 0 0 8 . 2 5 = 

280 



d) 40 gånger 24 är 960, och 2 gånger 24 är 48, el ler t i l l ­

s ammans 1008. 

4. Här är övningen närmast a t t lära s ig se u p p , så a t t 

m a n förkortar, i n n a n m a n börjar sätta igång m e d a t t 

a rbe ta m e d de hela för sig och de la rna för s ig. 

5. I b ) räknar v i t . ex . 10 p rocen t av 62 är 6,20, och hälften 

av de t är 3,10. T i l l s a m m a n s b l i r de t 9,30. 

I c) låter de t : 10 p rocen t a v 62 k r är 6 k r 20 öre, 

1 p rocen t b l i r 62 öre, 2 p rocen t b l i r 1 k r 24 öre. A l l t som 

a l l t får j a g 7 k r 44 öre. 

8. D e efterfrågade sor te rna är: pr i s , täthet, has t ighet , 

" tappningsförmåga" , t i l l v e r k n i n g s h a s t i g h e t e l ler p r o ­

duktionsförmåga, " t r a f i k f r e k v e n s " , besöksfrekvens. 

A v d e l n i n g 3 

1. L ö s e k v a t i o n e n : a) 5x + 8 = 48, b ) lx — 8 = 5x + 4. 

2. L ö s e k v a t i o n e n : a) B(x + 2) — 2(3a: + 1) = 4(2x — 1) — 3, 

b) 3(4a; - 10) - 4(12 - 2x) = ox + 3. 

x x „ , . x — 2 x 
3. L ö s e k v a t i o n e r n a : 

. 3z + 4 4x + 2 2m 4 - 1 3a - 1 
C> — 5 — — 6 ~ ' d ) — 3 5 — = 1 > 

. Sx + 2 , 4x 4- 4 

4. L ö s e k v a t i o n e r n a : a) ^ ^ — = 1 3 , 

3 

j 0,25 ÖjT ÖjT + " 
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5. a • a2 • a3 — ?, a2 • a2 • a2 = ?, 

a2 • ( a 3 ) 4 • ( a 4 ) 5 = ?, { ( a 2 ) 3 } 5 • { ( a 3 ) 5 } 6 = ? 

6. a) U p p d e l a i f a k t o r e r 5a;2 -4- lOxy, 4 a 3 4- 8a2b 4- 4a6 2 . 

b ) U t v e c k l a (3sc + 2 ) 2 , (2a - 36) 2 , ( 0 , i m 4- 0,2 nf. 

7. a) Sök e t t t a l , som är l i k a m y c k e t större än 7, som de t är 

m i n d r e än 15. 

b) Sök mede l t a l e t ( a r i t m e t i s k a med ie t ) t i l l 7 och 15 och 20. 

8. a) H u r s tor b l i r k o p p a r h a l t e n , o m m a n b l anda r 5 hg 

k o p p a r m e d 2 hg t e n n och 5 h g z i n k ? 

b ) A n g e något sätt a t t ås tadkomma en 15-procent ig 

koksaltlösning. 

c) H u r s tor b l i r s a l tha l t en i b l andn ingen , o m m a n häller 

i h o p 1 k g 10-procent ig saltlösning och 1 k g 20-pro­

cent ig , 1 k g 10-procent ig och 2 k g 20-procent ig , 2 k g 

10-procent ig och 3 k g 15-procent ig ? 

d) H u r m y c k e t v a t t e n ska l l avduns tas från 1 k g 15-

p r o c e n t i g saltlösning, för a t t den ska l l b l i 20-procent ig , 

och h u r m y c k e t v a t t e n ska l l tillsättas, för a t t den 

ska l l b l i 10-procent ig ? 

9. a) H u r många räntedagar är de t från den 7 j a n . t i l l den 

2 n o v . ? från den 2 febr . t i l l den 1 aug . ? 

b) H u r s tor b l i r räntan på 600 k r under e t t k v a r t a l efter 

3 V 2 % ? 

c) H u r s tor ränta får m a n på 300 k r efter 4*/2 % från 

den 26 mars t i l l den 14 ma j ? 

10. a) O m två v i n k l a r i en t r i a n g e l är 100° och 40°, h u r 

s tora v i n k l a r b i l d a r den t red je v i n k e l n s b i sek t r i s m e d 

den motstående s idan ? 

b ) I en pa ra l l e l l og ram delas v i n k l a r n a av d iagonalerna 

i t vå delar , av v i l k a den ena delen är d u b b e l t så s tor 

som den andra . S ö k v i n k l a r n a m e l l a n d iagonalerna . 

U p p r i t a m e d hjälp av g r a d s k i v a en sådan para l le l lo ­

g r a m . 
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Kommentar till Avd. 3 

l b . D e t är men ingen , a t t hela t a n k e n s k a l l u t t r y c k a s ungefär 

så här: N u v i l l j a g ha x-en i ena ledet och enheterna i de t 

andra . E f t e r s o m v i har den största tillgången på a: i 

vänstra ledet , så är de t bäst a t t t a b o r t a>en u r högra 

ledet , och de t gör j a g g e n o m a t t m i n s k a ekva t ionens 

båda l ed med 5x. D å får j a g i V . L . k v a r 4 - 2x. N u v i l l 

j a g ha enheterna i H . L . , och de t får j a g g e n o m a t t öka 

båda leden m e d 8 enheter . Därav får j a g : 2x = 12. O m j a g 

sedan d i v i d e r a r båda leden m e d 2, så b l i r x = 6. 

2a. M a n får ö v a e leverna a t t lämna ungefär följande t e x t : 

I första parentesen får j a g -+- 3a; och i den a n d r a — 6a:; 

de t b l i r — 3a:; i högra ledet får j a g 8a;. E f t e r h y f s n i n g b l i r 

de t i H . L . I l a ; . A v enheter får j a g u r vänstra ledets 

första parentes 4 - 6 och u r den a n d r a — 2 eller t i l l s a m ­

mans 4 - 4. I högra ledet får j a g u r parentesen — 4, v i l k e t 

t i l l s a m m a n s m e d t e r m e n — 3 ger — 7. O m j a g då ökar 

båda leden m e d 4 - 7, får j a g i V . L . 4 - 1 1 , och e k v a t i o n e n 

t a r sig u t : 11 = l l x , v a r a v x = 1. 

3. V i väljer u p p g i f t e n d ) och u t t r y c k e r t a n k e n ungefär så 

här: J ag ska l l m u l t i p l i c e r a ekva t ionens a l la t e r m e r m e d 

15. I första bråket k a n j a g förkorta m e d 3 och får 10a;. 

I a n d r a bråket får j a g på s a m m a sätt — 9a;, v i l k e t efter 

h y f s n i n g ger i V . L . endas t x. A v enheter får j a g i första 

bråket + 5 och i de t a n d r a -f- 3, alltså i V . L . + 8. 

I H . L . , som också s k a l l m u l t i p l i c e r a s m e d 15, får j a g 4 - 15. 

O m a l la enheterna samlas i H . L . , får m a n där 7. E k v a ­

t ionens r o t är alltså 7. 

4a. Här är de t av v i k t , a t t e leverna t y d l i g t får säga u t : 

" J a g förlänger första bråket m e d 3 och a n d r a bråket 

m e d 2 " eller: " J a g utför de tecknade d iv i s ione rna , och 

det går t i l l så, a t t j a g m u l t i p l i c e r a r täljaren i de t första 
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bråket m e d — och täljaren i de t a n d r a bråket m e d — 
1 5 

eller 2. D å får j a g 3(3z - 4) — 2(2x - 1) = 13 ." 

O m d e t t a sk r ives på t a v l a n , t o r d e m a n i n t e ha o c k r a t 

för m y c k e t på m i n n e t . Sedan for t sa t tes som i 2. 

5. Här får icke förekomma, a t t e leverna lär sig några regler 

o m m u l t i p l i k a t i o n eller a d d i t i o n a v exponen te rna . D å är 

övningen h e l t förfelad. D e t är avse t t , a t t a rbe te t , t . ex. 

i u p p g i f t e n a2 • ( a 3 ) 4 • ( a 4 ) 5 , s k a l l utföras så här: F y r a n 

längst u p p t i l l höger i u t t r y c k e t ( a 3 ) 4 anger, a t t v i har 

en p r o d u k t av 4 st f ak to r e r a 3 , alltså a3 • a 3 • a 3 • a3. M e n 

v a r och en av dessa f a k t o r e r a 3 är själv en p r o d u k t av 

3 st l i k a f a k t o r e r a. D e t he la är alltså en p r o d u k t av 

12 st f a k t o r e r a, v i l k e t tecknas a12. Sedan en a n n a n elev 

fått säga s a m m a sak o m ( a 4 ) 5 , ha r v i fått de t g i v n a 

u t t r y c k e t l i k a m e d a2 • a12 • a20, v i l k e t lämpligen skrives 

på t a v l a n . E n t red je lärjunge får a v s l u t a det hela: D e n 

första f a k t o r n i u t t r y c k e t är en p r o d u k t av 2 f a k t o r e r a, 

den andra av 12 och den t red je av 20 l i k a f ak to r e r a. 

H e l a u p p g i f t e n är alltså en p r o d u k t av 2 -f- 12 -|- 20 

f a k t o r e r a el ler 34 f a k t o r e r a, v i l k e t skr ives a 3 4 . 

7. I regel lönar de t sig a t t " p r a t a " m e d e leverna en s t u n d 

o m n y a saker och i n t e bara t a l a o m för d e m , v a d det 

e l ler de t är el ler be tyde r . Här sku l le de t t . ex. k u n n a 

v a r a a v intresse a t t b e t r a k t a 4 t a l a, b, c, rf, u p p g i v n a 

efter s to r lek , så a t t a är större än b e t c , och så låta ele­

ve rna söka mede l t a l e t av d e m , två och två , v i l k a som 

helst , och sedan beräkna mede l t a l e t av de n y a medel ta len , 

t . ex . : 

a + 6 c + rf a 4- d b + c 

~~2 1 2 ~ 2 1 2 ~ 

2 2 

D e n n a undersökning m e d hjälp a v bokstäver passar nog 

bättre på e t t någo t högre s t a d i u m och k a n , o m t i d e n 
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tillåter, lämpligen tas u p p där, m e n här k a n m a n n a t u r ­

l i g t v i s u t a n svårighet a rbe ta m e d s i f f ror . M a n k a n a l l t i d 

ge något skäl t i l l a t t m a n måste överge d e n första de f in i ­

t i o n e n , som anges i a ) . 

8. E t t n a t u r l i g t svar , kanske de t na tu r l i ga s t e , sku l le vä l 

v a r a , a t t m a n på ena vågskålen t . ex . t i l l en paralhllogram-

våg ställer en tillräckligt s tor bägare eller f laska och 

t a re ra r den . O m m a n sedan först sätter 150 g på s a m m a 

vågskål som t a r a n , f y l l e r i sal t t i l l j ämvik t , sedan ersätter 

de 150 g m e d en k g - v i k t och f y l l e r i v a t t e n t i l l j ämvik t 

än en gång, så har m a n fått den sökta lösningen. 

I c) och d) avses n a t u r l i g t v i s v i k t s p r o c e n t . T a n k e n 

i t r ed je u p p g i f t e n i c) b l i r föl jande: 2 k g 10-procent ig 

saltlösning innehåller 200 g sa l t , och 3 k g 15-procent ig 

saltlösning innehåller 450 g sa l t . B l a n d n i n g e n , s o m väger 

5 k g , k o m m e r alltså a t t innehålla 650 g sal t . D å k o m m e r 

1 k g av b l a n d n i n g e n a t t hålla 130 g sal t . I 100 g b l a n d n i n g 

f inns de t 13 g sa l t , och 13 % av den erhållna b landningens 

v i k t är alltså sal t . 

F i g . 122. 

10b. F i g . 122. I en p a r a l l e l l o g r a m , som i n t e är en r o m b , är 

a l l t i d den ena s idan , t . ex. AB, större än den andra , BC. 

Därav följer, a t t o m A ABD, som är l i k a m e d A BDC, 

betecknas m e d x, så b l i r v i n k e l n CBD = 2x. O m m a n 

på s a m m a sätt be tecknar A DC A = A BAC m e d y, 

så b l i r A BCA = 2y. D e båda små v i n k l a r n a måste 
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alltså komma i samma triangel. Man får omedelbart, att 
Zx -f- % = 180° och x + y — 60°, varefter satsen om 
yttervinkeln ger, att vinkeln mellan diagonalerna är 60°. 

Konstruktion med passare och linjal kan leda till resone­
mang, som passar bättre på ett högre stadium, där upp­
giften under alla omständigheter lämpligen kan åter­
upptagas. 

A v d e l n i n g 4 

1. Räkna ut: 

*>4+4+4+ iå. 
1 1 5 2 2 1 

3 - 4 - 2 - 4 - 4 - 1 • -
. 2 ^ 3 ^ 6 , , 3 3 2 

d) 

4+4-4' 4+44' 
, 4 4 3 

5 ^ 5 2 

2. a) 21 2, 2012, 882, 88 • 92, 149 • 151. 
b) Utveckla (2x 4- 3) • (x2 4- x — 2), (2x 4-1) - (a;2 4- 3a; - f 1 

(a 4- 3) 2 — (a — 3) 2, (2a 4- 36)2 4- (2a 4- 36) • (2a — Zb). 

n . , x a , c 2a 36 a , & 
3. Förenkla a) j - 4 - j , ; T T — «ri — t t H j + 1, 

& a 36 8a a 4- 6 a — 6 
a & 
2 + 3 

3 2 

. i 2a2ö2 3m 3n 4 3ax + 6a?/ 
c Förkorta— --=, „, J * 

ba oa 9 m n& lx 4 - 4y 
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4. Lös ekvationerna 

8 6 7 9 

5# 4x — 5' 2a; 4- 4 4a; — 2' g 4- 4 

2x — 3 _ 2a; 3a; — 1 
_ x + 3' 

x 4- 3 a; 4- 5 
6' a; 

a; a; 
+ 1. 

5. Om ett kapital insattes i en bank den 27 januari och 
förräntas under 211 dagar, vilken dag tas pengarna ut? 

6. Om en kropp går 9 km på 15 minuter, uttryck dess 
hastighet på några olika sätt. 

K l . 8.00 

7. a km 
i — — 
tim 

Möte 
kl . ? 

kl. 9.00 

A 

AB = 2 mil 3 km. 

K l . 10.00 

/ 

. km 
4_._ 

tim 
B 

kl. 8.00 

b) 
3 0 ^ 

tim 

A 90 km 

g km 
tim 

-> B 

Träff 
kl . ? 
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8. 1. A reser he la vägen på 6 t i m . 

/ 

2. B reser hela vägen på 7 t i m . 

/ 

a. A B 

Möte k l . ? 

I 

S a m t i d i g s t a r t k l 8.00. 

G i v t e x t t i l l u p p g i f t e n och räkna u t , när mötet sker, och 

h u r s tor de l av vägen A och B har rest. 

9. a) Sök v i n k l a r n a i en t r i ange l , o m de förhåller sig som 

2 : 3 : 7 . 

b) T r e v i n k l a r i följd i en i n s k r i v e n fyrhörning förhåller 

sig t i l l v a r a n d r a som 4, 6, 5. Sök v i n k l a r n a i fyrhör-

n ingen . 

Sök ( y t a n och) omkre t sen av segmentet ABC u t t r y c k t 

i r . 

H u r s tor är m e d e l p u n k t s v i n k e l n AOC, o m bågen ABC 

är l i k a m e d sektorns h a l v a o m k r e t s ? 

10. a) 

b) 
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H u r s tor är s k i l l n a d e n m e l l a n c i rk l a rnas omkretsar, o m 

d e n m i n d r e c i rke lns r ad ie är 6370 k m och den störres 

6370 k m 1 m ? 

I näst högsta realskoleklassen har v i n u (1956) endast f y r a 

t i m m a r i v e c k a n t i l l förfogande. D e t är, m i n s t sagt, svårt 

a t t h i n n a m e d kursen , och de t k a n i n t e b l i m y c k e n t i d över 

t i l l r epe t i t i one r . M e n v i d den t i d e n , då e leverna e t t pa r år 

har a rbe t a t m e d e k v a t i o n e r och m a n i n t e har h a f t t i d a t t ö v a 

van l iga sifferräkningsuppgifter, b l i r de t a l l t i d svårt för ele­

verna a t t s k i l j a på behand l ingen av a lgebraiska u t t r y c k och 

ekva t ioner . D e t är därför a l la skäl a t t försöka få t i d a t t räkna 

några uppg i f t e r l i k n a n d e d e m i E x . 1. 

D e t är ingen ovan l ighe t , i n t e ens i första r i n g e n , a t t behand­

l ingen t a r sig u t så här: 

Här är de t n a t u r l i g t v i s e k v a t i o n e r n a , som spökar, i b l a n d 

t . o. m . i så hög g r a d , a t t l i k h e t s t e c k n e n b l i r u t e s lu tna . D e t 

brukar v a r a t r e v l i g t a t t låta den elev, som fått d e t t a r e su l t a t , 

göra e t t l i t e t överslag. H a n förstår j u lätt, a t t de g i v n a ter ­

merna i o r d n i n g är m i n d r e än 6, 5, 3 och 2 och a t t den g i v n a 

uppgi f ten måste ha en s u m m a , som är m i n d r e än 16. 

3 9 
O m m a n först t a r i h o p de hela, sedan - och — och därefter 

r 7 14 
2 5 
- och - , k a n m a n m y c k e t väl räkna u p p g i f t e n i h u v u d e t . 
o O 

Man får endast k v a r ^ och | - a t t lägga i h o p . 

Kommentar till Avd. 4 

23 

11 

= 228 + 196 + 119 4- 69 = 612. 
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I u p p g i f t e n 2a är de t men ingen , a t t eleven ska l l säga 

ungefär så här: J a g k a n anse, a t t 2 0 1 2 är e t t exempe l pä 

k v a d r a t r e g e l n . Första t a l e t heter då 200, och k v a d r a t e n på 

de t är 40000, a n d r a t a l e t är 1. K v a d r a t e n på de t är också 1. 

D u b b l a p r o d u k t e n b l i r 400 och den sökta k v a d r a t e n 4 0 4 0 1 . 

I 2b b r u k a r de t v a r a g ivande m e d följande väg : P r o d u k t e n 

(2x + 3) • (x2 4 - x — 2) måste b l i e t t u t t r y c k av t red je 

graden i x. D e t k o m m e r således a t t innehålla r 3 - , x2-, »-termer 

och en s i f f e r t e rm. z 3 - t e r m e r k a n j a g i n t e få på m e r än e t t sätt, 

nämligen av 2x gånger x2, v i l k e t ger 2x3. a: 2-termer k a n j a g få 

på två sätt, både av 4 - 2x gånger 4 - x och a v 4 - 3 gånger 4 - x2. 

J a g får alltså 5x2. På s a m m a sätt — x — 6. 

Åtminstone några elever i klassen borde h a möjl ighet a t t 

i h u v u d e t utföra räkningarna i ex. 3. I u p p g i f t e n — - — 7 + 

-f- a * * ^ + 1 bör t a n k e n u t t r y c k a s så: O m j a g gör a l l a t re 

bråken liknämniga, får j a g i första täljaren a2 — ab och i den 

a n d r a ab 4- b2 e l ler t i l l s a m m a n s a2 4- b2. I sista te rmens 

2a 2 

täljare får j a g a2 — b2. R e s u l t a t e t b l i r - 2 p . 

3wi 3 ?i 4 

I — 5 bö r sägas u t : I täljaren f inns de t t r e f ak to re r 

9 m n 2 

m och i nämnaren en f a k t o r ra. D å k a n j a g förkorta rned 

1 f a k t o r m och får i täljaren k v a r 2 f a k t o r e r ra och i nämnaren 

e t t . A v ?i-faktorer f inns i täljaren 4 och i nämnaren 2. Ef te r 

förkortning återstår i täljaren 2 f ak to r e r n och i nämnaren 

f a k t o r n 1. 

Som resu l t a t får j a g . 
o 

x -X- 3 x 1 5 
I e k v a t i o n e n = — - - i ex. 4 får m a n e t t x2 i va r tde ra 

x 4 - 4 x 4 - 6 

ledet . Likaså får m a n i båda leden 9#. I V . L . återstår sedan 18 

och i H . L . 20, d . v . s. e k v a t i o n e n är o r i m l i g . 
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3x i 2x 
I = — — - + 1 b l i r b e h a n d l i n g e n : O m j a g m u l t i -

pl icerar ekva t ionens båda l ed m e d m i n s t a gemensamma 

d i v i d e n d e n t i l l nämnarna, k a n j a g förkorta första bråket m e d x 

och de t a n d r a m e d x 4 - 1 . A v x 2 - t e r m e r får j a g u r V . L . 3a;2, 

ur H .L ' :8 första t e r m 2a;2 och u r a n d r a t e r m e n x2. a; 2 -termerna 

tar alltså u t v a r a n d r a . I V . L . får j a g + 3a; gånger -f- 1 och 

4- x gånger — 1, d . v . s. 4- 2x och i H . L . endast -f- x gånger 

-f- 1 . A l l t som a l l t får j a g e t t x i V . L . M a n får endast en siffer-

t e rm, nämligen — 1 i V . L . O m j a g " f l y t t a r " över denna t e r m 

i H . L . , b l i r e k v a t i o n e n t i l l s lu t x = \. 

o. O m m a n förut lärt b o r t , a t t m a n k a n f i n n a an t a l e t 

räntedagar, t . ex. från d e n 27 j a n . t i l l den 5 sept. genom a t t 

först t a reda på a t t de t i j a n u a r i är 3 dagar k v a r , sedan 210 

dagar på 7 månader och t i l l s ist 5 dagar i september, så k a n 

man j u n u passa på och visa, a t t de t går m y c k e t b ra a t t k o m m a 

fram på följande sätt också : 

5 27 35 27 8 , „ . 
— = — = - d . v . s. 7 månader 8 dagar . 

y i 8 i 7 

I första täljaren står u t tagningsdagens n u m m e r och i 

nämnaren uttagningsmånadens. Därv id är de t a t t lägga 

märke t i l l a t t n ionde månaden f emte dagen är d e t s a m m a 

som åt tonde månaden 35:te dagen. I a n d r a bråket be tyde r 

täljare och nämnare insättningsdagens, resp. insättnings­

månadens o r d n i n g s n u m m e r . V i d uträkningen m i n s k a r m a n 

täljare m e d täljare och nämnare m e d nämnare, såsom framgår 

av ovanstående exempel . D e n lärare, som anser, a t t d e t t a 

sätt a t t s k r i v a d a t a k a n v e r k a förvillande på e leverna och 

därför icke använder m e t o d e n v i d unde rv i sn ingen ( i klass 9), 

kan, o m h a n s a m t i d i g t v i d t a v l a n har f lera elever, som räknar 

ut räntedagars a n t a l , själv d r a n y t t a av a t t a rbe te t vä l går 

lite fo r t a re på d e t t a sätt. 

I den g i v n a uppg i f t en b l i r räkningen: 
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— + - = d. v. s. den 28 augusti. (211 dagar = 7 månader 

1 dag). 

I ex. 7 väljer vi uppgiften d). till vilken en medelgod elev 
borde kunna sätta text ungefär så här: Två personer B och C, 
som kan springa med en hastighet av 200 m/min, resp. 
160 m/min, startar samtidigt från samma punkt åt samma 
håll och löper runt en sluten bana av 840 m längd. Hur 
länge dröjer det, innan de första gången träffas, och var sker 
detta ? (Hur länge dröjer det, innan B första gången springer 
om — varvar — C ?) 

Om vi anser, att det dröjer x min, får vi, emedan B då måste 
ha sprungit ett varv mer än C, ekvationen 

200a; = 160a: + 840 
40a; = 840 

x = 21. 

De träffas alltså efter 21 minuter. Då har B sprungit 5 varv 
och C 4 varv. 

Ändrar vi t. ex. C:s hastighet till 170 m/min, så att hastig­
hetsskillnaden inte går jämnt upp i övriga givna storheter, 
träffas de ej längre efter ett helt antal varv. 

I så fall får vi: 200a: = 170a; 4 - 840, varav x = 28. Emedan 
28 • 170 = 4760 = 5 • 840 4 - 560 och 

28 • 200 = 5600 = 6 • 840 4 - 560, har C hunnit runt 5 
varv och 560 m därtill, och B har hunnit 6 varv och 560 m 
därtill. 

E x . 8 är avsett att visa nyttan av att införa obekanta stor­
heter, som ej efterfrågas och som "försvinner" under räk­
ningens gång. Om vi betecknar vägens längd i kilometer 

s s 
med s, blir A:s hastighet = - km/tim och B:s ^ km/tim. 

Axiomet "Det hela är lika med sina delar tillsammantagna" 
ger oss ekvationen 

sx , sx 



M a n får x = — • D e möts alltså efter 2 t i m 55 m i n , då A h a r 
l — 

7 , T, 5 

rest — och B — av vägen. 
1A 1Z 

D e t är i n t e o v a n l i g t , a t t m a n ifråga o m u p p g i f t e r i s t i l m e d 

E x . 9 k a n få se e t t sådant här an tagande : " A n t a g , a t t v i n k ­

l a r n a är 2x, 3$ och lx" i stället för: " A n t a g , a t t den m i n s t a 

v i n k e l n är 2x. D å är de övr iga v i n k l a r n a Sx och lx." M e d 

de t t a an tagande b l i r e k v a t i o n e n Sx + 7x -f- 2x = 180°, v a r a v 

x = 15°. Gör m a n i stället an tagande t , a t t m i n s t a v i n k e l n 

är 2x°, b l i r e k v a t i o n e n 2x -\- Sx -\- lx = 180 och # = 15. 

V i n k l a r n a är alltså 30°, 45° och 105°. I de t sista fa l l e t be tecknar 

x mätetalet för v i n k e l n , u t t r y c k t i grader , i förra fa l l e t be tyde r 

det s to rhe ten själv. 

F i n n s de t någon möjl ighet a t t h i n n a m e d , bör m a n också 

låta e leverna kons t rue r a t r i a n g e l n m e d passare och l i n j a l . 

O m m a n i 9b be tecknar den m i n s t a v i n k e l n m e d 4x°, b l i r 

den motstående 5x°, varef te r satsen o m motstående v i n k l a r 

i en i n s k r i v e n fyrhörning ger e k v a t i o n e n 

4x 4- 5x = 180. 

V i n k l a r n a b l i r alltså i o r d n i n g 80°, 120°, 100° och 60°. 

Denna gång k a n de t v a r a lämpligt a t t låta eleverna k o n s t r u e r a 

f iguren m e d hjälp av passare och g r a d s k i v a . 

A v d e l n i n g 5 

1. A n g i v några måt t m e d två n a m n . 

2. a) 514 . 2 0 , b ) 4 - § . 1 2 , c ) 2 i - A . 6 , 
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3. a) 

b) 

2 M g : 4 h g + 4 k p : 5 d p 
s

 k m . 2 ~ 
t i m ' sek 

8 M p : 10 k p — 4 k r : 5 öre 

4 m 2 : 5 c m 2 — 2 h l : 5 c l 

4. a) U p p d e l a i f a k t o r e r : 4a;2 — 9a 2 , 16a;2 4 - Sxy 4 - y2 

0,81 m 3 4 - 1,21 mn2 — l , 9 8 r a 2 n , 2a 2 — 3ö 2 . 

b ) F u l l b o r d a den påbörjade k v a d r a t e n : 4x2 — 12bx 

0 , 0 4 m 2 4 - & 2 , 0 ,8 ia; 2 — 0,24a;?/. 

c) Förkor ta 
0,09a; 2 — y2 16 m 3 + 24 m2n 4- 9 m w 2 

0,12a; 2 4 - 0,4a;?/' 

5. L ö s ekva t ionssys temet 

a) f2a; 4 - Sy = 3 b ) 

13a; — 2y = 11 . 

16m 2 w — 9w 3 

4 

+! a; 3 

8 2/ 
a; 2 

c) Ä r x 2 r o t t i l l e k v a t i o n e n 

a T + 3 + 4 2a; 2a; 
0? 

d ) Ä r (x = 2 

\?/ = 1 e t t r o t s y s t e m t i l l ekva t ionssys t eme t 

1 • y + 2 -

a; 4 - 1 ' i / — 2 " 

2 - a; — 1 

— 9 



O m så e j är f a l l e t , ändra d e n s i s t a tvåan , så, a t t 

\x = 2 

\y = 1 s a t i s f i e r a r s y s t e m e t . 

6. a ) A v k o r t a 1,239899 t i l l först 6 s i f f ror , s e d a n 5 o c h s l u t l i g e n 

4 s i f f ror . 

b ) B e s t ä m g e n o m prövning -v/7 m e d 2 d e c i m a l e r . 

c ) B e s t ä m m e d t a b e l l ^/9^27, -\/2 3 4 5 . 

d ) B o r t s k a f f a rotmärkena u r n ä m n a r e n t i l l — , - ^ . 
V 5 - - v / 3 

e ) Ä r -v/2 r o t t i l l e k v a t i o n e n 

— T T + o 3 = - « 2 - 2 1 

a; + 1 3 — a f 
f ) L ö s e k v a t i o n e n a;-v/2 -f- 2 = as -v /3. 

7. a ) V i l k e n är tankegången v i d b e h a n d l i n g e n a v följande 

u p p g i f t ? E n k ö p m a n i Göteborg h a r inköpt e t t p a r t i 

a p e l s i n e r från M e s s i n a o c h s k a l l därför b e t a l a 8 8 2 l i r e . 

H a n k a n sända l i k v i d a n t i n g e n över H a m b u r g , där 

n o t e r i n g e n är 100 l i r e = 80,80 M a r k , 100 k r = 112 

M a r k ; e l l e r över L o n d o n , där n o t e r i n g e n är 1 p . s t . = 

= 25,20 l i r e = 18,20 k r . H u r s t o r b l i r p r i s s k i l l n a d e n , 

u t t r y c k t i s v e n s k t m y n t ? 

b ) Sät t t e x t t i l l fö l jande u p p g i f t o m o b l i g a t i o n e r : 

Ränteutbetal- Försälj - Ränteutbetal­

ningsdag ningsdag ningsdag 

15 3 15 

j a n . apri l j u l i okt . dec. 

N o m i n e l l t v ä r d e = 1000 k r . 

K u r s 98 % . 

N o m i n e l l p r o c e n t = 5 . 

Mäklarearvode = 2 °/oo a v kursvärdet . 



8. a) V a d menas m e d skala, längdskala, y t s k a l a och r y m d -

ska la % 

b) Konstruera m e d passare och l i n j a l en f i g u r som 

f i g . b nedan . O m DE \\ AC och EF \\ AB, h u r s tor d e l av 

A ABC är p g r m e n P % 

c) Konstruera ovanstående f i g u r i lämplig skala . S ö k sedan 

y t a och o m k r e t s . 

d ) I v i l k e t förhållande delar m i t t p u n k t s n o r m a l e n t i l l 

r ek tangelns d i agona l BD s idan AB ? 

e) AB || CD. Sök förhållandet m e l l a n y t a n a v pa ra l l e l l -

t r ape t se t P och y t a n a v t r i a n g e l n T. 

9. a) T a l a o m , v a d en p a r a l l e l l o g r a m är, o c h redogör för 

några satser o m pa ra l l e l l og rammen , 

b) R i t a en c i r k e l och i n s k r i v sedan i den en t r i a n g e l , där 

t vå v i n k l a r är 80° och 40° resp. 
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c) R i t a m e d hjälp av g r a d s k i v a och l i n j a l en femhörning, 

i v i l k e n f y r a på v a r a n d r a följande v i n k l a r är 80°, 

120°, 140° och 160°. Bes täm u t a n a t t använda g rad -

s k i v a n den f emte v i n k e l n . 

I . 

X 
p 

D r a g genom P en rät l i n j e , som m e d den räta l i n j e n L 

b i l d a r en v i n k e l a v 45°. 

10. a) Vidstående f i gu r är en rätvinklig pa ra l l e l l ep iped . Sök 

vinkelräta avståndet från p u n k t e n C t i l l r y m d d i a g o n a -

l e n AH. 

b) Vidstående f i g u r föreställer en k u b . Sök AB : BC. 

c) R i t a en f y r s i d i g p y r a m i d , va r s a l l a k a n t l i n j e r är l i k a 

långa. Beräkna sedan förhållandet m e l l a n basy tan och 

s u m m a n a v de f y r a s i d o y t o r n a . 
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d) I v i l k e t förhållande delas d e n r a k a 

cirkulära könen av de t u t r i t a d e p la­

ne t , som är p a r a l l e l l t m e d b o t t e n ­

y t a n ? 

Kommentar till Avd. 5 

Närmaste orsaken t i l l a t t denna fråga h a r k o m m i t m e d , 

är e t t i n t e rmezzo v i d en m u n t l i g r ea lexamen . E x a m i n a n ­

den skul le söka höjden i en t r i a n g e l m e d y t a n 1 a och 

höjden 25 m . Vederbörande e x a m i n a t o r försäkrade, a t t 

e leven hade s k r i v i t N a . K e m i s t u d i e r n a s r e su l t a t va r 

färskare än k u n s k a p e r n a o m mete r sys temet . M e n denna 

sanna berättelse u r l i v e t v i sar , a t t m a n måste försöka, a t t 

få någon t i d t i l l a t t repe tera me te r sys temet i avs lu tn ings ­

klassen. 

I första h a n d får m a n då påminna o m a t t l i t e r = d m 3 

och m i l l i l i t e r = c m 3 . ( A t t t a l a o m s k i l l n a d e n t o r d e k n a p ­

pas t löna s ig här.) A t t 1 a = 1 D m 2 , d . v . s. en k v a d r a t 

m e d s idan 10 m , och 1 ha = 1 h m 2 , bö r också k o m m a 

m e d . Sedan beror de t på lärarens inställning, o m han 

för a t t Öva de g rek i ska och l a t i n s k a ordens betydelse 

v i l l t a m e d t . ex . 1 t o n = 1 M g , 1 d t o n = 1 h k g , 1 c t o n = 

= 1 D k g , 1 h l = 1 d k u b i k m e t e r o. s. v . D e t är bäst a t t 

v a r a försiktig, så a t t m a n i n t e s k r i v e r 1 d m 3 , när m a n 

mena r 1 d e c i k u b i k m e t e r . 

I ex . 2 är sammanförda några uppg i f t e r , s o m al la 

förekommit i d e n m u n t l i g a prövningen i r ea l examen och 

b l i v i t o r i k t i g t behandlade på e t t e l ler a n n a t sätt, nämligen: 



v . 1 I 26 101 76 
a 5- - - • 20 = — - — = — , 

' 5 5 5 o 5 

b) 1 7 5 _ « . 1 2 = 1 7 | - 1 0 = 1 6 ^ - 1 0 1 

°> 2 s - r 6 = 7 - ^ = 3 6 ' 

2 2 14 12 
d) 4 3 - 8 - 6 = y - - = 168 - 24 = U 4 , 

1 1 29 1 144 
e) 4 - — - • 21 blev i et t fa l l l ika med — -= • —=-

7 7 7 7 7 

= — - ~ , och i e t t annat fall först 4^ — - • 21 = 28 och 
7 ' 7 7 

29 1 2 8 - 2 1 
sedan — = — - — = 84, 

. . 3 4 15 16 0 ,ooi6 0,002 
h ) 4 : 5 = 2 Ö : 2 Ö ' 1 } ö ^ o 7 = 0,001 = 0 ' ° 0 2 ' 

3 A - i - 4 
3 3 12 1 

k ) n - — r - = T = 1 i -

A t t t a reda på v i lka fel som här begåtts, överlämnas åt 
läsaren. Man kan lätt se, a t t det överallt brut i ts mot den 
enkla regeln, a t t man bör se efter, a t t resultatet är r iml ig t 
och a t t det är möjligt a t t komma fram t i l l den muntl iga 
prövningen i realexamen, fastän man räknar addition 
i bråk så, a t t man helt enkelt lägger ihop täljare med 
täljare och nämnare med nämnare! 

Men det viktigaste resultatet är nog ändå, a t t man 
k la r t inser, a t t det är nödvändigt a t t emellanåt repetera 
bråkläran. 
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3. Ex . 3 är också övning på metersystemet. Även om någon 
liten anteckning behövs på tavlan, kan det mesta räknas 
i huvudet, och en hel del elever kan sättas i verksamhet. 
Det är meningen, a t t räkningen skall gå t i l l ungefär så här: 
Om man skall räkna ut 2 Mg : 4 hg, så är det bäst a t t 
förvandla 2 Mg t i l l hg. 2 Mg är i gram u t t r y c k t l ika 
med 2 med 6 nollor efter eller u t t r yck t i hg 2 med 4 
nollor efter. Man får alltså 20000 : 4, d. v . s. 5000. 

4. I samband med uppgiften b) kan den lärare, som så 
önskar, passa på att lösa några enkla andragradsekvatio-
ner, v i lket lämpligen tillgår på följande sätt: 

Läraren skriver på tavlan t . ex. 

x2 + 4x = 

och låter sedan en elev föreslå ett värde på x. Om v i 
antar, a t t eleven säger 3, får därefter någon annan 
i klassen räkna ut , vad som skall stå i högra ledet, för 
a t t den påbörjade ekvationen skall få 3 t i l l rot . Man får 
då ekvationen: 

x2 + 4x = 2 1 . 

Tanken bl i r : x2 + 4x är början t i l l et t exempel på 
kvadrat regeln. Första talet är x, och dubbla produkten 
av första och andra talet är 4x. Då blir enkla produkten 
2x och andra talet 2. Så ökar v i ekvationens båda led 
med kvadraten på det andra talet, d. v . s. med 4. Då får v i 

x2 + 4z + 4 = 25 eller 
(x 4- 2) 2 = 25, vi lket ger 

antingen eller 

x + 2 = 5 x + 2 = — 5 
x = 3 x = — 7. 

Svar: xx = 3, xz = — 7. 

5. Ifråga om denna uppgift är knappast något annat att 

säga, än a t t man kanske behöver göra någon anteckning 
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p å t a v l a n , t . e x . i u p p g i f t d ) . D ä r f å r m a n i f ö r s t a e k v a ­

t i o n e n ^ H — ^ — = — 2 ? i V . L . I H . L . f å r m a n i — 2 . 

o — l o o 

M a n s e r , a t t d e n s i s t a t v å a n b ö r u t b y t a s m o t 3 . I a n d r a 

e k v a t i o n e n s V . L . e r h å l l e s 0 o c h i H . L . 1 — 2 . T v å a n 

b ö r s å l e d e s u t b y t a s m o t 1. 

6 . O m v i i E x . 6 b l å t e r e l e v e r n a t i p p a , f å r v i k a n s k e f ö r s l a g e t , 

a t t \ / i ä r 2 , 7 . E n e l e v f å r r ä k n a o c h f i n n e r , a t t ( 2 , 7 ) 2 = 

= 7 , 2 9 . S å f ö r e s l å r e n a n n a n , a t t v i s k a l l f ö r s ö k a m e d 

2 , 6 5 , o c h e n t r e d j e f i n n e r v i d r ä k n i n g , a t t ( 2 , 6 5 ) 2 ä r 

7 , 0 2 2 5 . D å f å r v i f ö r s ö k a m e d 2 , 6 4 o c h e r h å l l e r v i d k v a d r e -

r i n g 6 . 9 6 9 6 . 2 , 6 5 ä r t y d l i g e n n ä r m a s t . 

7 . U p p g i f t e n 7 a k a n n a t u r l i g t v i s i n t e r ä k n a s i h u v u d e t . 

D e n h a r t a g i t s m e d , d ä r f ö r a t t i n g e n u p p g i f t a v d e t t a 

s l a g ( s o m j u f ö r r i v ä r l d e n b r u k a d e b e h a n d l a s m e d h j ä l p 

a v s . k . k e d j e r ä k n i n g ) k o m m i t m e d p å a n n a t h å l l . 

M e d h j ä l p a v r e g u l a d e t r i f å r m a n : 

1 0 0 l i r e = 8 0 , 8 0 m a r k 1 1 2 m a r k = 1 0 0 k r 

l l i r e = 0 , 8 0 8 0 m a r k 1 m a r k = k r 

0,808 • 1 0 0 , 

1 l i r e — 0 , 8 0 8 m a r k = — y t ö — k r o c n 

1 1 Å 
8 8 2 • 0,808 • 1 0 0 , 

8 8 2 l i r e = ± - k r = 6 3 6 , 3 0 k r . 

J. 1 Jé 

2 5 , 2 0 l i r e = 1 8 , 2 0 k r , v a r a v 1 l i r e = \r=^rz k r o c h 
2 5 2 0 

882 • 1 82 

8 8 2 l i r e = ° ° * k r = 6 3 7 , o o k r . 

S k i l l n a d e n b l e v a l l t s å 7 0 ö r e . 

7 . T e x t e n i E x . 7 b s k u l l e k u n n a b l i s å h ä r : E n p e r s o n 

k ö p e r ( s ä l j e r ) d e n 3 j u l i e n o b l i g a t i o n m e d n o m i n e l l t 
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värde 1000 k r o c h m e d ränteterminer d e n 15 mars och 

den 15 september efter en k u r s a v 98 % . H u r m y c k e t 

s k a l l h a n be ta la (erhåller h a n v i d försäljningen), o m 

mäklaren räknar k u r t a g e efter 2 p r o m i l l e a v kursvärdet ? 

8 a. A t t längdskala är förhållandet m e l l a n en sträcka på 

k a r t a n o c h m o t s v a r a n d e sträcka i v e r k l i g h e t e n , y t s k a l a 

är förhållandet m e l l a n en y t a på a v b i l d n i n g e n och m o t ­

svarande y t a i v e r k l i g h e t e n och r y m d s k a l a förhållandet 

m e l l a n en viss v o l y m på a v b i l d n i n g e n och m o t s v a r a n d e 

v o l y m i v e r k l i g h e t e n , behöver o f t a upprepas . 

H a r m a n läst satsen o m y t s k a l a n , får m a n omede lbar t , 

4 9 
a t t Th är ^— och Tp — a v hela t r i a n g e l n och båda t i l l -

0 25 2o 
13 

b . 

sammans — därav. 
25 

12 
För p a r a l l e l l o g r a m m e n återstår alltså — a v t r i a n g e l n . 

H a r m a n i n t e läst denna sats, k a n m a n k o m m a f r a m 

m e d hjälp av satsen o m t r i a n g l a r m e d l i k a höjder. 

D e n n a sats ger e n l i g t f i g u r e n Td 

| av T2 och T2 = - av T (he 
5 o 

3 
t r i a n g e l n ) . Alltså är Td = ~ • 

a v T. D å b l i r P = ~ T, 

F i g . 123. 

D e t går också b r a a t t k o m m a f r a m g e n o m a t t d r a 

lämpliga höjder. 

O m m a n h a r r i t a t f i g u r e n ( F i g . 124), så k a n m a n lätt 

räkna fortsättningen i h u v u d e t . P = 21 • Sh = 6 • hl. 

51- 5h P _ 6 • Ih • 2 _ 12 

~^2~ ° C T~ 25 -lh ~ 2 5 ' 
T 
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21 3£ 

F i g . 124. F i g . 125. 

I c) får m a n m e d be teckn ingarna i f i g . 125. 

»(•v/3 + 1) = 6, v a r a v x = 3(«y/3 — 1), Y t a n b l i r 

* V ^ y + l ) = 1 . 9 V 3 - ( V 3 - 1) ( V 3 - 1) • ( v / 3 + 1) 

- jg ' 9 V 3 - 2 ( V 3 - 1) = 9 (3 - V 3 ) . 

d . E f t e r s o m t r i a n g l a r n a är egyp­

t i ska , k a n m a n lämpligen an­

vända be t eckn inga rna i f i g u r e n . 

M a n får då o m e d e l b a r t : 8x = 

= 10 (BD = 10 c m ) , och x = 

= 1 ,25. BE b l i r alltså 0 ,25 c m 

och AE 1 ,75 c m . D e t sökta för­

hållandet AE : EB b l i r 7 : 25. 

I e) får m a n m e d t ransversalsatsen 

T 
2ab 

v i l k e t ger = = = 

9. a) Definitionen på p a r a l l e l l o g r a m t y c k s höra t i l l de saker, 

som m a n k a n fråga på nästan h u r många gånger som 

hels t u t a n a t t l y c k a s lära b o r t , a t t den l igger i första 

delen av orde t och a t t således motstående s idor måste 

v a r a para l l e l l a . 
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b) O m m a n d ra r t r e radier , som m e d 

v a r a n d r a [b i lda r 80° och 160° (och 

120°), och s a m m a n b i n d e r deras änd­

p u n k t e r , får m a n den sökta t r i ­

angeln M e d hjälp av satsen, a t t en 

m e d e l p u n k t s v i n k e l är d u b b e l t så 

s tor s o m en p e r i f e r i v i n k e l på s a m m a 

båge, bevisas k o n s t r u k t i o n e n s r i k ­

t i g h e t . 

Fig. 128. 

I c) repeteras användningen av g r a d s k i v a n m e n också, 

h u r m a n k a n f i n n a v i n k e l s u m m a n i en g o d t y c k l i g k o n v e x 

månghörning. M a n inde la r månghörningen i t r i ang l a r , 

a n t i n g e n genom a t t d r a d iagonaler från e t t hörn eller 

genom a t t från en g o d t y c k l i g p u n k t i n o m månghörningen 

d r a räta l i n j e r t i l l a l l a v inke l spc t sa rna . O m s idoanta le t 

i i r n, får m a n i första f a l l e t (n — 2) t r i a n g l a r och således 

v m k e l s u m m a n (n — 2) • 180° och i a n d r a f a l l e t n t r i a n g l a r 

m e d v i n k e l s u m m a n n • 180°, v i l k e t m a n d o c k måste 

m i n s k a m e d s u m m a n av de v i n k l a r , som stöter s a m m a n 

v i d d e n g o d t y c k l i g t v a l d a p u n k t e n , d . v . s. 360°. 

c 10. a) O m m a n r i t a r d i agona l sn i t t e t 

ACHF, får m a n omede lba r t 

m e d P y t h a g o r a s ' sats, a t t 

H AC = V 3 4 och AH -y/38-

E f t e r s o m d u b b l a t r i a n g e l y t a n 
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k a n fås på två sätt, erhåller m a n lätt d e n l i l l a ekva ­

t i o n e n 2 v"34 = -x/38 • CK, som är den sökta sträc-

2 V 3 4 
k a n . Därav fås C K 

b) I de t r i t a d e d i a g o n a l s n i t t e t får 

m a n t v å t r i a n g l a r BCD o c h 

BAE. E m e d a n AE är hälften 

a v CD och p a r a l l e l l m e d CD, är 

A BAE en a v b i l d n i n g av A 

BCD i ska lan 1 : 2. 

Därav följer, a t t A B : BC = 1 : 2 . F i g . 130. 

c) E n sådan f i g u r ger övning på 

m y c k e t , både ifråga o m r i t ­

n i n g och räkning. För a t t 

svara på den framställda frå­

gan k a n m a n j u lägga märke 

t i l l a t t de t sökta förhållan­

de t är l i k a m e d förhållandet 

m e l l a n t r i a n g l a r n a FBC och 

OBC, v i l k a ha den gemen­

s a m m a basen B C och således förhåller s ig som EF 

t i l l EO, d . v . s. som 1 : ^ 3 -

d ) Satsen o m v o l y m s k a l a n ger, a t t t o p p k o n e n förhåller 

sig t i l l hela könen som 8 : 125 och således t o p p k o n e n 

t i l l den s t y m p a d e könen som 8 : 117. 

F i g . 131. 
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O M Ö V E R S L A G S B E R Ä K N I N G O C H 

N Ä R M E V Ä R D E S R Ä K N I N G 

Det första eleverna skall göra, när de fått en uppgift att 
behandla, det är att se efter, om de kan upptäcka något 
särskilt med den. Om vi t. ex. tar 

15 , 3 21 13 
O L 1 L 2 

20 T 12 T 28 T 52' 
så kan det hända, att någon sätter igång med att göra alla 
termerna till oegentliga bråk och sedan söka minsta gemen­
samma dividenden till 20, 12, 28 och 52. Den som vant sig 
att se sig för, har kanske ändå större möjlighet att komma 
ihåg, att man tar "de hela" för sig och bråken för sig, och 
dessutom lättare att märka det, som man här i första hand 
skulle se upp med, nämligen att man kan förkorta alla fyra 

bråken, så att man får 

I huvudräkningens fjärde avdelning behandlades uppgiften 
3 2 5 9 

5^4- 4 - 4 - 2 - 4 - l y ^ , och därvid påpekades nyttan av att 

vänja sig vid att från början göra ett överslag, så att man 
på ett ungefär vet, vad resultatet skall bli, och inte nöjer sig 
med det felaktiga värdet 612 som i det anförda exemplet. 

Ytterligare ett exempel på vikten av att man ser upp och 
gör överslag må lämnas. Felet, som förekommer här, är så 
vanligt, att det väl kännes igen av en och var. 

E n person, vilken den 27 februari satt in en summa pengar 
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i en b a n k , som ger ränta efter 4 % , h a r den 21 j u l i a t t f o rd ra 

254 k r . H u r s t o r t k a p i t a l sat te h a n i n ? 

E n v a n l i g b e h a n d l i n g är denna : 

A n t a g , a t t h a n sa t te i n x k r . 

K a p i t a l i k r o n o r = x. 

Räntefot = 4. 

T i d i dagar = 3 + 120 + 21 = 144. 

4 • x • 144 4 • x • 4 
R a n t a . k r o n o r = = _ — 

T i l l g o d o h a v a n d e i k r o n o r — 254. 

E k v a t i o n : "g = 254 

254000 
x = — — = 15875. 

l o 

Svar : H a n sa t te i n 15 875 k r . 

D e n m i n s t a e f t e r t anke v isar o r i m l i g h e t e n i svaret . H a d e 

m a n börjat behand l ingen m e d a t t fråga: H u r m y c k e t k u n d e 

de t va ra , som h a n sat te i n %, så hade väl u t a n u n d a n t a g 

svare t b l i v i t , a t t de t måste v a r a så där ungefär 250 k r , v i l k e t 

j u också är de t r i k t i g a svare t . 

E t t anna t slag av överslagsräkning, som m e d fördel k a n 

användas v i d huvudräkningsövningar, m å belysas m e d några 

exempe l : 

396 • 48 k a n räknas på många sätt. M a n k a n t a 400 • 48 — 

— 192 = 19200 — 192 = 19008. M e n m e r a t i l l t a l a n d e är a t t 

säga så här: O m j a g ökar första f a k t o r n t i l l 400, så h a r j a g 

ökat den m e d 4 på 400 ( m y c k e t nära åtminstone). D å får j a g 

m i n s k a andra f a k t o r n m e d 4 på 400 eller 1 på 100, d . v . s. 1 % . 

1 % a v 48 är 0 , 4 8 . R e s u l t a t e t b l i r alltså m y c k e t nära 400 • 4 7 , 5 2 

eller 19008, v i l k e t t . o. m . v i s a r s ig v a r a alldeles r i k t i g t . 

M a n k u n d e j u också öka andra f a k t o r n 48 t i l l 50. D å har 

m a n ökat a n d r a f a k t o r n m e d 2 på 48, alltså m e d något mer 
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än 2 på 50 el ler 4 på 100. D å måste v i i stället m i n s k a första 

f a k t o r n m e d något mer än 4 % a v 396, låt oss säga 4 % av 

400, d . v . s. 16. V i får då 380 • 50 = 19000. A t t r e su l t a t e t 

måste s lu t a på 8 är k l a r t , ef tersom 6 • 8 = 48, m e n o m m a n 

n u s k a l l lägga t i l l 8 eller d ra ifrån 2, är kanske i n t e så lätt 

a t t säga. Sku l l e m a n syssla m e d frågan, då kon juga t r ege ln 

behandla ts , k a n en viss l e d n i n g erhållas. 

O m v i ska l l m u l t i p l i c e r a a m e d b m e n i stället utför räk­

n ingen m e d l a — y ^ - a I och ib 4 - — - b ) , får m a n i n t e ab 

därför l igga närmast t i l l hands a t t lägga t i l l 8. 

O m m a n möjl igen t a g i t u p p frågan i näst sista eller sista 

realskoleklassen och v i d räkningen fått 19000, k a n m a n f o r t ­

sätta och fråga: H u r s t o r t f e l f i c k v i ? D e t k u n d e v a r a en viss 

fördel, o m m a n på e t t jämförelsevis t i d i g t s t a d i u m k u n d e få 

m e d begreppen abso lu t fe l och r e l a t i v t f e l . A t t absoluta felet 

är 8 är j u lätt a t t inse, och i n t e är de t så m y c k e t svårare a t t 

förstå frågan: H u r många p rocen t a v 19 000 är 8 ? Sva re t på 

den frågan b l i r , v a d m a n k a l l a r relativa felet. — Här får 

inpassas e t t l i t e t resonemang o m a t t en felräkning på 1 öre 

på en t o t a l s u m m a a v 1 k r b e t y d e r mera , än o m m a n räknar 

fe l på 1 öre på 1000 k r , a t t en felräkning på 1 öre på 1 k r 

är a v s a m m a s to r l ekso rdn ing som 10 k r på 1000 k r , eller 

något l i k n a n d e . 

I vårt f a l l får v i de t r e l a t i v a felet r S L % (det är nog 
1 *) uuu 

8 

lättast a t t a l l t i d använda p rocen t ) , d . v . s. y^-r % . Ökar v i 

n u nämnaren m e d 10 på (ungefär) 200, d . v . s. 5 % , så får v i 

8 ,4 

öka täljaren m e d 0 , 4 el ler något mera , och v i får % = 

a l l t i d l i t e t för l i t e t . D e t sku l le 

= 0 , 0 4 2 % . 
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När man sysslar med uppgifter av detta slag, är det natur­
ligtvis lämpligt att välja tal i närheten av jämna hundratal 

eller 250 eller 333 eller 125, som är resp. ~ och \ av 1000 

och liknande. Ibland kan ju räkningarna bli långa, men det 
blir ändå god övning i huvudräkning. Låt oss ta ytterligare 
ett exempel i multiplikation. 

Om man i 123 • 212 vill öka 123 till 125, har man ökat med 
20 tiondelar på 5 st 25.-or, alltså med 4 tiondelar på 25 
och 1,6 på hundra. Då bör vi minska 212 med 1,6 % d. v. s. 

* r - £ ° , / v « 208610 
2 , 1 2 -4- 1 ,06 4- 0 ,21 == 3 , 3 9 . Vi far 126 • 208,61 = — — — = 

o 

= 26076, — . Räknar man "för hand", får man 26076. 

Vid beräkning av relativa felet i en föregående uppgift 
kom vi in på räknesättet division, som i detta sammanhang 
kanske är ändå roligare än multiplikation. Vi tar först några 
inverterade värden. 

_ , 1 1,018 3,054 

B l - 327 * 333" " 10ÖÖ - » ' O 0 3 0 5 4 ' 

(Tabellvärde 0,003058.) Om jag i nämnaren ökar med 6 på 
ett tredjedels tusental eller 18 på 1000, så måste täljaren 
ökas med 0 ,oi8. 

E X ' 2 ' 412 ^ = ° ' 0 0 2 4 2 5 * ° > 0 0 2 4 3 -

Om nämnaren minskas med 12 på 400 eller 3 på 100, så 
måste täljaren minskas med 0 ,03 till 0 , 9 7 . 

t , l 1,028 0,343 1,372 

E x - 3 - ^ 9 - T 6 o - 2 W = r o ö ö = 0 ' 0 0 1 " 2 -
Om man samtidigt låter en elev räkna divisionen "för 

hand", blir klassen säkert förvånad över noggrannheten 
i resultatet. 

Uppgifter, där man med fördel kan arbeta på detta sätt, 
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träffar m a n på j ä m t och ständigt. E t t pa r exempe l från en 

lä robok i f y s ik . 

x _ 987 _ 987 - 0,9 % a v 987 ^ 1467 
X * ' 1,018 ~~ 673 m 667 m 1000' 

När m a n h a r m i n s k a t 673 t i l l 667, så h a r m a n m i n s k a t 

m e d 6 på 667 eller 3 på 333 eller 9 på 1000. 987 är så nära 
978 

1000, a t t m a n t y d l i g e n k a n m i n s k a 987 m e d 9 och få 

V i d a r e är x = 1,018 • 1,467 = l ,oo • (1,467 4- 0 ,026) = 

= 1,493. 

0,018 är 1,8 % av l,ooo och 1,8 % av 1,467 = 2 % av 

1,467 — 0,2 % av 1,467 = 0,029 — 0 ,003 = 0 ,026. 

Kontrollräkning ger 1,493 m e d e t t f e l på 0 ,003, o m de 

g i v n a s i f fe ruppgi f te rna är på v a n l i g t sätt a v k o r t a d e närme-

värden. 

E • _ 36 _ 18 _ 18 — 7 % a v 18 _ 18 - 1,26 _ 

* X * * * ~" 86 ~ 43 ~ ~4(T~ 40 

16,74 1,674 

• - ä r =

 4 - = 0 ' 4 1 8 ^ ° ' 4 2 -

I nämnaren m i n s k a r m a n m e d l i t e m i n d r e än "3 på 40" 

el ler 1,5 på 20 el ler 7,s på 100, låt oss säga 7 % . 7 % av 18 = 1,26. 

O m f e l b e r ä k n i n g a r 

Täthet är e t t a v de första begrepp, s o m eleverna får bekanta 

s ig m e d i f y s i k u n d e r v i s n i n g e n . R e d a n t i d i g t träffar de där på 

uppg i f t e r i s t i l m e d följande. V a d är oljas täthet, o m 0,3 l i t e r 

väger 270 g ? 

D e t t a begrepp är så v i k t i g t , a t t m a n k a n ha goda skäl 

t i l l a t t t a u p p frågan i m a t e m a t i k e n v i d något senare tillfälle 

och d i s k u t e r a vårt p r o b l e m l i t e närmare, om tiden tillåter det. 

Där är många frågor, som behöver besvaras: H u r har man 
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mätt u p p 0,3 1 o l j a , och v a d för sorts våg h a r m a n använ t? 

Mätglas, i v i l k a m a n k a n mäta u p p 300 c m 3 , är ganska v i d a . 

D e t är i n t e lätt a t t läsa a v noggran t . S k a l l m a n t i l l äventyrs 

använda en fjädervåg för a t t t a r eda på v i k t e n ( t yngden ) , 

måste m a n kanske hälla o l j a n i något kärl m e d grepe. D å 

s tannar a l l t i d något o l j a k v a r i mätglaset, och v i får möjl igen 

räkna m e d e t t f e l på 5 c m 3 . På fjädervågen måste v i göra två 

avläsningar, och v i måste få e t t ganska s t o r t f e l . E f t e r s o m v i 

an tog felet i v o l y m e n v a r a så s t o r t som 5 c m 3 , k a n v i här 

nöja oss m e d e t t fe l på t . ex . 0 ,5 g . O m v i be tecknar de t största 

värdet på tätheten m e d s m a x , de t största värdet på abso lu ta 

v i k t e n m e d a m a x och de t m i n s t a värdet på v o l y m e n m e d 

v m i n , får v i 

vmi„ ~ 295 g l G m 

och på l i k n a n d e sätt 

_ a ^ _ 269,5 
m i n ~ v m a x ~ 305 g ' C m 

Räknar v i u t s m a x " för h a n d " , får v i 0 ,917. M e d hjälp av 

vår nyss använda närmemetod, får v i , o m v i ökar nämnaren 
5 

m e d 5 t i l l 300, d . v . s. m e d 5 på 300 eller - % , a t t v i måste 
o 

öka täljaren m e d 5 • 0,9 = 4 ,5. Så får v i : 

. , _ 270,5 + 4,5 275 n 

smax i g / c m 3 m — = 3ÖÖ = ° ' 9 1 ? -

På s a m m a sätt får v i 

, . 269,5 — 4 ,5 265 n 

s m i n i . / c m 3 „ 3 Q 0 = m = 0 ,883. 

D e t är k l a r t , a t t de t värde på tätheten, som m a n erhåller u r 

2 7 0 

k v o t e n g / c m 3 = 0,9oo g / c m 3 , måste v a r a medelvärdet av 

smax
 o c h s m i n . M e d våra fe lan taganden får v i s o m svar , a t t 

tätheten för o l j a n i c m 3 är 0 ,900 ± 0 ,o i7 . 

311 



N u k u n d e de t v a r a av intresse a t t undersöka, h u r m y c k e t 

ändringen i täljaren från 270 t i l l 270,5 el ler 269,5 i n v e r k a r 

på r e su l t a t e t . 

V i - • , . . n i i * 0,5 0.005 „ , 
Ändringen i tätheten b l i r —— = — - — = 0 ,ooi7 och räknad 

0 17 
i p rocen t av tätheten — 0,19. 

r 0,90 

Fe le t i v o l y m e n ger e t t fe l i r e su l t a t e t , som är 0,9o — 

*~" o775 ^ ^ ' 9 0 irirT — 0,900 — 0 ,885 = 0,015 el ler i p rocen t 
oUo oUO 

l 5 5 

av tätheten (),900 gr/cm 3 = ~ = - = 1,67. När v i räknade m e d 

fel både i v i k t och v o l y m , f i c k v i e t t fe l i r e su l t a te t på 0 ,o i67 , 

1 6 7 
v i l k e t ger e t t r e l a t i v t fe l a v 7 ^ ~ % = M<> % • 

A v våra r e su l t a t k a n v i d r a två v i k t i g a slutsatser. 

Dels ser v i , a t t fe let på en f e m m a i fjärde s i f f ran i täljaren 

i n v e r k a r m y c k e t m i n d r e på resu l t a te t än felet på 5 i t r ed je 

s i f f ran i nämnaren, dels ser v i a t t de t r e l a t i v a felet i r e su l t a t e t 

är l i k a m e d s u m m a n a v de r e l a t i v a felen i täljaren och 

nämnaren. 

O m v i v i l l lämna svare t u t a n a t t ange felgränscr, måste v i 

svara m e d 0 ,9, då v i endast v e t , a t t tätheten l igger m e l l a n 

0,917 g fem3 och 0,883 o / c m 8 , v i l k a båda j u måste a v k o r t a s t i l l 

0,9 o / c m 3 . 

D e t k a n v a r a in t ressan t a t t undersöka, h u r s t o r t f e l v i k a n 

tillåta i täljaren, i n n a n felet b l i r så s t o r t , a t t r e su l t a t e t i n t e 

k a n a v k o r t a s t i l l 0,9. I så f a l l k a n abso lu ta felet i r e su l t a t e t 

uppgå t i l l 0 ,05, v i l k e t är 5 , 5 % a v 0 ,9. E f t e r s o m r e l a t i v a felet 

i nämnaren är 1,7, k a n v i i täljaren tillåta e t t r e l a t i v t fe l 
3 8 • 270 

på 3,8 % och alltså e t t abso lu t fe l på L J Q Q g 10 g . 

280 

Maximivärdet på tätheten b l i r då — - = 0 ,95 el ler a v k o r t a t 

0 ,9. V i k a n se, a t t o m v i bestämmer v o l y m e n m e d hjälp a v 
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e t t mätglas, är de t ingen an l edn ing a t t s i t t a oeh p l o c k a m e d 

småvikter v i d vägning på en balansvåg. 

E n eller annan k a n möjligen f i n n a nöje i a t t välja uppg i f t e r 

av d e t t a slag för sina lmvudräkningsövningar t i l l f r o m m a 

i va r j e f a l l för de elever, som ämnar fortsätta i gymnas ie t . 

M e n även v i d arbete m e d kvadratrötter och sådana uppg i f t e r , 

där TI k o m m e r i n , k a n m a n få n y t t a a v sådan övning. D e t 

bör j u v a r a så (åtminstone i s tuden tex . ) , a t t an t a l e t decimaler 

i de utförda räkningarna l i k s o m i r e su l t a t en bö r rätta s ig 

efter uppg i f t ens beskaffenhet och de använda n u m e r i s k a 

hjälptabellerna, i n t e v a r a för l i t e t m e n i n t e hel ler för s t o r t . 

D e n lärare, som even tue l l t försöker få t i d a t t a rbe ta på 

d e t t a område, behöver i n t e söka efter uppg i f t e r . M a n får d e m 

t i l l skänks v i d räkning m e d a p p r o x i m a t i v a t a l . M a n bö r nog 

då först — g e n o m s i f ferexempel — visa , a t t v i d m u l t i p l i k a t i o n 

och d i v i s i o n de t r e l a t i v a felet i r e su l t a t e t är l i k a m e d s u m m a n 

a v de r e l a t i v a fe len i den t ecknade räkningens o l i k a delar , 

alltså v i d en p r o d u k t s u m m a n av de r e l a t i v a felen i f a k t o r e r n a , 

så a t t m a n k a n använda denna sate v i d arbete t . 

E t t enda exempe l : H u r många siffror k a n v i t a m e d i resul ­

t a t e t , o m v i v i d uträkning a v n • räknar m e d 3 s i f f ror 

i båda f a k t o r e r n a ? 

I 3 ,14 är abso lu ta felet 0 , 0 0 5 och r e l a t i v a felet 5 på 3140 

5 

3 2 
eller ungefär , d . v . s. 1 - % 0 . 

- 5 
I V 8 ^ 2 , 83 är abs. fe let O.oos och r e l a t i v a felet ^ 

2830 
s 2 , 

el ler \-°L. 
3000 3 

14 
P r o d u k t e n 3 , 14 • 2 , 83 & 3 • (2 ,83 4 - ^ r — • 2 , 8 3 ) «ss 3 (2 , 83 4 -

- 0 , 1 3 ) = 3 • 2 , 96 = 8 , 88 . 

/ 2 2\ 
R e l a t i v a felet i p r o d u k t e n b l i r 11- 4 - l-*jj % 0 och alltså 
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absolu ta felet i r e su l t a te t 3,3 % 0 a v 8,88 el ler ungefär 

3,3 • 9 29,7 

1000 1Ö0Ö ' 

R e s u l t a t e t b l i r 8,88 ± 0,o3, o c h v i k a n i n t e svara m e d m e r 

än två s i f f ror , alltså 8,9. 

H u r sku l le svare t b l i , o m v i t o g m e d en s iffra t i l l i endera 

f a k t o r n ? Jo , då b l i r r e l a t i v a felet i denna f a k t o r endast 

1,67 : 10 p r o m i l l e , alltså 0,00017, och t o t a l a r e l a t i v a felet i 

p r o d u k t e n 1,84 % 0 , som för säkerhets s k u l l a v k o r t a s t i l l 

1,9 % 0 . A b s o l u t a felet b l i r ungefär 9 • 0 , 002 el ler 0 , 02 m e d två 

decimaler . V i måste i a l la f a l l sva ra m e d 8,9. 

I n n a n v i lämnar k a p i t l e t o m felräkning, låt oss t a en 

u p p g i f t av e t t slag, som o f t a förekommer i värmeläran: 

H u r m y c k e t v a t t e n av 4- 40° (t-f) s k a l l b landas m e d 100 g 

(a g ) v a t t e n av 10° (ts°) för a t t b l a n d n i n g s t e m p e r a t u r e n s k a l l 

b l i 30° ( V ) ? 

O m v i be tecknar den sökta v a t t e n v i k t e n i g r a m m e d x, 

får v i e k v a t i o n e n 

x(tx — t2) = a(t2 — t3), v a r a v x = —-2 

'1 ^2 

eller m e d värdena i n s a t t a x = 200. 

O m v i räknar m e d e t t fel på 1 g i v i k t e n och 0 , 5 ° i t empera -

turavläsningarna, får v i e t t r e l a t i v t fe l i a på 1 % , i (t2 — t3) 

på 5 % och i (tx — t2) på 10 % och i x e t t r e l a t i v t f e l på 16 % 

och e t t abso lu t f e l på 32 g. 

H a r m a n g j o r t e t t sådant försök och i n t e fått de t väntade 

resu l t a t e t , k a n de t v a r a av värde a t t v i s a e leverna, a t t de t 

k a n f innas förklaring. M e n m a n behöver j u i n t e fördenskull 

t a l a o m r e l a t i v t f e l . V i k a n s k r i v a 

r _ c i m a x ( t 2 m a x - t 3 m i n Y _ 101 - 21 _ 101 • 7 _ 707 _ 
xmax — i _ f — q — n — o ~ w ° ° 

v l min H max y O o 

V i k a n alltså vänta oss, a t t vår t r e su l t a t ska l l l i gga m e l l a n 

164 g och 236 g. 
1 M a n måste se upp, så a t t inte i s a m m a u t t r y c k t. ex. både t%min och 

hmaz kommer med. 
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N Å G R A T A N K A R O M U N D E R V I S N I N G S ­

A R B E T E T I A L L M Ä N H E T 

Planera för t e r m i n e n , före nästa provräkning, för m o r g o n ­

dagen! ( J f r M e t . a n v . f. realsk. I I m o m . 1 a n d r a s t y c k e t 

och för g y m n . I I m o m . 2, de två sista men inga rna . ) För 

an t eckn inga r och samla dessa pedagogiska funde r inga r i e t t 

häfte för va r j e k lass! Innehållet i läroböcker och exempel ­

saml ingar ska l l sovras (Met . a n v . I I m o m . 3) . F ö r i n r e su l t a t e t 

och räkna "svårare" u p p g i f t e r m e d f le ra räkningar! D e t är 

b r a a t t ha delräkningar tillgängliga v i d läxförhör. H a r m a n 

l i t e n och f i n s t i l , k a n dessa an t eckn inga r göras i m a r g i n a l e n 

i läroboken eller exempelsaml ingen . S k r i v där också u p p 

h u r lång t i d en genomsni t t se lev k a n tänkas behöva för a t t 

behand la u p p g i f t e n ! V i d förberedelsen för nästa l e k t i o n , tänk 

också efter (så o f t a de t är möj l ig t ) , v i l k a u p p g i f t e r som ska l l 

ges i läxa t i l l följande l e k t i o n ! O m läxa måste bestämmas 

under l e k t i o n , gör de t i g o d t i d och använd o v a n omta l ade 

t i d s u p p g i f t e r , så a t t h e m u p p g i f t e n får något så när n o r m a l 

o m f a t t n i n g . Förbruka v i d läxgivning i n t e a l la u p p g i f t e r på 

e t t område på en gång! S p r i d u t några över återstående de l 

a v läsåret! U n d e r de f lesta l e k t i o n e r s k a l l r e d a n genomgångna 

a v s n i t t repeteras och n y a m o m e n t förberedas g e n o m h u v u d ­

räkning. A t t k o m p o n e r a eller samla lämpliga u p p g i f t e r ingår 

i den dag l iga förberedelsen. — Ge läxor av r i m l i g o m f a t t n i n g ! 

D e t är bättre, a t t e leverna utför en k o r t läxa vä l än en 

lång läxa dåligt. 

Kontrollera e levernas hemarbe te ( M e t . a n v . I V ) ! D e n dag l iga 
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k o n t r o l l e n , a t t a rbe te t utförts snyggt och o r d e n t l i g t ( M e t . anv . 

I I m o m . 18) k a n ske så, a t t e leverna får lägga u p p s ina he in -

räkneböcker på bänkarna, u n d e r de t a t t hemläxan (besvärliga 

delar) behandlas på t a v l a n . På några m i n u t e r k a n läraren 

v a n d r a genom klassen och utföra k o n t r o l l e n . 

Några regler för elevernas arbete : 

1. K o n t r o l l e r a räknin ga rna l i t e då och då under arbete ts 

gång! D e t är bättre än a t t b l i t v u n g e n a t t göra o m a l l t i h o p . 

2. F o r m a siffror och bokstäver o r d e n t l i g t ! 

3. S k r i v o r d e n t l i g a tecken! O m e t t bråk ska l l sk r ivas efter 

e t t t ecken , s k r i v först bråkstrecket mittför t e ckne t och 

därefter täljare och nämnare! 

4. S t r y k över så l i t e som möj l ig t ! I n g a förkortningspyra­

m i d e r ! 

o. Gör i n g a ändringar i den u r s p r u n g l i g a e k v a t i o n e n i en 

u p p g i f t ! 

6. S k r i v an tagande på vårdad svenska! A n t a g , a t t . . . el ler 

A n t a g a n d e : eller B e t e c k n a d e n sökta s to rhe ten m e d x 

eller l i k n a n d e ! 

7. L ä m n a a l l t i d m o t i v e r i n g a r ( t . ex. t i l l uppställda ekva ­

t i o n e r ) ! 

8. S k r i v u t a l la räkningar, som i n t e k a n utföras i h u v u d e t , 

i b o k e n och i n t e på l a p p a r ! 

9. F o r m u l e r a svare t t y d l i g t ! 

10. R i t a s to ra ( m e d måtta) , t y d l i g a f i gu re r i en l ighe t m e d 

u p p g i f t e r n a i p r o b l e m e t ! 

Provräkningar bör ( o m möjl igt) i cke anordnas på k o r t a r e 

t i d än två t i m m a r . J f r M e t . anv . för gymnas i e t I I m o m . 6 

a n d r a s t y c k e t . Y t t r a n d e t där, a t t många elever, även sådana 

m e d goda an lag för m a t e m a t i k , a rbe ta r långsamt och har 

svårt a t t göra s ig gällande på k o r t a s k r i v n i n g a r , gäller säkert 

även för lärjungarna i r ea l sko lan och enhetsskolan. 

K o m p o n e r a l i t e då och då själv u p p g i f t e r n a t i l l provräk-
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ningarna! Om inte inspirationen vi l l komma, kan man alltid 
variera sifferuppgifterna i andra författares problem. Spara 
resultatet av detta arbete i den bok, där annat förberedelse­
arbete införes, på kort eller på annat sätt! I stället för kort 
kan man med fördel använda skriv- eller räkneboksblad, som 
delas på mitten. Skriv vid varje uppgift, om det är egen 
tillverkning, i annat fall var don hämtats! Dessa uppgifter 
— med lösningar — kommer säkert t i l l nytta i framtiden. 

Om provräkningens sammansättning talas i Met. anv. IV 
mom. 3. Vanligt är, att man ger 8 eller 10 uppgifter och fordrar 
3 resp. 4 för B. Men då måste svårighetsgraden vara sådan, 
att t . ex. de 6 första uppgifterna av 8 verkligen svarar mot 
ett AB och de två sista uppgifterna är nötter, som endast 
några av de duktigare eleverna kan knacka. 

God framställning på svenska måste alltid eftersträvas. 
Man kan ta som regel, att text alltid måste skrivas vid 
s. k. benämnda tal, d. v. s. uppgifter med text. I klass 5 
får man kanske nöja sig med två eller tre ord, men ford­
ringarna måste ökas klass för klass. 

I realexamensskrivningarna vt 52 gavs följande uppgift: 
En bil körde halva avståndet mellan två städer på 1 tim 
15 min med en jämn hastighet av 40 km/tim. Den andra 
hälften körde den likaledes med jämn hastighet, men farten 
på denna sträcka var endast 20 km/tim. Med hur många 
minuter skulle körtiden mellan de båda städerna ha minskats, 
om bilen hela vägen hållit en jämn hastighet av 30 km/tim ? 

Några behandlingar må anföras: 

1- - • 40 • 2 
4 10 

3~ 
9 

30 
- 4 5 
12 12" 

— tim = 25 min. Svar: 25 min. 
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2. O m b i l e n går 40 k m på 1 t i m , så går den på en k v a r t s 

t i m m e 10 k m och hela vägen är 100 k m . 

K l . 0 k l . 1 7 t i m k l . 3- t i m 
4 4 

100 k m -

k l . 0 t i d = ^ t i m k l . 3^ t i m 

t 100 k m J 
T i d s s k i l l n a d e n b l i r 3 t i m 45 m i n — 3 t i m 20 m i n = 25 m i n . 

Svar : Kör t iden hade m i n s k a t s m e d 25 m i n . 

3. E f t e r s o m b i l en i första f a l l e t går m e d en has t ighe t av 

40 k m / t i m , är h a l v a vägen 1^ • 40 k m = 50 k m , och hela 

vägen 100 k m . 

T i d e n i första f a l l e t b l i r 3 • 1 t i m 15 m i n = 3 t i m 45 m i n . 

T i d e n i a n d r a f a l l e t b l i r t i m = 3^ t i m = 3 t i m 20 m i n . 

Alltså minskas körtiden m e d 25 m i n . 

Svar : Kör t iden minskas m e d 25 m i n . 

V i d lösningen 1 h a r m a n b r u t i t e m o t föreskrifterna 7 och 

9 o v a n . O m den överhuvud t age t s k a l l tillmätas något värde, 

måste d e t t a b l i m y c k e t r i n g a . D e n som behand la r en u p p g i f t 

på d e t t a sätt, sparar på m i n d r e lämpligt sätt åtskillig t i d , 

som k a n användas t i l l a t t lösa a n d r a uppg i f t e r , unde r de t 

a t t en k a m r a t kanske m e d m y c k e n m ö d a försöker a t t på 

"vå rdad" svenska s k r i v a u t m o t i v e r i n g a r t i l l s ina räkningar. 

J f r M e t . anv . I I I , I 5 m o m . 7: " D e n tanketräning, som m a n 

avser a t t erhålla g e n o m a t t t e ckna svare t fullständigt, t o r ­

de n o g i de f lesta f a l l b l i i l l u s o r i s k . " 
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V i d rättning a v provräkningarna söker m a n , så långt t i d 

och k r a f t e r räcker, reda på a l l a fe l , gör a n t e c k i i i n g (bock 

eller Obs ! eller v a d m a n n u f inne r lämpligt a t t s k r i v a ) både 

i elevens arbe te och i m a r g i n a l e n och he ls t också någon p o s i t i v 

l e d n i n g . O m m a n ef ter följande b e h a n d l i n g a v nedanstående 

u p p g i f t 

o \ - l \ : ( 0 , 7 5 ) 3 + 1 : 1

7 

25 2 4 2 37 25 5 

2 54 54 T ' 24 

25 
. 9 . 

25 
2 3 7 

4 2 5 4 

27 7 
4 

27 
+ 1 

>S : 64 1 >S 

125 125 

27 15 , 1 5 27 + 480 507 

4 • 64 ' 8 256 1 8 

endas t sku l le s k r i v a " E j Nö jak t ig t " eller kanske b l o t t en 
125 

bock v i d och en b o c k i k a n t e n , så sku l le e leven i n t e 

få ve t a , a t t 

1) h a n i n t e får t a 3^ från första t e r m e n och m i n s k a de t m e d 

1^ från a n d r a t e r m e n , 

2) h a n i n t e får anse 5~ — 1^ v a r a d i v i d e n d . 

5 5 
25 

3) h a n i n t e får t a f a k t o r n — från första t e r m e n och m i n s k a 
den m e d 2 ^ , 

54 

4) d i v i s i o n i bråk i n t e går t i l l på de t sättet, a t t m a n m u l t i ­

p l icerar d i v i s o r n m e d d iv idendens inve r t e rade värde 

( E l e v e n har b l a n d a t i h o p d i v i d e n d och d i v i s o r ) , 

5) m a n i n t e får kas ta b o r t nämnarna, när m a n gör bråk 

liknämniga. 
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O m v i d rättning av följande u p p g i f t ef ter densamma endast 

s k r i v i t s "Nöjak t ig t " , så k u n d e j u e leven — och de t m e d a l l 

rätt — h a t r o t t , a t t h a n räknat rätt. 

R e s u l t a t e t b l ev rätt t a c k vare två räknefel — fjärde ledets 

7 1 3 
nämnare skul le ha v a r i t 4 - — 2-, f emte ledets täljare 6 - — 2 

8 2 J 4 
3 3 

och sjätte ledet 4^ : 2 - = 2. — D e n r i k t i g a bedömningen är: 

R ä t t r e su l t a t , I c k e nöjaktigt . 

E x e m p e l på f e l a k t i g t behandlade e k v a t i o n e r m e d r i k t i g t 

svar återfinnes u n d e r r u b r i k e n : I ak t t age l se r v i d e k v a t i o n s ­

lösning. E t t p r o b l e m m e d t e x t må här anföras. 

E n elev hade räknat R . W . F . : I I E x . 788: A o c h B äro två 

gårdar v i d en landsväg, C en s t ad , t i l l v i l k e n landsvägen 

från A t i l l B leder. B l igger m e l l a n A och C, 8 k m från A och 

72 k m från C. Från A och B resp. s t a r t a k l 8 två k a m r a t e r 

D och E , som båda ska l l c y k l a t i l l C. D b r u k a r c y k l a 20 

k m / t i m och E 16 k m / t i m . När och v a r k a n m a n beräkna, 

a t t D u p p h i n n e r E ? 

Elevens lösning såg u t så här: 

D-*- E ^ 
k l . 8 k l . 8 

.4 8 k m B 72 k m C 
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v t s 

D 20 k m / t i r n x t i m 20 x k m 
J57 16 k m / t i m x t i m 16 x k m 

E k v . : 20a; 4- 16a; = 72 

36a; = 72 

x = 2 

Svar : D u p p h a n n E k l 10, när D hade c y k l a t 40 k m . 

E leven v a r osäker och k o m m e n t e r a d e : " J a g t r o r i n t e , a t t 

j a g begr iper det , m e n när j a g t i t t a d e i fac i t , så förstod j a g , a t t 

e k v a t i o n e n måste v a r a 20a; 4- 16a; = 7 2 . " H o n hade t y d l i g e n 

rätt. när h o n sade, a t t h o n i n t e hade b e g r i p i t u p p g i f t e n , 

m e n fe l . när h o n t rodde , a t t e k v a t i o n e n sku l le v a r a så, som 

hon s k r i v i t . 

M e d hennes egna an taganden b lev lösningen: 

D k l . 8 - " Ekl 8 ^ 

U . •!« . = = j 1 

A 8 k m B 16a; k m C 

2 0 x k m 

E k v . : 20a; - 16a: = 8 

4a; = 8 

x = 2. 

S a m m a svar som o v a n . 

Elevens lösning måste även denna gång bedömas : R ä t t 

resu l ta t , E j nöjaktigt . 

A l l a an teckn inga r o m provräkningen införes lämpligen i den 

o v a n o m t a l a d e boken , där också e t t exempla r av provräknings-

l appa rna insat tes . D e n som sk r ive r smått och t y d l i g t , k a n 

möjligen göra u n d a n t a g för t abe l l en över de uppg i f t e r , som 

lärjungarna räknat, och i stället s k r i v a den i lärarkalendern. 

Mången gång k a n m a n både länge och väl s i t t a och fundera , 

o m m a n ska l l b e d ö m a en lösning med "Nöjakt ig t (med t v e -
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kan)" eller med "Icke nöjaktigt" och t i l l slut kanske bestäm­
ma sig för det senare. Det är orimligt , a t t uppgiften därmed 
skulle förlora al l t värde. Man kan därför ha skäl a t t i sina 
anteckningar (och kanske även i elevernas böcker) använda 
bedömningarna "Icke nöjaktigt (men med förtjänster)" och 
"Nöjaktigt (med brister)". 

Beträffande bedömningen både av de enskilda uppgifternas 
behandling och proven som helhet har skolöverstyrelsen på 
allra sista t iden g iv i t åtskilliga goda råd och anvisningar. 
Jag tänker därvid på Met. anv. för realskolan I V mom. 4, 
Met. anv. för gymnasiet I I mom. 6, där även realskoleläraren 
finner åtskilligt a t t t a vara på (t . ex. sjätte stycket), et t 
cirkulär av d. 6 mars 1954 och alldeles särskilt en uppsats 
av undervisningsrådet Sjöstedt i Tidning för Sveriges läro­
verk 1954, nr 25. 

Det är en god regel a t t hålla kontakt med hemmet på så 
sätt, a t t man efter varje med B ? eller lägre betyg bedömt 
prov begär målsmans påskrift. Man kan t . ex. efter prov­
räkningens slut i räknehäftet, där man skriver betyg, datum 
för återlämnandet och si t t signum, också skriva: Haf t del:. 

Eleven bör sedan någon av de närmast följande matematik-
t immarna uppvisa häftet med målsmans underskrift. 
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L I T T E R A T U R A N V I S N I N G A R 

N e d a n har upptagits böcker och publikationer a v huvudsakl igen 

allmänt och metodiskt innehåll. Förteckningen är långt ifrån full­

ständig, men k a n måhända ändå v a r a av något värde för läsaren. 

Ändringarna i de Metodiska anvisningarna till undervisningsplanen 

för rikets allmänna läroverk i Aktue l l t från Skolöverstyrelsen 1 9 5 1 : 4 . 

Förkortas: Metodiska anvisningar. U t k o m senare i särskilt häfte: 

Metodiska anvisningar för matematikundervisningen i realskolan 

utfärdade av skolöverstyrelsen den 1 3 dec. 1 9 5 0 . S t h l m 1 9 5 4 . 

N u m e r a ingår dessa anvisningar i Kursplaner och metodiska an­

visningar för realskolan, K u n g l . Skolöverstyrelsens skriftserie 1 6 . 

Svenska Bokförlaget Nordstedts (i distribution) . S t h l m 1 9 5 5 . 

5: — k r . Förkortas även Met. anv . 

Timplaner och huvudmoment vid försöksverksamhet med nioårig enhets­

skola. Fastställda av K u n g l . Skolöverstyrelsen för läsåren 1 9 5 5 / 5 8 . 

S v e n s k a Bokförlaget, Nordstedts . S t h l m 1 9 5 5 . 3 : 4 0 k r . 

Timplaner för rikets allmänna läroverk. Svensk författningssamling 

1 9 5 0 , n r 6 0 . 

Undervisningsplaner för kommunala flickskolor. Svensk författnings­

samling 1 9 5 0 , nr 6 1 . 

Förslag till tim- och kursplaner för treåriga realskolor i Aktue l l t från 

Skolöverstyrelsen 1 9 5 3 : 2 6 . 

Förslag till nya tim- och kursplaner för folkskolan. S v e n s k a B o k ­

förlaget S t h l m 1 9 5 3 . 

Studieplaner utarbetade på uppdrag av kursplanedelegationen inom 

1 9 4 6 års skolkommission: 

W I G F O R S S , F . , och R O M A N , A N N A M A R I A , Studieplan i matematik för 

första, andra och tredje skolåren. 8 1 s. M . Borgwalls förlag 1 9 5 1 . 4 : 5 0 . 

L I N D S T R Ö M , S . , Studieplan i matematik för klasserna 1—3. 9 3 s. 

A l m q v i s t och Wikse l l . S t h l m 1 9 5 2 . 

W I G F O R S S , F . , Studieplan i matematik för fjärde, femte och sjätte 

skolåren. 9 7 s. Magnus Bergval ls förlag, S th lm 1 9 5 2 . 6 : 6 0 . 

323 



W I G F O R S S , F . , och N I L S S O N , H . T . , Studieplan i matematik för sjunde 

och åttonde skolåren. 70 s. M . B . S t h l m 1952. 5:50. 

Å S T R A N D , S., Förslag till studieplan i matematik för klasserna 7 och 8 

vid försöksverksamhet med nioårig enhetsskola. Steneilerad 75 s. 

1951. 1946 års Skolkommission. 

E H R N S T , F . , Studieplan i matematik för nionde skolåret (Alternativkurs J). 

35 s. A l m q v i s t och Wikse l l , 1953. S t h l m 2:50. 

C A R L T , O. , Vardagsräkning. Studieplan i matematik för nionde skolåret 

(Alternativkurs 2). 53 s. S th lm M . B . 1952. 4:50. 

Elementa, Tidskrift för elementär matematik, fysik och kemi. Redakt ion 

och expedition Kar lbergs vägen 1 6 : I V . S th lm. F y r a häften per år. 

Prenumerationspris 15: — kr per år. Prennmorat ion sker genom 

inbetalning å postgiro 5 27 55. 

Nästan oumbärlig för en matematiklärare.1 

Nordisk matematisk tidskrift. ( F y r a häften per år. Ordinarie pris 16 kr . 

Reducera t pris för medlemmar i Föreningen för matematisk-natur-

vetenskaplig undervisning och för studerande 8 kr . Abonnemang 

tecknas genom brevkort t i l l : Nordisk Matematisk Tidskr i f t , Mate­

mat isk Inst i tut t , B l indern , Oslo, Norge. Uppg iv därvid, om t id­

skriften önskas fr. o. m . årg. 1 (1953) samt om N i är berättigad 

t i l l nedsatt pris . Avgiften inbetalas lämpligen samtidigt på post­

giro: Nord i sk Matematisk T i d s k r i f t , T e k n i s k a Högskolan, Stock­

holm 70. Postgiro 1545 52. 

Tidning för Sveriges Läroverk. Organ för Läroverkslärarnas riks­

förbund. (Utkommer lördagar. Prenumerationspris 25 kr . För 

medlemmar i riksförbundet ingår prenumerationskostnaden i 

årsavgiften.) Publ icerar regelbundet examensuppgifter och inne­

håller bl . a . diskussioner i pedagogiska frågor. 

A S P E R É N , K . , Huvudräkneövningar. 4:de uppl . 99 s. J . B e c k m a n s 

förl. S t h l m 1926. 

H E D S T R Ö M , J . S., Förberedande kurs i geometri. 8:e uppl . , 31 s. Sv . 

Bokförl. S t h l m 1946, 0:75 k r . 1:90. 

H E L L S T E N , C . G . , Räknemetodiska grundlinjer för räkneundervisningen 

i folkskolan. 64 s. S v . Bokförl. S t h l m 1949. 

I V A N , N . , (Red. ) Vad examinatorerna foi-drar i realexamen, avsnit tet 

om matemat ik (11 s.) a v K A R L V . P R O S C H W I T Z . A . V . Carlsons 

Bokförlag. S th lm 1951. 6:50. 

1 J fr även Tidskrift för skolmatematik (red. E . F e r n e r , J imgmansg . 1, 

K a r l s t a d ) . Helårsprenum. (4 h.) 5:—, postgiro 49 02 82 . 
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R E N D A H L , C , W A H L S T R Ö M , B . , och F R A N K , K . , Räknebok för realskolan, 

delarna I A , I B ; del I I ; del I I I . Förkortas R . W . F . : I A ; I B ; I I ; I I I . 

S J Ö S T E D T , C . E . , Lärobok i geometri för realskolan och därmed jämförliga 

läroanstalter. 100 s. N a t u r och K u l t u r , S th lm. 3:15. Förkortas: 

Sjöstedt. 

S J Ö S T E D T , C . E . , Geometri och geometriundervistiirig. HO s. Gleerup, 

L u n d 1948. 2:25. 

För övrigt hänvisas ti l l de årliga redogörelserna för Försöksverksam­

heten vid högre skolor i Aktue l l t från Skolöverstyrelsen. 
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Skrifter utgivna av Sveriges yngre läroverkslärares förening 

1. I V A R T H O R É N : Barn och uppsatsskrivning. Några råd 
beträffande sättet att planlägga uppsatsskrivningen på 
det lägre skolstadiet. Andra upplagan. 1 9 5 4 . 3 : — . 

2 . C . E . S J Ö S T E D T : Geometri och geometriundervisning. 
1 9 4 8 . 2 : 2 5 . 

3 . E R I K S A N D B E R G : Kristendomsundervisning i läroverken. 
1 9 4 8 . 3 : — . 

4 . W I L H E L M T H A M : Undervisningen i historia med sam-
hällslära i våra läroverk. 1 9 4 8 . 3 : —. 

5 . S T E L L A N A R V I D S O N : Skolreformen. En sammanfattning 
av 1 9 4 6 års skolkommissions betänkande. 1 9 4 8 . 3 : — . 

6. I V A R E L V E R S : Biologisk mikroskoperingsteknik. 1 9 4 9 . 

6: 5 0 . 

7 . J O H A N N E S E D F E L T : Några verk och gestalter i modern 
tysk diktning. 1 9 4 8 . 3 : 2 5 . 

8 . M E L K E R J O H N S S O N : Enhetsskola och lärarutbildning i 
USA. 1 9 4 8 . 3 : 5 0 . 

9 . I V A R E L V E R S m. fl.: I naturen. Handbok för vandringar 
och exkursioner. 1 9 5 0 . 8 : 5 0 , inb. 1 1 : 5 0 . 

1 0 . E L I F . H E C K S C H E R : Studium och undervisning i ekono­
misk historia. 1 9 5 1 . 3 : 5 0 . 

1 1 . L E N N A R T F R A N K M A N och E R I K H E R N Q V I S T : Hur ett 

schema kommer till. Anvisningar för schemaplaneringen 
vid folkskolor och högre skolor. Med förord av t. f. 
undervisningsrådet Torsten Wetterblad. 1 9 5 1 . 3 : 7 5 . 

1 2 . J O N A S O R R I N G : Läroverkslärarens arbetsbörda. En ar­
betstidsundersökning. Andra upplagan 1 9 5 1 . 5 : 2 5 . 

1 3 . J U L C H E N B L O O M : Lekar och spel i engelskundervisningen. 
översättning från tyskan av Carl-Henrik och Göran 
Wittrock. Med förord av undervisningsrådet Birger 
Thorén. 1 9 5 2 . 6 : —. 

1 4 . S V E N J - . S O N L U N D Q U I S T : Att tjänstgöra vid högre skolor. 
1 9 5 2 . 6: 5 0 . 

Tillägg till d:o. Utarbetat av Martin Wellander, 1 9 5 5 . 
1 : 2 5 . 

1 5 . H A L F R I D S T E N M A R K . Matematikundervisningen i real­
skolan och motsvarande skolformer. Hft 1 3 : 5 0 , inb. 
1 7 : 5 0 . 



Föreliggande arbete, Matematikundervisningen i realskolan 

och motsvarande skolformer, är författat av adjunkten vid 

Högre allmänna läroverket i Bromma, fil. lic. Halfrid Sten­

mark. Denne äger många års erfarenhet av dylik undervisning 

och har på skolöverstyrelsens uppdrag flera somrar lett stöd­

kurser för matematiklärare med otillräcklig erfarenhet och 

utbildning. Handledningen utges med statsbidrag; i sitt till­

styrkande utlåtande yttrade skolöverstyrelsen bl. a.: "Även om 

boken icke kan ge lösning på varje uppkommande pedagogiskt 

problem, torde framställningen inom varje avsnitt dock vara 

så ingående, att den kan ge också den oerfarne läraren dc 

utgångspunkter han behöver för sitt arbete. Men även för 

erfarna lärare i matematik kan denna metodiska handledning 

ha ett betydande värde." 

Det förtjänar att framhållas, at» det i vårt land tidigare 

saknats en systematisk och metodisk behandling av matematik­

kursen på realskolestadict. Boken kommer med största sanno­

likhet att bli till stor nytta för matematiklärare icke blott inom 

realskolan utan även inom enhetsskolan och jämförliga skol­

former. 




