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I. Inledning

1. Geometrins uppbyggnad

Ordet geometri betyder ordagrant jordmiitning. Namnet anty-
der att geometrin fran borjan var ett slags naturvetenskap. Ge-
nom mitningar och konstruktioner kunde man faststilla vissa
geometriska forhdllanden, exempelvis att en triangel med sidor-
na 3, 4 och 5 lingdenhceter alltid dr ritvinklig. Upprepade
experiment visade att detta alltid stimde.

P4 si sitt fick man en samling empiriska satser om olika
geometriska begrepp, punkter, ridta linjer, cirklar, plan etoc.
Alla dessa var givna av erfarecnheten. Det var inte friga om
att ge bevis for givna pisticnden utan att formulera anvind-
bara rakneregler och konstruktionsmetoder. Det hette alitid:
Gor sa hir s far du ctt visst resultat.

Det forefaller forst ha varit de gamla grekerna som angrep
problemen frin en mera teoretisk utgdngspunkt. De upptickte
att om vissa satser var givna si var det mojligt att hirleda
andra satser genom rent teorctiska dverviaganden, oberocnde av
erfarenheten. Det lig da nira till hands att stilla fragan vilka
satser som méste vara givna frin forsta borjan och vilka som
kunde hiirledas pa teoretisk vig ur dessa. Genom den f{rége-
stillningen antog geometrin karakiiren av matematisk veten-
skap, sddan denna bedrivs i vira dagar.

1 den moderna matematiken utgdr man, precis som de gamla
grekerna, frin en samling givna pistienden vilka utan bevis
liggs till grund f6r en matematisk tcori av nagot slag. De
grundliaggande pastdendena maéste vara sadana att de inte mot-
sager varandra. I dvrigt finns inga hinder att vilja dem efter
vilka principer man vill.

For grekerna var utgdngspunkten den att de givna satserna
skulle stimma 6verens med forhllandena 1 omvirlden. De
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satser som man kunde hirleda fér exempelvis trianglar skulle
visa sig riktiga for sidana trianglar som man kunde rita upp
och miita. Mcn sjilva satserna skulle inte fdlja av erfarenheten
utan hidrledas pd rent tearetisk vig.

Hir skall nirmast ges en Gversikt av grekernas geometri for
planct, sddan den framstiills hos Euklides. Sedan féljer en dver-
sikt Gver den historiska utvecklingen av Euklides geometri fram
till upptickten att det ocksd finns andra geometriska system.
De ar frin logisk synpunkt likaberattigade med Euklides geo-
metri och brukar kallas icke-euklidiska geomctrier.

I niista avsnitt f6ljer en modern framstillning av den eukli-
diska geometrin. Denna bygger pd ctt antal grundliggande
axiom som med vissa dndringar dven kan anvindas for att
framstilla den hyperboliska och den elliptiska geometrin. I
ovrigt behandlas bi.a. frigan om de olika gecometricrnas mot-
sigelsefrihet, om vilken geometri som giller i virldsrymden
m.m.



1. Euklides och den grekiska geometrin

2. Allmiint

Den grekiske matematiker vars arbeten vi bidst kinner dll &r
Euklides (t ca 300 f. KrA.). Denne sammanfattade grekernas
matematiska vetande i siit stora arbete Elementa. Det omfattar
13 bécker, av vilka de scx forsta behandlar planimetrin och de
tre sista stercometrin. Det vittnar hogt om Euklides skarpsinne
att hans geometri § 6ver 2 000 &r ansags oangripbar frin veten-
skaplig synpunkt, trots att hans arbete listes och kommen-
terades av generationer av vetenskapsmin.

Euklides uppstaller forst vissa definitioner av de matematiska
objekt som ingdr i hans system, sdsom punkter och rata linjer.
Direfter faststiller Fuklides vissa fundamentala satser som
han kallar axiom och postulat, De innehdller frdn borjan givia
relationer mellan de matematiska objckten.

Euklides syfte dr det moderna, nimligen att bygga upp ett
abstrakt geometriskt system obercende av éskddningen. Han
har inte lyckats helt. I vissa av sina bevis anvinder han f&rut-
sattningar som han inte postalerat utan sem stillatigande férut-
siatts med ledning av askadliga forestillningar.

Euklides system brukar efter honom kallas for den euklidiska
geomeltrin,

I bérjan av sin forsta bok uppstilier Euklides 23 definitioner,
5 axiom och 5 postulat. Axiomen dr grundidggande antaganden
av algebraisk natur, postulaten grundliggande antaganden av
- geometrisk natur. I modern geometri skiljer man inte pd dessa
tva slag av forutsittningar utan anvinder for bidadera orden
axiom eller postulat.

De olika katcgoricrna av element 1 en geometri kallas van-
ligen punkter, rita linjer et¢. Men en geometri ir ju ett logiskt
system dir elementens egenskaper bestdms av axiomatiskt givna
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relationer. Av den intuitiva uppfattningen om vad en riit linje
ar for nagot fir man darfdr inte 1ita férleda sig att ge det
matematiska begreppet riit linje i en viss geometri nigra egen-
skaper som inte kan hirledas ur de givna axiomen.

Euklides och den grekiska matematiken stillde ett speciellt
krav pd geometrin. Dess axiom och postulat skulle viljas pa
sadant satt att satserna 1 systemct stimde Gvercns med den
intuitiva uppfattningen av det askadliga rummet. Det dskidliga
rummet skulle med modernt sprdkbruk vara en miodell av
Euklides logiska system.

Som exempel pd denna princip kan tas Euklides val av paral-
Iellpostulat. Nar Euklides skall formulera ett postuiat, som
utsdger hur minga riita linjer som gir genom en punkt utanfor
en given rit linje utan att skidra den givna rita linjen, si forut-
siatter han att det bara finns en enda sadan rit linje. For den
intuitiva uppfattningen #r detta den enda tdnkbara mojlighcten.

Forst 2000 ar efter Euklides provade man mdjligheten att
forutsitia att det finns flera rita linjer som inte skiir den givna.

Rent Askadningsmissigt férefaller” ett sddant antagande orim-
ligt. Det visar sig dock att om man byter ut Euklides parallell-
postulat mot nyssnimnda antagande men bibehiller alla 6vriga
axiom i den euklidiska geometrin, sd far 1aan ett motsiagelse-
fritt logiskt system precis som i fdrra faliet. Denna nya geo-
metri brukar vanligen kallas den icke-euklidiska eller hyper-
boliska gevmetrin.

Varje geometri i vilken det euklidiska parallellpostulatet inte
giller sigs stundom vara icke-euklidisk, vilket kan ge anledning
till forviixlingar.

3. Euklides dcfinitioner

En matematisk definition ar en férklaring av meningen med ett
matematiskt begrepp. I regel anvinder man sig hirvid av andra
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matematiska begrepp. Vissa begrepp kan inte ges ngon mate-
matisk innebord annat dn i forhédllande till varandra.

Definitionerna i Fuklides Elementa utgtr det svagaste par-
tict. Nagra av dem #r existensvillkor, medan andra innebéller
en antydan om egenskaper hos den rumsliga dskidningen men
saknar matematisk inncbord. Vissa av dem1 kan bara forstds
mot bakgrunden av samtida grekiskt tinkande.

Vi skall som exempel betrakta nigra av Euklides definitioner.
Vi betecknar definitton med ett D och bibehiller Euklides
numrering.

D L. En punkt ér ndgot som inte kan delas.

Definitionen framhdller cn egenskap hos den dskddliga bilden
av en punkt. Den som inte pad forhand har vissa associationer
férknippade med ordet “punkt” fir ingen uppfatining om be-
greppets matematiska innebdrd. Definitionen anses hinga sam-

man med grekernas filosofiska spekulationer Gver atomen som
den minsta, odelbara miingden av matcria.

D 2. En linje iir en lingd utan bredd.

Definitionen dr av samma slag som D 1, eftersom begreppen
lingd och bredd inte givits nigon matematisk innebdrd.

D 3. En linjes dndar ér punkier.

D 3 ar egentligen ett postulaf, ty den innchiller ett antagande
av geomeirisk natur om sambandet mellan linjer och punkter.
Man antar att Euklides ursprungligen delinierat punkt som
en linjes andpunkt och att D 3 dr en kvarleva av detta.

D 4. En rit linje dr en linje som ligger likformigt mellan sina
punkzer.

D 5. En yta dr ndgot som bara har liingd och bredd.
D 6. En ytas begriinsningar ir linjer.

D 7. En plan yta ir en yta som ligger likformigt mellan de
rdta linjerna pa den.

D 5—D 7 ar tydligen bildade i analogi med D 2—D 4.
11
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D R. En plan vinkel dr lutningen mellan iva linjer som ligger
i samma plan och rdkas men inte ligger i rit linje.

D B ir ytterst otilifredsstallande och kan bara anvindas, om
man vigir frin en dskiddlig bild. Den talar om “lutningen”
utan att férklara den matematiska innebédrden och menar med
“linje” en icke begrinsad linje (jfr I» 3). Meningen ir att defi-
nitionen dven skall omfatta vinklar mellan kroklinjer. D8
definierar endast vinklar mindre in ett halvt varv.

D 9. Niir de linjer sam begrinsar en vinkel iir riita linjer,
kallas vinkeln rélinjig.

D 9 dr cn matematiskt korrekt definition.

D 10. Om en rit linje skiir en annan rit linje pa ett sddant
sitt att vinklarna péd bada sidor blir Lika stora, sé kallay var och
en av dessa lika stora vinklar en rét vinkel.

Till slut skall vi pimaa

D 23. Tva riita linjer séigs vara parallella, om de ligger i
samma plan och aldrig rdkas, om de férlings obegrinsat &t
bada sidor.

Den stora svagheten dr som synes att Euklides fdrsoker att
ge en sjalvstindig matematisk innebdrd at sddana begrepp som
punkt och rit linje, vilka bara kan ges cn sidan innebdrd
genom aft stidllas i relation till varandra. De senare definitioner-
na, som kan stédja sig pd redan infdrda begrepp, ar i allmidnhet
matematiskt korrekta,

4. Euklides axiom ach postulat

Euklides infor fdljande fem pastulas, dvs. forutsitiningar av
geometrisk natur. Vi betecknar dem P1—P 5,

P 1. Det fordras att man kan dra en riit linje frin en punkt
till en annan.

P2 Och att varje begrdnsad riit linje kan férlingas obe-
griinsal.
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P3. Och ati man kring varje medelpunkt kan beskriva en
cirkel med given radie.

P 4. Ock att alla rita vinklar ér lika.

P 5. Och niir en riit linje triiffar rva andra riita linjer, och de
bida inre vinklarna pé samma sida om den skidrande riita linjen
dr mindre &in tva riita, sé skall de bada réita linjerna, om de for-
lings obegriinsat, rikas pi den sida om den skirande rita linjen
som de bada vinklarna ligger som {ir mindre dn tva rita.

Eukiides siger inte uttryckiigen att postulaten giiller relatio-
ner i ctt plan. P3 och P 5 &r emellertid formulerade med tanke
pd planet.

I P 1 sdgs ingenting om aft rita linjen mellan tvd punkter dr
entydigt bestamd. Detia forutsitier Euklides stillatigande och
anviander entydigheten exempelvis vid beviset av sats 4 nedan.

I sjalva verket anvinder Euklides vid beviset av sina satser
dven andra postulat, som framgar av askiddningen men som
han aldrig har forutsatt. Bla. ayitjar han foljande tva skdr-
ningspostulat.

Sk 1. Om en riit linje gar genom en punkt inuti en cirkel, sa
skérs cirkeln av rita linjen.

Sk 2. Om vardera av tva cirklar gar genom en punkt i det
inre av den andra cirkeln, sa skiir cirklarna varandra.

Man kan visa att Sk 2 4r en foljd av Sk 1.

Vidarc fattas antaganden om att en rit linje delar planet i
tva defar och att en punkt pd en rit linje delar denna i tvd
defar. Over huvud taget saknas de s.k. anordningsaxiomen
(avsnitt 12 nedan).

Fuklides infér ocksid fem axiom. De dr grundliggande anta-
ganden av algebraisk natur och innehdller relationer mellan
"storheter”, utan att Euklides [drklarar vad han menar ddarmed.
Av tillampningarna framgir dock att han med storheter i
axiomens mening avser strickor, ritlinjiga vinklar och plana
figurer, exempelvis trianglar.

Foljande axiom uppstalls, Vi betecknar dem A 1—A 5.
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A 1. Storheter som dr lika med en och samma storhet iir

sinsemellan lika.

A 2. Och nidr man adderar lika storheter till lika siorheter,
sd blir iiven summorna lika storheter.

A 3. Och niir lika storheter subtraheras frdan lika storheter,
sid blir diven resterna lika storheter.

Ad. Och storheter som téiicker varandra éir lika stora.

A 5. Der hela iir stérre dn sin del.

Om Euklides “storheter” betecknas a, b, ¢, d, s kan de tre
forsta axiomen med moderna beteckningar formuleras pid fol-
jande satt. Den lilla pilen anger att ndgot f8ljer av de relationer
som man forst skrivit upp.

a=b, c=b s a=c.
A2 a=bh, c=d—atc=b+d.
a=h, c=d—sa-c=b-d.

Inte heller ifriga om axiomen har Euklides fitt med alla de
forugsdttningar som han sedan anvinder sig av. Man saknar

bl.a. foljande axiom, dir tecknet > betyder “stérre An”.

a=h, b>c—sa>c.
a=h, c>d—a+ec>b+4d.

5. Nagra av Euklides satser

Euklides avsikt &r nu att bygga upp ett rent logiskt system med
hjdlp av de antaganden han gjort. Vi skall g8 igenom ett par av
hans satser och se hur han gir tillviiga.

Sats 1. Problem. A1t konstruera en liksidig triangel med given
sida.

Givet: En stricka AB (se fig. 1).
Enligt P3 kan vi rita en cirkel ¢; med medelpunkten i A4,
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Fig. 1

som gAr genom punkten B, och en cirkel ¢; med medelpunkten
i B, som gar genom punkten 4.

De bida cirklarna skir varandra i punkten C. (Sk 2. Buklides
har som tidigare anmirkts inget postulat om villkoren for att
tvd cirklar skall skira varandra utan néjer sig med att stilla-
tigande lata det ske, nidr dskidningen visar att si foljer av ¢en
viss konstruktion.)

Enligt P1 kan vi dra rita linjerna AC och BC.

P4 grund av cirklarnas egenskaper giller nu AC=AB,

BC = AB.
Enligt A 1 foljer av detta AC=BC.
Alltsa ar triangeln ABC liksidig, vilket skulle bevisas.

Sats 2. Problem. Att frdn en given punkt avsiita en given
striicka.

Givet: Punkien A och strickan BC (se fig. 2).

Drag rita linjen AB (P 1).

Konstruera den liksidiga triangeln ABD (sats 1).

Forling DA och DB (P 2: en rit linje kan fdrlingas obegrin-
sat).

Konstruera cirkeln ¢; med B som medelpunkt och BC som
radie (P 3).

Uppsék skirningspunkten E mellan cirkeln ¢; och DB.s for-
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Fig. 2

langning (Sk 1: Euklides forutsitter stillatigande att en skér-
ningspunkt existerar).

Konstruera cirkeln ¢; med D som medelpunkt och DE som
radie (P 3).

Uppsék skirningspunkten F mellan ¢, och AD:s férlingning
Sk 1).

DA giller AF=BE (A 3: lika storheter minskade med lika
storheter).

Vidare giller BE=BC (féljer av cirkelns egenskaper).

Alltsd dr AF=BC (A 1: tvd storheter ir lika med en och
samma storhet).

Sats 3. Problem. Att pa den stirre av tvd givna strickor av-
sétta en striicka av samma storlek som den mindre.

Givet: Strickorna AB och CD, AB>CD (se fig. 3).

Avsitt frdn punkten A cn stricka AE=CD (mdjligt enligt
sats 2).

Konstruera en cirkel med 4 som medelpunkt och AE som
radie (P 3).

Bestim skidrningspunkten ¥ mellan 4B och cirkeln (Sk 1}.

DA dar CD=AE=AF (féijcr av A1 och av cirkelns egen-
skaper).

Sats 4. (Férsta kongruensteoremet.) Om (va sidor och mel-
lanliggande vinkel i en triangel dr lika med motsvarande ele-
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Fig. 3

ment { en annan triangel, sd dr de bdgge trianglarnas tredje
sidor lika stora, och triangelytorna iir lika stora, och de dvriga
tva vinklarna dr lika stora som var sin vinkel i den andra
trigngeln.

Givet: De bida trianglarna ABC och A'B'C’, i vilka AB<=
=A'R’, AC=.4'C’ och vinkeln A =vinkeln A" (se fig. 4).

Euklides bevisar satsen genom att tanka sig triangeln 4BC
flyttad 6ver pd triangeln A'B'C’ pd sidant satt att vinkeln A
ticker vinkeln A, sidan A8 ticker sidan A'B’ och sidan AC
tacker sidan A°C".

DA miste ocksd BC ticka B'C’, "ty annars skulle tva rita
linjer innesluta ett rum, vilket ir omojligt”. (Med detta menar
formodligen Eukiides att man inte kan dra tva rita linjer mel-
lan punkterna B =B’ och C=C". Han anvinder sig alltsi av den
i P1 inte klart uttalade egenskapen att tvid punkter entydigt
bestammer en rit linje.)

Efter flyttning féljer alla likheter av A 4 (tva ytor som ticker
varandra ir lika).




Det 8r miarkligt att Euklides utan vidare flyttar en hel tri-
angel, nir han i sats 1—3 gjort sig sidant besvar med flyttning
av strickor. Det forefailer som om han inte varit riktigt néjd
med de bevis som anviinder flyttning, ty nir sd ir méjligt und-
viker han flyttning. Nar flyttning férckommer, forutsitter
Fuklides stillatigande

Flyttningspostulatet: Der dr mjligt att flyviia en triangel vart
som helst § planet utan att édndra dess sidor och vinklar.

Vi skall sedermera se hur man i modern geometri undviker
flyttningspostulatet genom att [rutsidtta en del av forsta kon-
gruensteoremet som ett axiom (axiom TII, 5 nedan).

I sats 5 anvdnder Euklides sats 4 i1l att bevisa att de bida
vinklarna, som stir mot de lika sidorna i en likbent triangel,
ar lika stora. I ndsta sats anvinder han for f6rsta gingen A S
(det hela dr stérre &n var och en av sina delar) far att bevisa
omvindningen.

Sats 6. Om tvd vinklar i en triangel ir lika stora, sd dr moi-
stdende sidor lika stora.

Givet: Triangeln ABC, i vilken vinklarna B och C ir lika
stora (fig. 5).

Om inte de sidor som stir mot de lika vinklarna ar lika
stora, si maste den ena vara stdrre in den andra. Antag att vi
har AB> AC. Avsitt pi BA en stricka BD i riktning mot 4
sddan att BD =CA. Drag CD.

Man kan nu visa att trianglarna ACB och DBC ir kon-
gruenta, ty vinklarna i den ursprungliga triangcln vid B och C
ar lika, och vidare 4r 8D =CA samt BC gemensam.

Mcn da giller specicllt att trianglarnas ytor ar lika stora,
vilket strider mot A 5. Faljaktligen miste man ha AB=A4C,
v.s. b

Euklides har nu anvint alla fem axtomen samt P 1—P 3. Av
postulaten aterstir P4 (alla rita vinklar ar lika) samt P 5 (pa-
ralicllaxiomet).

I sats 11 visar Euklides att rita vinklar existerar. Han arfvin-
der sedan P4, excmpelvis {0r att bevisa att vertikalvinklar &r
lika stora. Med vertikalvinklar menas som bekant de parvis



Fig. 5 8 °

lika stora vinklar som uppkommer da ett par rita linjer skir
varandra.

En rat vinkel betecknar vi i det foljande med bokstaven R.

Parallellaxiomet P 5 undviker Euklides i det lingsta aft an-
vinda., Man far ett intryck av att han har forsdkt komma sd
langt som méjligt utan P 5. Han bevisar exempelvis satsen att
en yttervinkel till en triangcl dr stérre @n var och en av de
motsticnde inre vinklarna i triangeln utan att anvdnda P 5,
vilket avsevirt skulle forenklat beviset, Det dr tinkbart att han
i det lingsta hoppats att kunna bevisa P 5 som en sats.

Med hjdlp av nyssndmnda sats om en yttervinkel till en
triangel bevisar Euklides att parallella linjer existerar.

Sats 27. Om en riit linje skiir iva andra riita linjer sa att ett
par alternatvinklar dr lika stora, sa kan inte de tva linjerna
skéra varandra.

Ett av de bada paren alternatvinklar har markerats i fig. 6.

Beviset fors indirekt. Om inte de bida rdta linjerna vore
parallella, si maste de skira varandra (se fig. 7). I s& fall upp-
kommer en triangel sadan att en yttervinkel ar lika stor som en
av de motstiende inre vinklarna, vilket dr omdojligt.

Med hiilp av sats 27 kan Euklides alltsa konstruera en rit
linje genom en punkt utanfsr en given rat linje och parallell
med den givna rita linjen. Harvid sammanbinder han den giv-
na punkten med en punkt pa den givna riata linjen och kon-
struerar tva lika alternatvinklar.
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Fig. 6 Fig. 7

Problemet dr nu om konstruktionen dr entydig. Kan man fi
andra rita linjer som inte skir den givha genom at{ samman-
binda den givna punkten med andra punkter pd den givna rita
linjen och konstruera lika alternatvinklar? Eller fir man sam-
ma riita linje som vid den forsta konstruktionen?

Om vi har flera rata linjer genom punkten P, paratlella med
rita linjen /, 54 méiste med beteckningarna i fig. 8 gilla d>9p.
Om o och § dr sidovinklar och man alltsd har ¢+8=2R, si
miste gilla o +y <2R.

Utifran askadningen kan det férefalla som om man litt
borde kunna hirleda en sats om att det finns en och endast en
rit linje genom P, som inte skir [ Det dr dock inte majligt.
Man vet numera ait entydigheten mdiste forutsidttas som ett
postulat. S& gjorde ju Euklides, som léste problemet genom att
inféra P S. Enligt P 5 maAste de rita linjerna skiira varandra,
om man har a+y<2R, dvs. om summan av de bida inre vink-
larna pi samma sida om den skidrande linjen ir <2R.

Nir Euklides vil forutsatt P 5, kan han bevisa omvandningen
av sats 27.

Sats 29. Om ett par riita linjer iir parallella och skiirs av en
tredje, sd dr eit par alternatvinklar lika stora.

Fig. B



Fig. 9

Bevis. Antag att satsen vore falsk. DA hade man ett par
parallella rita linjer, som skulle skiras av en tredje utan att
alternatvinklarna vore lika stora.

Mecd beteckningatna i fig. 9 giller ¢ +»=2R. Om «>f, i
féljde ff+y <2R. Men da rikades de givna rita linjerna enligt
P 5, vilket strider mot antagandet.

Man kan nu hiarleda en rad satser som bevisas med hjilp av
P 5, exempelvis att vinkelsumman i en triangel &r =2R.



I1I. Parallellaxiomets historia

6. Iran Euklides till Gauss

Om man undantar parallellaxiomet innchiller Euklides axiom
och postulat idel forutsittningar av enklaste slag. Parallellaxio-
met dr diremot mera invecklat. Som redan pipekats, synes
t.o.m. Euklides sjalv ha varit tveksam ifall inte parallellaxiomet
egentligen vore en geometrisk sats, méjlig ati bevisa med hjdlp
av dvriga axiom och postulat.

Under de tva artusenden som foljde pa Euklides gjordes
manga forsok att bevisa parallellaxiomet som en sats. Man
lyckades visserligen inte finna nigot korrekt bevis, men man
upptickte att parallellaxiomet kan ersdttas med likvirdiga
axiom. Sadana axiom ar t.ex. foljande.

Om en riit linje skidr den ena av tva rita linjer, som aldrig
rakas, sd maste den ocksd skira den andra (Proclus, 400-talet
e. Kr.).

Genom tre punkter, som inte ligger i riit linje, kan man alltid
liigga en cirkel (W. Bolyai, omkr. 1800).

Vinkelsumman i en triangel ir tva ritta (Sacceri, omkr. 1700).

Det finns likformiga trianglar som inte éir kongruenta (Wal-
iz, 1600-talet).

Genom en punkt [ det inre av en vinkel kan man alliid kon-
struera en rit linje som skir bdda vinkelbenen (J. F. Larenz,
1791).

Alla punkier pd givet avstdnd frin en given riit linje och pd
samma sida om denna ligger pd en riit linje (Clavius, 1500-
talet).

Eftersom parallcliaxiomet inte géaller i den hyperboliska geo-
metrin, kan inte heller ovanstiende utsagor gilla i denna.

Vid forsta dgonkastet verkar det kanske yiterst egendomligt
att inte alla de uppriaknade satserna skulle giilla. Dct strider ju
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Fig. 10

mot sunda férnuftet, dvs. mot den omedelbara uppfattning
man har av forhillandena i ett vanligt Askadligt plan.

Men som tidigare framhadllits menar ju Cuklides sjalv att
hans systern skulle vara en abstrakt logisk byggnad, som inte
utgdr frin askiadningen. Om man indrar de grundliggande
axiomen, misle man sdledes friga sig om det dr mijligt aft
konstruera ett logiskt system, dar inte ovanstdende satser giller.

Ett sddant system #r faktiskt vad man fir genom en si enkel
Agard som att ersiitta det cuklidiska parallellaxicmet med an-
tagandet att man genom en given punkt kan dra flera olika
rdta linjer, som inte skidr en given rit linje.

Som excmpel pd forsoken att bevisa det euklidiska parallell-
axiomet som en sats skall visas hur engclsmannen Wallis
(1616—1703) bevisade P 5 genom att stillatigande fdrutsitea
att det existerar likformiga trianglar som inte dr kongruenta.

Givet: Tva rita linjer m och n, som skirs av en tredje rit
linje PQ@ i P resp. O pa sidant siitt att summan av de bida inre
vinklarna pi ena sidan om PQ ir mindre dn tva rita (fig. 10).

Om vi med beteckningarna i fig. 10 kallar de bada inre vink-
larna @ och f, si giller alltsi enligt antagandet

a+f<2R.

Drag en rit linje I genom P pd siddant siitt, att AIPQ=qa.
! och n skir d& PQ under lika stora alternatvinklar, varav foljer
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att de dr parallella. Eftersom a<2R —§ s& kommer [ att falla i
det inre av A mPQ.

Drag genom en punkt R pd strickan PQ en rit linje I’ pa-
rallell med ! genom att avsitta lika stora alternatvinklar a.
Om R viiljs niira P si maste " skidra daven s, it vara i punk-
ten S. Det bildas alltsd en triangel PRS.

Wallis konstaterar nu att en triangel enligt Euklides 3:e kon-
gruensteorem ar fullt bestimd, om man kiinner tva vinklar och
mellanliggande sida. Han anvinder detta f6r att jamféra den
figur som begrinsas av de rita linjcrna PQ, # och n med tri-
angeln PRS. Enligt konstruktionen giller

APRS=AQ=aqa,
ARPS=AQPS=4.

Eftersom de bada vinklarna APRS och A RPS tillsammans
med mellanliggande sida PR bestimmer triangeln PRS, si drar
Wallis den slutsatsen att vinklarna A @ och A QPS tilisammans
med den mellanliggande sidan PQ bestimmer en med PRS lik-
formig triangel. Av deita foljer i sin tur att m och n skir var-
andra i en punkt T,

Den forste som kom med ett nytt och fruktbart betraktelse-
sitt var jesuitpatern Gerolamo Sacceri (djiro'lamo sa’tjeri,
1667-1733), lirare vid universitetet i Pavia. Hans huvudarbete
trycktes 1733 under titeln Euclides ab omni naevo vindicatus,
Euklides befriad fran varje flick. Redan 1697 hade han i ett
mindre arbete, Logica demonsirativa, framlagt grundidén till
den indirckta bevismetod som han anvinde i sina [orsék att
bevisa Euklides paralleliaxiom.

Sacceris huvudarbete utgavs i engelsk &versiittning 1894 |
forsta bandet av American Mathematical Monthly, i tysk dver-
sittning 1895 i F. Engels och P. Stickels i litteraturforteck-
ningen upptagna historik.

Fér alla som tidigare sysslat med geometri hade det varit
sjalvklart att parallelfaxiomet skulle gilla. Sacceri utgick 1 lik-
het med sina foregangare frin Fuklides system men gjorde
inget forsék att bevisa parallellaxiomet med hjilp av Fuklides
dvriga forutsitiningar. Han antog i stillet att om paralicilaxio-
met verkligen vore ett axiom, si skulle man komma till en
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rad motsagelser om man forsokte bygga upp ett geometriskt
systemn utan paraliellaxiomet. P4 si sitt skulle man pa indirckt
viag crhalia ett bevis for nodvindigheten av att infdra parallell-
axiomet.

Sacceri betrakiar en fyrhérning ABCD, dar vinklarna vid 4
och B 4r rita och sidorna AD och BC lika (fig. 11).

Man kan nu visa att vinklarna € och D ir lika utan att
parallellaxiomet behdver anvindas. Detta sker genom att man
drar diagonalerna AC och BD och bevisar att trianglarna ABC
och BAD &r kongrucnta och likasd trianglarna ACD och BDC
(se fig. 12).

Utan parallellaxiomet kan man emellertid inte avgdra om
vinklarna € och [ ir spetsiga, rita eller trubbiga.

Sacceri gjorde nu tre olika antaganden, vilka han sedan
undersokte var for sig:

a) Vinklarna C och D ir spetsiga.
b) Vinklarna C och D ir rita.
¢) Vinklarna € och D &r trubbiga.

Sacceri kan nu visa bl.a. foljande sats:

Vinkelsumman i en triangel 4r a) mindre #n, b) lika med,
c) stérre an 180°.

Beviset gar s till att Sacceri delar upp en gadtycklig triangel
i tvAd ritvinkliga trianglar genom att dra hdjden fran ett av
triangelns horn. Satsen visas sedan for en ratvinklig triangel
ABC.

Drag AD vinkelrit mot AB och sammanbind € med D. Di
fir man en Sacceris fyrhdrning.
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Sacceri visar forst att for sidorna AB och CD i de tre fallen
giller a) AB<CD, b) AB=CD, c) AB>CD (< betyder mindre
in, > storre in). T fall b) fir han di att trianglarna ABC och
ACD ar kongrucnta i(alla sidor lika). Speciclll blir vinkeln
ACB =vinkeln CAD. Men summan av vinklarna CAD och
CAB 4dr 90°, Siledes blir vinkelsumman i triangeln ABC 180°.

1 fall a} giller AB<CD. D& miste enligt Sacceri vinkeln
DAC vara storre an vinkeln ACB. Men ADAC+ ACAB=50".
D4 4t ACAB+ AACB<90° och vinkelsumman i triangeln
ABC mindre &n 180°. Fall ¢} behandlas analogt.

Sacceri visar ocksi att de rata linjerna AB och CD har en
gemensam normal EF. Detta harleder han genom fdljande
kontinuiletsresonemang. Lat AD, som ju dr vinkelrit mot AB,
forflytta sig frin A till B och hela tiden vara vinkelrit mot AB.
Vinkeln ADC maste under forflytiningen minska resp. dka allt-
eftersom den frin bérjan 4r trubbig resp. spetsig. I liget BC
har den ju bytt karaktidr. Den dr dir spetsig, om den fran bor-
jan var trubbig, och vice versa. Men di mdste den i ndgot mel-
lanldge vara vinkelrdt mot CD och di vara den gemensamma
narmalen.

(Man kan f.6. Jitt bestimma normalen genom att dra rata
linjen EQOF pa sadant sétt att den utg6r bisektris till de bida
vertikalvinklarna AOB och COD. De bada triangelparen OFC
och OFD resp. OEA och OFER blir di kongruenta. Av detta
foljer att vinklarna vid E och F dr rita. Foljaktligen dr EF den
sdkta pemensamma normalen.)

Man kan nu visa att alla punkter pid samma sida om cn rit
linje och pi samma avstind frin den rita linjen inte i den
hyperboliska geometrin kan ligga pi en rit linje. I Sacceris fyr-
hérning ligger ju C och D lika TAngt frin rita linjen AB. Om
alla punkter pd detta avstind frin A48£ skulle ligga pa rita
linjen genom C och D, skulle man ha 4D =EF. Men di vore
AEFD en fyrhdrning av det slag Sacceri behandlade, dvs. vink-
larna D och F skulle vara av samma slag. Detta ir endast méj-
ligt i den euklidiska geometrin; i fallen a) och ¢) fAr man en
motsiigelse.

I fall ¢) kom Sacceri siledes fram till att vinkelsumman i en
triangel var stérre 4n 180°. Eftersom han med Fuklides hade

26



forutsatt att en rat linje kan forlingas obegrinsat, kunde han
bevisa parallellaxiomet utifrin antagandet ). Av parallellaxio-
met féljer att vinkelsumman i en triangel &r exakt 180°. Dar-
med konstaterade Sacceri att han funnit en maotsigelse.

I den moderna geometrin kan man bygga upp ett axiom-
system didr antagandet c) giller. Men man far d& dndra pa
vissa av Euklides dvriga axiom och postulat fér att fi ett mot-
sigelsefritt system.

Av antagandet b) foljer parallellaxiomet och diarmed den
vanliga euklidiska geometrin.

Nir Sacceri gjorde antagandet a) kunde han hirleda en rad
satser som féreféll samtiden vanveiliga, darfér att de strider
mot vad man intuitivt anser gilla i ett plan. I sjalva verket
innebiir de inga logiska motsigelser mot de gjorda antagan-
dena. De ar alltsd inga bevis for att antagandet a) dr orimligt.

Sacceri fann bla, att vinkelsumman i cn triangel &r mindre
in 180°. Genom ett felshut trodde han sig dven i fallet a) ha
kommit fram till en motsigelse och ansig sig darfor kunna av-
farda ocksd detta. I sjalva verket var han den forste som har-
ledde en rad satser som gilicr fér den hyperboliska cller icke-
euklidiska geometrin.

Den amerikanske matematikern E. T. Bell, kdnd dven i vart
land f6r sina populdra arbeten om matematikens historia, har
givit spridning at en berittelse som ifragasitter Sacceris veten-
skapliga hedcrlighet. Sacceri skulle nimligen mot biiltre vetan-
de ha uppgivit att han kommit till en motsigelse i fallet a).
Sjilv skuile han ha begripit att den motsagelse han erhillit en-
dast var skenbar. Orsaken skalle ha varit att den cuklidiska
geometrin ju erfarenhetsmiissigt giallde i den virld som skapats
av Var Herre. Aven den cuklidiska geometrin utgjorde ett av
Hans skapade verk. Att konstruera ett med denna likaberittigat
logiskt system vore darfér en hidelse.

Faorklaringen verkar efterhandskonstruktion. Sacceri hade
knappast nigon kansla for att det kunde finnas andra logiskt
riktipa geometricr in den euklidiska. Han var sikerligen in-
stalld pa att f6rr eller senare finna en motsagelse.

Sacceris bevis dr 16 sidor lingt. Motsigelsen erhills genom
att vissa skirningspunkier i en figur tinks forflyttade till oind-
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ligt avstind. Att sidant kunde vara otillitet hade man inte
nigon kinsla for i birjan av 1700-talet. Det drojde ocksa till
efter Sacceris tid innan man fann hans felslut. Att en nutida
matematiker av facket genast uppticker det ar timligen sjalv-
klart. Hypotesen om Sacceris pastidda ohederlighet dr nirmast
en iljustration till vissa amerikanska lardomshistorikers ofér-
méga att leva sig in § en gingen tids situation for att i stdllet
beddma andra tiders problem utifrdn sin egen upplysta stind-
punkt.

Bland matematiker som under senare hilften av 1700-talat
sysslade med geometriska undersokningar kan nimnas schwei-
zaren Johann Heinrich Lambert (1728—1777). Han studerade
en fyrhdrning med tre rita vinklar. Fér den fjirde vinkeln
gjorde han liknande antaganden som Sacceri: den forutsattes
vara spetsig, rit eller trubbig.

Lambert visade bland annat en viktig sats fér ytan av en
triangel i den spetsiga och den trubbiga vinkelns geometri. Om
vinkelsumman i triangeln ABC skiljer sig frin 180° med en
vinkel £, s dr triangeins yta proportionell mot = Ju storre
vinkeln & ir, desto stérre blir triangetytan. For den spetsiga
vinkelns geometri, den hyperboliska geometrin, innebir tyd-
ligen detta att om vinkelsumman i en triangel 4r mindre in i
en annan sd dr den férsta triangeins yta storre.

Nigot senare dn Lambert arhetade fransmannen Adrien
Marie Legendre (1752—1833) med geometriska undersokningar.
Han visade bl.a. att om alla Euklides axiom utom parallell-
axiomet foruotsitts gilla kan vinkelsumman i en triangel inte
dverstiga 180°. Han kunde dirigenom aviirda Sacceris anta-
gande om den trubbiga vinkeln. Varken Lambert eller Le-
gendre kom emellertid med ndgot principiellt nytt utéver Sac-
ceris undersdkningar.

Shutligen bir ocksd pdmmas ungraren Bolyai Farkas, tysk
namnform Wolfgang Bolyai (1775—1856). Aren 1796—1799
studerade denne i Géttingen och sysselsatie sig d& med under-
sOkningar over paralleHlaxiomets natur. Han var under denna
tid en ndra vin till Gauss, som annars levde timligen isalerat.
Sedan Bolyai Iamnat Géttingen uppehéll han brevkontakt med
Gauss. Han skickade saledes ar 1804 ett fdrsdk att bevisa pa-
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Fig. 13

rallellaxiomet till Gauss, som dock miste svara att beviset var
felaktigt.

1 ctt senare arbete, Tentamen juventutem studiosam in ele-
menia Matheseos . .., publicerat 1832--35, visade Wolfgang
Bolyai bla. foljande sats.

Sats. Om man alltid kan liigga en cirkel genom tre punkter,
som inte ligger i riit linje, sa giiller Euklides parallellaxiom.

Fér att bevisa satsen antar Bolyai att tva riita linjer 44" och
BB’ skirs av en tredje genom A och B pa sadant sitt att vink-
larna vid B blir rata och vinkein pd ena sidan om A blir
mindre idn en rat (se fig. 13). Uppgiften ar da att visa att de
rata linjerna méste skdra varandra.

Bolyai viljer na en godtycklig punkt M pa AB och uppsdker
dess spegelbilder § 447 och BB’, som han kallar M och M”.
Eftersom vinkeln vid 4 &r spetsig ligger de inte i rit linje. Men
da kan man ligga en cirkel genom dem. Cirkelns medelpunkt
ligger i skidrningspunkten mellan mittpunktsnormalerna till
MM’ och MM”, dvs. pa skiirningspunkten mellan 44" och BB’.
Siledes existerar denna skidrningspunkt, och de ursprungliga
rita linjerna skir varandra.

7. Den icke-enklidiska geametrins upptiickt

Den sjilvklara foruisittningen for alla som sysslat med geo-
metri sedan Euklides dagar hade varit att det euklidiska paral-
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Iellaxiomet med nédvandighet miste gilla, antingen som en
sats eller som ctt axiom.

Som redan nimnts hade under 1700-talet forekommit forsck
att bevisa parallellaxiomet genom indirekt metod. De hade
inneburit ansatser till uppbyggnad av abstrakta system, i vilka
parallellaxiomct ersatts med andra antaganden. Men matema-
tikernas arbetshypotes hade varit att sidana system forr eller
senare skulle kunna visas innehalla motsigelser.

Farst under 1800-talets tva férsta drtionden upptrider veten-
skapsmidn som klart uttalar att det dr mdjligt att konstruera
en logiskt motsagelscfri geomctri, 1 vilken parallellaxiomet inte
giller. De har dnnua inga bevis. Men de understker det logiska
system som 1 det féregiende kallats den spetsiga vinkelns geo-
metri inte for att hitta motsdgelser utan fér att stodera dess
egenskaper.

Karl Friedrich Gauss

K. F. Gauss (1777—I1855) var som bekant en av alla tiders
storste matcmatiker. Samtiden gav honom drcnamnet princeps
marhematicorwm, matematikernas furste. Gauss publicerade
ytterst fi av sina matematiska upptickter darfior att han ville
ge dem en clegant, logiskt canfiktbar form. Ménga av hans
resultat blev darfér inte kinda forrin under utgivningen awv
hans samlade skrifter mdnga artionden efter hans daéd.

Till de upptickter som Gauss hemlighdll hor insikten om att
den spetsiga vinkelns geometri var cn sidrskild geometri, skild
frin den euklidiska men frin logisk synpunkt likvirdig med
denna. For den spetsiga vinkelns geometri reserverar Gauss
namnet icke-euklidisk geometri — namnet hyperbolisk peometri
inférdes sedermera av andra.

Man kan folja Gauss arbete genom de glimtar ur hans tanke-
virld somn skymtar i hans brev till olika vinner. Redan 1799,
i ett brev till den tidigare namnde Wolfgang Bolyai, uttalar
Gauss sina tvivel pi att parallellaxiomet gir aft bevisa som en
sats. Hans uppfattning under det ndrmaste &rtiondet forefaller
att ha varit oklar. I ett brev fran 1816 gbr emellertid Gauss
sidana uttalanden att han méiste ha 18st problemet om den
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icke-cuklidiska geometrin som ett logiskt system. Gauss menar
har att man skulle kunna bevisa den icke-euklidiska geometrins
giltighet i den fysiska omvariden, om man kunde finna en stor
triangel vars vinkelsumma vore mindre an 180°. Gauss raknar
klart med mdiligheten att en sidan triangel existerar.

Bland Gauss efterlimnade anteckningar fdérekommer inte
nigon systematisk framsidllning av den hyperholiska geome-
trin. Men han har vid olika tidpunkter bevisat dess viktigaste
satser.

I cit brev pa dldre dagar uppger Gauss att han redan 1792,
alltsd vid 15 ars Alder, skulle ha insett den hyperboliska geome-
trins berdttigandc som sjitlvstindigt logiskt system. Detta stim-
mer dock inte med de uttalanden i Gauss efterlimnade brev
och anteckningar som ovan anforts.

N. 1. Lobatjevskij

De forsta som publicerade framstillningar av den hyperboliska
geametrin som ett sjilvstindigl logiskt system var ryssen Lo-
batjevskij och ungraren Johan Bolyai. Deras upptickt av den
nya geometrins likaberittipande med den euklidiska anses ha
skett vid ungefir samma tidpunkt, namligen mitten av 1820-
talet, Labatjevskijs resultat publicerades dock nigot tidigare.

Nicolai lvanovitch Lobatjevskij (1793—1856) var verksam
vid universitetet i Kasan, forst som student, sedermera som
professor i matematik. Uppslaget till sina undersékningar kan
han ha fatt frdn sin lirare Bartels, som var ungdomsviin till
Gauss.

1 sina forelisningar dren 1815—1817 férsdkte Lobatjevskij
bevisa parallellaxiomet. Men han kom si sméaningom till klar-
het om dess obceroende av Euklides dvriga axiom. Hans forsta
arbete framiades 1826 £6r den fakultet han tillharde.

Den fdrsta publiceringen skedde pa ryska 1829—1830 med
titeln Om geometrins grunder. Sedan foljde en rad arbeten som
behandlade olika problem inom den nya geometrin. Lobatjev-
skij kallade den i en avhandling fran 1835 Imaginir geomerri,
i en undersékning frin 1855 pa franska och ryska fér Pangeo-
metri.




Sin forsta presentation fér icke rysksprikiga ldsare fick Lo-
batjevskijs idéer | uppsatsen "Géometrie imaginaire”, publicerad
1837 i den tyska Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik, kallad Crelles Journal. 1840 trycktes pi tyska i Berlin
ett annat geometriskt arbete av Lobatievskii, Undersikningar
av teorin jér parallella linjer.

Gauss ldrde i borjan av 1840-talet kdnna Lobartjevskijs arbe-
ten, dven de rysksprakiga, sedan han vid mer dn 60 &rs alder
biérjat ldra sig ryska. Med anledning av en oforstiende recen-
sion av Lobatjevskijs tyska skrift fran 1840 skriver Gauss till
en viin att recensionen torde ha forfattats av en alldeles okun-
nig person. Gauss fortsiitter: "Efter det jag sjalv fick tillfille
att ta del av denna undersékning dr mitt omdome dirom mye-
ket positivt.”

Johan Bolyai

Bolyai Janos eller Johan Bolyai (1802—1860) var son till mate-
matikern Wolfgang Bolyai, som nimnts i det foregiende. Han
var ungrare och dmnade bli ingenjérsofficer. Redan som kadeit
vid kejserlica ingenjorsakademin I Wien sysslade den unge
Bolvai med problemet att avgdra parallcllaxiomets natur.
1820 skrev han hem till sin far om sina undersdkningar. Denne
svarade cmellertid att detta var bortkastat arbete. Den aldre
Bolyai erinrade om hur han sjdlv under ménga ar forsokt be-
visa parallellaxiomets riktighct utan att lyckas och framhll
bla.: "Under arhundraden kommer hundratals av viarldens
bdsta geometer att fi grubbla utan att lyckas bevisa det elfte
axiomet, sivida de inte tar niagot nytt axiom till hjalp. Jag tror
jag sjilv har tagit alla tinkbara idéer i betraktande.”

Den yngre Bolyai ldat dock inte avskricka sig. De nirmaste
iren blev han klar dver att det cuklidiska parallellaxiomet inte
kunde bevisas som en sats och att det kunde tinkas en icke-
cuklidisk geometri, dir det inte gallde. I ett brev av den 23
november 1823 berittar han for fadern om sina upptickter:

“Iag har funnit s& storartade ting att jag sjalv blev forvanad.
Det skulle vara en evig skada, om de gick [Grlorade. Nir Ni
far se dem, kommer Ni ocksd att inse detta. Nu kan jag bara
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siiga s mycket som att jag ur intet har skapat en ny virld.”

Bolyai senior publicerade si smaningom sonens resultat som
en bilaga till sin egen matematiska lirobok Tentamen . . . under
en ldng latinsk titel, inledd med ordet Appendix. Johan Bolyais
Appendix frycktes i juni 1831,

Féljande ar, i februari 1832, erhdll Gauss arbetet genom en
gemensam viin till dem bada. T ett brev den 14 februari samma
ar skriver Gauss till en kollega: "Jag ndmner vidare att jag i
dagarna fran Ungern fitt mottaga en liten skrift om den icke-
euklidiska geometrin, i vilken jag Adterfunnit alla mina egna
idéer och resultat, framstillda med stor elegans, ehurn i en
form som pa grund av koncentrationen ir svir att ta del av for
den som infe 4r hemma i &mnet. Forfattaren dr en mycket ung
osterrikisk officer; hans far dr min ungdomsvin, med vilken
jag 1798 ofta diskuterade fragan, fastin mina idéer di Hnnu
var langt ifrdn det mogna stadium tili vilket denne unge man
genom sjalvstindiga forskningar nu utvecklat dem. Jag betrak-
tar denne unge geometer v. Bolyai som ett férsta rangens geni.”

Den 6 mars folide si ett brev fran Gauss till Wolfgang Bo-
lyai med ett utlitande om sonens arbete. I sak ir det erkin-
nande, i det att Gauss sitter Johan Bolyais prestation i paritet
med sina egna resultat. Men till formen verkar det onddigt
negativt.

Gauss skriver: "Nu nadgra ord angdende din sons arbete. Om
jag borjar med att siga att jag inte fir berdmma det, 33 blir du
vil I forstone forvanad, men jag kan inte annat. Att berémma
arbetet skulle betyda att berdmma mig sjalv. Ty hela skriftens
innehall, den vdg din son slagit in pd och de resuitat till vilka
han har kommit, sammanfaller nistan genomgiende med mina
egna meditationer, som jag delvis utfort redan for 306—35 ar
sedan. I sjilva verket kommer detta for mig som en stor over-
raskning. Min avsikt var att limna mina egha arbeten, av vilka
endast litet finns upptecknat, for hela min livstid opublicerade.
... Didremot var det min avsikt att med tiden anteckna allt,
54 att det icke skulle férsvinna med mig.”

Fadern Bolyai uppfattade at{ detta var menat som berém.
84 ej sonen. Johan Bolyai tog det mycket hart att en annan
hade upptickt sammanhangen inom den icke-euklidiska geo-
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metrin fare honom. Han kinde ocksi bitterhet $ver att Gauss
inte gav offentligt erkidnnande it hans arbete. Johan Bolyai
ldmnade nu helt sina matematiska studier, greps tidvis av fér-
foljelseidéer och dog efter 4r av melankoli,

Matematikerna i gemen dgnade inte Lobatjevskijs och Bo-
lyais arbelen nigon stérre uppmirksamhet. Genem publice-
ringen av (Gauss brev och anteckningar, som pabdrjades ir
1860, blev emellertid bekant vad den store Gauss utrittat inom
den hyperboliska geometrin. Den matematiska virlden bdrjade
nu mera allmént intressera sig dven for Lobatjevskii och Bolyai
och fortsatte deras underséikningar. Gauss anteckningar réran-
de den icke-euklidiska geometrin publicerades i sin helhet forst
ar 1900, i band 8 av hans Samlade arbeten.

Schwelkart och Taurinus

Under 1800-talets forsta Artionden syncs intresset for den
hyperboliska geometrin ha legat i luften. Ett exempel pa detta
ir att tva jurisier syssclsatle sig med geometriska undersbk-
ningar och kom mycket niira problemets 18sning.

Den forste av dem var Terdinand Karl Schweikart (1780—
18593, verksam forst vid universitetet i Charkov, fran 1818 juris
professor ¢ Marburg. I ctt arbete fran 1807 framkastade han
mojligheten att det euklidiska parallellaxiomet bara skulle
gilla 1 de sma forhillanden man hadc att géra med pa jord-
ytan. Ar 1818 meddelade han Gauss att han konstruerat en
icke-euklidisk geometri, som han kallade Astralgeometri (Stjirn-
geometri). Namnet valde Schweikart fér att antyda att dven
om den enklidiska geometrin enligt all erfarenhet férefsll vara
den rikiiga™ i den skala man hade att géra med pa jorden,
s4 var det mojligt att en annan geometri skulle gilla, om si-
dana avstind som fran jorden tll fixstjirnorna kom med i
betraktandet.

Schweikarts arbeten publicerades aldrig. Inom den matema-
tiska virlden fick man for forsta gingen kinnedom om dem
genom ett brev frin Schiweikart till Gauss, som iterfanns bland
den senares efterlimnade papper (band 8, 5. 180—181).
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Uppimuntrad av Schweikart ignade sig hans systerson Franz
Adolf Taurinus (1794—1874) it att bygga ut astralgeometrin
och hiirledde bl.a. vissa trigonometriska satser {6r denna. Egen-
domligt nog var Taurinus hela tiden dvertygad om den eukli-
diska geometrins riktighet och om mégjligheten av att harleda
paraileilaxiomet som en sats. 1824 sinde han Gauss ctt [rsdk
att bevisa parallellaxiomet. Detta hindrade honom cmellertid
inte att undersdka vilka konsekvenser ett fornekande av dess
giltighet kunde medfora. Taurinus bestimde saledes omkretsen
och ytan hos den hyperboliska cirkeln samt den hyperboliska
sfirens area och valym.

Aven Taurinus arbeten synes ha giit samtiden s3 gott som
spirlast forbi. De dteruppticktes [8rst mot slutet av 1800-talet,
da man borjade studera paraliellaxiomets historia.

Den fortsatta utvecklingen

Lobatjevskij kallade den nya geometrin for imagindr geometri.
54 sminingom blev namnet icke-euklidisk geometri allméint ve-
dertaget. Det dr inte sirskilt Iyckal, eftersom man i modern tid
har konstruerat minga geometrier som Inte dverensstimmer
med den euklidiska. Ofta anvinds dirfor namnet hyperbolisk
geomeiri. BAde Lobatjevskij och Bolyai synes emcllertid ha
trott att det bara kunde tankas en enda geometri, skild fran den
euklidiska.

Nya synpunkter pi detta problem framlades av den tyske
matematikern Bernhard Riemann (1826—1866). Riemann, som
gatt den vanliga lirda viagen, hade forst blivit Dr. phil. Efter en
tid av fortsatt vetenskapligt arbele blev han docent i Gottingen,
eller, som det ocksid hette, “habiliticrter Doktor”, férkortat Dr.
habil. Som sidan miste han hilla en provioreidsning for do-
centur, en habilitationsféreldsning. Denna holls den 10 juni
1834 och bir titeln "Om de hypoteser som ligger till grund fér
geametrin”. Riemann avsig inte att lata trycka den. Den kom
dirfor inte att publiceras forrin 1868, efter Riemanns dod.
Bland Riemanns Ahdrare mirktes hans gamle larare Gauss,
som dog foljande ar.

Alla som tidigare sysslat med geometri hade med Euklides
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antagit att en rit linje kunde férldngas oandligt langt { bada
riktningarna, utan att man nigonsin nidde ett slut. Riemanns
idé gar ut pa att skilja mellan begreppen odndlig och obegrin-
sad. En klotyta och ett plan betraktar Ricmann badda som obe-
grinsade i den meningen att man kan réra sig at ett bestamt
héll hur laAngt som helst. Didremot anser han att kKlotytan har en
Andlig utstrickning, medan planet ir odndligt.

Riemann antar nu att rummet ir indligt men obegrinsat.
En riit linje som f6rldngs I en bestimd riktning kan da for-
lingas i oiindlighet men kommer likt en storeirkel pd en klot-
yta sd sminingom tillbaka till utgangspunkten.

Det ar majligt att bygga upp en geometri pa detta antagande.
Riemann far pa si vis ett system dar en rit linje saknar paral-
lella rita linjer. Det blir helt enkelt den trubbiga vinkelns geo-
metri, aven kallad den elliptiska geometrin.

Redan Sacceri behandlade den trubbiga vinkelns geometri
men kom till logiska motsagelser. Orsaken var enligt Riemann
att Sacceri forutsatt giltigheten av samtliga Euklides axiom
utom paralleflaxiomet. Riemann sjidlv tog bara med vissa av
Euklides axiom och fick pd si vis ett system som var logiskt
oantastligt.

Riemann visar i sin framstillning att man kan konstruera
matematiska ytor av olika slag med den egenskapen att anting-
en den elliptiska, euklidiska eller hyperboliska geometrin giiller.
Som rita linjer fir man di vilja de s.k. geodetiska linjerna,
dvs. de kurvor som utgdr kortaste avstindet mellan niirbelagna
punkter pA ytan.

For det fortsatta matematiska studiet av de tre geometrierna
svarade frimst Felix Klein (1849-—19235), dod som professor i
Gottingen. Klein dr en av sekelskiftets mest framstiende mate-
matiker. Han har utfért grundliggande undersdkningar inom
den moderna geometrin, Dessutom hade han givan att kring
sig kunna samla en krets av larjungar som fortsatt hans veten-
skapliga arbete. Klein har sjalv forfattat en historik Gver den
utveckling inom matematiken som han personligen varit med
om att genomfora.

Berémt blev Felix Kleins sk. erlangenprogram. Det var ett
foredrag hallet 1872 i samband med att Klein tilitridde en
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professur i Erlangen. Titeln var "Jamforande betrakielser dver
nyare geomctriska forskningar™.

T erlangenprogrammet hidnvisar Kliein till de olika geome-
triernas samband med andra grenar av matematiken. Han
framhiller att man kan utnyttja detta samband pid olika sitt,
dels for att genomfora en klassificering av olika geometriska
system, dels for att ge nya fruktbara synpunkter pa deras upp-
byggnad.

Kleins idéer framlades &ret dirpd i tryck. Erfangenprogram-
met trycktes in extensa forst 1893 | Marhematische Annalen,
band 43.

Fére mitten av 1800-talet hade man i regel godtagit alla
Euklides axiom och postulat med undantag av paraliellaxiomet.
Detta hade i stillet varit féreméal for ett s& mycket intensivare
studium. Under 1800-talets senare hilft bérjade man kritiskt
granska Euklides geometriska system som sidant.

En av pionjirerna hirvidtag var Max Pasch, som i sina fore-
lasningar dren 1873—1874 gav den forsta stranga kritiken av
Euklides geometri i dess helhet. Han formulerade ett sysiem av
axiom fér.den euklidiska geomctrin som uppfyllde moderna
krav pd att vara uppbyggt utan luckor och dolda forutsétt-
ningar. Paschs arbete trycktes 1882 under den anspriksldsa
titeln Fareldsningar dver nyare gecmetri.

Det har dven framlagts andra liknande axiomsystem med
samma malsdttning. Det system for den euklidiska och hypet-
boliska geometrin som vanligen liggs till grund for dessa geo-
metriers logiska uppbyggnad publicerades férsta gingen av den
framstiende tyske matematikern David Hilher: (1862—1943}) i
hans arbete Grundiagen der Geomeirie 1899. Arbetet har ut-
kommit i flera upplagor och bade Hilbert sjilv och andra fors-
kare har foretagit vissa modifikationer av det ursprungliga
axiomsystemet. 1 foreliggande arbete foljs 1 huvodsak fram-
stdllningen i den attonde upplagan frin 1956, med vissa modi-
fikationer.
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IV. Hilberts axiomsystem

8. Inledande anmirkningar

Av den histariska Gversikten framgick att den euklidiska och
den hyperboliska geometrin endast skiljer sig genom parallel-
axiomets olika formulering. Alla de satser som man kan héar-
leda utan att anvinda parallellaxiomet maste alltsa vara de-
samma i bida geometrierna. Man brukar kalla den gemensam-
ma delen av den euklidiska och den hyperboliska geometrin for
pangeomeirin eller den absoluta geometrin.

En definition 1 matematisk mening ar en forklaring av me-
ningen med ett matematiskt begrepp. I regel definierar man ett
nytt begrepp med hjilp av begrepp med kind innebird.

Som exempel skall vi vilja féljande definition av begreppet
vinkel i planimetrin.

Definition: En vinkel dr en figur som bildas av tvd halv-
linjer utgdende fran samma punkt.

Definitionen forutsitter att vi vet vad som menas med punkt
och med halvlinje utgiende fran punkten.

Vi frigar oss nu om det dr mojligt att definiera de ingdende
begreppen. For halvlinje finns fojjande definition.

Definition: En halviinje frdn en given punkt utgéirs av samt-
liga punkter som ligger pa en rit linje genom punkten och pa
samma sida om den givna punkten.

I den sista definitionen kommer in ytterligare nya begrepp,
nimligen "rdt linje genom en punkt” och “ligga pi samma
sida”™. Om vi fortsitter mdste vi tifl slut komma till vissa ele-
ment och relationer mellan element som vi inte kan ge nagon
matematisk innebdrd annat in genom utsagor som stiller dem
i forhdllande till varandra. Man brukar kalla sidana relationer
och element for grundbegrepp.

Grundbegreppen dr av tvid slag, dels grundelement, dels
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grundrelationer mellan dessa. De ar till en borjan bara tomma
ord, och de far sitt innehill genom de axiom som uppstillts {6r
den geometri dir de ingir.

Hilbert uppstiller forst ett axiomsystem for den euklidiska
geometrin. Han utgdr harvid fran tre kategorier av grundele-
ment som kallas "punkter”, "rita linjer” och "plan™. Hilbert
framhaller uttryckligen att vi inte fir ligga in nigra egenskaper
i bendmningarna som sidana. Lika vdl som att tala om punk-
ter, rita linjer och plan, siger Hilbert, skulle man kunna tala
om stolar, bord och dlsejdlar, dvs. anvinda vilka bokstavs-
kombinationer som helst. Detsamma gilter Hilberts grundrela-
tioner, sasom “mellan” och “kongruent”.

Man kan friga sig varfsr man’i s& fall skall vilja namn pa
begreppen, som direkt ger associationer till kinda egenskaper
och begrepp i det &skidliga rummet. Orsaken dr att man i
regel vid uppstillningen av ett geometriskt system har haft den
rumsliga forestillningen i tankarna. Av den har man hamtat
tips om hur axiomen skulle formuleras for att inte bli mot-
sdgande.

Nir man val har stillt upp sina axiom, kan man pa rent
logisk vag bygga upp en abstrakt geometri. Denna kan i sin
tur anviindas for att avgdra om det intryck man fick av den
rumsliga forestallningen var Jogiskt halibart.

Den hyperboliska geometrin 4r ett exempe! pi att det evkli-
diska parallellaxiomet, som vi med utgdngspunkt fran den
rumsliga forestillningen tycker ar en sjalvklar och nodvandig
bestindsdel av ett geometriskt system, vars alla dvriga axiom
stammer Gverens med forhallandena i det askddliga rummet,
mycket vil kan bytas ut mot ett parallellaxiom av rakt motsatt
innehall utan att man darigenom fir ett logiskt motsigande
system. '

Man har i den moderna matematiken Konstruerat mdanga
olika, logiskt motsigelsefria geometrier. I forhallande till vir
vanliga rumsliga askadning ter de sig ofta mer eller mindre
patologiska. Detta hindrar givetvis inte att de ir av matema-
tiskt intresse.

Man stiller tvi krav pAd en modern geometri. Den skall vara
moisigelsefri, dvs. man skall inte ur de uppstdllda axiomen
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kunna hirleda satser som strider mot varandra. Dessutom skall
axiomen vara oavhingiga av varandra.

Kravet pd motsigelsefrihet soker man verifiera genom att
betrakta ett system i vilket samtliga axiom ar uppfyllda. Mera
om detta senare.

Kravet pd oavhingighet ir svirare att verifiera. Som exem-
pel kan nimnas att de forsta upplagorna av Hilberts Grund-
lagen der Geometrie innehdllcr axiom som sedermera kunnat
hirledas som satser med utgingspunkt frdn Hilberts ovriga
axiom. Om man héller hart pA kravet att samtliga axiom skall
vara oberoende av varandra, kan dessutom vissa axiom fa en
mycket krdnglig formulering. Man brukar darfér i praktiken
inte hilla s hart pd oavhangighetskravet.

Eftersom Hilberts avsikt Ar att uppstilla ett axiomsystem
fér den euklidiska geometrin, har han valt sina grundbegrepp
och axiom pd ett sddant sidtt att de stimmer Overens med mot-
svarande begrepp i det vanliga Aaskidliga rummet. Hilbert
&stadkommer det som Euklides ville men inte helt férmadde
forverkliga, nimligen ett logiskt system som Hr oberoende av
den rumsliga dskddningen men konstruerat pi sidant sitt att
det "stammer™ med vir intuitiva uppfattning av férhiliandena
omkring oss.

9. De fem axiomgrupperna

Hilbert utgdr i sitt geometriska system, som redan nidmnts, fran
tre kategorier av grundelemen:. Den f{drsta kategorin kallas
punkter och betecknas 4, B, C, ... Den andra kategorin kallas
riita linjer och betecknas med smi bokstiver, a, b, ¢,... Den
tredje kategorin kallas plan och betecknas med grekiska bok-
stiver, a, 5,7, . .-

Punkterna kallas fven element i den linjira geometrin, punk-
ter och rita linjer kallas element i planimetrin, och alla tre
kategorierna kallas element i rymdgeometrin.

Grundrelationerna mellan de olika typerna av grundelement
benamner vi med sidana ord som hdra samman, mellan, kon-
gruent och parallell. Den matematiska inneborden i dessa olika
relationer féljer ur axiomen i Hilberts geometri.
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P3 grund av sitt innehill indelas axiomen i fem grupper.

I. 1—8. Incidensaxiom.

II. 1-—4. Anordningsaxiom:.
II1. 1—5. Kongruensaxiom.
Iv. Parallellaxiomet.

V. 1—2. Kontinuitetsaxiomen.

Axiomen i grupperna I—IIT och V ir gemensamma fdr den
euklidiska och den hyperboliska geometrin, Man siger att de
utgdr axiomen i pangeometrin. Grupp IV bestir endast av det
euklidiska parallellaxiomet. Nir Hilbert vill uppstilla ett axiom-
systern for den hyperboliska geometrin, byter han ut det eukli-
diska parallellaxiomet IV mot det hyperboliska paralleliaxio-
met IV" men ldter dvriga axiom gilla oférindrade.

Det bdr kanske papekas att ordalydelsen i ett och samma
axiom kan variera i olika upplagor av Hilberts arbete utan aft
axiomets innebdrd dndrats.

10. Incidensaxiomen

Vi antar férst att det existerar en grundrelation, som stiller de
tre kategorier av grundelement som vi kallat "punkter”, “rita
linjer” och ”plan™ i ett visst samband med varandra. Vi ut-
trycker denna relation genom att siga att cn rit linje a hér
samman med en punkt A, att A hdr samman med g, eller att
A och a hér samman. Analogt formuleras relationen mellan en
punkt och ett plan och mellan en rit linje och ett plan.

Nir det i axiomen talas om tva eller flera punkter, rita linjer
och plan, s férutsitts hela tiden att det &r friga om icke sam-
manfallande element.

Det forsta incidensaxiomet lyder:

I, 1. Till tva givna punkter A, B finns det alltid en riit linje a.
som hir samman med var och en av de bdda punkterna A, B.

I stillet for uttrycket “hoéra samman med” anvinder man
ofta andra sprakliga vindningar, himiade frin den &skadiiga
tolkningen av de matematiska begreppen i vir férestillnings-

41



virld. Det dr di viktigt att ha klart £6r sig att detia bara 4r en
tclkning bland manga. Man siger saledes ait den rita linjen a
gdr genom punkterna A och B, eller att den férbinder punk-
terna A och B, eller att punkterna 4 och B ligger pd rita lin-
jen a.

Om punkten A ligger pa rita linjerna a och b, siger man
ocksd att rita linjerna a och b skiir varandra i A elter att de
har punkien A gemensam.

Axiom I,1 dr tvdligen ett existensaxiom. Av axiomet foljer
att det till tvd givna punkter 4, B existerar minst en rit linje aq,
gsom hor samman med punkterna. Diaremot innchéller axiomet
ingenting om att den rdta linjen skall vara entydigt bestimd.
Om man excmpelvis tolkar "punkt”™ som punkt i planet, “rit
linje” som cirkel 1 planet och “rita linjen hoér samman med
punkten” som cirkeln gdr genom punkien, si finns det som be-
kant odndligt manga “rita linjer” som “hor samman med” tva
givna punkter 4 och B.

Didrermnot fAr inte axiomet tolkas sd: “rita linjen g dr mitt-
punkisnormal {ill strickan AB”. Ty i sA {fall har inte relationen
"a hor samman med A” nigon mening, eftersom man ju inte
kan tinka sig en mittpunktsnormal till en enda punkt utan bara
till sammanbindningslinjen mellan tvd punkter.

Hilberts andra incidensaxiom lyder:

1,2. Til tvd givna punkrer A, B finns det hgst en riit linje a
som hér sanman med var och en av de tvid punkterna.

Axiom 1,2 dr ett unitetsaxiom eller entydighetsaxiom. Till-
sammans utsiger I, 1 och I, 2 att det finns en och endast en riit
linje som hér samman med tvd givha punkter. Den modell vi
valde for att illustrera I, 1, i vilken “rit linje” betydde cirkel
genom tvd givna punkter, kan alltsi inte anvindas for att ge en
modell av ett logiskt system dir bdde I, 1 och I, 2 skall gilla
samtidigt.

Av orsaker som framgir av det foljande skall vi formulera
Hilberts axiom 1, 3 som tvd axiom.

1, 3a. En given riit linje g hor sanman med minst tvd punkter
A, B.
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1, 3b. Det finns minst tre punkter som inte alla tre hior sam-
nian med samma rita linje.

Hittills uppstdllda axiom kailas de planimerriska incidens-
axiomen, eftersom de endast innehaller utsagor om punkter och
rita linjer.

Man kan skriva de planimetriska incidensaxiomen pi ett
mera formelmissigt sitt genom att ersdtta uttrycket ”A hor
samman med & och dess synonymer med “A4 inc a” (A inci-
derar a, dvs. faller p& @). Med detta beteckningssitt kan axio-
men skrivas som féljer.

I 1.Till A, B, A#B, finns ett a sadant att |

{A inc a

B inc o 5@ finns inget b#a sidant

[A inc b

att g e b

|
1,3a. Till givet a existerar A, B, A#B, sd att { il

B inc o’
I, 3b. Dert existerar A, B, C, A#B, B=C, C# A, sa ait intet a

(A inc a
uppfyller !B inc a.
|C inc a

Man kan friga sig varfér man inte formulerar de bida axio-
men I, 1 och 1,2 som ett enda axiom. Ett sddant axiom skulle
da innchalla att tvA givna punkter 4 och B bestammer en och
endast en rit linje a.

Det dr ingenting som hindrar att man gor det. I det féljande
forekommer andra fall, dir man skulle kunna formulera si-
dana sammansatta axiom som samtidigl innehaller ett existens-
och ett entydighetsvillkor.

Men vissa sidana axiom dr av den arten aft man inte hade
behovi forutsiatta bade existens och entydighet. Existensen kan-
ske féljer som en sats, medan entydigheten daremot maste in-
foras som ett axiom.
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S84 var ju forhillandet med det euklidiska parallellaxiomet.
Med hjalp av dvriga axiom kunde man visa som en sats att det
genom en punkt utanfor en rit linje kunde dras minst en rat
linje parallcll med den givna. Existensvillkoret var dirmed
klart. Nir det var friga om entydighcten maéste man diremot
tiltgripa ett axiom.

Dvarfor ger det en klarare bild av ett logiskt system om man
skiljer pa existens och entydighet.

Vi skall inte diskutera de rymdgeometriska incidensaxiomen
mera inghcende utan endast aterge deras lydelse.

L 4. Till tre punkter A, B, C, som inte hir samman med en
och samma riita linje, finns det alltid ert plan o, som hdr sam-
man med var och en av de tre punkterna A, B, C. Till varje
plan finns alltid en punkt, som hor samman med planet.

L4 dr tydligen ett existensaxiom for plan. Jamfér med I, 1
som var existensaxiomet for rita linjer.

Man anvidnder ocksi hidr det vanliga sprikbrukets vand-
ningar som synonymer till att en punkt "hér samman med” ett
plan, exempelvis att punkten A ligger [ planet a, att 4 & en
punkt i a, osv.

L 5. Tl tre punkiter A, B, C, som inte hiér samman med en
och sammua riita linje, finns det higst ert plan a, som hir sam-
man med var och en av de tre punkterna A, B, C.

I, 5 &r alltsd motsvarande entydighctsaxiom.

L 6. Om tvd punkter A, B pa en riit linje a ligger i planet a,
sd ligger varje punkt pa ai a.

Hilbert har hir gatt &ver till vanligt sprakbruk. Om I, 6 ar
uppfyllt, siger man att rita linjen a ligger 1 planct a.

I, 7. Niir tva plan s, § har en punkt A gemensam, sa har de
dtminstone dnnu en punkt B gemensam.

L, 8. Det finns minst fyra punkter som inte ligger | samma
plan. ’
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Om ej annat anges ir satser och axiom i det féljande formu-
lerade for planct.

11. De planimetriska incidensaxiomens oberoende

LAt oss studera de planimetriska incidensaxiomen I, 1-—3b na-
got narmare.

Det kan vara intressant att jimféra dem med Euklides pos-
tulat. Det visar sig da att I, 1, som foreskriver att tva punkter
skall bestimma en rit linje, motsvarar Euklides P 1. Dc tvriga
axiomen fattas hos Euklides. I, 2, entydigheten av en rat linje
bestimd av tvd punkter, anvinder dock Euklides, som tidigare
framghit, vid beviset av forsta konpgruensteoremet. De atersta-
endc axiomen forutsatter Fuklides stillatigande i sina resone-
mang.

Enligt gverenskommclse skall orden “punkter™ och ™riita
linjer™ inte ha nigon annan innebdrd an den som de far gcnom
foreskrifterna i axiomen. Det #r darfor tilldtet att konstruera
geomctriska system dir orden betyder ndgot annat in det van-
liga. Om axicmens utsagor dar uppfyllda, kan de dnda tjina
som en maodell av en geometri dir I, 1—I, 3b piller.

Vi skall studera ett par cxempel. T det forsta utgr man frin
en tetracder, dvs. en kropp som begrinsas av fyra liksidiga
trianglar. Den har, som man Fitt kan rikna efter, fyra horn
och sex kantlinjer som férbinder hérnen tvd och tva.

LAit nu

“planet™ beteckna denna tetraeder,

"rdt linje i planet” beteckna kantlinje i tetracdern,

"punkt i planct” beteckna endera av tetraederns fyra hérn-
punkter,

"rat linje som hér samman med punkterna A, B” beteckna
den kantlinje i tetraedern som inte gir genom A eller B.

Man kan nu visa att vi fatt en logisk bild av axiomen I,
1—3b.

I,1 innebidr att det skall finnas minst en kant till tetraedern
som inte gdr genom tvd givna hirn A4, B.

I, 2 innebir att det skall finnas hogst en sAdan kant. I, 1 och
1,2 ir uppfyllda, eftersom det finns exakt en "rit linje som
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hoér samman med punkterna 4, B” 1 den tydning av axiomens
innebdérd som vi gjort I var modell.

I, 3a innebdr i var tolkning att det finns minst tvd hérn i
tetracdern som inte ligger pa en given kantlinje.

I, 3b innebir att det i modcllen finns minst tre hérn som inte
ligger utanfor samma kantlinje.

Man hade saledes kunnat fi idén till ett abstrakt geometriskt
system genom afit utgd fran tetraedern och géra de tolkningar
som hir genomforts. Den geometri man di fatt hade som enda
axiomgrupp innehdllit det som hidr kallats de planimetriska
incidensaxiomen. Teoretiskt kan man utvidga en sidan geo-
metri genom att tilifoga abstrakta axiom som 1 sin konkreta
tolkning stammer dverens med tetraedermodclien.

I den euklidiska geomectrin ar det ju i stillet det askadliga
planet som de abstrakta axiomen skall stimma Sverens med.
Darfor kan man inte vinta sig att tetraedermodellen skall
duga som modell for et system dir andra av de euklidiska
axiomen kommer med.

Vi skall ta ett annat exempel. Lit en fyrhorning i planet
jimte dess diagonaler vara given (fig. 14).

Vi definierar vir modell p4 foljande site. 1At

“punkt” beteckna en av fyrhérningens fyra hdrnpunkter,

"rit finje” beteckna fyrhorningens sidor och diagonaler,

“punkten hér samman med rita linjen” betyda, atl punkten
ligger p4 rata linjen.

Det ar ldtt att verifiera aft axiomen I, 1—3b ar uppfylida i
modellen.

Om man jamfor denna modell med tetraedermodellen, Ar
det Titt att inse att de bdda modclierna iterger samma abstrak-
ta system av “punkter” och “rata linjer”. Modellerna dr med
andra ord isomerfa. Skissen av fyrhérningen kan for ovrigt
betraktas som en perspektivskiss av en tetraeder. Man har dock
infe gjort exakt samma tolkning av axiomen som i tetraeder-
faflet.

1 fyrharningsmodellen definierades inte diagonalerpas skir-
ningspunkt som nagon “punki” { modellen. Men man kan litt
visa atl man kan konstruera en modell av axiomen I, i—3b
som skiljer sig frin den féregiende cndast genom aft dven

46



Fig. 14

diagonalernas skidrningspunkt dr cn “punkt™ i modellent Den
som har lust kan ju genomféra resonemanget for detta fall.

Vi skall nu visa de planimetriska incidensaxiomens obero-
ende av varandra. Dctta gir si till att vi konstruerar ett system
av “punkter” och “rita linjer™ i vilket samtliga planimetriska
incidensaxiom med undantag av ett bestiimt axiom ingar. Detta
sista axiom kan di inte vara en fdljd av de Ovriga utan ir
aberoende av dem och mdste forutsiitas som ett sarskilt axiom.

L I dir nadviindigt

Vi later "punkt™ betyda en av tre givna punkter 4, B, C i pla-
net (se fig. 15), “rit linje™ betyda rita linjen genom punkterna
A och B och "punkten hor samman med rita linjen” betyda
att punkten ligger pd rita linjen.

I,2 dr uppfyllt, ty hogst en rit linje forbinder tvid givna
punkter.

I, 3a ar uppfyllt, ty pA rata linjen ligger minst tvd punkter.

1,3b &r upptyllt, ty alla tre punkterna ligger inte pi rita
linjen.

L 1 ar ddremot ej uppfyllt, ty C ligger inte pi nigon riit linje.
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Fig. 15

1, 2 iir nédviindige

Vi tar som exempe! foljande "bokstavsgeometri”. Lat

“punkt” betyda cn av bokstaverna o, r, 5, 1,

”rit linje” betyda ett av arden rot, sot, ros,

“punkten hér samman med rita linjen”™ betyda “bokstaven
ingr i ordet™,

I,1 dr uppfyllt, ty det finns minst ett ord som innehiller tvd
givna bokstiver.

1, 3a dr uppfylit, ty i varje ord ingdr minst tvi bokstidver.

I,3b dr uppfyllt, ty det finns minst tre bokstiver som inte
ingdr i ett och samma ord (r, s, ).

Diremot giller ef 1,2, ty i var tolkning innebiir I,2 att det
hogst finns ett ord i vilket tvd givna bokstiver ingar. Tre bok-
stavspar {(r, o), (5, 0), (¢, o) ingar dock i vardera tva ord.

I, 3a ir nddvindigt

Fér att bevisa detta betraktar vi féliande modell. Lat
“punkt” betyda ctt av talen 1, 2, 3,
"rat linje” betyda en av ekvationerna

(x-1(x-2)=0, (x—-D(x—-3)=0,
x-1=0, {(x-2)(x—-3)=0,
“punkten hir samman med rita linjen™ betyda “talet 4r rot
till ekvationen”.

1.1 och I, 2 dr uppfyllda, ty till varje talpar (1,2), (1,3), (2,3)
existerar exakt en ekvation med talen som roiter.
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I, 3b ir uppfyllt, ty de tre talen dr inte ritter till en och sam-
ma ekvation.

I, 3a giller diremot ej, ty det finns en ekvation som ej har
tvd av de givna talen som rotter.

1, 3b dr nddvindigt

Detta framgar av foljande modell. Lit

"punkt” betyda en av stiderna Uppsala och Enképing,

"rit tinje” betyda Uppsala lin,

"punkten hér samman med rita linjen” betyda "staden ligger
i ldnet”.

I modellen giller tydligen axiomen I, 1—1,3a, diremot cj
I, 3b.

Det var inte si svért att visa de planimetriska incidensaxio-
mens oberoende av varandra. Men om vi betraktar ett system
i vilket ocksd andra axiom ingar dr det betydligt svarare att
visa de olika axiomens oberoende. Vi skall i det foljande se
exempel pa att flera axiom som Hilbert stillde upp i férsta
upplagan av sin Grundlagen der Geomerrie (1899) senare har
kunnat hirledas som satser med hjilp av dvriga axiom.

Vi skall bevisa en enkel sats.

Sats 1. Tvd riita linjer § etr plan har en eller ingen punkt
gemen.\‘am.

Bevis. Antag att det funnes tvd rita linjer som hade tvd
punkter gemensamma. D& skulle de sammanfalla enligt I, 2.

12. Anordningsaxiomen

De fyra anordningsaxiomen definierar en ordningsrelation for
punkterna pd en it linje och i planet. De fre forsta ar linfira
ordningsaxiom, det fjarde ett planimetriskt ordningsaxiom.

Vi antar att dc punkier som ligger pA samma rita linje stir
i en viss relation till varandra och att denna relation uttrycks
genom grundbegreppet “mellan”. For relationen ifraga giller
féljande tre axiom.

49



Fig. 16

11, 1. Niéir en punkt B ligger mellan en punkt A och en punk:
C, sa ér A, B, C tre olika punkier pd en rit linje, och B ligger
da dven mellan C och A (fig. 16).

Axiomet fastslar alltsd att relationen “mellan™ gialler olika
punkter pa en rat linje och ait den dr symmetrisk. Man far it
en bild av axiomets innehdll genom att tolka begreppen p4 van-
ligt Askadligt sdtt.

I1, 2. Till tvd punkter A och C finns det alltid minst en punkt
B pd riita linjen AC sadan att C ligger mellan A och B {sc fig.
7.

Axiom II, 2 dr tvdiigen ett existensaxiom och innebér att det
pa en rit linje finns odndligt manga punkter.

11, 3. Av tre givna punkter pd en riit linje finns det higst en
som ligger mellan de biada andra.

I1, 3 &@r tydligen ett entydighetsaxiom.

Nirmast definierar Hilbert en striicka pa f6ljande sitt. Man
betraktar en rit linje a och tvd punkier 4 och B pi a och kal-
lar det system som bestar av de bada punkterna jimte den rita
linjen fér en swréicka och betecknar den AR elier BA. Punkter
mellan A och B kallas punkter pad strickan AB. 4 och B kallas
strickans andpunkter. Ovriga punkter pi rifa linjen a kallas
punkter utanfir strickan AB.

Nu kan man formulera

II, 4 (Paschs axiom). Ldt A, B, C vara tre punkter, som inte
ligger pa samma riita linje, och ldt a vara en riit linje i planet

Fig. 17
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Fig, 18

ABC, som inte triiffar ndgon av punkterna A, B, C. Om riita
linjen a gir genom en punkt pd striickan AB, sd gdr den siikert
dven genom en punkt pd strickan AC eller genom en punkt
pd strdickan BC.

Askadligt uttryckt: Om en rit linje gar in i en triangel, si gar
den ocksa ut ur den {fig. 18).

Samtliga fyra axiom i denna axiomgrupp saknas hos Eukli-
des.

Euklides, som inte i sitt axiomsystem tagit med ndgra anord-
ningsaxiom, stiider sig i stallet vid sina bevis pa figurer i planet.
Ibland {ar han flera fall. Men hela tidern miste han stillatigan-
de utgd ddrifran, att hans figurer 4r riktigt tecknade och att de
fgrhillanden som han hamtar ur figurerna verkligen giller.
Dirfér ar det majligt att illustrera cen sats av Euklides med en
felaktig figur och pi si vis komma titl en alldeles befingd siut-
sats, trots att alla led i beviset &r logiskt korrekta.

Som exempel skall visas féljande

Pastdende: Alla trianglar idr likbenta.

Bevis. T fig. 19 dr ABC ecn given godtycklig triangel. Dela
vinkeln A mitt itu genom bisektrisen A0 och drag mittpurnikts-
normalen DO till sidan BC. Om de bdda linjerna sammanfaller,
foljer satsen att den ursprungliga triangeln delas i tva kon-
gruenta deltrianglar. Antag dirfér att de bida linjerna inte
sammanfaller utan skdr varandra i O.
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Fig. 19

Drag normalerna OF och OF mot AB och CA.

Trianglarna AOF och AQE ar kongruenta, ty sidan AQ 4r
gemensam, vinklarna vid A lika och vinklarna E och F bida
rita. Siledes giller AE=AF.

Trianglarna GC och OBD i4r ocksd kongruenta, ty tva
sidor DC=DAB, den gemensamma sidan QD och melianliggan-
de vinkel ar lika.

Slutligen dr i de rdatvinkliga trianglarna OEC och OFB hypo-
tenusorna OC = OB och kateterna OFE =OF lika och trianglarna
faljaktligen kongrucnta.

Men da giller AE = AF, EC=FB. Genom addition fis AC=
=BC, dvs. den ursprungliga triangeln dr likbent.

Beviset har genomfarts under férutsidttningen att punkten O
Hg inuti triangeln. Skulle @ ligga utanfér iriangeln och E och
F falla pa forlangningen av sidorna AC och AB (fig. 20), far
man ett analogt bevis, dir man i slutskedet kan bestimma
lingderna av sidorna AC och BC genom ait subtrahcra EC=
=FB fran AE=AF.

Var ligger felet? Logiskt forefaller det inte att finnas nagra
blottor.

Bada figurerna ar felaktiga. Det visar sig nimligen att punk-
ten @ aldrig kan ligga inuti triangeln. Den ligger utanfér.
Vidare kan inte de bida punkterna E och F ligga pa triangel-
sidornas forlingning, utan den ena punkten ligger pa en tri-
angelsida, den andra pa en sidas férlingning.

Detta betyder ait det aldrig blir friga om att addera eller
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Fig. 20 o

subtrahera lika linga strickor. Man far visserligen AE=AF,
EC =FB, men slutrikningarna blir

AB=AF -BF, AC=AE+CE=AF +BF,

vilket inte innebir att en godtycklig triangel dr likbent.

13. Satser som féljer av incidens- och anordningsaxiomen

Med hjilp av axiomen i de tvA fdrsta axiomgrupperna kan man
nu bevisa en rad satser.

Betrakta forst axiomen i grupp II litet nirmare! Om man
antar att en rit linje « ar given och tva punkter 4, B pa g, s
féljer av axiom II,2 att det existerar minst en punkt pi rita
linjen a utanfir strickan AB. Diaremot finns det inget existens-
axiom som siger nigot om att det finns nigon punkt pg strac-
kan AB. Detta kan emellertid bevisas med hjilp av dc inférda
axiomen.

Sats 2. Till tva givna punkter A och C finns det minst en
punkt D pi rata linjen genom A och C, som ligger mellan A
och C.

Bevis. Givet punkterna A och € och rita linjen a genom dem
(fig. 21).
Enligt 1, 3b existerar en punkt E i planet utanfér a.
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Fig. 21

Enligt §,1 och 1,2 kan vi dra en rit linje & genom 4 och E.

Enligt 11, 2 existerar en punkt F pa b utanfor E.

Enligt 1,1 och 1,2 kan vi dra en rit linje ¢ genom F och C.

Enligt II, 2 existerar en punkt G pd ¢ atanfor C.

Enligt I, 1 och I, 2 kan vi dra rita linjen EG.

EG gir genom en punkt E pi AF och maiste enligt Paschs
axiom gi genom ch punkt pd AC eller FC. Men den har redan
punkten (¢ gemensam med rita linjen ¢ genom F och € ach
kan entigt sats 1 ej ha dnnu en punkt gemensam med c. Alltsd
gir EG genom ¢n punkt D pd AC.

I de férsta upplagorna av Grundlagen der Geometrie ir sats
2 en dcl av axiom Il, 2.

Av axiom I, 3 féljer att det av tre givna punkter pa en rit
linje finns Adgst en som ligger meflan de bida andra. Axiomet
var frin bhérjan formuleral si att det av tre givna punkter pa
en rit linje fanns en och endast en av dem som 1dg mellan de
bida andra. Existensvillkoret i axiomet 4r borttaget i de senaste
upplagorna av Hilberts arbete och ersatt med f6ljande sats.

Sats 3. Bland ire givna punkter A, B, C péa en rit linje finns
det exakr en som ligger mellan de bdda andra.

Bevis. I fig. 22 ir A, B, C tre punkter pi en given rit linje. PA
grund av 11,3 kan vi anta att A4 inte ligger mellan B och C,
och att C inte ligger mellan 4 och B. Det skall di visas att B
ligger mellan A och C, dvs. pa strickan AC.

Lat D vara en punki som e¢j ligger pd rita linjen genom
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Fig. 22 A B c

punkterna (I, 3b). Sammanbind D med B (I,1 och 2) och be-
stim en punkt G pi rita linjen genom B och I sadan att D
ligger mellan B och G (11, 2.

Drag rita linjer genom A och D och genom C och G.

Tillimpas II,4 pd triangeln BGC si inses att riia linjen
genom A och D skdr GC i en punkt E mellan & och C.

Drag riita linjerna genom A, G' och genom C, D.

Pi analogt sétt inses av triangeln BG A att rita linjen genom
C och D skiir GA i en punkt F mellan G och A.

Med samma argumentering inses av triangeln AEG och riita
linjen genom F, D ach C att eftersom F ligger mellan (¢ och 4,
si ligger D mellan 4 och E.

Slutligen inses pd analogt sitt med hjdlp av triangeln AEC
och rila linjen genom G, D och B att eftersom D ligger mellan
A och E, si maste B ligga metlan A och C, v.s. b.

Vi skall ndmna dnnu en sats som ursprungligen formulerades
som axiom men som kan bevisas med hjilp av ovan formule-
rade axiom.

Sats 4. Om fyra punkter pd en vilt linje dr givaa, sd kan man
alltid beteckna dem A, B, C, D p& sddant siitt att den med
B betecknade punkten ligger mellan A och C och mellan A
och D, och vidare den med C betecknade punkien ligger mellan
A ach D gch mellan B och D (se fig. 23).

Beviset fors pd liknande sitt som bevisen fér de tvd fdre-
ghcende satserna.

Genom att generalisera sats 4 kan man bevisa att ett dndlipt
antat givna punkter 4, B, C,..., K pi en rit linje kan beteck-

55



Fig. 23

nas pa sidant satt att B ligger mellan 4 ena sidan 4 och 4
andra sidan C, D, ..., K; C ligger mellan & ena sidan 4, B aoch
4 andra sidan D, E, ... K osv.

Vidare giiller

Sats 5. Varje réit linje a, som ligger i ett plan a, delar de
punkter i planet som inte ligger pa riita linjen i tva omrdden
med foljande egenskaper: Varje punkt A i det ena omrddet
bestéimmer tillsammans med varje punkt B i det andra omrddet
en stricka AB sadan att en punkt pa a ligger pa AB. Diiremot
bestédnuner tvd punkier A och A’ i samma omrdde en striicka
AA’, som inte innehdller ndgon av punkterna pd a.

Ett sddant omrade kallas ett halvplan.

Bevis. Vi skall forst visa att det existerar tvA punkter 4, B i
planet sadana att en punkt X pi rita linjen a ligger mellan A4
och B. Enligt satsen tillhér diA de bada punkterna skilda om-
riden i planet {se fig. 24).

Enligt I, 3b existerar en punkt 4 i planet som inte ligger pa
riata linjen a.

Enligt 1. 3a finns minst en punkt X pi rita linjen a.

Enligt 11,2 finns det till punkterna 4 och X minst en punkt
B pa rata linjen genom A4 och X sddan att X ligger mellan A4
och B. Det forsta péstacndet dr dirmed bevisat.

LAt C vara en godtycklig punkt i planet, C# a, A, B. Vi skall
visa att C hor till samma omrade som endera av 4 och B och
att C ¢j kan tillhtra bida omriadena.

Antag forst att ¢ ligger pd rita linjen genom punkterna A,
X och B. Enligt vad vi tidigare visat ligger X mellan 4 och B,
Enligt sats 4 om mellanrelationerna for fyra punkter pa en rit
linje maste di X ligga pA en och endast en av strickorna AC
och BC.

Om X ligger pA AC, hér 4 och C till olika omriden. Diar-
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Fig. 24

emot ligger B och C i samma omride, ty ingen punkt pi a
kan ligga pa BC.

Antag nu att C inte ligger pa réta linjen genom A, X och B.
Sammanbind C med A4 och B.

Eftersom a skir 4B i X och C inte ligger pi a, miste a en-
ligt 11, 4 skdra en och endast en av strickorna AC och BC. Om
a skidr AC, ligger A och C 1 olika omradden. B och C ligger
didremot i samma omrade, ty enligt II, 4 skdr g inte BC. Dit-
med ir satsen bevisad.

Lit A, 4, O och B vara fyra punkter pd rita linjen a, be-
ligna si att O ligger mellan A och B men ej mellan A och 4°
(fig. 25). Sddana punkter existerar enligt det féregiende. Vi
siger di att 4 och A’ ligger pA samma sida om O och att 4
och B ligger pa olika sidor om O. Samtliga punkter pi a som
lipger pA samma sida om O kallas punkter pd en frin O ut-
giende halvlinje. Varje punkt pA en rit linje delar tydligen
punkterna pi linjen i tvi halvlinjer.

Man kan nu definicra ett system av strickor AB, BC, CD,
... KL som ett polygontdg, som sammanbinder 4 med L.
Punkter pd AB, BC, ..., KL jimte punkterna 4, B, ..., L kal-
las punkter som rillhér polygontiget.

Fig. 25
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Fig. 26

Om alla strickor ligger i samma plan och L sammanfaller
med A, kallas polygontiget en polygan.

En enkel polygon ar en polvgon, vars samtliga hérn dr skilda
frén varandra, dir inget horn faller pA nidgon polygonsida och
dar tva sidor i polygonen inte har nigon punkt pi sidorna
gemensan.

Man kan nu bevisa

Sats 6. Varje enkel polygon i ett plan a delar de punkter i
planet sam inte tillhir polygonen i tvd omrdden, som kallas
det inre av polygonen resp. det ytire av polygonen eller den
del av planer som ligger utanjir polygonen. Om A ir en punkt
i det inre av polygonen och B en punkit utanfir polygonen, sd
har varje polygontdg i o som férbinder A med B minst en
punkt gemensam med polygonen.

Tva punkier A, A" i def inre av polygonen och tva punkier
B, B’ wianjiér polygonen har den egenskapen att man kan finna
ett polygontdg i a, sam forbinder A med A’ resp. B med B’
utan att ha nagon punki gemensam med polygonen (se fig. 26).

Med limplig beteckning av omrddena finns det alltid rita
linjer som helt ligger utanjér polygonen. Diremot finns det
ingen rif linje som helt tillhor det inre av polygonen.

Vidare kan man bevisa som en sats att varje plan o delar de
punkter i rymden som inte ligger i « i tvd omraden sddana, att
varje punkt 4 i det ena omridet tillsammans med varje punkt
B i dei andra omridet bestimmer en striicka AB sidan, att en
punkt i a ligger p& AB. Diremot bestimmer tvid punkter 4, 4
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i sammma omrade en stricka AA4’, som inte innehaller ndgon av
punkterna i c.

Nyssndmnda sats innehdller ett viktigt resultat rorande ele-
mentens anordning i rymden. Man kan bevisa den med hjilp
av axiomen i grupp IT och behéver inga speciella anordnings-
axiom for rymden. Aven &vriga saiser om anordning i rymden
kan bevisas utan att nya anordningsaxiom behdver infdras.

14, Kongruensaxiomen

Axiomgrupp III, som innehéller kongruensaxiomen, omfattar
vissa egenskaper hos “kongruenta” strickor och vinklar. De tre
forsta axiomen behandlar strickor, det fjarde vinklar. Det
femte kongruensaxiomet slutligen motsvarar en av Euklides
satser om kongruenia trianglar.

1 vaniig tolkning i ett plan dar den euklidiska geometrin gil-
ler handlar dessa axiom om "lika stora™ strickor och vinklar,
Detta dr den dskiddligaste och lattfattligaste tolkningen. Mecn i
andra system, exempelvis de som mdter i kapitel 6, kommer
kongruenta strickor och vinklar att definieras pd annat sitt.
Dirfor dr det lampligt att anvinda ordet “kongruens”, i varje
fall vid axiomens uppstillande. P& si vis undviker man ait
ligga in ndgra egenskaper 1 begreppet som inte foljer av de
uppstillda axiomen.

Antag forst att for strickor existerar en relation som uttrycks
genom aftt strickor betecknas som “kongruenta”™ eller “lika
stora”. Relationens innebodrd framgér av foljande axiom.

11, 1. Lit A och B vara tvd punkter pé rita linjen a. Om A’
ir en punkt pa samma rita linje eller pd en annan riit linje o,
sa kan man alltid pa en foreskriven sida om A’ bestidmma en
punkt B' pd vita linjen &' sadan, att strickan AB dr kongruent
med striickan A'B'; i formel

AB — A’B’,
Axiomet ger villkoren for att AB skall vara kongruent med

A'B’ men sdger ingenting om att 4’ i sd fall 4r kongruent
med AB. Kongruens ar alltsd enligt definitionen ingen symmet-
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risk relation. Dirfér betecknar vi den till en bérjan med en pil.

Enligt axiomet ir det mojligt att avsitta en stricka av given
iangd pid en given halvlinje. Axiomet innehéller ingenting om
att konstruktionen ir entydig.

En stracka har tidigare definierats som ctt system av tvd
punkter 4, B. Den betecknades med AB eller BA. Dirfér kan
man i formeln i axiom I1I, 1 ersitta AB med BA och A’B” med
B'A’ och alltsi skriva farmeln pd fyra olika sitt med samma
betydelse.

I1,2. Om AB, A'B° och A”B"” & tre swrdckor, for vilka
giiller

A'B"— AB, A”B” — AB,
sa piller dven
A'B"— A”B”.
1I1, 2 innehaller tydligen detsamma som Euklides axiom A 1.
Skillnaden idr att I11, 2 dr formulerat for strickor, medan Al
gillde icke nirmare specificerade "storheter™.

Vi kan nu bevisa att kongruensrelationen fér strackor ar
reflexiv och symmetrisk.

Sats 7. En given striicka ir kongruent med sig sjilv (kon-
gruensrelationen dr reflexiv).

Bevis. LAt AB vara en given striicka. Enligt ITI,1 kan man
till denna bestamma en med 4B kongruent stricka A°B’, I for-
mel

AB 5> A'B.

Skrives denna relation tvid ginger, kan man tillimpa IIL,2
och far da

AB - AB.
Sats 8. Om fér tvad striickor AR och A'B’ giiller
AB > A'F,
sd giiller dven
A'B — AB.
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Fig. 27

(Kongruensrelationen dr synunetrisk.)

Bevis. Lit AB och A'B’ vara tvd givna striickor. Fnligt fore-
giende sats giller

A'B - A'B'.
Enligt antagandet giiller

AB - AR’
Av II1, 2 félier

A'B’ — AB,

Man kan dirfér i forisiittningen beteckna kongruens med en
symmetrisk symbol, exempelvis det vanliga likhetstecknet. Man

har tydligen riatt att saga att tva strickor ir sinsemellan kon-
gruenta,

11, 3. Lat AB och BC vara tvéa striickor pd rita linjen a utan
gemensamma punkter och vidare A'B’ och B'C’ tva striickar pd
smnma rita linje eller pa en annan rét linje a', likasd utan
gemensanuma punkier. Om

AB=A'B’, BC=B'C",
sa giller dven
AC=A'C" (se fig. 27).
Axiomet innebdr att strickor kan adderas. Det innehiller
alltsd detsamma som Euklides axiom A 2, ehuru formulerat for
strickor i stiallet for storheter” i allminhet. Motsvarande rela-

tion for vinklar bevisas nedan som en sirskild sats,
En vinkel definieras nu pad foljande satt. Lat o vara ett plan,
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Fig. 28

O en punkt i planet cch k, k tvd olika halvlinjer i «, vilka utgir
fran @ och inte utgdr delar av samma rita linje. De bada halv-
linjerna bildar ett system som kallas winkel och betecknas
A(h, k) eller A {k, h).

Halvlinjerna kallas vinkelns ber, och punkten O kallas vin-
kelns spets.

Man kan visa att punkten @ tillsammans med halvlinjerna k&
och % dclar punkterna i planet i tvA omraden (se fig. 28). Alla
punkter som ligger p4 samma sida om A som k och pd samma
sida om k som h siigs tilthdra det inre av vinkeln. Ovriga punk-
ter som inte ligger pd O, kh och k sdgs ligga utanfdr vinkeln
eller i det yirre av vinkeln,

Lait A vara en punkt pd k och K en punkt pi k. Man kan di
visa att strickan HK ligger helt i det inre av A (h, k).

Vidare kan man visa att en halvlinje som utgar fran O ligger
helt i det inre eller helt i det yitre av vinkeln. Om den ligger
helt i det inte av vinkeln méste den skira strickan AK.

L4t A och A" vara tvd punkter i det inre av vinkeln (fig. 29).
Man kan visa att strickan A4’ inte har nigon punkt gemen-
sam med O, k eller k, oberocnde av punkternas lige i omradct.
Detta giller inte for strickan BB, om de bida punkterna B, B’
ligger i det yttre av vinkeln.

Lat 4 vara en punkt i det inre och B en punkt i det yttre av
vinkeln (fig. 30). Varje polygontig, sammansatt av strickor i
planet, som forbinder A och B, mdste d4 Innehilla punkten O
eller en punkt pa Ak eller k. Diremot dr det mojligt att forbinda
tvd punkter A, A’ i samma omride medelst ett polygontig i
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Fig. 29

planet som inte inneh3ller punkten @ eller nagon punkt pa k
eller &.

Vi antar nu att mellan vinklar rider ett samband som kan
uttryckas med ordet “kongruent”. Dess innebérd framgar av
féljande axiom.

1ML, 4. Lét A(h, k) vara given jiimte en rét linje a’ och halv-
planet pi en bestéimd sida om o'. Om R’ dr en halvlinje pa o,
uigaende frin punkten O, sé finns det i halvplanet en och en-
dast en halvlinje k' sdadan att Ath, k) och AR, k') dr kon-
gruenta och samtidigt alla inre punkier | vinkeln (0, k') ligger
pa den givna sidan om a'; i formel

Ath, Y= AW, k).

Om A(h, k)= A(h', &), 54 gilller éiven A(R, K')= A (R, k), dvs.
vinkelkongruens &r en symmetrisk relation.
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Varje vinkel édr kongruent med sig sjdlv (vinkelkongruens tr
en reflexiv relation); i formel

Ak, k)= A(h, k).

Enligt II1, 4 kan man alltsi avsiitta en given vinkel pa fore-
skriven sida om en given halvlinje i ett plan. Konstruktionen
forutsitts vara enfydig. Motsvarande axiom for strickor inne-
holl diremot ingenting om entydighet.

Eftersom definitionen av en vinkel inte innehsll ndgot om
den ordning i vilken vinkelns ben skulle komma betyder A (h,
k) och A (k, k) samma vinkel.

Vi anvinder pi vanligt satt beteckningen A ABC for en vin-
kel med spetsen i B och punkterna 4 och C beligna pa var sitt
vinkclben.

Tidigare dcfinierades strickors kongruens som en icke-sym-
metrisk relation. Man kunde litt visa att symmetrin gick att
hirleda som cn sats. Man kan géra detsamma for vinkelkon-
griens. Aven forutsittningen ovan att vinkelkongruens ar re-
flexiv kan hirledas som en sats. Detta har visats av A. Rosen-
thal, Mathematische Annalen 71 (1912), 257—274. Hirled-
ningarna ir emcllertid s& lnga och besvirliga att man i regel
anvinder formuleringen ovan. I, 4 4r alltsd exempel pd att
man i praktiken inte haller stringt pd villkoret att axiomen
skall vara oberoende av varandra, dvs. att ett axiom icke skall
innehalla utsagor som kan hirledas ur 6vriga axiom.

Hilbert formulerar vinkelkongruens som en reflexiv relation
men hirleder symmetrivillkoret som en sidrskild sats.

I stillet f6r de bada axiomen A 1 och A2 hos Euklides har
vi ovan for strickors kongruens infért de bdda axiomen II1, 2
och HI, 3. Motsvarande utsagor for vinklars kongruens behdver
man inte inféra som axiom utan kan bevisa som satser.

Analogin till IIL 2 foljer litt av II1,4. Ty om Ak, k),
AR, K'Yy och A (", k") &r tre vinklar, f6r vilka giller

AR, EY= Ak, k), AR K= AR, K),
sd piller Aven
A(h', kn)= /\(h”! k”)-
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Analogin till axiom TTI, 3, som behandlar addition av parvis
kongruenta vinkiar, skall vi bevisa i sats 18.

Hilbert infor nu ett mycket starkt kongruensaxiom, som ger
ett samband mellan strickors och vinklars kongruens. Axiomet
ir en svagare form av Fuklides forsta kongruensteorem for
trianglar och formuleras pa foljande satt.

1M, 5. Lat ABC och A'B'C’ vara ivad trianglar. Om kongruen-
serna

AB=A'F', AC=A'C’, ABAC=AB'AC’
giiller, sa giiller dven kongruensen
ANACB=rA'C'HB'.

Om man indrar beteckningar i de bida trianglarna, si foljer
omcdelbart att ocksad det dterstiende paret vinklar dr sinsemel-
lan kongruenta.

Euklides gjorde, som vi minns, en stillatigande forutséittning
om att man kan flytta en triangel vart som helst i planet man
att sidor och vinklar dndras, samt forutsatte i A 4 att storheter
som ticker varandra Hr lika stora. Dessa antaganden ersites
av axiom III, 5.

111, 1—3 kallas linjéira kongruensaxiom, I11, 4—5 kallas pla-
nimetriska kongruensaxiom.

Vi skall till slut komplettera T, ¥ med motsvarande entydig-
hetsvillkor.

Sats 9. Lar AB vara en given striicka och A" en punkt pa riiia
linjen . Dd kan man pé féreskriven sida om A’ bestimma en
och endast en punkt B’ pa a' sddan att

AB=A'R (se fig. 31).

Bevis. Antag att satsen vore oriktig. D4 kunde man frin 4’
avsitia tva strickor A'B” och A'B” pi samma sida om A" ut-
med rita linjen @, som bidda vore kongruenta med en given
stricka AB.

Vvalj en punkt C" utanfiér & och drag A°C’, B'C” och B”C".
D4 giller A'B'=A'B” enligt sats 8, 4'C'=A'C" enligt sats 7
och AB'A'C'=AB"A'C’ enligt axtom 1L, 4.
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Fig. 31

Av axiom II1, 5 féljer di
NA'C'B'=nA'C'B”.
Men detta strider mot villkoret 1 111, 4 att man pd en bestimd

sida om en given halvlinje kan konstruera en och endast en
vinkel av given storlek.

15. Satser ur pangeometrin

Med hjilp av axiomen i grupperna I—IIT kan man bevisa en
rad satser som giiller i pangeometrin, dvs. bide i den euklidiska
och den hyperboliska geometrin.

Vi visar forst

Sats 10. Om man har ivad sirickor AC och A'C’, for vilka
giiller

AC=-A'C’,

och dessutom en punkt B pd AC, sd finns det en entydigt be-
stimd punkt B" pa A'C’ sddan, atr man har

AB=A'B', BC=B'C".
Bevis. Antag att strickorna AC och A°C’ ar givna kon-
gruenta strickor (se fig. 32).

LAt B vara en punkt pd AC. Enligt sats 9 existerar di en
entydigt bestimd punkt B’ ph A’C” sddan att man har

AB=A'B’.
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Bestim frin B i riktning mot C en punkt D sadan att
B'C’=BD.
Enligt axiom IIT, 3 om strickors addition giller
AD=AB+BD=A'B'+B'C' =A'C'=AC.

Men enligt sats 9 kan man pi en rit linje pd foreskriven
sida om en punkt .4 avsitta en och endast en stricka kongruent
med en given. Alltsd sammanfaller ¢ och D, och satsen ir
bevisad.

Satsen innebir att strickor kan subtraheras och innehiller
alitsd Euklides axiom A 3, formulerat for strickor.

Tva trianglar ABC och A'B'C’ kallas kongruenta trianglar,
om féljande kongruenser for strickor och vinklar ar uppfyllda.

AB=A'B', AC=A'C’', BC=B'C', hA=ANA", AB=0F,
AC=AC",

Man kan nirmast bevisa

Sats 11 (Fuklides forsta kongruensteorem for trianglar). Om
tvd sidor och mellanliggande vinkel i en triangel dr kongruenta
med motsvarande element | en annan triangel. sa dr triang-
larna kongruenta.

Bevis. Av 1II, 5 foljer att samtliga vinklar i de bida triang-
larna ar parvis kongruenta. Det aterstdr di att bevisa att det
dterstiende paret sidor i trianglarna dr sinsemellan kongruenta.

LAt trianglarna vara ABC och A’B'C’ och antag att man har
AB=A'B', AC=AC', nA=rA", AB=AB och AC=AC
(fig. 33). Om man inte har BC'=B'C’, kan man frin B" i rikt-
ning mot ¢’ avsitta en stricka B’} =BC. Eventuellt faller
punkten D’ pd B'C’:s forlingning.
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I'ig. 33

I trianglarna BCA och B'D°A’ giller nu BC=R'D’",BA=FA’,
AB= AR Enligt III, 5 giller d4 A BAC=AB'A'D’.

Men enligt 11, 4 kan inte A BAC vara kongruent med bide
AB'A'C" och AB'A’D" utan att dessa sammanfaller. Alltsd
maste halvlinjerna 4'C’ och 4'D’ sammanfalla. Eftersom D’
och € dr deras skdrningspunkter med rita linjen B'C”, maste
ocksi D' och €' sammantalla.

1 likhet med Euklides har tydligen Hilbert definierat begrep-
pet kongruenta trianglar pi sidant sitt att han inte gér nigon
skillnad mellan likriktad kongruens och spegelbildlig kongruens.

Av sats 11 féljer 1itt

Sats 12. Om tvd sidor i en triangel dr kongruenta, sé ir mot-
stdende vinklar kongruenta.

Bevis. Lt AB(C vara en triangel { vilken man har AC=BC
(fig. 34). Av forsta kongruensteoremet foljer att trianglarna
ABC och BAC &ar kongruenta. Speciellt innebar detta, att
AAd=AB.

Sats 13 (Euklides tredje kongruensteorem f8r trianglar). Om
tvid vinklar och mellanliggande sida i en triangel ir kongruenia
med motsvarande element [ en annan triangel, 5d Gr trianglarna
kongruenta.

Bevis. Antag att i trianglarna ABC och A’B'C” (fig. 35) giller
AB=A'B', NA=AA', AB=ARB.
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Fig. 34 A 8

Avsiitt en striicka Bl frin B’ i riktning mot C’ sadan att
BC=B'D".

Trianglarna ABC och A'B'D’ dr dA kongruenta enligt forsta
kongruenstcoremet, ty man har

AB=AB',BA=B'A’, BC=B'D",

Speciellt giller AB'A'D'=A 4. Men enligt antagandet gillde
AB'A'C'= A A. Alltsd maiste riata linjerna 4°C” och A'D’ sam-
manfaila enligt entydighcetsvillkoret i ITL, 4. Alltsa sammanfaller
punkterna 3" och C’, varav foljer BC=B'C".

De bida givna trianglarna dr nu kongruenta enligt forsta
kongrucnsteoremet, ty man har AB=A'B’, BC=B'C" och
AB= AR,

Man kan nu bevisa

Sats 14. Owt tva vinklar i en triangel dr kongruenta, sd ir
motstdende sidor kongruenta.

Bevis. LAt vinklarna A4 och B i triangeln ABC vara kon-
gruenta, Trianglarna ABC och BAC ir dd kongruenta enligt
3:e kongruensteoremet. Speciellt giller dA AC =BC,

Fig. 35
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Fig. 36

Tva vinklar kallas sidovinklar, om spetsen och ena vinkel-
benet dr gemcnsamma for bida vinklarna och om de bida
Ovriga vinkelbenen utgor delar av samma riita linje.

Tva vinklar kallas vertikalvinklar, om de har gemensam
spets och om deras vinkelben tillsarnmans bildar tva rita linjer.

For sidovinklar giller

Sats 15. Om tva vinklar ir kongruenta, sa ir deras sidovink-
lar kongruenia.

Bevis. Lat i fig. 36 AABC och A A’B'C” vara de givna kon-
gruenta vinklarna och ACBD och AC'B'D’ deras resp. sido-
vinklar.

Bestiim punkter pd de frin B och B’ utgiende vinkelbenen
pa sidant siitt att man med figurens beteckningar har

AB=A'B’, CB=C'B’, DB=D'B’, NAABC=rABC(".
Trianglarna ABC och A'B’'C” dr kongruenta enligt 1:a kon-
groensteoremet. Speciellt giller AA=AA4", AC=A'C".
Trianglarna ACD och A'C'D’ dr kongruenta enligt 1:a kon-
gruensteorcmet. Speciellt giller CD=C'D’, AD=AD’,
Trianglarna BCD och B'C’D’ ir kongruenta cnligt 1:a kon-
gruensteotremet. Speciellt giller

ACBD=AC'RB'D’,
varigenom satsen ar bevisad.

Sats 16. Vertikalvinklar ir kongruenia.

Bevis. Av definitionen pi vertikalvinklar féljer att med fig.
37:8 beteckningar ¢ dr sidovinkel till z och att dZven v ir sido-
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Fig. 37

vinke} till . Enligt féregdende sats giller da ¢=v, ty vinkeln u
ir kongruent med sig sjilv enligt axiom 11T, 4.

Euklides bevisade nyssnimnda sats med hjdlp av P4, som
sdger att alla rdta vinklar ar lika stora. Hilbert bevisar dir-
emot satsen innan han definierat begreppet rit vinkel.

Vi kan nu definiera en rdt vinkel som en vinkel som dr
kongruent med sin sidovinkel.

Sats 17. Det existerar riita vinklar.

Bevis. Lat punkten O och halvlinjen OA vara givna.

Avsitt pa bada sidor om OA de bada kongruenta vinklarna
AAOB och A AQC (fig. 38).

Avsitt de kongruenta striackorna OB och OC fran O.

Drag BC. Eftersom B och C ligger pa olika sidor om rita
linjen genom OA, skir BC halvlinjen OA eller halvlinjen pa
andra sidan om O i punkten D.

DA giller

ABOD=ACOD,

ty antingen dr vinklarna kongruenta enligt konstruktionen eller
ocksd dr de sidovinklar till kongruents vinklar och ddrfor kon-
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Fig, 39

gruenta. T bada fallen &r trianglarna BOD och COD kongrucn-
ta enligt 1:a kongruensteoremet,
Speciellt giller d&

ABDO=ACDO,

varmed satsen dr bevisad.

Sats 18. Lat h, k, [ resp. B, k', I" vara tre halviinjer fran
punkterna O resp. O sddana, att h, k, och b', I’ sanuidigt ligger
pa samina eller motsatta sidor om [ resp. I, Om

AR, D=ARLE) Ak D= AK, D),

sa giller dven

Ath, k)= A(H, ).

Satsen innebdr att om kongruenta vinklar adderas till eller
subtraheras fran kongruenta vinklar, si blir de resulterande
vinklarna kongruenta. Satsen innehaller alltsd Euklides axiom
A 2 och A 3, formulerade for vinklar.

Bevis. Antag forst att f, k och &', k" ligger pd motsarta sidor
om [ resp. I’ (fig. 39).

L&t &; vara den halvlinje som utgir frin O och ligger utmed
samnma rata linje som & fastin &t motsatt hall, och 1at k', vara
motsvarande halvlinje frin ©' utmed samma rita linje som %'
och it motsatt hall,

Enligt satsen om sidovinklar giller di

Alky, D= A Ky, D).
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Fig. 40

Vidare ir det klart att & och ky ligger pa samma sida om [
och att £ och &'y ligger pA samma sida om I". Om vi kan visa
att

A (h! k})= A (hfs k’l)e

54 miste motsvarande sidovinklar vara lika, och satsen ir
bevisad.

Det racker alltsd att betrakta det fall, d& &, k och &', k" ligger
A samma sida om [ resp. [,

Vi betecknar halvlinjerna pd sadant satt att % ligger i det
inre av Ak, D).

Bestim punkterna L pd [, L' pa I', K pa k och K" pd k', 58 att

OL=0'L’, OK=0'K" (se fig. 40).

Eftersom k& lipger i det inre av A (k, ), skidr A strickan LK i
punkten H. Bestim dessutom en punkt H' pa &', s& att

OH=0H.
I trianglarna OLI och O'L'II" giller
OH=0'II'GL=0'L’, HOL=-H'O'L’.
Trianglarna ar alltsd kongruenta enligt I:a kongruensteoremet.
Speciellt har vi, eftersom H ligger pad LK,
AOLK=nO'L'H, LH=L'H".
I trianglarna OLK och O'L'K’ giller
OL=0L', OK=O'K', ALOK=AL'O'K’.
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Fig. 41

Trianglarna ir kongruenta enligt 1:a kongruensteoremet. Spe-
ciellt galler

AOLK=nOL'K, AOKL=AOK'L, LK=L'K",

Men punkterna # och K’ ligger pd samma sida om [’ enligt
antagandet. Enligt 111, 4 kan man pd denna sida avsitia en och
endast en vinkel av given storlek. Alltsd méste A" och K’ ligga
pi samma rata linje frin L'. Enligt sats 10 giller dA #K =H'K'.

I trianglarna OHK och O'H'K’ giller

OK=0'K', HK=H'K’', AOKL=rO'K'L".

Trianglarna dr kongruenta enligt 1:a kongruensteoremet. Spe-
ciellt giller

Ak, k)= AR KD,

v.s. b.

Man kan visa att det vid addition av tva vinklar « och § kan
intriffa att det inre av o och av § tillsammans utgor det yitre
av vinkeln a+ 5.

Pa liknande sitt bevisar man

Sats 19, Ldr Arh, k) och A (R, k') vara tvéd kongruenta vink-
lar, och ldr I vara en halvlinje, som urgdr frin speisen av A(h,
k) och ligger i det inve av vinkeln. Dd finns der en och endast
en halviinje I' fran spetsen av A(R k') och i det inre av denna
vinkel sédan, atf

A, D=, 1), Ak, D= AR, 1) (se fig. 41).
Man kan nu visa

Sats 20 (Euklides andra kongruensteorem for trianglar). Om
alla ire sidorna i en triangel ir kongruenta med motsvarande
element i en annan friangel, sd dr irianglarna kongruenta.
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Fig. 42

VI skall narmast definiera begreppen “stérre dn” och “mind-
re in” for vinklar. For att kunna géra detta behover vi f6l-
jande sats som bevisas med hjidlp av sats 19.

Sats 21. Ldt A(h, k) och AR, I') vara tvd givra vinklar.
Bestéiim en halviinje I pd samma sida om h som k och en halv-
linje k" p& samma sida om B som I frdn resp. vinkels spets pd
sdadant sitt, att man har

Ath, D= AR, 1), AR, E)= AR, K

Om K ligger | det inve av AR, '), sd ligger 1 i det ytire
av A(h, k) (fig. 42).

Om Ak, k) och A(R', I') 4r tvd givna vinklar, f6r vilka sats
21 ar uppfylld, s& sidgs A (A, I') vara stdrre dn A (h, k). Analogt
definieras mindre én.

Om «a, f och ¥ dr tre vinklar, s kan man visa att a>y foljer
av foljande tre antaganden: 1) e>8, f>v, 2) a>4, f=9, 3)
x=f, >y

Motsvarande storleksrelationer fér strickor erhills liatt.

I P4 uttalar Euklides att alla rita vinklar dr lika. Hilbert
visar detta som en sats.

Sats 22. Alla vita vinklar dr kongruenta.

Bevis. Enligt definitionen ir en vinkel ridt, om den #ir kon-
gruent medesin sidovinkel. Lit o, § och y, § vara tvd par riita
sidovinklar med de gemensamma vinkelbenen resp. & och A
{fig. 43).

Om satsen inte giller kan vi anta att exempelvis vinklarna
e och y inte d&r kongruenta. Vi avsitter i si fall en vinkel y" —»
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Fig. 43

som figuren visar. Vinkelbenet 27 kommer di antingen att falla
i dct inre av « eller f. Om h” ligger i det inre av «, sd giller
a>y'. For sidovinkeln & till ¥ miste da gilla & >f§ och 6" =4.
Detta ger

y=0=98>f=a>y =y,

vilket 4r en motsdgelse.

Sats 22 inncbdr att normalen till en rit linje i en given punkt
ph rata linjen dr entydigt bestaimd. Man kan 1ldtt bevisa det-
samma for normalen mot riita linjen frin en punkt utanfdr
rata linjen.

Sedan man bevisat sats 22, kan man definicra begreppen
spetyig och trubbig vinkel,

Med hjdlp av hittills genomgingna satser kan man visa att
en yitervinkel till en triangel dr storre dn var och en av de
motstiende inre vinklarna. P4 samma sitt som i sats 27 hos
Euklides kan man anviinda detia resultat for att konstruera en
rit linje, som gar genom cn given punkt och inte skir en given
rit linje.

Vidare kan man visa att vinkelsumman i en triangcel inte kan
dverskrida 180°. Ddremot kan man inte avgdra om den 4r
exakt 180° eller om den dr mindre.

16. De bada parallellaxiomen

Vi har tidigare nimnt att axiomsystemen for den euklidiska
och den hyperboliska geometrin endast skiljer sig genom paral-
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Fig. 44

lellaxiomets formulering. Hilberts fjirde axiomgrupp bestar
endast av parallellaxiomet.

1At en rit linje vara given jamte en punkt, som inte ligger pa
den rita linjen. Enligt en sats i pangeometrin finns det minst
en rit linje genom den givna punkten som inte skidr den givna
rata linjen.

Hilbert formulerar nu det eukfidiska parallellaxiomet IV pd
foljande sdtt:

1V. Ldt a vara en riit linje och A en punkt som inte ligger pa
a. I planet genom a och A finns det hogst en riit linfe genom A
som inte skdr a.

Den riata linje genom A, som inte skir g, sigs vara den
med a parallella rita linjen genom A.

Man kan givetvis hirleda Fuklides och Hilberts formule-
ringar av parallellaxiomet ur varandra.

Vidare giller

Sats 23. Om 1vd rita linjer a, b inte skéir en tredje rit linje c,
si dr de parallella.

Bevis. Antag att @ och b skiir varandra i en punkt A (fig.
44). T s& fall finns det tvd ridta linjer genom A som &ar paral-
lella med ¢, vilket strider mot IV.

Med hjalp av det evnklidiska parallellaxiomet kan man bevisa
en rad satser som #r speciella for den euklidiska geometrin.
Nagra av dem 4r nimnda i den historiska &versikten. Dir
framh&lls ocksd att man kan férutsitta nigon av dessa satser
som axiom i stillet for IV och sedan bevisa det euklidiska
parallellaxiomet som en sats.



a, iz

Fig. 45

Det hyperboliska parallellaxiomet formulerar Hilbert pa
foljande sdtt.

IV’ Lat b vara en goditycklig riit linje och A en punkt utan-
Jor b. Da finns det tva halvlinjer a,, a,, som utgdr frin A och
inte uigor delar av samma réta linje samt inte skir b, medan
b skiirs av varje halviinje som utgir frin A och ligger i vinkel-
fdltet ay, a;.

Halvlinjerna a; och a, sigs vara randparallella med b (fig.
45). Om a; utgdr en del av rita linjen a, sigs a och b vara
randparallella. Om B 4r en punkt pa b och &, ar den halvlinje
utmed b, som ligger pd samma sida om riita linjen AB som a,,
sigs a; och by vara randparallella.

Ovriga rita linjer genom A och halvlinjer frin A4 som inte
skidr b kallas icke skirande. Randparallella och icke skidrande
rita linjer och halvlinjer kallas gemensamt parallelia.

Nir man skall illustrera satser ur den hyperboliska geome-
trin brukar man rita vissa rita linjer som bdjda kurvor fér att
fa tydliga figurer, s som skett i fig. 45,

17. Kontinnitctsaxiomen
Den sista axiomgruppen bestdr av foljande tvd axiom.

V, 1 {Arkimedes axiom eller Eudoxus axiom). Lét AB och
CD vara givna striickor. Da existerar ett naturligt tal n sidant,
att om stréickan CD avsiittes n gdnger fran A wmed halviinjen
mot B, sd kommer man till en punkt pd andra sidan B (sc {ig.

46).
78



I
r

A

—

o+
a

L]

[+1]

3

EN

Fig. 46

Motsvarande forhillande for vinklar kan hirledas som en
sats.

Med hjilp av V, 1 kan man miita strickor genom att ge en
viss stricka lingden 1 och sedan jimfora den med andra
strackor. Man far di gora foljande tvi antaganden.

1. Kongruenta strackor har samma liangd.

2. Om B idr en punkt mellan A och C och man har ling-
derna AB=a, BC =5, 34 har AC lingden a+ b,

Man kan nirmast visa att halva enhetsstriickan har lingden
14 ete. En godtycklig strickas lingd kan sedan bestimmas med
foreskriven noggrannhet.

Vidare forutsitts

V,2 (linjirt fullstindighctsaxiom). Eft system som bestdr av
punkterna pd en riit linje jimte anordnings- och kongruens-
axiom kan icke utikas med vytterligare punkier pd sadant siit
att relationerna mellan tidigare elewnent, de grundegenskaper
for linjir anordning och kongruens, som foljer av axiomen
I—III samt axiom V, 1 uppritthdlls.

De grundegenskaper som &syftas i satsen dr dels de som
innehélls i sjilva axiomen, dels resultatet i sats 4 om att fyra
punkter pa en rat linje kan betecknas pA sidant sitt, att vissa
mellanrelationer dr uppfyllda, dels slutligen sats 9 om att kon-
struktionen i axiom III,1 av en stricka kongruent med en
given stricka dr entydigt bestimd.

Med hjilp av V, 2 kan man bevisa

Sats 24 (Fullstindighetssatsen). Till ett system av punkter,
riita linjer och plan, fér vilket axiomen I—III, V, I giller, kan
man inte foga yterligare punkter, riita linjer eller plun utan
att ndgot av de ingdende axiomen upphdr att gilla.



Sats 24 giiller badde i den euklidiska och den hyperboliska
geometrin.
Av sats 24 foljer nedanstiende sats. DPen kallas Cantors

axiom, eftersom den kan forutsdttas som ett axiom i stillet
for v, 2.

Sats 25 (Cantors axiom). Ldat A B, n=1, 2, 3, ... vara en
odndlig f8ljd av strickor pa samma riita linje sddan, art varje
striickas dndpunkter ligger pd foregdende stricka och siriickor-
nas ldngder konvergerar mot noll. Dd finns det en och endast
en punkt som ligger pa samiliga strickor.

Med hjilp av Cantors axiom kan man visa att om en enhets-
striicka Ar given, s kan man bestimma en stracka vars langd
svarar mot ett godtyckligt reellt positivt tal.

Ocksd for vinklar kan man hirleda en sats analog med
Cantors axiom. Det ar mojligt att i stdllet for V, 2 forutsatta
giltigsheten av Cantors axiom och med ledning av detta hiar-
leda V, 2 som en sats.

Med hjilp av axiomen i grupperna I—IIT och V kan man be-
visa ytlerligare satser ur pangeometrin. Vi kommer i det £01-
jande att ha anvindning av

Sats 26. Vinkelsumman i en triangel dr <2R.
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V. De olika gecometriernas egenskaper

18. Den cuklidiska geometrins motsiigelsefrihet

F&r att undersdka om den euklidiska geometrin &r motsigelse-
fri betraktar man en lamplig modell. T denna skall finnas
objekt som svarar mot begreppen “punkter”, “rita linjer™ ete.
Mellan dessa objekt skall rida de samband som formuleras {
axiomen. Om den euklidiska geometrin leder till motsigande
slutsatser, bér dessa framtrida i relationerna mellan objekten
i modellen.

Man kan undersika den euklidiska geometrins motsigelse-
frihet genom att skaffa sig en motsvarighet mellan de geomet-
riska begreppen och relationer mellan vanliga reella tal. Om
den euklidiska geometrin skufle leda till en motsagelse, miste
dven de vanliga riknelagarna for reella tal leda till en motsva-
rande motsigelse.

Man har inte hittat nigon sddan motsigelse for de reella
talen. Den tyske matematikern Kurt Gdédel visade 1931 att
deras motsiigelsefrihet ir omdjlig att bevisa, sdvida man inte
anvander slutledningsprinciper vilkas motsigelsefrihet i sin tur
kan ifragasitias. (Se t.ex. E. Nagel-—J. Newman: "Gddels
bevis”, i Sigma, band 5.} Resultatet av undersSkningen i detta
kapitel brukar diarfor formuleras si, att den euklidiska geo-
metrin 4r motsdgelsefri 1 samma man som de rcella talens
aritmetik dr motsagelsefri.

Med tal”™ menas i fortsiattningen ett reellt tal.

I anslutning till det nyss sagda g6r man foljande tolkningar,

“Punkt” betyder ett talpar (x, v;). Talparet ar ordnat, vilket
innebar att (x;, y,) och (y, xy) inte &r samma talpar annat in
om x;=y,. x; och y; kallas punktens koordinater.

“Riit linje” betyder linjir ekvation av formen ax+by+c=0.
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I detta uttryck 4r x och y variabler. a, b och ¢ ér givna kon-
stanta tal. ¢ och b fir ej samtidigt vara =0.

“Punkten (xy, y,) hor samman med rita linjen ax+ by +¢=0"
betyder att punktens koordinater satisfierar rita linjens ekva-
tion, siledes att ax, + by, +c=0 giiller.

Punkterna (x;, ;) och (x5, y;) ar lika endast i det fall att
man samtidigt har x;= x5, ¥, =¥y,

De bada rita linjerna apx+byy+¢;=0 och a,x+by+c,=0
ar lika om och endast om det finns en konstant k=0 sidan att
man har a, = ka,, by =kb,, ¢, =ke,.

Om man liter de tal x och y som infors beteckna koordina-
ter i ett ratvinkligt koordinatsystem fér planet, kan man i pla-
net rita in “punkter” och “rita linjer” som vanliga dskddliga
punkter och rita linjer. Man far di ett plan med de egenskaper
som intuitivt tillkommer punkter och rita linjer i ett plan.
Dessa egenskaper dr fran matematisk synpunkt sdledes en
illustration av egenskaper hos talpar och ekvationer och dessa
i sin tur en tolkning av abstrakta forutsittningar.

Nir det i detta och foljande kapitel talas om ctt ritvinkligt
koordinatsystem avses vad som pid strikt matematiskt sprak
kallas ett ortonormerat system. Det innebir att koordinat-
axlarna skir varandra under rita vinklar och att man har
samma skala utmed biada axlarna.

Genom rikning kan man ldtt konstatera att om tva rita
linfer a\x+byy+¢;=0 och a,x+byy+c,=0 satisfieras av tva
icke sammanfallande punkter (x;, y;) och (x;, ¥;}, s& miste de
rita linjerna sammanfalla.

Nu kan man visa att de planimetriska incidensaxiomen
I, 1—I, 3b ar uppfyllda. Ty tvad punkter i modellen bestimmer
entydigt en rit linje (I, 1 och L, 2), pd en rit linje finns minst
tva punkter (I, 3a) och man kan bestimma tre punkter som
inte ligger p&4 samma rita linje (1, 3b).

Lat ax+by+¢;=0 och ayx+ by +c,=0 vara tva rita linjer
som inte sammanfaller. Man definierar dem di som parallella,
om nigot av foljande villkor ar uppfyllt,

1) aj=ay=0, 2) by=05;=0, 3) ay=kay, by=kb,, ay=0, by=0.

I det tredje fallet giller givetvis inte ¢, = kc,, ty di skulle de
rita linjerna sammanfalla, vilket strider mot forutsittningen,
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Lat ax+ by+c=0 vara en rit linje och (xg, v;) en punkt, som
inte ligger pa rita linjen.

Man kan visa att det euklidiska parallellaxiomet 1V giller.
Lit ax+hy+c=0 vara en rit linje och {(x,, ¥,) en punkt utan-
for rita linjen. Genom punkten gir da en entydigt bestimd rit
linje med ekvationen a(x— x;}+b(y—y)=0.

Lat (x;, vy), (x5, ¥) och (x5, ¥3) vara tre skilda punkter pa
en given rdt linje ax+ by +¢c=0. Punkten (x,, y,;) anses ligga
mellan de bida andra punkterna, om Atminstone endera av
talfgljderna

X3, X3 och yy, ¥p. ¥3

ir antingen vixande eller avtagande.

Man kan visa att definitionen dr motsigelsefri. Detta inne-
bar att om exempelvis (tecknet > betyder “stérre in”, tecknet
< "mindre an’’)

x1>x2>x3,

s4 giller antingen

V1=Y2=Y3 ¥ > Y2 >y eller y<y, <y

Mcllanrelationen f6r tal svarar siledes mot en mellanrela-
tion for punkter. Didrmed Ar klart att de tre férsta anordnings-
axiomen giller: att av tre olika punkier pi en rit linje maste
exakt en av dem ligga melian de bida andra (TL, 1 och II, 3)
och att det mellan tvA punkter 4 och C pa en rit linje alltid
finns en tredje punkt B sidan, att C ligger mellan 4 och B
(11, 2).

For att det i modellen skall ha nigon mening att siga att
tvd punkter (x;, y;} och (x,, y,) ligger pd samma eller olika
sidor om en och samma rita linje ax+ by +¢=0, gor man fal-
jande antagande. Punkterna ligger pA samima sida om den rita
linjen, om de bida uttrycken

axy +by; +¢, axy+ by, +¢

har samma tecken, allts® bida &r >0 eller <0. I annat fall
ligger punkterna pa olika sidor av den rita linjen. Uttrycken
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kan inte bli =0, ty di skulle motsvarande punkt ligga p rita
linjen.

Man kan nu visa att Paschs axiom I, 4 dr uppfylit,

For att kunna inféra kongruensaxiomen liter man strickor
och vinklar svara mot vissa tal. En stracka med dndpunkterna
(x, ¥, (x2 ¥y tillordnas ett positivt tal /, kallat strickans
lingd, enligt formeln

1=V (=2 + (v — ¥ )%

Tva strickor definicras som kongruenia om de har samma
lingd. Axiomen III, 1—3 &r da uppfylida.

Vinkeln ¢ mellan tva ridta linjer ax+by+c=0, a'x+ by +¢' =
=0 tillordnas p& analogt satt talet cos @ enligt formeln

aa’ + bbb’

o e
1.-’a2+b2 ]_ a4+ h2

cos =

Tv& vinklar definieras som kongruenta om de tillordnats:
samma tal. Man kan nu latt visa att axiomen III,4—5 &dr upp-:
fyllda i modellen. Eftersom dven de Aterstiende axiomen, V,
1—2, kan visas vara uppfyllda, sd gidller siledes samtliga axiom
i Hilberts axiomsystem for den euklidiska plana geometrin i
modellen.

Ett plan, vars egenskaper fastlagts pd ett sddant sitt att den
euklidiska planimetrin giller i planet, kallas eit euklidisk: plan:
P4 analogt sitt definicras begreppen eukdidisk tredimensionell
rymd, elliptiskt plan och hyperboliskt plan.

Senare skall visas att dven den elliptiska och den hyperbo-
liska geometrin dr motsdgelsefria i samma méan som de reella
talens aritmetik Ar motsdgelsefri,

19. Nagra satser ar den hyperbeliska geometrin

Den hyperboliska geometrin skiljer sig frin den euklidiska en-
dast genom att det euklidiska parailellaxiomet (1V) utbytts mot
det hyperboliska (IV’). Alla andra axiom dr desamma.

Detta betyder att man kan hirleda en rad geometriska satser
pa samma sitt som i den euklidiska geometrin. Vill man illust-
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rera satserna genom figurer i ett vanligt askadligt plan, ritas
¢n hyperholisk "punkt” som en vanlig punkt i planet. Daremot
ir det inte mdjligt att rita alia den hyperboliska geometrins
“rita linjer” som askadliga rita linjer.

Antag att man fran en punkt utanfér en hyperbalisk riit linje
ville dra de tvA randparallella hyperboliska rita linjerna till
den givna rita linjen. Om man ville rita dc bada linjerna pa
sadant satt, att det askadligt framginge av figuren att de rand-
parallelia linjerna inte traffar den givna rita linjen forrin pi
oiindligt avstind, skulle de randparallella rita linjerna prak-
tiskt taget sammanfalla. Om man ritar en figur, diar vinkeln
mellan demn dr follt tydlig, fir betraktaren en intuitiv kinsla av
att bada de randparallella rita linjerna kommer att skdra den
givna en liten bit utanfor papperets kant,

For att komma tillritta med denna svarighet ritar man vissa
hyperboliska ridtd linjer som bgjda kurvor. Figurerna ger dir-
igcnom inte full dskddlighet 4t var forestdllning om en “rit
linje”. Men de geometriska konstruktionerna och de logiska
slutsatserna later sig illustreras pa detta vis.

En annan metod &r att definiera begreppen “punkter”, “rita
linjer™, "kongruenta vinklar” etc. pA annat sitt 4n det intuitiva.
Man fir di modeller av det hyperboliska planet som i vissa
avseenden ger en dskadlig bild av planets egenskaper. En
annan mdjlighet ar att illustrera satserna genom figurer pa en
annan yta in ett ptan. Sidana exempel behandlas senare.

Vi skall bevisa nigra enkla satser och bdrjar med

Sats 27. Lar b vara en riit linje och a4y, a, de bdda med b
randparallella halvlinjerna frin en punki A. Dé bildar a, och a,
lika stora vinklar med normalen frian A mot b.

Bevis. Drag i fig. 47 normalen AB frain A till punkten B
pd h. Antag att a; och @, bildar vinklarna « resp. § med AB.
Om ¢j satsen pitler utan exempelvis ¢> 4, kan vi dra en halv-
linje pi andra sidan AB som bildar vinkeln § med 4B. Efter-
som a; och b &r randparallella kommer den nya halviinjen att
skdra b i en punkt C.

Avsitt BC”=E5C p4 andra sidan B och drag AC” (fig. 48).

Trianglarna ABC och ABC’ &r kongruenta, ty vinklarna vid
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Fig. 47

B ir riata, BC=BC’ och BA ar gemensam. Speciellt giller
ABAC” =4, vilket ar omdijtigt.

Lat p vara lingden av normalen frin en punkt P till rita
linjen !. Med parallellvinkeln i P menas vinkeln mellan norma-
len och en av de bada randparallclla halvlinjerna fran P.

Man kan visa

Sats 28. Parallellvinkeln beror endast av normalens lingd.

Man bevisar satsen genom att anta att det existerar tva lika
langa normaler, vilkas parallellvinklar 4r olika stora. Beviset
dr sedan analogt med beviset for sats 27.

Vi skall visa

Sats 29. Ldr b vara en given vriit linje och a den era av de
med b randparallella riita linjerna genom en viss punkt A.
Daé ér a randparallell med b i var och en av sina punkter.

———



Fig. 49

Bevis. Betrakta fig. 49. Antag att villkoren | satsen ir upp-
fyllda och 1t B vara en godtycklig punkt pd 4. Drag norma-
len BM fran B mot b.

Man bevisar satsen genom att visa att varje halvlinje fran B
i det inre av vinkeln MBa skiir b och att ingen halvlinje i det
yttre av samma vinkel skir 5.

LAt m vara en halvlinje frin B i det inre av A MBa. Bestim
en punkt R pd m och drag normalen RO mot b.

Drag vidare rita linjen AR. Eftcrsom a dr randparallell skir
forlingningen av AR riita linjen b i en punkt S.

Men m ghr in i triangeln ROS genom R och maste alitsd
skira b.

Lat » vara en halvlinje fran B i det yttre av A MBa. Den
skiir inte b, ty om den skulle skira b i N, skulle riita linjer a
som gir in [ triangeln BMN ocksi skira b, vilket &r mot an-
tagandet.

Man bchdver alltsd inte tala om randparallellitet { viss punkt
utan kan alimint siga att g ir randparallell med b.

Omvint giller

Sats 30. Om a, b ir tvd riita linjer och a dr randparallell med
b, sd iir b randparallell med a.

Bevis. Givet tva rata linjer ¢ och b av vilka a 4r randparallell
med b (fig. 50).

Bestim en punkt 4 pd a och drag normalen mot b, som
triffar 5 i B. Lit m vara en halvlinje frén B i vinkeln ABb.
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Fig. 50

Satsen Hr bevisad om vi kan bevisa att m skiir a. Ty det ar
klart att en halvlinje fran B pa andra sidan om b inte kan skiira
a, cftersom inte b skir a.

Fall normalen AQ mot m. Avsiitt pa AB en stricka AR=AQ.
T triangeln ABQ ar vinkeln vid @ rit. Eftersom vinkelsumman
i en triangel enligt en sats i pangeometrin dr <2R, och efter-
som den stérre sidan i en triangel enligt en annan sats i pan-
geomelrin stdr mot den storre sidan, s kommer punkten R
att falla mellan A och B.

Drag i R en normal vinkelrit mot AB. Drag rita linjen AS
pa si sitt att A R4AS= AQAa. Eftersom AQAa ar mindre an
parallellvinkeln vid 4, kommer rita linjen AS att skiira b. Dcn
skir alltsd normalen frin R i en punkt S.

Avsitt pd m strickan QT =RS. Om T kommer att ligga pi
andra sidan om a, s& maste m skiira ¢. Vi kan alltsd anta att Q
och T ligger pAd samma sida om a.

Drag slutligen AT.

Trianglarna AQT och ARS ir kongruenta enligt 1:a kon-
gruensteoremet, ty man har

AR=AQ=1R, RS=0T, AR=AQ.

Specicllt foljer AQAT=ARAS. Men vi hade ARAS=
= AQAa. Alltsd giller

AQAT=nrQ0A4a.
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Fig. 51

Alltsi faller punkten T pi rita linjen a, dvs. m skir @. Dir-
med 4r satsen bevisad.

Sats 31. Om tva halvlinjer idr randparallella nied en tredje,
sd ir de sinsemellan randparallefla.

Bevis. Antag att a, b, ¢ ar tre halvlinjer, av vilka ¢ dr rand-
parallell med b och b 4r randparallell med ¢ (fig. 51). Vi skall
visa att ¢ ir randparallell med e.

Antag férst att a och ¢ ligger pd olika sidor om b. Drag
frAn en punkt A pid a en normal mot b, som triiffar b i N.
Drag vidare en halvlinje m frin A4 i vinkelfiltet NAa.

Eftersom a 4r randparallell med & och ligger pi motsaft
sida om b som ¢, s kan inte a skira ¢. a dr randparallell iiven
till ¢, om vi kan visa att halvlinjen m i vinkclfillet NAga skiir c.

Eftersom A NAa dr parallelivinkeln i A4 { férhallande till &,
s médstec m skidra b i cn punkt B. Drag i B normalen BM
mot ¢. Eftersom m skiar b 1 B, maste gilla AMBm< AMBb,
dvs. m mdste dven skira c.

Antag nu att g och ¢ ligger pA samma sida om b.

Om a skulle skira ¢ i en punkt A4 (fig. 52), kunde man dra
normalen frin A mot b till en punkt N pa b. D4 vore med
figurens beteckningar

ANAa< ANAe,

dvs. a méaste skara b, mot antagandet.

a och ¢ skir alltsi inte varandra. Antag att ¢ ligger mellan a
och b (fig. 53). Drag frin en punkt 4 pid g normalen mot b
och 14t den tridffa b i en punkt N. Den skir ¢ eftersom A och
N ligger pa olika sidor om c.
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Fig. 52

Drag nu en halvlinje m frin A4 i vinkelfidltet NAa. Enligt
antagandet méste den skidra b. Men enligt Paschs axiom méste
den da dven skiira ¢. Dirmed ir satsen bevisad.

Med hjilp av de foregiende satserna kan man visa att tvd
icke skirande rita linjer alltid har en gemensam normal. Detta
giller diaremot inte for randparallella rita linjer. Sistnimnda
resuitat ir en foljd av

Sats 32. Om tvd rita linjer skiirs av en tredje under lika
stora likbeliigna vinklar, sa mdste det vara friga om icke ski-
rande riita linjer.

Bevis. Lt rita linjerna ¢ och b i fig. 54 skiiras av rita linfen
¢. Om de likbeldgna vinklarna « och f# ir lika, sA ar alternat-
vinklarna # och y lika. Enligt en sats [ pangeometrin kan inte
a och b skira varandra.

Antag att a och b vore randparallella pa den sida om ¢ dir
de lika stora likbeligna vinklarna «, # ligger. D& kunde man pi
andra sidan om ¢ hitta et par lika stora likbeligna vinklar
p, 8. Alltsd skulle a och b vara randparallella iven pi denna
sida om c, vilket strider mot axiom IV’.

Man kan nu visa

Sats 33. Parallellvinkeln minskar nér avstandet till réita linjen
dkar,

Bevis. Betrakta fig. 55. L4t PON wvara normalen frin punk-
terna P och @ mot den rita linjen ¢, och it a och b vara mot-
svarande randparallella ridta linjer. Kalla paralfellvinkeln vid
P far o och vid @ for . Vi skall visa, att a<f,

Eftersom a och b bida ar randparallella med ¢, ar de sins-
emellan randparallella. Enligt sats 32 kan di inte o och f vara
lika stora.
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Fig. 53

Fig. 54

Antag nu att man har a>§. Avsitt vinkeln § vid P. Riita
linjen Pm maste di skdra ¢ och givetvis ocksa b, enligt Paschs
axiom. Men m och b kan inte skira varandra, di de dr rita
linjer som skidrs av PQ under lika alternatvinklar. Saledes
maste man ha a<pg.

Som en intressant foljdsats kan man visa att det i den hyper-
haliska geometrin existerar en absolut lingdenhet. Mot en vin-
kel av given storlek kommer nidmligen att svara en normal av
bestimd lingd, som har vinkeln till parallelivinkel, och vice
versa. En foljd av detta dr ocksd att nir vinklarna i en triangel
ir bestamda, s3 dr Aven sidornas langder fastlagda. Detta resul-
tat kan formuleras som en sats, speciell for hyperbolisk (och
elliptisk) geometri.

Sats 34. Om vinklarna I tvé trianglar &r parvis lika stora, si
dr trianglarna kongruenta.

Antag nimligen att det funnes tva likformiga trianglar 4BC
och A’B'C’, som inte vore kongruenta (fig. 56). Man kunde da
konstruera en med den mindre triangeln kongruent triangel,
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Fig. 55

placcrad som figuren visar. Sidan A’B” faller utmed sidan AB,
och normalerna frin € och C’ mot AB ligger utmed samma
rita linje.

DA skulle emellertid sidorna BC och B'C’ resp. AC och 4'C’
skiira AB under lika stora likbeldgna vinklar. Detta strider mot
antagandet att sidorna var randparallella. Det dr endast mdj-
ligt om sidorna sammanfaller, dvs. om trianglarna 4r kon-
gruenta.

1 den h. geometrin existerar siledes inte nigra likformiga
trianglar som inte samtidigt &r kongruenta. Sats 34 brukar
ibland kallas det “femte kongruensteoremet™, eftersom det ir
ett nytt kongruensfall utdver de fyra som Euklides behandlade,

Till sist skall visas hur man i dcn hyperboliska geometrin
kan konstruera en triangel, vars alla vinklar dr 0°. For att
kunna gira detta méste man veta, att det existerar en normal

C

A\
>

8 Fig. 56



Fig. 57 e

av bestamd liangd [, som svarar mot en parallellvinkel av stor-
leken 60°.

Rita en liksidig triangel (fig. 57) och drag de tre hdjderna.
De skiir varandra i en punkt och bildar 60°:s vinkel med var-
andra.

LAt nu den liksidiga triangeln bli allt storre, under det att
hajderna fortfarande ligger utmed samma rita linjer. Nar vin-
kelrata avstindet fran hojdernas gemensamma skirningspunkt
till de tre sidorna i triangeln &r [, kommer triangelns sidor att
vara parvis randparallella med hojden frin motsvarande urar-
tade “hérn”™ i triangeln. Bnligt sats 31 &r Jdi ocksd triangelns
sidor parvis randparallella.

20. Den elliptiska geometrin

I detta avsnitt skall inte presenteras nigon detaljerad genom-
ging av den clliptiska geometrin. I stallet ges en dversikt dver
dess axiom och nagra av dess egenskaper med hjilp av en
modell i det vanliga euklidiska rummet.

Som modell viljs ett klor med medelpunkten i @. Den plana
elliptiska geometrin giller di pd klotets yta, om man tolkar de
bida euklidiska punkterna i dndarna av en diameter som en
enda elliptisk punkt. Eftersom #ven diametern mellan de bida
enklidiska punkterna kommer att svara mot denna elliptiska
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Figz. 58

punkt, kan man tolka en elliptisk punkt pa tva sitt. Man kan

gora pa liknande séitt med Svriga element i modellen, ty i vissa

fall 4r den ena, i andra fall den andra tolkningen att foredra,
I modellen giller alltsa:

elliptisk punkt=ecuklidisk ridt linje genom O=dc bida skir-
ningspunkterna mellan den euklidiska rita linjen och klotytan,
elliptisk riit linje=euklidiskt plan genom O=den storcirkel ut-
efter vilken det euklidiska planet skir klotytan,

elliptisk strdcka=den minsta cuklidiska vinkeln mellan motsva-
rande euklidiska rita linjer = den minsta storcirkelbigen mellan
en euklidisk punkt ur vart och ett av de motsvarande euklidiska
punktparen (fig, 58),

elliptisk vinkel mellan tva elliptiska réra linjer=den minsta
euklidiska vinkeln rmellan motsvarande euklidiska plan=den
minsta euklidiska vinkeln pd klotytan mellan motsvarande stor-
cirkelbdgar.

Det dr ldtt att inse att de planimetriska incidensaxi’ome'n\
I, 1—1, 3b giller. I

Diremot giller inte anordningsaxiomen i vanlig formulering, |
Ty om man ldter tre euklidiska rita linjer genom O ligga i
samma ¢uklidiska plan och bilda 60° vinkel med varandra (fig.
59), s& kan man inte ge ndgon naturlig tolkning At pastiendet
att en av dem ligger mellan de bdda andra. Man kan ersiita
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dem med andra anordningsaxiom av féljande typ: Fyra ellip-
tiska punkter 4, B, €, D pi en elliptisk rit linje kan pi ett och
endast ctt sitt uppdelas i tvA varandra skiljande punktpar (fig.
60).

Om man forutsitter att ingen av de inre vinklarna i en
triangel ir >180°, s& kan man visa att samiliga kongruens-
axiom giller.

Av modellen framgir att parallella rita linjer inte existerar
utan att alla elliptiska rita linjer méste skira varandra. Axiom-
grupp IV bortfaller alltsd. Daremot giller de bida kontinuitets-
uxiomen.

Det dr [att att inse att vinkelsumman i en elliptisk triangel
dr »180°. Ty om ABC ir en elliptisk triangel pd klotytan och
man lagger ett euklidiskt plan genom punkterna A, B och C,
s3 #r vinkelsumman i den euklidiska triangeln ABC i detta plan
2 rita. Men varje vinkel i den elliptiska triangeln pi klotytan
ir stdrre in motsvarande vinkel i nyssnimnda euklidiska tri-
angel i planet.

Av detta foljer vidare att det inte finns nigra likformiga
trianglar som inte samtidigt dr kongruenta., Ty ju stérre en
elliptisk triangel ar, desto mera skiljer sig vinklarna i storlek
frin motsvarande euklidiska vinklar i det euklidiska planet ge-
nom triangelns horn. Om vinklarna skall vara lika stora i tvd
trianglar, maste detsamma dven gilla for trianglarnas sidor.
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Som tidigare visats giller samma sats i den hyperboliska geo
metrin, ‘

Vissa av satserna i den elliptiska geometrin skiljer sig inte
frin motsvarande satser i den euklidiska. Eftersom kongruens.
axiomen giller, fir man kongruensteorem analoga med de
euklidiska. Diiremot finns det andra satser som ir siregna for
den elliptiska geometrin. Alla normaler till en given rit linje
skir siledes varandra i en och samma punkt. Vidare har alls
riita linjer samma lingd. De kan siledes intc forlingas i oind-
lighet wtan att man kommer tillbaka till utgingspunkten,

21. Ytor pa vilka de tre geometrierna giiller

I den historiska Gversikten nimndes att Riemann i sin habilita-
tionsforeldsning 1854 gav en dversikt dver do typer av ytor pa
vilka den elliptiska, euklidiska och hyperboliska geometrin
galler.

For den cuklidiska och den elliptiska geometrin har ju si-
dana ytor redan behandlats i det féregiende. T avsnitt 18 visa-
des att man med hjalp av ett ritvinkligt koordinatsystem i
ett plan kan dstadkomma en motsvarighet mellan talpar (x, y)
och punkter samt mellan linjira ekvationer med tvi obekanta,
av utseendet ax+by+c=0, och rita linjer. P4 si siitt kunde
man fastligga att den euklidiska geometrin skulle gdlla i ett
sadant plan,

I avsnitt 20 utgick maa frin att den euklidiska geometrin
gillde i ett tredimensionellt rum. Man kunde di visa att den
plana elliptiska geometrin gillde p& ytan av ett klot, om man
tolkade begreppen punkt och riit linjo pa limpligt sitt,

Det ligger da nira till hands att friga sig om det finns nigon
yta i det euklidiska tredimensionella rummet, pi vilken den
hyperboliska geometrin giller. For att pa liknande sitt som
Riemann kunna angripa det problemet maste man kinna il
vissa matematiska begrepp, i forsta hand krékning och krok |
ningsradie. '

Lat en kurva i ett vanligt euklidiskt plan vara given. Kurvan
forutsitts uppfylla vissa matematiska villkor, som innebir alt |
den inte har en spets eller uppvisar andra liknande oregelbur-
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denheter. Man kan da utga frin en given punkt pi kurvan och
vilja tvd andra punkter pd kurvan i nirheten av den givna.
Genom de tre punkterna kan man ligga en cirkel. Om nu de
tvd andra punkterna far rora sig pi kurvan i riktning mot den
givia, kornmer eventuellt cirkelns radie att dndras. Om de tre
punkterna bringas att sammanfalla far cirkelns radie ett visst
virde, som svarar mot den punkt pd kurvan i vilken de tre
punkterna sammanfall till en. Detta kallas kurvans krdknings-
radie i punkten och betecknas med bokstaven R. Inverterade
virdet av krokningsradien, alltsi talet 1/R, kallas kurvans
krékning i punkten.

Man ser litt att krokningen fot punkterna pi en cirkels
periferi alltid dr konstant och bestimd av cirkelns radie. Pa
samma sitt kan man konstatera att krékningsradien till en rit
linje blir odndligt stor i varje punkt och att rita linjens krok-
ning siledes blir =0. ‘

Lit en godtycklig via i den euklidiska rymden vara given.
Betrakta ett delomride av ytan. LAt P vara en punkt i det inre
av omradet. Antag att P har den egenskapen att tangenten i P
till varje kurva pa ytan som gir genom P ligger i ett visst plan.
Detta kallas ytans tangentplan i P. En punkt som dger ¢tt
tangentplan kallas en ordindr punkt. Normalen i P till tangent-
planet kallas ytans rormal i P. Ett ptan genom ytnormalen skir
ytan utmed en kurva som kallas ett normalsniit.

Betrakta ett normalsnitt genom P. Lit dess krokningsradie i
P vara R och krékning 1/R.

L4t nu planet genom ytnormalen i P vrida sig ett varv kring
ytnormalen. Om tillhérande normalspitts krékning i P inte for-
blir konstant, kommer krdkningen att varicra och i regel upp-
visa ett storsta och ett minsta virde. Motsvarande kroknings-
radier kallas de principala krékningsradierna 1 P och betecknas
med R; och R,. Man kan visa att tillhgrande normalsnitt &r
vinkelrdta mot varandra.

Ytans gaussiska krékning eller kort och gott krékning K i en
punkt anges av formeln

RiR,
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Fig. 61. K > (. Elliptisk kr8kning  Fig. 62. X < 0. Hyperbolisk krdkning

Vi riknar nu krikningsradien positiv pA ena sidan om ytan
och negativ pd andra sidan. Man far di tre huvudiyper av
krikning i en punkt pi en yta.

1. Efliptisk krokning. K >0. Bida de principala kréknings-
radierna har samma tecken (se fig. 61). BEx. punkierna pi en
ellipsoid eller ett klat.

2. ITyperbolisk krékning. K <0. DA méste R, och R, ha
olika tecken (se fig. 62). En punkt med hyperbolisk krikning
kallas en sadelpunkt. Ex. punkterna pid en enmantlig hyperbo-
loid och pa en hyperbolisk paraboloid.

3. Parabolisk krékning. K=0. Endera av 1/R, eller IR,
dr =0. Ex punkterna pd en kon, pi en cylinderyta eller i ett
plan.

Speciellt kan det intriffa, att alla normalsnitt i en punkt
pi ytan har samma krokning, 1/R=1/R,=1/R,. En sidan
punkt kallas en navelpunk:. Tva ytor bestir av idel navelpunk-
ter, ndmligen planet och klotytan.

Tidigare har vid flera tillfillen framhdillits att den euklidiska
geometrin 4r uppbyggd med ledning av var intuitiva uppfatt-
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ning om férhillandena i ett dskidligt plan. Speciellt giller i
ett sddant att strickor, vinklar och trianglar kan flyttas och
vridas utan att deras storlek dndras. Om man tinker sig att
exempelvis tvd trianglar i det &skadliga planet dr urklippta ur
nagot styvt och obdjbart material, si svarar kongruensrclatio-
nen f¢r trianglar mot den askadliga egenskapcen att den ena
triangein kan flyttas i planet, s& att den bringas ait ticka den
andra triangeln cller dess spegelbild. Att detta dr méjligi beror
p4 alt planet bestir av idel punkter med konstant krékning och
att varje sddan punkt iAr en navelpunkt.

Niar det gillde att tolka de geometriska grundbegreppen pa
en klotyta pd ett sddant sitt att denna kom att utgbra en
modell av den elliptiska planimetrin, tolkade man “rita linjer”
som storcirklar. Med denna tolkning kom kiotytan att medge
samma rorelsefrihet som planet. Striickor, vinklar och trianglar
kunde flyttas vart som helst pd ytan utan att storfeken dndra-
des. Detta heror givetvis pd att klotytan i likhet med planet
bestir av idel punkter med konstant krikning och att alla dessa
punkter dr navelpunkter. Kongruensbegreppet kunde dirfor
definieras pa analogt siti som i planct.

VArt mal dr nu att finna en yla i det euklidiska rummet som
kan anvindas som en modell av den hyperboliska geometrin.
Men planct och klotet dr de enda ytor som bestir av idel
navelpunkier. DArfor miste man pd den sékta ytan definiera
en kongruensrelation med ledning av pigon annan askadlig
egenskap dn den som anviints for planet och klotytan. For att
kunna gora detta miste man infira begreppen geodetisk linje
och isometrisk avbildning.

Med en geadetisk linje pi en yta menas den kortaste firbin-
delselinjen pa ytan mellan tvA punkter. Den geodetiska linjen
genom tva tillrdickligt nirbeligna punkter bestims entydigt av
punkterna.

Antag nu att en yta § overfors [ en annan yta §° genom
isomeirisk avbildning. dvs. genom att bdjas och veckas utan ati
krympas eller tinias. Man kan visa att ytans krokning ir in-
variant och siledes inte férandras vid isometrisk avbildning
(visat av Gauss). Vidare 4r vinkeln mellan tvd varandra ski-
rande kurvor pi § lika stor som vinkeln mellan motsvarande
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bildkurvor p4 §'. Lingden av en kurva ir lika stor som Lingden
av motsvarande bildkurva.

De geodetiska linjerna Gverfoérs vid isometrisk avbildning i
geodetiska linjer. Ty enligt definitionen behéller alla kurvor
sin langd, och de kortaste linjerna férblir alitsi de kortaste
linjerna dven pd den nya ytan.

Man kan nu visa att om {v& ytors krékning i varje punkt har
ett och samma konstanta virde K, si kan den ena ytan avbil-
das pa den andra genom isometrisk avbildning,.

Lat nu en ytas krokning i aila punkter ha det konstanta vir-
det K. DA kan ytan avbildas pa sig sjilv genom isometrisk
avbildning. En triangel i ytan, som begrinsas av geodetiska
linjer, kommer att avbildas pd en annan triangel i ytan, be-
griansad av geodetiska linjer. Enligt det foregiende har de bada
trianglarpa lika 1dnga sidor och lika stara vinklar och samma
yta. P4 en yta, vars punkter har konstant krokning, kan den
ena triangeln bringas att ticka den andra eller dennas spegel-
bild. Man fir di tinka sig de bada trianglarna utskurna av
mjukt otdnjbart tyg, si att de vid forflyttning kan folja ytans
alla huktningar utan att tinjas eller strickas.

Vi vill pu studera en yta, vars alla punkier har konstant
negativ krokming K <0. Det visar sig emellertid att det inte
existerar ndgon yta i det euklidiska rummet, vars alla punkter
har konstant negativ krokning. Detta betyder att man mdste
begrinsa sina undersokningar til} 1dmpliga delomriaden av de
ytor som kan komma ifriga. Dessa utgér bara en modell av
ett visst delomrdde av det hyperboliska planet.

Den enklaste ytan med konstant negativ krdkning kallas
pseudosfiren (fig. 63) och ser ut som en dubbeltrumpet.

For att konstruera en pseudosfir utgdr man frin en kurva
som kallas zrakiris eller slipkurva. Den undersiktes tidigast av
hollindaren Huygens under 1600-talets senare hilft. Huygens,
som var en rik privatlird med matematik och naturvetenskap
som hobby, kallade traktrisen for hundkurvan. For att beskriva
den tinkte sig Huygens ett ratvinkligt koordinatsystem. Kalla
axlarna pd vanligt sitt x- och y-axel. Antag att en husse stiller
sig i origo. P4 y-axeln i en punkt pa avstindet a befinner sig
hans hund. Kopplet mellan dem &r strickt. Lit nu husse rora
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Fig. 63. T.v. psendosfiir och traktris. T.h. pseudosfiir, uppskoren lings en
gencrerande traktris och den singulira linjen

sig utmed x-axeln med kopplet hela tiden strickt, sd att hun-
den motvilligt later sig slipas med i hans kolvatten. Da kom-
mer hunden att réra sig utmed Huygens hundkurva cller trak-
trisen.

Ju Lingre husse avligsnar sig frin utgdngsliget, desto mera
kommer hunden att ndrma sig husses viig. Den senare, allisi
x-axeln, blir kurvans asymptot. Later man nu kurvan rotera
kring asymptoten fir man pseudosfiren. Hundens utgingslige
beskriver en cirke! vars punkter intar en sirstilining i forhél-
lande till ytan i ovrigt och kallas for ytans singulira linje.

Pscudosfiren har fatt sitt namn av att samtliga punkter,
utom de som genereras av trakirisens spets, har konstant nega-
tiv krokning K = —1/R2, R kallas pseudoradien. Om man tin-
ker sig en av de trumpetliknande ytorna pid cna sidan om den
singuldra linjen uppskuren fings en av de genererande traktri-
serna, fAr man en yta p& vilken den plana hyperboliska geo-
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metrin giller. Den motsvarar dock endast en del av det hyper-
boliska planet.

En detaljerad matematisk framstillning av avsnitt 21 iter-
finnes i bl.a. C. G. Esseen, Férelisningar dver differentialgeo-
metri {1957), samt K. Strubecker, Differentialgeometrie 1,
Sammlung Géschen 1180—1180a (1959).
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VI. En modell av den hyperboliska
geometrin

22. Den hyperholiska geometrins motsiigelsefribet.
Kleins modell

I avsnitt I8 visades att den cuklidiska planimetrin Ar motsi-
gelscfri 1 samma man som de reelia talens aritmetik ar mot-
sigelsefri. Detta skedde med hjilp av en aritmetisk modell av
den euklidiska planimetrin.

Med hjdlp av ett ratvinkligt koordinatsystem kunde man
sedan ge de aritmetiska begreppen en tolkning som 4dskddliga
geometriska begrepp i ett plan. I detta gidllde siledes den
euklidiska geometrin.

Man kan nu visa att dven den hyperboliska planimetrin dr
motsigelsefri | samma méin som de reella talens aritmetik ar
motsagelsefri. Det sker genom att man utgar frén det nyss-
nimnda euklidiska planet. T detta ger man vissa begrepp och
relationer en annan tolkning #n den vanliga. Pa si sitt kan
man visa, att en lampligt vald del av den cuklidiska modcllen
utgér en modell av den hyperholiska geometrin. Hyperboliska
begrepp och relationer i den nva modellen &r egentligen cukli-
diska begrepp och relationer, som man givit andra namn. DA
faljer av denna modell att dern hyperboliska planimetrin ir
moisiigelsefri i samma mdn som den euklidiska planimetrin ir
det,

Den modell av den hyperboliska geomctrin som man pa
detta siti konstruerar har manga fordelar. Nir man i avsaitt
19 skulle illustrera de olika safserna ur den hyperboliska peo-
metrin genom figurer i det vanliga askadliga planct, miste man
i vissa fali rita rita linjer som bojda linjer f6r att fi en accep-
tabel hild av satsernas innehdll. I vir modell diremot definierar
man en hyperbolisk rit linje som ett visst bestimt begrepp ur
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den euklidiska geometrin. Detta har den férdelen att en hyper-
bolisk rit linje alltid kommer att aterges pA samma sitt.

I och med denna modell ir det klart att de euklidiska och
hyperboliska geometrierna dr likaberittigade. Ar den ena mot-
sigelsefri maste detta ocksd gilla den andra. Man behdver allt-
s& inte befara att [ en framtid hitta satser i den hyperholiska
geometrin som strider mot varandra., Om det skulle finnas
skdana, miste det finnas analoga motsigelser | den vanliga
cuklidiska geometrin. Det ir siledes friga om tva likvirda
logiska systcm. Frigan vilket system som bist beskriver den
fysiska verkligheten omkring oss Ar ett annat problem, som
skall diskuteras i bokens sista avsnitt.

I det foljande betecknar vi euklidisk med e., hyperbolisk
med h.

Det finns tvih modeller som vanligen brukar anvindas, nim-
ligen Klcins och Poincarés.

Felix Kleins modell ir den dldsta av dem. De grundliggande
idéerna [orekommer redan i ett arbete av engelsmannen Cayley
frin 1859. Kiein har emellertid Overarbetat dem i sitt arbete
"Om den sk. ickeeuklidiska geometrin®, som publicerades i
Mathematische Annalen, bd 4, 1871.

I Kleins moedell av den icke-cuklidiska gcometrin utgors det
icke-euklidiska planet av det inre av en cirkel i ett euklidiskt
plan. Denna cirkel brukar kallas fir randcirkel till det h. pla-
net. Av praktiska skdl brukar man ligga in ett ratvinkligt
koordinatsystem i planet och lita det h. planet motsvaras av
en cirkel med medelpunkten i origo och radien =1, en sk. en-
hetscirkel (fig. 64).

Den h. geometrins grundelement tolkas nu pa féljande satt.

Det h. planer=det inre av cirkeln.
En h. punki=e. punkt i det inte av cirkeln.
En h. rit linje=korda i enhetscirkeln.

En detaljerad genomging av Kleins modell finns tex. i R.
Baldus—F. Lé&bell, Nichteuklidische Geometrie, Sammlung
Gaoschen 970. Hiir skall inte alla detaljer behandlas utan bara
ges en skiss av modellens utscende. Dess storsta svaghet dr det
siitt pd vilket kongruenta ("lika™) vinklar definieras.
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Fig. 64

Eftersom punkter och rita linjer i Kleins modell utgérs av
punkter och ridta linjer, giller alla axiomen i de tvad forsta
axiomgrupperna.

Fér att komma vidare maste man narmast inféra ett matt pd
strackors lingd. Eftersom cirkelns omkrets skall motsvara
oindligheten, méste man definiera h. lika l&dnga strickor pd
sédant sdtt att de dr e. mindre, ju nirmare cirkelns omkrets
de ligger.

Detta ar mdjligt med hjdlp av begreppet dubbelfirhallande.
Vad som dirmed menas skall i detalj férklaras i avsnitt 25
nedan.

Begreppet dubbelforhillande innebir i korthet att varje
stracka tillordnas ett reellt tal, som bestims av ldget av striic-
kans andpunkter och av motsvarande h. rita linjes e. skir-
ningspunkter med randcirkeln. Tva strickor definicras som h.
kongruenta, om de tillordnas samma tal d eller tal d och 47,
som utgdr varandras inverterade virden, d'=1/d. Om tvi strie-
kor adderas, kommer den resulterande strickan att svara mot
ett dubbelfdrhialiande som man fir genom att multiplicera de
bida delstrickornas dubbelférhallanden med varandra. Man
kan di visa att kongruensaxiomen III, 1—3 {6r strickor samt
Arkimedes axiom V, 1 ir uppfyllda.

105



Automorfa kollineationer

Nu iterstir de bada sista kongruensaxiomen, som innehdller
lagar for begreppet h. kongruenta vinklar., For att kunna till-
limpa dem maste man inféra en kongruensrelation mellan
vinklar i modecllen.

Dec¢ vinklar Klein definierar som hyperboliskt kongruenta
blir inte “lika stora” i euklidisk mening. Detta betyder givetlvis
ingenting frin rent abstrakt synpunkt. Men det har den nack-
delen att man inte rent Askadligt kan se vilka vinklar i model-
len som idr kongruenta och diirmed hyperboliskt lika.

For att kunna inféra h. kongruenta vinklar uigdr man frin
ett ratvinkligt koordinatsystem i ett vanligt euklidiskt plan., Dir
Iiter man det hyperboliska planet motsvara en cirkel, vars
radie ir =1 och vars medeipunkt ligger i origo. Varje punkt i
det ¢. planet far koordinaterna (x, y), dir x och y #r vissa
reella tal.

Betrakta nu ekvationerna

mx+by+e ax+ by + ¢y

1) X1= ~y Y1=
( l azx+byy+cy l a3x+b3y+c:.,’

diir de numrerade bokstiverna a, b, ¢ i higra ledet skall upp-
fylla relationen

2) ay(hycz— b3cy) + ay(hye) — bycy) + aglh ey byey) # 0.

Genom dessa ekvationer kommer varje punkt (x, y) i dct e.
planet att dverforas i en annan punkt i det e. planet med koor-
dinaterna (x;, y;). Man kallar detta en avbildning av den ena
punkten pi den andra och sidger att ekvationerna (1) och (2)
bestimmer en viss avbildning eller kollineation.

Man kan latt visa att en kollineation dr entydigt bestimd,
om man féreskriver att fyra givna punkter i det e. planet som
inte ligger i rit linje skall avbildas pd fyra andra punkter med
samma cgenskap. Ty sitter man i ovanstiende uttryck in koor-
dinaterna for en punkt och for motsvarande bildpunkt, sa kom-
mer de fyra givna punkterna att tillsammans med motsvarande
bildpunkter ge upphov till &tta ekvationer fér de nio obckanta
konstanterna a;—¢;. Om nigon av konstanterna inte dr =0,
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exempelvis ¢, kan man dividera uttrycken i (1) och (2) med ¢;.
Pa sa vis far man bara 4tta obekanta konstanter att bestimma.

Att punkterna inte fir ligga flera 4n tvi pA samma riita linje
beror pa att avbildningen Sverfor rita linjer i ridta linjer. Att
sa ar fallet kan man konstatera genom att bestimma ekvatio-
nen for cn rat linje genom tvd givna punkier, berikna punk-
ternas bildpunkter, bestamma ekvationen fér en rit linje genom
bildpunkterna samt prova om bilden av en punkt pa rita linjen
mellan de ursprungliga punkterna kommer att ligga pa rita
linjen mellan bildpunkterna.

Den angivna avbildningens egenskap att éverféra rita lin-
jer i bilder av rata linjer dr viktig for tillaimpningen pa Kleins
maodcll. Men det finns en annan viktig egenskap som ar grund-
liggande for tillampningen pid Kleins modell. Det visar sig
nimligen, att det dr mojligt att bestimma konstanterna pa
sidant vis att randcirkeln till det h. planel dverférs i sig sjilv.
Man kallar en avbildning med denna egenskap fér en auto-
morf kollinearion.

En spegling av det e. planet och dirmed av randcirkeln i en
e. rit linje genom origo ar ett exempel pa en automorf kolli-
neation. Men man kan Zven bestimma automorfa kollinca-
tioner, dir det e. avstindet mellan bildpunkterna ir ett annat
4n det e. avstandet mellan de ursprungliga punkterna.

Speciellt kan man bestimma sadana automorfa kollineatio-
ner som Gverfor en given h. rit linje (e. en korda i randcirkcin)
ien annan h. rit linje. En given punkt pi den ena h. rita linjen
kan overforas i en given punkt pa den andra. Slutligen kan
man fastligga avbildningen pa sadant sitt att den del av det h.
planet (randcirkeln) som ligger pi bestimd sida om den ena
h. rita linjen éverfirs till en bestimd sida av den andra h. riita
linjern.

Man kan siledes bestimma att rita linjen UV Overfors i
rita linjen U7’V pA sidant sitt att punkten A dverfors i punk-
ten A7 vidare kan det mindre cirkelsegment som UV avskir
av det h. planet éverforas i endera av de tva cirkelsegmenten
pa émse sidor om UV,

Det enklaste sittet att fastligga en sidan avbildning dr att
vilja ut fyra punkter som inte ligger i rit linje samt foreskriva
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Fig. 65

vilka bildpunkter de skall ha. Man viljer laimpligen ut {dljande
fyra punkter (se fig. 65):

den h. viita linjens (kordans) dndpunkter U och V,

skdrningspunkten § mellan rangenterna tll randcirkeln §{ U
och V (kordans pol),

skérningspunkien P mellan rédta linjen SA och randcirkeln.

Genom att man viljer P i stillct [6r 4 fir man fastlagt hur
cirkclsegmenten pA dmse sidor av de h. rita linjerna skall av-
bildas pa varandra.

Den automorfa kollineationen ar slledes bestimd av fol-
jande avbildningsfareskrifter:

v—u
V-1
§-5
P-P;

En vanlig cuklidisk cirkel &r bestimd om man kiinner tre
punkter pA cirkelns periferi. I foreliggande fall Ar randcirkeln
bestimd gecnom de tre punkterna U, ¥ och P. De tre bildpunk-
terna ligger ocksd pi randcirkeln enligt férutsittningen. Genom
insitining i avbildningsformeln kan man visa att varje punkt
pa randcirkeln avbildas pA en annan punkt p& samma cirkel.
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Vidare kommer punkterna i det inrc av cirkeln att avbildas pa
punkter i det inre.

Det idr litt att se att en automorf kollineation &r omvindbart
entydig. Till en given avbildning, exempelvis den som bestims
av punkterna ovan, kan man siledes bestimma en invers av-
bildning. Denna avbildar U pa U, V" pa V, S  pa S och P," p&
P. I formlerna (1) svarar denna mot att punkten (x;, ¥) av-
bildas pid punkten (x, ¥). For att fA& motsvarande ekvationer
far man i (1) iésa ut x och y och uttrycka dem med hjilp av x;
och y,. Man fir di tvA nya ekvationer av samma utseende
som {1}, Skillnaden mot (1) blir bara att konstanterna a;— ¢;
far andra virden.

Man kan ocksi gora flera avbildningar efter varandra. Har
man en avbildning U-U', V—-V", §—8§, P-P och en annan
avbildning U' - UJ”, V' - V", §—§", P'—P”, sa kan man tinka
sig dem sammansatta till en enda avbildning, som alltsd direkt
overfor punkterna U, V', Soch Pi U”, V7, 8" och P".

Fo6r motsvarande ekvationer av formen (1) inncbir detta att
mot den forsta avbildningen svarar ett par formler som avbil-
dar punkten (x, y) i (x|, y,)- Har man en ny avbildning svarar
denna mot ett formelpar med andra virden pad koefficienterna
@, —¢3. Dessa formler avbildar did puakten {x), ¥} p4 en ny
punkt (x5, y;).

Genom rikning kan man di hirleda formlerna for en av-
bildning som direkt &verfor punkten (x, ¥) 1 punkten (xp, y;).
Resultatet blir ctt nytt formelpar av samma utscende som (1).
Om man exempelvis sammansitter en avbildning med dess in-
versa avbildning, skall resultatet bli en identitct. Man far i
detta speciella fall helt enkclt x,=x, y,=1y, vilket ju ir ett par
formler av samma typ som (1).

Vid bevis av satser for den hyperboliska geometrin med
Bjilp av Kleins modell anvinder man sig ofta av der speciella
Ligets princip. Man utgar frin en godtycklig geometrisk figur.
Genom en automorf kollincation dverfér man denna i en figur
som exempelvis ligger symmetriskt i forhitlande till randcirkein
eller som har ett hérn i origo. Scdan bevisar man satsen for
figuren i detta speciclla lige. Med hjilp av den inversa auto-
morfa kollineationen kan man sedan gbra en avbildaing till-
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baka till den ursprungliga figuren. Man kan, som strax skall
visas, anviinda denna metod fdr att visa att en godtycklig vin-
kel ir kongruent med sig sjilv.

Kongruenta siriickor

Man kan nu visa att kongruenta strickor avbildas pi varandra.
Antag att strickan AB dr given och att man vill avbilda den
pa en med AB kongruent striicka A°B’, som ligger utmed rita
linjen UV,

For att losa uppgifien bestimmer man en avbildning som
avbildar 4 pd A’ och den h. rita linjen LV pi L/'V'. Det sist-
nimnda kan géras pd tvd sitt. Om [J avbildas pd U, komimer
den med AB kongruenta strickan att avsittas frin 4" pd
samma sida som U'. Om i stillet U avbildas pa ¥, kommer
den kongruenta strickan att avbildas pa andra sidan om A’.
§ avhildas i bida fallen pd §°. Didremot kan man vilja endera
av de bida avbildningar som &verfér P i P| resp. i P,. Tor att
AB och A'B’ skall vara h. lika, dvs. kongruenta, bestimmer
man B’ p& sddant siitt att de bida strickorna svarar mot dub-
belforhéllanden som innebir h. kongruens.

Diérmed ar klart att axiom Iil, 1 dr uppfyllt fér automorfa
kaliineationer.

Axiom 1II,2 innebdr att tvd strickor, som Ar kongruenta
med en och samma striacka, sinsemcllan dr kongruenta. Detta
foljer av att alla tre svarar mot samma dubbelforhallanden.

Axiom IIL 3 slutligen fdreskriver att om man for tva par
av strackor pd ridta linjer har AB=A'B’, BC=B'C’, 3 giller
ocksda AC=A4'C’. Dctta foljer av att strickorna AC och 4'C’
enligt vad som tidigare sagts enligt lagarna fér dubbelférhil-
landct méste vara h. kongruenta och siledes kan éverforas i
varandra genom en automorf kollineation.

Kongruenta vinklar

Man definierar nu tvd vinklar som h. kongruenta nir de kan
gverféras i varandra genom en automorf kollineation.
Antag vinkeln UQV given jimte punkten ¢’ och halvstrilen
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o'V, Uppgiften ar att enligt axiom TIII, 4 bestimma en vinkel
'OV’ pA en given sida om O'UL/, h. kongruent med vinkeln
UovV.

Enligt det foregdende finns det tvd kollineationer, som &ver-
for @ i 0 och 7 i U, Forlings OU far man en h. rat linje
som dclar randcirkeln i tvA delar. De bada kollineationcerna
dverfor den h, hatvlinjen OV till var sin sida av den h. rita
linjen genom O och U’. Om man f6reskriver pi vilken sida
om O'V’ som vinkeln skall avsdttas, dar siledes avbildningen
entydigt bestamd.

Det finns dirfor en och cndast en kollineation som avsitter
en med VOU kongruent vinkel med spetsen i O, ena vinkel-
benet utmed 'L/ och det andra vinkelbenet pad given sida
om 0L,

Man kan ¥itt visa att en vinkel ar kongruent med sig sjilv,
exempelvis att vinkeln UQOV ir kongruent med vinkeln OV,
Detta foljer direkt av att avbildningen av det h. planet pd sig
sjilvt ar en automorf kollineation. Den svarar mot ekvationerna
X;=X, ¥1=¥, som ju ir av formen (I).

Att vinkelkongruens ir en symmetrisk egenskap foljer av att
det till den automorfa kollineation, som &verfor en vinkel i en
annan, svarar en invers Kollineation, som oOverfor den sist-
nimnda vinkeln i den ursprungliga.

Axiom 111, 5

Antag att strickorna 4B och A'B’ i fig. 66 ir h. kongruenta,
likasd strickorna AC och A'C".

Vidare skall vinklarna BAC och B’A’'C” vara h. kongruenta.
Detta innebir att det finns en automorf kollineation som dver-
for S18,A41A4 och Ui U. Eftersom dubbelférhillandena
skall vara lika miste denna avbildning overféra B i B’ och
cic.

De h. rita linjerna genom BC och CA avbildas saledes pi
de h. rita linjerna genom B'C’ och C"A’. DA vinklar 4r ofor-
indrade vid avbildningen ir siledes vinklarna € och C’ lika.
Detsamma giiller givetvis di ocksd vinklarna vid B resp. B
Dirmed ir visat att axiom LI, 5 dr uppfyllt i modellen.
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Nu giller fullstindighetsaxiomet V,2 for det e. planet och
dirmed ocksd {or Kleins modell av det h. planet.

Vi har alltsi visat att sarmudiga axiom i den hyperboliska
geometrin gdller { Kleins modell. Modellen bestir av element
ur den e. geornetrin som vi givit en annan tolkning an den
vanliga. Om den euklidiska geometrin dr wmotsiigelsefri, sd
mdste ocksd den hyperboliska geomeirin vara motséigelsejri.

Det enklidiska parallellaxiomer féljer inte ur axiomen i grup-
perna I—HJ, V. Ty i modellen dr dessa axiom uppfylida men
diremot ej det euklidiska parallellaxiomet. Givetvis kan inte
heller det hyperboliska parallellaxiomet fdlja ur dessa axiom.

Dirmed ar klart att den euklidiska och den hyperboliska
geometrin Ar tva likaberittigade logiska system. Om det ena
av dem ar motsdgelsefritt, s& miste ocksd det andra vara det.
Detta dr ctt vilsentligt resuliat, som ger det definitiva svarct pa
den fraga som stallts av matematiker under manga Arhundra-
den.

23. Hyperbolisk geometri i Kleins modell

Med hjilp av Kleins modell kan man i vissa fall f4 en god
illustration till satsecr och forhallanden 1 den hyperboliska
geometrin.

I den historiska dversikten 6ver parallellaxiomets historia
framhélls att man under drhundradens forskningar upptackte
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Fig. 67 /
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att parallelaxiomet kunde ersittas av vissa andra utsagor. Om
dessa inte giller, giller inte heller det euklidiska parallellaxio-
met. Det kan vara av intresse att studera nagra av dem med
hjilp av Kleins modell.

I den euklidiska geometrin giller att om den ena av tva rita
linjer, som inte rikas, skiirs av en tredje, si miste den andra
rata linjen ocksd skiras. T Kleins modell ar det Idtt att se aft
tvA randparallella clier icke skirande rata linjer icke har denna
egenskap. Man kan mycket vil bestimma en h. rat linje som
skidr den ena men inte den andra.

1. F. Lorenz uttalade 1791 for den euklidiska geometrin att
om cn punkt ligger i det inre av en vinkel, s3 kan man alltid
bestdmma en rit linje som skir bada vinkelbenen. Detta ar
inte alltid mojligt i den h. geometrin, vilket ocksd ir litt att
visa | Kleins modell (se fig. 67). Genom P kan man tydligen
inte dra ndgon rit linje sorn skir bide AU och AV.

Man kan visa

Sats 35. Normalerna till en k. riit linje i Kleins modell utgirs
av e. riifa linjer genom den h. ¥ita linjens pol.

Bevis. En normal skdr en rit linje under rita vinklar. En
rit vinkel har tidigare definierats som en vinkel som #r kon-
gruent med sin sidovinkel.

Antag nu att en h. riit linje UV dr given (se fig. 68). Drag
en e, rit linje frin UV:s pol S till en godiycklig punkt 4 pa
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Fig. €8

den h. rita linjen. Vi skall visa att $4 ir en h. normal till V.

Detta foljer av att man kan utfora en automorf kollineation,
som avbildar S pA S, P pA P, U p& V och V pd U. Resultatet
blir en “spegling” i SA, som Overfor vinklarna vid A4 i var-
andra. Dessa maste di vara h. kongruenta, dvs. h. rita vinklar.

Man kan ocksd visa att en godtycklig normal genom A4 mot
UV miste g genom S. Ty annars skulle genom A4 finnas tvd
normaler, vilket enligt en tidigare sats Ar omdjligt. Darmed ar
visat att det i satsen givna villkoret dr nddvindigt och till-
riackligt.

Av sats 35 faljer

Sats 36. Normalerna till en h. riit linje ir sinsemellan icke
skdrande h. riita linjer.

Bevis. Om normalerna forldangs, skidr motsvarande e. linjer
varandra 1 den h. rdta linjens pol, som ligger utanfor rand-
cirkeln. De kan alltsd varken skidra varandra pa randcirkeln
(=vara randparallella) eller i cirkelns inre (=det h. planet).

Av sats 35 fdljer ocksd

Sats 37, Till tvd icke skdrande rita linjer finns det en och
endast en gemensam normal.
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Beviy. Drag den e. rita linjen mellan polerna till de h. rita
linferna UV och UV, Denna ar enligt sats 35 normal till var
och en av de h. rita linjerna.

Med utgdngspunkt fran en h. stricka kan man ltt kon-
strucra motsvarande h. vinkel. Drag en godtycklig h. rit linje
UV, avsiitt den givna strickan AB utmed en h. normal till den
h. rita linjen frin en punkt A och sammanbind strickans ind-
punkter med U och V. Vinklarna p& omse sidor em 8 mcilan
den h. normalen och BU resp. BV ar parallellvinklar och dér-
med h. kongrucnta. Vinklarna bestims tydligen av strackan
AB:s lingd.

Modellernas fér- och nackdelar

Fardelen med Kleins modell dr att h. rdata linjer motsvarar
striickor av bestimd ldingd p e. rita linjer, nAmligen ¢. kordor
i en e. cirkel. Didrfor kan forhallanden i den h. geometrin, som
ror rita linjer, ges en god illustration i Kleins modell. Diremot
far man ingen overskadlig bild av h. vinklars inbérdes storfcks-
forhallanden.

1 Poincarés cirkelmodell, som nirmast skall behandlas, ar
férhallandena de motsatta. H. vinklar motsvaras av e. lika
stora vinklar mellan e. cirkelbdgar. De e. cirkelbdgarna tolkas
som h. rita linjer. Aven denna modell har sina nackdelar. En
fordel Ar att den kan anvindas som modell av vissa forhdilan-
den inom hégre matematisk analys. Deita miste dock forbigds
i forcliggande framstillning.

Det rader ett geometriskt samband mellan Kleins och Poin-
carés modeller av den hyperboliska geometrin, Betrakta ett
kiot med viss given radie. Kalla klotets vagrita “ekvator™ !
och antag att klotet ligger pa eft vagratt plan, bottenplanct.

Genom lodrita linjer kan ekvatorn projicieras pd bottenpla-
pet. Man fir di dir en cirkel m, som kan viljas som rand-
cirkel i Kleins modell. Genom att dra rita [injer frin nord-
polen genom ekvatorn kan denna projicieras pa cn annan cirkel
k i bottenplanet. Denna viiljer man som randcirkel i Poincarés
cirkelmodell.

Lat nu g vara en h. rit linje i Kleins modell. Etf plan genom
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Fig. 69

g vinkelritt mot bottenplanet skir klotet utmed en cirkel-
bage v.

Drag nu rdta linjer frdn nordpolen genom cirkelbigen v.
Den projicieras di pd en cirkelbige n i bottenplanet. Denna
cirkelbage, som skir k under rita vinklar, utgor en h. rit linje
i Poincarés modell.

Det skisserade sambandet mellan de bida modellerna kom-
mer dock inte att utnyttjas i nidsta avsnitt vid presentationen
av Poincarés modell.

24. Poincarés cirkelmodell

Ar 1882 utkom i Stockholm firsta bandet av Acta matematica.
Den dr numera en av de stora tidskrifterna inom matematiken,
i vilken under &rens lopp minga betydelsefulla resultat publi-
cerats. Grundare och under de férsta &ren aven redaktor var
professorn vid davarande Stockholms hogskola, Gdsta Mittag-
Leffler.

Fdrsta bandet av Acfa matematica innehiller en avhandling
av den franske forskaren Henri Poincaré, dir han presenterar
en annan modcll av den hyperboliska geometrin #n Kleins.
Den brukar kallas Poincarés cirkelmodell.

I likhet med Klein ligger Poincaré till grund f6r sin modell
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ett plan, i vilket den euklidiska geometrin forutsitts gilla. 1
detta betraktar han en cirkel. Om ett rdtvinkligt koordinat-
system laggs in i planet, viiljs detta pa sd sitt att ifrigavarande
cirkel kommer att utgiéra en cnhetscirkel.

Den h. geometrins grundbegrepp tolkas som fdljer.

det h. planet=det inre av enhetscirkeln,

h. punki=e. punkt i det inre av enhetscirkeln,

h. riit linje=den inom enhetscirkein liggande delen av en e.
cirkelbidge som skidr enhetscirkeln under rita vinklar (ortogo-
naicirkelbige). En diameter i cnhetscirkeln betraktas som en
ortogonalcirkelbdge, vars medelpunkt ligger pd odndiigt av-
stind.

I sammanhanget Kan nimnas att man kan avbilda det inre
av denna cirkel pd ctt halvplan, begransat av en e, rit linje /[
Man far di Poincarés halvplanemodell for den hyperboliska
geometrin. En h. punkt svarar mot en e. punkt i halvplanet.
De h. rata linjerna utgors dels av e. rita linjer vinkelrita mot 1,
dels av ¢. halvcirkelbagar, vilkas medelpunkt ligger pa 1.

En genomgéang av Hilberts axiomsystem med hjilp av Poin-
carés halvplanemodell forekommer i en artikel av G. af Hall-
strom i Nordisk matematisk tidskrift 1961. En utférligare be-
handling av modellen ges i H. Meschkowski, Nichteuklidische
Geontetrie (1954).

I det hir avsnittet behandlas bara Poincarés cirkelmodell.
Uppgiften Ar nidrmast att underséka de olika axiomens giltig-
het.

Det dr ldtt att visa att incidens- och anordningsaxiomen
giller.

Inférandet av begreppet h. vinkel i Poincarés modell sker
helt enkelt genom att man definierar den h. vinkeln mellan tva
h. rita linjer som den e. vinkelt mellan motsvarande ¢. cirkel-
bagar. Axiom III, 4, som handlar om kongruenta ("lika”) vink-
lar, ar dé uppfyllt eftersom det giiller for e. vinklar.

H. kongruenta strickor definicras med hiilp av dubbelfor-
haltandet, analogt med férhdllandena i Kleins modell. Man
far dven i Poincarés modell att av tvA h. lika striickor idr den c.
kortare som ligger nirmare den h. cindlighetcn. Denna utgors
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Fig. 70

av cirkelns omkrets. Axiomen III, {—3 samt Arkimedes axiom
V.1 foljer som vid Kleins modell.

Nu aterstir dels parallellaxiomet, dels axiom III, 5, vilket
senare handlar om kongruenta trianglar.

Man visar litt analogt med férhdllandena i Kleins modell
att det hyperboliska parallellaxiomer giller ocksd hos Poin-
caré. LAt en h. rit linje UV vara given jimte en punkt 4 utan-
for den h. rdta linjen (se fig. 70). D& kommer de randparallella
h. halviinjerna ati motsvaras av e. cirkelbdgar fran 4 till U
och till .

Det ir Jitt att inse att varje h. halvlinje frin 4 som ligger i
vinkelfaltet mellan halvlinjerna AU och AV maste skira den
h. rédta linjen UV.

Med hjilp av Poincarés cirkelmodell kan man visa att man
kan konstruera en h. triangel, vars alla vinklar dr noll (fig. 71).
En siddan nollvinklig triangel mdste ha sina hérn pa randen av
enhetscirkein och begrdnsas av ortogonalcirkelbdgar, som tan-
gerar varandra i triangelns hdrn. Dessa kommer att ligga i
hoérnen av en liksidig e. triangel, inskriven i ¢irkeln.

Sidorna i en nollvinklig triangel utgdrs alltsd av parvis rand-
paralleila h. rita linjer och triangelns hérn av de randparallella
h, rdta linjernas pa odndligt avstind belagna skirningspunkter.
En sédan triange! kallas wrartad eller asymptorisk.

For att kunna visa att axiom IIT: 5 giller behdver man en
avbildningsfunktion, precis som i Kleins modell. Man fretar
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Fig. 71

en sk. konform avbildning. Detaljerna méaste hir forbigas.
Rcsultatet blir analogt med det som gillde i Kleins modeil,
Eftersom fullstindighetsaxiomet V, 2 givetvis ar uppfyllt, gal-
ler d4ven i denna modell alla den hyperboliska geometrins
axiom.

Under forutsiittning att den avbildningsfunktion man anvin-
der dverfér h. kongruenta trianglar 1 varandra kan man med
hjilp av det speciella 14gets princip visa

Sats 37. Vinkelsumman i en h. triangel ir mindre én 180°,

Bevis. Man overfor (fig. 72) den givna h. triangeln ABC i en
med denna kongruent h. triangel OB'C’, varvid A avbildas

pi enhetscirkelns medelpunkt @. DA kommer triangelsidorna
OB’ och OC” att ligga utefter e. rita linjer, medan sidan B'C’

Fig. 72
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utgdr en del av en frAn O seti konvex cirkeibige. Eftersom
vinkelsumman i den e. triangeln OB’C” 4r 180°, maste vinkel-
summan i den h. triangeln OB'C” vara <180°, v.s. b.

25, Dubbelforhallande och striickors kongruens

For intresserade skall slutligen ges en detaljerad framstillning
av begreppet dubbelfdrhillande och visas hur det kan anvindas
for att definiera begreppet hyperboliskt kongruenta striickor i
Kleins cller Poincarés modell. Man behover inte kunna nigon
hogre matemaltik {or att begripa detta avsnitt. Utredningarna
ar dock en smula langrandiga; dirav placeringen i ett sirskilt
avsnill.

Om ej annat anges, betraktas i det foljande begrepp ur den e,
geomelrin. Nirmast definierar man begreppet rikrad striicka.

Antag att 4 och B ir tva punkter pa en rit linje. Med AB
betecknar man en stricka med riktning fran 4 till B. Lat 4B
ha lingden a. Dd definicrar man BA som en stricka med rikt-
ning (rAn B till 4 och med lingden —a. Om A och B ligger pa
en x-axel och har koordinaterna x, resp. x,, sd giller siledes

AB=x,-x;, BA=x,—x,.

Antag nu att punkterna 4 och B ligger i ett ridtvinkligt koor-
dinatsystem. Om de har koordinaterna (x;, ¥,) resp. (x;, ¥,
fir man avstdndets talvirde genom Pythagoras sats enligt for-
meln

a=V(x2—x|)4+(y27yl)z.

For att avgra om strickan skall ha plus- eller minustecken
fir man forutsitta att endera av 4B och BA har langden +gq
och den andra -a.

Lit nu A, B, U och V vara fyra punkter pd en rit linje,
tagna i nagon viss ordning. Punkternas dubbeiférhallande defi-
nieras dd av uttrycket

AU BV
(ABUV)="—.—,
BU AV
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Om de fyra punkterna ligger pi en x-axel och har koordina-
terna resp. xi, X, X3, x4 54 kan dubbelforhillandet skrivas

Xa=Xy Xa— X5
(ABUV)= - =d,
Xq3— Xy Xp— X

dir o dr ett tal som kan vara positivt eller negativt.

Dubbelforhdllandet ir oberoende av wvalet av koordinat-
system. Ty dndrar man skalan utmed x-axeln, kommer varje
kaordinat att multipliceras med en konstant k. Denna kan man
sedan forkorta bort ur formeln fér dubbelférhallandet. Om
punkterna projicieras pid en annan rat linje, kommer likalcdes
varie koordinat att multipliceras med en konstant, varfor dub-
belforhallandet dven nu blir oférandrat.

Man ser ocksd latt att det bara dr nar ndgra av punkterna
sammanfaller som dubbelférhillandet antar nigot av virdena

0,1, + =, —

Genom att dndra ordningsfoljden mellan punkterna i for-
meln fér dubbelférhallandet inser man att detta endast kan
anta nigot av foljande sex virden.

1 —d 1-—4d

1— i, -8

d7 s > > el
1-d 1-d -4

1

;
Om (ABUV)=d och man kastar om ordningsféljden i dub-

belforhdllandet, sd dr det litt att visa foljande formiler.

(ABUV)=(BAVI)=(UVAB)=(VI/BA)=d,

(BAUV)=(ABVU)=(VUAB)=(UVBA) =;.

Betrakta fyra rita linjer som skir varandra i en punkt. Om
de fyra rita linjerna skirs av en femte rit linje, si [Oljer av
att dubbelforhallandet dr oférindrat vid projcktion att dubbel-
forhallandet mellan skidrningspunkterna ir detsamma for alla
skirande rita linjer. Det konstanta dubbelférballandet kallas
for de riita linjernas dubbelforhdllande.
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Kongruenta striickor | Kleins modell

Lit nit 4 och B vara tvi h. punkter i Kleins modell. De he-
stimmer en h. rit linje enligt de bada forsta incidensaxiomen.
Denna h. rita linje dr en e. korda. Denna skir randcirkeln i
tvd punkter som man betecknar med I7 och V.

I Kleins modell definieras nu striickar AB.s dubbelférhdl-
lande som det tal man fir, om man forst tar strickans ind-
punkter A och B, direfter den ¢. kordans dndpunkter U och
V. Dubbelforhallandet antar da nigot av virdena

{(ABUV)=(BAVU)=d, (ABVU)=(BAUV)=3.

Strickan BA far tydligen ocksi dubbelférhillandena d eller
1

d

Man kan nu definiera h. kongruenta strickor pd fdljande
shtt.

Definition. Tvéd h. sériickor dr k. kongruenta om de har dub-
belféirhillandena d vesp. d’ och om man har

i
d=d’ eller d=—.
d

Av formeln fér dubbeiforhallandet inser man att en h. stric-
kas dubbelforhallande alltid dr ctt positivt tal. Detta dr storre
in 1, om riktningarna AB och UV ir motsatta, annars mindre
in 1.

Antag aft en h. strickas dubbelférhillande ir >1. Om B
ligger nara A, sd ir dubbelférhallandets virde nira 1. Om nu B
fAr rora sig i rikining mot U, 8kar J kontinuerligt fran ett
virde pira 1 till allt stérre virden.

Vi definierar nu en h. stricka 4B pd den h. rita linjen UV,
dir U och V ir skdrningspunkterna med enhetscirkeln som
positivt riktad eller positiv, om B ligger mellan A och U. Rikt-
ningarna AB och UV ir di motsatta, och man har

(ABUV)>1,
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Analogt definieras AR som negativt riktad eller negativ, om
B ligger mellan A och V. Riktningarna 48 och UV blir di
lika riktade, och man far

(ABUV)<1.
Man kan nu visa att de férsta kongruensaxiomen giller i
modellen.
HI, T éir uppfyllt

Lat den h. strickan AB p4 den h. rita linjen UV vara given
jAmte dess dubbelférhillande
(ABUV)=d.

Lat vidare A" vara en punkt pd den h. rita linjen 'V’ {fig.
73). Da fdljer av det foreghende att det pA U’V finns en punkt
B, sidan att

(A'B\UV)=d
och en punkt B’, sddan att
(A‘B’ZU’V’)=£.
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Enligt det foregiende dr det klart, att B’y och B', ligger pl
olika sidor om A’. Man kan alltsi pa given sida om A" be-
stimma en punkt B’ sidan att A'B’ och AB ir kongruenta,
dvs. IIL 1 dr uppfyllt.

I, 2 dr uppfyilt

I11, 2 sdiger att om A'B’ ar kongruent med 4B och om iven
A”B” ir kongruent med AB, sa ir A'B’ kongruent med A”B”.
Det dr klart av dei féregdende att axiomet dr uppfyllt.

HI, 3 dr uppfyilt

Axiomet innebdr att om kongruenta strickor adderas till kon-
gruenta strickor, s blir de resulterande strickorna kongruenta,

LAt AB och BC vara tvi lika riktade h. strackor pa den h.
rita linjen UV. Antag vidare

(ABUV)=d,, (BCUV)=d,, (ACUV)=d,.
Eftersom man vet att dubbelfgrhdliandena under de forut-

sittningar som gjorts dr positiva, kan man skriva dem som
férhallanden mellan strickor med positiva mitetal. Da fas

BU CV

AU BV
(ABUV)="—=.2, (BCUV)= 5
BU AV U BV

AU CV AU BV BU CV
(ACUV )=~ — =—.—.— . — =(ABUV)(BCUV).
CU AV BU AV CU BV
Vid addition av lika riktade h. strickor i modellen fir man
alltsd den nya strickans dubbelférhéllande genom att multi-
plicera delstrickornas dubbelférhallanden med varandra.

dl " dZ =] d3.
Har man enligt 111, 3 tvd par kongruenta strickor AB=A'B’

och BC=R'C’, s& kan man rikta dem alla p& samma sitt och
far da

(A'BUV)I=(ABUV)=d,, (BCUV)=(BCUV)=d,.
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De bada striickorna AC och A4'C’ har di samma dubbelfir-
hillande 4,4, och dr alltsd kongruenta enlipt definitionen.
Narmast skall visas att Arkimedes axiom galler.

V., I dr uppfyllt

Lit den positivt riktade h. strickan AB vara given. Om 4, ir
en punkt pi AB, sa giller enligt det féregiende

(ABUV)> (4A4,UV)>1.

Vilj nu en f81jd av h. kongruenta striickor A4, 4;4,, ...
pd AB i enlighet med forutsiattningen i Arkimedes axiom. Vi
kan vilja dem s att alla strickor blir positiva. D4 har man

(AAUV)= (A4, 4 UV)= (A, A UV)=. . .=(Ad,_ 1A, UV)=d.
Geneom addition av dessa strickor fis enligt det foregiende
(AAUV)=dn.

Om (ABUV)=d,, si foljer av d>1, att man fdr tillcickligt
stort r miste ha

dn>d,.

D4 méste punkten B ligga pa strickan 44, dvs. axiom V, 1
ar uppfylit.

Kongruenta stréiickor i Poincarés modell

I Poincarés cirkelmodel! fAr man skilja pi tva fall, efterscm
en h. rit linje antingen kan vara en e. diameter i randcirkeln
eller en e. cirkelbdge, som skidr randcirkeln under rita vinklar.

Om den h. rita linjen #r en e. diameter iill randcirkeln, be-
stims dubbelforhallandet f6r en stricka AB analogt med en
striicka 1 Kleins modell. Man tar saledes forst striackans dnd-
punkter 4 och B, darefter diameterns dndpunkter 17 och V.
D4 giller motsvarande satser och definitioner.

Antag nu att den h. ridta linjen genom A4 och B ir en e.
cirkelbige, som skir randcirkein i ¥/ och ¥V (se fig. 74). Da
sammanbinder man punkterna 4, B, U, ¥ med randcirkelns
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medelpunkt O. Strickan AB:s dubbelfdrhillande definieras nu
som dubbelfarhillandet for de e. rata linjerna OA, OB, QU
och UV, bestimt pa s& siitt att man forst tar de e. riita linjerna
till strickans dndpunkter 4 och B, darefter de e. rdta linjerna
till den h. rita linjens (den e. cirkelbigens) skirningspunkter
med randcirkeln, {7 och V.

Ocksd i det senare fallet kan dubbelforhdllandet for en
stricka anta tvAd virden. Man kan dirfér definicra begreppet
kongruenta strickor genom att inféra satser och definitioner
svarande mot dem som anviands i Kleins modell.

Fér att genomfdra beriikningen av dubbcelférhillandet kan
man gdra pd f6ljande sitt. 1.4t som forut AB vara en h. stricka
och. U/, V motsvarande h. rita linjes skdrningspunkter med
randcirkeln. Man ligger en x-axel utmed den e. rita linjen
genom A och B och betecknar koordinaterna for A och B med
resp. x; och x, samt koordinaterna f&r skirningspunktcrna mel-
lan de e. rdta linjerna OU7 och OV och den e. rdta linjen genom
A och B med x; och x4 Den h. strickan 4B:s dubbelforhal-
lande kan da skrivas

Xo—Xa X4—Xy

(ABUV)= = .
X3— X Xq4— X
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VII. Geometrin och verkligheten

26. Vilken geomctri giller i viirldsrymden?

En tysk matematikprofessor karakteriserade vid ett bestk i
Uppsala sin vetenskap som en vacker lek (“ein schines Spiel™).
Qch {ran sunda fornuftets synpunkt kanske man kan tycka att
allt som skrivits om geometrin egentligen bara ir en Iek med
ord och begrepp. En “rit linje” beh&ver ju i den hiar boken
inte ha niagot att gdra med de rita linjer som vi uppfattar i
sinnevirlden. Med sina lagar, sina axiom och sin logiska upp-
byggnad framstir vart och ett av de anférda geometriska
systemen som ett exempel pd vad Frans G. Bengtsson 1 nagot
sammanhang kallar for "vetenskapens raffinerade patience”.
Har nagot annat av dem #n den vanliga euklidiska geometrin
nigot att gbra med var vanliga verklighet?

Ja, sa resonerar det rda minniskoférstindet, for att anvinda
Schopenhauers uttryck. Men det kan ocksi tinkas att forhal-
landena Ar mera komplicerade dn si. Jorden 4r ju inte platt,
fastin den ter sig sidan for allehanda naturfolk. Ju flera data
man fatt fram, desto tydligare har det under minsklighetens
historia framgitt att jordens form i sjilva verket 4r en annan,

P4 samma siitt kan man resonera ifrdga om den geometri
som giller 1 virldsrymden. Att det forefaller att vara den
enklidiska kan ju bero pi att man inte tar hansyn till alla
fakta i sammanhanget.

Hur skall man di kunna avgéra vilken geometri som giller i
viirldsalltet?

Forst maste man tydligen gora klart for sig, vad de abstrakta
begreppen “punkt” och “’rit linje” skall motsvara.

Fuklides definierar ju en linje som en langd utan bredd. Om
man t.ex. malar en svart kvadrat pd en vit yta, kommer kvad-
ratens sidor ait uppfylla Euklides definition. Men hur vet man
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att en dylik begrinsningslinje verkligen ar en rit linje? Man
kan naturligtvis kontrollera férhillandet med hjdlp av en linjal.
D4 uppstar frigan, dels om linjalen verkligen &r en rit linje,
dels om eventuella avvikelser frin den ritlinjiga linjalen ligger
inom ramen fr de mitfel som man alltid méiste rikna med.

For experiment i storre skala méiste man anvanda andra
bilder av en rit linje, exempelvis en 1jusstriles vig. Om en ljus-
stralec fortplantar sig ritlinjigt, borde det finnas mdojligheter
att undersdka geometriska figurer vilkas sidor utgérs av ljus-
strilar,

Decn icke-euklidiska geometrins upptickare forsdkte ocksd
aft verifiera sina teorier genom experiment av detta slag.

Gauss foreslog siledes vid ett tilllalle (Werke VI, s. 267)
att man skulle mita vinkelsumman i en tilirdckligt stor triangel.
Om vinkelsumman blev exakt 1807, gallde den euklidiska geo-
metrin. Blev den mindre, gillde daremot den “icke-euklidiska™
efler hyperboliska geometrin. Blev den didremot storre, méaste
den elliptiska geometrin gdlla. Att man vid mitning av vinkel-
summan i trianglar som man ritade upp alltid fick vinkelsum-
man 180° kunde bero pa miitfel. Gjorde man ctt férsék i titl-
riackligt stor skala, borde det vara mdijligt att konstatera en
eventuell avvikelse i den ena eller andra riktningen.

Pa 1830-talet fick Gauss ett tillfille att prova riktigheten av
sitt resonemang. Man startade nidmligen en kartliggning av
hans hemland Braunschweig. Gauss var intresserad av karto-
grafi och deltog i arbetet.

Gauss idé var att underséka vinkelsumman i en triangel, vars
spetsar utgjordes av tre bergstoppar i Harz i mellersta Tysk-
land. En av dem var Brocken, den tyska motsvarigheten till
vart svenska Blakulla, skildrat i Goethes Faust som hiaxornas
mdotesplats i valborgsméssonatten. Tillsammans med tva andra
toppar, Insclsherg och Hohenhagen, utgjorde de en triangel
med sidorna 107, 85 och 69 kilometer.

Vinkelsumman i denna triangel uppmiittes till 179°59°58",
saledes mindre dn 1807, Avvikelsen Jag tyvirr inom mitfelens
grinser. Nigon mirkbar avvikelse fran den euklidiska geome-
trins 180" kunde siledes inte konstateras.

Lobatjevskij, den hyperboliska geometrins egentlige grund-
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liggare, gjorde ett liknande experiment. Han forsékte berikna
vinkelsumman i en triangel, vars ena hérn var placerat i him-
lens ljusstarkaste stjirna, Sirius. Avstdndet dit Ar ungefdr 9
ljusir. Ett ljusdr ar ju den stricka ljuset tillryggaligger under
! 4r med sin hastighet av 300000 kilometer i sekunden. De
bida andra hérnen lag i indpunkterna av jordbanan. P& s& vis
fick Lobatjevskij en likbent triangel. Inte heller dir kunde
ndgon avvikelse frdn vinkelsumman 180° konstateras som
kunde avgbra frigan om geometrin och verkligheten.

Ar det da verkligen sikert ait den anvinda metoden kan ge
ett svar pd frigan om den geometri som galler i virldsrymden?

Forst maste man di konstatera det nigot paradoxala for-
héllandet att om det dr den euklidiska geometrin som giller i
viirldsrymden, s& kan man aldrig bevisa den saken genom tri-
angelmitningar. Om den elliptiska geometrin gillde, borde man
vid mitning av allt stérre trianglar med allt noggrannare meto-
der si smaningom kunna objektivi fastligga att vinkelsumman
var stérre 4n 180°. Pa liknande sitt borde man i det hyper-
boliska fallet kunna konstatera en vinkelsumma mindre in180°,

Om diremot den euklidiska geometrin vore den riktiga,
skulle man aldrig komma till en objektivt mitbar avvikelse at
ena cller andra hallet. Men detta forhdilande kunde ocksa fir-
klaras av att man inte valt tillrdickligt stora trianglar eller for-
finade vinkelmitningsmetoder. Man kunde aldrig vara siker
pa att inte i cn framtid kunna konstatera en sidan avvikelse
att ndgon av de bidda andra peometrierna bevisades gilla.

Vad skulle féljden bli, om man en dag kunde visa att vinkel-
summan i en tillrickligt stor triangel alltid var storre dn 180°7
Skulle problemet vara avgjort med detta?

Tyvirr inte. Aven om miitfelen inte dr av den storleksord-
ningen att avvikelsen fran 180° kan forklaras genom dem, kan
det finnas andra alternativa farktaringar. De fysiska foreteelser
som man betraktar som punkter och rita linjer i sitt geomet-
riska system kanske inte ger en tillriickligt korrekt bild av den
teoretiska geometring abstrakta punkter och rata linjer.

Ett exempel ar ljusstrilen. Bide Gauss och Lobatjevskij ut-
forde ju sina experiment under férutsittningen att Jjuset fort-
plantar sig ritlinjigt. Moderna undersdkningar har emellertid
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visat att 1juset bojs av, nar det passerar genom en himlakropps
gravitationsfilt.

Betraktar man ljusstrilens vig som ritlinjig, beror siledes
de eventuella avvikelserna frin euklidiska rata linjers egenska-
per pd atl den fysiska verklighcten d4r mera komplicerad dn
man frin bdrjan forutsattc. Vill man identifiera den med
modellen av ett abstrakt matematiskt system, fir man saledes
anvinda en mera invecklad modell dn som frin barjan forefall
nodviandigt.

Eit exempe! pA detta erbjudcr Finsteins allminna relativitets-
teori, framlagd 1916. Einstcin har dir &vergivit den dldre upp-
fattningen att virldsrymden har samma struktur som den
cuklidiska gecometrin. Han beskriver i stillet férhallandena med
hjglp av ett mera komplicerat matematiskt system. Men forst
nigra ord om krékningsbegreppet!

I avsnitt 21 har studcrats olika tvadimensionella ytor i det
tredimensionella rummet. Fér ytorna har definicrats en viss
krokning. Denna kan vara positiv eller negativ eller vara =0,
Om endera fallet intridffar, gidller pa ytan den plana elliptiska
resp. hyperboliska eller cuklidiska geomcirin. Det kortaste av-
stindet mellan tvd punkter i ytan kallas cn geodetisk linje, som
alltsd motsvarar det geometriska begreppet “rdt linje™.

Matematiskt kan man beskriva forhillandena genom aft
Iagga in ett koordinatsystem i tre dimensioner. Den tvidimen-
sionella ytans egenskaper kan di beskrivas genom limpligt
formulerade ekvationer.

Einstein betraktar i sin allminna relativitetsteori ett system
med fem koordinater. De svarar mot de tre rumsdimensionerna
samt begreppen tid och massa. Ett sddant femdimensioneilt
“rum” 4r svart ati forestilla sig i sinnevirlden. De matema-
tiska formler som beskriver det blir generaliseringar av dem
som giillde for det tredimensioncila rummet.

Man talar i matematiken om "underrum” till ett rum av viss
dimension. Dirmed menas ett rum med firre dimensioner. En
yta i tvl dimensioner dr med detta sprakhbruk ctt underrum till
ett vanligt tredimensionelit rum. PA analogt vis blir ett tre-
dimcensionellt rum ett underrum till ram av hégre dimensioner.

Einstein betraktar nu universum som ett tredimensionellt
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underrum till sitt tidigare nimnda femdimensionella rum. Och
han gir vidare. Precis som en yta i ett tredimensioncllt rum
kan vara krokt pi olika vis antar Einstein att detta tredimen-
sionclla rum har en viss krikning. Krokningen antas inte vara
konstant utan piverkas av himlakropparnas massor. Den tidi-
gare nimnda avvikelsen hos en ljusstrale, som passerar en
stjirnas gravitationsfalt, forklaras av att ljuset foljer en geode-
tisk. linje,

Ar di universum i sin helhet krokt, si att dar giller en
annan geometri dn den cuklidiska? Lat oss dtervinda till pro-
blemet en sista gang!

Man betrakiar som forut en ljusstrales viig. Ljusstralen féljer
en geodetisk linjc, analog med dem som férckom pd de plana
vtorna med olika krokning.

Antag forst att mxmmet dr positivt krokt. DA giller den ellip-
tiska geometrin, och férhallandena blir analoga med dem pa
en klotyta. En geodetisk linje kommer si sminingom tillbaka
till utgdngspunkten. Om man observerar | en viss riktning
skulle man, som den tyske fysikern Helntholtz pa sin tid kons-
taterade, kunna se sitt eget bakhuvud! Allvarligt uttryckt: man
skulle kunna se en bild av solen genom att observera i rakt
motsatt riktning med ctt tillrickligt starkt teleskop. Varje bild
vi ser av nagot foremadl i virldsalltet skulle i ett Tum med ellip-
tisk krokning ha en motbild it rakt motsatt hall.

Dctta har inte kunnat konstateras. Dct finns ménga {orkla-
ringar: att en absorption av ljus ager rum i viirldsrymden eller
att avstdnden dr for stora for att vi med vara teleskop skall
kunna uppfatta nigra motbilder.

Det finns emellertid en annan egenskap hos det krokta rum-
met som man forsokt anvinda sig av. Betrakta som fdrut en
klotyta, som saledes har positiv krikning. Om man star vid
nordpolen och observerar i tvd olika riktningar, kommer mot-
svarande geodetiska linjer att utgdras av tvd longituder. Till
en borjan avligsnar de sig mer och mer {rin varandra. Vid
ckvatorn uppnar de sitt storsta avstind. Pa andra sidan ekva-
torn kommer avstdndet mellan dem att minskas, tills linjerna
skiir varandra vid sydpolen.

Antag nu att man vill rikna alla vintergator i virldsrymden
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som ligger i vinkeln mellan tvi synlinjer. Man grupperar dem
efter avstindct frin solsystemct. Om vintergatorna ir jamnt for-
delade dver viirldsrymden, kommer antalet vintergator i vinkel-
filltct pa givet avstdnd till en bdrjan att 6ka. Mcn nar avstan-
det vixer bortom ekvatorn, kommer antalet vintergator i vin-
kelfaltet att minska.

T ctt universum med negativ krdkning skulle man pa analogt
satt kunna iaktta proportionellt flera vintergator An vintat i
ett givet vinkelfiilt, nar avstindet fran iakttagaren vixer.

Den amerikanske astronomen Edwin Hubble férstkte pa
1930-talet avgéra frigan om virldsalltets krékning genom mit-
ningar av det slag som hir antytts. Man har ocksd undersikt
andra astronomiska forhallanden som kan forklaras som en
fdljd av virldsalltets krokning i ena eller andra riktningen.

Inga sikra slutsatser har kunnat dras. Men det férefaller
som om virldsalltet skulle kunna ha positiv krékning. En mera
detaljerad framstidllning av dessa forhillanden ligger utom
ramen for denna bok, som endast velat ge en dversikt av de
olika geometriska systemen.
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