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1. Inledning

Alla matematiker har manga gdnger mdtt frigan: Vad gor du
egentligen? Den kommer frin familjemedlemmar som ser hus-
fadern dagligen sitta vid sitt skrivbord i timmar med papper,
penna och kanske ett par bocker. Specicllt tringer frigan pd
nir de efter ett Ar ser resultatet: kanske 20 tryckta sidor med
helt obegripligt utscende. Och det naturliga svaret {érefaller att
vara: Praktiskt taget ingenting,

Men frigan kan ocksd komma med stérre tyngd fran ad-
ministratérer och riksdagsman och di girna med tilligget “for
nytta™. Vi anslir [ Sverige kanske sju miljoner kronor till hgre
utbildning och forskning I matematik. Ar detta vil anvinda
pengar? Behdvs det verkligen s lang utbildning for att lira
barn att addera och rikna reguladetri, och vad tjnar mate-
matisk forskning tili? Vi matematiker hinvisar till att ldrare
méste ha en djupare fdrstielse for vad de lar ut och att man
i vir vetenskap som i alla andra vetenskaper soker sanningen,
och att detta ar skal nog. Men en skeptiker blir inte Svertygad.
Kan man ha nagon djupare forstaelse for att 2xX2=4 — det
verkar rena dumheterna. Och vilken sanning dr det ni soker?
Inte ens en skeptiker som tagit studenten pd reallinjen och
kanske Idst en tid vid universitet eller dr ingenjér har fatt ndgon
egentlig hjdlp: det han ldrt sig dr vetenskapens resultat pa 1600-
och 1700-talen och liknar inte alls dagens. Hir brukar diskus-
sionen sluta med att matematikerna siger: Vi kan tyvirr inte
forklara oss nirmare. Ni maste tro oss pi vart ord — vi ar ju
cxperterna.

Mest alarmerande ar kanske att frigan med ékande skepsis
kommer frin vara ndrmaste kollegor, fysiker och Gvriga natur-
vetarc. Att inte ens de forstir oss ir nigot nytt for vir tid och
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beror pi matematikens snabba utveckling och starka speciali-
sering. Med brist pa forstaelse foljer ofta en alimint negativ
instdllning, och man ser nu pi minga hill i virlden en tendens
att dverflytta matematikundervisningen till tillimpade dmnen.
Hirmed vill man fa garanti fér att undervisningen blir “nyttig”.
Det ligger i dppen dag att detta r olyckligi och innehiller
bérjan tili stagnation.

Grundorsaken till frigorna dr §verallt densamma: matema-
tikernas ofdrméga att tala om vad de gor och att féra ut sina
resultat till icke-matematiker. Det brukar tas som ett axiom
att matematik inte kan populariseras, men just denna tes bér
man ifréigasitta. Vad som kan férklaras och vad som inte kan
forklaras beror p4 vad som Kkan tas till utgangspunkt, Att for-
klara<for en stendldersman vad en radio ir skulle férmodligen
vara mycket tidsédande, liksom att forklara for en romare for
2000 ar sedan vad formeln 1/3=0,33... betyder. Enligt detta
sitt att se skulle alltsi svirigheten ha sin rot i undervisningen
och speciellt i skolundervisningen. Men liroplanerna i gym-
nasiet har ju nyligen reviderats, grundskolans stir infér en
reform och universitetens lindras kontinuerligt. Och “the new
math” — slagordet for matematikundervisningens reformering
i USA — #r ju numera eft begrepp som ocksi ligger bakom
forandringarna i Sverige. Har man inte dirmed gjort allt som
kan goras? T sjdlva verket tror jag att “the new math” gjort
problemet stdrre. Man har lagt tyngdpunkten pi den moderna
-matematikens formalism och noggranna definitioner och inte
pi dess idéer och resultat. Det dr oundvikligt att detta &r tra-
kigt och ointressant och ger en vringbild av dagens matematik.
I Sverige har man speciellt tagit upp “mingdlira” i kurserna
och detta har pd manga hill missforstitis. Det rér sig inte om
nigon teori utan om vanligt sunt férnuft, lika enkelt eller
kanske enklare dn 1+1=2. Mingdliran kan emellertid goras
svir genom invecklad terminologi och manga symboler, och
detta forefaller i ménga framstillningar vara huvudsaken.

I Sovjetunionen har *the new math” aldrig slagit igenom —
i sjilva verket har man dir en ganska reaktionir syn pi mate-
matiken — och | USA férefaller man nu att énska modifiera
kurserna i mera traditionell riktning. Men om dirmed &ver-
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drifterna elimineras, har man inte ldst grundproblemet att
sprida kunskap om den matematiska forskningen pd det siit
som gjorts med atomfysiken. Den kritik som hir fram{drs mot
minga punkter i den reformerade skolmatematiken fir darfor
inte tolkas som en uppmaning att atergd till det gamla “och
beprovade”. Forna tiders problemexercis inom sniva omriden
dr sannerligen inget att onska tillbaka. Man bor i stillet syfta
till nva konstruktiva 16sningar och inte okritiskt acceptera vare
sig bakatstrivarnas eller revolutionirernas asikter,

Denna bok har ddrfér tva syften. Frimst énskar jag si kort-
fatéat och enkelt som maojligt ge en forestillning om vad mate-
matik av idag ir och peka pa nagra av de problem som den
fortfarande arbetar med. Speciellt har jag énskat belysa mate-
matikens relation till tillimpningarna, inte genom att betona
omraden dir matematik anvinds nu utan tvirtom betona den
matematik som dr okind men som kan ha potentiella anvind-
ningsomriden. Givetvis kan man inte gora detta med veten-
skaplig exakthet, lika litet som man kan férklara radioaktivt
sonderfall eller relativitetsteori pd detta stt. Jag har i stillet
forsokt att exemplifiera, antyda och &verforenkla. Mycket av
vad som foljer star sig darfor inte infor alltfér noggrann 1ds-
ning — den som verkligen onskar sitta sig in i ett omride
hiinvisas till de bocker som omnamns i kommentarerna efter
varie kapitel — men det &r min férhoppning att boken trots
allt ger en riktig bild av matematiken. Troligen kommer méinga
inda att tycka att mycket Ar svart. Det kan bero p2 att jag
uttryckt mig daligt, men det kan ocksd bero pid ovana vid
matematiskt symbolsprik och vid de idéer som beskrivs. Det
limpligaste dr sikert att bara ldsa vidare och sedan gi tillbaka
till den dunkla punkten; kanske verkar det hela da ldttare.

For att underlitta lasning pd detta sitt har partier som
kanske ar besvirliga eller mera detaljrika markerats med ¢ i
borjan och } i slutet. Den som onskar hoppa dver en sidan bit
behéver di bara séka upp nirmaste » och borja ldsa dar.

Allmént har jag forsokt att inte férutsitta kunskaper utéver
studentexamen, men mébijligen kan det finnas undantag. Stu-
dentexamenskunskaperna har ju ocksd varierat.

Pet andra syitet dr att soka ge en bild av var skolmatemati-
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ken av idag stdr i relation till matematiken som helhet och se
vitka férindringar man kan tinka sig for att minska den mate-
matiska forskningens isolering. Detta sista maste ses pd mycket
ling sikt, men om man tror att det dr méjligt att dndra nagot
hirvidlag, &r det angelaget alt detta sker snart. I forsta hand
skall d& universitctskurserna fordndras och man skall direfter
g4 nedat i skolan. Genom en ny universitetsorganisation har
man gjort det mycket svart att forindra den allminna synen pa
ett Hmne. Skoldverstyrelsen har numera ett avgdrande infly-
tande &ver kurscrnas uppliggning och innehill, vilket mycket
illa rimmar med att kanske 10 %5 av de universitetsstuderande
kommer att bli lirare. Systemet medf&r att ctt litet antal peda-
gogiska experter styr inrikiningen av vAra universitetsimmnen
och hirigenom bar man byggt in en trdghet, som kan fa
mycket allvarliga konsckvenser fér hela den akademiska ut-
bildningen.

Dessa frigor faller emellertid utanfdr ramen for denna bok.
Det bor papckas att jag hiir inte avsett att ligga fram ndgra
forstag till innehill eller disposition utan velat intressera en
storre grupp for problemet och [or matematiken av idag.

Kommentarer

Allminna populirdversikter $ver matematiken ir ganska fa-
taliga. Den i sirklass bista och fullstindigaste ar

A, D. Alexandrov, A. N. Kolmogorov, M. A. Lavrentev, Mathe-
maticy. Ity Content, Methods and Meaning. Amer. Hvers.
American Mathematical Society, Providence, R. I., 1962,

Den ir skriven av de friimsta aktiva ryska matematikerna.
Overhuvudtaget har man i Sovjetunionen lagt ned mycket
stbrre intresse pd att sprida riktig kunskap om mafematik dn i
viister. En ambitids men ganska svar amerikansk framstillning
ar

L. T. Bell, The Development of Mathematics. 2nd ed. 1945,

Det bor papckas att pocketbéckerna i dmmet i regel ej #r
skrivna av aktiva forskare och de ger ofta en ganska skev bild
av matematiken genom sin inriktning pa kuriosa.
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Matematikens arbetsmetoder har inte alls berérts pa fore-
giende sidor. T boken

R. Courant, H. Robbins, What is Marhematics? 1946,

ges en behandling av specifika problem som ir mycket intres-
sant och upplysande. Problemldsningen har behandiats av G.
Polya i olika bocker, tex. i

G. Polva, Of Marhematics and Plausible Reasoning. Vol. I—I1.
Princeton 1954,

Slutligen bor namnas det mycket innehllsrika och underhal-
lande verket

Sigma. En matematikens kulturhistoria. Bd 1—6. Utg. J. R,
Newman. Stockholm 1939,

De bocker som citeras i det foljande dr fackbdcker men i regel
inte sd svira att forstd. Populariserande arbeten har i regel
inte medtagits.
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2. Vad dr matematik?

Matematikens historia dr, kan man férestilla sig, lika l&ng som
minsklighetens. De mest primitiva levnadsforhillanden i social
miljd foruisatter tal, och satsen aft kortaste forbindelselinjen
mellan tvd punkter ir en rit linje mdéste ha upptickts {or
mycket linge sedan. I de kultursamhillen vi kidnner i antiken
har funnits en matematisk vetenskap. Sjilva begreppet kultur-
samhille forutsitter en positiv instillning till spekulation och
tinkande, fristdende fran nytta och primitiva drifter. De miin
som sysslade med detta kinner vi som filosofer, Deras spekula-
tioner innefattade frin bérjan moral och livets mening lika vil
som vart tinkandes natur och matematik. Denna var allis3
ndrmast en del av filosofin. Hajdpunkten néddes i den gre-
kiska antika kulturen, och det &r en nirmast otrolig prestation
att Buklides di skapade en geometri som infe kunde overtrif-
fas forran pad 1800-talet och som {6r bara nagra fi &r sedan
lirdes ut till alla barn i hela virlden som hade férméinen
att alls f& gi i skolan. Det som da férde matematiken framit
var kraften hos det minskliga intellektet utan sidosynpunkter
pd nytta och anvindbarhet. Detta var emellertid ocksd svag-
heten. Begreppsbildningen var for torftig for verkligt intres-
santa feorier, och man fir Inte underskatta de svarigheter
som f[6lide av nigot si trivialt som att man linge saknade
ett lampligt sdit att skriva hela tal. Faktum &r att mycket
obetydliga framsteg gjordes fram till 1600-talet,

Vid denna tid intriffade det naturvetenskapliga genombrot-
tet. Man gjorde stora upptickter inom asironomin, men fram-
for allt lade Newton fram en beskrivning av dessa upptickter.
Dessa formulerades sedan i ett enkelt sprik som Leibniz ska-
pade. Detta sprik var matematiken, och ddrmed hade ur filo-

12



sofin brutits ut en naturvetenskaplig gren, matematiken, medan
ordet filosofi reserverades for den mer spekulativa humanis-
tiska grenen. En viktig del av filosofin var linge logiken, reg-
lerna £6r slutledningar och korrekta resonemang. Kraven pd
logiken steg s4 smdningom och det blev nddvindigt att skapa
ett sdrskilt symbolsprik dven fér den. Dirmed hade dven
logiken fatt sammma karakiir som matematiken och kan nu an-
ses som en gren av denna.

Kan man di uppfatta matematik som naturvetenskap? Vi
har alla en kiinsla av att pastienden som 1+1=2 dr mycket
sikrare, i nigon mening sannare, 4n sddana pastaenden som att
iva kroppar graviterar mot varandra eller att vatten bestar av
viite och syre. Men om man forséker gdra en detaljanalys visar
det sig mycket svirt att precisera denna forestillning. Vi kan
sitta upp invecklade system som ger en innebord At talet i,
tecknet + osv., helt oberoende av var vanliga tolkning. {Denna
tolkning ir for Gvrigt nog si invecklad, som vi skall se.) Men
vi kan inte tala om systemet eller ge dek cit sanningsinnehall
utan att falla tillbaka pad var erfarenhet om vardagligt rik-
nande. Sedan slutet av 1800-talet har matematiker och logiker
gjort stora anstriingningar att komma ur detta dilemma och ge
matematiken ett absolut sanningsinnehall. Jag tror att man kort
kan siga att forsdken misslyckats och ocksd att programmet
med all sannolikhet &r démt att misslyckas.

Vi skall forst se litet ndrmare pa vad som gjort det mojligt
att behandla logiska problem pd samma sitt som matematiska.
Logiska resonemang innehdller en del som pi eft sliende siit
liknar vanlig algebra. Sammanstiilningarna “’bide — och™ samt
”dels — dels” motsvarar di “ganger” och “antingen — eller”
motsvarar "plus”, "Inte” ar analogt med minustecken. Tag tex.
formeln a-(b+¢)=a-bh+a-c. Vi kan fi en motsvarighet inom
logiken pa féljande sitt. TAt @ betyda A ar snzll”, & A ir
gammal”, ¢ "A dr ful”, Vinstra ledet av formeln ar da "A ar
dels snill och dels antingen gammal eller ful” och hégra ledet
“A #dr antingen snill och gammal eller ocksid snill och ful”.
Uppenbarligen dr detta en spriklig omstuvning utan innehall
pd samma sitt som den algebraiska relationen inte utsiger
niagot om talen a, b och ¢. P4 samma siitt motsvaras —(—-al—a
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av att A Ar inte inte-snall” ar detsamma som att "A dr spidll”.
Man kan alltsd genom “algebraiska™ regler forenkla sprakliga
safser.

Reglerna for slutsatser kan pd liknande sdtt formaliseras.
Hir tillkommer di att man tillordnar satser ett formellt san-
ningsinnehall och ger regler fir sanningsvirdet hos samman-
stallda satser. 83 dr di a och (dvs. gdnger) b sann bara om bide
a och b dr sanna, medan a eller b bara kriver endera satsen
sann for att vara sann. Det dr pd intet sitt nodvindigt att
forsta eller kinna till alla detaljer och symboler i detta mycket
invecklade logiska sprak for att forstd det visentliga. Detta
bestdr i att man hidr fatt Jogisk kalkyl som fungerar oberoende
av nagon tolkning av de symboler som ingar.

Niasta steg i forsdket att gira matematikens grunder sikra
dr att inféra grundbegreppen med hjilp av det logiska symbaol-
spriket. Vi skall som hastigast syssla med heltalen 0, 1, 2, ...
Dessa skall alltsd definieras utan ndgon hanvisning till intuition
eller till erfarenhet. Man utgar fran abstrakt mingd M foremal
som skall uppfora sig som heltalen. Man doper t.ex. ett {éremal
till "noll”, talar om att varje foremal har en bestimd granne
som man kallar efterféliare. Slutligen ger man vissa regler som
att om tvai foéremal har samma efterfoljare dr de lika. Slut-
ledningsreglerna skall vara abstrakt logiska och far inte vara
beroende av nagon tolkning av féremilen som tal.

Vad som sker dr tydligen att man viljer ut vissa egenskaper
hos de vialkinda heltalen, utnimner dessa till grundbegrepp och
definitioner. Detta kan forefaila formalistiskt och egentligen
meningslost och pd det hela tagel fir man nog sidga att det ar
det ocksia. Man bor ndmligen begira av det konstruerade syste-
met tva saker. {1) Man madste kunna aterfinna alla egenskaper
hos de hela talen. (2) Man maéste kunna bevisa att det system
som konstruerats inte motsiger sig sjilvt. Just detta dr det som
misslyckats. Misslyckandet dr ocksd si stort som #r tinkbart:
man kan bevisa att (1) och (2) ¢j samtidigt kan uppfyllas. Tnfor
man siledes sd manga axiom, dvs. spelregler for de abstrakta
foremdlen, att systemet fir alla egenskapcr hos de hela talen,
har man fatt s4 ménga komplikationer att (2) ar omdjligt.

Vad jag hiir skildrat &r utvecklingen under perioden 1880—
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1935, Helt naturligt har matematikerna hiir resignerat, ech man
anvinder nu grundliggande begrepp utan bevis att man inte
kan f4 motsigelscr. Givetvis kan man lugnt gora detta. Vira
forestallningar om t.ex. heltalen dr sd intimt férknippade med
vart satt att tanka och var erfarenhet om omvéarlden att det ir
nirmast meningslost att forsdka tinka bort dem. Det &r over
huvud taget mycket suggestivt att eft Sgonblick reflektera Sver
relationen mellan vért tinkande och vir omvirld. Vi accep-
terar vil alla nu att minniskan utvecklats ur molekyler och ur-
celler under standig paverkan av omgivningen, dvs. den fysiska
virlden. Det dr dirfsr naturligt att anse att var uppfatining av
logik, av orsakslagen osv. inte alls dr nagot principiellt hdjt
dver naturlagarna utan snarare ir ett resultat eller en spegling
av dessa. 1 denna belysning kan man forstd att matematik och
logisk analys kan anviindas till att férutsiga hindelser i natu-
ren; de lagar vi under stor mdda wpptidcker finns sd att sdga
inbyggda i oss sjilva. Matematik dr pd detta sitt syntesen av
naturvetenskaperna och av organiserat tdnkande &verhuvud-
taget. T det hiir namnda perspektivet ar det ocksa forklarligt att
vissa problem som t.ex. virldsalltets oidndlighet eller tidens
borjan medfdr odverstigliga tankesvirigheter for oss. Det finns
ingen anledning att férvanta att var hjirna skalle kunna forut-
siga nagot [ dessa frigor eller att de naturlagar vi observerat
skulle gilla f6r forlopp under tidsrymder av storlcksordningar
dverstigande ménsklighetens egen existensperiod. Det &r en
fundamental skillnad mellan 10 och 10190 &r.

De eskatologiska frigor som i forbigiende berdrdes ovan ar
exempel pid nidvindigheten att ha en begrinsad ambitionsniva
fér problem och lésningsmetoder. Det finns en mycket allmén
princip i logiken, som bevisatls [6r heltalen. Den innebir unge-
fir att man till varje ndgorlunda komplicerat axiomsystem all-
tid kan finna ctt pastdende som formuleras med systemets ter-
mer och som man aldrig kan bevisa eller motbevisa med syste-
mets axiom. Man har allisd rittighet att anta att det dr sant
eller falskt, vilket man vill, och detta kommer inte att medfdra
ndgon motsdgelse. I denna mening ar alltsa till och med logiska
system relativa och godtyckliga. Ingenting hindrar saledes att
vissa berdmda Oppna matematiska problem i denna mening
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saknar sanningsinnehall: det &r en smakfriga om man viljer
att anse dem sanna eller falska. Detta skulle kunna gilla f&r
ett si enkelt problem som féljande. Finns det odndligt manga
9-or i decimalbriksutvecklingen av talet #? Ett problem av
denna typ dr i en vag mening helt onaturligt — det finns inte
nagot fornuftigt samband mellan 10 och cirkelns omkrets —
och man kan inte férestilla sig nigon metod att 16sa det. Av
denna anledning skulle antagandet att fragan besvaras med ja
(som ligger ndarmast 1ill hands) cller nej, aldrig komma i nigon
relation till traditionell matematik, och det &r dirfor “likgil-
tigt™ vad som giller.

Det vore nu ett stort misstag att tro att matematikernas
arbete med grundfrigorna varit bortkastat. Vad man fitt resig-
nera infdr ar en fullstindig utredning av de enklaste begreppen
och orsakerna 4r uppenbarligen att dessa dr s ndra forknip-
pade med de metoder vi anviinder for att analysera dem. Man
kan jimfdra detta med den berdmda osikerhetsprincipen i
fysiken. Denna innebir att man inte kan miita vissa fysikaliska
kvantiteter samtidigt med hur stor noggrannhet som helst,
eftersom de apparater man utnyttjar sjilva samverkar med och
stdr det som skall mitas. For mera invecklade begrepp ar
emellertid den nya logiken ett mycket effektivt vapen for en
korrekt analys. Det ar Iitt att illustrera behovet av en sadan
noggrann behandling inom mingdliran.

Vi har en intuitiv {drestilining av begreppet miingd, samling
osv. Det innebir att man studerar objekt av en viss typ sam-
tidigt och tar dessa tillsammans till en enhet. Denna idé #r
troligen den mest fundamentala i det matcmatiska tinkandet
och vi kommer i fortsittningen ging pi ging tillbaka till den.
Vad vi hir bor observera idr att begreppet dr mycket kompli-
cerat och att man méiste ijaktta férsiktighet di man anvinder
det. Russells berémda paradox itlustrerar detta. Om vi nu anser
oss veta vad som menas med mingd, si kan vi ju ocksd tala
om nagot sddant som mingden bestiende av alla mingder. En
mingd kan tinkas ha sig sjilv som element, dven om detia ir
svart att forestilla sig. Men Jit oss nu tvirtom undersdka
mingden av alla mingder som inte har sig sjilva till element.
Om man nu tinker efter, inser man att denna mingd inte kan
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ha sig sjilv till element (definitionen forutsitter ju just detta)
och ocksi miste ha det (ty motsatsen ir orimlig). Nagot ir
alltsd fel och felet ligger i att vi handskats fér vardslost med
definitioner av miingder. Det dr emellertid mycket komplicerat
att stalla alle till ritta och hiir spelar det exakta logiska spriket
en stor roll.

Grundsvarigheten [ Russells exempetl ligger i vad som menas
med att en mingd dr vildefinierad. Vi har sett att det leder till
orimligheter om man accepterar hur Idsliga definitioner som
helst. Den extremt motsatta stindpunkten dr att man fordrar
att varje objekt som studeras skall kunna konstrueras med ett
andligt antal steg och med en viilpreciserad metod ur det tidi-
gare givha. Denna riktning hade 1 bérjan av detta sekel minga
anhiingare och principen innebar i matematikens divarande
situation inte en s allvarlig inskriinkning. Huvuddelen av re-
sultaten kunde bevisas pd detta konstruktiva sdtt. Laget har nu
radikalt dndrats och av dagens matematiker kanske nirmare
hiiften bryter mot regeln. Den mest beromda motstridande
principen dr urvalsaxiomet: om § dr ett system méngder M,
kan man bilda en midngd M, som innehalier precis ett element
frdn varje miangd M i 5. Man vet numera att om vi inte redan
har motsidgelser i traditionell matematik (vilket man alitsi inte
vet!) sd far vi heller inga genom att godia urvalsaxiomet. Det
ir ocksi kidnt att axiomet inte dr en foljd av Gvriga vanliga
axiom. Detta axiom innebdr att vidlyftiga icke-konstruktiva
metoder blir tillitna. Det leder till utomordentligt egendomliga
konsekvenser — till exempel att det finns lincira funktioner
f(x), dvs. sadana att f(x+1)=f(x)+ (y) f6r alla reella tal x och
¥, som inte har formen f(x)=a-x — men ir trots detta en av
de viktipaste grundmetoderna i modern matematik.

En intensiv strid kring dessa grundfrigor firdes i bérjan av
1900-talet. Den slutade 1 allmin utmattning och utan att klar-
het nitts. Generellt kan man siga att fragan blivit empiriskt
16st. Man har inom olika omraden olika krav som ir avpassade
till omridenas naturliga metodik. Hirigenom har man si att
siga olika hierarkicr av matematik med olika underforstidda
eller kiart utsagda axiomsystem, och man vet ocksd nu riatt val
bur den logiska relationen mellan systemen ser ut. Aven om
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sd inte dr bevisat och sannolikt aldrig blir bevisat, kan man
siga att risken {6r att ndgon gren av matematiken skall visa sig
innehdlla ndgon motsigelse dr utomordentligt liten.

Vad innebir nu var ofullstindiga kunskap om matematikens
grunder for skolundervisningen? En ritt sjilvklar konsekvens
ir att man inte bor kringla till inférandet av grundiiggande
hegrepp, och speciellt di de hela talen, genom nigra invecklade
system. En sidan konstruktion leder enbart till att svarigheten
flyitas frdn cn punkt till en annan. Delia insig man betrif-
fande Euklides gecometri, som ju helt utmonstrats. Givetvis ar
det en stor fordel att excrcerandet med skenbart logiska resone-
mang {Orsvunnit ur geometriundervisningen, men som vi skall
se¢ har man hir gatt {ar lngt, sd att kunskapen om geometri
blivit dalig. T de nya kurserna har emellertid i stidllet andra
grenar formaliserats, varigenom man avser att illustrera mate-
matikens axiomatiska uppbygenad och 6va eleverna i logiskt
tinkande. Som det kanske virsta exemplet kan man ta kvasi-
axiomatiseringen av exponentiallunktionen och riknelagarna
for hela tal. NMenna syn p& matematikens grunder gbr gidrna
dmnet trikigt och formellt och férmedlar heller inte en riktig
uvppfattning om hur matematiken arbetar eller vad axiomatik
ar. Till sist dr det ju ocksd sd, som vi hiir sett, atl den intclli-
gente eleven i princip kan gora vilken professor som helst svars-
1ds genom att ifrigasitta sddana saker som resonemangs giltig-
het och ords betydelse. Man bér sdledes inskrinka bevis och
definitioner till sidana fall dir inte allt dr intuitivt klart fran
bérjan. Det bor dock noteras att till det intuitivl klara hor
betvdligt mindre in vad forna tiders matematiker och majori-
tetcn av elever anser, men dit hér avgjort hela tal och den del
av mingdlira och logik som ar aktucli 1 skolsammanhang.

Under senare ar har en ny imotsitining uppstalt inom mate-
matiken mellan vad som kallas ren och tillimpad matematik.
Denna distinktion ar ndgot nytt fdr vdrt arhundrade. Alla
framstdende matematiker var tidigare samtidigt astranomer
eller fysiker och dromde inle om att det skulle ligga nigon
motsattning i detta. Tvartom anviinde de matematik till att 15sa
fysikaliska problem och fick inspiration till matematiska frage-



stillningar och begrepp ur fysikaliska fdrhallanden. Genom
att var kunskap nu dr si omfattande dr en specialisering nod-
vindig, och matematiker saknar numera i regel direkt kunskap
om t.ex. fysik. De skapar i stdllet sina probiem sjéilva i relation
iill det tidigare kidnda. Detta &r pid manga siitt en forsimring
och har gjort matematikernas arbete svarare. De problemstill-
ningar som problem i naturen ger upphov till har stora utsikter
att vara matematiskt givande. Nir man sjilv stiller sina pro-
blem, vigicds man enbart av sin intuition om sammanhangen,
och riskerna att komma in i en Aterviindsgrind kan di vara
stora.

Matematikens problemval dr en mycket intressant friaga ge-
nom att @mnet i princip dr obcroende av yitre forhallanden.
Vilka problem ér intressanta? Vad menas med att en sats ir
svir? I stort sett vet man mycket litet faktiskt i frigor som
dessa, men man kan finna en nirmast forbluffande samstim-
mighet i uppfattningen hos olika matematiker. Detta ir si
mycket mirkligare som det finns rent emotionella reaktioner
med i virderingarna som nirmast kan jimfaras med estetiska.
Man talar om vackra satser och eleganta bevis. Denna enighet
tyder pa att det skulle finnas en mer objektiv grisnd. En sats
svirighetsgrad med avseende pé ett givet kunskapsomfing och
med ett givet axiomsystem skulle kunna tinkas definicras som
det minsta antal logiska symboler ur axiomsysiemet som krivs
fir beviset. Ett resultats totala svarighet blir da antalet sym-
boler i ett totalt bevis ur axiomen. Givetvis kan detta antal
knappast beriiknas for konkreta resultat, men uppskattningar
av storleksordningen skulle kanske kunna erhdllas. Ett resultats
“intresse™ kanske sammanhinger med detta antal dividerat med
antalet symboler som krivs for att formulera resultatet. — [
avvaktan pad objektiva kriterier kan helt allmént sidgas att en
matematikers (och kanske varje vetcnskapsmans) storhet be-
disms minst lika mycket utifrin de frdgor han stiller som fran
dem han besvarar.

Ur den uppfattning om matematikens natur som vi redovisat
foljer att skillnaden mellan ren och tillimpad matematik egent-
ligen inte dr si stor. De uilredningar om logiska sammanhang
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som matematiker gér Ar ett djupare intringande i naturens
ordiing och kan gdra ansprik pa att vara naturvetenskap med
samma ritt som tex. teoretisk fysik. Det har ocksd ging pi
ging intriffat att matematiska teorier, skapade for sin egen
skull, visat sig vara lampliga madeller fér fysikaliska problem.
Detta gillde t.ex. differentialgeometrin for EBinsteins relativi-
tetsteori, matrisliran for Heisenbergs beskrivning av vagmeka-
niken, och manga tror nu att gruppteorin skall spela en stor
roll di fysikerna en dag fir ordning pi alla de elementarpar-
tiklar som f&ds i de stora acceleratorerna.

Om splittringen i ren och tillampad matematik varit skadlig
for matematiken har skadan formodligen varit dn stérre for
naturvetenskapen i Hvrigt. Den moderna matematiken har givit
en fordjupad forstaelse for de logiska sammanhangen och ska-
pat dndamalsenliga sprik. Det dir mycket sannolikt att denna
kunskap kan utnyttjas for en fordjupad beskrivning av fysika-
liska fenomen, men det finns allvarliga brister i kommunika-
tionerna. Man har i regel uppfattat motsittningen som gillande
praktiskt raknande A4 ena sidan och teoretiska (underforstitt
ointressanta) spekulationer & den andra. Detta dr dock ett
sekundirt problem. Det som gjort saken akut torde vara att
skolmatematikerna — i planeringen av “den nya matematiken™
i skolor och pi universitetsnivdh — overbetonat de formella
sidorna av matematiken p& bekostnad av det egentliga idéinne-
hallet. Det ir inte avsikten att kritisera kravet p stringens, som
var en vdlbehovlig reaktion mot tidigare generationers 1dsliga
framstillning, utan det besk#ftiga detaljintresset pd sidana om-
rdden dir studiet i alla fall stannar pd ytan. Overbetoningen
av detalierna och det formella leder dir bara till att man gér
omradet ointressant. Det dr inom undervisningen nodvandigt
att skilja pd orienterande kunskaper och aktiva kunskaper. Den
orienterande undervisningen kan liggas upp pi samma siit
som undervisningen [ elementarpartikelfysik, medan undervis-
ning i den del av matematiken som hehdver anvindas miste
innehilla mycken rutinGvning. Det dr givetvis helt illusoriskt
att man skall kunna ge eleverna en siadan forstielse for dmnet
genom omsorgsfull behandling av grunderna att de sjalva dir-
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efter skulle kunna utnyttja metoderna i problemlésning. Forst
genom en systernatisk uppdelning av den antydda typen ir det
mojligt att realisera skolans mal att samtidigt 6ka stoffets om-
fang och behilla dmnets egenart. Genom en sidan uppdelning
skulle den nuvarande motsittningen mellan ren och tillimpad
matematik minskas, och bredare forstielse for dmnets natur
skulle dstadkommas. Vi skall diskutera dessa frigor utférligare
i sista kapitlet.

Vad blir di resultatet? Vad dr matematik? I grunden ar det
en naturvetenskap med uppgift att analysera de logiska konse-
kvenserna av vissa grundliggande empiriska sanningar. Den
skapar ett lampligt sprik for detta indamdl, det matematiska
symbolspriket. Det 4r ett misstag att tro att matematiken ar
absolut sann, och det forefaller vara en djavulscirkel att med
logiska metoder analysera alla grundbegrepp i matematiken.
Detta hindrar inte att man kan och bor genomfdra matema-
tiska bevis med logisk stringens och sd att begreppens innchill
och slutledningen framstir som sgilvklara, men man skall inte
gora det sjalvkiara komplicerat penom beskiftig och missriktad
formalisering. Sina problem viljer matematikerna sjilva pd
jakt efter okad forstaelse fér sammanhangen mellan alla de
begrepp som kommer frin talens virld, frin geometrin, dvs.
vir rumsuppfattning, frdn olika fysikaliska sammanhang, fran
regelbundenheter i form av statistik, fran logiken, och som se-
dan omstopts i matematikens smiltdegel. Ofta har resultatet
blivit oigenkinnligt fér foretridare for ursprungsomradena,
men sammanhanget finns dir klart och en betydelsefull upp-
gift ir att se till att kontakten bibehalls. Bilden av matematiken
som en spegel av naturen ger en antydan om de mdjligheter
matematiken erbjuder.

H. Weyl har sammanfatiat detta pa féljande sitt (i fri ver-
sittning):

YEn verkligt realistisk matematik bor pd ungefir samma sitt
som fysiken uppfattas som en gren av den teoretiska beskriv-
ningen av den virld vi lever i, och den bir anligga samma
lugna och férsiktiga attityd mot utvidgningar av dess grund-
forestillningar som fysiken traditionellt visar.”
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3. Tal, mingder, strukturer, avbildningar

Vi ar alla instdllda pd att det mest grundliggande matematiska
begreppet dr de hela talen. Tag t.ex. fdljande beromda sentens
av Kronecker (som var en av de stringaste anhingarna av idén
att ¢ndast konstruktiva bevis dr tillatna): "De hela talen ska-
pades av Gud. Allt annat dr manniskoverk.” Men #r det verk-
ligen s& och vad ir egentligen tal?

Den idé som dr sjilvklar f6r oss och som vi fordrar att vira
sjuaringar skall forsta dr foljande. Om vi tdnker pa 2 dpplen,
2 bilar, 2 stjarnor osv. har dessa olika mringder nagot gemen-
samt, som vi kallar antal och i detta fall kallas tva. Det verkar
hir som om vi anvinde 2" i definitionen av 27, men sd ir
det inte. Om vi studerar en mingd 4 och en annan mingd B,
vilkas clement kan vara vad som helst, dpplen eller bilar, si
finns det tvad (1) mdajligheter. Antingen gir det att para ihop
clementen i 4 och B si att miangderna precis téms ut, dvs. s&
att varje a motsvarar ett » och varje b ett a, eller ocksd gir
det inte. T det forsta fallet siger vi att 4 och B har samma
antal element, eller har samma méaktighet (h.s.m.). Tydligen dr
det si att om A h.s.m. som B, och B h.s.m. som C filjer att A4
h.s.m. som C. Vi bechiver bara para a med ett ¢ pd sidant sitt
alt de motsvarar samma b. En schematisk figur:

——

T

b i X ¢
N L \ ,—j
p B, \_ — _,.{__// e S
A B C

23



Vidare giiller att 4 hs.am. som A (para a med sig sjilv). Vi
for nu ihop alla mingder som har samma miktighet till en
enda mingd. D4 fir vi en samling supermingder, vilkas ele-
ment siledes dr mingder. Dessa har egenskapen att varje
mingd tillhor en bestimd sidan supermiingd. Den egenskap
vira 2 dpplen och 2 stjirnor har gemensamt ir, att de tilthor
samima supermingd och hirigenom kan vi siga att de vanliga
hela talen dr de enkiaste supermiingderna. Later det hir kom-
plicerat? Det ar dock precis detta som vi anser sjilvklart och
det dr den hir tankeprocessen vara barn méste gora for sig
sjalva. Den fundamentala idén &r att sla samman en grupp fore-
mal till en enhet och studera denna enhet. Enheten tillordnas
ett abstrakt begrepp, talet, och man kan sedan laborera med
talen och glomma alla de enheter de representerar. Att det dr
nigot svirt i denna abstraktion kan varje smiskollirare om-
vittna. Det dr mycket littare att rikna med &pplen och piiron,
dvs. representanter fér supermingden, an med abstrakta tall
Att det sd sminingom gdr bra i skolan beror mindre pa att
eleverna forstitt sammanhanget 4n pa att de lart sig allt utan-
till. Det dr givetvis inget fel i att kunna utantill, men det kan
vara intressant att stilla situationen hir i relation till vad man
hogre upp i skolan anser om utantillkunskaper. Ambitionen dir
ir att soka eliminera minneskunskap och basera sii mycket som
mojligt pi deduktion. Att gi langt i den riktningen ir med
sikerhet mycket ineffektivt. Det dr troligt att det skulle gi bra
att gora sjudringar medvetna om vad de egentligen gor och att
detta skulle underlitta inlirandet av de grundliggande rikne-
sitten. Innan vi gar in pd detta, skall vi fortsitta miktighets-
diskussionen ett steg vidare.

I framstdllningen om hopparade element var det indliga
méangder vi hade i tankarna. Men ingenting hindrar att man
behandlar oindliga mingder pd samma sitt. Den supermingd
till vilken den enklaste oindliga mingden hor, nimligen den
gsom bestdr av de vanliga talen 1, 2, ... betecknar man allt-
sedan G. Cantor skrev sitt banbrytande arbete pi omridet, Rg
(% dr alef — forsta bokstaven i det hebreiska alfabetet). Nista
friga blir di: finns det nigon oindlig mingd som ¢j hor till
denna klass, dvs. som ej har miktigheten »;? Det enklaste
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exemplet pi en sidan mingd dr mingden av alla reella tal x
mellan 0 och 1. { Antag nimligen att de reella talen kunde
paras mcd de naturliga talen. Det betyder att vi skulle kunna
ge dem ordningsnummer 1, 2, 3, ... etc. Utveckla nu varje tal
i decimalbrik. Talet nummer 1 har en viss férsta decimalsiffra.
Vvalj ett heltal #; mellan 1 och 8 olikt denna decimalsiffra, a;
viljs analogt skilt frin talet 2:s 2:a decimalsiffra, a; frin 3:s
3:¢ siffra osv. Det tal som har decimalutvecklingen 0, a; a, a3
... kan dA inte vara lika med nigot av talen med ordningsnum-
mer 1, 2, ..., eftersom f6r varje tal nigon decimalsiffra skiljer.
Alltsd har vi hittat ett tal mellan 0 och 1 som inte fanns med
i upprikaingen och slutsatsen ar oundviklig. Det gir inte att
ge de reella talen en numrering.

Miiktigheten hos mangden av reella tal kallas ;. Det ar litt
att ge en precis innebord till att %, dr mindre dn &;, nimligen
att heltalen kan paras med en del av mingden av reella tal,
tex. delen {1, 1/2, 1/3, }, men inte tviriom. [Visa det!]
Finns det en mingd vars miktighet | denna mening ligger mel-
lanx; och y? Detta har varit et berdmt problem #nda fram
till f6r nigra ar sedan di P. Cohen shztgiltigt 16ste problemet
pi ett sdtt som dr karaktiristiskt f&r problem av denna typ.
Vi kan valfritt svara ja eller nej pa frigan. Vart svar kommer
inte att strida mot &vrig matematik. Problemet ir i logisk me-
ning oberoende av sedvanliga axiomsystem.

Det hiir nimnda belyser hur subtil midngdteorin ir. Man far
heller inte tro att utvecklingen av denna ir ndgot centralt
problem i matematiken. Det viktiga dr sjilva begreppet miingd,
medan de manipulationer som man utfér med mingderna bara
utnyttiar enkelt sunt férnuft, I undervisningen bor dirfor
idén foras fram tidigt, redan i de forsta klasserna, och eleverna
bidr giiras vana vid att fora samman saker i klasser och an-
vinda termer som méingd, delméngd, tillhéra en mangd, komp-
lement till en miangd osv. Man kan fi minga uppslag till ar-
betsuppgifter av denna typ i s.k. intelligenstest, vilket visar att
psykologer funnit begreppsbildningen central i vad man anser
vara intelligens. Det férefaller mycket troligt att triining i tidig
alder i denna riktning dr en god introduktion till matematiskt
tinkande (och ger bra resultat pd intelligenstest). A andra sidan
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kan den formella triningen med mingdlirans symbolsprak sak-
lést utgd — ndr man férstatt det intuitiva ar allt sddant sjilv-
klart, och innan man gjort det ir det svart, trikigt och menings-
lost.

Vi ska!l nu se hur begreppet mingd anvinds i matematiken,
och vi bdrjar med att se hur man logiskt noggrant bygger upp
systemet av tal. Tag forst de rationella talen 1/2, 2/3, 1/4, 3/4,
1/3, ..., for att antyda dem mellan Q0 och 1. Vi ir vana att
beteckna dem pa detta sitt, alltsd tvd heltal efter eller oftare
ovanfér varandra med ett streck emellan, men vad 1/2 betyder
Ar att heltalen 1 och 2 i denna ordning bestimmer ett visst
raticnellt tal. En korrekt procedur gir da till pa foljande sitt.
Man ntgar fran de traditionellt vilkanda egenskaperna hos de
rationella talen. De riknelagar som dir géiiler tas till defini-
tioner for riknelagar fér par av heltal (a, b) dir @ motsvarar
taljaren och b nimnaren och alltsd b=0. Nu skall ju t.ex. (I, 2)
vara detsamma som (3, 6) och dirfor identifierar man paret
(a, b) och paret (c, d) om ad=>bc (1-6=2-3). Man definierar
operationen + +:(a, b} + +{c, d)=(ad + bc, bd) genom att kopi-
era formeln a/b +cjd=(ad+ bc)/pd. P4 samma sitt gdr vi de-
finitionen {a, b)- - (¢, d)={(ac, kd). T bada fallen ir det viktigt
att fdr heltal giller att ur b #0 och d=0 f&ljer »-d=0. Vi ater-
finner alltsi de rationella talen i den logiska formen av par av
naturiiga tal med operationer + + och - -. Vi vill nu att vira
gamla naturliga tal skall finnas kvar 1 systemet och gor en ny
definition: naturliga tal kallas nu alla par didr b=1. — Uppen-
barligen tjinar allt detta inte mycket till for att géra matema-
tikens grunder sikrare: man gor bara en formalisering av vad
ménskligheten gjort under tusentals dr. Sjalva Konstruktions-
idén dr emelfertid mycket allmin och anvindbar som vi senare
skall se.

P4 samma sitt kan man (sedan man formellt infdrt 0) inféra
de hela talen (Q, £1, 22, ...) som par (o, a} dir « kan ha tvd
betydelser (fértecknet; + eller — Hr vi vana att skriva) och a
ar (b eller ett naturligt tal. Det kan vara en larorik sysselsattning
att gora detta och kontrollera att allt stimmer.

De reella talen ar av en annan natur dn de rationella. Man
kan inte dberopa nigra iaktltagelser I naturen som skdl fér att
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infora dem. Tvirtom, den uppfattning av materien som man
numera har innebir att allt iakitagbart férekommer i en minsta
enhet som inte vidare kan uppdelas. Detta giller tex. bide
epergi och avstind. Det skulle alltsd ga att gdra beskrivningar
av naturen under anvindande av enbart decimalbrik med t.ex.
100 siffror. Man brukar ocksi 141a talen motsvara punkter pa
en linje, dvs. inféra koordinater som pa cn tumstock, och inget
strider mot forestillningen att linjen bestdr av punktler pi
10-100 ¢m avstind frin varandra. En sddan diskontinuerlig
uppfattning skulle genast forklara den berdmda paradoxen om
Akilles och skildpaddan: varje gng Akilles sprungit till den
plats dir skéldpaddan nyss var, har denna hunnit yiterligare en
bit och didrfér hinner Akilles aldrig enligt en kontinucrlig upp-
fattning ikapp. Finns det emellertid en minsta stricka och en
minsia tid méaste Akilles ta ett sprang till skdldpaddans plats
innan denna hinner dirifran. Det kan hir vara intressant att
citera skoltverstyrelsens ldroplan (s. 261): “Man utvidgar ming-
den av rationclla tal sd att alla punkter pA tallinjen tillordnas
en koordinat.” Detta ir naturligtvis ingen hallbar motivering,
eftcrsom vi inte vet mer fakliskt om punkter pa linjer 4n om
reella tal, inte ens om vi accepterar de traditionella euklidiska
axiomen f8r geometrin.

Vad man emellertid skulle férlora i en dylik diskret beskriv-
ning &r enkelheten. Formlerna skulle bli invecklade, man skulle
fa besvirliga regler f6r avrundning osv. De reella talen kan
darfor anses vara en matematisk idealisering som inforts i
forenkiande syfte. Geometriskt uttrycker de var fGrestdllning
om att linjen 4r homogen och sammanhingande.

Logiskt infér man talen enklast genom att resonera bak-
linges frin de sedvanliga rdknereglernma for t.ex. decimalbrik.
Varje tal x skall kunna skrivas som decimalbrik x=X, x; x,

..x, ... dir X dr ett naturligt tal och varje x, dr ett heital
mellan 0 och 9. Man observerar ocksi att sadana decimalbrak
som 0,1000 ... och 0,0999 ... motsvarar samma tal. Vi kan nu
bakldnges definiera ett reellt tal som sjilva féljden av hela tal,
{X, ®, x5, ...}, och infora rikneregler som stimmer om vi
skriver upp decimalbrdket som férut och riknar som vanligt.
TLogiskt ér alltsi i denna tolkning ett reellt tal en oiindlig hel-
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taisfdlid precis som ett rationellt tal var ett heltalspar. De ratio-
nelia talen 4terfinns som de félider som Ar periodiska (t.ex.
53/165=0,3212121 ..., dir perioden har lingden 2). [Bevisa
detta, dvs. att rationella tal har periodiska decimalbrak och att
pericdiska decimalbrik motsvarar rationella tal!]

Vi har alltsd sett att mingdbepreppet kommer in pd ett av-
gorande sdtt vid noggranna matematiska definitioner. Kanske
Gvertygar detta inte riktigt om att begreppet dr viktigt, efter-
som det vi definierat dr sd konkret och vilkint. Vi skall dirfér
ta ytterligare ett exempel av denna typ, nimligen begreppet
funktion eller avbildning. Intuitivt uttrycker en funktion att
om en kvantitet (i vid mening) ar kiind kan en annan beriknas
ur denna kunskap enligt nfgon regel. Si dr luftirycket (¥} en
funktion av hdjden {x) over havet, en stricka (y) en funktion
av de bida dndpunkterna (x=ett punktpar}, en minniskas egen-
skaper (v) en (komplicerad) funktion av arv och miljé (x).
Funktionsidén uttrycker siledes den fundamentala féresigll-
ningen om orsak (x) och verkan (y). Den limpligaste logiska
definitionen 4r att funktionen i fraga dr just alla de par (x,y)
som kommer i fraga. Varje x férekommer hir endast en gang
— wvarje orsak har alltid samma verkan — medan samma
verkan kan uppstd ur manga orsaker. Dd man tinker pd funk-
tioner #r tolkningen som avbildning frin mingden X av orsa-
ker till mingden Y av verkningar oftast den lampligaste. f
fungerar som en maskin:

man stoppar in x och far ut y,
Da vi p& s. 23 diskuterade miiktighet hade vi att géra med
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funktioner f frin en mingd till en annan med sarmma méiktig-
het. f dr hdr en 1-1-avbildning, diir alltsd pilarna i figuren
kan g3 i bida riktningarna (fig. 2).

Aven funktionsbegreppet med sin terminologi skulle man
med fordel kunna inféra under de forsta skolaren for att tidigt
viinja eleverna vid orden och tankegingarna. Det ar inte fraga
om att man skulle géra nagra invecklade konstruktioner utan
endast introducera ctt matematiskt tankande.

Vad gor nu matematikerna med mingderna? Man kan siiga
att de studerar mingder som pé olika sdtt har en struktur. Vad
som kan menas med detta skall vi nu nidrmast syssla med.

Den enklaste strukturen av en midngd M bestir i att man har
givet ett system S av delmingder av M. Detta system bdr upp-
fylla diverse villkor, av vilka det viktigaste ar att fdreningen
av {va mingder i § liksom den gemensamma delen ocksd in-
gir i §. Detta medger en intressant och ovintad tolkning. Vi
tinker oss ett experiment av nigot slag, fysikaliskt eller for
ovrigt vad som helst. Det kan utfalla pa olika siit och vi later
M vara mingden av mdjliga resultat. En delmingd m av M
representerar di en viss del av utfallen och kallas hindelse.
Fiéreningen iy Um, av my och m, representerar di “antingen
hindelsen m1y elier hindelsen m,” och den gemensamma delen
"bide my och m,”. Vi far alltsd en spegling av logiska opera-
tioner i operationer pi mingder. Vi kan nu géra en exakt
definition av sannolikhet. Vi antar att P ir en funktion frin S
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till intervallet (D, 1) sddan att P(nz; U m,) = P(m,)} + P(in,) om m,
och m, saknar gemensam punkt. Vi kan tinka oss situationen
s, att man lagt en massa pA M av tolalvikt 1 och P{m) ir den
massa som faller p m. Vi kallar nu P(nt) “sannolikheten f&r
hiindelsen m”. — Det sagda behdver belysas av ett exempel.
LAt cxperimeniet vara att vi kastar tvad tarningar. Dct kan
utfalla pAd 36 sitt, s4 M bestar av 36 punkter. § ar hir alla
mdjliga delmiingder, men si enkel hlir situationen egentligen
bara d& M ir dndlig. P ligger massan 1/36 1 varje punkt av M.
Den skuggade mingden i fig. 3 representerar hindelsen “precis
en av tirningarna har 3 prickar” viiken alltsd har sannolikhet
10-1/36=15/18.

Denna miingdstruktur tjinar alitsad till att ge en klar mate-
matisk bakgrund till sannolikhetsteorin. Vi skall senare stu-
dera deita ndrmare.

Vi skall nu se hur analysens grunder hinger samman med
mingdidén. Det centrala begreppet inom analysen dr konver-
gens. Om X, X5 X3, .« 0 X, ... dr en £6ljd reella tal, siger man
att x, konvergerar mot x om x, obegriinsat ndrmar sig x, nir
index n vixer obcgrinsat. Alternativt kan vi siga att om vi
studerar intervall O som innehdller x i sitt inre faller alla x,
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utom #ndligt minga i O. Givetvis giller samma sak om O ir
vilken mingd som helst som innehaller ett intervall kring x.
Med ett suggestivt sprikbruk kan vi siga att dessa miingder O
fungerar som ett filter, som filtrerar ut alla talfdljder utom dem
for vilka x, ndrmar sig » obegrinsat. Varje annan f6ljd kom-
mer nimligen att ha odndligt manga punkter utanfor ett limp-
ligt valt & och blir d& bortfiltrerat av denna miingd.

Att dverfora idén om konvergens till planet dr lHtt: vi
byter bara ut intervall mot cirklar — eiler kvadrater, dect gar
lika bra — och pd liknande sitt gér vi i 3 dimensioner. Men
vi vill ocksd tala om konvergens i sidant sammanhang som

- 7

1-}

1/4 172 1

1/81/4 1

(%]
>
)

Fig. 5
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di vi studerar foljder av funktioner. Tag t.ex. de funktioner
%), m=1,2, ..., pa (0, 1) som ir antydda i fig. 5.

" Funktionerna liknar mer och mer funktionen fy(x)=0, men
4 andra sidan antar varje funktion j,(x) vardet 1. Om vi med
utsagan f, konvergerar mot f; menar atl maximum av f,(x)
blir litet s& konvergerar f, intc mot f, men om vi menar att
ytan mellan f, och x-axeln blir liten si har vi konvergens. Bida
begreppen dr fullt rimliga och anvindes i matematikcn.

Den allminna idén om konvergens kan nu preciseras med
hjilp av ett system § av delmidngder O av en allmir mingd M,
§ skall ha ungefir de egenskaper vi tidigare inférde. De ming-
der som innehaller en punkt x i M &dr omgivningar till x och
tjinar som filter vid definition av konvergens mot x. x, kon-
vergerar alltsd { “topologin™ bestimd av § mot x om utanfér
varje omgivning av x bara finns dndligt minga x,. I vira
exempel 4r mingderna av funktioner f(z) si att i f&rsta fallet
Max |f(n| <c¢ fér ndgot ¢, och i andra fallet {}|/(n|ds<c, om-
givningarna till "punkten” f; representerande funktionen iden-
tiskt noll. Vi fir alltsd inte konvergens i forsta fallet eftersom
ior t.ex. c=1/2 alla j, faller utanfér omgivningen. I den andra
topologin diaremot har vi konvergens. Detta idr alltsi inte ett
absolut begrepp utan beror pd systemet S. Hirmed har man
lagt grunden f&r studiet av funktioner piA M pi samma sitt
som vi ir vana aft studera funktioner som &r definierade pi
tex. intervall. Observera att i vara exempel ett uttryck som
§of@2dt &r en funktion pa M och siledes f ir variabeln.

Slutligen kan man ocksd inféra struktur pid en mingd inte
genom ett system delmingder utan genom kompositionsregler.
P& mingden av heltal finns t.ex. de tvd olika sitten att kombi-
nera heltal till nya heltal + och -. Dessa operationer ir fér-
bundna med varandra genom regler sidana som a-(b+c)=
=a-b+a-c. For minga objekt som har intresse i matematiken
finns kompositionsregler som i stérre eller mindre utstrickning
liknar dem som heltalen eller de rationella talen har, Vi skall
hir bara nimna nigra exempel. Om E ir en mingd och f(x)
avbildar E in i sig sjilv finns p4d mingden M av dessa avbild-
ningar en kompositionsregel i som helt enkelt bestdr av att
vi utfor avbildningarna efter varandra (fig. 6).
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Fig. 6

Tydligen giller for (fxg)-h=Ff+{g k) precis som for
+ och +, men det giller infe sikert f = g=g = /. Om vi antar
att avbildningarna idr 1-1 kan man tydligen 16sa ekvationer
x # f=g precis som man kan for + for heltalen och - fér
rationella tal (men dir inte for heltal). Vad vi da fact kallas
en grupp och detta begrepp kan analyseras cnbart utgaende
fran dc regler som operationen x lyder och alldeles obercende
av de eventuella tolkningar som man kan ge symbolerna f, g
osv.

Yiterligare ett exempel. Polynom P(x)=agxn+apxn-1+__ .+
+a,_x+a, dir koefficienterna ay, ay, .. .. a, tex. ar reella tal,
bildar en mingd som i hog grad liknar heltalen. Har finns bade
en plus- och en ginger-operation definicrade av vad vi fir
genom aft pd vanligt sdtt addera koefficienterna respektive
multiplicera ihop och ordna efter potenser av x. Mingden av
polynom har alltsd en invecklad struktur, och man kan nu
utgicende fran enbart kompositionsreglerna géra en hel teori.
Denna giller da intc bara polynom som vi tog till monster utan
fér minga andra system dir symbolerna har en annan tolk-
ning.

Det matematiska omrade vi nu sist diskuterat ar algebran.
Dect Ar saledes teorin fér matematiska strukturer bestdendce av
kompositionsregler. Analysen ir analogt en struktur bestaende
av omgivningssystem. Dessa idéer dr centrala i den moderna
utvecktingen av den matematiska forskningen. Vad man efter-
strivar ar att fora samman metoder och begrepp som tidigare
uppstitt inom olika grenar men som ar lika till sin logiska
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struktur. Man vill forutsitta bara si mycket som verkligen
behdvs for att man skall kunna bevisa det resultat man efier-
strivar. Hirigenom vinoer man en stor allmingiltighet och
ocksd en okad forstdelse for de logiska mcekanismer som funge-
rar i ett visst problem. Det finns naturligtvis minga alternativa
sdtt att inféra en hierarki av strukturcr — fran det strokturfria
allminna mingdbegreppet till det mest specialiserade, som t.ex.
de rationella talen. Manga definitioncr och begrepp har forts
fram och sedan sjunkit i glomska, och det system man nu arbe-
tar med maste anscs val forankrat och bor komma att bl be-
stdende.

Man skulle dnska att undervisningen i gymnasiet férmedlade
nagot av denna allminna syn pa matematiken och dirmed gav
en antydan om den rikedom pi mdgjligheter som den moderna
matematiken har. Den bild jag hir gett har skapats under vrt
drhundrade och har dnnu inte fatt nigon form som passar
elementir undervisning. Man far inte dirfor tro att det ar for
svart. Vad det galler ar att ge de ord som anvinds intuitivt
innehall, att infora dem tidigt och att lata dem komma till
anvindning systematiskt.

Vi skall i féljande kapitel forsdka géra en Gversikt av nagra
av matematikens stérsta omriden och punktvis fora fram dis-
kussionen till problem som matematiker just nu arbetar med,
Detta kan ge en antydan om vad en kunskapskurs i gymnasiet
som vi nimnde i forra kapitlet skulle kunna tidnkas innehilla,
Samtidigt skall vi anknyta till nuvarande kurser och firsdka
belysa deras relation till modern matematik.

Kommentarer
En utférligare och modern bok om matematikens struktur ar

A. M. Gleason, Fundamentals of Abstract Analysis, Addison-
Wesley 1966.

Betridffande kontinuumhypotesen, att 8, fdijer nirmast efter
Mg, visades dess relativa motsigelsefrinet och obercende av
Godel resp. Cohen i de citerade arbetena.
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4. De hela talen

Representation och komplexa tal

Vi bekymrar oss nu inte vidare om heltalens fogiska bakgrund
utan skall hiir forst dgna oss it deras representation. Att detta
inte varit nigot trivialt problem fdr minskligheten illustreras
av det romerska siffersystemet. Detta var uppbyggt pd ett sd
opraktiskt sdtt att det forhindrade all utveckling av matemati-
ken. Vi r nu si vana vid véart ursprungligen arabiska siffer-
system, att vi aldrig dgnar en tanke 4t att det var svirt att hitta
pa det. Vad virre ar, vi har en tendens att blanda ihop siff-
rorna, dvs. representationen av talen, med talen sjilva, och
harigenom Astadkommer vi med sikerhet fdrvirring hos véra
barn nir de skall ldra sig rikna.

Till detta kommer cn ny omstindighet. I framtiden kommer
datamaskiner att vara en integrerad del av var tillvaro, och det
kommer att vara betydelsefullt att kunna umgis naturligt med
dem och forhindra att de blir vira herrar. Det dr tinkviirt att
smaskolebarncns undervisning bor anpassas till situationen i
samhillet Ar 1985. Wu idr datamaskinens naturliga talsystem
bascrat pa tvdsystemet, och for att man skall kunna forsta
sammanhanget kridvs cn mindre mekanisk kunskap om talen dn
den som for ndrvarande ldres ut.

Varisr anvinder vi 10-systemct, och varfér anvinds 2-syste-
met i datamaskiner? Det dr ingen tvekan om att viara 10 fingrar
spikar bakom [Q-systemnet, men 10 dr ocksd ungelir en lamplig
kompromiss mellan tvad motstridande effckter. I 2-systemet har
vi en maximalt enkel multiplikationstabell att Fira oss: 0-0=0;
0:-1=0,1-0=0,1-1=1, och fa symboler att lira oss att skriva
(0 och 1), men & andra sidan skulle ett telefonnummer i Stock-
holm bestd av 20 siffror, och forsok att hitta pa ett satt att
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uttala det! En stirre bas dn 10 leder till kortare siffergrupper
men svirare multiplikationstabell. — En datamaskins normala
minnesenhet ar en anordning med tva tillstand, och det dr Litt
att clektroniskt ordna sidana oOvergédngar {ran det ena liget
till det andra som motsvarar addition och multiplikation. Att
det behdvs manga nollor och ctior att representera aven matt-
ligt stora tal dr hidr en obelydlig oligenhet. —— Det finns stor
anledning att tidigt i skolan gora barn fortrogna med 2-syste-
met, dels fér att klargbra representationsmetoden som ju dr
densamma som for 10-systemet men enklare, dels darfér att
2-systemet spelar stor roll bade for datatekniken och fér mate-
matiken sjilv.

Ett intressevickande sidlt att sdtta sig in i 2-systemet dr fal-
jande lck. Man tanker pi ett tal, t.eX. under 1 000. Hur méinga
fragor, med svar bara ja eller nej, behivs for att identifiera
talet? Man ser snart att 10 gissningar riicker och vad man gér
&r att successivt bestimma ag, q), ..., ay som O eller 1 i fram-
stillmingen 4,29+ 28+, ..+ ay- 2+ aq av talet. Man frigar forst:
ar ralet > 512=257 Om svaret blir ja, dr ag=1, annars dr ag;=0.
Om tex. a,= 1, fragar man nista gang: dr talet > 768 (=512+
+256) och fir barigenom reda pd ep. Det dr klart hur fra-
gandet forisdtter. [Fdrsdk bevisa att 9 frigor inte ricker.] —
Denna lek kan anses vara grunden till en ny snabbt expande-
rande gren av matematiken, informationsteorin, som har stor
betydelse dven fér humanistiska &mnen, t.ex. sprakforskningen.
Man infér en enhcet for information, kallad bit (biary digir=
=siffra i 2-systemet) som har den intuitiva tolkningen av en
upplysning om vilkendera av tvd, frin borjan lika troliga hin-
delser som intriaffat. Om en hdndelse intraffar som frian borjan
hade sannolikhet p, har vi fatt informationsmingden -Z2log p.
Obscrvera alltsa att valet mellan tva lika sannolika hindelser
ger informationsmingden 1, ty —Zlog 1/2=1. Man kan nu tex.
gora beriikningar 6ver hur stor informationsmingd varije bok-
stav 1 skriven svenska innchiller. Om bokstiverna vore obe-
roende av varandra och lika vanliga skulle informationsmang-
den vara 2log 29=4,8 (ung.), eftersom det finns 29 bokstaver.
Emellertid ar det inte s&: a ar absolut vanligare dn b, s foljs
inte girna av d osv. Man finner att informationsinnehéllet bara
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ar ca 1,5 bit per bokstav. Detta tal beror ritt mvcket pA vem
som talar eller skriver. Informationsinnehallet i Thomas Manns
prosa overstiger sikert 2 bits per bokstav, medan informations-
innchallet i ett valtal (som bekant) brukar ligga nirmare noll.
Man kan sjalv empiriskt bestimma talet f6r en viss text genom
att prova hur stor andel av bokstiverna man kan lata ta bort
innan det inte lingre gar att rekonstruera innehallet 1 texten. Att
spraket har denna struktur att ge samma information flera
ganger #r av stor betydelse, eftersom det ger garantier mot
missforstind. Det medfér ocksd att det finns en mefod att
oversitta (koda) det skrivna eller talade spriket s att antalet
bokstiver minskar till ungefir brikdelen 1,5:4,8<1/3 av det
ursprungliga antalet. Detta kommer att fi en stor ckonomisk
betydelse for telegraf- och telefontrafik genom att linjerna efter
kodning kan utnyttjas ca 3 ginger effektivare.

Ett analogt problem giller att bestimma antalet biniira ope-
rationer som behovs [or att lidsa ett visst matematiskt problem.
Tag t.ex. ekvationen x3+ax+1=0, dir a ir ett tal mellan 0
och 1 angivet med 20 binira siffror. Hur manga additioner, det
vill sfiga hur ling tid, behévs i en metod att bestimma den
reella roten x med 15 bindra siffror? Dessa problem har stor
betydelse for ett ekonomiskt utnyttjande av datamaskiner och
ar till stor del olosta.

Vi skall hir inledningsvis ocks& behandla de komplexa talen.
De har givetvis inget att gdra med virt dmne, de hela talen,
men vi behéver dem i den fortsatta framstillningen.

De komplexa talen 4r kanske av stérre betydeise for mate-
matikerna in de reella. De dr omgivna av ett visst skimmer av
mystik, som si smaningom f{oOrsvinner helt enkelt genom att
man blir van vid dem och inte genom att man i nigon djupare
mening férstdr vad som pégar.

Logiskt innebar inférandet av komplexa tal inget problem.
Vi vill att det skall finnas ett "tal” x si att x2+1=0. Nir det
nu inte finns nagot, Iitsas vi att det finns och kallar det i eller
VY —1. Vi sysslar nu med tal som kan betecknas a +ib dir a och
b ar reella. Observera att + och ib inte dr definierade. Om vi
riknar pa formellt utan att bekymra oss om vad det som vi
skriver betyder, finner vi tex.
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(a+ibYe+id)=ac+i-i-bd+ibc+iad=
= (ac— bd)+i(bc + ad).

Division blir lite besviirligare:

a+ib (a+ib)ic—id) ac+bd+.bcéad
crid (cridc—id) c2+dZ ¢Z+d2’

s& att alitsd tili exempel

1 1 1,
T+1 2 2°°
Vi gor nu resonemanget baklinges, som vi gjort flera gdnger
tidigare. Vi definierar ett komplext tal som ett par (a, b) av
reella tal. Det dr ju inget mystiskt med det! Vi definierar + +
genom

(2, 5)+ +(e.dy=(a+c,b+d)
och - . genom samma formel som forut
(a, by «{c, dy=(ac—bd, bc+ad).

Pi samma sitt gor vi med division. Systemet av talpar (a, 0)
bir sig &t precis som reella tal och kan identifieras med dessa.
Man skriver sedan bara ett + och - tecken, och vi har kon-
struerat de komplexa talen. De #r alltsd helt enkelt par av
reella tal,

Men varfor dr de sa viktiga? Tydligen kan vi nu [&sa ekva-
tionen x2+1=0, ty (a, b2+ + (1, 0) = (0, 0) har 1osningen (a, b)=
=(0, ). Det mirkliga ir nu att pa kdpet foljer att varje ekva-
tion P(x)=xn+axe-1+...+a,_;x+a,=0har en 18sning, t.o.m.
om vi later ¢; vara komplexa tal. Vi kan ocksi dela upp poly-
nomet i faktorer, P(x) = (x—e)(x—e)- ... (x—a,), dir a. ir
komplexa tal (t.ex. x2+1=(x+i)(x—{)). En annan viktig f&8ljd
dr konstruktionen av exponentialfunkiionen ¢z fér komplexa z.
Vi definierar helt enkelt e7 som es(cos b +isin b) om z=a+ib.
Ur additionssatserna for cos x och sinx foljer da latt att
21172 =71 . ¢%2 . Varfor inte i stillet definiera ez som e%(cos 2b +
+isin2b) till exempel? Samma rikneregel fér %1522 skulle
gilla di ocksd och vi skulle fa ritt resultat £or reella z (b=0).
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Fig. 7

Orsaken till att den tidigare definitionen ar den naturliga #r
att diven deriveringsregeln

fortfar att gilla for komplexa z. [Kontrollera dettal]

Man kan tydligen geometriskt dskadliggéra ett komplext tal
z=x+iy som en punkt i ett vinkelrdatt koordinatsystem eller
som en pil frin O tll punkten (x, ¥). z+z" illustreras i fig. 7
av diagonalen i den fullbordade paraliellogrammen. Punkten
it ligger tydligen pi cirkeln med radicn 1 kring origo, och nér
b heskriver (0,2 @) ghr punkten e ett varv runt cirkeln (fig. 8).
Man far konstiga formler som tex. e¢i®— —1, som dock bara
hetyder att ¢cos z= — 1 och sin =~ 0. Vi observerar hir ocksi att

i1l om n=m
0 om n#Em

fér hela tal n och m.

Vi har alltsd infort en addition av talpar. T det ligger ingen-
ting specielit. Det gar lika bra att pi samma sitf addera tre tal
samiidigt och studera taltripler {a, b, ¢). Det mirkliga fior de
komplexa talen ligger i definitionen av multiplikation som allt-
s4 kunde infbras for talpar si att alla vanliga riknelagar bibe-
hélls. Detta gar inte for tre eller flera tal. Diremot gir det pi
ett bestimt sitt att infora muiltiplikation f6r uppsittningar x av
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Fig, 8

fyra tal, x=(a, b, ¢, d), om man avstir frin regeln x-y=y-x.
Man far di de s.k. kvarternionerna. Fyra ir hiir det enda an-
talet — for tre tal dr dven detta omdjligt. Det iir en infressant
men ritt svar uppgift att forsoka &teruppticka detta.

Vad vi hir sagt ger ingen forklaring till den stora betydelse
de komplexa talcn har. Denna sammanhinger med teorin fér
analytiska funktioner, som vi senare skall beréra. Emellertid
kommer frigan tilibaka @ndi: varfér forekommer dessa funk-
tioner sd ofta i matematiken? Till sist kan nog ingen limna en
tillfredsstdllande férklaring. Man brukar hinvisa till det for-
hallandet att i minga ckvationer som beskriver hur naturfeno-
men beror pd tiden férekommer tidsvariabeln ¢ pd ett sidant
sitt att om man formellt byter 1 mot cn ny variabel it kommer
den nya ekvationen att innchilla v pd samma sitt som rums-
koordinaterna. Tiden skulle alltsd vara en rumsbestimning som
striicker sig in i det komplexa, men vad detta till slut betyder
dverliter jag 4t spekulativt lagda lasare att fundera &ver.

Primtal

Det liter kanske paradoxalt, men vi vet faktiskt mindre om de
hela talens egenskaper 4n om andra matematiska begrepps,
som ytligt seft ser mycket svirare ut. Som vi skall se kan en
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lekman hir stilla problem som ingen kan besvara. Vi skall
birja med fragor rérande primtal.

Primtal ir som bekant medlemmarna i féljden 2, 3, 5, 7, 11,
... bestiende av tal som inte yiterligare kan faktoriseras. De
har studerats sedan flera tusen ir och ir intressanta dirfor att
de dr byggstenarna till de hela talen nir man studerar multi-
plikation. Sirskilt beromt idr Euklides bevis att det finns odnd-
ligt manga primtal. Antag att p;=2, p,=3, ..., py vorc samt-
liga primtal uppriknade i storleksordning. Bilda talet p;-p,-
<. ..o py+1. Ar detta ett primtal? Nej, ty det dr stérre dn det
stdrsta primtalet p,. Alltsi maste det vara delbart med nagot
primtal. Men vilket tal p; vi dn delar med, fir vi resten I.
Alltsd har vi fitt en motsigelse. Hiar har vi ett exempel pa
indirekt bevis, [Forsik att hitta pa clt direkt bevis!]

Niista fridga blir: kan man ange alla primtalen? I princip kan
man gdra det successivt genom att helt enkelt prova alla heltal
2,3,4, 5 6, ...1 ordning och se vilka som kan dclas med
mindre tal. Det gdr att hitta pd férenklande regler och lata en
datamaskin gora arbetet. Hirigenom har man skaffat sig
mycket omfattande tabeller. Mcen en fraga sidan som: vilket
primtal har ordningsnumret 10109 kan man inte besvara och
det dr ridtt sikert att man aldrig kan besvara den. Dect finns
nimligen ingen “formel” som anger p, som funktion av .
Alternativt skulle man vilja ha en formel som anger antalet
a{x) av primtal <x.

I detta lige har man dvergitt att studera =(x) mera ungefir-
ligt. Vilken storleksordning har tex. =(x)? Gauss gjorde rcdan
som gymnasist iakttagelsen ur stora tabeller att om man tar
ett stort tal x pi mafid sd dr chansen att detta skall vara ett
primtal 1/log x, dir log hir och i fortsdttningen betecknar den
naturliga logaritmen, dvs. med basen ¢=2,7 ... Detta innebir
sdledes att bland de 999 talen 10100+ 1, 1019042 ., 101004999
finns troligen ett primtal. P4 basis av denna iakltagcise dr det
inte s& svdrt att inse ait =(x) bér vixa som x/log x eller nog-
grannare

a(x) - _]': — +R(x)=1(x)+ R(),
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diar R(x) dr en rest som dr liten i jAmforelse med integralen
da x vaxer (fig. 9). Resullatet visades forst mot slutet av 1800-
talet och numera finns méinga bevis. Problemet #r ju i princip
clementirt men alla kidnda sitt att 16sa det var fram till for
knappt 20 fir sedan mycket avancerade med metoder fran
analysen. D2 fann A. Seiberg ett elementirt bevis. Detia kan
forstas utan omfaitande forkunskaper men dr darfdr inte litt.

Hur Gauss kom fram till sin hypotes vet man inte. Det ir
ju knappast majligt att ur sddana tabeller som han disponcrade
se att 1/log x 4r en bitire gissning dn 1/(log x+0,01) t.ex., men
den dr bittre. Formodligen viigleddes han av principen att en
enkel formel som stimmer ungefir, 4r troligen sann.

{ Man kan géra storleksordningen 1/log x trolig genom fol-
jande suggestiva resonemang. Kalla “sannolikheten™ att talet n
ir ett primtal 5, och sitt tex. 5,=1. Tag nu ctt stort heltal N,
Sannolikheten att N dr ett primtal kan vi fa pa foljande sitt.
Det kan i s& fall inte vara delbart med nigot primtal mindre
d&n N. Nu ir sannolikheten att N #dr delbart med *primtalet
2" =(sannolikhcten att 2 dr ctt primtal)x (sannoiikheten att
talet ir delbart med 2)=(ung.) s,-1/2. For “primtalet 3™ blir
motsvarande resultat s;3-1/3 osv. Nu skall inget av detta in-
triffa. Matsatserna har sannolikheten

(1_52_2), (1 -?) .(1—::{_';)
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och att dessa alla intraffar har sannolikhet

(1-% (1_?). .(1—;"\?::).

som alltsd dr=sy. Vi ser att sy, 4ir en likadan produkt med
en faktor till, (1-sy/N), varfor

Vad vi fatt fram ir en differensekvation ur vilken vi kan
berdkna sy successivt (s,=1, s3=1/2, 5,=5/12, osv.). Vi kan fi
en uppfattning om sy for stora N genom att skriva formeln

1 1 1 sy
svy1 SN N

1 .
=— (ungefar
N(u gefir)

eftersom N och N +1 bor ha ungefir lika chans att vara prim-
tal. Lagger vi nu ihop dessa formler far vi
1 1

1 1 1
4__2.+3+ +f—v(ungefar)

=log(N + 1} (ungefir)

N
(eftersom 1/2+1/3+...+1/N="T d;x (ungefir)). Vi far
2

sN= iog N {ungefir)

dvs. Gauss gissning. »

Denna sorts resonemang ir naturligtvis inget bevis. Vi har
in faborerat med sannolikheter pd ett helt otiltdtet sitt. Tnte
desto mindre anvinds ungefarliga och suggestiva resonemang
myckcet ofta f6r att underséka vilka resultat man kan vinta
sig och fdr att kontrollera om en hypotes har rimliga konse-
kvenser. Det kriaver naturligtvis stor crfarenhet och kunskap
att bedoma vilka typer av resonemang som dr tillforlitliga
och vilka approximationer som far géras.

Om vi fuliféljer tankegingen om att x 4r ett primtal med
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sannolikhet 1/log x s féljer ur den sk. centrala griansviirdes-
satsen (se s. 119) ati R(x) bér ha storleksordningen ungefiir
1'x. Att finna ett bevis att detta verkligen &r sant Hr ctt av
matematikens mest berdmda éppna problem. Det kallas Rie-
manns hypaotes. Det ir ocksd ett ovanligt problem dirigecnom
att det saknas sikert stdd far nidgon uppfatining om vad man
skall tro, och det finns ingen bestimd matematikcropinion.
All Ricmann uttalade en si bestimd uppfattning beror med
storsta sannolikhet pa, att han gjort ett forbiseende i sin under-
s8kning.

Det finns ett stort antal oldsta problem betriffande primtal.
Jag vill hir bara nimna ytterligare ett: Goldbachs problem.
Dect iir flera hundra &r gammalt och giller frigan om varje
jimnt tal &r en summa av tvid primtal: 6=3+3, 8=3+5,
10=5+5, 12=5+7 etc. Man har provat detta langt upp i tal-
serien och varje matematiker torde vara &vertygad om att
hypotesen inte dr falsk (diremot kan den vara omdjlig att
bevisa (se 5. 15)). I vilket fall som helst forefaller ett bovis
mycket avlipset. Att man kan vara overtygad beror pi f3l-
jande tankegang. Nir vi bildar p+p’ (or alla par {p,p’) av
primtal <x far vi ungefir x2/log? x tal, alla <2x, Varje tal
forekommer ungefar x/2 log x ganger och chansen att ctt visst
tal inte skulle forekomma ir mycket liten. Chansen Hr stirst
for smi jamna tal, men dir stimmer det ju, som provningar
visar. Man drar di sluisatsen att hypotesen bor vara sann.
Bakom den ev. giltigheten av detta resonemang ligger tanken
att primfalen dr utspridda utan ndgot system men just darfsr
att det inte finns ndgon anviindbar regelbundenbet dr det svart
alt bevisa gissningen. Primtalen &r ju “naturliga” vid multipli-
kation men har ingen anvindbar struktur dd man adderar dem.
Man har trots allt Iyckats visa det nirliggande resultatct att
varje tillrickligt stort udda tal d&r en summa av tre primtal.
Detla resultat dr visentligt littare genom att det firvintade
antalet representationer av eit tal x dr Annu mer dvervildigande
stort och alltsd da rimligen dtminstone positive, Det 4r intres-
sant att man inte vet om varje tal har denna sista cpenskap.
Den grins ovanfdr vilken beviset giller 4r nimligen s fantas-
tiskt stor att t.o.m. datamaskiner stdr maktlisa.
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{ Hur bevisar man nu resultat som detta sista? Man bildar
da en funkticn

J@ =+ 3 +5+. . +PN=2F1 4224, 2PN,

dir z varierar som ett komplext tal. Om vi nu upphdjer f(z)
till tredje potensen,

FzP=28+377 + 328 #4228+, . +a 2"+, . 2N,

sh anger a@,, n<py, pi hur ménga sitt man kan skriva hel-
heten » som cn summa av 3 primtal; a;=3 ty 7=2+2+3=2+
+34+2=3+2+2 tex. Vad man vill visa 4r att heltalet a,=0.
Nu finns det en enkel formel som uttrycker ¢, med hjiip av
}{z) ity om vi anvinder formeln p sidan 39 far vi

— (flein)d ¢ intgp = [ Bit. grimtgp+ 3L [ 7it, grintget ..
2, 27y, k22

12
. +an* ‘ et g tilde 4 .=

.
Huvuddelen av bidraget till integralen till vinster 1 formeln
kommer frin nirheten av rationella tal t=r/s. For rationella
tal kan man gora explicita berikningar genom att man vet hur
resterna fordelar sig dd man delar primtal p, med heltal 5.)

Att genomfira ovanstiende dr mycket komplicerat (ett full-
standigt bevis dr 100 sidor langt) och hir finns fortfarande
betydelsefulla insatser att gora. Poingen dr att man studerar
talteori med hjilp av funktioner och man talar darfér om
analytisk talteori. P& analogt sdtt sammanhinger Ricmanns
hypotes med hur goda uppskattningar man kan f& av summor

f{ty=cos(tlog 2) +cos(z log 3} +. .. +cos(t log N)

for stora tal N och £. Aven hidr finns manga oldsta problem.

Diofantiska ekvationer

Det andra stora klassiska omridet inom talteorin giller existens
av hcltalstdsningar till ckvationer. Det enklaste fallet ar ekva-
tionen ax+by=¢, dir a, b, ¢ dr givna heltal och man séker
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16sningar x och ¥ som ocksd ar heltal. Tydligen masic varje tal
som gir jimnt upp i @ och b ocksid ga jamnt upp i ¢ f6r att det
skall kunna existera losningar (4x+ 12y =4(x+3y)=3 kan inte
ha lésningar). Det visades av Diofantos fér ca 1 500 ir sedan
att I s fall finns det ocksi 16sningar och det kan vara ett
intressant prov pd skarpsinne att forsdka hitta pd ett bevis.
Om vi gir till ekvationer av andra graden (t.ex. x2— 5y?2=3) vet
man vil hur det ligger till och hir finns en mycket gammal,
intressant och inte si svar teori. Gar man sedan till ekvationer
av hogre grad finns endast spridda kunskaper och ingen som
helst allman metodik. Vi skall hir nimna endast et nytt resul-
tat och ctt sammanhingande prohlem.

{ Vi studcrar ett polynom P(f)=agtm+ay"-1+. .. +a, av grad
n>3 med koefficienter a; som dr heltal. Vi antar att P{y) inte
kan delas upp i faktorer av samma typ som P (som ett exempel
kan vi villja P(f)=:14-2). Vi byter nu 7 mot x/y cch multipli-
cerar med yn:

y”P(;} =fla Y)=apm +axn-ly+. . . +a,yn

LAt g(x,y) vara bildat pd analogt sitt ur ett heliaispolynom
@9, vilket som helst av gradtal m<n-3 (i vart exempel kan
vita @()=r+1). D3 galler att ekvationen f(x, y)=g(x, y} bara
har ett findligl antal heltalslosningar. [ exemplet: det finns bara
dindligt manga hela tal x och y 54 att

xi-2yt=x+y.

Vad dr bakgrunden tili detta resulat? Vi delar ekvationen
#(x, ¥)=g(x, ¥) med y* och far

!’(r) = (J(:)

ddr alltsd exponenten i niimnaren n—m Ar >3. Det iir 1att att
forstd, att x/y for heltalsvirden pid x och y inte kan bli mycket
stort i en sddan ckvation, f6r da blir vinsterledet mycket stérre
dn hogerledet, eftersom P har hogre grad an Q. Vi far alltsi

!I’(‘}; Konstant - y-3,
\»/
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Fig. 10

Om vi nu hade oindligt minga lésningar till den diofantiska
ekvationen skulle v i regel vara stort, dvs. P(x/y) myckct litet.
Det ir di Mt ate forstd att x/y miste ligga si niira en rot 0
till ekvationen P(r)=0 alt |0-=x/y|<Konstant/y3. P(7) &r ju
namligen = ay(r - 0)P (1), ddr Py(r) dr ctt polynom av grad n-1
sadant att P|(9) inte dr noll (se fig. 10}.

Vad man nu kan visa ar att for rotter 0 till ekvationer med
heltalskoefficicnter, kan en sidan olikhet bara vara uppfyild
for dndligt minga par (x, ), t.o.m. om 3 byts mot vilket som
belst tal >2. Dct dr intressant att observera aft talet 2 § vill-
koret >2 dr det riktiga. Varje reellt tal 6 kan nimligen alltid
approximeras si att

x| Konsiant

Y
med y hur stort som helst. Ett bevis gir till s3 hdr. For varje
y, 1<y<N, bhestimmer vi x sa att 0<y@-x<1. Vi fir d4 N
stycken 1al y0 - x. Alla ligger inom intervallet (0, 1). Tvd av
dessa maste di ha ett avstind <1/N. Om motsvarande (x, y)
kallas (x;, y)) och (x3 y;) far vi

0<y,f—x,— (v #—-x))<I/N,
varav efter division med y, -y, som ju dr <N

Xz TN

Ya=n

1 ]

ﬁ . | —
- YN 2y

0 <
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Talen x=x;—x, och y=v,—v, ger alltsi en l8sning. Vi fir |
detta bevis konstanten i olikheten=1. Den bista konstanten
kan visas vara 1/]75. Det finns bara ctt tal 0 som inte medger
biittre konstant, nimligen (V'5-1)/2.>

Man vill naturligivis ha reda pd precis hur minga 1osningar
en ekvation som x4-2y'=x+y har. Har finns ju x=1, y=0
men finns det fler? Eftersom vi vet ait antalet dr dndligt, skulle
man kunna tinka sig att helt enkclt priva igenom, eventuellt
med hjilp av datamaskin, de mdjliga paren. Men detta forut-
siitter att man kan ange en grians, uttryckt i koefficienterna i
f och g, ovanfor vilken sikert inga ldsningar finns. Och detta
ir just vad man inte kan. Alla bevismetoder, som gett resultat
av den typ det hiir 4r friga om, giar ut pi att antagandct om
oindligt minga idsningar innebidr en motsigelse. Bevisen dr
saledes icke-konstruktiva och det kan inte uteslutas att det ir
logiskt omijligl att konstrucra den griins man soker som funk-
tion av koefficienterna i P och Q. Man skulle i sa fall i detta
problem ha det férsta naturliga exemplet, dvs. som inte kon-
struerats specieflt for andamalet, som ej dr konstroktivt 15s-
bart.

Sammanfattningsvis dr var kunskap om diofantiska ekvatio-
ner i tvad obekanta synnerligen bristfallig, trots ctt intensivt
arbete speciellt under tidipare skeden av matematikens utveck-
ling. Orsaken dr att man saknar metoder och allmiinna teorier.
Detta dr i 4n hogre grad fallet di antalet obekanta iir =3.
Det mest berémda exemplet dr [ermats ekvation xm+3yn=zn
som antages sakna icke-triviala heltalslésningar x, y, z fér alla
n>3. Detta dr bevisat med olika metoder for sA minga spe-
ciella » {t.cx. alla #<2000), att man kan kiinna sig helt siker
pd att hypatesen d@r sann, men det finns ingen antydan om i
vilken riktning ett allmiint bevis vorc att soka.

Matematikernas misslyckande med att 16sa Diofantos pro-
blemn innebar inte alls att midorna varit bortkastade. Ur an-
strangningarna har vuxit fram allminna teorier som belyser de
problem det giller och som fatt stor betydelse i andra sam-
manhang.

Man kallar ett sidant tal @ som |72 eller VV4( - 5) algebraiskt,
dirfor att det dr losning till en vanlig polynomekvation med
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neltalskoefficienter, x2=2, resp. x4+ 5=0. Man ser att om man
i forsta fallet bildar alla tal av formen a+5]72 och i andra
a+bV(—5)+cV25+dV(-125), a, b, ¢, d heitai, s kan man
addera och multiplicera ihop sfidana tal och fa samma slags tal
tilthaka. PA detta sidtt fungerar alltsd dessa tal pA samma siitt
som heltal. Man kan sedan bilda kvoter och far did nagot som
Jiknar rationella tal. SAdana talmingder, talkroppar, har nu
studerats mycket ingdende. Det ir Litt att forstd att detta har
med diofantiska ekvationer att giora. Tag tex. ekvationen
x2-2y2=A. Denna kan skrivas (x+}2y)(x - "2y)=A och om
nu tal av formen x+)/2y bir sig it som heltal, maste bade
x+ 2y och x-]72y vara faktorer i 4. Man infér motsvarig-
heter till primtal och kan visa att "tal” entydigt kan uppdelas
i “primfaktorer™. Svarigheten ligger i att stidlla dessa "primtai”
i relation till vanliga heltal. — Under senare tid har man gjort
rent abstrakta konstruktioner som har egenskaperna hos dessa
algebraiska tal och av allt att doma finns dir stora arbetsupp-
gifter.

Det kan hir vara av intresse att pipeka att tre klassiska
problem, som fortfarande har stor lockelse fér amatérer, sedan
jinge 16sts med besliktade metoder. Det géiller 16sningen av
den allminna femtegrads- (eller higre) ekvationen genom rot-
uidragningar, tredelning av en godtycklig vinkel genom ett
indligt antal konstruktioner med passarc och linjal samt kon-
struktion pA samma siitt av en cirkel vars yta ir lika stor som
en given kvadrats.

I skolan lir vi oss formein fér rotterna till ekvationen
2+ax+1=0, x=—a/2+ 1V (a2/4-1). Alldeles analoga formler,
fastdn mycket mera komplicerade och innehallande tredje- och
fjarderétter, finns fér ekvationerna x3+ax+1=0 och xf+ax+
+1=0. For 5:tegradsckvationcn finns ingen som helst sddan
allmiin formel innchiliande cnbart rotoperationer, och beviset
av detta beror pi aflt det talsystem som man fir di man som
ovan ligger till exakta rotuttryck till de rationella talen har
en egenskap som talsystemet a+ b + 02+ d03 -+ ef4 inte har fir
losningen © till 85+ af+1=0. Mcr om detta pa s. 57.

Alt tredela en vinkel motsvarar att konstruera en rot 9 tjll
en ekvation 4x3~3x=c. Man vill nimligen bestimma cos v ur

49



ekvationen cos 3v=c och det giiller ju fér alla vinklar v att
cos 3v=4 cos3 v -3 cosv. Att gdra konstruktionen med passare
och linjal innebdr att vi i varje konstruktionssteg lbser en
andragradsekvation. Passaren ger cirktar 32+ 32+ Ax+By+C=
=0 () och linjalen linjer Px+Ey+F=0 (L) och sammanstal-
ler vi tvaA ekvationcr av typ (C), eller en {C) och en (L) far vi,
niar vi eliminerar y, en andragradsekvation i x. Algebraiskt
innebir detta att man successivt lagger kvadratrétter till siti
system. Vad man visar dr att roten @ inte kan ingd i et sidant
systemn annat dn f6r speciclla ¢. T.ex. for ¢=1/2, 3v=60°, gar
konstruktionen inte.

Frigan om cirkelns kvadratur dr det principiellt enklaste
problemet. Av de skil vi forklarat skulle speciellt £5lja att cir-
kelns omkrets 27 vore rot till en ekvation med heltalskoelfi-
cienter om cirkelns radie kunde konstrueras ur kvadratens sida,
Men man kan bevisa {(pd ett par sidor) att detta inte ar fallet.

Det forckommer fortfarande mycket ofta att icke fackmate-
matiker tror sig ha funnit en konstruktionsmetod f&r ndgot av
dessa problem, trots att man alitsd sedan snart 100 ar vet att
detta dr omadjligt. Felet bestdr nastan alltid i att kXonstrukticnen
ar en s& god approximation att man tar for givet att tvd punk-
ter sammanfaller, den konstruerade och l8sningen, dirfér att
man inte kan se skillnaden. Till exempel dr ju x och sin x
mycket lika f6r smé& virden pa x. Psykologiskt dr detta intres-
sant som exempel pd att man inte accepterar expertutsagor i
skenbart enkla sammanhang och ocksid pi bristen pa kontakt
med matematisk forskning.

Aven ur andra synpunkter har den allminna teorin varit av
stort intresse. Man har for vissa systern kunnat 18sa problemet
om primtalsférdelningen och bevisa Ricmanns hypotes och pi
detta siitt har teorin gett 6kad insyn i de gamla olésta problem-
stallningarna.

Har nu talteorin ndgon betydelse utanfir matematiken? P4
det hela taget har den inte haft det, utan haft sin lockelse som
en utmaning till den minskliga nyfikenheten. Aktiviteten inom
det klassiska omrddet har minskat helt enkelt dirfor att pro-
blemen varit £6r svira och man saknar idéer och metoder. Det
ar cmellertid inte vteslutet, ait vissa fysikaliska feromen visar
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sig f6lia nagot mer invecklade heltalslagar in dem man hittills
stott pd., tex. i periodiska systemct och att taltcoretikernas
modor kan komma till anvindning.

Kommentarer

Informationsteorin behandlas ur allminna aspekter i L. Bril-
louin, Science and Information Theory. New York, Academic
Press, 1956.

Betriffande den matematiska teorin, och speciellt kodnings-

problemet, dvs. hur mycket sighalerna kan kortas ned, se

A. 1. Khinchin, Uber grundlegende Siiize der Informations-
theorie. Arbeiten zur Informationstheorie. Berlin 1957.

Det elementdra beviset for primtalssatsen uppticktes av Atle
Selberg 1948, For detta erhil! han ett Fieldpris vid kongressen
i Cambridge, Mass., 1950. Beviset finns medtaget i

T. Nagell, Introduction to Number Theory. Uppsala 1951.

Differensckvationen sy, ;—sy= — (1/N)sy? studeras cnklast ge-
nom att man jAmfor s,y med den ekvation man fir genom att
byta differensen sy, — sy mot en derivata

dvs.

och om y{1}=0

1
SN“'J?(N)=IOgN-

51



A. 1. Khinchin, Three Pearls of Number Theory, Rochester,
N.Y., 1952, behandlar tre fascinerande talteoretiska problem
pa ett elementirt sitt, som ger en god idé om talteorins
mectoder och svarighcter.

Satsen om representation av tal som summa av tre primtal
visades 1937 av Vinogradov. En Gversikt av dessa problem
finns i

L.-K. Hua, Abschétzungen von Fxponeatialsumnien. Teubner
Verlag 1959. (Enzyklopidic der mathematischen Wissen-
schaften.)

Grinsen i satsen dr oerhért stor, ndgot sddant som 10100000,

Satsen pd s. 47 om approximation av algebraiska tal visades
1955 av K. F. Roth [Rational Approximation to Algebraic
Numbers. Mathematika 1955]. Han erhdll tor detta Fieldpriset
vid kongressen 1 Edinburgh 1958.

Betriffande konstanten 1/)/5 pi s. 48 kan ndmnas att alla
tal utom tal ekvivalenta i viss mening med (1°5—1)/2 medger
konstanten 1/(2)°2) diir det ater bara finns ett undantag 172 + 1.
Har finns en scrie dylika konstanter och denna serie &r dnnu
inte helt kanstruerad,

De tre klassiska konstruktionsproblemen, som alltsi alla ar
omdojliga, finns behandiade i féljande backer:

Vinkelns tredelning: T T. Nagell, Lirobok i algebra. Uppsala
1949, s. 2005 detta problem listes 1837.

5-tegradsckvationen: I G. Birkhoff, §. Macl.ane, 4 Survey of
Modern Algebra. Macmillan 1947, s. 436; |8sningen gavs
av Abel 1823, Galois uivecklade som 20-Aring 1830 den
teori som farklarar sammanhangen.

Cirkelns kvadratur: T G. H. Hardy. E. M. Wright, Intraduction
to Number Theory. Oxford 1938, s. 172, ldsningen kom
1882,
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5. Algebra

Algebra torde f6r de flesta vara liktydigt med bokstavsrikning,
dvs. identiteter av typen a2—b2={(a+b)(a-b). Vi har tidigare
fort fram som allmin beskrivning att algebran dr liran om
mingder med kompositionsstruktur. Man har alltsd definicrat
en cller flera operationer som binder samman elementen i en
mingd till nya element samt vissa regler hur dessa operationer
sammverkar. De vanligaste beteckningarna fér operationerna ir
+ och - men man maste frigora sig fran de traditionella toik-
ningarna av dessa tecken. Det betydelsefulla i den axiomatiska
metodik man anvinder ir att minga olika begrepp, tagna ur
skilda delar av matematiken lyder samma lagar om man pa
limpligt sdtt tolkar de aktuella operationerna. Hirigenom kan
man siledes i olika sammanhang anviinda resultat som hirletts
en gang for alla. Ju mera invecklad en struktur Hr, desto mer
kan givetvis hidrledas, men 4 andra sidan passar dirigenom
farre matematiska system in i beskrivningen. — Detta dr den
bild av algebran som bir férmedlas och inte uppfattningen att
det handlar om formella omformningar av rationella funktio-
ner. Det sista dr naturligtvis relative betydelseldst och trikigt.

Vi skall nu se nirmare pi nigra av de strukturer som man
pd detta siitt infort.

Gruppteori

{Talen (1, 2, 3, 4, 5) kan ordnas pi 120=1-2-3-4-5 olika
sdtt. [Bevisa det!'] For en omordning ¢ kan man lampligen an-
vinda foéljande beteckning

I 2 3 4
'*541
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som alltsd betyder att 1 dvertar 2:s plais, 2 — 5 osv. Egentligen
har vi att gora med en 1-1-avbildning o av en mingd be.
stdende av 5 element pa sig sjilv, dir 6(1)=2, 0(2)=5 osv. Tag
nu en annan omordning z bland de 120, tex.

123 4 5\
"\ 35 2 4)

Vi kan definjera en produkt r-o¢ som den avbildning som be-
star i att férst utféra ¢ och sedan z (o(1)=2 och z(2)=3 ger
allts (zo)(1)=3):

1 23 45
T3 421 5)
Vi observerar att o-7 dar ndgot helt annat:

23 45
T 2 4 3 5 1

Den avbildning e som inte dndrar ndgot, fungerar som cn etta
— enhet— si att se=er=0 for alla o. Avbildningen bakliinges
o-1 kallas invers till 6. Den motsvarar division si atf 0-o-!=
=g-lg=¢. I vart excmpel ir

g-1=

la 15 3 2)?

De konstruktioner vi hir gjort kan lika vil utféras pi vilken
grundmingd M som helst i stillet for de fem clementen och
resultatet dr ett exempel pi en grupp. En grupp har alltsi den
logiska formen av cmviindbart entydiga avbildningar av en
mingd M pa sig sjilv. Operationen dr att vi utfér avbildning-
arpna efter varandra. Om vi betecknar elementen med a, b, c,

och operationen med - innebir detta visentligen att
(ah) - c=a(hc) och att ekvationcrna a-x=>b och x-a=45 alltid
ir entydigt 18sbara. Omvint kan man genast uppfatta elemen-
ten | en sddan axiomarisk definition av en grupp som avbild-
ningar. Avbildningarna ir ¢a definierade gencm operationen
-, och de ar alltsd x—»a- x. Avbildningen kan sedan identifieras
med elementet a.

54


file:///4

Man kan genast peka pd resultat som lEtt féljer ur defini-
tionen. Som exempel kan vi ndmna att 1osningen x till a- x=a
ar densamma fér alla . Denna kallas enhet och betecknas e.
For e giller ocksd e¢-a=a for alla a, men detta dr ett undan-
tag. Tvdrtom #r det mycket viktigt att man inte antar a-b=
=h-a, som ju tex. inte gillde i virt exempel. [Forsék bevisa
de resultat vi namnde.]

Den enklaste gruppen dr den cykliska diar man far alla ele-
ment genom att bilda e, a, @2, @, . . . fér ett IJampligt element a.
Da galler automatiskt b+ ¢=c¢- b. Det finns nu tvh mdjligheter:
antingen &r alla a" olika eller ocksd giller an+m=ga" fir vissa
n och m. T det sista fallet féljer am=¢ och sedan am+!=a,
gn 2=g?, .. a?m=gm=¢ etc. Alla element erhilis siledes i
upprikningen e, a, @2, ..., am-1. Det vi gor ar alltsa att ligga
ihop heltal i exponenter nir vi multiplicerar, och varje ging
vi passerar m borjar vi om fran 0. Detta dr i sin tur samma
sak som att sdga att tva tal Ar lika om de ger samma rest vid
division med m. Geometriskt betyder gruppen en vridning av
systemmet av m punkter pa lika avstind runt en cirkel s att
varjc punkt dvergir i den niarmast {éljande. Vi kan alltsd upp-
fatta det axiomatiska systemet antingen som rester i talteon
eller vridning 1 geometrin. I denna frihet att tolka ligger bety-
delsen av axiomatisk framstillning. Denna grupp brukar be-
tecknas Z,,. — Finns inget tal m och » som ovan ser man latt
att vi kan uppfatta var grupp heit enkelt som mingden Z av
heia tal (=exponenterna).

{ Ett begrepp till behdver vi inféra. Om G ir en delmiingd
av gruppen & och G’ ocks& 4r en grupp, talar vi om en del-
grupp. T t.ex. den cykliska gruppen Z, av ordning 4 ir elemen-
ten 0 och 2 (¢ och 42) en delgrupp Z, av ordning 2 (obscrvera
att 2 glr jimnt upp i 4). Vi tar nu tva element x och y i G och
bildar mingderna X av element x-a’, dir a’ genomldper G’,
och mingden Y av element ya'. Om x tillhér G/, blir X tyd-
ligen precis G* eftersom till varje z' i G’ finns ett @' med
xa’=z'. Om alltsi bide x och y tillhér G’ blir X=Y=G". Vi
skall nu se att helt allmiint giller att antingen dr X =Y eller
ocksi har X och ¥ inga gemcnsamma element. Den matema-
tiska termen f&r detta dr att vi infért ekvivalensklasser X, Y,
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Fig. i1

... Antag sfledes att det finns ett gemensamt element si att
xay =yby. DA fisljer x=y by ay’-1=y ¢ for ett visst ¢’ i G’
Miingden X ir alltsd lika med mingden y ¢’ a’. Niir ¢’ genom-
loper G* gér ¢’ a” det ocksi och alltsd ir X=Y. G blir hir-
igenom uppdelad i delar X, ¥ osv. s ait varje element tillhor
exakt en sadan del (fig. 11).

I virt exempel dr delarna X=G"={0,2} och ¥ ={1,3}.

Man kan nu forsgka infora en multiplikation mellan delarna
X genom att sdga att X - Y =den del som x-y tillhr. For att
detia skall vara en riktig definition far resultatet inte bero pa
hur vi viljer x i X och y i Y. Det r litt att se att vad som
fordras av G* for detta ir att elementet z a” z-! tillhdr G*, om
a’ gor det, for varje z i G. G’ siges di vara en narmal del-
grupp och vi anvinder beteckningen N tor sadana G‘. Miing-
derna X kan nu visas uppfylla axiomen fér en grupp [kontrol-
Iera detta!] under denna - -operation och den nya gruppen
betecknas G/N. Qbscrvera att om a-h=5-a for alla a ech b
i (7, 84 dr alla G’ normala eftersom za’' z-1=zz-1a' =ea’ = ga’.

Den sjalvklara frigan blir nu: finns det (icke-triviala) nor-
mala delgrupper? Det gor det tydligen inte alltid. Ur var ut-
redning foéljer nimligen ldtt att om & har idndligt minga
element, » stycken, si har varje X lika minga, & stycken var-
dera, och h maste alltsi gi jamnt upp i ». [Visa detta!] Om da
nr ir ett primtal p, t.ex. om G =2, finns inga icke-triviala del-
grupper G’ dverhuvodiaget. Att utreda under vilka omstindig-
heter normala delgrupper existerar ir ett omfattande och vik-
tigt problem, dir nyligen stora framsteg gjorts. )

Den snedstrecksoperation, G/N, vi just definicrat ar den allra
viktigaste i modern algebra och fdrmodligen i modcrn mate-
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matik ocksd, och vi skali géra oss fortrogna med den genom
en serie excrmpel.

1. De hela talen Z bildar ju pA naturligt sdtt en grupp under
addition. En undergrupp G’ dr de jamna talen J. Gruppen &r
gommutativ (dvs. h+a=a+b for alla element ¢ och b i grup-
pen). Vad dr Z;J? Tva tal x och y { Z hor till samma klass om
x+(jimnt tal)=y+{jdmnt tal}, dvs. om x-y &r jimnt. Det
finns alltsd bara tva klasser: klassen av jimna tal (§) och klas-
sen av udda (#). Vi har symboliskt j+j=j, j+u=u samt u+u=
=j, Om j motsvarar 0 och u 1 &r detta additionsregeln i Z,.
Man scr att Z/J =25,

2. De komplexa talen C bestir av par (a, b) av reefla tal R
vilket vi kan skriva Rx R. Undcr addition 4r de reella talen R
en delgrupp. Man visar ldtt att C/R=R, dvs. / ir en slags om-
vand operation till x i C=RXR.

3. L4t G vara alla polynom under addition och N aila poly-
nom som #r=0 | punkterna a, a, a;. Tvd polynom P och Q
hor alltsd till samma klass om P - ar=0 i punkterna a, a,, as.
Vilj eft polynom A, som=11i a; och 0 i de andra tvd punk-
terna. Vilj 4, si att A;=11a, och=0 i de andra tvd samt 4,
analogl. Varje P ar da=P(a;}A| + P(a;)Ay+ Pla3)A3 + (ett poly-
nom som Ar=0 1 a4y, a,, a3). Talen P{a), P{a,), P(az) bestim-
mer alltsd den delmingd som P tilthor varfor G/N =alla tal-
tripler under komponentvis addition,

Allmént inncbiir /-operationerna att man tar fram det vi-
seniliga i ett problem och de resulterande grupperna blir ofta
vascentligt enklare dn de ursprungliga. Man kan uttrycka sig
allmiint s3: bortsett frin N dr G detsamma som G/N — den
matematiska termen dr “modulo™ i stallet for bortsett fran.
Bortsctt frin de jimna talen dr de hela talen bara 0 eller 1.
Modulo alla polynom som dr=0 i tre punkter, 4r polynomen
tre talkomponenter.

{ Vi kan nu mer exakt forklara hur beviset av olésbarhet av
femtegradsekvationen med enbart rotoperationer gar till. Till
det talsystem 7 tnan fir genom att till de rationella talen ligga
Iosningen @, hor ett antal avbildningar T ~» T som bibehiller
+ och -. Dessa avbildningar bildar en grupp G. Om vi ligger
till en m:te rot ™) q, blir gruppen cyklisk med m element. Om
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man kunde fi A genom successiva rotutdragningen skulle det
finnas en vixande scrie undergrupper Gy si att (7;/G;_, vore
cyklisk, cftersom steget fran G, _; till G; motsvarar tilligget ay
en viss m:te rot. Nu dr det Litt att se att i allmiinhet dr G helt
enkelt gruppen av alla avbildningar av 5 element pa sig sjdlv.
Man visar att denna explicita grupp inte kan I&sas upp i en
sidan vaxande serie av grupper G, sd att G /G,_, ir cykliska
— detta kallas att vara lisbar. Dirav [0ljer bevisct. Eftersom
3:e- och 4:cgradsckvationen kan 16sas, maste siledes gruppen
av avbildningar av 3 och 4 element pa sig sjilva vara ldsbar,
Hir iir en konstruktion for 3. De tre avbildningarna

7 (3,1,2)=a
(]a2!3) — (2,3, l)zb
(1,2,3)=c

bildar en grupp N: ab=e=ha och man ser att den &r identisk
med Z;. Den kan kontrolleras vara en normal delgrapp, t.ex.
om y=(2,1,3) giller

yay 1=(2,1,3)-(3,1,2)- (2,1, 3) =
-2,1,3)-(1,3,2) =
=(2,3, 1)=b.

Vi kan nu bilda G/N och man ser att G/N =2Z, ir den enklaste
cykliska gruppen. [Problemet dr svirare {6r 4 element, men gér
ett forsok!l)

CGiruppteorins stdrsta betydelse ligger inom topologin, som vi
skall syssla med i nista kapitel. Den har utvecklats foér sin
egen skull under ling tid. Det dr mirkligt, att trots mycket
arbete och trots att reglerna for grupper dr s& enkla, har pa de
allra sista Aren stora framsteg gjorts och manga betydelsefulla
problem dr fortfarande oldsta. Ett exempel pa ett nyligen 18st
problem &r foljande: Varje grupp som innehiller ett udda
antal, n, element r 14sbar. Det dr mycket ldtt att se att om
n dr ett primtal dr gruppen sjilv cyklisk. Det dr en trevlig
sysselsdttnting att foérsoka visa satsen di n=p, p, f6ér tvd udda
primtal p;. Beviset for det allmdnna fallet d&r oerhort kompli-
cerat — det fyller omkring 200 trycksidor — och ir ett exem-
pel pa vilka djupa resultat som kan erhidllas, inte genom en

58



elegant idé, utan gemom ett systematiskt intringande i de lo-
giska férhillandena. Det finns en allmén princip i matematiken
som siger ungefir foljande. Ju storre allmingiltighet ctt resul-
tat har, desto enklare 4r ett bevis. [ algebran innebar detta att
mera invecklade strukturer skulle ha intressantare och svarare
satser, beroende pd att flera axiom har méjlighet att samverka,
I stort sctt ir principen siikert sann, men den nidmnda satsen
ur gruppteorin visar att den mdste anvindas med forsiktighet.

Det dr troligt att gruppteorin kommer att spela en betydelse-
full roll, da fysikerna ndgon ging i framtiden fir ordning pd
atomkirnornas mojliga tillstind. Man vet tidigare att en elek-
tron kan ha tvd si att siiga egentillstind, som man brukar kalla
spin, som kan illustreras genom rotation i en viss riktning elfler
motsatta. Overgingen fran det ena tillstindet till det andra
kan beskrivas med gruppen Z,. Pi liknande sitt kan man
tinka sig att atomkirnans mycket mera komplicerade tillstand
kan beskrivas ske genom mera komplicerade grupper av dver-
gangar. Det finns av denna anledning allt skil for matematiker
att fortsitta studera grupperna och for fysikerna att folja med
den kunskap som kommer fram.

Vektorrum

Vi har tidigare stiétt pd begreppet vektor ndr vi sysslade med
komplexa tal. Den bild man bdr halla i minnet &r den pil som
illustrerade det komplexa talet. Kiart var ait om vi betecknar
n reclla eller komplexa tal tillsammans med en symbol x-
=(xy, X3, ... x,) kan vi definiera analogt x+y=(x;+¥y, --
x, t¥,)- Man utfér helt enkelt manga vanliga additioner sam-
tidigt. Vi kan ocksd multiplicera med ett reellt tal 7 enligt regeln
tx=(fx;, tx3, ... Ix,) och di giller t(x+y)=tx+ty. Man kan
ocksi tinka sig alla x; och f som komplexa tal. S4dana system
som har en +-operation pa detta siitt — bildar en grupp under
+ — och dessutom har en sddan multiplikationsoperation med
t reellt eller komplext tal, bildat vektorrum V. Ett exempel
utgér alla f, reella funktioner f(x) definierade pi vilken miangd
som helst, om man definierar (f+ g)(u)=f(u)+ g(zt). (Observera
att + hir har olika betydelser i vinstra ledet och hégra ledet.)
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Om V' och ¥” #r vektorrum kan vi bilda 7 bestiende av
alla par x=(x", x”), precis som de komplexa talen bildades ur
de reella (fast hdr finns ingen multiplikation x-y {8rstis). Vi
betecknar detia V=V'x¥” ach man ser att den omvinda
operationen ir V" =V/F’, varmed man alltsi uppdelar en
vektor x i tvA komponcnter.

Med vektorrummen har man alltsd utdkat strukturen hos
grupper genom att antaga att x+y=y+x och genom att infdra
en ny operation: multiplikation med 7. Hirigenom har man
fAtt ett mindre allmint begrepp, som visar sig ritt ointressant
ur algebraisk synpunkt, men som spelar en avgérande roll i
modern analys,

Ring

Vi fortsitter vart program att inféra i virt algebraiska system
fler och fler axtom som approximerar de egenskaper som de
rationella talen har. Vi antar nu att vi har bide en + och en
--operation. VI antar inte att man alltid kan losa ekvationer
x-a=>b, och infe heller att det finns nagot som motsvarar 1,
dvs. si att x-1=x. Vi fir di begreppet ring. Man observerar
att hir kan mycket vdl hidnda, att x-y=0 utan att varken x
eller y=0. Tag t.ex. systemet av alla talpar x=(x;, x;) med
X-y={(x;¥1, x5¥5); da giller (1, 0)- (0, 1}=(0, 0)=0.

En typisk illustration till begreppet dr alla polynom eller alla
polynom med heltalskoefficicnter. Axiomen fungerar tydligen
lika bra om polynomen beror av fler variabler &n en, dvs.
polynom som x2+)3 eller x;- x,- x3, didr vi har tva respektive
tre variabler. { For att belysa att en ring ir nagot mycket all-
miinnare 4n polynom, utgar vi fran vilken kommutativ {(a- b=
=b-a!) grupp som helst. Bilda nu mingden av alla findliga
formella "summor™ av efement ur G med heltalskoefficienter
h, ki, +hyay+.. .+ h,a,. Logiskt innebir detta att vi ger en
funktion G — Z (heltalen) som avbildar alla element utom
indligt ménga pd noll, Bilden av g anger di vilken koefficient
h vi skall sitta framfér a. Vad vi fatt betecknar vi med x, y etc.
x +y definierar vi genom att ligga ihop koefficienterna framfor
varje @ och x-y genom att multiplicera ihop som vanligt cch
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Fig. 12

anvinda reglerna for multiplikation i G. T.ex. (2a;+3a)(3a,—
- 2ay) = 6a;2 — 4a a5 + 9aya, — Gasay = 6b; — 4b, + 9b, + 6b,, dir
by=a;2 osv. Vad vi nu fitt dr en ring. Om t.ex. G=2 ir syste-
met detsamma som heltalspolynomen [tink igenom dettal].
Viiljer vi G =2, far vi en multiplikation av linjira heltalsfunk-
ticner i ¢ entigt regein

(hg+htyhy + R0 = thele + Ry )+ (hoh" + B'h)e

som kan jimféras med muitiplikation av komplexa tal. )

{ Vi har tidigare sett att man dr intresserad avatt 1dsa ekvatio-
ner Pit. 15, ..., 1,}=0 £6r polynom P och av deras 13sningar,
eventuellt bara i heltal ¢, ..., 1,. Kalla mingden av l6sningar
M: det dr alltsi denna mingd som dr av intresse. Till M till-
ardnar vi mingden av alla polynom som ir={ pi M. Kalla
denna mingd /. Om vi anvinder beteckningarna x och y for
polynom har 7 egenskaperna: om x och y dr i ] 4r dven x-y
i I och z-x tillhor I for varje z i ringen. Dessa egenskaper kan
vi anvinda som definition i en godtycklig ring av ett system
I som vi kallar ideal. Detta begrepp ar det centrala didrfor att
det ger anknytningen mellan de abstrakta begreppen och de
klassiska problemen.

For att illustrera, tag den enklaste ringen, nimligen heltalen
Z. Om 7 ir ett idceal, 13t g vara det minsta positiva tal som
ingdr i I. DA inghr tydligen alla tal n-a. Om ett tal b i I inte
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Fig. 13

hade formen # - a skulle man kunna hitta »2 s att 0<b-ma<a
men b~ ma hor till I och vi har fitt en motsigelse. Till varje I
hor alltsd a sa att I =miingden av n - a, dvs. vi kan identifiera I
med hellalet a.

Nu kan man addera och multiplicera ideal. I, +1I, idr alla
element av formen x; +x, med x; frdn I, och x, fran I, och
I -1, alla summor av element x; - xy. Det dr litt att kontrollera
att dessa mAngder dr ideal. Om vi tar excmplet Z, dr det @ som
ir tillordnat I, +1,, inte a,+a, utan stérsta gemensamma fak-
torn till a; och a,, medan a;-a, hor samman med I;-f,. Vi
kan nu inféra primideal som sidana I som inte kan faktorise-
ras I=I1,. De motsvarar precis primtalen fér Z. Detta dr
grunden till de generaliseringar av primtal som vi talade om i
forra kapitlet. )

Ringteorin har haft sin storsta betydelse for studiet av kur-
var och ytor bestimda av polynomrelationer, dvs. mingderna
M. Speciellt har man varit intresserad av hur dessa midngder
férgrenar sig. Situationen kan iflustreras av ekvationen x2=y2
som geometriskt kan dskddliggéras genom tva rita linjer (fig.
13).

I origo sker hir en férgrening. 1 flera variabler in tvid kan
situationen vara mycket komplicerad och hir pagar en stor
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forskningsverksamhet, dir man alltsi studerar den geometriska
bilden med metoder ur algebran. Studict av méangfalderna M
har ocksd sior betydelse i analysen. Slutligen finns anknyt-
ningar till talteorin som vi nyss nimnde.

Homomorfismer

Det finns ménga andra system som man sysslar med i alge-
bran: som ett tillagg kan nimnas att sjilva ordet algebra an-
vinds fér den struktur man fir om man har en multiplikation
definierad i ett vektorrum, och att en kropp dr ctt system som
fungerar som de rationella talen. Om vi gar tillbaka till kon-
struklionen av rationella tal (s. 26), ser vi att vi kan bilda en
kropp ur vilken ring som helst sa snart regeln, att b=0 och
d#0 medfér bd =0, giller. Vi vet att den inte giiler automa-
tiskt, men pd detta satt uppstdr ju t.ex. rationella funktioner ur
polynom, och de rotsystem vi diskuterade pa s. 49 uppfyller
ocksd villkoret.

Vi skall emellertid avshitningsvis diskutera en av de vikti-
gaste idéerna i algebran. Vi utgir frin tvi algebraiska system
av samma typ, kalla dem A och B. Vi studerar nu avbildningar
frin A til! B som har den egenskapen att de bibchiller de
operationer som finns definierade pd A4 resp. B. Om saledes
a— b och g’ — b si skall gilla a+,a" - b+ D" osv., didr + 4
betyder +-operationen pa A4 och analogt fér B. Avbildningar
av detta slag kallas homomorfismer,

Som enklaste exempel tag som A gruppen av heltal under
vanlig addition och som B gruppen T av komplexa tal pa en-
hetscirkeln med gruppoperation vanlig multiplikation av kom-
plexa tal. 0 — z; varfor 0=0+0 — zp- zp =24 Det foljer zpZ=2z4
varfor z,=0 eller z;=1. z,=0 ligger inte p4 enhetscirkeln. Allt-
sd paller 0 — 1. Enheten i A avbildas alltsd pa enheten i B,
och detta giller allmant fér grupphomomorfismer, liksom att
inverser overgdr i inverser. Antag nu att 1 sc=efx 2-¢2, ...,
n - cn foljer da. Alla avbildningar har alitsi formen n — efnx,

Pi liknande siitt ser man att gruppen R av reelia tal avbildas
pa T genom x — eii%, r godtyckligt reellt. Har finns dven andra
homomorfismer med mycket sireget beteende (se 5. 17), som
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kan uteslutas genom vissa tilliggsantaganden om kontinuitet.
Avbildningarna x — ¢* kan anses vara grunden till cn viktig
gren i analysen, Fouriertcorin.

{ Som ett tredje cxempel, tag ringen av polynom P(x) i en
variabel x med heltalskocfficienter och dess avhildningar pi
heltalen. Polynomet x — heltalet 1, och det {dljer att P(x) —
— P(m). Dessa homomorfismer motsvarar alltsd det konkreta:
siitt in ett fixt virde pA variabeln och detta har uppnatts genom
helt abstrakta definitioner. Ett litet mer komplicerat exempel
fAr man genom att avbilda ett vanligt heltalspolynom P{)=
=hy+hyt+. . +ht pd (hg+hy+hy+. . )+ {hy+hy+. . ) § Vart
exempel pd sidan 61.)

{ Tag till sist en homomorfism mellan tva grupper &G och G,
och 14t N vara den del som avbildas p enheten e; i G|. Man
ser ldtt att N dr en delgrupp av G som dessutom idr normal
ty om a— e giller zaz-1 5 zenzi~1=2yz)-1=e|. Alltsa ull-
hir dven z @ z-1 N. Det ir litt att se att G, kan uppfattas som
G/N. Tar vi tex. G=R och G=T med homomorfismen
x— %, ¢ fixt, sd 4r N alla x med efx=1, dvs. x =2/t (heltal).
Siledes giller R/T=Z. [Visa att ocksé R/Z=T'])

{ Om vi har en f8ijd grupper G|, G», (5, . .. med tillhérande
homomorfismer a;, a5, ... av G| pd G, G, pA Gy osv.

Gl_"GZ—"G3" aan
oy dy O

och man antar att @, avbildar G| pa den del av G, som av a,
avbildas pa enheten i G5 och analogt for alla tre pad varandra
foljande grupper, har vi fatt vad som kallas en cxakt foljd. Vi
kan gora analoga dcfinitioner f6r homomorfismer mecllan
ringar. Detta begrepp spelar en centrat roll i de senaste drens
utveckling av algebran, speciellt for dess anvindning i topo-
login som vi skall behandla i nista kapitel. T forgrunden star
alltsd mingden av avbildningar mellan olika system och den
struktur denna mingd har. Av allt att doma kommer betydel-
sen av denna del av algebran att vixa ytterligare, )
Sammanfattningsvis kan man sipa att algebrans betydelse i
modern matematik dr i starkt vixande. Vad man lyckats med
ar att i axiomatisk form och med enbart kompositionsregler



bygga upp stora delar av hela matematiken, dven sidana som
har helt annat ursprung. Den traditionella tillimpningen &r tal-
teori och geometri, men man har #ven kunnat konstruera
gystem, som beskriver vissa delar av analysen. Denna algebrai-
sering av matematiken kommer av allt att déma att fortsitta,
Den kommer ait ge betydelsefulla resultat, helt sikert, men i
dagens lige har den haft den negativa effekten att minska f{&r-
stielsen fir den matematiska forskningen hos fysiker och har
frestat undetvisningsreformatorerna att Overdriva formalise-
ringen.

Som vanligt vid motsittningar dr problemet visentligen ett
kommunikationsproblem. En matematiker talar om “modulo”
nir han ungefir menar “bortsett frin”, han sager att tvi
system A4 och B dr isomorfa nir han menar att de ir samma
sak bara med olika beteckningar. Han siger att A ar homo-
morf med B om han menar att A ir mera omfattande &n B
mcn att systemen annars bir sig &t pd samma sdtt. En grupp
ir en samling omordningar av clementen i en viss midngd osv.
Matematikern har pd sa siitt rdtt i att hans sprik ir mycket
exakt — han vet precis vad han menar med sina ord — men
det vore fel att forneka att formalismen ibland kan bli ett
sjdlvindamal med mycket invecklad terminologi som anviinds
mera f&r att imponera dn fiir att skapa klarhet. De grund-
liggandc begreppen dr inte s& manga, nagot eller nigra tiotal
kanske, och de sammanhinger med och beskriver fenomen som
man mdéter i alla mojliga sammanhang.

Algebrans betydelse har helt forsummats i de traditionella
nya skolkurserna. Precis som i diskussionen om matematikens
grundbegrepp dr huvudproblemct att gbra eleverna fortrogna
med vissa enhetliga grundbegrepp och nagra beteckningar och
inte att éva handhavande och problemlisning. Det visentliga
ar att orden anvinds regelbundet och att amalogicr mellan
systern som ser olika ut betonas. Kan man fa eleverna att
forstd att operationen att vrida kvadrater 90° egentligen r
samma sak som att dela heltal med 4, att multiplikation av
positiva tal ir likviirdigt med addition av alla reella tal (via
exponentialfunktionen), att addition av funktioner lyder samma
lagar som addition av tal osv., s& fdrmedlar man cn riktig
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bild av algebra. Det som bor bortarbetas ar bilden av algebran
som polynomreduktion och uppsokandet av gemensamma fak-
torer via diverse trick. Man strivar ocksd 1 skolan att lira
eleverna axiomatik. Det naturliga omradet d4r d& algebran, dar
man i samma form behandlar manga problem. Detta borde
vara innebdrden i ordet axiomatik, inte det logiska problemect
att formalisera det vilkinda.

Kommentarer

Som allmin elementiir &versikt av algcbran kan rekommen-
deras den ovanniamnda boken av Birkhoff-MacLane. For ett
djupare studium av gruppteorin kan man lisa

M. Hall, The Theory of Groups., Macmillan 1959,

Resuitatet om losbarhet av grupper med udda antal element
bevisades av W. Feit och J. G. Thomson 1963 ["Solvability of
Groups of Odd Order”. Pacific Journal of Mathemaiics, 1563].



6. Geometri

For 50 &r sedan spelade geometrin en mycket framtridande
roll i skolan. Det #r intressant att se hur djupt rétterna till
denna. undervisning gir i den matematiska tankebyggnaden.
Geometriundervisningen inneholl tvd helt olika komponenter.
A ena sidan betonades starkt Buklides axiomatiska system.
Avsikten var sannolikt att Gva eleverna i logiskt tinkande och
Euklides var har monstret. Vid kursomlidggningarna fér nigra
ar sedan utmonstrades Euklides helt, férmodligen dirfor att
hela konstruktionen gick Iangt utdver vad man pd ett givande
sitt kan lira 10-iringar, men ocksd dirfor ait det hela cgent-
ligen var kvasilogik. Det finns nog mycket litet att inviinda
mot den férandring som har skett; den har medfért en stor
fattnad bade for elever och lirare. Sckelskiftesgeometrin inne-
holl & andra sidan en svadr kurs i konstrukiionsgeometri, med
invecklade system av cirklar och rita linjer. Aven detta dr
mAanghundradrig matematik. Den utbyttes sedan mot en detal-
jerad och mycket Aldersdiger kurs i kigelsnittsteori, som varit
ett tacksamt mAl fér kritiker sdsom meningslos problemexer-
cis. I den senaste kursomiiggningen har iven denna geometri-
del n#stan helt mdnstrats ut. Resultatet har blivit en mycket
dalig utbildning i geometri i vid mening, som star i stark mot-
sdttning till omradets stora betydelse fér den moderna mate-
matiska forskningen. Hur méinga av dagens studenter kan be-
visa att vinkelsumman i en triangel 4r 180° och hur méanga
av lirarna vet att detta resultat bara #r sanf, om man inkla-
derar parallellaxiomet?

Innan vi gar in pd den nuvarande situationen skall vi se litet
nirmare pi axiomatiken. Det enklaste sittet att eliminera be-
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L (ab.c,) L (a,b,c)

hovet av axiomatik fir euklidisk geometri dr foljande kring-
géende mandver.

Vi infor i planet pi vanligt sitt ett koordinatsystem x, y,
varigenom vi fir 1- 1-moisvarighct mellan punkter i ett plan
och par av tal (x,y). En rit linje L motsvarar en ckvation
ax+by-+c=0 och omvint (sc fig. 14). P4 vanligt sitt viinder
vi nu pA resonemanget. En punkt dr ett talpar {x,y), en linje
en taltrippel (a, b, ¢) didr naturligtvis (a, b, ¢) och (Ka, Kb, Kc),
K =0, anses vara samma sak. En punkt (x, y) ligger pi en linje
(a. b, ¢) om ax+by+c=0 etc. P detta sitt blir geometrin
bestimd av teorin f6r de reella talen och dr lika sann som den.

1 denna modell absorberas antomatiskt det mest beromda av
Euklides axiom: parallellaxiomet att man genom en punkt
utanfér cn linje kan dra en entvdig linje parallell med den
givna. Om linjen &r (a, b, c) och punkten {(x,, y,) bestimmer vi
€y 54 att axy+by,+co=0 och (a, b, ¢y) dr den sokta linjen L.
— Man kan ocksd gora formeila axiomsystem a la Euklides
och i sddana 4r paralleflaxiomet nddvindigt, men man kan
dven konstruera system som pid andra sitt helt liknar den
vanliga geometrin, men dir parallellaxiomet inte gilier. Lit oss
se litet pi ett sidant exempel, som alltsd dr en modell f6r icke-
euklidisk geometri.
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Fig. 15

Tag som viirld en cirkelskiva med radie R (=10100 mil t.ex.).
Vi lever nira dess medelpunkt. En "punkt” i vir modell &r en
vanlig punkt i cirkeln, men en “linje” I &r en cirkel som &r
vinkelrdit mot den stora cirkeln — hit riknas ocksd alla dia-
metrar D (se fig. 15). Det ér inte svirt att kontrollera att alla
axiom i Euklides geometri dr uppfyllda for detta system av
“punkter” och “linjer” med undantag for parallellaxiomet.

Vi ser i figuren att diametrarna D och D’ inte skdr "linjen™
L, men gir genom samma “punkt” M (crigo). Om vi inskrin-
ker oss till en omgivning av medelpunkten, s att Lj's nar-
maste punkt ligger, sig hégst 1059 mil frin M si ser man ati
variationen pa vinkein v mellan D och D’ idr av storleksord-
ningen 10-50 grader. Det gir alltsd inte att genom métningar
skilja pa D och D’ och det f6ljer att det inte finns ndgon logisk
anledning att foredra eunklidisk geometri framfar icke-euklidisk.
Dess fordel dr dess enkelhet och att den stimmer tillfredsstdl-
lande i praktiken.

Logiskt ar detta exempel mycket intressant. Vi utnyttjar
alltsd den euklidiska geometrin for att konstruera en modell av
en geometri dir de euklidiska axiomen inte giiller. Detta visar
att om den euklidiska geometrins axiom inte medfdr motséigel-
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Fig. 16

ser, gor de icke-euklidiska axiomen det ej heller. Alldeles sam-
ma logiska struktur har beviset betriffande urvalsaxiomets
relation till dvriga axiom I mangdlaran (se s. 17). Man kon-
struerar alltsd modeller inom traditionell mingdlira och far
dirfér som resultat att om det inte tidigare fanns motsigelser
innebir det nya axiomet heller inte motsigelser.

Topologi

Vi har diskuterat tvi mdéjligheter att bygga upp geometrin. Den
forsta var att basera den pA elementir algebra av reella tal,
den andra att skapa ett fristiende axiomsystem. Man kan ocksi
grunda peometrin pa gruppteorin. Euklidisk geometri dr di
studiet av de cgenskaper som inte dndrar sig under gruppen av
sidana avbildningar som bibehaller lingder (ortogonala grup-
pen). Man kan ocksi studera egenskaper som inte beror pd
gruppen av avbildningar som &verfor rita linjer i rita men som
fir dndra lingder (affin geometri). I forsta fallet dr alltsd

Fiz. 17 =
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figurerna I och IT "kongruenta™, i det andra I, 1T och IIT "kon-
gruenta” (se fig- 16). Slutligen kan man studera gruppen av
kontinuerliga deformationer overhuvudtaget. D& ir alla figu-
rerna I—IV “kongrucnta”. Detta sista omride dr topologin
och den matematiska forskningen i vad som forr kallades geo-
metri &r nu centrerad till detta omride. Det ir siledes laran
om de geometriska fdrhillanden som inte beror pid begrepp
som lingd och area, utan som bara kan bero pa den geomet-
riska situationen. I exemplct fig. 17 finns di bara féljande
element: 2 kurvor som cj skidr sig sjalva eller varandra, varav
den ¢na omsluter den andra. (Det visar sig ingalunda sjalvklart
vad som menas med “kurver” och “omsluter™.) Precist innebar
uttrycket “bara beror pi den geometriska situationen” att ut-
sagorna skall vara desamma fér alla andra uppsittningar {av
kurvor osv.) som kan avbildas omvindbart entydigt och konti-
nuerligt pai den ursprungliga; i var bild t.ex.

Fig. 18

Dct férsta man nu miste gdra Ar att definiera kontinuitet,
och detta skall goras si allmint som méjligt si att var fram-
stillning ticker si stora omraden som mdjligt. Vi piminner om
diskussionen om oGppna mingder och konvergens pi s. 30.
Avbildningen f: A =B ir (A kontinuerlig om det alltid féljer
att /(x) ndrmar sig f(«) nir x ndrmar sig a (x — a) med iakt-
tagande av de regler om vad ordet “niarmar’” betyder pA ming-
derna A resp. B — med andra ord, vilken topologi man bar,
enligt matematisk terminologi. Fér att man pa ctt meningsfulit
siitt skall kunna arbeta med topologierna i 4 och B behdvs fler
antaganden om de dppna mangderna, viasentligen av typen att
om a#a kan man hitta en omgivning till a som ej innchéaller
a’. Detta kan gdras pA minga sitt och leder till en hierarki av
topologiska rum med olika axiomsystem av samma typ vi
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Fig. 19

mdétte i algebran. En systematisk undersdkning av dessa axiom-
system var en livlig forskningsinriktning under férsta delen av
1900-talet och kan nu anses visentligen avslutad.

For att dessa definitioner skall ha mening, maste man fére-
stdlla sig mycket mera allmdnna situationer idn vanliga funk-
tiomer f{x) definierade pa intervall. { Tag som ett fdrsta exem-
pel A som méngden av kontinuerliga funktioner x(r) pd 0<s<1
och som B mingden av reella tal med vanlig topologi. Avbild-
ningen f: x—)j'g]x(t)zdt ir di kontinuerlig i den férsta topo-
login pa s. 32 men inte i den andra. Som ett exempel, fér att
visa det sista pastiendet, tar vi funktionerna x ()=Vn
Eftersom j'é x,(Ddt =n-¥2 gar x, mot noll-funktionen i topolo-
gin, nir n vixer, men j‘(‘)x,,(t)zdr ndarmar sig 1/2 som ju
» [102dr=0.)

{ LAt oss som ett annat konkret exempel se nirmare pi alge-
brans fundamentalsats: ett polynom P(z)=z"+a;z*-1+...+
ta,_z+a,, a,#0, antar virdet 0 f6r minst ett virde pad z.
Vi studerar avbildningen: till varje virde pd r>0 tillordnar vi
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den kurva y, som beskrivs av z da z gar runt cirkeln med radie
r kring z=0. Miingden A ar alltsi de positiva talen, B en
miingd av kontinuerliga kurvor. Kurvorna { B varierar konti-
nuerligt med » — detta pastiende bor goras precist men #r
intuitivt klart. For stora r beskriver z# cirkeln med radie rt n
ginger. Resten av polynomet g;z#-1+. . .+a, ir mycket mindre
in r* och alltsd beskriver P(z) ocksd en kurva som gir n ginger
runt. Tydligen kommer y, att fortsiitta att gd # ganger runt tills
vi passerat ett virde pid » di kurvan gir genom origo. Maste
ett sddant virde finnas? Ja, ty di r ir mycket litet ligger ¥,
mycket nira punkten a,, som ju inte dr noll, och kan di inte
g4 runt noll. Dirmed skulle beviset vara fiirdigt. y, miste pas-
sera genom origo for nigot varde pa r, dvs. P(z) miste anta
virdet noll. — Svirighcten i att gora beviset fullstindigt ligger
i alt tala om vad som menas med att gd »n ginger runt en
punkt, vilket dr en typisk uppgift for topaologin.

Genom att lita rymderna A och B bestd av funktioner
respektive kurvor finns det alltsd majlighet att utnyttja topo-
logins resultat for studier i analysen. Mest markant blir detta
om man kembinerar idén om ett vektorrum med idén om en
topologi. Vi skall i niista kapitel behandla detta nirmare.

I matematiken talar man ofta om plan och sfirer i 4, 5 eller
n dimensioner och detta kan lita baide invecklat och mystiskt.
Det dr emellertid mycket enkelt. I ett plan R, infér vi ett orto-
gonalsystemn (x, ¥). Ett plan dr did en ekvation xf+yn=c¢ dir
& och # dr fixa tal. Om vi kallar z={(x, ¥} och {=(&, %) kan vi
infora beteckningen (z, {) for xF+yn, och (z,{y=¢ dr di en
linjc. En cirkel med centrum i origo dr alla z med x2+y2< R2
och x2+y2=R? dr periferin. Vi generaliscrar nu: x=(x, x,
x5, x4} r en punkt i ett 4-dimensionellt rum R,. Mingden av
sidana uppsittningar x av fyra tal si att {x, &) =x5, + x5+
+ 383+ x5 =c ger for fixt & ett "plan™; x2+x,2 +x2+ x2< R2
cit klot K ; =R? ger dess rand, en "sfar”, som vi fér R=1
betecknar 8§, Tva punkter “ligger niara varandra” om alla
koordinater dr nira i vanlig mening. Utvidgningen till 5 och
fler koordinater ar klar.

{ Vi kan illustrera hur dessa definitioner fungerar med ett
konkret exempel. Tag tvA hoplinkade ringar som i fig. 20.
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Fig. 20

Det &r ju klart att man inte kan ta isiir dem utan att klippa
upp den ena ringen. Om man emellertid lagger till ytterligare
en dimension gir det. Det kan man insc pa foljande sitt.

Vi tinker oss (2) vinkelrit mot (1). Vi kan representera (2)
med ekvationer

x=x3(1), x;=0, x;=x3(r), 0511,

Vi hiller nu (1) stilla och drar (2) 4t hdger. Vi kan representera
den forflyttade kurvan (x,(¢) +s, 0, x3(r)) dir s anger férflytt-
ningen. Vi kan anta att fr s=1 ir kurvorna isir, For ett visst
viirde pd s, s=s,, sammanfaller 4 med B vilket ir otillitet. Vi
kan nu undvika detta genom att fivtta ut ringen i 4 dimensio-
her och bildar (x;(0) +s, 0, x5(9), 5). Denna kurva kan ju aldrig
skira (1) eftersom fér (1) dr fjirde koordinaten 0. Nir vi fatt
(x1 (1) +1, 0, x5(0), 1) flyttar vi bara fjirde koordinaten 1 tillbaka
till 0 och har fatt tillbaka var ring (2) i tre dimensioner utan
att den nigonsin skurit (1).)

Lat oss nu atergé till frigan om vad som bér menas med en
“sluten kurva som ej skidr sig sjilv”’. Det enklaste exempict pi
en sidan dr en cirkel och i ndgon mening uppfattar vi en dylik
kurva y som en deformerad cirkel. Man kan di definiera be-
greppet som en omvindbar kontinuerlig bild av en cirkel:
f: 8; <> y. Det 4r nu en uppgift Ior topologin att fdrklara sa-
dana termer som “omsluter’” och “det inre av y” och bevisa
att ¥ uppfor sig pd ritt sitt i forhallande till definitionerna.
Dessa definitioner gjordes i topologins tidigare skede i slutet
av 1800-talet. Att ¥ sonderdelar planct i exakt tvd samman-
hingande delar dr t.ex. sedan en klassisk sats.

Som en illustration av topologiska problem skall vi syssla
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med féliande naturliga utvidgningsproblem vid definitionen av
kurva, Man vill naturligivis att hela den geometriska situa-
tionen f&r y skall vara analog med den fdr cirkeln. T.ex. kan
man onska att avbildningen f kan utvidgas till en avbildning
R, ¢> R, med S, i ena planet och y i det andra. Det &r en
berdmd sats i tidig topologi att detta mycket riktigt gir.

Generaliseringar ir nu sjilvklara. En enkel sluten yta y3 dr
en kontinuerlig bild av en sfiar: f:83¢>y3 och pd samma satt
i n dimensioner. Hir intriaffar nu nigot miirkligt. Det dr inte
sikert att f kan utvidgas till en avbildning R3 < R3, Ett exem-
pel kan se ut pi foljande sitt:

{Utgd frin en bojd yta som i fig. 21a. Delen I i fig. 21a
avbildas pd delen I pd sfaren i fig. 23a sd att alitsi de tva
streckade omridena motsvarar att man skurit av den bojda
ytan vid B och 4. Sitt nu pA handtag som i fig. 22, sh att

Fig. 22
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Fig. 23
(a) (b)

ytorna B motsvarar varandra och ytorna A motsvarar var-
andra. Vi fir di nigot som ser ut som i fig. 23b. De tva pi-
satta handtagen kan avbildas pd delar av dc streckade omra-
dena sa att IT motsvarar II. Det blir nu (yra streckade omriaden
pa sfiren. Vi sitter nu pi 4 parvis hopflitade handtag och
fortsiitter pd dctta siitt i all oandlighet. Den resulterande ytan
kan di avbildas omviandbart entydigt och kontinuerligt pa sfi-
rens yta. Den uppkomna ytan brukar kallas sfir med horn.

En avbildning mcllan denna yta och sfiéren kan nu inte ut-
vidgas till en avbildning R3 «» R3. D4 skulle nimligen kurvan
¥ 1 fig. 21b motsvara »’ i fig. 23h. 9" kan deformeras till en
punkt utan att triffa sfaren. D4 skulle vi alltsi kunna gora
samma sak med y utan att triffa den behornade sfiren och
det ar tydligen omdjligt. »

Ett viktigt problem i topologin dr féljande: Antag att vi har
tvd mingder 4 och B med sina topologicr och tvi avbildningar
froch f; av 4 pd B. Kan vi uppfatta f, som en deformation av
f1? Vi skall se litet ndrmare pd detta problem di A4 och B ar
n-sfirer och en av avbildningarna #r identiteten. Vi kan di
uttrycka problemet pi filjande sitt. f avbildar Sr <o St De
deformerade avbildningarna uppfattar vi som avbildningar av
sfirer med radie r, 1/2<r<1, p4 sfirer med radie r och [&r
r<1/2 skall vi ha identitcten. Frigan &r nu om denna uvtvidg-
ning dr mdjlig. I planet dr det ldtt att skriva upp en sidan
avbildning f explicit. Vi liter sfiren med radie r motsvara
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sfirer med samma radie. Det gar di att beskriva avhildningen
med en monoton funktion ¢,(v) av centrumvinkeln fér varje
r, sidan att ¢,(27)— ¢, (0}=27. @ (v) 4r di given och vi defi-
nicrar

[ v, 0<r<1/2, (identiteten!)
P (v)= 1 (2r—Dp () +(2-2r, 1/2<r <1,
r(v), r=1.

Motsvarande prohlem i hogre dimensioner dr betydligt mycket
mer komplicerat och bhir finns en omfattande teori. Dct vore
alldeles fel att tro atl detta dr matematiska spetsfundigheter
utan egenilig betydelse. Man kan ritt generellt siga att alla
probiem som innehiller n parametrar, dir alltsh n storheter
samverkar, Ar beroende av gcometriska forhallanden i mot-
gvarande antal dimensioner. Det brukar hir invindas att man
i fysikaliska problem pi grund av problemets natur vet, att
[8sningen méaste uppféra sig si val, att egendomligheter av det
slag vi hir diskuterat inte kan intriffa fér dessa l8sningar.
Enligt detta sitt att resonera skulle bara den del av matema-
tiken som sysslar med “vanliga™ funkticner vara av iniresse for
tillimpningar. Bortsett fran att ett problems logiska struktur
ar av eget intresse, dr detta en allvarlig felsyn. Fior en fysiker
ir den numeriska konstruktionen av lésningen det visentliga.
Detta sker genom nigon form av successiva berdkningar ur det
givina. Vid dessa berikningar finns det i regel ingen méjlighet
att skilja mellan "vanliga” funktioner och sidana mcd pato-
logiskt upptridande. Existerar sdledes denna scnare sorts 18s-
ningar, kan de upptrida i berikningarna och dessa leder da
inte till malet. Man vill dirfor ha garanticr att 1gsningar av
den sorten inte existerar, dvs. man méste ta hansyn till dem
vid férhandsberikningarna och det dr just det matematikerna
gor.

Algcbraisk topologi

Avsikien med denna matematiska gren ir att beskriva hur ylor
av olika slag och av olika dimensioner kan sitias samman och
att pira detta med algebraiska termer. For att man skall kunna
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forstd nigot av vad det rér sig om méaste man forst ha en fore-
stalining om nigra litet komplicerade ylor. Vi ndjer oss av for-
klarliga skiil med 3 dimensioner men teorin skall sedan vara
allmin.

Tag forst en rektangel ABCD (fig. 24) som vi tinker oss i
papper. Vi kan nu klistra ihop den si att B sammanfaller med
C och A med D. Vi fir da en cylinder. Man kan uttrycka
samma sak med att siga att vi identifierar AB och DC: de
markerade punkterna P och Q ir alltsd lika.

Vrid nu rektangeln 180° innan den klistras ihop, dvs. identi-
fiera AB med CD (i den ordningen). Vi fir d& en yta som
kallas Maobius band (fig. 25) som uppenbarligen inte 4r en
cylinder. Hur skall vi beskriva skillnaden? Detta dr en uppgift
for den algebraiska topolegin.

Tag nu cylindern och béj ihop den till ett runt shtet rér, dvs,
identifiera ocksi BC med AD (i den ordningen). Nu ar alltsi
A, B, C, D alla samma punkt. Vi har fitt en torus, en ringyta
(fig. 26).

Tag till sist cylindern och férsok (men det gir infe!) béja
ihop den till ett r6r s att BC sammanfaller med DA, Man ser

B.D

AC

Fig. 25
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att denna yta inte kan realiseras men det gir att beskriva den
just med de identifikationer vi gjort: detta dr Kleins flaska.

Vad vi nu vill beskriva dr hur yiorpa hiinger samman. Det
ar tydligen en skillnad mellan en sfir och en torus. Ett satt
att ange detta upptickte redan Euler. Vi delar in de tre ytorna
i triangelformade omriden. For sfarcn kan vi tex. ta tva vin-
kefrdta storcirklar genom en nord- och sydpol samt ekvator-
cirkeln. Vi betecknar med ¢, antalet horn, med «, antalet
striackor, begransade av tvd horn, och med o, antalet trianglar.
For delningen av sfiren far man ay=6, a;=12, o, =8. Vi bildar
talet

ge=ag—aytoy= -2,

Fig. 27
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Fig. 28

For torusen T gdr vi den uppdeining i trianglar som visas i
fig. 27. Vi ser att ay=9, a;=27, a,=18, varfor

gr=9-27+18=0.

Om vi nu provar andra indclningar 1 trianglar s& skall vi se
att talen inte andrar sig. De beror bara pa den vta vi studerar.
PAi nagot sdtt beskriver g hur sammanhangsgraden av ytan
viixer. En brist 4r nu att g i vira exempel hoppar frin -2 till
0. Finns ingen yta {utan rand som sliren och torusen) som ger
—1? En sddan kan inte realiseras men vi kan konstruera den
som vi gjorde med Kleins flaska. Tag en rektangel och identi-
ficra bada motsatta sidorna med omkastad riktning (se fig. 28).
Vifar ay=9, ay=27, a,=17 [PyP\P, finns tvd ganger i figuren],
varfor g=9-27+17= —-1.

Dessa exempel innehiller nyckeln bade till vad det &r geo-
metriskt som skiljer yitorna och till ¢cn metod att behandla pro-
blemen. Det som skiljer dr antalet “olika™ sitt det finns att
skira upp ytan, dvs. rita shutna kurvor, utan att ytan efter upp-
kiippningen faller sénder. For sfirens del ar det omojligt: si
fort vi klipper runt, lossnar en bit. Pa torusen kan vi gira det
pa tva siitt; dels kan vi klippa av rdret och dels kan vi klippa
runt s att vi fir ndgot som liknar en cirkelring. g skiljer sig
ocksd med 2 enheter och antal olika siatt ar helt allmidnt g+ 2.
— Den metod att studera ytors sammanhang som suggereras ar
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att dela upp i triangelformade omriden och sedan manipulera
med irianglarna si att resultatet inte beror pd hur vi delade.
Detta leder till rent algebraiska begrepp och metoden har nu
vuxit till en av de mest aktiva grenarna av modern matematik,
som nu lever sitt eget liv och didr de ursprungliga geometriska
forhéllandena spelar mycket liten roll. Vi skall hiar antyda
metoden 1 2 dimensioner, hdgre dimensioner fr analogt men
mojligheten till komplikationer vixer starkt.

{ Tag alltsi en triangel T = (P,P,P;). Genom att skriva upp
hérnen P i denna ordning bar vi dven angivit en omloppsrikt-
ning; triangeln (PyP,P;) betecknar vi formellt med -7T. Pa
gamma sitt dr strickan S=(PQ)= —(QP). Vi tillordnar dven
formellt en punkt ett tecken; detta saknar geometrisk tolkning.

Vi infér nu en randoperation & som tillordnar till trianglar
och striickor deras rand (med ett formellt tecken ur omlopps-
riktningen):

(N 2(PyP P = (PP, (P\Py) och (P,Pp));
(2) o (PQ)={(F), -(0)}.

Om vi nu tar randen av varje striicka i (1) far vi (Pg). — (P
(Py), —(P3); (Py), —(Py). Om vi nu slar ihop resultatet ser vi att
varje punkt férckommer cn ging med + och cn ging med —.
I den meningen giller alitsd att @ tvd glnger, 82, ger noll.

Vi tar nu de trianglar T, T, ..., T,, som hér till vir upp-
delning av den givna ytan. Varje triangel T, kopplar vi sam-
tnan med ett heltal 1, en slags multipticitet, som far varicra
fritt. Vi far dd ett system k av par av trianglar och heltal

o T i i .

Tps T eeer %)

P samma sitt kan vi géra med strickorna S; och punkterna
P; i vir uppdelning. Vi far “randen” till k, 2k, genom att ta
tanden till varje T, "multiplicera™ med motsvarande 7; och sl
thop strickor fran olika trianglar under hinsynstagande tili
tecken. Vi far di ett analogt system striickor

Tl ok ]
01y 033000y O

=2k,

s |



Fig. 29

Om vi slar samman tvd k, kl+k2, genom att addera motsva-
rande 7l med 72, giller tydligen 2(kl1+4k2y=11+[2 Systemet &k
ir en grupp under denna +-operation, liksom systemen [, och
8: &k — [ ir en grupphomomorfism. Eftersom &2 ger noll giller
al=22%={0}, dvs. gruppen som bara bestir av noll

Vi kan se vad operationen betyder i fdljande enkla exempel
(fig. 29).

1=3(T1+ T+ T3+ T)={C1A)+(B|Cy) +(AB) +
+(BC+ (A B)+{C1A)) +(CAD+ (B )+ (A, 8)) -
—-(ByC)—(C14,) - (4:By) =
=(C, A} +(BC ) +(4,B)+(CA) + (B, C) +(4B,)

och
21=(C) - (A)+(B) - (C)+ (A~ (B)+...=0.

Det kan nu finnas andra uppsittningar strickor I sidana att
21=0 dn de som uppstir genom 2k. &/=0 anger att motsva-
rande strickor bildar en sluten kontur, men denna behdver inte
vara rand till nidgot "omrade” k. I vart exempel torusen ar
tex. strickan P,P,P,P; ett sidant I. De bildar en grupp L och
vi kan bilda L/8K = H,. Denna kallas nu homologigruppen av
ordning 1. Vad som gor I, intressant dr att den kan visas
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vara oberoende av hur vi delade in den givna vtan i trianglar.
Som ett exempel kan nimnas att /, (torus)=ZxZ =mingden
av heltal {(n, m) under vektoraddition. Just detta att det ingér
tva grupper Z pd detta sitt i Hy:s struktur, ger oss ett tal: 2,
som hdr till torusen. Detta betecknas p,. Gruppen H, ar helt
enkelt den undergrupp av K for vilka 2k=0 och H, definicras
analogt med H, utgiende fran striickor. Vi [ar tre tal py, p1. P2
(for torusen py=1, p;=2, p,=1} och py—p; +p;=g- Detta ar
en relation som giller for varje yta nir vi genomfér motsva-
rande konstruktion. )

Vad som hir gjorts kan generaliseras pi manga sitt: till »
dimensioner, till andra grupper dn heltalen (som =, &, =), till
allminna topologiska rum. Man har dven infért en axiomatik
for hela teorin, varigenom det blivit en gren av algebran. Det
ar denna riktning som ir den nu dominerande och som san-
nolikt pd langre sikt kommer att starkt paverka hela det mate-
matiska tinkandet.

Opcratorn 2 liknar pi minga sitt derivering. Den tar fram
den marginella andringen [ triangeln, som ju dr randen, pa
samma sdtt som derivatan miter funktionens dndring. Man
kan di fraga sig om det inte hir finns en omvind operation
som skulle motsvara integration. Dcenna kan myceket riktigt
definieras: till en striicka i vir uppdelning tillordnas de triang-
lar till vilka den &r sida, naturligtvis kompletterat med regler
om tecken. Vi far di en motsvarande teori, cohomologi, som
befinner sig i snabb utveckling. Det dr i denna teori som be-
greppet exakt foljd spelar sin stdrsta roll.

Ett enda slicnde resultat i den algebraiska topologin skall
nimnas: om f(x) ir en kontinuerlig avbildning av ett »-dimen-
sionellt klot in | sig sjilv, finns det minst en punkt a si att
Ha)=a. Om man saledes r6r om i en burk med firg, s finns
det alltsi efter omréringen en punkt som ligger | samma lige
som fran bérjan. — Detta kan nu generaliseras till funktions-
rum och dr di ett mycket anvindbart sitt att visa att inveck-
lade relationer mellan funktioner har en 16sning. Tag som ett
excmpel en avbildning som }(f)%C'j.g]K(f, x) - f(x)2dx+1/2,
dir K #r en kontinuerlig funktion. Vi studerar avbildningen fér
shdana f(x) att []i(x)%dx<1. Om di ¢ dr tillrackligt liten, giller
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samma olikhet fér bilden av f, vilket motsvarar att "klotet™ be-
sticnde av alla f med [}f(x)%dx<1 avbildas pd sig sjilv. Det
foljer di att det finns en losning till f{y=c f K{t, x)f(x)%dx+
+1/2. Detta ger tydligen clt rent existensbevis; vi har inte an-
givit nigon metod att verkligen konstruera 18sningen, inte hel-
ler vet vi om det finns manga lésningar. For tillimpningarna
ar darfor resultatet otilifredsstillande, men dess betydelse lig-
ger 1 att sikerstilla existens av 16sningar med en enhetlig me-
tod. Nir man s& vet att de {inns, kan man med sidker bakgrund
stka speciella konstrukiionsmetoder.

Differentialgeametri

De avbildningar vi hittills studerat har varit allminna konti-
nuerliga och kongrucnsbhegreppet blir da det sedvanliga topo-
logiska. Vi kan naturligtvis paligga vara avbildningar starkare
villkor, t.ex. att de skall vara kontinuerligt deriverbara. Man
trodde linge att man di skulle fi samma kongruensbegrepp.
Om tex. tvd enkla kurvor i planet har kontinucrlig tangent
kan man avbilda, dvs. deformera planet kontinucrligt deriver-
bart si att den ena kurvan &verfdres i den andra. Det var en
sensation di Milnor 1956 visade att motsvarande resultat inte
giller pA den 6-dimensionella sfiren. Man fick hirigenom en
ny topologi, differential-topologi, som ar i snabb utveckling.
Den dr speciellt betydelsefull pd grund av det nira samman-
hanget med differcntialckvationer.

Vi har hittills sysslat med att beskriva en allmin geometrisk
situation. Resuftatet skall alltsd vara detsamma efter det att vi
utfért cn avbildning eller med andra ord en deformation av
situationcn. Vi skall nu i stillet forséka beskriva deformatie-
nen. Till denna klass av problem hér da t.ex. att beskriva kur-
vor och ytor, eftersom vi kan uppfatta dem som deformerade
strdckor respektive plan.

Den enklaste avbildningen i planet ir den lineira — affina
— definierad av lineira koordinatsamband.

x'=ax+by
v =cx+dy.
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Denna kan skrivas symboliskt 7' = 4z, om z=vektorn (x, y) och
7" vektorn (x', y") och A stir som férkortning av de fyra talen
(a. b, ¢, d). Om vi har tvd avbildningar A; och A, hirande till
coady) Tesp. (am, ... dy) kan vi pd naturligt sitt bilda
A+ A; som hérande till (a,+ay ..., d)+dy). k- A betyder att
alla tal @,... d multipliceras med k. A.- A, slotligen betyder
att vi forst utfér 4, och sedan A,; a-talet blir t.ex. a;a,+ b6,
Symbolerna A bildar nu en algebra (se s. 63), dir tydligen i
regel A4, inte ir detsamma som A,4,, och studiet av decssa
mairisalgebror dr utomordentligt betydelsefullt, speciellt vid
numeriska tillampningar som vi nu nirmarc skatl forklara.

Om vi nu studerar en allmin avbildning (x, y) — (x", ¥") niira
en viss punkt, som viljes till origo, kan vi som cn férsta ap-
proximation finna en affin avbildning, som approximerar den
givha pd samma satt som tangenten till en kurva approximerar
kurvan. Vi vet att en av de viktigaste operationerna i analysen
ar att ur tangentens lutning (i fysikalisk tolkning t.ex. hastig-
heten) &tervinna funktionen (ldget). Detta dr pdmligen integra-
tionen, som vi skall behandla i ndsta kapitel. Det motsvarande
problemet f6r avhildningar, dvs. att ur de lokala matriserna A4
atervinna avbildningen, ar utomordentligt svart och inte alls
fullstandigt utrett. Speciellt giller detta for tre och flera variab-
ler, dir ju ett precis analogt problem finns.

Vid numeriska berakningar i flera variabler gdr man si att
man foljer den regel z° = Az som konstruerats nira origa. Man
finner att punkten z; (nira origo) di motsvarar z;. Man tar
den regel A, som giller i z;, féljer denna till z, osv. och hoppas
att det vi pd detta sitt konstruerar ligger ndra den 16sning vi
siker. Om vi tinker oss ati punkterna z;, z, ... ligger 10-6
fran varandra ser vi att vi behver 108 punkter for att ni fram
till (1,0). Det behovs dA bara att felet i varje berikning i
medeltal 4r storre an 10-% for att totalfelet skall kunna bli
storre @n 1. Det krivs alltsd bittre teoretiska uppskatiningar
och att finna dessa i detta och liknande sammanhang ir en
huvuduppgift fér den numeriska matematiken, dir manga vik-
tiga problem Aterstir att 16sa.

Den klassiska matematiken heskrev kurvors och viors krik-
ningsférhallanden i tre dimensioner och skapade hir en mycket
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fullstindig och tilltalande teori. Man &vergick direfter — efter
traditionellt matcmatiskt monster — att undersdka analoga
problem i flera dimensioner @n 3. Detta gjordes enbart efter
rent matematiska linjer men den tecori man skapade bildade
grunden for den beskrivning av tid-rum-relationerna, som kal-
las relativitetsteorin. Man miter hir avstind med en formel
x24+y24+ 722 (som ju dverglr i den vanliga x2+y2+ 22+ 12 om
vi sitter t=ir! Se s. 40). Denna sorts “avstind”, som inte ens
alltid &r positivt, kan ju synas ritt osannolikt, men den bety-
delse det nu fatt dr ett exempel pd virdet av den rena mate-
matiska spekulationen. — Liings denna linje har matematisk
forskning arbetat vidare med mycket allmidnna rum och med
mycket allminna avstindshegrepp. Aven hir har man kunnat
axiomatisera stara dclar av teorin.

Vi gar tillbaka till formeln for affin avbildning pi s. 84
Den ar ju specicllt enkel att tolka om A kan tolkas som ett
komplext tal och Az betyder A-z. DA 4r a=d och b=-c.
Detta dr de berdmda Cauchy-Riemannska ekvationerna och
avbildningen z’=/(z) kallas analytisk. Det enklaste exemplet
Ar peolynom, men alla "vanliga™ funktioner som e?, sin z, 'z, ar
analytiska. Dcnna klass av avbildningar dyker upp dverallt i
matematiken. | talteorin studerar man t.ex. primtalsfordel-
ningen med hjilp av den analytiska funktionen {(z)=1-z+
+2-7+...+n-%+..., som har mening om for z=x+iy giller
x> 1. Algebrans fundamentalsats, att varje polynomckvation
har minst en rot, férstdr man biist i detta sammanhang: inom
analysen &r klassen allestides ndrvarande. Orsaken Hr att
funktioner, definierade for reella viirden, ofta har naturlig ut-
vidgning till det komplexa planet som i exemplen ovan.

Matematiker har forséke att generalisera begreppet analytisk
funktion till flera variabler {dr att diirmed fd ctt lika bra hjilp-
medel aft studera vanliga funktioner i flera reclla variabler.
Den definition vi valde kan naturligtvis inte generaliseras —
det finns ju ingen motsvarighet till multiplikation av komplexa
tal i flera variabler. Men vi skulle ocksid ha kunnat fi samma
klass av funktioner genom att kriiva att Az skall avbilda cirklar
pd cirklar; i flera dimensioner skulle AX, X=(x X,) av-
bilda sfirer pd sfirer. Men denna generalisering gir heller inte;



man kan visa att di maste avbildningen vara en stel vridning.
Det ar emellertid trots allt sannolikt att det finns ett annat
sitt att se pd denna friga si att man kan T4 en intressant och
givande generalisering av begreppet analytisk funktion till av-
bildningar mellan rymder av flera variabler, men denna Ater-
star att uppticka.

Stort intresse har man under senare ar lagt ned pd avbild-
pingar (zy, Zz ... Z,) 2z frain » komplexa variabler till en
komplex variabel si att varje fix avbildning ddr bara en
variabel g; varicrar ({(z;, a3, ... G,) > 2 till exempel)} dr analy-
tisk. Hit hér t.ex. polynom i flera variabler, eftersom vi far
vanliga polynom om vi hiiller afla variabler utom en konstanta.
Teorin kriver en mycket utvecklad topologisk teori och det har
har spelat stor roll att man algebraiserat topologin eftersom
det &r omdjligt att intuitivt forestdlla sig hur “ytor™ i det
komplexa begrinsar och skiir varandra, mir antalet variabler
#r stdrre dn 1, sd att antalet dimensioner blir minst 4. Det finns
anledning vianta en fortsatt utbyggnad och iin stérre allmin-
giltighet i denna teori.

Vad som hidr framstillts avviker pa eit drastiskt sitt mot
traditionell gcometri. Topologin har en vixande betydelse inom
matematiken och kommer med stor sikerhet att starkt paverka
andra grenar. Pa vilket sitt bér nu skolundervisningen influe-
ras av doetta?

Det dr klart att i grundskoleundervisningen skali fortfarande
triangelgeometri, ytberikningar o.d. vara viktiga moment, som
bor bedrivas med ett minimum av bevis. [ de hdgre klasserna
bor aven trigonometri dvas. Allt detta syftar till direkt anviind-
ning av matcmatiken i andra sammanhang och bér undervisas
med detta som mail och inte, sisom fdrr Euklides geometri
som exempel pAd matematiska teorier. Utéver detta borde en
undervisning inriktad mot topologin forekomma. Det ir tex.
lagt att cxperimentelit verificra och ocksi bevisa Eulers poly-
ederformel (s. 79); man kan diskutera kontinuerliga avhiid-
ningar — som exempel pi funktioner i nigot vidare mening
an de traditionella reella funktionerna — man kan géira alge-
brans fundamentalsats trelig som vi gjorde pa s. 72 osv. Detta
skulle leda till en béttre forstielse av geometriska problem och
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skulle vara en virdefull information om vad matematiker kan
gora.

Kommentarer

For en panska elementir redogérelse fér plan icke-Euklidisk
geometri hinvisas till

Q. Perron, Nichteuklidische Elementargeometrie der Ebene.
Teubner 1962,
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7. Analys

Praktiskt taget hela gymnasiekursen i matematik faller inom
omradet analys och dir inom vad som brukar kallas det klas-
siska omridet. Det som man Hir ut dr forskningsresultat som
initierades pa 1600-talet. Givetvis har dessa klassiska omriden
utvecklats under de gangna 300 dren och den tankerdfst som
genomfordes av 1800-talets matematiker har inneburit att be-
grepp och bevis blivit klara och precisa. I dagens matematiska
forskning spelar omridet emellertid cn allt mindre roll, vilket
star i stark motsdttning till dess betydelse i tillampningar. Aven
hir finns ett viktigt problem som vi senare skall diskutera.

P4 prund av analyscns betydelse for undervisningen skall vi
hdr ritt utforligt diskutera de centrala momenten i skolkur-
serna och se hur den senare forskningen belyser dessa.

Det viktigasie grundbegreppet dr funktionen, dvs. den mate-
matiska termen for orsaksidén, att kannedom om vissa férhil-
landen bestimmer vissa andra. I skolan stir termen nistan
uteslntande for reclla funktioner av reella variabler och i friga
om generalitet brukar man inskrinka sig till att 1ita dessa
funktioner vara definierade endast pA delmingder av reella
axcln, sasom f.ex. x — 1/x, x=0. Defta ger c¢cmellertid en helt
missvisande bild av vad som tdcks av begreppet. Vi har tidi-
gare hir sctt exempel som dessa:

A(x)—antalet sdtt att skriva x som en summa av tvd primtal;
hédr dr heltalen det naturliga definitionsomridet;

gruppmultiplikation, som alltsd ir en funktion definierad pa
gruppen med virden i gruppen;

allminna homomorfier: funktioner frin en algebraisk struk-
tur till annan;
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i analytisk geometrt, dir t.ex. tre tal (a, b, ¢} bestimmer en
linje, alitsd en funktion frén R3 till alla linjer I ett plan;

i topologin, t.ex. avbildningar frin reclla tal till kurvor (s.
73).

Det dr utan tvekan mycket ldttare att forstd betydelsen av
termer som definitionsomrade och vardefdrradd om begreppen
presenteras i allmdnna sammanhang som i de nimnda exemp-
len, givetvis tagna ur omriden som eleverna tidigare dr for-
trogna med, 4n om man gor konstlade skarvningar eller in-
skrinkningar av funktioner med “naturliga” definitionsom-
raden. En presentation av detta slag har ocksa fordelen att for-
medla en modern uppfattning. Ur tillimpningarnas synpunkt
kan man &aven ifrigasitta den exklusiva inskriankningen till
funktioner av en variabel. Det dr dock relativt fi fenomen i
den fysiska virlden dir man pi ett Andamalsenligt sidtt kan
uttrycka beroendet genom en enda variabel. For att ange ett
lige fordras ju t.ex. tre tal och med en samtidig tidsangivelse
blir det fyra.

Nista steg Ar nu att successivt inskrinka klassen av reella
funktioner av en reell variabel genom begrepp som kontinuitet
och deriverbarhet. Detta grs numera med ganska stor ambi-
tion pa stringens och med precisa definitioner av typen: f(x) ir
kontimlerlig i x=a om till varje >0 det existerar ett tal
6(¢)>0 sA att si snart |x-a| <d(s) det foljer att |f{x) - f(a)| <=.
[Denna definition &r fér dvrigt inte bra eftersom den férut-
sitter att f(x) dr definierad i en hel omgivning av a.] Fior den
som inte dr vil forirogen med dessa ting tidigare méste denna
definition 14ta som kinesiska och det dr en sorts kinesiska. Det
gr de matematiska symbolernas sidtt att uttrycka att funktions-
kurvan asymptotiskt hinger ihop i punkten a. Kontinuitet p
ett intervall #r intuitivt dinnu enklare men logiskt betydiigt
svirare. Det som gor detta till ett dilemma i undervisningen ar
att det inte gar att visa eleverna nigra exempel dir inte kvasi-
definitionen “kurvan ir sammanhingande™ ar klart dverlagsen.

Man erkidnner behovet av en precis definition £rst dd man
mot bakgrunden av sitt erfarenhetsmaterial inser att saken &r
8 komplicerad att missforstind eller fel kan uppstd vutan pre-
cisa begrepp. Historiskt tog det matematiken hela skedet fram
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till 1800-talet innan man nadde detta stadium. Det forefaller
ju oss numera som ett mysterium att Newton kunde berikna
planetrérelser utan att veta att en derivata &r ett gransvirde
och Tulers manipulerande under 1700-talet med relationer som
1-1+1-...=1/2 eller #nnu vidrre 1-1+1-2-1-2-3+
+1-2-3-4—+...=0,5963 ... visar att om idéer ar riktiga, si
kan ett geni arbeta lingt utan precisa begrepp. I friiga om kon-
tinuitetsbegreppet torde inte minga matematiker ha nigon an-
vindning for definitionen sirskilt ofta. Under sina studier och
i sitt arbete har matematikern fitt en sAdan vana att begreppéts
funktion blivit sjilvklar. Det visentliga dr alltsd erfarenheten:
att ha studerat och anvint kontinuerliga och diskontinuerliga
funktioner. Det dr dessa exempel som ger begreppet innehall,
inte abstrakta definitioner. Teori utan verklighetsinnehall dr
meningslos. Det finns ocksa en klar tendens i dagens undervis-
hing att underskatta svirigheterna att férstd det matematiska
symbolspraket. Aven hir dr erfarenhet och Gvning enda 1ds-
ningen, men den ir si tidskrivande att det 4r omdjligt att ge
tillrdckligt utrvmme i skolundervisningen. Det dr dirfor ndd-
vandigt att ligga huvudvikten pd idéerna och inte pd formen.

Det ir klart att matematiken kriver sia exakta definitioner
som mdojligt och si fi som mdjligt. Man vill sedan hiirleda
satser: i det aktuella fallet t.ex. att kontinuitet i varje punkt pa
ett slutet intervall medfér att funktionen #r begrinsad. For
nyborjaren (och han har manga sympatisérer, t.o.m. bland
nobelpristagare i fysik) verkar detta sofism. Man skulle lika
girna kunna anra att funktionerna hade alla de egenskaper
man behover, eftersom nir det kommer till en konkret tillamp-
ning ir allt klart och tydligt. Dessutom vet man ju inte att
man bar minimala antaganden i alla fall, s3 varfor inte ligga
till ndgra extra. Och till slut: hur mdnga lirare kan &rligt sidga
att de sjalva behidrskar begreppsbildningar och bevis av den
typ vi hidr diskuterar?

Enligt detta sitt att se skulle man alltsd inskrinka pd defini-
tionskineseriet och dka erfarenhetsbakgrunden i undervisningen
i funktionslira dirfor att detta dr det naturliga inlirningssittet
och enda mdojligheten att forstd sammanhangen. Detta betyder
inte att man skall atergd till den l6sliga framstédllning som var
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Fig. 30

den vanliga i skolan férr i virlden, utan innebir att man pd
ett realistiskt satt skall bedéma vilken undervisningsmetod som
ger den bista forstielsen fior Ammet. Det vore ocksa ett stort
misstag att tro att matematikerna bara behdver syssla med sé-
dana funktioner att man kan hinvisa till intuitionen i alla ligen
eller att man inte skulle behdva (s, §)-definitioner. Vi skall se-
nare fA minga exempel pa det fdrsta forhdllandet; hir skall vi
ta upp ytterligare ett med direkt kontakt med tillimpningarna.

{ LAt P vara en partike! som rér sig I ett plan, dir vi Infort
ett koordinatsystem (fig. 30). I x-riktningen later vi P ha kon-
stant hastighet, medan rorelsen i y-led regleras av slumpen.
Lagen f6r denna y-rirelse 4r sidan att y under et tidsintervall
av lingd r rOr sig en striicka <4-)t med en sannolikhet som
bara beror pa A. Visentligen av denna typ dr den s.k. Brownska
rorelsen som beskriver vissa fenomen I atomfysiken. Vi far
alltsd funktioner y=/(x) som beskriver rireisen. Vad blir det
for sorts funktioner? Man kan nu bevisa att i normalfallet ir
detta en kontinuerlig funktion, men funktionen jf(x) ir inte
deriverbar nigonstans. Den vig partikeln P ror sig pd hur litet
tidsintervall som helst har oandlig langd.) Vi har alltsi det
paradoxala forhallandet att fysiker arbetar med modeller dir
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partiklar anses réra sig Fings odndligt linga bankurvor utan
bestiimd riktning vid nigon tidpunkt. Inte desto mindre visar
cxemplet att naturvetenskapen verkligen anvinder konsiiga
funktioner och dirfér behdver precisa begrepp. Det for till-
Iimpningarna viktigaste skilet att i sina kalkyler dven ta hin-
syn till funktioner med mycket oregelbundet upptridande &r
emellertid, precis som vi férut framhallit, att dessa kommer in
i den matematiska teorin helt naturligt och dirmed #ven i
numeriska berikningar.

I matematiken ar numera kontinuitetsbegreppet helt centralt
och kommer in i alla méjliga sammanhang. Det dr dirfér en
sjglvklarhet att man vill analysera det, se efter vilken relation
det har till andra nirbesliktade begrepp, och att man vill géra
detta med si stor allmingiltighet som mojligt. Dessa fragor be-
handlade vi pi s. 71 och har flera ginger aterkommit till
dem. P4 det hela tapet kan man emclfertid siga att nigon
egentlig forskning rorande reella funktioner av en reell variabel
och existens och egenskaper av deras derivator, numera inte
bedrives. Under bérjan av 1900-talet var dessa fragestillningar
aktuella och fick di ldsningar som pi det hela taget varit slut-
giltiga (se nedan s. 97).

Den naturliga generaliseringen av deriveringsidén till flera
variabler iir inforandet av den particlla derivatan, dir man
deriverar med avseende pA en variabel i taget och later dvriga
variabler vara konstanta. Beteckningen ir ett krokigt 8, 8f/dx,
2f/8y: sd blir t.ex. (8/9x)(x2+xy)=2x+y och (2/2y)(x2+ xy)=
=x. Vi kan givetvis utfora siddana hir derivationer efter var-
andra och man kan visa att det inte spelar nigon roli i vilken
ordning man utfér deriveringen. Vi fir di beteckningar som
82ff8y?, a3f/ex2ey for tvd y-derivationer resp. tvd x- och en
y-derivation. — Dessa begrepp spelar samma roll vid studiet
av funktioner av flera variabler som vanliga derivator vid en
variabel och det torde vara ett starkt onskemal ur olika till-
limpade aspekter att skolan sysslade mer med detta, kanske pé
bekostnad av Svningar i konstiga maxima och minima.

Integrationsteori ingdr numera | gymnasiekursen, vilket ir
ett viktigt framsteg. Aven hir frefaller milsiattningen emeller-
tid pa tok for ambitids ndr det giller stringensen i definitio-
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Fig. 31

nerna. Dect 4r stor risk att denna gar ut Gver férstielsen av
sammanhangen, fastin givetvis avsiklen dr den motsatia.

I integrationsteorin finns ett av de fa tillfallen Jdir det mate-
matiska beteckningssystemet dr opedagogiskt och vilseledande.
Integration i klassisk mening ticker tva helt olika problem:

(1) finn en funktion F(x) som har en given funktion f(x) till
derivata; en sadan betecknas [f(x)dx;

(2) bestim arcan A(b,a) som begrinsas av y=0, y=/(x),
x=a och x=5b. (Vi antar b>a och att f{(x) ir positiv.) Man
betecknar A(h, a)=j‘gf(x}dx.

Sambandet mellan (1) och (2) &r nu féljande. Man frigar sig
naturligivis om det finns nigon siddan funktion F(x) scm
dnskas i {1). Svaret ar ja — om J{x) &r en "rimlig” funktion ——
ty man visar att A(x, 2} ir en sddan funktion. Nista steg ir att
visa att varje F(x) erhilles ur A4(x, a) gecnom addition av kon-
stant. Det betyder att A(x, a) dr den enda F(x) som har cgen-
skapen att vara noll di x=gq. Detta slutligen leder till f6ljande
praktiska metod att bestimma arcor. Gissa eller konstruera med
vilken metod som helst en funktion F(x) som i (1). Ligg till en
sddan konstant C att F{a)+C =0, dvs. C= —F(a). D4 dr F(x)-
—F(a)=A(x, a)= [*f(x)dx. Forst efter denna formel har vi
knutit samman de tvid symholerna [ och Ff’. Speciellt olyckligt
dr att symbolen { inte star for en bestimd funktion utan for
vilken funktion F(x) som helst. Det dr alltsd inte ett vildefinie-
rat begrepp. Detta dr troligen ett unikt fall av begreppsforvil-
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Fig. 32

lelse i matematiken och den enklaste Idsningen Ar att man helt
utmonstrar symbolen §.

Om vi nu i undervisningen godtar den intuitiva tolkningen
av integralen som en arca far vi vissa problem med t.ex. rikne-
lagen |*(f+g)dx=[*fdx+ [*g dx. Denna visas enklast genom
att man konstaterar att bida leden har samma derivata, och
restriktionen till positiva funktioner elimineras genom forskjut-
ning med konstant. Den fundamentala idén, nimligen samban-
det mellan (1) och (2) kvarstar givetvis oforindrad. Det som
tonas bort ir trasslet kring summapolygonerna, som kunde om-
nimnas som ctt sitt alt approximera arcan och att definiera
den exakt ur rektangelytor (fig. 32). Hirigenom fir man till-
baka summornas fordel t.ex. vid volymsberikningar.

Ut matematikens synpunkt ir emellertid inskriinkningen till
“intuitiva” funktioner ytterligt otillfredsstillande. Dessa visar
samma brist vid behandling av problem rérande funktioner
som de rationcila talen visar for ckvationer. Nir vi sysslar med
integration ach vill uttrycka att en foljd funktioner konverge-
rar dr det inte funktionernas upptridande i enstaka punkter vi
ir intresserade av utan deras allminna upptridande. T bilden
P4 s. 31 var det rimligt att anse att foljden j, konvergerar mat
poll fastin det alltid finns punkter didr funktionerna ir 1.1
detta excmpel var det en punkt som avvek. Tydligen kan vi
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gora ett likadant exempel med tvd punkter eiler med 1010
punkier. Man fragar di: pd vilka mingder far vi dndra funk-
tionen utan att det bor piverka integralen? Detta var start-
punkten fér den losning integrationsproblemet fick i borjan av
1900-talet och som pi det hela taget varit slutgiltig. Cftcrsom
arcan = lingd x hijd, och vi inget vet om hdjden, ir vilikoret far
att arean inte skall dndra sig rimligen att “lingden av ming-
den” dr noll. Vad menas di med det? En lamplig definition dr
att man skall kunna ticka mingden med intervall, kanske
odndligt ménga, vilkas totallingd kan goras hur liten som helst.
Som ett exempel kan vi ta mangden av rationella tal pad (0, 1).

l

Vi kan ordna dem efter nimnarens storlek och rikna upp dem
Fis Fz0 «uu Pyu - Vi vill nu ticka dem med intervall vilkas
totallingd 4r liten, kanske hogst 10-10, Ligg di kring r; ett
intervail av lingd 1/2-10-10, kring r, ett av lingd 1/4-10-10
osv. DA fir alltsd intervallen totalt lingden

%10710+l|0710+]—10*10+ ___:(l+l+é+“_).10_10:10_10,
vilket var vad vi 6nskade.

Om nu en féljd “intuitiva® funktioner f,(x) ir begrinsade
och konvergerar mot ¢n begriansad lunktion f{x) ntanfér en
mingd vars lngd dr noll, kan man bevisa att integralerna
jﬂj,,(x)dx ocksd konvergerar mot ett bestimt tal. Detta tal
kallar vi nu integralen foér f(x) 6ver intervallct (a, b). Som ett
exempel kan vi ta den funktion f(x} som =1 for rationclla x
och =0 annars. Vi kan vilja alla f,(x)=0 dverallt och f(x) har
alltsa samma integral som den funktion som ir identiskt =0,
dvs. 0.

Man kan mycket sliende illustrera hur denna utvidgning av
de “intuitiva” funktionerna med starkt oregelbundna funktio-
ner liknar utvidgningen fran de “intuitiva™ talen — de ratio-
nella — till de reella. Vi viljer emellertid hellre jamfdrelsen
mellan vektorer x i planet, x=(x;, x;) och funktioner f(:) pd
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0<z<1. Vi ser férst hur vi kan flytta dver termer och begrepp
fran planet tili funktioner:

Lingd V2, + 2%,

Avstand ; VI -2 de
Riit linje Alla x med (@, x)= Alla f med (a, f)=
eller plan =X, +ayxp=C =_féa{r)f(f)d.'=c
Normalfarm | g2, +42,=1 flat2de=1

{ Vi ser hir att vi kan i tva dimensioner koppla ihop varje
plan (=linje) genom origo med punkter (a,,a,) som &ar be-
stimda sandr som pi en faktor %, (ko). ka,). Samma dr forhil-
landet i tre dimensioncr dir planen har formen ax;+a,x,+
+ayr;=0. Vi kan ocksa tolka uttrycken (a, x) som homomor-
fier fran vektorrummen i tvA och tre dimensioner till de reella
talen s& att alltsi summor avbildas 1 summor. Vi har exakt
samma situation fér funktioner. (a, f)=j’l a{t)f()dt ar en kontj-
nuerlig homomorfi frin vcktorrummet av funktioner till de
reella talen och man kan visa att varjc sddan homomorfi har
denna form. Helt allmint kan man studera kontinuerliga
homomorfier fran ett vektarrum V, dir det finns en topologi
till de reella cller komplexa talen; A: ¥ —» R. Dessa homomor-
fier bildar sjalva pa naturligt sitt ett vektorrum V* och de dr
av central betydelse i analysen. I samtliga vara tre exempel ser
vi att I* kan identifieras med V' sjdlv: i tvd dimensioner fick
vi paret (a, @), i tre (a,, ay, a3} och i funktionsfallet en funk-
tion a(7) med villkor pi integralen av a(f)2.)

En ytterligare analogi kan vi se i var labell. Det avstdnd som
vi infort uppfyller triangelolikheten

Avst. (f, g) < Avst. (f, k) + Avst. (h, g),

vilket kan illustreras av en symbalisk figur (fig. 33).

Tag nu en foljd vektorer x!, x2, x3, ..., x", ... som narmar
sig varandra obegrinsat nir index p (ej exponent, naturligtvis)
vixer. Uttryckt med matematiska symboler innebidr detta att
Awvst. (x7, xm) nirmar sig noll nir de tvd indexen n och »t vixer
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Fig. 33

obegrinsat (fig. 34). DA finns det en vektor x som de ndrmar
sig. Detta skulle inte gilla om vi bara sysslade med vektorer
med rationella koordinater. Tag t.ex. vekiorer lings en koordi-
nataxel och vilj koordinaterna som avsnitt i decimalbraksut-
vecklingen av 1/2:

xl=1, x2=14, x3=141, x'=1414, ...

Denna f6ljd har den egenskap vi fordrade, nimligen att punk-
terna nirmar sig varandra obegrinsat, men de nirmar sig inte
nagot rationellt tal, utan ctt irrationellt, nimligen /2. Precis
det analoga géaller nu fér vra funktioner f(x): for att vi i mot-
svarande situation skall veta att funktionerna nirmar sig na-
gonting, mdste vi tiflita de oregelbundna funktionerna. Vi skall
senare illustrera betydelsen av detta pa sidan 105.

T fysiken har man sedan lange arbetat med ett vagt funk-
tionsbegrepp, som ir mycket allmidnnare in det matematiska.
Det mest kinda exemplet har namn av Dirac och betecknas
8(x). Denna “funktion™ har egenskapen att

Fig. 34
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J 1 0p(x)dx=g(0)

for alla “intuitiva” funktioner ¢. Man skall tinka sig detta sa
att #(x)=0 utom i x=0 dar den dr sd "stor” att “ytan” mellan
8(x) och x-axeln &r=1. Detla ir naturligtvis orimligt men inte
desto mindre har fysiken framgangsrikt riknat pa med d(x) och
t.o.m. deriverat den! Hur hiinger detta ihop?

¢ Om vi vill fysikaliskt bestimma en funktion f(x) pd (-1.1)
g8r vi cxperimeni som milter f(x):s upptridande med avseende
pa experimentet. Vi far ett tal som ofta har formen

T{p)= 1 f(Op(x)dx,

didr allisd o(x) dr en Tintuitiv’ funktion, bestimd av experi-
mentets upplaggning. Som ett exempel betyder j"“{f(x)x dx att
man beraknar en tyngdpunkt och hir ar e(x)=x; for ¢(x)=x2
miiter man ett moment. Om vi utfor “alla” experiment berik-
nar vi “alla” tal T(p) och det dr ldtt att se att inte tvd olika
funktioner f kan ge samma T(p) f6r alla sidana testfunktioner
. Vi kan alktsd identificra # med integraloperationen T.

Nu viander vi pi synsdftet. En operation T, t.ex. definierad
for alla funktioner ¢ som kan deriveras hur manga ganger
som helst och #r=0 nira randen, och med vissa egenskaper som
liknar integralens (T(f+g)=T() + T(g) och T{f,) — 0 om f, >
med aila derivator) kallar vi en generaliserad funktion. Vi ser
att villkoren ir just att T skall vara en homomorfi 1 den topo-
logi som hor ihop med klassen D av obegrinsat deriverbara
funktioner; 7: D — R. Av denna typ finns ménga andra opera-
tioner #n vanliga integraler. 84 dr t.cx. Diracs “funktion™ &
operationen ¢ — @(0). T och med denna teori har det fysika-
liska betraktelsesittet fatt en bestamd innebdrd och logisk for-
ankring. Betydelsen av dessa generaliserade funktioner stricker
sig emellertid vida ldngre, genom att de ger innebdrd at ridk-
ningar som tidigare var enbart formella. Till exempel har varje
funktion en derivata i denna mening. Derivatan tiil

()= § 4} fmwtods,

som vi ju identifierat med funktionen f(x), ir da
T'(p)=— [ T1H0¢ (xdx.
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For funktioner f{x) som har en riktig derivata f'(x) ger detta
ritt resultat, ty

1P @wds— T (9) = §+1 ()¢ (x) + F (e(x)dx =
=J id—x (jp)dx = f(Dg(1) - (- Dp(-1)=0,

eftersom @(1)=g¢(-1}=0.

Svara, eller som i exemplet betriffande derivatan eljest
omdjliga problem har ofta 16sningar 1 form av generaliserade
funktioner. DA man anviander de generaliserade funktionerna
blir emellertid huvudproblemet i regel inte 10st; det blir i stiillet
dverfort till att visa att den generaliserade funktion man kon-
struerat 1 sjilva verket dr en vanlig funktion. >

Den teknik vi anvint fér att definiera integral av en reell
variabel gar mycket bra att anviinda i tvad variabler {d4 tolkas
integralen som volym i stillet for area) och dven i tre och flcra
variabler. Hela proceduren dr emcllertid oerhért mycket mera
allmin och det gir egentligen att integrera vitka funktioner
som helst {med viss méatia) pd vilka rum som helst. Nir vi i
nasia kapitel sysslar med statistik skall vi se exempel pa detta.

Derivation dr en mycket mera komplicerad operation &dn
integration. Man inser det genast ur sidana exempel som det
vi nimnde pi s. 93. Det kan vara av intresse att explicit ha
sett en funktion som dr kontinuerlig utan att vara deriverbar
nigonstans. Hir ir en:

sin3x sin9x sin27x

dir lagen #r att i sinus férekommer potenser av 3 och i nim-
naren potenser av 2. (Serien konvergerar tydligen eftersom
termerna 4t mindre 4n den geometriska seriens termer 1/2, 1/4,
1/8, ...) Orsaken till de stdrre svarigheterna betriffande deri-
vatan dr att man vill uttala sig om funktionens upptridande i
enstaka punkter medan integrationen tar hinsyn till funktio-
nens upptridande I stort. Det dr just detta man kommer férbi
med generaliserade funktioner: om [ motsvarar T(g)=
= [f(x)¢(x)dx sA motsvaras den eventuella derivatan, vare sig
den existerar eller ej, av — [Hx)e'(x)dx. Men naturligtvis &r
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detta en kringgfiende mangver som hjilper oss mycket Titet om
vi vill undersika f(x):s maxima och minima till exempel.

Frigan om existens av vanliga derivator for en funktion av
en variabel 4r mycket ingdende studerad. Vi kan hir ndmna att
man tidigt bevisade att en vixande funktion har en derivata i
alla punkter utanfér en mingd vars lingd 4r noll. Exempel
visar att just denna sorts mingd nédvindigtvis mastc uleslutas.
Diiremot dr var kunskap fortfarande inte sirskilt omfattande
for funktioner av tvd och flera variabler och nir det giller den
derivation som sammanhinger med de mycket allminna inte-
graler vi nyss namnde, vet man mycket litef.

Varfér 4r nu analysen s& betydelsefull for tillimpningar?
Orsaken kan ritt gencrellt sigas vara att vira modecller for
naturfenomen beskrives av differentialekvationer. Vi skall ta
ett antal exempel som belyser detta.

Om en partikel rdr sig [Angs en rit linje, x-axeln, kan vi ange
liget som en funktion x(#) av tiden ¢. Ldgesindringen per tids-
enhet, dvs. hastigheten, motsvarar derivatan x’(t) (om den
existerar!) och hastighetsdndringen, accelerationen x” (7). Om vi
utsiitter partikeln fér en kraft %k, si galler (massan)-x"=k.
Om nu % bara beror pi ¢ kan vi integrera och fir (vi sitter
massan=1)

x(1)= [} k8 k(e)du ds + x'(0)t + x(0),

dvs. om vi vet kraften i varje 8gonblick dr det 13tt att rikna ut
Idget. (Detta ar principen fdr troghetsnavigering som anvinds
vid raketskjutningar. Man beriknar hela tiden accelerationen
och raketen kan da sjilv halla reda p& var den ir och sjilv
korrigera kursen. Den blir dirmed dven helt okinslig fér stor-
ningar i kommunikationerna med basen. De tekniska svarig-
heterna #r att hilla nigot koordinatsystem fixt; for detta be-
héver man mycket goda gyrokonstruktioner.) Om emellertid k
ocksa beror pa liget, om t.ex. partikein &r fist med ett elastiskt
band, fir vi en ekvation x" =k(x, ¢), dir alltsi det sokta x ingir
pé bada sidor. Detta #r ett exempel pd en differentialekvation
och det &r mycket komplicerat att ange om det finns lésningar
eller ej — det beror i hig grad pi k:s egenskaper — och
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problem av denna typ sysselsitter fortfarande minga mate-
matiker.

Fenomen som beror pa flera variabler beskrivs i regel av
ekvationer innehallande particlla derivator, partiella differen-
tialekvationer. Situationen dr dar ocrhort mycket mera kompli-
cerad. { Tar man som ett exempel en vitska som befinner sig
i strdmning och dir situationen inte dndrar sig med tiden, kan
man beskriva vitskans tillstind med en funktion x som beror
av tre rumskoordinater (x,y,z). Vitskans hastighet i de tre
axlarnas riktning anges av derivatorna duféx, dujdy, dujdz.
Funktionen n uppfyller f&ljande ekvation som anger att lika
mycket vitska stréommar in i en viss del av rummet som det
strommar ut:

8u _ 8%u  Bu

Fastin denna ekvation studerats under mer dn 100 ar skrivs
det fortfarande arligen manga avhandlingar och nya fakta
kommer i dagen. Som ett nagot kuriosabetonat cxempel kan
nimnas att man inte vet om dcet finns ndpgon stromning s att
vitskan #r stilla i alla punkter i en mingd av positiv yta pa
kirlets rand. Motsvarande problem for en plan strémning —
eller i en ocandligt hég rak tank utan stromning i hajdled —
kan man lgsa med hjilp av analytiska funktioner (det finns
ingen sidan vitskerorelse!) och detta dr ett exempel pd hur
dessa funktioner dr hjalpmedel | analysen. )

Om vi byter ett tecken i ekvationen (E), t.ex. framfir
82y/8z2, fAr vi ekvationen

&2 fW o
oxe gyl o922

vilken beskriver vigutbredning. Man kan ligga mirke till att
for en godtycklig funktion F(r)} dr F(x+y+1/2z) en lasning.
Det finns alltsa 18sningar, som inte kan deriveras hur som helst
(eftersom F(¢) inte beh{ver ha dessa egenskaper), men for ek-
vationen (E) kan man visa att alla ldsningar dr obegrinsat
miénga ginger deriverbara. Vi ser alltsd att skenbart obetydliga
dndringar i ekvationens utsecnde radikalt andrar ekvationens
karaktdr. I dnnu hégre grad giller detta om vi tar med deri-
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vator av hégre ordning dn tvd, sysslar med system av ckva-
tioner cller later den obekanta funktionen u ingh pi eft mera
komplicerat sitt. Dessa komplicerade typer av ckvationer &r
fangt ifrin sluistuderade. Det finns minga viktiga ekvafioner i
fysiken dir en matematisk behandling fortfarande saknas och,
vad virre dr, dir vdra nuvarande metoder verkar kiart otill-
rickliga. Som ett aktuellt exempel kan man nimna de ekvatio-
ner som beskriver — eller rittare sagt, anses beskriva — vad
som hinder niar man med magnetfilt f6rséker kontrollera en
miljontals grader varm laddad gas. Bakom studiet av detta
ligger dnskan att tillgodose miansklighetens energibehov med
vitckraft. En riktig matematisk behandling skulle hir spela en
stor roll, men man méiste ocksd vara klar Over att det kan
finnas tvad andra skil varfér denna behandling dnnu saknas.
Det finns namligen en tumregel § en situation som denna. En
komplicerad ekvation tagen pa mAafa kan inte ha en intressant
matematisk teori; cn ekvation som beskriver ctt intressant fysi-
kaliskt fenomen, ar alltid matematiskt intressant. Den firsta
mdojligheten &r nu att de uppstdllda ekvationerna kanske inte
pi ett riktipt sitt beskriver den mycket komplicerade och icke-
traditionella fysikaliska situationen. Den andra, fullt tinkbara
och dystrare mdijligheten ar att problemet inte dr fysikaliskt
intressant, dvs. att det principiellt inte gir att kontrollera véte-
bombreaktionen.

Med en viss dverdrift kan man siga att hela den matema-
tiska analysen vuxit fram under strivandena att behandla
fysikens differentialekvationer. Detta har skctt under stindig
vixelverkan mellan matematiken och naturvetenskapen, si att
alltsd naturvetenskapsminnen utnyitjat de framsteg som gjorts
i matematiken att beskriva nya fenomen. Det dr utomordentligt
betydelsefullt att mojligheterna till denna vixelverkan bevaras
och att férbindelsen mellan ren och tilimpad matematik hills
&ppen.

{ Vi skall konkretisera vad vi hittills sagt med ett speciellt
exempel som innehdller manga av de viktigare idéerna i hela
tankebyggnaden. Det dr inte nédviandigt for fortsittningen men
utan handfasta illustrationer blir allminna resonemang girna
innehillsldsa.
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Alltsi: vi har givet en funktion p(f) pd 0<z<1. Vi antar att
p(1)y ir mycket regulir — t.ex. ett polynom — och positiv. Vi
studerar funktioner #(1) sd att {0)=0 och f{1)=1 och vill hitta
den eller de funktioner som gdr uttrycket I()

1= S/ 02+ p)j(02dt

sa litet som midjligt. [Forssk visa att om p=0 dr f(t{)=t enda
lisningen.] 1(f) har fysikalisk tolkning som energi och proble-
met galler alllsd ait hitta en vig som ar si litet energikrivande
som mjligt.

Matematiskt dr dctta ctt variationsproblem och behandlingen
sonderfaller i foljande delar.

1. Finns det ndgon funktion som ger minimum?

I vilket fall som helst finns det en foljd 7,(f) sa att I(f,) nir-
mar sig minimivirdet M. Vi bildar nu for tva olika index n
och m I(f,)+1(f,) cch skriver om detta:

1) +1t0=2 {7 i "”)Z-er(t) (@)Z]dm
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Att denna relation gidller beror pd att de dubbla produkterna
tar ut varandra i higerledet. Den forsta integralen dr I{(f,+
+fw)/2) och den andra 1((f,— f,,)/2) sa relationcn kan skrivas

Om vi tolkar 7(f) som en kvadrerad ldngd (jfr tabellen pa s. 98)
utsdger relationen att summan av kvadraterna av cn parallello-
grams sidor dr lika med summan av diagonalernas kvadrater:
Vi ser i figuren att nir siderna 7, och f,, blir ndstan lika linga
som halva diagonalen (1/2)(f,. + 1) blir lingden av andra diago-
nalen liten. 1 var situation fungerar detta pd féljande sitt.
(1/2)(f,. + 1) antar ocksi de ritta viardena i 1=0 och r=1.Efter-
som M var minimivirdet giller 2 I((f,+f,)/2)>2 M. Vinster-
ledet niirmar sig 2M nar n och m vixer. Alltsdé nirmar sig

I{1/2)(f.~ £,)) noll, dvs.
FL(f ~fn At =0 och  £1p(0(f,~ f,)2dr 0.

Om vi tolkar dessa integraler som (avstind)? innebar detta att
avstinden mellan funktionerna narmar sig noll di index vizer.
Det allménna integralbegreppct (se s. 99) garanterar nu att det
finns en funktion g(t) som funktionerna nidrmar sig. For g(f)
giller verkligen I(g)=M, som man ganska lidlt inser. Vi obser-
verar att det ar helt omojligt pd detta stadium att veta ndgot
om g(7) ar en intuitiv”’ eller oregelbunden funktion. Speciellt
vet vi ingenting om existens av g:s andra-derivata.

106



2. Finns det mdnga funktioner som ger minimum?
Det #r Litt att se att svaret ar nej. Om nimligen g och h
bida ger minimum si giller av samma skil som forut:

2M=I(g)-\-1[h)=21(53h) +2IE=1> 2 M+2 I(E-;-;h-).

Det sista uttrycket méste alltsd vara <0 men bestar ju av kva-
drater och ar dirfér >0. Alltsa féljer

I3 - 1ydi=0, f} p)h(t)—g®)*=0,

som ger g =h{).

3. Vilka egenskaper har g(1)?

Vi skall utféra en operation pd I(f) som precis motsvarar
vanlig derivering f&r vanliga funktioner. Om ¢(x} r en av vira
testfunktioner pa sidan 100, sa uppfyller g(t)+u - @(z) randvill-
koren (eftersom ¢(0)=¢(1)=0) {6r alla tal x. Bilda nu I{g+
+u-g), som dr >M, och utveckla kvadraterna. Ordna siut-
ligen resultatet efter potenser av i, DA finner vi

Hg+u-@)=1(2)+2u (g + pli)gp)dt + ull(p).
Andragradspolynomet i z maste ha minimum=M f5r u=0.
Alltsid maste derivatan med avsecnde pA i vara noll fér u=0,
dvs.

T(¢)=[L(g's" +p g w)dr =0.

T(p) dr “derivatan av J med avseende pa ¢ i punkten g”. Vi
finner att i minimipunkten g maste alla derivator vara noll.
Om nu g kan deriveras giller

I +g"p)di= [} (g'¢)di=0
och T(p)=0 ger fér alla ¢
fol=g”+pg)pdt=0.

Parentesen mdste di vara noll och g skulle di vara en ldsning
till differentialekvationen g” —pg=0. Om p=0 giller alltsd
() =0, g'=konstant=A och g=At+B. g(0)=0, g(1)=1 ger
gl{t)=1, precis som vi tidigare nimnde.
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Nir vi nu inte vet om g” har mening, miste vi toika ckva-
tionen i de gcneraliserade funktionernas betydelse och vi ser
hir i ett konkret fall hur huvudproblemct blir att visa att en
viss generaliserad funktion dr en vanlig funktion. Detta kan
15828 men vi lamnar hir problemet. Vad vi skall ligga miirke
till i ovanstiende dr hur naturligt det allminna integralbegrep-
pet kommer in i kalkylen. Vidare ser vi hor fullstindig ana-
login med vanliga funktioner kan géras. Punkter byts mot
funktioner, riktningar mot vektorrummen # - p{x),— < <u< o,
Samma teknik utnyttjas ocksi for partiella differentialekvatio-
ner och dr dverhuvudtaget fundamental £6r bdde matematiken
sjdlv och fér tillimpningar. >

Vi har i exemplet sett att man kan tinka sig nigot som Iik-
nar koordinater dven fér funktioner. Men hur skall vi inféra
koordinatsystem? Alla vet att dessa bdr anpassas till proble-
met {6r att detta skall kunna behandlas Tramgéngsrikt och blj
enkelt. Ekvationerna xy=1 och 12x2+ Txy—12y2+2x+ 11y -
—27=0 representerar samma kurva (hyperbel) i olika koordi-
natsystem, men ingen kan vil tveka om att den forsta fram-
stallningen dr enklare och siger mer.

Nyckeln till problemet om koordinatsystem {ér funktionsrum
finns i tabellen pa s. 98. VI fortsiitter den:

Tva vektorer (funktioner) dr vinkelriita eller med andra ord
ortogonala om

Ortogonala | (x, ) =x;y,+xy,=0 | (f. @)= [H{Dg()dz=0.

Om nu a! och a2 ir tva vinkelrita vektorer av ldngd 1 i planet
kan vi dela upp varje vektor x pa féljande sitt:

Komposanter x=(a), x)al +(a?, x)a?
Pythagoras sats (lingden x)2=(a!, x)2+ (a2, x)?

I rymden behdvs, som man 14tt inser, 3 basvektorer a for att
man skall kunna dela upp alla vektorer pa analogt site:

x=(al, x)a' + (a2, x)a? + (a3, x)a®

{Langden x)2 = (a1, x)2 + (a2, x)2+ (a3, x)2.
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Det hela dr bara eft sitt att skriva koordinatsystem. Vad skall
vi sitta pd ?:s plats?

¢ Dct behavs nu oindligt manga koordinataxlar =basvcktorer
a=Tfunktioncr a(t). De skall vara ortogonala, dvs. _féai(r)ztf(!)dz =
=0 om i=7i. Dessutom skall de vara tillrickligt manga” si att
ingen riktning fattas. (Jir att tvd vektorer a inte ricker i rym-
den.) Vi fir di bestimt “koordinater till en funktion”, nim-
ligen talen

;= (&, )= [t f(ndt.

Dessa tal bestimmer entydigt funktionen och Pythagoras sats
giller. Pythagoras sats:

féf(!)2£11=a12 ba2-.ta e,
Det enklaste exemplet pa koordinatsystem an(z} dr valet
a’()=1, an(r}=V2cos(n=!), n=1, 2, ....

Faktorn |2 skalt vara med si att [an(r)2dr=1. [Kontrallcra
att (w2, an) =0,
Komposantuppdelningen dvergar nu i en odndlig serie

@l (1) + apa(+. 4o a4 ..

och frigan dr nu i vilken mening denna serie representerar
funktionen f. Man kan bevisa att

j’g] (FO — (@l () + () + . . .+ e,am(0))2dr

nirmar sig noll di n vixer. Detta sdtt att uttrycka konvergens
#r hir helt naturlig — avstindet mellan § och summan gir mot
noll — men ur praktisk synpunkt dr man mer intresserad av
vanlig konvergens. Denna friaga dr mycket komplicerad och
langt ifran utredd. Torst nyligen har det tex. bevisats att om
f(r) dr en kontinuerlig funktion och a"(r) 4r V2 cos(r = ¢) sa
konvergerar serien utom pa en mingd vars lingd dr noll. )

{ Det trigonometriska systemet ar mycket anvindbart f&r
studiet av differentialekvationer beroende pd att nar man deri-
verar, s dndrar sig koordinaterna pi ett enkelt sitt. Speciellt
[Ampligt dr att anvinda de komplexa funktioncrna a{f)=eit =
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=¢Qs nt +1sin nt, eftersom &' (fy= —n sin nt +in cos nt=in eint=
=in a(r). Derivering av en funktion motsvarar allisa multiplika-
tion med (in) av a:te koordinaten. Vi skall se litet nirmare pi
motsvarande problem i flera variabler och inskrinker oss hir
till tvd variabler.

Vi bygger hdr upp allminna funktioner med hjilp av de
specielia funktionerna a(f)=e'(=1'1+ 22ty =eilet) dir a=(a;, a,) ir
en konstant vektor. Hir giller

— = — i - —_p?2
— ay2-afl), = — o052 alt).
&2 1hadd) 2 5 al?)

Vill man nu 1ésa en sidan ekvation som exempelvis

TERER R G
dar f(z;, t5) dr en given funktion, s bdrjar man med att studera
fallet f(z,, 1;) = a(t). Det allminna fallet behandlas sedan genom
att {1}, ;) sdtls samman av funktioner a{s) pd ett sitt som idr
analogt med det vi anviinde f6r ati bygga upp funktioner pd
(0, 1) med hjilp av V2 cos(n n ¢). For det speciella valet ligger
det nira till hands att prova u=C-eila.7). Ekvationen stimmer
da om

1
@2+ ay?

och komplikationer uppstir bara om a;=ea,=0. Tar vi i stillet
pd motsvarande sitt ekvationen

2w &2

maste vi vilja
1

2 2
b )

och komplikationer uppstir fér alla ¢ med a;=a,. Denna skill-
nad ar den grundliggande forklaringen till att den matematiska
teorin fér de tva ekvationerna (E) ach (H) som vi inférde ovan
Ar sa helt olika. Vi ser att andragradspolynomet i nimnaren &r
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bildat mycket analogt till ekvationens utscende. P4 samma satt
kan man till alla linedira bildningar av derivator tillordna ctt
polynom och om detta polynom antar virdet noll fér «=0
eller hur det nidrmar sig noll for stora o dr helt avgorande for
ekvationens I16sningar. Denna teori har utvecklats starkt under
det sista decenniet och hir har de generaliserade funktionerna
spelat en stor roll, eftersom man for dessa kan tolka vad divi-
sion med sadant som (22— a,2) betyder. Arbetet i denna rikt-
ning fortsitter, i syftet att klargéra fallet di ekvationerna inte
har konstanta koefficienter och att finna numeriska behand-
lingsmetoader. )

En abstrakt teori, av en utomordentlig betydelse for den
matematiska utvecklingen, har ocksd grenat ut sig fran diffe-
rentialekvationerna. Vi kan ju uppfatta differentialuttrycket
som en operation -— eller en funktion — som avbildar en funk-
tion u pi funktionen 22u/8x2+ 82u/8y? eller vilken annan ek-
vation vi studerar, Om vi infor koordinatsystem blir detta
operationer som liknar matriser i fallet av » dimensioner och
man kan hir utveckla teorier som mycket liknar den man har
fér matriser. Nista steg dr att axiomatisera teorin — funk-
tionerna ersitts av abstrakta vektorrum, vi avbildar inte till
samma vektorrum utan mellan vektorrum, avstdndet som var
definierat genom [] (f—g)2dt ersitts av en allmin topolog
osv, Hirigenom har en stark algebraisering skett av analysen
och den utveckling som hir antytts pd nagra rader har i sjilva
verket varit en dominerande forskningsinriktning under méanga
decennier och ar fortfarande mycket betydelsefull.

{ Sirskilt viktiga for tillimpningar dr si kallade egenvirde-
problem. Man har di en homomorfi & frin ett vektorrum ¥ till
sig sjilv h: V—F, och man soker element u s att u—id-u,
A komplext tal. Om tex. h ir d2u/dx?+ k(x)- u, beskriver 18s-
ningarna u till k(u)=in svingningstillstand hos en string och
motsvarande tal 4 beskriver mojliga toner. I flera variabler
uppstar motsvarande problem till exempel vid beskrivning av
en atoms mdjliga tillstdnd, och kvantmekanik kan i stor ut-
strackning anses vara teorin for dessa speciella problem. »

{ Lat oss avsluta dven detta avsnitt med att antyda négot
man inte vet, Man kan beskriva ett egenvirdeproblem genom
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att siga att man har givet en homomorfi A: ¥ = ¥, och att
man stker en endimensionell rymd L {nimligen 7u dir ¢ antar
alla komplexa talvirden) som avbildas pa sig sjilv av i: L.
Det dr litt att hitta homomorfier A for vilka nigon sidan
endimensionell rymd inte existerar. Men om vi har en godtyck-
lig kontinuerlig homomorfi A, existerar det alliid nigot mindre
rum L i V si att h: L—=L? Detta dr ett berdmt dppet problem
i detta omride.

Kommentarer

En vilbalanserad framstillning av den traditionella férsta ars-
kurscn i matematik vid vara universitet finns i fdljande tva
bocker

M. H. Protter, C. B. Morrey Ir, Calculus with Analyiic Geo-
metry. 1963, och Modern Mathematical Analysis. 1964 {bada
pa Addison-Wesleys férlag).

Man kan jimifdra dessa med de nyare svenska. mycket abstrak-
tare och mera formalistiska héckerna. De ryska lirobdckerna
Ar i regel éinnu mer konkreta dn dessa bida.

En intressant diskussion om den tidigare synen pd divergenta
serier finns i de forsta kapitlen av

G. H. Hardy, Divergent Series. Oxford 1949.

Den Brownska rorelsen och dess fysikaliska betydelse diskute-
rasi

Albert Einstein, Investigations on the Theory of the Brownian
Movement. Dover 1956,

Den matematiska teorin ar svir. Se t.ex. Fellers nedan citerade
bok, del i, kap. 8.
En kort framstillning av Lebesgucintegralen finns i

Y. C. Burkhilt, The Lebesgue Integral. (Cambridge Tracts in
Mathemnatics and Mathematical Physics, no. 40.) Cambridge
1959,

Det allminna integralbegreppet behandlas tex. i
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H. L. Royden, Real Analysis. Macmillan. 1963.
Om Hilbertrum kan man Jisa i tvaA bocker av

P. R. Halmos, Finite-dimensional Vector Spaces. Van Nostrand
1958, och Inrroduction to Hilbert Space. Chelsca 1951,

Generaliserade funktioner — eller distributioner som de i regel
kallas — inférdes systematiskt av L. Schwartz under senare
delen av 1940-talet. Han fick {dr sin insats ett Fieldpris 1950,
P4 kort tid har dessa blivit matematiskt allmidngods. En utfor-
lig presceniation finns i

I. M. Gelfand, G. E. Shilov, Verallgemeinerte Funktionen. L
Akademieverlag. Berlin 1960.

Ordinira differentialekvationer kan man limpligen studera i

L. S. Pontryagin, Ordinary Differential Equations. Addison-
Wesley 1962,

och partiella differentialekvationer i

I. G. Petrovsky, Lectures on Partial Differential Equations.
Interscience 1954,

Fourieranalysen finns enkelt presenterad i

R. R. Goldberg, Fourier Transforms. (Cambridge Tracts in
Mathematics and Mathematical Physics, no. 52.) Cambridge
1961.

Att en kontinuerlig funktions Fourierserie 1 regel konvergerar
bevisade forf. 1966 [Acta Mathematica, 1966].

Den f{drsta systematiska undersékningen av allmidnna par-
tiella differentialekvationer gjordes 1955 av L. Hdrmander.
Han pivisade betydelsen av uppférandet av det polynom vi
namnde. Han fick {ér decita arbete ett Fieldpris vid Stock-
holmskongressen 1962. Teorin ir mycket teknisk och finns
framstalld i

L. Hérmander, Linear Partial Differential Equations. Springer
Verlag 1963.
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8. Sannolikhet och statistik

Sannolikhet

Enligt de nya kursplanerna skall undervisning i statistik bedri-
vay bdde i grundskolan och ph gymnasiet. Avsikten med detta
dr i forsta hand att géira eleverna si fortrogna med statistikens
termer och metoder att de sedan som vuxna kan forstd den
statistik som mdter oss Overallt i samhillet. Helst skall under-
visningen ocksd ge s mycket forstielse for dmnet att eleverna
far formaga att kritiskt bedoma vad de laser.

P& pgymnasiet har man emellertid drivit ambitionen vida
lingre. Man vill dir ge en matematisk behandling av sannolik-
hetsbegreppet och behandla s34 komplicerade begrepp som fids-
serier. Man har dirmed gett sannolikhetsteorin en sirstillning
bland tankbara orienteringsomraden utanfdr analysen. Givetvis
ir detta ett viktigt omride med hinsyn till tillampningarna
men det allmédnna behovet ligger utan tvekan inom den beskri-
vande och sociala statistiken. Till detta kommer att sannoclik-
hetsbegreppet 4r ett av de mest komplicerade i matematiken si
snart man kommit forbi si enkla problem som tidrningskast-
ning och kortspel.

Vi anknyter till framstillningen pa s. 29. Vi har alltsi bildat
en midngd M vars punkter skall motsvara elementiira hindelser,
dvs. ett enstaka mojligt resultat av det experiment vi utfér. En
allmiin hindelse r nu en delmingd E av M som vi anser ha
intriaffat om vilken som helst elementir handelse i E intriffar.
(Allt vi nu sysslar tmed #dr att anpassa vart ordval till de
abstrakta begreppen, “resultat”="punkt”, “hindelse” = "del-
mingd” etc.) Vi skall nu gadta si minga hindelser E att syste-
met fir de egenskaper vi beskrev pa s. 29. Vidare skall det
finnas givet en massfirdelning pA M, si att totalmassan &r 1,
och den massa som faller pi E, kallar vi E:s sannolikhet.
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Allt detta ir nu gott och vil men avviker ju totalt frin var
intuitiva idé om sannolikhet. Vi tinker oss dir troligen ett f&r-
sok som kan upprepas obegrinsat minga ginger. Vi intresse-
rar oss fér en viss hindelse, dvs. ent viss mingd E av resultat
av forsbket. Nir vi upprepat férséket n ginger har kanske
resultat i E intriffat 4, ginger. Vi anser oss nu béra tillordna
E sannolikheten p om A4,/n nirmar sig p di r vdxer, dvs. om
alltid i en lang forsdksserie E intriffar ungefdr brakdelen p
av gangerna. Dcnna intuitiva idé innehaller ju manga frige-
tecken. Hur kan vi veta att det finns ett sidant tal p? Hur kan
vi i s fall bestimma det? Skall verkligen "alltid” gilla att
A,/n nirmar sig p? Tar man mycket enkla forsok, som att
kasta en tirning, siger man att resultaten 1, 2, .... 6 prickar
ju alla dr likviirdiga si det dr “kiart” att 1 prick kommer upp
ungefir 1/6 av gingerna. Denna metod att bestimma sanno-
likheter: “det dr ju ingen skilinad pd det hiir och det diir och
didrfdr dr de lika sannolika™ dr egentligen den enda enkla man
kan anvinda. Denna gér sannolikhetstcarin till en tillimpning
av kombinatoriken. I dct allminna fallet 4r problemet emcl-
lertid langt ifrAn klart och i sjaiva verket har under hela vart
arhundrade pigitt en debatt om det logiska sambandet mellan
var intuitiva sannolikhetsuppfattning och den strikt abstrakta
vi forst nimnde. Formellt dr det klart: fGr att passa in vart
cxperiment i den abstrakta ramen skall vi ligga massan p pa
E. Mecn gir det och dr p vilbestimt? Det ser ut som om detta
problem nu skulle fi en 16sning genom att man fitt en hallbar
men iindi tillrickligt allman logisk tolkning av ordet ‘firsgk’,
som lasaren kanske noterat att vi smusslat in utan definition.

Aven ur en annan synpunkt dr grundfrigorna i sannolikhets-
kalkylen besvirliga. Det giller det intuitiva begreppet “obe-
roende forsék™ och "betingad sannolikhet”. Med dct sista
begreppet menas att man studerar sannolikheten fér en viss
hindelse dd man vet att en annan hindelse intriffat. Den
sistniimnda hiindelscn betingar di den {fdrsta. Som ett exempel
kan vi kasta tva tirningar oberoende av varandra. Sannolik-
heten att fi nio prickar finner vi genom att se pa antalet kom-
binationer som ger nio (3+6, 4+5, 5+4, 6+3, dvs. 4 st.) jam-
fort med totala antalet kombinationer 36. Sannolikheten blir
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allisd 4/36=1/9. Om vi emellertid vet att forsta tirningen visar
2 prickar blir sannolikheten efter denna upplysning 0 — det
ghr nu intc att f4 nio — medan om den forsta visar 4 blir den
betingade sannolikheten 1/6 — enbart resultatet 5 pi den andra
ger nio. I del allmiinna fallet betyder betingelsen E att vi en-
bart studerar delmiingder av E och sannolikheten fér cn hin-
delse & blir forhillandet mellan massan pi den del av F som
ligger pA E och massan pad E. Speciellt fAir man se upp med
méjligheten att E har sannolikhet noll — vilket inte far sam-
manblandas med att hindelsen ir omajlig! "Oberocnde f6rs6k™
innebdr nu att man har tvi olika sannolikhetsférdelningar
aoch om man betingar med den ena skall detta inle paverka den
andra. Om detta later svart kan man bara konstalera att denna
begreppshildning @r en av de besvirligaste i matematiken. Det
forekommer ideligen bade i vetenskaplig litteratur och i liro-
bocker att man gor allvarliga fel vid handhavandet av detta
begrepp. Som ett exempel kan ndmnas att begreppet “minga
obueroende forsck™ ar svarare att definiera in di man bara
studerar tva. Att forsdken parvis lir oberoende ir inte tillrick-
ligt, vilket vore litt att tro. A andra sidan dr det denna idé
om oberoende och beroende som ger sannolikhetskalkylen dess
sirdrag — bortser man hirifrin ar allt bara vaanlig integra-
tionsteori.

{Tor att illustrera svérigheterna gér vi tillbaka till var
slumpvisa kurva pd s. 93. Vad man dir gjorde var att i varje
punkt pd ett intervall gora oberoende forsok, sitta ihop alla
dessa kontinuerligt manga férsék till en enda kurva. Denna
kurva ar alltsd totalresultatet av alla forsiken och utgor allisi
en “punkt” i mangden M. Denna bestar da i princip av varenda
funktion y=f(x), hur oregelbunden och diskontinuerlig som
helst. Att nu precisera tillitna mingder av funktioner, fér vilka
vi alltsd skall tala om sannolikhet, ir givetvis mycket delikat.
Vi kanske vill inskrinka oss till att studera kurvor genom
négon fix punkt. Sannolikheten fér en kurva att g genom en
fix punkt (xq v) dr rimligen 0 eftersom friin borjan alla viirden
pa y for x=x; bor vara i stort sett likvardiga. Vi har da just
en sidan betingelse som ger speciella svarigheter. )

En preliminar siutsats av vad som biir kommit fram ar att
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sannolikhetskalkylen som matematisk disciplin och matematisk
beskrivning av intuiliva idéer ger ovanligt stora svarigheter.
Detta giller bAde sambandet mellan verkligheten och beskriv-
ningen och dven teorin sjilv, nidr man kommit forbi den rent
kombinatoriska aspekten.

Vi gir emcllertid vidare och skall se vad som kan komma
fram vid studiet av sannolikhetskalkylen. Man vill forst fa ut
kvantitativa resultat ur beskrivningarna. Om en tirning visar
2 prickar, tillordnar man darfér denna elementira hiindelse
talet 2. Om cn rekryt dr 180 cm lang, r det naturligt att hir
tillordna talet 180. Matematiskt innebir defta att man studerar
funktioner ¢ definicrade pA mingden M; ¢: M — reella talen
t.ex. men dven komplexa funktioner dr viktiga. En sidan funk-
tion dr vad man kallar statistisk variabel och skall hiir beteck-
nas symboliskt med Z. Egentligen har man hiir inte gjort nigon
ny definition: varenda funktion pd M ir ju en statistisk varia-
bel. Slutligen ett begrepp till: sannolikheten for att ¢(m) ir
< x kallas fordelningsfunktionen till  och betecknas F(x). F(x)
vixer alltsd fran O upp mot 1. F:s derivata kallas frekvensfunk-
tion och betccknas f(x). Medelvirdet av den statistiska varia-
beln definieras si genom integralen

for sddana fordelningsfunktioner F(x} som har kontinuerlig
derivata. Om vi symboliskt betccknar sannolikhetsmassan pd M
med P sd skulle vi kunna skriva samma integral pd féljande
satt

och vi har hir ett exempel pi integration &ver en abstrakt
mingd. Vi skall uppfatta integralen som en slags summa dir
vi lagger ihop dec olika virdena som ¢ kan anta var och en
med den vikt som massan=sannolikheten anger. I tirnings-
fallet stimmer denna tolkming precis. Funktionen ir ¢: (n
prickar) —» talet n (n=1, 2, ..., 6). Massan dr 1/6 i var och en
av de sex punkterna i M och medelvirdet biir

glm)P(m) +. . . plmg)Plngy=1- 1+2 -1-1-. o+ 6- 1,= 3,5.
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Fix)
1 A
t +— } t } >
1 2 3 4 5 6 =
Fig, 37

Motsvarande férdelningsfunktion F(x) ser ut som fig. 37 visar,

Om man ritar upp fordelnings- och frekvensfunktioner for
olika iakttagelser i naturen och i samhillet fir man ofta (men
absolut inte alltid!) en frekvensfunktion och férdelningsfunk-
tion som aterges i fig. 38. Ekvationen for f dr f(x)=Ce-clx- 19,
som efter limpliga variabeltransformationer blir

[z
Faktorn 1/)/x motiveras av att 1 fu(x)dx skall vara=1. Denna
sorts kurva mdoter man om man studerar lingden hos rekryter,
stjdrnors ljusstyrka eller de fel som uppstir vid en mitning och
det giller precis vilken mitning som helst dir antalet felkillor
ar stort. Av detta sista skil kallas kurvan ibland £6r felkurvan.

&) 4 F(x)
1 4
a—] » - R ) .
T g 1 7
“ X “ X
Fig. 38

118



Vad 4r orsaken till att denna fordelning beskriver s manga
olika fenomen?

Féljande matematiska sats innchéller forklaringen. Om Z|,
Zy o wZ,, ...alla ir oberoende var och en med medelvirde 0
och rimligt regelbundna, sa dr allid for stora virden pid n
Zi+Z,+...+Z,, efter multiplikation med en limplig faktor,
fordelad nistan som en feikurva. Om alla Z, dr lika, alltsd
representerar samrna forsik, blir faktorn ungefir 1/)/n.

{ For att belysa detta, tag som varje Z, att vi kastar krona
och klave och riiknar krona som +1 och klave som -1. §,=
=(1/VeNZ,+2Z,+...+Z,) representerar di hur mycket man
vunnit (eller forlorat), delat med }'»n. Om vi nu bildar medel-
virdet av funktionen ey, for eft fixt virde p4 t med avseende
pa den fordelning som hor till {1/}'n)(Z;+Z,+...+2Z,) si far

V1
AN 18 Tl
y Vs t\n
(t_}__ Zf‘ ]n) —(CUSI_H) i

Vi gér detta troligt genom att berikna fordelningen fér §, £6r
pigra virden pa n.

n=2. s, -T2 © +]2
Sannolikhet 5 4
2
§ == P _3!‘
le—Zeslon, Loyze Qe_t° te l )
2
1 1
' -3 - = )3
3 13
k 1 3 3
Sannalikhet 3 3 ]
8 8 8 8
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cosu

“u
Fig. 19
e g -2 =1 0 +1 +2
_ 1 4 6 4 1
Sannolikhet 16 16 16 16 16
16 16 16 16 16 o2 /

Nu antar cos ¢ i u=0 samma virde som {1 —u%/2). Detsamma
giller funktionernas derivator och andra-derivator och funktio-
nien 1 —uw2/2 liknar alltsd i hog grad cos u for sma u (se fig. 39).

Vi fir da

tAn } 12\n . bl
(cos 1,7) = (ungeffr) (1 45;) = ‘ 1 “5e } -
7

=(ungcfir) e—r32,

Den sista relationen giller eftersom [1—(1/x)]* nirmar sig 1/e
di x vaxer. Medelviirdet f8r ¢S, ir alitsi ungefir e-*%2 nar
n vaxer. Nu finns det en formel, ndimligen
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Fig. 40

som visar att felférdelningar ger precis samma medelvirde fér
e= f5r alla 1. Detta dr ett indicium pd vart pastdende och pre-
cis den bevisidé vi hir anvini kan anvidndas for ett riktigt
bevis, dven i det allminna fallet. »

Pa vilket siitt forklarar nu denna rent matematiska sats att
felkurvan upptrider vid alla de olika fenomen vi nimnde. Nir
vi utfér en viss miitning, uppstir ett fel, Z,, beroende pa slar-
vig instillning, ett annat Z, pd grund av felaktig avlisning, ett
tredje Z; pi grund av oférutsedda yttre variationer asv. Var
och en av dessa kan acksd delas upp i komponenter, som hir-
1or frin olika och oberoende orsaker. Det totala felet Z blir
nu=Z;+2Z,+... dir varje Z; ar mycket liten, och enligt vir
sats skall defta vara approximativi fordelat enligt felkurvan. PA
samma sitt beslims en persons lingd av en méngd samver-
kande och oberoende omstindigheter, var och en av liten bety-
delse, och resulatet férdelar sig di ocksd efter felkurvan. Det
bér dter betonas att fastin denna kurva dr mycket vanlig be-
skriver den ingalunda férdelningen for alla fenomen. Det kan
ju tinkas att en bestimd orsak dominerar dver de andra och
effekten av denna orsak kommer di att sla igenom i resultatet.
Tar man som exempel sannclikheten for att man fir vinta en
tid <x i en kG har den ofta en férdelning av typen (fig. 4Q)

0 , x<0

Fx)= 1-¢g-x x>0.

Det resultat som vi hidr diskuferat &r ett exempel pi den
viktigaste typen av forskningsresultat i den traditionella san-
nolikhetsteorin, Man studerar alltsi under olika antaganden
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Fig. 41

hur ett stort antal forsdk samverkar och vilka grinsfordel-
ningar som kan finnas. Denna forskningsrikining ger bade
betydelsefulla resultat for tillimpningar i statistik och eleganta
matematiska resultat.

Vi var nyss intresscrade av vilka virden §, kunde anta och
med vilka sannolikheter. Nista steg ar att samtidigt studera
hela foljden §;, 85, ... §,. Om vi tar bort faktorn 1/}/n igen
kan vi Askadliggora forloppet i ett diagram (fig. 41).

Vi fir alltsd en slags slumpvis kurva med hdrn f6r heltals-
virden. Ett sidant hir férlopp dr en stokastisk (=statistisk)
process och studiet av dessa dr numera den viktigaste grenen av
sannolikhetsteorin. De slumpvisa kurvor vi tidigare studerat ar
tydligen en kontinuerlig motsvarighet till den enkla process vi
nimnde. Ofta dr det lampligt att uppfatta r» som tid och pro-
cesser av detta siag beskriver di t.ex. férlopp av foljande slag.
Nar vi nu vet att vid tiden r=n ett fysikaliskt system (kanske
ett antal atomer eller en ko framfor en biljettlucka) befinner
sig 1 ett visst tillstAnd T (hastigheter och ldgen, eller antal van-
tande personer) dr sannolikheterna kdnda fér att systemet vid
nista avldsningstid, n + 1, skall vara i ett tillstand 1, 2, ... Vi
vill nu veta t.ex. systemets livslingd i medeltal i atomfallet eller
i kofallet medelvintetid fér att kunna avgdra om vi skall
Oppna en biljettlucka till.

{ De stokastiska processerna har alltsi en stor betydelse i
teknik av olika slag. De sammanhidnger ocksd pd ett mycket
intressant satt med andra matematiska omriden. Vi skall iflu-
strera detta med ett exempel. Vi studerar ett omrade i planet
och viljer ut en del av omradets rand (se fig. 42). Tag nu
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Fig. 42

slumpvisa kurvor som gir ut fran en viss punkt (x,y) i om-
radet niir vi later alla rikéningar vara lika sannolika och fel-
kurvan bestdmmer fordelningen av avstandet mellan tvd punk-
ter.

Sannolikheten att vAr kurva triffar den utvalda delen av
randen fore resten av randen blir di en fuonktion u av (x, y).
Denna funktion kan nu visas vara en 18sning till ekvationen
dIyjexZ+ a2y/2y2=0. Detta resultat kan nu anvandas till en
riatt forbluffande metod att ldsa denna differentialekvation
numeriskt. Man lottar di en lang svit tal och matar in dem i en
datamaskin. Dessa lottade tal f&r nu styra den process vi be-
skrev, nir vi inskrinker (x,y) till att variera i ett finmaskigt
kvadratiskt n#t. Vi undersdker nu hur ofta vi triffar den
aktuella randbiten férst och fir d& en ungefirlig uppfattning
om sannolikheten z. Denna numeriska metod kallas Monte
Carlo-metoden. Den ir inte sirskilt effektiv i detta fall (dvs.
det fordras for minga kalkyler for att fi fram ett bra resuliat
=det tar for lang tid) men i andra sammanhang ir metoden
av praktisk betydelse. )

Statistik

Statistiken 4r en vetenskap med mdinga olika aspekter, dir
matematiken ingalunda Ar den viktigaste. Vi sirskiljer nigra
olika moment.
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Det forsta stadiet brukar bestd i insamlande av det material
man onskar studera och i redovisning av detta material.
Poingen med statistiska studier ar di att man i regel inte redo-
visar totalbestindect. Ar vi intresserade av lingden hos svenska
min miter vi inte alla manliga innevanare, och vill vi studera
kvalitén hes en viss produkt innan den famnar fabriken gor vi
ett urval. Ett annat {drfaringssitt skulle bli alldeles for dyrbart
och for dvrigt behdvdes i s fall ingen vetenskap. Ett sddant
urval kallas stickprov. Det iir nu helt avgérande att stickprovet
avspeglar hela bestdndet. Om vi miter Jingder, maste alla ald-
rar, socialgrupper osv. vara representerade i urvalet. Ett annat
exempel: om vi skickar ut ctt frigeformulir och fir 80 %o
tillbaka besvarade ir det inte bara mdjligt utan till och med
troligt att de aterstiende 20 % representerar vissa bestimda
grupper ach att dirfér de 80 %o inte dr ett representativt urval.
I fysikaliska experiment dr det avgdrande att man kan kontrol-
lera de yttre betingelserna. Av de méinga fel som gdrs vid an-
vindningen av statistiken dr detta med icke-representativa ur-
val ett av de vanligaste. Att komma forbi denna svarighet dr
en icke-matematisk beddmningsfraga, som alltsa dr central vid
anvindning av statistik.

Nista steg ar att redovisa materialet och pd ett schematiskt
sitt beskriva det. Detta sker med tabeller, kurvor och i popu-
lira sammanhang numera ofta med gubbar och figurer av
olika slag. Aven detta dr en praktisk friga utan egentligt mate-
matiskt intresse. Det finns ocksd hir stora mojligheter tiil
tendentids framstillning. Ett matcmatiskt begrepp beskriver
inte sikert pd ett riktigt siitt en férdelning. Om vi tex. anger
den mycket higa medelinkomsten 1 Forenta staterna har vi
inte gett en antydan om den mycket utbredda fattigdom som
finns dar. Vi kunde ju f4 en medelinkomst pa 4 000 dollar om
hiilften av innevinarna tjiinade 8 000 dollar och hilften nol],
likavil som om alla hade 4 000 dollar i inkomst, men de tvd
samhillena vore onekligen ritt ofika. Sirskilt med grafisk
framstillning kan man skapa illusion av storre eller mindre
skilinader, alltefter framstidliningens syfte, som alla lisare av
politiska skrifter kan konstatera.

Matematiken kommer in i sammanhanget forst di man vill
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analysera materialet. I regel ir situationen nigon av ctt fatal
standardtyper. For dessa d4r den matematiska analysen genom-
ford en gang fir alla, och ett problem far di karaktiren av att
man stoppar in sitt material i en formelapparat och trycker pd
knappen. Det dr scdan av underordnad betydelse hur maskinen
ar hopsatt, och i sjdlva verket idr konstruktionen sa pass kom-
plicerad att dven majoritcten av vara utvande stalistiker inte
kanner till den. Det betydelscfulla ligger i verifikationen att
forulsittningarna for formeln &r uppfyllda och hidr gérs de
flesta felen. Nigra exempel. Ar det nigon skillnad i lingd
mellan svenskar och norrman? Man gdr ett urval av vardera
och provar med nigon standardmetod sannolikheten att bada
urvalen har samma férdelningsfunktion. Ett test pi att tva
fordeiningsfunktioner ér lika har en ganska komplicerad mate-
matisk teori, men alla statistiker klarar Litt problemet (kan
man hoppas!). Ar det nigot samband mellan cigarrettrokning
och lungcancer? Man gir ett urval av cigarrettrékande personer
och observerar lungcancerfrekvens och gér motsvarande med
en kontrollgrupp. Man kan sedan med matematiska metoder
analysera om den iakttagna skillnaden i frekvens kan bero pi
slumpen. Det d4r mycket viktigt att obscrvera att man hirmed
inte kommer At den viktigaste frigan, namligen omcigarretterna
orsakar cancer. Det kanske finns fler cigarrettrokare i stider
och kanske det 4r stadens rok eller stress som orsakar dkningen
i cancer. Statistiska orsaksanalyser #r mycket kompliccrade och
icke-matematiska moment spelar en avgirande roll.
Sammanf(attningsvis ir alltsi de betydelseluilaste aspekierna
pA statistiken icke-matematiska. For de flesta av oss dr de
sociala tillimpningarna de viktigaste och ocksd de sviraste.
Givetvis 4r statistikens sprik ph cte naturligt siit maicmatiken,
men de matematiska {corierna har c¢n relativt underordnad be-
tydelse. Vi behiver alla vana att lisa och bedoma tabeller och
vi behdver ett kritiskt sinne gentemot slutsatser dragna ur sta-
tistiska resonemang. Det ir en angeligen uppgift for skelan
att ge detta. Ddaremot dr det orimligt att skolan skulle kunna
ge cn effcktiv undervisning 1 sjiilvstandigt utnyttjande av sta-
tistik. De matematiska grundproblemen dr svara, insamlandet
av materialet &r fullt av fallgropar och det fordrar stor er-
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farenhet att veta vilken matematisk-statistisk apparat man skall
utnyttja.

Den naturliga f6rankringen av statistikundervisningen borde
dirfdr vara inom dmnet samhillskunskap, kanske under med-
verkan av matematikliarare, men det bior klart sigas ut att
detta dmne till sin natur dr ndgot annat &n matematik. Statisti-
kens starka stillning i matematikkurserna — som alltsd beror
pid bedémningar av nigra “experter” i SkolGverstyrelsen —
har medfdrt en stor forindring av universitetskurserna som
ur matematikimnets egen synpunkt dr helt felaktig. Vi har har
ett drastiskt exempel pd hur en diskutabel skolreform sned-
vrider universitetsutbildningen. Sannolikhetsliran hor didremot
givetvis hemma | matematiken, men dess betydelse bor bedd-
mas gentemot alla andra omriden av @mnet, som det kan vara
Onskvirt att ge undervisning i.
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9. Matematiken 1 samhiillet

Vi har pA de fdaregiende sidorna upprepade ganger talat om
matematikens tvd roller. Den ena rollen spelas av den “rena”
matermnatiken. Denna staller sjilv sina problem, formulcerar sjdlv
sina definitioner och mal. Dess virderingar ir dess egna och
de kan nidrmast jaimforas med estetiska. Matematikern talar
gdrna om vackra satser och bevis; med detta menar han att
resultatet ger ny belysning och férklaring tili ndgot omrade och
att det ar enkelt, Gverraskande, klart och slutgiltigt. Bevis och
slutledningar skall vara logiskt fullstindiga {"modulo™ mate-
matikens grunder, varom mera strax) och byggda pd klara
definitioner,

Den tilkimpade matematiken & andra sidan utnyttjar mate-
matikernas sprak for att beskriva fenomen [ naturen. Man ir
hir mindre intresserad av logiska bevis 4n av resultat. Prak-
tiska metoder att effektivt berikna de intressanta kvantiteterna
dr huvudsaken, medan forklaringen till att metoden fungerar
(liksom di ocksi dess eventuella begransningar) fir komma i
andra hand.

Mellan hdger- respektive vinsterflyglarna inom dessa bada
grupper riktas ofta skarpa skott. Den renaste rena matemati-
kern betraktar den tillimpade matematikern som en lésaktig
slakting som han helt férskjuter. Han féraktar bristen pa
stringens och anser sig sjalv representera hojden av intellektuell
aktivitet. Han talar giirna om, som nagot berdmvirt, att hans
matematiska teorier aldrig kommer att profaneras av nagon
tillimpning. — Vad han d& bortser fran (bland annat) ir att
de matematiska begrepp och férestillningar som han arbetar
med i grunden genomgiende kommer frin verkligheten och
direkt fran tillimpningar. Aven nir det giller detaljer kommer
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frigestillningarna ofta frin fysiken och en av de starkaste
indikationerna pa eft matematiskt intressant problem ar en
intressant tillimpning. Att sedan matematiska omriden utveck-
lar sig sjilva enligt sina egna logiska lagar strider inte mot
deita grundforhillande. Formodligen var denna grupp starkare
och mera krigisk tidigare under 1900-talet di man i Russclls
anda fortfarande trodde pa ett slutet logiskt system innefat-
tandc hela matematiken. Som vi sett har senare undersdkningar
visat att de logiska sammanhangen &r sd komplicerade att
ndgon totalldsning troligen intec kan konstrueras. Detta har
varit grunden tili en viss ddmjukhet och sjilvbesinning.

Aktiviteten pd den tillimpade vinsterflygeln har i stillet
vuxit under senare ir. Man anser ciir den rena matematiken
vara en lek med symboler i eit slutet system utan egentligt
intresse for virlden utanfér systemct. Den &r alldeles fér
abstrakt och utnyttjar en si invecklad och till stor del om-
konstrucrad terminclogi, att den #r helt obegriplig for icke
invigda. Det kritiseras, med ett visst berdttigande, att matema-
tiker behirskar invecklade logiska strukturer, men ber man
dem numeriskt berdkna en ldsning till en viktig differential-
ekvation, sd kan de inte det.

Den viktigaste bakgrunden till aktiviteten har emellertid
varit "den nya matematiken” i skolan. Denna sysslar enligt
kritikerna alltfér mycket med onyttiga begrepp (sisom ming-
der), stringenta och invecklade definitioner av intuitiva idéer
(t.ex. funktioner och reella tal) och subtila diskussioner av
sidlvklara resultat (tex. att en kontinuerlig funktion pi ett
slutet intervall dr begrinsad). Harigenom ger den for litel av
aktiv kunskap att verkligen beriikna nagot konkret, att i fram
18sningar till faktiska problem.

Decnna aktivitet har pa vissa hall i virlden lett till en mycket
skarp motsdttning mellan ren och tillimpad matematik. Detta
géiller speciellt i Frankrike och vid vissa universitet i Férenta
staterna. P4 lingre sikt kan detta fA mycket negativa féljder
och anstringningar borde goras av alla berdrda parter att ana-
lysera orsaken till situationen ech framfor allt att sitta sig in
i motstindarnas argumentering, si aft motsitiningarna &ver-
bryggas.

128



Pa det hela taget dr den skisserade forestdllningen om den
rena matematiken knappast réttvis. Det dr klart otillfredsstal-
lande ait acceptera matematiska beskrivningar bara darfér att
de i praktiken hittills visat sig fungera genom att de ger resul-
tat som overensstammer med iakttagelser. Inte fdrrin en be-
skrivning dr matematiskt genomarbetad kdnner man dess gil-
tighetsomride och férstdr sammanhangen. Detta hindrar natur-
liglvis inte att man kan prova hallbarheten i en beskrivning
utan full matematisk stringens. Detta arbetssiitt anviinds alltid
dven I den rena matematiken fér att se vart den inslagna viigen
leder. Men malsittningen bor i bida fallen vara en logiskt
sammanhiingande teori. ”"Vad du ej klart kan siga, vet du ¢).”
Samspelet mellan tillimpningarna och logik &r emellertid, som
vi tidigare sclt, mycket mera komplicerat och dubbelriktat. Vi
skall dter ta upp Newlons insats, som 4r helt mirakulds | sin
geniala intuition. Niar han formulerade sin gravitationslag —
att det finns en kraft mellan tvA kroppar omvint proportionell
mot avstindets kvadrat — innehsl] de matviirden som skulle
forklaras med lagen fel pd kanske 5 . Intle desto mindre dr
lagen sann med 1000-tals gnger noggrannare miatvirden. P3
ett underbart sitt innchiller alltsi lagen mer sanning dn vad
den konstrucrades [8r att férklara. Hur dr detta majligt? Enda
tankhara “f6rklaringen” dr att en enkel Jag som denna avspeg-
lar fundamentala, ndrmast logiska lagar (av typen Newtons lag
att en kropp har en massa som dr obercende av dess tillstdnd
fér dvrigt eller Einsteins lag att det inte dr sA men att det inte
finng ndgon storre hastighet dn ljuscts). T sdkandet efter dessa
lagar spelar den logiska analysen av de matematiska begrep-
pens samspel en avgdrande roll, och denna analys har i hag
grad utvecklats under de senastc decennierna. Det dr mycket
sannolikt alt | denna utveckling idécr och resuitat kommit
fram, som skulle kunna medfora stora framsteg i tillimp-
ningar om fysikerna kdnde ill dem. Detsamma giller de nya
stora framstegen pi de traditionella omridena, speciellt inom
teorin for differentialekvationerna.

Matematikens relation till tillimpningarna kompliceras cmei-
lertid av just de forhallanden vi nu berdrt. Vi har konstaterat
aft fysikens naturbeskrivningar i regel har formen av differcn-
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tialekvationer och att den matematiska analysen i stort sctt kan
anses vara en teori ntvecklad kring dessa diflferentialekvationer.
Den matematiska forskningen har under scnare ar avligsnat
sig frdn dessa omraden mot speciellt topologi och algebra. Det
ir inom dessa omrdden de vikiigaste resultaten nu uppnas och
det dr hdrifrin de starkaste impulserna till fordndringar kom-
mer. Dessa férindringar har skeit under ett par decennier och
har medfort att fysiker och andra naturvetenskapsmin star
frimmande f6r dagens matematik. I andra riktningar ser
manga matematiker ingen anvidndning eller tolkning av sin
forskning och fgrlorar intresset for tillampningar. Situationen
har alltsd karaktiren av en oddmpad svingning som tenderar
att dka avstinden mellan stindpunkterna.

DA det giller ait beddma om situationen dr ohjilplig eller
¢j ar naturliglvis den avgirande frigan om den nya inrikt-
ningen av matematiken i objektiv mening saknar betydclse
utanfdr dmnet eller ej. Svaret kianner ingen, men man maste
bestamt varna for den fdrutfattade meningen att svaret med
sikerhet dr att modern topologi och algebra Ar enbart intel-
lektuelia spekulationer. Vid valet av modeller dr fysikern och
den experimentelle naturvetaren hiinvisade till att utnyttja de
kunskaper i matematik som de har. Om analysens sirstilining
beror pi fysikernas matematiska kunskaper eller pi objcktiva
forhallanden kan vi inte veta. Man far inte tro att vira beskriv-
ningar ir ohjektivt sanna och entydigt bestimda av fenomenen.
Man kan erinra om Heisenbergs och Schrédingers formelflt
mycket olika teorier { kvantmckaniken. Sannclikt Hr dnnu
mycket stérre olikheter i modellerna méjliga. I det osikra lige
vi siledes befinner oss i dr det ofdrsvarligt att skira av férbin-
delserna mellan matematiken och tillimpningarna och dirmed
forsvira ett mojligt utnyttjande av de matematiska forsknings-
resultaten.

Informationséverforingen ar emellertid en stor och svar
frAga. Delvis dr problemet hidr detsamma som pd si minga
andra hall. Den Skade specialiseringen har dverallt lett till en
isolering av de olika vetenskaperna fran varandra helt enkelt
darfor att ingen méinniska lingre kan behirska mier dn till och
rned en ganska liten sektor av sin egen vetenskap. I minga fall
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har man med framgang 155t detta problem genom team-work.
Man firsiker ocksd ldsa det med datateknik, genom att infiéra
kodbeteckningar pd innehdllet i vetenskapliga uppsatser och
direfter lagra informationen i datamaskiner. {Inom parenies
sagt farefaller det mycket optimistiskt atl tro att man pa denna
vig skall kunna gora nigra storre framsteg.) Nir det giller
relationerna mellan matematiken och tillimpningarna ar sam-
arbetet sirskilt svart genom matematikens speciella formelsprak
och abstrakta terminologi. Det 4r en mycket tidsodande process
att dversitta tekniska data till funktioner och operationer och
fa klarhet i vilka inskrinkningar som kan piliggas som f6ljd
av den (ysiska situationen. Matematiken dr hdar det universella
spraket och det ar sjalvklart att anpassning skall géras till detta
sprik. An svarare ir det givetvis att utnyttja nya matematiska
forskningsomriden och nigon patentlidsning av dessa problem
Iir knappast finnas.

I Sverige har den tillimpade matematiken en betydligt simre
situation dn i bide USA och i dnnu hogre grad &n i Sovjet-
unionen. Endast en handfull matematiker ir verksamma |
industrin och vira forskningsinstitutioner i fysik, kemi osv. har
inga matematiker knutna tjll sin verksamhet. Det forefaller
mycket sannolikt att cn aktivare matematisk insats skulle kun-
na betyda mycket bide for industri och forskning. En [&rut-
silining dr att matematikerna knyts direkt till det dagliga ar-
betet sd att éversatiningen frin teknik till matemalik forenklas.
Man bor gi fram pa tvd samtidiga vigar. Ett serviceinstitut
bér inrittas, som kan anviindas som konsnoitorgan och dir
samtidigt en efterskolning av matematiker och utveckling av
metoder kan ske. Det Ar knappast lampligt att inritta akade-
miska forskningsbefattningar da Amnet tilldimpad matematik
ar helt obestimt — det rér sig snarare om en instdllning till
amnct matematik och om cit syfte iin om et nytt dmne. Vidare
biér matemaltiker aktivt och direkt knylas till stérre tekniskt
komnplicerade industrier och till forskningsinstitutioner.

Om da kritiken av matematiken som vetenskap kan avvisas,
vad kan man siga om synpunkterna pi skolundervisningen?
I denna ligger tydligen ocksd grundproblemet di det giller
kommunikationerna. 1 skolan fir man den férsta kunskapen
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om vad matematik Ar och kan anviindas till, och dir skapas
ocksd de attityder som bestammer den {ramtida uppflattningen
om amnel. P4 manga sidtt dr den nuvarande situationpen otill-
fredsstillande och pd ménga siatt kan man sympatisera med
den kritilt som framfors.

Matematikundervisningen i skolan har tva dndamal. I'6r det
forsta skall den ge en introduktion till matematiken som sadan,
Det galler hiar ett allminkulturellt syfte och dmnet bér i detta
avseende jamstillas med alla andra skolamnen, t.ex. fysik eller
historia. For det andra skall den ge sadana fiardigheter som
behovs for forstaelse av andra skoliimnen, speciellt fysik, och
som eleverna senare har nytta av helt allmint. Vad som sagts
bar tidigare antyder dock att det mellan dessa syften inte rader
sd stark motsatsstallning som ménga tror, men it oss skir-
skada hur syftet realiseras under nuvarande férhallanden.

Vi har konstaterat att orienteringen i skolan om vetenskapen
matematik gar fram ungefir till de idéer som lanserades kring
sekelskifict 1700. DA hade Newton och Leibniz utvecklat grun-
derna av differential- och integralkalkylen, Fermat hade infort
koordinatsystemet — som numera presenteras 1 vektorform.
Grunderna hade lagts till sannolikhetskalkylen, logaritmrik-
ningen var kind och talet e skulle snart introduceras. Dessa
forestallningar har sedan kompletterats med 1800-talets strikta
krav pd konvergensbevis och grundlaggande idéer om funk-
tioner och mangder. Det dr ldrorikt att stdlla fragan hur mate-
matiken under niistan tvd hundra 4r kunde arbeta med begrepp
som inte hade egentlig mening. Svarct dr att begreppen mot-
svarar primitiva intuitiva forestillningar, och ingen tankte pd
att inom samma allmdnna ram kunde finnas mycket mer
komplicerade objekt an de man di kinde. Férst sedan er-
farenheten och kunskapen vidgats, insdg man att det forelig
ett behov av mera precisa definitioner och bevis. Detta histo-
riska resonemang motsvaras i dagens situation av ett pedago-
giskt problem, som vi tidigare berirt.

Det dr ju helt unikt att skolans orientering inom en central
velenskap ndjer sig med att sluta med idéer fran 1700-talet.
Inom dmmnena fysik och kemi hade utvecklingen inte ens borjat
och tyngdpunkten i de nuvarande kurserna i dessa dmnen
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ligger i vart drhundrades vetenskapliga resultat. Som férsvar
kan nu anféras: (1)} Vi har ju moderniserat kurserna med strik-
tare definitioner, axiomatik och mingdlira. (2) Det gir inte att
ge en oricntering om modern matematik. [Det kan noteras att
(2) motsdager (1).] (3) De moment som lirs ut dr de viktigaste
for tillampningarna. Do tar s minga schematimmar dven pa
den naturvetenskapliga linjen, att nigon utbkning inte ir moj-
lig. Det dr darfor omajligt att ge en vidgad orientering.

(1) Att mangdlaran — eller rittare sagt [Srestillningen om
mangder, ty niagon lira om méngder existerar intc utanfor
logiken — spelar en central roll i modern matematik beror pa
att idén dr en av de mest primitiva i vAr forestillningsviirld.
Det dr med dess hjilp mojligt att pi ett enhetligt satt ligga
grunden till skilda omraden och att sammanfora likartade
tankegangar. Det naturliga dr dirfoér att féra in mingder i
undervisningen s& tidigt som mojligt, dvs. under de allra forsta
skoldren. Gors det senare krivs en motivering varfor begreppet
dr intressant, som dr omdéjlig att ge med ctt sa litet bakgrunds-
material som eleverna nu fir. Undervisningen rérande ming-
der blir didrfor girna en ointressant katalog av termer och
tecken och en serie Gvningar med dessa symboler som alla
egentligen bara uttrycker logiska trivialiteter.

Uttver mangdlaran har man i skolkurserna infért moment
av den moderna matematikens symbolsprak. Vidare vill man
infdra idén om stringens och axiomatik. Som vi tidigare flera
ganger framhallit, ir det en stor risk att man motverkar sitt
syfte gcnom att gora det sjilvklara och viilkinda komplicerat.
Det ar tolalt ointressant att betona att additionen av hela tal
ir kommutativ (x+y=y+x) nir eleverna aldrig dromt om aftt
en sadan regel inte skulle galla. Liknande synpunkter giller
betriffande afltfor formcll behandling av andra klassiska om-
rdden (t.ex. logaritmer). Det idr troligen denna formalistiska
sida hos “den nva matematiken™ som mest irriterat de tillim-
pade dmnena. Den ger heller ingen riktlig bild av modern mate-
matik. Tvirtom, i Ijuset av modern logik har matematiker
numera en mycket moderat uppfatining om stringens in ab-
surdum.

{(2) Att hogre matematik inte kan populariscras eller pd ett
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meningsfullt sitt ldras ut i orienterande form dr en mycket
allmin uppfattning. Denna 4sikt bér emellertid inte accepteras
utan att man provat den omsorgsfullt. Ar det s, ir dmnet
hiinvisat till en kulturell isolering i ett elfenbenstorn, och som
vi sett innebir detta kanske en ohjilplig splitiring mellan ren
och tillimpad matematik. Det @r hidr intressant att jimféra
matematikens svarigheter med kdrnfysikens.

Atomlysik dr till sin natur abstrakt i praktiskt taget summa
mcning somn matematik. Vi sammanfattar var erfarenhet av
atomernas upptridande i suggestiva bilder som smi kulor eller
nagot slags vigrorelse och pd ett higre stadium i form av
ekvationer och relationer. Psykologiskt fungerar de matema-
tiska begreppen pd ungefir samma sitt. En kontinuerlig funk-
tion f6r en matematiker dr en fonktion som fungerar pa ctt
visst siitt. Var och en har nog en personlig forestilining som
han faller tillbaka pi ndr han arbetar med begreppet. Givetvis
kan han de abstrakta definitionerna, men de finns langt till-
baka i medvetandet. Det ir siledes idén och "funktionen” av
funktionen som 1 forsta hand anvinds, inte den matematiska
konstruktionen eller den formella definitionen.

Atomfysiken 4r numera grunden till hela fysikundervis-
ningen i skalan. Givetvis utreder man ingenting i detalj, utan
forklarar och gor sannolikt. Fragan dr da: skulle ett s&dant
forfarande i matematik ge en riktig och limplig bild av Emnet?
Och skulle det gd att genomfora?

Det ir inte mojligt att idag svara oreserverat ja pi nagon av
dessa fragor. P4 samma sitt som dagens skolundervisning inte
ger en student sidana kunskaper i atomfysik att han sjalvstin-
digt kan konstruera ett fysikaliskt experiment och virdera re-
sultatet, lika litet skulle en undervisning av den typ vi diskute-
rar ge eleverna formiga att losa annat dn mycket enkla pro-
blern. Ser man matematiken som en helhet, dir alltsi bevisens
konstruktion oskiljaktigt sammanhinger med resultatet, anser
man nog alt dmnet inte bor ldras ut pa detta sitt. Detta ir
emellertid en extremt estetisk instdlining, som de flesta mate-
matiker troligen inte accepterar. Huvuddeien av alla matema-
tiska bevis dr ndmligen tekniska anpassningar av eit ganska
litet antal idéer och utnyttjande av tidigare resultat. Den enda
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rimliga varderingen i var vetenskap som i andra bor di baseras
pa de idéer som fors fram och de resultat som uppnds. Den
tekniska sidan dr viktig och svir men av underordnad bety-
delse. Med den utgingspunkten dr det tydiigen tinkbart att i
oversiktlig form férmedla det visentliga. Scdan dr det en an-
nan sak att matematikundervisningen ocksa skall ge sjilv-
stindig formdga att ldsa vissa typer av problem (anvinda
logaritmer, rita kurvor, solvera trianglar, berdkna inmtegraler
etc.) och hir dr det tekniska en huvudsak, som forefaller att
starkt undervarderas av foretridarna f0r “den nya matema-
tiken™.

Ar det mojligt? — Givetvis kriivs en omsorgsfull planering
och en anpassning av det matematiska spriket till elevernas
forkunskaper. Men det finns inga bevis for att det inte vore
mojligt, och enda sittet att fA reda pa svarct dr att priva.
Foregaende kapilel ar ett firsik att genomféra en dylik fram-
stillning, givetvis i betydligt stérre omfattning och mera skiss-
artat dn vad som vore limpligt i skolan.

(3) En visentlig nedskidrning av nuvarande kursomfing ir
knappast lamplig. Den dr uppbyggd for att motsvara tillimp-
ningarnas behov och de matematiska momenten har byggis pa
som ett férssk att tillgodose dmnets sarskilda synpunkter. Med
en mera schematisk behandling skulle en wvisentlig tidshespa-
ring kunna goras, och denna tid skulle kunna anviindas fér
en dversikt av den typ vi hir diskuterat.

Hur skulle di en sidan reformerad matematikundervisning
kunna se ut? Hir skall presenteras ett idealiserat program som
bortser frin ménga problem specicllt lirarutbildningen. Det
kan kanske I alla fall ge en allmin uppfattning om vad man
kan tinka sig. Det har sikert minga drag semensamma med
forsdk som gjorts och girs pA minga hall i viiriden. Speciellt
har man i USA lagt ned ctt stort arbete och Aven ufsatts for
mycken kritik. Tag dr emellertid inte tillrickligt oricnterad om
forsoksverksamheten och skall inte forséka gora nigon redo-
visning.
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Grundskolan

Det man hiir framst skall ba i minnet dr att de skolbarn som
borjar undervisas 1970 skall fi kunskaper som passar in i
samhillct 1985, Vi har sikert alla miirkt hur betydelsen av en
exakt rakneférmaga (linga additioner och stora multiplika-
tioner) blir mindre och alt denna forméga utnyttjas alltmera
sillan. Varje snabbkdp bar en automatisk additionsmaskin
och automatiken overtar en allt storre seklor av var tillvaro.
Undervisningen bor dirfor syfta till att géra médnniskan till
aufomatikens herre, inte till att lira oss att dvertriiffa den pd
dess eget omride, vilket for dvrigt vore domt att misslyckas.
Dessa synpunkler bor allisi vara vigledande da det giller den
praktiskt syftande matemalikundervisningen, som givetvis dr
totalt dominerande i hela den obligatoriska skolan. Till denna
bor dock fogas en forbercdande ren matematikundervisning.

Undervisningen bér ddrfor syfta till att ge forstaelse f6r hur
riknandet fungerar och bur automatiken arbetar. Det férsia
momentct dr di talsystemet och dir speciellt de tva olika tal-
systemen med baserna 2 resp. 10. Det forsta dr datamaskinens
sprak, det andra vart eget men ocksad snabbkdpsmaskinens. Det
ir troligen inte sirskilt manga, varken bland skolelever eller
vuxna, som har klart for sig varfor de avtomatiska regler vi
anviander nir vi adderar och multiplicerar — for att inte tala
om divisionen — ger ratt resultat. Orsaken ar enkel: ingen har
nagonsin forklarat det. Om raan fran borjan gav en ordentlig
grund kanske forst for 2-systemet, dir det fordras mindre
fingerfardighet for att skriva talen, sd skulie fdrklaringarna
ta mycket liten tid och ge en helt annan stabilitet i undervis-
ningen. Varfdr inte anvinda symboler i forkTaringarna, 100x +
+10v+z eller a+b-2+¢-22+d-23 ach logiska symboler som
= och € tex? Ar det sikert att barn #r frimmande for
abstraktioner av detta slag? Ju tlidigare de infors framgings-
rikt, ju enklare blir det niir de behévs pa allvar senare.

Den virdefullasie kunskapen i rdkning dr forméagan att upp-
skatta och beddma ctf svar. Blir det st8rre cller mindre 4n det
givna? Blir det ungefir 10, 100 ecller 1 000? Handlar det om
km eller mm? Kan ¢n bil gd 100 m/sek? Dect dr vid forberc-
dande diskussion av denna typ som man trinar matematisk
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formaga, inte vid det mekaniska arbetet. Och det dr denna
slags kunskap och detta sitt att tinka man har stérst nyita av
bdde i vardagslivet och i mera vetenskapliga sammanhang.
Inom gecmetri ges numera 1 skolan visentligen ¢n enbart
empirisk kurs. Tva trianglar dr kongruenta om de, niir man
ritat upp dem pA papper och klippt ur dem, kan placeras si
att de precis ticker varandra. 1 stort sctt dr detta cn vil-
giérande reaktion mot Eukiides strdnga regemente. Risken nu
ir uppenbarligen att man gir for ldngt. Om man férklarar
sammanhangen for litet, blir alit mckanisk minneskunskap
som gléms fort. Dessutom blir sAdan undervisning trikig, och
intrycket frdn universitetsundervisningen #r att geometrikun-
skaperna nu &r mycket daliga. Det giller £6r dvrigt dven tri-
angelsolveringsgeametrin  pd gymnasiet. — Vad man girna
skulle vilja £a in i lAgstadiekurserna ar elementir topolegi. Man
skulle forklara och diskutera sidant som slutna kurvor, enkla
kurvor, rand, sammanhangstal, slutna vytor, genus (samman-
hidnger ndra med g, se s. 80) osv. Allt detta iir ytterligt primi-
tiva forestillningar, mycket enklare 4n t.ex. begreppet riit
vinkel (som ju dr mycket sublilt, genom sitt samband med
parallellaxiomet). Man mdste hiir liksom nir det giller mingd-
liran se upp fér vanforestillningen att det vi tycker wverkar
frimmande, | nigon objektiv mening skuilfe vara svart. Bety-
delsen av topologin fér modern matematik har hir ménga
ganger framhivis och sannolikt har dess begrepp och metoder
tringt mycket lingre 1980. Det dr i detta samnmanhang intres-
sant att studera intelligenstest pi s.k. visuo-spatial [drmiga. De
kan ha fdljande typ: Vilken figur av foljande fem passar inte

T oen B X

Fig. 43

ihop med de dvriga? Detta ar ett typiskt problem i elementir
topologi. Att det férekommer i detta sammanhang antyder det
grundiiggande i frigor av denna art.

Vi har tidigare berort mingdliran och diirmed samman-
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hiangande begrepp som funktioner. I Forenta staterna ir det
numerz vanligt att man undervisar i mingdldra i ungefdr femte
klassen, medan man i Sverige tills vidare har lagt undervis-
ningen i gymnasiet. Det dr viktigt att dter betona att mingd-
liran inte 4r en tcori utan ett sitt att systematisera en del av
virt tinkande. Undervisningen fir darfor inte bestd i forma-
listiska &vningar och kataloger av nya ord utan bér vara
exemplifierande. Begreppen mdiste anvindas fortlopande och
inforas sa tidigt att de blir en del av det naturliga ordfgrradet.

I stort sett kan naturligtvis ligstadicundervisningen bara
utformas pi ett sitt. Det viktiga ir dock att lira barnen skriva
siffror, addera och minnas multiplikationstabeller och ldra sig
vara konventioner om mitt. De variationer som kan géras
inom denpna ram dr cmellertid inte betydelsclosa. For den
framtida instidllningen till &mnet &r det viktigaste att man fran
bérjan ger fullstindiga forklaringar. Vi ir som vuxna si in-
lairda och vana vid ligstadiematematiken att vi anser den
sjalvklar och oerhort enkel. Vi glommer da att det tagit minsk-
ligheten lang tid att konstruera systemet och att det kunde ha
utformats pd ménga andra sidtt. Man fir dirfoér inte under-
skatta svarigheterna cller underlita att forklara; det “sjilv-
klara” kanske inte dr si sjalvklart och de “dumma” frigorna
kanske bara avspeglar bristfilliga férklaringar.

Gymnasiet

Vi skall hir bara syssla med den naturvetenskapliga grenen av
gymmnasiet. Vilka avvigningar som kan tinkas for andra stu-
diemal far ldamnas dirhin.

Precis som pa lagstadiet ger kravet fran tillimpningarna och
tillgingliga timmar i stort sett ett automatiskt svar betraffande
kursinnehall: differential- och integralkalkyl, logaritmer, expo-
nentiaifunktion, triangelsolvering, approximation. Vad som kan
diskuteras dr sittet fér undervisning och relativt obcetydliga
tillaga.

Den diskussion vi fért pA foregiende sidor kan nu samman-
fattas till foljande resultat:

(1) Den traditionella matematikkursen bdr ges med mindre

138



formell stringens men med utdkad exemplifiering. Exemplen
bér belysa bade de fall di satser och resultat gidller och di de
inte giller. Att detta motsvarar énskemdl frin tillimpat hall
ir klart. Det ar emellertid troligt att denna typ av undervisning
bildar en bittre grund fér undervisningen i ren matematik.
Precis som vi latt underskattar svarigheterna pa lagstadiet med
10-systemet, underskattar man [itt svarigheten att dversitta
intnition till matematisk formalism och tvirtom. Denna dver-
sittning dr en ofrdnkomlig del av matcmatiken men dr varken
den viktigaste eller intressantaste. Det verkar didrfor naturligt
alt dvning i detta liggs senare, di erfarenheten om vad som
ticks av symbaler #r storre. Matematiskt symbolsprik bér
systemaliskt inféras och dvas i universitetens lagstadieunder-
visning. Efter nagra irs dvning blir spraket naturligt pi samma
sdtt som det talade, men si ldng tid tar det (som var och en
kan se som rittat t.ex. trebetygsskrivningar vid ett universitet).

Vad man ocksd maste acceptera dr att aktiv, anviandbar kun-
skap kriver mycket vning av rutinkaraktir. Det dr he!t orim-
ligt att man genom att ge eleverna forstielse for logiska sam-
manhang skall kunna kompensera trining, och man skall
komma ihig att denna del av kursen just dr motiverad av sin
betydelse for tillimpningar. Min tro ir att man nu fért in for
mycket | kurserna och att resultatet kan bli att eleverna egent-
ligen inte Eir sig nagot alls. Det gir heller inte att bortse frin
att kursernas innehdil miste anpassas till elevanderiagets forut-
sdttningar att tillgodogéra sig innchallet.

(2) Under punkt (1) finns sikert 80 % av undervisningen
och denna del syftar praktiskt taget helt till tillimpningar. Fér
att tillgodose de rent matematiska kraven kan nu ges en all-
min kurs av den typ som ges i kiirnfysik. Denna bor innehélla:

{a) en oricntering om matematisk logik i Emplig anslutning
till filosofiundervisningen;

(b) en oversikt av algebraiska strukturer, speciellt gruppteori;

(c) en relativt omfatiande orientering i topelogi och sarskilt
den kombinatoriska topeloging

(d) analys med spcciell betoning av de partiella differential-
ekvationerna i fysiken och numeriska metodct;
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(e) sannolikhetsteort;
(f) berdmda matematiska problem. Hir kommer naturligt en
orientering i tafteori in.

Under 3 Ars gymnasiestudier kan kanske knappt en timme per
vecka Hgnas &t undervisning av denna typ, dvs. cirka 15 under-
visningstimmar per omrade. Det fdrefaller mycket troligt att
man inom denna ram kanh ge en bild av modern matematik och
pa ett riktigt sitt iniroducera matematiskt tinkande. Inom
detta kursavsnitt bér man iven ge problem som di pd ctt rik-
tigare sait miter matematisk férmaga dn prov av traditionell
typ. Man kan hir jamfora sedvanliga prov med den typ av
prov som ges vid nationella och internationella tévlingar.

(3) Statistikundervisningen gérs mera deskriptiv, inriktas pa
soeial statistik och ligges inom ramen for samhillskunskanp.

Man méiste naturligivis vara medveten om att en reform i
den rikining som hir antytis 4r en stor och komplicerad for-
Andring. Mcn malet dr ocksad betydeisefullt. Forsummar mate-
mattkerna att sprida sina resultat ulanfor sin cgen krets har
de svikit ett fortroende. Avsikten med var forskning kan inte
vara att bygga ellenbenstorn at oss sjilva utan mdste vara att
ge bidrag till det totala vetandet i forhoppningen att detta i
nagon mening skall gagna alla. Det talas idag ofta om att av-
stAndet i tid fran forskmingsresultat till allmin kunskap och
praktisk anvindning blivit kortare. Vi bir inte acceptera att
denna overfiringstid f6r matematikens del skail vara 200 fr.

Kommentar

Den tidigare citerade boken av H. Weyl dr av intressc dven
hir. Betriffande matematikens framging i fvsiken, se

E. P. Wigner, The Unreasonahle Fffectiveness of Mathematics
in Natural Sciences. Communications on Pure and Applied
Mathematics, Vol. 13 (1960).
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