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6 philologiska sem. 1 philol.-peedagogiskt, 4 historiska, 5 mathem.
naturvetenskapliga seminarier, utom serskilda inrdttningar fér bil-
dande af larare i religion och fremmande sprik), 2) lirareprofning,
3) profar, 4) lirares anstillning, 5) rang och titel, 6) embetspligter,
7) diseiplinarratt, 8) afloning, 9) pensionsvdsende, 10) inriittningar
for aflidne ldrares enkor och barn.

Bihang (599—738), handlande om underhillskostnader, skol-
afgifter, rattigheter som medflja maturitetsbetyg, samling af in-
struktioner. — Supplementer till denna hufvudcodex komma att
successivt utgifvas {6r 5 &r i sender.
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II. Granskm'ng af tvenne lirobocker i stereometrr.

A) Wiemer, A. Elementerna 1 Geometri.

- II. Stereometri. Kalmar 1861.

I1I.  Riikneldrans tillimpuing pi geometrien (senare af-
delningen: riknelirans tillimpning pd stercometrien).
Kalmar 1861.

B) Hellstrém, C. G. Laran om storheter i rummet samé ste-
reometri. Stockholm 1865. - =

Utgifvandet af ifrdgavarande arbeten har i betydlig mﬁn under-
littat studiet af elementar-geometrien i tre dimensioner. Vi tro oss
ej siaga for mycket, di vi pdstd, ait hirigenom elementar-undervis-
ningen i denna del af geometrien i vart fadernesland intradt i ett
nytt skede. For att ratt uppfatta dessa arbetemn, anse vi nédigt att
forutskicka nigra ord angdende Euklides' [ramstillning af geome-
triens elementer i fre dimensioner.

Euklides, hvilken vid studiet af geometrien i tvd dimensioner
hos oss vanligast foljes, visar sig, oaktadt sin stringhet i bevisen,
ej tillfredsstallande af foljande tre skil.

1. D& Euklides bevisar solida kroppar vara lika stora, vet
man ej, om dessa kroppar #ro lika stora i den mening, att de in-
taga lika stor rymd, alldenstund han definierar kroppar lika stora,
om blott de begrinsas af lika minga, likformiga och lika stora
planer. Enidr vi ej gerna vilja erkinna andra kroppar lika stora
in dem, som #ro kongruenta eller pd annat sitt kunna bevisas
hafva lika stora volymer, blir f6ljaktligen denna definition ett theorem,
hvars gilltighet fordrar bevis. Detta theorem &r dock ej alitid sannt.
For dess sanuing fordras tvenne ytterligare bestimningar. nemligen:

a) att planerna folja i samma ordning och gd ¢ samma led i

begge figurerna. :
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B) att figurerna Hro konvera, d. v. s. att inga solida vinklar
gé indt.

Visserligen har Cauchy pd deita theorem silunda modifieradt
lemnat ett bevis, hvilket stdr att lisa bland andra stillen 1 Le-
gendre’s Eléments de géométrie. Men dels torde detta vara for
svirt for nyborjare, dels #r det e for véra behof tilirdckligt,
eniir fall forekomma, der solida figurer skola bevisas vara lika stora,
hvilka begrinsas af lika stora, i samwa ordning, men ej & samma
héll gende ytor, t. ex. i den satsen: »hvarje diagonalplan delar en
parallelipiped 1 tvd lika stora (ej annat &n i specialfall kongruenta)
prismer»  Man kan sdledes pd elementarstudiets stindpunkt ej annat
an gilla det férfarandet att bevisa theoremets sanning for hvarje
enskildt fall oberoende af kiinnedomen om dess allmingilltighet.

2. Nyare tider hafva frenklat bevisen (or ndgra af Euklides’
satser, t. ex. om lika hoga parallelipipeders eller lika hoga pyra-
miders inbérdes forhallande. :

3. Vidare #r Euklides’ theorl om klotet temligen ofullsténdig,
i det att han icke kdnner satserna om klotets volym och yta. Det
var Archimedes, hvilken det forst blef forunnadt att finna dessa sat-
ser. Han lyckades deri genom att i geometrien infora tre s. k.
principer, hvilka ej kunna bevisas, nemligen:

a) huru liten en storhet #n mé& vara, kan man alltid finna en
méngfald af denna, s& att hon blir stérre &n en aunnan
gifven storhet af samma slag;

B) af tvenne konvexa plana linier med sammwa #ndpunkter, &r
den yttre storre;

7) af tvenne konvexa bugtiga ytor, som std pi samma be-
grinsningsplan #r den yttre storre.

Till dessa anmiirkningar mot Euklides skulle man kanske kunna
ligga den, att hans definition pd hvad det vill séiga, att ett plan
ir vinkelritt mot ett annat, e &r den natarliga. Enklare torde
vara att definiera sasom hos nyare: »tvenne planer &ro vinkelrdta
mot hvarandra, d lutningsvinkeln mellan planerna &r rit». Vidare
iro Euklides' satser om cylindrar och koner ej si generella, som
de kunde vara, 1 det de &ro bevisade endast for det fall, dd dessa
kroppar dro rita, ehuru de éfven gilla, di de &ro sneda.

Sannolikt ir det pd grund af likartade anmirkningar, som till
och med i England — hvilket jemte Sverige fir det enda land,
hvarest Euklides’ elementer begagnas sdsom lirobok — man ej an-
vinder Euklides' elfte och tolfte bdcker, utan storre eller mindre
bearbetningar af dem.

Efter detta vilja vi 6fverga till granskningen af Wiemers och
Hellstroms lirobécker. Vi bérja med

kool
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A) Wiemers stereometri jemte tillimpning af rdkneldran
pé stereometrien.

Genom denna lirobok #r en stor lucka i de svenska léro-
bdckerna i stereometrien fylld, i det att hir finnes ett stringt pd
exhaustionsmethoden grundadt och genom sin enkelbet serdeles ele-
gant geometriskt bevis for den satsen, att klotet dr tvd tredjedelar
af den omskrifna cylindern. Beviset piminner om Columbi igg,
det sl&r an genom sin enkelhet och ar, sd vidt var kunskap stricker
sig, ett af de vackraste som p& senaste tider inom de geometriska
elementernas omrdde blifvit gjorda. Vi std derfore i en synnerlig
forbindelse till Wiemer. Visserligen hade man foérut Archimedes'
bevis; men for att komma fram till detta, miste man genomgd en
ldng theori angdende rotationskroppar, om- och inskrifna i klotet.
Afskrickta genom utférligheten hos denna theori eller kanske obe-
kanta med densamma hafva derfore vira utgifvare af elementar-
geometrien i tre dimensioner {Kjellin, Alreik, m. fl) i stillet for
det archimediska beviset upptagit ett genom sin enkelhet odfver- ‘
traffligt forsok till bevis, men som i afseende pa mathematisk skirpa -
tillfredsstiller ej ens de allra billigaste ansprdk. Deraf nemligen,
att hvarje plans genomskirningar af klotet och konen (tinkt upp-
och nedvind) éro tilllammantagna lika med cylinderns genomskir-
ning, slutar det till, att halfklotet tillsammans med den deri in-
skrifna konen #r lika med den kring halfklotet omskrifna cylindern,
liksom en kropp vore summan af en mingd plana ytor.

Da Wiemer med sidan framging begagnat exhaustionsmethoden
i friga om klotets volym, vicker det forvaning, att hanisin Rikne-
ldras tillimpning pd stereometrien ¢ begagnat samma method for
att finna virdet af ett klotbdltes yta och, hvilket stdr i samman-
hang dermed, af en klotsektors volym, utan hallit sig till det gamla
forhatliga approximationssystemet. Detta ar i dubbelt hinseende
menligt for eleven, endr derigenom denne dels ej blir fullt si-
ker pd resultatet, dels mister fortroendet for den vetenskap, som
han férut ansett omutlig, men nu finner vacklande och néjd med -
ungefirliga bevis. Vi dro visst ej okunniga om svérigheterna af [
stringhet hirutinnan. Men, om W. e vill begagna Archimedes’
mdjligen alltfér utférliga rent geometriska method, hvarfore ej géra
sig till godo engelsminnens (t. ex. Lardners), fransminnens (t. ex.
Legendre’s) eller tyskarnes (t. ex. Jacobi's dfversittning af Swinden)
pé exhaustionsmethoden och Archimedes’ tre ofvannimnda principer
grundade stringa analytiskt-geometriska method?

Beviset for satsen att finna kubikinnehdllet och ytan af en -
ring, hvars tvirgenomskirning &r en cirkel eller en cirkelrund ring,
som utgbres af en hopbdjd cylinder anse vi likaledes sisom eti
ungefarligt bevis. Satsen, ehuru sann och enkel, bor utgd ur ele-
menterna, om han ej pd elementar vig kan stringt bevisas.
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Angfende dessa bdda approximativa bevis kan man. emellertid
mahiinda siga, att det &r Dbittre att fd dessa satser bevisade pd
detta sitt #n att e f& ndgon kunskap om dem (Euklides har dem
icke), i synnerhet som Wiemers bevis gifva en ganska hég grad af
sannolikhet &t det som pédstds i satserna.

Wiemers bevis for satserna om parallelipipeder, pyramider och
cylindrar #ro vida enklare &n de, som Euklides har.

Deremot har Wiemer ej fért laran om solida kroppars lika
storhet framit, utan snarare ett stycke bak&t. Wiemer har nemligen
i Fuklides’ definition om lika stora solida kroppar utbytt ordet
lika stora emot ordet kongruenta (ehuru ordet »lika stora» ir det
rilta ordet och »kongruenta» ett origtigt uttryck). Vidare har
Wiemer pd foljande sitt definierat solida vinklars kongruens: »tvd
solida vinklar dro kongruenta, dd de owslutas af lika ménga plana
vinklar, af hvilka hvar och en i den ena #r lika med sin mot-
svarande vinkel i den andra, och de plana vinklarne folja i samma
ordning och likbeligna vinkelplaner hafva lika lutningsvinklar, sd
att den ena solida vinkeln kan fullkomligt passas in i den andra.n
Mot deuna definition kan man gora minst tvenne befogade anmiirk-
ningar. For det forsta #r dew ej en definition, utan ett theorem
eller dtminstone ett axiom. Fo6r det andra ar definitionen betraktad
sdsom theorem ej alltid sann. Om man t. ex. i en trekantig solid
vinkel drager ut de tre kantlinierna, uppkommer en vertikal tre-
kantig solid vinkel. Dessa begge solida vinklar upplylla alla de i
W:s definition uppstillda fordringarne p& kongruens, men #ro det
oaktadt ej kongruenta. Man skall forgifves forsoka alt fi dem att
passa in i hvarandra utom i specialfall. Wiemer borde nemligen i
sin definition eller sats efter orden »i samma ordning» tillagt: »ord-
ningen i bdda gdende &t samma led», sedan likvil betydelsen af
dessa ord férut blifvit definjerad.

En foljd af dessa biida s. k. definitioners origtighet #r att be-
visen for de satser, som grunda sig pd dem, bora undergd en re-
vision. Serskildt vilja vi framhélla Wiemers sats 28 sd lydande: »om
en parallelipiped skédres af ett diagonalplan, s& blir paallelipipeden
delad i tvd sinsemellan kongruenta trekantiga prismer.» Hir bor
ordet kongruenta uthytas mot det af Euklides begagnade ordet lika
stora, eniir man aldrig lyckas att passa det ena prismati det andra,
vare sig att man stiller det ratt eller upp och ned.

Till Wiemers ursitkt kan anféras den gamla sentensen: »inter-
dum dormitat bonus Homerus.» Det bristfilliga i Ruklides’ defini-
tion har forut undgdtt uppmirksamheten af ménga hans kommen-
tatorer, bland hvilka vi serskildt vilja framhdila den berémde Clavius
pid 1600-talet och hollindaren van Swinden (1816). Det ar 4
mycket besynnerligare att den sistnimnde ej gifvit akt derpd, som
redan férut Robert Simson och Legendre pépekat att definitionen
ar ett theorem, som ej alltid &r sannt, och Cauchy lemnat bevis
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for satsen, di den &r sann. Ingen, ehuru genialisk han for &frigt
méd vara, kan med egna hjelpmedel ersitta det arf af kultur, som
férfidren lemnat honom.

Emellertid berittigar Wiemers sats om klotet honom till ett
framstdende rum bland svenska laroboksforfattare. Hvad de-nyss
omnémnda ofullstindigheterna i hans arbete betriiffar, har han sanno-
likt redan bdde mirkt och rittat dem, hvarom en blifvande ny
upplaga torde komma att vittna.

B) Hellstrom, Ldran om storheter ¢ rummet sami stereometri.
S Stockholm 1865.

Denna lérobok, ehuru i originalitet underligsen Wiemers ar-
bete, har derutinnan eit foretride framfér Wiemers, alt den niistan
ofverallt gjort sig till godo andras upptickter inom det omréde,
den behandlar. 83 har den upptagit Wiemers vackra bevis om
klotets volym. Archimedes’ sats om den i ett klot eller klotsegment
inskrifna bugtiga yta, som: uppkommer genom en i en cirkel eller
ett cirkelsegment inskrifven minghdrnings rotering omkring en dia-
meter, Clavii geueralisering al Euklides' theori angdende rdta koner
och eylindrar, hvarigenom samma satser, som for rita koner och
eylindrar, bevisas vara gillande om sneda koner och cylindrar, Le-
gendre’s forenklade theori om pyramider. Vidare framstiller den de
euklideiska satserna att i ett klot inskrifva de fem reguliera krop-
parne, hvarigenom sdvil uppfattningen som berdkningen af dessa
kroppar blifva i hég grad underldttade. Slutligen har den férvisat
de numera allmiint forkastade Euklides’ 9:de och 10:de definitioner
i elfte boken om solida kroppars lika storlek samt i stillet infort
motsvarande satser om solida vinklar samt med anledning deraf
gjort rittelser och tilligg i de euklideiska satserna om parallelipi-
peder, prismer, pyramider, okta8drar och ikosaédrar, der det be-
funnits vara nddigt.

Mot Hellstréms bok kunna dock goras foljande anmirkningar.
1) Hvarfore har ej Hellstrom tagit steget fullt ut och ifven fram-
hallit Archimedes’ sats om den bugtiga ytan af den kring ett klot
eller kiotsegment omskrifna solida figuren, uppkommen genom rote-
ring af en i en cirkel eller i ett cirkelsegrment inskrifven méng-
héreing? Genom inforandet af Archimedes’ ofvan anférda tre prin-
ciper skulle d& Hellstrém utan svarighet liksom Legendre kunnat
begagna exhaustionsmethoden och s erhdllit eit stringt geometriskt
bevis for finnandet af ett klotsegments yta, i stillet {or att det
nuvarande beriset Atminstone pd elementarstudiets stdndpunkt blir
otillfredsstillande.

2) I satsen 12 af [Grsta boken siiger Hellstrém: »Emedan
linien BE antages parallel med linien CD, sd ir hon ock parallel
med planet PCDQ». Huru denna slutledning kan géras utan en
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serskild  konstruktion, dtminstone med forfattarens definition pd pa-
rallelism, forstd vi icke. Visserligen #r det ej svirt att utféra denna
konstruktion; men di samma konstruktion #r fullt tillricklig for
att direkt bevisa hela satsen, #r det besynunerligt att H. véljer ett
indirekt bevis och 1 detta forutsitter att lirjungen pi egen hand

" kan utfora ett bevis, som ensamt ar tillrickligt att bevisa hela sat-

sen pd direkt vig.
3) T exhaustionssatserna, t. ex. i satsen att cirklar forhdlla sig
till hvarandra som qvadraterna pd deras diametrar, visar forf. ¢
mojligheten att i en cirkel, som #r storre &n en gifven plan figur,
inskrifva en regulier manghdrning stérre #n denna plana figur.
Mirk: ingen tviflar pd att det #r méjligt att af en storre figur
afskiira ett stycke lika stort med eller stérre &n en gifven mindre
figur. Men skall det afskurna stycket ha en bestimd form, da
kan man ifrgasitta dess mdojlighet. Buklides upptog derfore sitt
~bekanta lemma ur 10:de boken: »man kan genom upprepad midt-
itndelning af en storre storhet slutligen komma till en del, som
blir mindre #n en gifven mindre storhet», och bevisade detsamma
stddjande sig pd en sats, som han ansdg axiomatisk, nemligen:
shuru liten en storhet #n mad vara, kan man alitid finna en mang-
fald af denna, som d#r stérre &n en gifven storre storhet.»  Archi-
medes ter ansig ej ens denna axiomatisk, utan uppstillde den sé-

_ som en princip omdjlig att bevisa. Huru som helst, den mathema-
tiska #rligheten fordrar, att bevisen framstéllas s, att man ej tror

sig kuuna bevisa mer &n man i sjelfva verket kan,

Vi skulle dnska, att forf. i en blifvande upplaga i sina exhaus-
tionssatser begagnade ¢j allenast, liksom Xuklides, inskrifningar,
utan #fven omskrifningar. Bevisen skulle derigenom blifva mera
lattfatiliga.

4) Hellstroms definition pd ett tangerande plan till ett klot
~ar icke den naturliga. Forf. siger nemligen: »En sfer siges tan-
geras af ett plan, om den radie, som drages till tangeringspunkien,
ar vinkelrit mot planet. Planet kallas tangentialplan.
~ Anm. Enidr den vinkelrita linien &r den minsta af alla rita
linjer, som kunna dragas frin en punkt till ett plan, s& madste
_ planet ligga helt och héllet utom sferen.»

Enklare och naturligare vore utan tvifvel att siga: »Ett klot
siiges tangeras af ett plan i en viss punkt, om planet beror klotet
utan att skdra detsamma,

Anm. Ett sddant plan erhilles tydligen genom att draga i
tangeringspunkten tvenne mot klotets radie i denna punkt vinkel-
rita linier. Det af dessa bida linier bildade planet #r det sokta
tangerande planet.»

5) Satserna om dodekaédern och ikosa&dern, ehuru i sig sjelfva
visst ¢j svdra, kosta dock elever mycket arbete att genomlisa till
foljd af den massa bokstéfver och linier, p& hvilka de skola halla

~
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reda. Vi skulle derfore &nska att forf. uppoffrade ndgot af full-
stindigheten och figurernas elegans, och i stillet, liksom andra fo1-
fattare, lemnade en ledning att férfirdiga dessa figurer genom nits
uppritande. Salunda &r det vid dodekaéderns konstruktion fullt
tillrickligt att rita upp blott tre angrinsande femhdrningar. Om
ikosaédern uppritades liksom en trumma med en pyramid pd hvar-
dera bottnen, skulle uppfattningen af densamma betydligt underléttas.

6.) Afven H. har utan bevis anfort satsen om berikningen af
en cylindrisk ring.

Sist ma vi tilligga ndgra ord om f{orf. 6fningsexempel. Dessa
synas temligen val valda. Man fir har lira sig att berikva ku-
bikinnehallet och kantvinklar m. m. hos hos en mingd kristaller,
sdsom af agat, platina, svafvelsalter, flusspath, granat, alun, mag-
netisk jernmalm, diamant, koboliglans, topas, rubin, bergkristall,
zirkon, smaragd. Vi lyckénska Hellstrém till hans arbete och éro
forvissade att det ej drijer linge, innan en stor del af Sveriges
mathematiskt bildade ungdom har tillegnat sig detzamma.

LI W, Hultman.

III. Annu ndgra ord om Satsliran.™)

Herr lektor Bjursten har i denna tidskrift 18tit infora eit genmile pd min
gravskning af hans lirobok i satsliran. Han har der1 underlitit att fasta sig
vid de svaga punkterna i min artikel, hvari funnos ftskilliga oegentliga uttryck
som, i forening med utegldmmandet pi ndgot stille af en hel mening, gjorde
bevisningen af 8tminstone ett par pdstienden temligen dunkel. Jag tackar ho-
nom f5r detta &fverseende, men énnu mera for hans lifliga dnskan att fortsiitta
denna diskuossion, som han auser réra ett for undervisningen vigtigt dmne.

Herr B. liter mig séiga: »pd uppmaning af flera lirare«. Citatet &r orig-
tigt, ty utom det att jag icke satt nigot aitribut vid ordet »ldraree, skrifver
jag flere, icke flera, ehuru nigon boktryckare méjligen kan foredraga det sed-
nare skrifsittet, lihasom han ock kan forvandla adverd till adverbia.*)

Utan tvekan medgifves, att afven min lirobok i satsliran dr behiftad med
8tskilliga fel och sdledes i detia afscende kan utgira foremdl for klander. Men
innehdller hon &tminstone vligra goda och nyttiga upplysningar, si torde hon
icke fortjena det hirda omddome, som jag tagit mig friheten att filla om herr
B:s bok. Detta omdome miste dock modifieras, om man stiller sig pd deras

*) D& Ins. Gnskat att med nfgra ord fredligt afsluta polemiken mot det
ifrigavarande arbetets forf,, hav red. icke velat végra plats for denna artikel,
ehuruvill det som af begge parterna redan blifvit andraget kunde auses tillrick-
ligt. Red. har derfire dfven lemnat Herr Lektor Bjursten oppet ait med yiter-
ligare nigra anmirkningar frin sin sida beledsaga ins:s forklaring; men Herr
B. har bedt oss Dblott anmiirka, det han, sedan en af Regeringen utsedd opar-
tisk auktoritet numera préfvat samtliga sprikliga larobocker, foredrager att in-
vinta det omddme, som i demna auktoritets beriittelse kommer att fillas #fven
om hans arbete, och de svar som der tvifvelsutan erhillas p& Atskilliga hit hd-
rande frigor. (A)

*} For denva formforindring sivil som for den lingre ned klandrade
pluralen »adverbialer« torde skulden uteslutande bora tillskrifvas red:s gammal-
modiga smak. (A.)




