
Andra lagen. 

1. I det föregående (För s t a lagen, P.ed. t i d s k r . 1907, 
sid. 78) definierades p r o d u k t e n av a och b s å som s u m m a n 
av a addender, a l la l i k a med b , eller s u m m a n av b 
addender, a l la l i k a med a. I a n s l u t n i n g här t i l l def in ie
ras p r o d u k t e n av e t t he l t t a l a och e t t t a l b , som icke 

• ä r he l t , s å som s u m m a n av a addender, a l la l i k a med b . 
Denna senare d e f i n i t i o n mås t e t i l l g r i p a s ä v e n i de t f a l l , 
a t t b be tyde r n o l l : 

a . 0 = 0 . a = o + o + o + . . . ( a st.) = o. 

I d e t t a f a l l ä r således p r o d u k t e n s v ä r d e oberoende av 
vä rde t på a. I a n s l u t n i n g där t i l l l å t e r m a n ä v e n pro-,. 
d u k t e n av b o : h o ha samma vä rde , så ledes 

b . 0 = 0 . b = o. 

H ä r a v följer med avseende på s to r leken av p r o d u k t e n 
ab, a t t 

ab > b , o m a = 2 , 3 , 4 , . . . 
ab = b , o m a = 1 , 
ab < b , o m a = o . 

D e t t a gä l le r för a l la p o s i t i v a t a l b , vare sig hela eller icke . 

2. Sedan m a n s å l u n d a f u n n i t , a t t 

1 1 1 .1 ' • 
a . — = —1 1 h • • • (a st .) = a : n , 

n n n n 

d ä r a och n be teckna hela t a l , def in ie ra r m a n 

b . - = b : n , 
n 

d ä r n be tecknar e t t he l t t a l , m e n b e t t t a l , som icke 
är he l t . . D e t k a n förefal la m o t b j u d a n d e a t t def in iera en 



m u l t i p l i k a t i o n genom en d i v i s i o n 1 ) . E m e l l e r t i d får m a n 
•ej förbise den v ä s e n t l i g a o l i k h e t e n m e l l a n bes t åndsde la r 
nas beskaffenhet i de b å d a r ä k n e s ä t t e n : i m u l t i p l i k a t i o 
n e n är ingendera bes t åndsde len he l t t a l m e n i d i v i s i o 
nen ä r den ena bes tåndsdelen (d iv i so rn ) he l t t a l . Dä r 
för ä r k v o t e n b : n e t t enklare begrepp än p r o d u k t e n 

b . —, och således l igger de t i s j ä l v a ve rke t i n t e t o r i m 

l i g t i d e f i n i t i o n e n : 

p r o d u k t e n av t v å b r å k = en k v o t , d ä r d i v i s o r n är 
e t t he l t t a l . 

3. D e t m å v a r a nog med dessa a n t y d n i n g a r o m 
m u l t i p l i k a t i o n e n s u t v e c k l i n g u r den e n k l a s a m m a n l ä g g 
n i n g e n av a addender, a l la l i k a med b. Denna u t v e c k 
l i n g ha r passerat t v å k r i t i s k a p u n k t e r : 

1) en e x t r a p o l a t i o n från de n a t u r l i g a t a l e n t i l l t a l e t 
n o l l , så ledes f rån 

b . 3 = b + b + b , b . 2 = b + b , b . 1 = b 
till 

, 1 
b . o = o , t . ex. 0 . 0 = 0 , — . 0 = 0 , 

2 
2) en i n t e r p o l a t i o n me l l an o och 1 en l ig t f o r m e l n 

b . — = b : n , 
n 

1 1 1 1 1 
t . ex. — • — = — : 3 = — : 2 — —. 

2 3 , 2 3 6 

4. E m e d a n potenser ing i s in begynnelse är en u p p 
repad m u l t i p l i k a t i o n med l i k a fak to re r , har m a n f o r m e l n 

(1) a n + 1 = a . a n , 

som gä l le r för a l l a hela p o s i t i v a t a l n . M a n k a n f råga , 
vad det b l i r av denna fo rme l för n = o (den van l iga 
ex t r apo la t ionen) . M a n f inne r a° = 1 och lå te r d e t t a vara 
d e f i n i t i o n e n på a°. 

') Jfr K. P. Nordlund, Om undervisning i räkning, Ped. tidskr. 
1906, sid. 191, och 6. Hellsten, Ett bidrag t i l l metodiken för räkne-
undervisningen i folkskolan, Manhem 1906, sid. 84 f. 



5. Sedan v i l l m a n def in ie ra a* för s å d a n a t a l x, 
s o m äro be l ägna m e l l a n t v å hela t a l n och n + i . F ö r 
d e t t a ä n d a m å l lå ter m a n t i l l en bör j an f o r m e l n ( i ) gä l l a 
ä v e n för dessa me l l an l iggande t a l ( in te rpo la t ion) , så ledes 

(2) a x + I = a . a x . 

A n t a g n u för e t t ögonbl ick, a t t v i redan ha def in ie ra t 
potensen a x för o < x < 1. E n l i g t (2) ä r d å a x + * de f i 
n ie rad för o < x < 1, således för 1 < x + 1 < 2. S k r i v 
n u x för (x + 1), så ä r a x de f in i e rad för 1 < x < 2. Sedan 
fås på samma sä t t successivt d e f i n i t i o n e n på a s för m e l l a n 
r u m m e n 

2 < * < 3 , 3 < x < 4 , • • • • 

A l l t s å : sedan v i fas ts lagi t f o r m e l n (2), är de t t i l l r äck l ig t 
för d e f i n i t i o n e n av a x a t t de f in ie ra denna f u n k t i o n i 
m e l l a n r u m m e t o < x < 1. 

6. H ä r v i d k a n m a n g å t i l l v ä g a på o l i k a sä t t . F ö r s t 
v i l l j a g e r i n r a o m de t sä t t , som a l lmän t a n v ä n d e s v i d 
den e l emen tä ra unde rv i sn ingen . M a n k a n här leda u r (1) 
el ler också mera omede lba r t inse (enl igt d e f i n i t i o n på a"), a t t 

a m . a n . . . . a r = a

m + n + - - - - + r . 

L å t n u al la exponen te rna va ra l i k a stora, så fås 

a m a m a m _ a m + m + . . . . + m 

O m n u exponenternas a n t a l är n , så fås 

(3) ( a " ) 1 = a m ° , 

så ledes en n y f o r m e l , som också gäl ler för potensen a" 
l i k a v ä l som (1) och i s j ä l v a ve rke t k a n här ledas u r ( i ) . 

V i d f r ams tä l l ande t av f o r m e l n (3) har j a g a n v ä n t den 
t ankegång , som är s k i l d r a d i föregående a v d e l n i n g (Förs ta 
lagen, § 14, s id . 86). 

7. Sedan m a n bevisat f o rme ln (3), de f in ie ra r m a n 
a x för o < x < 1 på de t sätt., a t t m a n t i l l en bör j an sä t te r 

x = — och lå ter (3) gä l l a ä v e n för dessa v ä r d e n på x, så a t t 

( a x ) n = anx = a. 



Därmed v i n n e r m a n , a t t d e t s ö k t a ta le t a 1 b l i r en l ö s 
n i n g (en r o t ) t i l l e k v a t i o n e n 

(4) Yn = a. 

O m denna e k v a t i o n (4) bevisar m a n J ) sedan föl jande sats: 
D å n är e t t n a t u r l i g t t a l och a e t t p o s i t i v t t a l , så f i nnes 
det e t t och endast e t t p o s i t i v t t a l y , som satisfierar 
e k v a t i o n e n (4). M a n b e r ä k n a r d e t t a . t a l . y (i a l lmänhe t 
endast a p p r o x i m a t i v t ) och har d å • , 

a = y , da r x = — . 
n 

S lu t l igen följer h ä r a v genom en n y t i l l ämpn ing a v (3) 

y m = (a*) m = a m x . 

L å t n u m < n och s k r i f x för m x , så fås 

a x _ ym x = _ ^ 
n 

Dä rmed är d å än t l igen potensen a x de f in i e rad för alla. 
r a t i one l l a t a l x m e l l a n o och 1. 

8. Denna m e t o d har för t jänsten a t t u n d v i k a oänd
l iga serier, m e n i s tä l le t inför den en oändl ig m ä n g d 
e k v a t i o n e r (4), som k r ä v a o l i k a l ö sn ingsme tode r för o l i k a 
v ä r d e n på n . D e f i n i t i o n e n är a l l t för f o r m e l l och resu l 
terar icke i någon a l lmän m e t o d a t t b e r ä k n a a x för e t t 
x (eller n) v i l k e t som häls t . M a n v i n n e r ingen ful ls tän
d i g ö fve rb l i ck öve r va r i a t i onen a v a* med x , förrän m a n 
k o m m e r t i l l u t v e c k l i n g e n i en oändl ig serie. D å f i n n e r 
m a n , a t t a x k a n representeras genom en potensserie a v 
formen 

, . c 2 x 2 c 3 x 8 

( S ) a x = i + c x + r + - + . , . . 

F ö r x — 1 fås h ä r a v 

c 2 c 3 

(6) a = 1 + c + — + — + • . : . 
2 ! 3! 

*) Weber, Encyklopädie der ele men tåren Algebra und Analysis, 
s. 98. Leipzig 1903. 



D e n n a enda e k v a t i o n (6) t r ä d e r n u i s tä l le t för de oänd
l i g t m å n g a e k v a t i o n e r n a (4). F ö r o < a _< 2 har e k v a t i o 
n e n (6) denna lösning 

(7) c = ( a - i ) - - ( a — i ) 2 + i ( a — 1 ) » — I (a— 1)* + . . . . 
2 3 4 

D ä r m e d är d å a x ang iven såsom exp l i c i t f u n k t i o n både 

a v a och x. L å t t . ex. a = 2 , x = — , så fås 
n 

c c 2 c 8 

V 2 = 1 + - + —r—5 + — — + . . . . 
n 2 ! n'! 3 ! n " 

1 1 1 1 
dar c = 1 1 [ - • • • • 

2 3 4 

s å l e d e s a p p r o x i m a t i v t 

• • / - _ , 0,603147 , 0,240125 | 0.055469 t 

y 2 — 1 -| 5 1 q \ - . . , . 
. n n J n d 

8 
speciel t V 2 — 1,41421 V 2 = 1,25992 

10 100 

V 2 = 1,07177 V2 = 1,00696 o. s. v . 

9. F ö r a t t for ta re k o m m a f r a m t i l l den v i k t i g a f o r m e l n 
{5) k a n m a n gå t i l l v ä g a på föl jande s ä t t . 1 ) Det visade 
sig ( § 5) vara t i l l räck l ig t a t t de f in ie ra a* för i n t e r v a l l e t 
o < x < 1. O m m a n n u föru tsä t te r någon k ä n n e d o m o m 
potensserier, bör de t icke öve r r a ska , a t t m a n v ä l j e r en 
(ändlig el ler oändlig) potensserie t i l l a t t representera a x 

å tmins tone i de t n ä m n d a i n t e r v a l l e t . M a n sä t t e r så ledes 
på försök 

(8) a x = 1 + ex + C 2 x 2 + cs x 8
 + C 4 x 4 + . . . . 

o c h b e s t ä m m e r koef f ic ien te rna t . ex . på föl jande sä t t . 
L å t x och y v a r a t v å t a l , som äro t i l l räckl ig t små , i 

J ) Jfr Ohm, Versuch eines Systemes der Math. 1821. I I , p. 302. 
Stolz, Allgemeine Arithmetik 1885. I , p. 303. 



varje f a l l så små , a t t x + y < i . E n l i g t an tagande t (8) 
är d å 

a y = i + c y + ca y 2 + C3 y3 + a y * + . ' . . . 

a x + > = i + c ( x + y ) + c 2 ( x + y ) 2 + c 3 ( x + y ) 3 + C4(x + y ) 4 + 

därför 

a x . a y = i + c ( x + y ) f cs ( x 2 + y 2 ) + c 2 x y + c 8 ( x 8 + y 3 ) + 

+ CC2 ( x 2 y + x y 2 ) + C4 ( x * + y 4 ) + CC3 ( x 3 y + x y 3 ) + cij x 2 y 2 + . . . . 

a x - K = i + c ( x + y ) + - a ( x 2 + y 2 ) + 2 cs x y + es ( x s + v 3 ) + 
+ 3 ca ( x 2 y + x y 2 ) + a ( x * + y 4 ) + 4 C 4 ( x 3 y + x y 3 ) + 

+ 6 C 4 x 2 y 2 + . . . . 

Dessa b å d a serier 'äro näs t an l i ka , och de b l i fu l l s t än 
d i g t l i k a , o m m a n vä l j e r 

2 C2 = C 2 , 3 C3 = CC2 . 4 C4 = CC3 . . . . . 

således 
c 2 : c 3 c 4 •:• 

C2 = C3 = . Ci = . . . . 
2 2 . 3 2 . 3 . 4 

D ä r m e d öve rgå r (8) t i l l (5), en oändl ig , m e n a l l t i d k o n v e r -
gent potensserie. V å r t försök (8) visar sig lämpl igt , och 
koef f i c ien te rna k u n n a b e s t ä m m a s med t i l lhjä lp av e k v a 
t i o n e n 

a x + y = a x . sJ. 

Denna e k v a t i o n är a l lmännare än ( 2 ) och s tår i s a m m a 
förhål lande t i l l he l t a l s fo rme ln 

a " + m = a D . a m 

som ( 2 ) t i l l (1). 

1 0 . E m e d a n superpotenser ing i s in enklaste f o r m är 
en u p p r e p a d po tenser ing 'med l i k a bes tåndsde la r , har m a n 
fo rme ln ( I , § 1 2 , s id. 85) 

( I ) ( a ; n + i ) = ä ^ n ) 

som gäl le r för a l la hela p o s i t i v a t a l n . Specielt för n = 1 
har m a n i öve renss t ämmel se med denna fo rme l 

a ( a ; 1 1 = (a ; 2 ) = a a , (a ; 1) = a. 



Jag ex t rapo le ra r n u i f o rme ln (I) för n = o ( j f r § 3 och 
§ 4) och får s å lunda 

a < a ; 0 ) = (a ; 1 ) = a. 

D e f i n i t i o n e n på (a ; o) b l i r dä r fö r ( l i k som på a') 

(a ; o) = 1 . 

1 1 . F ö r a t t sedan de f in i e r a (a ; x ) för s å d a n a t a l x , 
som äro b e l ä g n a m e l l a n t v å hela t a l n och n + 1 (för 
a t t in te rpo le ra , j f r § 3 och § 5) generaliserar j ag f o r m e l n 
(I) t i l l a t t gä l l a ä v e n för dessa mel lan l iggande t a l , så ledes 

( I I ) ( a ; x + 1 ) = a" '" . 

S å s o m förut v i d potensen (§ 5) inses n u , a t t v i endast 
b e h ö v a de f in ie ra (a ; x ) för e t t i n t e r v a l l af l ängden e t t . 
F ö r öv r ig t k a n m a n g å t i l l v ä g a på o l i k a sä t t . Jag ska l l 
här i n s k r ä n k a m i g t i l l e t t exempel , d . v . s. v ä l j a e t t 
specielt vä rde på a. L i k s o m v i förut (§ 8) specialiserade 
e x p o n e n t i a l f u n k t i o n e n (la f o n c t i o n exponent ie l le) a x t i l l 2*, 
så skola v i n u specialisera den superexponent ie l la f u n k 
t i o n e n (la f onc t i on surexponent ie l le) (a ; x ) t i l l (V 2 ; x ) . 
Denna b e s t ä m d a ana ly t i ska f u n k t i o n (V~2 ; x ) skola v i 
s tudera för pos i t i va , nega t iva och k o m p l e x a v ä r d e n på 
x och d ä r v i d a l l t i d t i l l ämpa fo rme ln ( I I ) för a = V 2 . 

1 2 . D e t följer genast av ( I I ) , a t t f u n k t i o n e n 

(V~2 ; x ) v ä x e r med x för p o s i t i v a v ä r d e n på x . L å t d å 

x v ä x a m o t + = , så mås te (V 2 ; x ) v ä x a an t ingen m o t 

+ = » eller m o t e t t v i ss t p o s i t i v t t a l (V 2 ; + 0 0 ) . Men n u är 

(V7; 0 = Va" < 2 . 

Därför en l ig t ( I I ) 

(V7; 2 )<(V7) 2 = 2 

och så ledes successivt en l ig t ( I I ) 

(V7, 2) < 2 , (Vä; 3) < 2 , . . .. (V2 ; n) < 2 . 

Al l t s å k a n icke ( V 2 ; x) v ä x a med x m o t + < = , u t a n m a n 
mås t e ha 



(V2 + ee ) < 2 . 

I s j ä l v a ve rke t ä r l i khe t s t eckne t de t r ä t t a . D e t t a följer 
av l i k h e t e n ( iden t i t en) 

2 = (VI) 3 , 

som är e t t specialfal l av ( I I ) för a = V 2 . D ä r m e d är då 
bevisa t , a t t k u r v a n 

( I I I ) y = (VI ; x ) 

har en rä t l in ig a s y m p t o t , näml igen y = 2 . 

13. Jag s k a l l n u def in iera (V 2 ; x ) för x = — 1 o h 
x = — 2 . E n l i g t ( I I ) är 

a ( a ; - i , = ( a . Q y . = j . 

D ä r a v d e f i n i t i o n e n (V2 ; — 1 ) = o. Sedan följer av ( I I ) , a t t 

(v-) V~*; - * L ( v - . _ 1 } = D . 

D ä r a v följer, a t t k u r v a n ( I I I ) har ä n n u en rä t l in ig a symp
t o t , näml igen x = — 2 . K u r v a n s b å d a a s y m p t o t e r äro 
v i n k e l r ä t a m o t v a r a n d r a . D e t l igger d å n ä r a t i l l hands 
a t t j ä m f ö r a en gren av k u r v a n ( I I I ) med en gren af den 
l i k s i d i g a hype rbe ln 

(iv) y = 2 - _ i - . 

K u r v o r n a ( I I I ) och ( I V ) ha t v å gemensamma asympto t e r , 
näml igen de b å d a r ä t a l i n j e rna 

y = 2 och x = — 2 , 

samt t v å gemensamma p u n k t e r , näml igen 

x = o , y = 1 Och x = — 1 , y = o. 

De b å d a grenar, som m o t s v a r a x > — 2 , äro a p p r o x i m a 
t i v t l i k a . Dä r fö r vä l j e r j a g s å s o m förs ta a p p r o x i m a t i o n 

(V) ( V l ; x ) = 2 , 
2 +1 X 

där den reella delen av x är s törre än — 2 . P u n k t e n 



x = —2 är s ingulä r för den a n a l y t i s k a f u n k t i o n e n (V 2 ; x ) , 
såsom v i nyss f u n n i t . Genom upprepad a n v ä n d n i n g av 
f o r m e l n ( I I ) f i nne r m a n successivt, a t t ä v e n p u n k t e r n a 

x = —3 , — 4 , —S . 
äro s ingulä ra . M e n någ ra andra s ingu la r i t e te r än dessa 
p u n k t e r har f u n k t i o n e n t y d l i g e n icke. D e n representeras 
a p p r o x i m a t i v t (mer eller m i n d r e väl) av u t t r y c k e t (V) i 
hela x -p l ane t med u n d a n t a g a v reella x m i n d r e än — 2 . 
F ö r dessa u n d a n t a g n a x - v ä r d e n är f u n k t i o n e n t y d l i g e n 
obes t ämd ( d u b b e l t y d i g ) och imag inä r , under de t a t t u t 
t r y c k e t (V) är b e s t ä m t och reelt . L å t t . ex. x = —-§-, 
så fås av ( I I ) och (V) a p p r o x i m a t i v t 

( V - ) ( V 2 ; - T ) = ( V - . _ | ) = _ 2 ) . 

där för 
/ /— s\ 2 n i 
(V 2 ; — T) = 2 ± . 

log 2 

under det a t t (V) skul le omede lba r t ge v ä r d e t 6. H ä r a v 

inses, a t t f u n k t i o n e n (V 2 ; x ) an ta r reel la v ä r d e n endast 

för reel la x - v ä r d e n , som äro större än — 2 . 

14. D e t å t e r s t å r i f r åga o m f u n k t i o n e n (V 2 ; x ) a t t 

visa, h u r u m a n ur en a p p r o x i m a t i v b e s t ä m n i n g s ådan 

som ( V ) k a n hä r l eda en annan, som är bä t t re . Jag skal l 

å s k å d l i g g ö r a d e t t a genom e t t exempel . Jag vä l j e r x = T 

(jfr § 8, d ä r m a n för x = T f i c k e t t n ä r m e v ä r d e på V 2). 

D e n fö rs ta a p p r o x i m a t i o n e n är e n l i g t (V) 

(V 2 ; T ) = T = 1, 2. 

Jag ska l l n u s a m t i d i g t b e r ä k n a (V 2 ; x ) för x = 4" + 1 

eller x = -5 -—1. Jag vä l j e r de t senare, så ledes x = — T -

E n l i g t (V) är i förs ta a p p r o x i m a t i o n e n 

( V ^ ; - T ) = T . 

Därfö r en l ig t ( I I ) 

(Vi ; ^ ) = ( y ^ = y ~ 2 = 1,26. 



D e t a r i t m e t i s k a medie t m e l l a n d e t t a n ä r m e v ä r d e och det 
första är 

( V I ;T) = 1,23. 

Men en l ig t ( I I ) är också 

(V 2 ; — T ) = r - ^ — l o g (Vä-; T ) = 7 ^ ; — l o g T = ° ' 5 3 . 
log 2 log 2 

D e t a r i t m e t i s k a medie t m e l l a n d e t t a n ä r m e v ä r d e och det 
förra är 

(VI ; — T ) = 0,60. 

De så lunda f r a m s t ä l l d a a r i t m e t i s k a medie rna äro bä t t re 
a p p r o x i m a t i o n e r än de u r sp rung l iga . D ä r m e d är en 

m e t o d ang iven a t t s a m t i d i g t b e r ä k n a (V 2 ; 4~) och (V 2 J — T ) 

eller i a l lmänhe t (V 2 ; x ) och (V 2 ; x ± 1) h u r u noggran t 

som häls t . 


