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Om det ofindligt stora och det
oiindligt lilla.

Anledningen till denna uppsats har varit den, att for-
fattaren offa af en mingd personer blifvit anmodad att forklara
och utligga &tskilliga af de begrepp, som dari farekomma.
Dessa frigor hafva t. ex. varit sddana som: om det var méjligt,
att vid ordet ”odndlighet” fista ndgot verkligt begrepp; om
alla odndligt stora qvantiteter dro lika; om en odndligt liten
gvantitet ej dr defsamma som 0; hvari skilnaden ligger mellan
hogre och lagre kalkyl o. s. v.

Jag har darfor trott, att det ej skulle vara alldeles ntan
nytta att i en liten skrift sammanfora svaren pd dessa och
nagra dirmed sammanhingande frigor, och har jag darvid
ifven. sokt att belysa det framstdlda med exempel, som sividt
mojligt dro hamtade frin aritmetikens elementiraste delar, for
att visa, att dessa frigor ej ens for den dro likgiltiga, och i
gynnerhet for att ritta de fel, som s& ofta af elementarskole-
larare inplantas hos skolungdomen.

Darfor har jag troft, att denna lilla afhandling, utom
for hvarje allmint bildad person, som vill taga reda pad dessa
begrepp, skulle vara af et sirskildt intresse for de lirare i
matematik, som ej varit i tilifille att p4 annat sitt inhamta
de nya metoderna for dessa definitioner, med den stora preci-
sion, som darigenom dstadkommits.

Forfattaren vet allt for vil, att mainga brister vidlada
hans arbete, och bheder dirfére den sakkunnige ldsaren om hans
bendgna 6fverseende, och att han mbtte betinka de svarigheter,
som uppstdlla sig dirigenom, att det #ir ett forstlingsarbete
pd ett nistan fullstindigt oarbetadt filt: den populariserade
matematikens.

Om arbetet kunde bidraga att hos en eller annan yngling
upplifva higen for matematikens #dla studium, s& hade det
uppfylt sitt andamal!

Fonegig o, g & e
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Angdende betydelsen af ordet odndlighet rdda bland icke-
matematici ofta de mest forvirrade forestiillningar. Man anser, att
detta ord nodvindigt méste innebdra ndgot for virt forstind ofatt-
ligt. S4 torde &fven vara forhdllandet, om man namligen fister
sig vid allt hvad filosoferna med detta ord benimna, men el oind-
lighetsbegrepp #r dock Atminstone fullt klart och utredt; det &r
det matematiska ofndlighetsbegreppet, och det dr darfor dfven detta,
som vi i foljande blad skola soka att for vira lasare utveckla.

Dessforinnan &r dock niodvindigt, att vi forklara trenne andra
begrepp, af hvilka det forra dr pid det nidrmaste beroende: det &r
begreppen wvariabel, funktion och limes eller gransvirde.

Man sager, att vdra vauliga tal dro mycket abstrakia stor-
heter, och s& #r vdl Afven forhdllandet, ty vi hafva ur tingen
nodgats abstrahera bort nistan allt konkret innehsll for att komma
till dem. Icke desto mindre hafva de dock &tminstone tre egen-
skaper, som #nnu kunna abstraheras bort, och som #fven, den
ena efter den andra, borttagas, nidr man frin aritmetiken hdjer
sigupp till hogre kalkyler, De #ro nimligen 1) bekanta, 2)
bestdmda och slutligen 3) fiza eller konstanta. Om icke dessa
begrepps mening synas nog tydligt af ordens egen betydelse, s
skola vi ndrmare forstd dem, sedan vi Jart kéinna deras motsatser.

Sidana rent aritmetiska tal voro otvifvelaktigt de forsta, som
man for rikning anvinde, men en hvar som lést regula-de-tri
eller ndgon del af eqvationsliran vet, att de icke &ro de enda.
I dessa riknesitt har man nimligen, med bibehdllande af de ofriga
egenskaperna, frin somliga af de ingdende talen borttagit den
forsta och riknar dirfor nu "med en eller flera obekania”. Dessa
obekanta tal kunna vi di naturligen ej hiiler benimna med de
aritmetiska talen (siffrorna), utan har man i stillet i egvations-
liran valt att beteckna dem med de sista bokstéfverna i det latinska
alfabetet x, y, z... 0. 8. v. I regula-de-tri betecknas vanligen
den enda obekanta med x eller (7).

Hiar 4r nu att méarka, ait dessa tecken representera vissa
bestdmda och fixa tal och inga andra. Skilnaden &r blott den,
att jag ej vet hvilka de &ro. Problemet gér alltid ut pi att soka
. detta., — Om man $. ex. sétter:

2 4+ x =3,

84 dr x lika med 1 och intet annat, jag har dir blott satt x i

stallet for 1 darfor att jag ej pd forhand visste dess vérde, utan
detta skalle blifva rékningens resultat. *)

i ) .A.H'\_;“ o

*) Att stundom tvA eller flera skilda virden kunna gifvas &t x
borttager naturligen ej bestimdheten i den mening demna hir tages,
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Talens andra egenskap, som skulle abstraheras bort, var deras
bestdimdhet, d. v. s. jag infor ett tecken, som val betyder ett konm-
stant af talen, men vid olika tillfillen hvilket som hilst af dessa.
Om jag t. ex. vill uttrycka den enkla, allméinna regeln, att, om
jag till ett tal hvilket som hilst lagger ett tal hvilket som hilst
och sedan borttager detsamma, si erhdlles det forsta tillbaka, s
ir denna sats icke uttryckt dirmed, att jag t. ex. skrifver

9+3—-3=09,
alldenstund detta uttrycker satsen bloft for det fall, att det firra
talet &r 9 och det semare 3, och blir darfor ett exempel i stéllet
for regel; regeln diremot kan jag teckna silunda:

-t a4+ b—b=a

om ‘:iag blott fasthdller, att a och b dro tal Avilka som hdlst,

d. v. s. icke bestimda, men dock konstanta, ty de forindras icke

under sjelfva operationen. Att dfven dessa obestimda tal seder-

mera kunna anses bekanta eller obekanta, torde vara nistan ofver-

flodigt att ndmna. De forra betecknas med bokstifver frdn alfa-

betets borjan, de senare med sddana frin dess slut. I eqvationen:
a+x=0D

hafva vi exempel pid bidadera.

Genom att silunda borttaga de fvinne egenskaperna hos
talen att vara bekanta och bestimda hafva vi nu hojt oss till"
algebrans stdndpunkt, hvilken &r den elementéira analysens hogsta,
did man med elementir analys vanligen menar den, som blott rik-
nar med konstanta storheter.

I och med detsamma vi nu gd att 13mna bakom oss dfven
denna tredje egenskap hos talen, s& g& vi in pd den si kallade
hogre kalkylens omride, hvars forsta uppgift darfor blir att klar-
gira skilnaden mellan en obestdmd konstant och en wvariabel
(icke-konstant), d. v. s. just det forsta af de tre begrepp, som vi
i borjan sade oss vilja definiera.

Skilnaden #&r den, att under det den obestimda konstanten
blott representerar et tal, ehuru hvilket som hilst, si ligger det
ddremot just i variabelns natur att genomldpa hela talsystemet
eller en viss del déraf,

Nigra exempel skola ytterligare klargdra detta:

Om en punkt loper fram efter en (rat eller krokig) linie,
sd dr dess afstdnd frin en gifven fix punkt en variabel, det for-
indras ideligen, och, nir jag just betraktar det frin denna syn-
punkt, si kallar jag det variabelt, En annan variabel i detta
exempel dr tiden, som forflutit, sedan kroppen befann sig pd ett
visst stille eller #gde en viss hastighet, en annan variabel ir
hastigheten o. s. v, '
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. Om nu, sdsom nistan alltid vid en variation #r fallet, tvd
eller flere tal samtidigt variera, si kan jag vanligen betrakta en
eller flera af variablerna sfsom fritt varierande, och de ofrigas
variation sisom af den (eller dem) beroende, emedan vanligen ndgon
motsvarighet mellan deras virden finnes. Om jag t. ex. i det
forra exemplet anser tiden sisom varierande oberoende, si kan jag,
om jag kinner liniens form och hastigheten, dérvaf bestimma en
annan variabel: afstindet frin den gifna punkten. Den ena vari-
abeln kallas dd "oberoende variabel”, den andra “beroende vari-
abel” eller "funkiion” af den forra. Om dirtill mot hvarje bestimdt
virde pa den oberoende variabeln svarar ett enda, fullt bestdmdi
varde pd den andra, si kallas funktionen ”analytlsk” Afven variabla
storheter beteckna vi med de sista bhokstifverna i det latinska alfa-
betet, och nir det endast &r friga om tvinne variabler, en obe-
roende och en beroende, sd betecknas vanligen den forra med x,
den senare med y.

Haraf dr tydligh, att hvarje eqvation (det vill bir siga hvarje
algebraiskt uttryck innehallande ett likhetstecken), som innehdller
tvd variabla qgvantiteter X och y och icke flere, miste gora den
ena af dem till en funktion af den andra; d. v. s. att, om vi an-
taga, att den ena varierar oberoende, si blir, om eqvationen stin-
digt skall vara riktig, den andras variation bunden, "bercende” af
dennas. Lt t. ex. eqvatlonen vara: B R

= X —-]— 2,

sd uttrycker den, att hur é‘m x varierar, si miste alltid y variera
sd, att den dr jaAmt tvi enheter stdrre. Om vi darfor t. ex. tinkte
oss x:s variation dskidliggjord genom afstindet frin en gifven
punkt hos en kula, som enligt hvilken lag som hilst rérde sig pd
en rit linie, si skulle y:s variation dskddliggéras genom en annan
kula, som féljde den férra i sparen, alltid pd precis tvd lingd-
enheters storre afstind frdn den fasta punkten. Vi kunde i detta
fall téinka oss dem sdsom rent af forbundna genom en sting af
tvd léngdenheter. Denna sting vore d4 just representationen for
den gifna eqvationen, ty det &r den, som tvingar den ena att
folja den andras rorelser pd eft visst sitt. De flesta andra eqva-
tioner skulle naturligen fordra mycket kringligare fireningsband.

Ett annat sitt, det inom matematiken mest brukliga, att
dskidliggira defta &r att tinka sig en kurva (d. v. s. kroklinie,
men den rvita linien inbegripes &fven ddri) si beskaffad, att i
hvarje punkt pd densamma den oberoende variabeln x representeras
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af dess vinkelriita af-
gtdnd frén linien OY 1
och den beroende, y, i
af dess afstdnd frin
den mot OY vinkel-
rita linien OX, Xur- L
vans punkters olika
afstind frin endera
linien representera
dd hvar sin af de va-
riabla gvantiteterna,
hvarigenom dessas
skilnad frin obe-
stimda  konstanter .
tydligt framgér.
Om vi §. ex.
i detta system ville representera funktionen

sd skulle det tydligen ske genom den rita linien AB, som delar
vinkeln XOY midt itu, ty det &r ej svdrt att bevisa, att ¢ Avarje
punkt pi denna linie afstindet frdn OX &r lika stort som afstin-
det frin OY, det vill just siiga att linien representerar eqvationen
y — x. Den forr nimda eqvationen
y=1x-4 2
ddremot skulle representeras af den med AB parallela linien CD,
som gir genom punkten 2 pid OY, ty, sdsom vi litt se, svarar pa
denna linie mot ett lika stort x alltid ett y, som &r tvd lingd-
enheter storre #n pd den firra, ty stycket EF &r alltid lika med
stycket frin O till 2, hvar pd linien E &n tages. Tager man
diremot en punkt pd den i figuren uppritade cirkeln, s& inses af
den, som kénner den bekanta satsen om gvadraten pd hypotenusan
i en ritvinklig triangel, att summan af gvadraterna pd punktens
afstdnd fran OY och OX alltid miste vara lika med qvadraten pd
cirkelns radie, som &r 4, hvarfor denna cirkelperiferi kan anses
representera eqvationen:
x2 -} y2 = 42 = 16.

P34 detta sitt kunna vi sidledes med en kurva representera
hvarje eqvation innehdllande blott x och y, d. v. s. hvarje relation
mellan en oberoende och en beroende variabel, hvilka begrepp vi
dirfore nu tro std timligen klara for ldsaren.

Om man blott vill angifva, att y ar ndgon slags funktion
af x, utan att vidare angifva, hurn den eqvation ser ut, som gor
den till en sidan, eller (som &r detsamma) huru den kurva ser
ut, som representerar detta samband, si skrifver man blott:
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y= f (X),‘

hvilket utlises ”y 4r lika med en funktion af x”. Olika slags
funktioner utmérkas med f frin olika alfabet och stilar t. ex.

Y=F®71=F@ y=9¢o0sv,
der f:en siledes dro tecken for obestimda, men i hvarje fall kon-
stanta funktionsformer eller eqvationer (kurvor) —

Latom oss nu betrakta eqvationen:

y =X + 2.
Dir se vi di, att om x gir t. ex. allt niirmare fill virdet 1, si
gir y allt nirmare mot 3, och jag kan fi y att skilja sig frén 3
med mindre dn hvilken uppgifven qvantitet som hilst, om jag blott
tar x nog nira intill 1. Nir si &r forhillandet, si kallas 3 for
funktionens grénsvirde for x == 1, och vi uppstilla i analogi
hirmed féljande definition:

Om ddrigenom ait en variabel @ fores allt nirmare till
ett visst virde a, en funktion diraf kommer allt ndrmare ett
visst wvdrde b, och detta obegrinsadt, si att den kan fds att
skilja sig fran b med mindre .an hwilken forut uppgifven quan-
titet som hdlst, om man bloit tar z tillrickligt nira a, sd

kallas b for funktionens limes eller gransmrde for @ = a,

hvilket tecknas silunda:

lim f(x) = 1

X = a
Di skulle man kunna anmirka, att grinsvirdet ej vore annai &n
funktionens eget virde, di man for x insitter a, hvilket brukar
tecknas:

(3)7 '

och si ar #fven fallet i ofvanstdende exempel och manga andra,
och ndr si &r, d. v. s. niir

T O lim f(x) = f (a),

s3 kallas funktlonen kontmuerlzg for x == a, men det ar att val

mirka, att detta icke alitid #r fallet, och d4 det just &r dessa

undantagsfall, som for vart nuvarande &ndamil &ro af det storsta

intresset, s& vilja vi egna dem en nigot nidrmare undersikning.
Om vi t. ex. hafva en funktion

B e y o= _— ‘
x— 2, '
84 &r det eJ svirt att se, att denna i allmanhet ir densamma som
den forut omtalade funktionen
y=x+ 2

ty den ofvergér dirtill genom brikets forkortning med x — 2,
men 1 ett enda fall dr detta icke héndelsen, det &r nimligen nér
x ar lika med 2, ett viirde, som det ju kan antaga, eniir dess
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variation 4r oinskrinkt. Vart y skulle i detta fall antaga utseen-

det 0’ hvilket vi ju veta ¢j 4r ndgot verkligt tal, emedan vi ej

kunna dividera med O utan att stindigt stéta pd motsigelser. Vi

miste di siga, att vart y icke har ndgot verkligt virde for x = 2,

eller att, om funktionen beteckmas med f (x), s& har f (2) intet

virde, men icke desto mindre har lim f (x) ett fullt bestimdt
2

virde, ty om x blott skiljer sig aldrig si litet frin 2, si kan
man alltid forkorta med x — 2 och dirfor f

y=x |+ 2,
men diraf foljer afven, att y kan fis hur nira som bilst till 4,
om man blott for x tillrickligt nira 2, hvarfor enligh definitionen
pd limes

Iim : = 4.

X =2 X — 2
Hir hafva vi alltsd ett godt exempel pd att lim f(x)kan
X —=a

hafva ett fullt bestdmdt virde, ehurn f (a) ej har nigot sddaut.
Andra exempel skulle kunna gifvas, der f (a) och lim f (x)

X ——42a
hafva hvardera bestimdt, men helt olika virden. Som dessa exem-
pel dock fordra kdnnedom om mindre elementira funktionsformer,
sd4 kan nigot sddant hir ej anforas.

Ett annat exempel pid griénsvirde, som for oss nigot nfr-
mare vir egentliga uppgift, dr t. ex. foljande:
|

Om vi i denna funktion 1ita x vixa allt mer och mer, sd minskas
— obegrinsadt, och y ndrmar sig dirfor allt mer och mer det

fullt bestimda virdet a, och detta nérmande sker fullkomligt obe-
gransadt. Om vi didrfor uppgifva en liten fix gvantitet, m, hur
liten som hélst, s§ kan alltid y fis att skilja sig frdn a med
mindre &n m, om man blott tar x tillrdckligt stor. Detta och
endast detta forstir man med uttrycket:
. 1
=) = a.
X h:!noo (a + A)

Detta uttryck fir darfor naturligen ef fattas sd, att oo (Podndlig-
heten”) skulle vara eff fal, till hvilket x skulle nirma sig, utan
det betyder blott, att om x vixzer, si nirmar sig y si till virdet
a, att det kan fds att darifrdn skilja sig hur litet som hilst, om
jag blott tar x tillriickligt stort. Hir kunna vi siledes tala om
ett grdinsvdrde, dir ett verkligt vdrde icke allenast icke finnes,
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utan ej ens kan sittas i fraga. : ‘

Sedan vi nu redogjort fér begreppet af ett griunsvirde, s§
blir det ej hiller ndgon svirighet att fatta de i sjelfva verket
yiterst enkla definitionerna pd de tvinne begrepp, som vi satt si-
gom titel ofver denna uppsats:

En odndligt liten quantitet dr en variabel, hvars
grdnsvirde dr 0, d. v. s. den som kan variera hur ndra till
0 som hdlst och

En odndligt stor quantitet dr en sddan variabel,
som icke har ndgon ifre grins, utan kan gd hur higt upp
som hdlst i talsystemet.

Om vi nu blott riktigt val fasthilla dessa bida enkla defi-
nitioner, sd kunna vi ur dem draga en mingd ytterst vigtiga
slutsatser.

Forst se vi dd, att en odndligt stor eller liten qvantitet &r
en variabel. Det karaktiristiska for en ofndligh stor qvantitet &r
darfor ej, att den i hvarje punkt &r mycket stor, utan blott att
den &ger formiga att vixa ofver hvarje uppgifvet tal. Om vi si-
lunda finna, att en qvaniitet saknar denna egenskap, sd kunna vi
pi forhand siga, att den ej &r odndlig.

Om man t. ex. skulle siga oss, att dropparne i hafvet vore
oindligt minga, si kan detta endast vara riktigt, for si vidt man
med en droppe icke menar en konstant gvantitet, utan den kan
blifva hur liten som halst. Menar man dter med en droppe en
viss vattenqvantitet, likgiltigh om 1 milligram eller t4ydyqy mil-
ligram, sd ar det i sig sjelf omdjligt att dropparne i hafvet kunna
stiga ofver alla grinser, vi veta till och med att om man sitter
ndgra millioner nollor efter en etta, si har man ett tal, som be-
tydligt ofverstiger dropparnes antal i hafvet, ty s wmdnga drop-
pars vigt ofverstege betydligt jordklotets, om t. ex. hvarje droppe
vigde pgoigoe milligram *); och om ett tal, som aldrig kan
komma ofver det nyss bildade, kan man, matematiskt taladt, ej
anviénda ordet ofndligt med mera skdl in om hvarje annat, &n
aldrig s4 litet tal, ty det forra kan lika litet som det senare vixa
dfver alla grdnser; en helt annan sak dr det att det for vira
sinnen kan te sig sdsom “omitligt”.

Diremot kan man siga, att mellan talen O och 1 ligga
oindligt manga brak, ty briken ligga dir ej en ging for alla far-
diga, utan jag insticker dem allteftersom jag uppdelar intervallet
i allt mindre och mindre delar, och denna delning kan jag uppen-
barligen drifva ofver alla grénser, ty hur lingt jag &n kommer,
s& kan dock delningen i hvarje punkt tdnkas fortsatt,

*) I sjelfva verket fordras hirtill blott 37 nollor.
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Vi vilja nu undersgka, om det ar ritt eller ej att anvinda
det ofta begagnade uttrycket, att en linie bestdr af odndligt
minga punkter, eller, som &r detsamma, att ett oéindligt antal
ginger 0 ej skulle gora 0, utan en éndlig qvantitet.

Vi veta, att O multipliceradt med ett tal, hur hogt det &n
mi vara, stindigt #r O, men det vill ju just ej sfiga annat, &n
att O multipliceradt med en variabel, hur higt den &n mi stiga,
stindigt forblir 0. Men en variabel, som fir stiga hur hégt som
hilst &r ju just ofindligt stor, och vi se siledes, att den si ofta
anviinda satsen #r fullkomligt falsk och beror pd en olycklig for-
blandning af 0 med en odndligt liten gvantitet, ty hur stor pro-
dukten af en sddan och en oindligt stor qvantitet blir, beror p#
efter hvilken lag dessa bdda variabler forindras i forhillande till
hvarandra, sisom af det foljande skall framgd. Skulle man di
friga: Hvad 4r di skillpaden emellan O och en oindligt liten
qvantitet, sd Ar svaret helt enkelt: De &ro si olika som mdjligt,
ty det ena &r en konstant, som har virdet O, det andra 4r en
variabel, som ¢ ens behdfver kunna antaga virdet 0, blott kom-
ma har néra som halst dirtill.

Vi vilja nu ett annnat exempel: Ar det sant, att decimalbrd-
ket 0,33333 "1 oéndlighet fortsatt” verkligen kan vara lika
med det fullt bestimda virdet

Med Dhjilp af de foregiende definitionerna skall ej hiller
denna friga vara svar att besvara: Storleken af briket 0,3333
ar otvifvelaktigt en funktion af decimalernas antal, betraktadt si-
som en variabel gvantitet. Med att briket fortsatfes ”i o#ndlig-
het” menas di naturligen pd grund af det foregdende intet anmnat,
in att deuna variabel vixer ofver alla grinser. Nir jag di falar
om funktionens virde for variabelvirdet ofndligheten, si kan jag
sdledes dirmed omdjligt mena ndgot annat &n dess limes for en
ofver alla grénser vixande variabel; och det &ger nog sin riktig-
bet, att detta grdnsvdrde kan vara ett fullt bestimdt tal och
just dr lika med ¥,! Vi se sdledes, att satsen nog &r sann och
riktig, om den blott ritt forstds, si att man ej fir tinka sig
1. ex. att hogst upp i falserien ligger ett egendomligi, gétlikt tal
kalladt ”oiindligheten”, och si manga treor bor jag taga med for
att af decimalbraket gira 1/;; utan man mdste, ndr man uttalar
satsen, forstda, att dirmed menas intet annat &n den enkla san-
ning, att ju flera treor jag tar med, desto nirmare kommer deci-
malbrdket till 1/;, och detta nirmande sker obegrinsadt, si att
jag alltid kan f& decimalbriket att skilja sig frdn I/, med mindre
dn hvilken konstant gvautitet som hélst, om jag blott for hvarje
ging tar ett tillrfickligt antal treor. Hiraf ser man siledes,
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att satsen, ratt fattad, #r mojlig. Att den dfven dr sann inses
latt genom fdljande resonnement:

Emedan
Yoem e gy 0,3 = 1/3 - 1/30
L 0,33 = 13 — z09
0,333 = s — Y5000
Ve 0,3388 = Y3 — Y3000
' co 0. 8. V.,

sé synes, att om Jag blott tager vanabeln (antalet treor) txllrack-
ligt stor, si kan jag f4 decimalbréket att skilja sig frin Y5 med
mindre &n en forut uppgifven gvantitet, hur Jiten den &n ma vara,
hvarfor 1/; ar dess limes enligt detta ords definition.

Sedan vi nu s0kt klargtra meningen med en oindlig gvan-
titet 1 och for sig, sd vilja vi nu odfvergd iill att till storleken
jamfora sAdana sins emellan, och skola vi dérfor nu forst sika
visa mdjligheten déraf:

Om limes (for x==a) for f (x) vore A och for ¢ (x) vore
< B, sd ar tydligen (om vi med § och ¢ mena vissa variabla gvan-
titeter, som blifva odndligt smd nir x gir mot a)

f(E =A 4 dohg(x) =B+ -
Men di dr #fven

J@Fe@®=4+B+ @+,
men (& — ¢) ir naturligen en odndligt liten gvantitet, nir x
gir mot a, hvaraf foljer

im (f@+y0)=4+D

Pi alldeles hknande sitt bevisas dfven de motsvarande satserna:

V@ —¢@)=24—8

[

>XEBU@w@»:A3<_ffﬂ}

m () _ A
H o tm T T8
allt naturligen under forutbattmng att A och B dro verkliga be-

+ stimda fal, och att resultatet ej antager sidana former, som &ro

- oss fullkomligt obekanta: A eller ty vi kunna, sisom bekant

0 0,’
o dividera med 0. Emellertid dr det ¢j svért att se, att om f (%)
har det bestimda gransvirdet A och ¢ (x) gir mot O, si miste

vixa Ofver alla granser, ty dess nimnare men icke dess

e (%)

e,

R -
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tdljare blir oindligt liten. Likasi se vi, att om B e &r bestimd,
utan ¢ (x) vixer ofver alla grinser, men ddremot e f (x), sd ir

lim, ~A4 — 0, och pd sddant sitt knnna vi alltid resonnera for

* E
att i dylika fall finna grénsvirdet, utom i det fall, att of vanskrifna
tal skulle antaga de s. k. obestimda formerna

i,f),w——a;ellerd‘.w

& W
ddr & och & dro varjabler, som gi mot 0, » och « sidana som
vixa Ofver alla grénser, d4 x gir mot a.*

Men just nir de leda till dessa och i synmerhet de tvd
forsta, hafva de for oss ett sirskildt intresse, Vi se, att de di
just utmirka qvoter mellan odndligt smd och mellan oéndligt stora
gvantiteter, och gifva oss sidlunda tillfille att jimfora sidana gqvan-
titeter genom att understéka storleken af deras gvot, liksom vi
veta, att vi, for att finna forhdllandet mellan tvinne &ndliga gvan-
titeter, undersdka deras qvot.

Nu #r klart, att om de ofndligt smé eller stora gvantiteterna
varierade fullt oberoende af hvarandra, si kunde vi intet bostdmma
om deras gvoter, men om de aro gifna funktioner af samma va-
riabel, s& &4r deras qvot dfven en funktion af denna, och denna
funktion mdste i allminhet hafva ett grinsvirde. Ett exempel

2 —
hirpd hafva vi redan sett i funktionen X Denna bestir

4
-9
ju, nir x ndrmar sig till 2, af en qvot mellan tvinne oindligt
smi qvantiteter, men har icke desto mindre ett fullt bestimdt
grinsvirde — 4.

Vi vilja &fven i korthet anfora ndgra andra exempel:

2
2 ar ju alltid lika med x, sdsnart x ej &r precis == 0, hur

nira det &n gar dartill. Dess grinsvirde for x = 0 &r siledes
0. Likasd inses att det vixer ofver alla grinser, nir x gor si.

| S - . E ! . B - P
x ir ju alltid = =il = =14+ o di x ej &r
= (. Det ndrmar sig darfor till 1, ndr x véxer ofver alla grin-
ger, och blir oindligt, nédr x gir mot 0 o. s. v.
Om man bar en funktion af x, 1it vara
= f (z
och x deri fir ett litet tillskotf, hvilket vi vilja benimna sx (las
Delta-x, bvilket méiste betraktas som eft enda tecken), sd fir i

d ok
* Hartill kunna liggas de mindre elementira: os, ©, (110)w-
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allménhet &fven y ett tillskott (positivt eller negativt), 4y, som
gir mot 0, nir 4x gir det. Om t. ex. funktionen vore .. ...
y=x
och x fir tillskottet sx, sd blir tydligen
Yoy = (6 0P = x 2 x () + (0%,
men detta uttrycks limes (for #x == 0) #&r tydligen x2 eller y
hvaraf synes att lim 4y = 0.

’ x =—=20
» Limes for forhillandet mellan dessa bida oindligt smi tlll-
skott nir 4x gir mot 0, . v. s.  lim Tz pligar kallas funk-
x == 0

tionens derivata eller differentiallcoefficient och 4r just det be-
grepp, hvarpid hela differentialkalkylen eller infinitesimalriikningen
ir bygd. Denna derivata, som sdledes uttryckes med
im ¥ odler Gm L&A =S
dy — 9 4% Ay AX
kan i allminhet bildas genom metoder analoga med dem, genom
hvilka vi fornt sokt gransviirden. Vi inlita oss ej pid dessa de-
duktioner, blott en enda enkel sats vilja vi anfora:
Om funktionen vore en konstant och siledes i figuren sid.
361 representerades af en med OX parallel rat linie, sd vore ju
(X + ax) = f (%)
JG& 4 M =7 e
AX
oindligt liten eller ej; derivatan af en konstant dr dérfére stin-

och siledes = 0, vare sig u4x &r

Vi vilja nu af derivatans eget uttryck draga nigra slut-
satser angdende dess anvindning och betydelse inom matematiken.

Om vi antaga, att det tillskott vi gifvit x (d. v. s. 4x)
vore positivt, d. v. s. ett verkligt tillskott, sd &r det tydligt, att
derivatans tecken beror pd tecknet hos 4y, sd att den &r positiv
om 4y &r si och tvirtom. Men biraf foljer, att sd linge deri-
vatan &r positiv, s& vixer funktionen nir x vixer och aftager
nir x aftager; en sidan funktion &r t. ex. 2 x, hvars derivata
dr konstant = 2; men om derivatan &r negativ, si ir 4y nega-
tiv, d. v. s. i detta fall aftager funktionen, nér x viixer och
tvirtom. En sidan funktion &r t. ex. % hvars derivata ir — ~1§,
hvilken ju alltid &r negativ.

Afven hiraf ar det tydligt, att den funktion, hvars derivata
stindigt 4r 0, hvarken till- eller aftager, utan mdiste vara en
konstant,
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Men om derivatan (som ju i allmfinhet sjelf &r en funktion
af x) for ett visst x-virde frén positiv skulle fvergd till negativ,
s& vore defta ett sikert tecken pd att funktiomen sjelf i denna
punkt fran att vixa med x birjar att aftaga, nir x vixer ytterligare,
d. v. s. den #r i denna punkt storre &n for bade stérre och min-
dre nirliggande x-vdrden, eller hvad man kallar: den har ett
maximivirde i denna punkt. Omvindt har den naturligen etf
minimivirde, om derivatan frin negativ ofvergdr iill positiv. Ett
exempel hirpd ger oss funktionen x2, hvars derivata ir 2x. Den
bar ju, sdsom vi veta, sitt minsta méjliga virde for x — O, ty
den kan aldrig blifva negativ. Men om derivatan, sisom vid vira
vanliga funktioner &r fallet, dfven sjelf 4r en kontinuerlig funk-
tion, s& kan den ej ofvergd frin positiv till negativ utan att pas-
sera 0. Vi finna sdledes, att vdra vanliga funktioner icke kunna
bafva ndgra maximi- eller minimipunkter utan att derivatan for
dessa x-vdrden blir 0, och di derivatans bildande sker efter uigra
fa, enkla regler, si inses att detta dr ett utmirkt medel for upp-
tickandet af siddana punkter. Det bor emellertid anméirkas, att
af Dbeviset ej foljer, att en sddan punkt alltid finnes dir derivatan
ir 0, ty denna behofver ej alltid vixla tecken di den blir 0. Den
kan ju nidmligen sjelf dir hafva en maximi- eller minimipunkt,
hvilkét naturligen kan kontrolleras genom bildande af dess egen
derivata, sedermera dennas o. s. V.

En annan tillimpning, som i viss mdn &r typisk for alla
sddana kunna vi dfven sluta till af derivatans uttryek,

Det &r tydligt, att braket ;'; ar desto stdrre, ju hastigare

y tilltager med x pd striickan 4x, och dérfér kan anvindas sdsom
mitt pd demnna hastighet. Men om nu, sisom i allmdnhet &r
fallet, denna hastighet under strickan skulle vixla, si fir jag

genom briket i’} blott reda pd medelvirdet darfor, si att det t.

ox. ger mig 0, om funktionen férst mycket tillvixt och sedan lika
mycket aftagit. Vi se dérfor, att i ju mindre stycken 4x vi sén-
derdela det intervall, hvarinom vi vilja underséka funktionens
vixlingar, desto noggrannare uttryck fi vi for dessa. Men sd
linge ax och ddrfor dfven .y dro #ndliga, sd #ro vi aldrig sikra
pd att icke fillvixtens hastighet inom detta lilla intervall i be-
tydlig grad fordndrats. Det enda medlet for att f& en verkligt
trogen bild af funktionens vixlingar pd hvarje, &n aldrig sd liten,
stricka dro darfor att lita qvantiteterna 4x och 4y blifva odnd-
ligt smi, det vill just siiga att bilda
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im &,
Ax = 0 Ax
det vill just siga funktionens derivata.

Vi hafva nu bland den stora méngden angifvit ett par
exempel pd af hvilken vigt derivatan ar vid undersgkningen af
funktioners och dermed afven af de af dem representerade kur-
vornas egenskaper, en nytta inom matematiken, som val skulle
konna jemféras med de finare delningsapparaternas eller mikro-
skopens gang inom fysiken, ty under det att man fére infinitesi-
malkalkylens upptick blott kunde stricka sina undersdkningar
till relativt storre delar af kurvan, s§ har man deri funnit ett
medel att understka Afven odndligt smd delar af densamma. Men
liksom det i fysiken ofta hdnder, att man mdiste medelst etf annat
mikroskop torstora den bild som gifvits af det forsta, si hander
det d&fven inom matematiken, att man dter mdste taga derivatan
af denna forsta derivata for att underséka dennas egna variationer
0. 5. v. och forst i den mon jag understker allt fler och fler pd
detta satt bildade derivator, kan jag siga mig fullstindigt kinna

den ursprungliga funktlonen
Ad. Meyer.
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Nﬁgra ord om Hjalmar Ling och den . |
c svenska gymnastiken. .. .. . ..

Efter en niira fyrafiodrig ldrareverksamhet har professor Hjal-
mar Ling begért och erhdllit afsked frin sin befattning sisom
ofverlirare i pedagogisk gymmastik vid Kongl. Gymnastiska Cen-
tralinstutet. Anledningen &r &lder och sjuklighet: skil, som svir-
ligen kunna underkinnas. Det var dock med vemodiga kinslor,
som vinnerna till en sund gymnastik mottogo underrittelsen hir-
om, och ingen méd undra pd, att man vid detta tillfille vill stka
sammanfatta bilden af en sd ldng och betydelsefull arbetsdag.

Utan friga en af de bista representanterna fir den svenska
gymnastiken och tillika en bland dem, som blifvit trogna syste-
met i dess ursprungliga och rena form, har Hjalmar Ling ytter-
ligare utvecklat och bekantgjort detsamma. De stirre konturerna
uppdrogos visserligen af mistaren och uppfinnaren, Pehr Henrik
Ling, men fastin man ej kan frinsiga honom ett betydelsefullt
detaljarbete, maste man dock vidgd, att sonen omhéndertagit detta
senare, synnerligen hvad friskgymnastiken betriffar, pd ett sitt,
fullt virdigt den snillrika skapelsens upphofsman, Sikert &r, att
wtan Hjalmar Lings om sundt omddme, grundliga kunskaper och




