Matematikundervisningen i danska gymnasier — och
i svenska.

Nagra wveflextoner med anledning av en nyuthonvnen dansk ldrobok
¢ matematik. {Juul og Roennau, Lerebog i Matematik, Rand I—
II1. Levin och Munksgaards férlag, Kopenhamn.)

Av docent Harald Bergstrém.

I den utredning av matematikens stillning i de svenska
liroverken, som Icktor Lonngvist forctog dr 1934, gjorde
han dven c¢n jimfdrclse mellan matematikundervisningen i
olika linder, bl. a. Frankrike, Tyskland och de skandinaviska
landerna. Dirav framgick, att Sverige var simst lottat ifraga
om det antal undervisningstimmar, som voro anslagna for
matematik. Sedan dess har visserligen en specialkurs i mate-
matik tillkommit vid det svenska gymnasiet, men det riader
ef ndgot tvivel om, att vi trots detta ef pid lingt niir natt
upp till de namnda lindernas avanceradc matematikstudier
pa skolstadiet. Sirskilt markant blir denna vir efterbliven-
het, om jimforelscn géres med Danmark, dar matematiken
genom betinkandet av den 9 mars 1935 fitt en innu mera
framskjuten position dn den hade tidigare. Hur himmelsvid
skillnaden &r mellan de svenska och danska gymnasiernas
nuvarande lirokurser, skall jag visa genom att ge ett sam-
mandrag av den ovanniimmnda liroboken, avsedd for den mate-
matisk-naturvetenskapliga linjen. Denna bok idr dessutom si
fortrifflig att den mer dn vil fortjinar att utférligt refereras,
1 anslutning till rcferatet skall jag di ocksd gira nagra re
flexioner,

Del 1, som ldses [ forsta gymnasieklassen, birjar med den
geometriska framstillningen av de rationelia talen pa tallin-

13—39510. Pedagogisk tidskvilt 1939. Hafl. 6.
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jen. De irrationella talen behandlas cj hiir. Blott i ett exem-
pel (diagonalen i kvadraten pi enhetsstrickan) visas, att in-
kommensurabla strickor kunoa forekomma. Begreppet nu-
meriskt viirde inféres. Direfter genomgis det cartesianska
koordinatsystemet, avstindsformeln, parallellféirflyttning  av
koordinatsystem m. m. [Redan hir behandlas den enklaste
av alla geometriska orter — cirkeln —, vars ckvation upp-
stilles.

1 kapitel 1l infores funktionsbegreppet i allmédnhet.  Genom
tabellfunktioner {tid och barometerstind) understrykes, att
funktionen betyder en tillordning av talen i en talmingd till
talenn 1 en anpan talmingd. Darvid klargsres omedelbart be-
greppet variabel. Funktioner, framstillda genom matematiska
uttryck, exemplifieras.

Kapitel III behandlar den linjira funktionen. Inpunkts-
formen, tvipunktsformen och avstdndsformen for rata linjen
framdeduceras, den sistnimnda foljaktligen utan anvidndning
av trigonometrien, som dnnu ej inforts. (En liten kurs i tri-
gonometri lises visserligen redan i mcllanskolan.) Ytan av en
godtycklig triangel, vars hornkoordinater dro kinda, beriknas,
varvid determinantformen fGr ytan anvindes. Begreppet
determinant infiires salunda. Slutligen behandlas linjdra ekva-
tionssystem av tva ekvationer 1 tva obekanta, varvid los-
ningens geometriska betydelse sidrskilt framballes. I kapitel
IV foljer en utforlig behandling av andragradspolynomet.
Genom tabellvirden konstrueras enkla kurvar. I anslutning
till bestimningen av funktionens nollstdllen genomgds andra-
gradsekvationen. (Denna har dock inledningsvis behandlats
i mellanskolan.) Kapitel V innehiller de vanligaste lagarna
for rikning med olikheter.

Kapitel VI, som utférligt behandlar talbegreppet, och visar
med vilken nddvandighet detta talbegrepp undan fér undan
miste utvidgas (permanensprincipen), ar kanske bokens mest
intressanta partl. De irrationella talen inféras stringt logiskt,
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varvid definitionen genom dubbla talféljder anvindes. (En
definition, som gér tillbaka till Weicrstrass.} Det pedngteras
kraftigt, att endast de rationella talen kunna anses askadligt
givna. Begreppet talfoljd inféres forst genom exempel och
behandlas senare mera allmint.  Sidrskild  vikt ligges, som
sig bor, vid de monotona talftljderna. Begreppet grinsvirde
definieras till en bérjan endast f6r det fall att ett rationellt
grinsvarde forcfinnes. Tva talfdlider A4, 4., ..., A, ...
och a,, a,, ..., @,... kallas approximationsfoljder, om de
uppiylla villkoren A,— = 4., 4 < a,, A.,= a, f6r alla
1, Ay,~—a, mindre in varje uppgivet tal & om = viljes
tillrickligt stort. Till varje rationellt tal kan ett sidant par
av approximationsféljder angivas, nimligen féljderna av de
uppit och nedit avkortade decimalbriksutvecklingarna., Om-
vint Ar talet d3 centydigt definierat genom dessa talféljder,
och man kan se dessa och ef talet sjalvt som det primirt
givna. Genom exempel visas, att approximationsféljder utan
grinsvirde existera. Dessa tillordnas dd ett griansvirde (en
symbol), som bendmnes irrationellt tal. Det visas ocksd, hur
man kan rikna med dessa grinsviirden, d. v. s. med approxima-
tionsfiljderna.

Innehdllet i kapitel VI kan ju tyckas vara alltfor djuplig-
gande for ldrjungarna i forsta gymnasieklassen, vilket ocksd
forfattarna medge. 1 foretalet sdga de namligen: »Kap., VI
indeholder noget Stof, der ikke er helt let.  Fn selvstendig
(Gengivelse heraf vil man naeppe’ kraeve av Elever 1 1. (5.,
men vi mener, at det dr muligt at fremdrage for Eleverne
de Problemer, der melder sig, og forklare de Metoder, man
benytter for att klare Sagen. Ved en sencre Repetition,
eventuelt i 3. G. vil dette Afsnit sikkert kunne lmses med
stort Udbytte.»

I detta vill man giirna instimma. Detta klara och kor-
rekta innehdll #dr i varje fall mindre svarbegripligt dn den



168 HARALD BERGSTROM

dunkla framstillning av de irrationella talen, som oftast fére-
kommer i de svenska ldrobéckerna.

I kapitel VII kan nu den binomiska ekvationen +* — & 14-
sas for godiyekligd reellt positivt tal . Dirmed dro s-te rot-
terna inforda. 1 kapitel VIIT behandlas potenser med godéycd-
liga reella exponenter, varvid potenser med irrationella expo-
nenter erhiillas genom en vil genomitrd grinséverging. Expo-
nentialfunktionen studeras grafiskt genom tabellvdrden. I
kapitel IX inforas logaritmer. Direlter foljer 1 kapitel X
nigra geometriska forberedelser till trigonometrien, som be-
handlas i det foljande kapitlet. De trigonometriska funktio-
nerna  definieras direkt 1 enhetscirkeln, varvid dock endast
vinklar << 180° betraktas. Fgentligen medtages endast sa
mycket av trigonometrien, som behovs fér solvering av
trianglar. I samband hirmed genomgas planimetri, diir oftast
trignnometriska bevis med fordel anvindas. I de dterstiende
kapitlen behandlas punktsystem, kongruens, likbeldgna punkt-
system och figurer, geometriska orter, gcometriska konstruk-
tioner, harmoniska cirkeln och slutligen vektorriikning.

Del 11, som ar avsedd fér andra gymmasicklassen, borjar
med en repetition och utférligare behandling av talféljderna.
— Ligg mirke till det avseende, man fister vid dessa -—.
Ilar inféras sddana begrepp som uppit och nedit begrinsad
och hopningspunkt. Det bevisas, att en begrinsad talféljd
dtminstone har en hopningspunkt och att nodvindiga och
tillrdickliga villkoret for konvergens ir, att den cndast har en
hopningspunkt. D¢ vanliga lagarna for rakning med talfol)-
der genomgds. Dircfter féres man dter in pi funktionsbe-
greppet.  Grinsviirde {or funktion definieras, varvid betonas,
att man mdste tinka sig argumentet x genomldpa en talféljd.
Definitioncn lyder alltsd: lim f(x) = 4, om for varje taifoljd

-y

Xy, Xy - ., %uy ... med lim 2, — x, den tillhdrande talf6ljden

Fla), flad, .. a0 har grinsvirdet A, 1 kapitel 1T
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behandlas kontinuerliga funktioner. FEn funktion f(z) sigcs
vara kontinuerlig © punkten a,, om lim f(2) = F(x,). De van-

+— o
liga kriterierna for kontinuitet genomgis, Féljande satser om
kontinuerligan {unktioner bevisas bl. a.: — lin kontinuerlig
funktion f{z}) i ctt slutet intervall (#, 4} dr begrinsad i (a, &),
det existerar en Ovre och en undre grins {&r f{2) i (a, &);
har f(x) olika tecken i punkterna & och &, si forsvinner den
i en punkt mellan & och 4; antager f{x} olika virden i «
och 4. si antar den varje virde, som ligger mellan dessa
nyssnimnda virden. — Utforiigt bebandlas den inversa funk-
tionen till co stindigt vixande kontinverlig funktion i ett
intervall. Det visas fullt stringt, att den motsvarande inversa
funkticnen ocksa dr stindigt vixande och kontinuerlig i till-
hérande intervall.

I kapitel Il inféres begreppet derivata for kontinuerlig
funktion. Aterigen framhdlles, att man rér sig med talfg}jder.
Man utgar frin en godtycklig talfsljd x,, a.... x.... med
lim x, = x, (v, # x, for alla »#) och bildar de nya talfoljderna

Sl fla), oo ).

A Ay, e Ay e Aw— Xy ..
flr)—Flr) fla)—r)  fle)—rlx)
x,— 1, ’ x,—x, ' Xy~ T, '

Den sistnimnda talféliden dr definierad, da 2, 4 2. Om den
har ett bestamt grinsvirde A, som dr gemensamt {or alla sa
bildade talféljder (x,, 1,, ..., %., ... godtycklig med lim 1, = 1)
siges f{#) ha derivatan / (r,) = A i punkten z..

Efter genomgingen av de vanliga deriveringsreglerna, [6lja
allmiénna satser om deriverbara funktioner. Sambandet mellan
derivatans tecken ach funktionens tillviixtfarhillande klarligges,
Rolles sats och lagranges medelvirdessats bevisas. Funk-
tionens extremvirden behandlas utforlipt, Aven differential-
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begreppet inféres.  Ett specialfall av L'ospitals andra regel
behandlas och regeln anvindes for att berikvoa grinsvirdet
far conkla obestimda uttryck. Ltt wtforligt kapitel dgnas at
kurvkonstruktion. Direfter foljer i kapitel V en fullstandig
behandling av de trigonometriska funktionerna, varvid radian-
matt infores. Dirvid forutsattes naturligtvis, att cirlelbdgens
langd dr en definicrad storhet, wmen férfattarna ha redan ti-
digare antytt, att cirkeln betraktas som grinsfall (6r en ming-
hérning, och att lingre fram (i samband med integralkalky-
len) cirkelns omkrets kommer att definieras som ctt bestimt
grinsvarde. 1lar bevisas nu additionsformlerna for de tri-
gonometriska funktionerna, och detta sker med hjilp av pro-
jektionssatsen, som [6rst genomgis. Funktionernas derivator
bestimmas genom en noggrann dverlaggning.  Derivatan i
origo, lim —1— crhilles genom jamiforelse av cirkelsektorns

vta med tva lampligt valda triangelytor.
1 Lapitel V dr man redan framme vid intcegralbegrep-

pet.  Forst behandlas den obestimda integralen | /(2 dy —

= @(2) + €. Den bestimda integralen ’f(,r) Jx inféres som

den entydigt bestimda funktion F{x) i funktionsmingden
@(2) + €, som uppfyller villkoret F(a) —o. Direfter vi-
sas emellertid, att den bestdinda integralen av en konti-
nucrlig funktion kan uppfattas som det gemensamma griins-
vardet for en oversumma och en undersumma. Det bevisas,
att detta grinsviarde dr en kontinuerlig funktion av den Gvre
grinsen 1 integrationsintervallet, och att denna funktion har
integranden  ti}l derivata. Dirmed firbindas alltsd de bada
definitionerna. Med anvindning av integralkalkyl berdknas
ytor, kurvbigars lingd och volymer. En sirskild paragraf
dgnas 3t cirkeln, dir de tidigare anvinda formlerna for cir-
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kelns yta och omkrets forklaras och bevisas. Diirmed iro
dessa tidigare luckor i framstidllningen utfyllda,

I kapitel VII behandlas logaritmfunktionen. Hir anviindes
den trevliga definitionen av den naturliga logaritmen som be-

»
'y

stimda integralen log x — l Dirav f6ljer ju di omedel-
bart pd grund av den bestimda integralens egenskaper, att
log « dr kontinuerlig och har en bestidmd derivata f6r x > o.
Utan svirighet hevisas de vanliga riknelagarna fér logarit-
men. (enom denna definition understrykes ocksd, att en
funktion &r lika vildefinicrad genom en bestimd integral som
genom tidigare *anvinda enkla rikncoperationcr.  Lxponcn-
tialfunktionen erhiilles nu omedelbart som den inversa funk-
tionen till logaritmfunktionen.

Kapitel VIIT &r en tillampning av derivatan och vektor
rikningen pd rérelseliran. Sista delen av baken iir dgnad
it analytisk geometri. Cirkeln behandlas utfsrligare ach de
dvriga andragradskurvorna ellipsen, hyperbeln och parabeln
studeras ingacnde.

Del III dr avsedd fir tredje gymnasicklassen. Innehillet
i denna del kan jag referera mera summariskt. Den bérjar
med ett fristiende kapitel om polira koordinater. Direfter
behandlas ecn del frigor inom talteorien, sdsam delharhet,
fragan om primtalens antal {att antalet dr oiindligt bevisas)
m. m. Foéljande kapitel upptar permutationer, kombinationer ach
binomialteoremet. Induktionsbeviset exemplifieras vid sum-
mation av heltalskvadrater.  Andliga och oéndliga serier, s-
vil aritmetiska, geometriska som allmiinna, studeras, varvid
konvergensundersékningar spela stor roll. 1 samband hir-
med behandlas sammansatt ridnta. 1 kapitel VII definieras
de komplexa talen, och riknclagarna for dessa bevisas., Sir-
skild wvikt ligges vid talens geametriska betydelse, och iven
vektorframstillningen infores. Moivres formel hirledes och
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anvindes for att lésa den binomiska ekvationen. Andra-
gradsekvationen behandlas siirskilt.

Kapitel VIII iignas at allmidnna polynom och algebraiska
ekvationer. Det sista kapitlet (70 sidor) behandlar stereome-
trien synnerligen utforiigt, vilket ir mojligt med de hjilp-
medel, som nu std till buds. Sarskilt angeligna dro forfat-
tarna om, att elevernas Askadliga tankande uppévas. Over
150 tydliga figurer dro till stor hjilp [6r fBrsticlsen av sat-
serna.  Hir bcehandlas dven grunderna av den sfariska geo-
metrien och stiriska triganometrien samt kigelsnitten,

Av det ovansticnde sammandraget, som jag stundom gjort
detaljerat (6r att visa, hur stringt undersékningarna iiro ge-
nomférda, men som ingalunda gor arbetet full rdttvisa, torde
dock framgd, att boken maste hinfora varje matematiker.
Jag anser mig icke kompetent ait beddma deita verks peda-
gogiska fortjinster och fel, men om en kristallklar framstdll-
ning riknas som god pedagogik, fyller den mycket hdga an-
sprik Zven i detta avseende. VForfattarna ha givetvis haft
forebilder. Mycket av stoffet torde vara dirckt himtat ur
Bohr og Mollerup, Matematisk Analyse (hcktograferad upp-
laga). Kanske dven de la Vallée Poussin ibland fitt sti
manster. Med sd héga forebilder miaste ju ndgot firstklassigt
dstadkommas.

Det bir betonas, att boken ir en lirobok och en lirobok
7 matematik. For att exemplifiera satserna forekomma exem-
pel mycket rikligt, dock 1 regel forsedda med losningar. 1
de svenska skolorna finnes ingen som helst motsvarighet till
detta verk. Vi ha lirobécker i minga grenar av matemati-
ken — algebra, funktionsteori, trigonometri och vad de nu
allt lieta -—. Men det finnes ingen liarobok, som sammanfor
alla dessa omriden, vilket dock dtminstone pa lagstadiet vore
onskvirt, si som de algebraiska, funktionsteoretiska och geo-
metriska metoderna gripa in i varandra. En annan sak ir
att vara skolbidcker tendcera att bii rena exempelsamlingar,
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vilket sammanhinger mced den princip, enligt vilken mate-
matikundervisningen bedrives i vara skolor. Till detta ater-
kommer jag scnare.

Att jag rekominenderar boken for sjilvstudier, behidver jag
vil ej sdrskilt framhalla. Den bér bli en virdefull tillging
fir det sjilvstindiga arbhetet i matematik. En del smirre
fel och oformligheter forekomma, vilka dock ldtt observeras.
Det danska spriaket bor ¢ bereda nagon svarighet.  lindast
i sillsynta fall skiljer sig den danska terminologien frin den
svenska.

Man kan fraga sig: Hur dr det méjligt, att man i det tre-
ariga danska gymmasict kan medhionna en sidan jittckurs?
Tyvirr dr jag ¢ s& insatt i de danska skolférhillandena att
jag kan ge ett uttémmande svar pi den frigan.' Jag will
bara pcka pa ett par forbillanden, som sikerligen bidraga
till det avancerade matematikstudict i vart sédra grannland.
Far det forsta ha cleverna redan frin mellanskolan en myec-
ket god grund att bygga pd. For det andra dgnar man i
gymnasict mindre tid at problemlésning och mera tid &t rena
matematiska studier, Man kan fraga sig, om inte den langt
drivna problemldsningen 1 vidra gymnasier under ledning av
skicklipa pedagoger med vil systematiserade metoder mera
uthbildar en ridkneteknik dn  befordrar det matematiska tin-
kandet. En sidan rdkneteknil dr naturligtvis av stor bety-
delse, men den kan ldtt dverskattas. Detta rdknande skapar
kanske ocksd den vanliga forestdllningen bland folk, som
fammnat skolan och sedan e¢f sysslat med matematik, att denna
huvudsakligen bestar 1 ctt hokuspokustrollande med formler.
Jag ifrapasiitter alltsa, om ej ett djupare intringande i mate-
matiken dven i det svenska gymnasiet skulle vara mojlig,
om mindre tid dgnades at problemldsningen. 1 gengild skulle

' Antalet veckotimmar i matemaltik dro resp. 4, 3, 6 och 6 1 mellan-
skolans fyra klasser och 6 i varje klass 4 den matematisk-naturveten-
skapliga linjen.
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mera tid kunna dgnas at avancerad problemlésning vid uni-
versitet och higskolor, di stdrre méjlighet till variation {Gre-
funnes,

Hur vardefullt skulle det icke vara, att viktiga grundbe
grepp inom analysen, forbereddes och mdvades i skolan, dar
lararen har tillidlle att vigleda pd ett helt annat sitt dn vid
universitetet. Diérigenom skulle skalan bidraga till att dver-
bygga den kilyfta, som alltid skilt universitetsstudior och skaol-
studier dt, och som betydligt vidgades genom den sista skol-
reformen. I Danmark dr man tydligen inne pi en sddan
viig. Det kan vara skil att erinra om detta, dd man i Sverige
dven frdn ldrarhail begir, att universitetsstudicrna skola an-
passas efter skolans nuvarande behov och mera syssla med
elementarmatematik. Ltt motsatt krav, att skolan anpassar
sig efter universitetens och hdgskolornas behov, kan vil e
anses cohemult. Iitt annat onskemal, som ocksa framféres
frin lLirarhdll, att kurser i projeltiv geometri skulle ingd i
fil. kand.- och fil. dmbetsexamen, miste ju anses mycket be-
rittigat och skulle kanske kunna tillgodoses, om studenten
inom elementirare omraden hade storre forkunskaper att
bygga pd, di han borjar sina hogre matematikstudier.

Vad stava vi i allmiinhet fel pa?

Ett forsok till frekvensundersikning.

Av Sten Lagerstrom.

Rittskrivningens problem aro alltid aktuella och brinnande i
folkskolan. Var ortografi erbjuder si stora svirighcter, att vi
i skolan tvingas syssclsitta ogs till den grad med denna sida av
ncdersmalsundervisningen, att dvriga grenar, som ocksi hora



