
Av Henrik 01denburg\ 

Enligt gymnasiets kursplan skall av läran om poten­
ser medtagas huvudsakligen vad som är behövligt för vin­
nande av en säker insikt i läran om logaritmer. Alla 
torde vara ense därom, att det är synnerligen önskvärt 
att så snabbt som möjligt komma fram t i l l läran om loga­
ritmer för att kunna använda dessa v id numeriska räk­
ningar. Men dessa utföras i regel med approximativa 
värden, och för detta ändamål behöver man därför ej den 
exakta logaritmfunktionen; det kan vara nog att använda 
en funktion, som sluter sig tillräckligt nära den exakta. 
Efterföljande framställning är ett försök att införa logarit­
mer utan att känna mera om potenser än definition och 
räknelagar för potenser med hela, positiva exponenter samt 
definition på potens med positiv, bruten exponent. 

Radikaler. 

För att lösa ekv.: 

xn = a (n helt, pos. tal) 

konstruerar man kurvan 

y=xn . 

Giv y värdet a och konstruera motsvarande värde på x; 
detta är den sökta roten t i l l ekvationen. 

Studiet av funktionskurvan ger följande 
Teorem. Ekvationen %u — a , där a är positiv, har en 

och blott en positiv rot; är n jämnt, har den dessutom en 
negativ rot, symmetrisk med den positiva. — Är a noll, har 
ekvationen en och blott en rot, nämligen noll. — Är a nega­
tiv, så har ekvationen, om n år udda, ingen positiv rot 
samt en och blott en negativ; om n är jämnt ingen rot. 

Definition. Varje rot till ekvationen xn = a kallas en 
n.ierot ur a. 



Är a positiv, så finnes enligt det föregående en enda 
positiv filte rot ur a ; denna tecknas med symbolen 

n 

V Ä , 

och man har således 

( V ä ) , l = « . 

Räknelagar'. 
11 

^' | V l = a , om a är positiv 
n n n 

1 1 • fäb = Vä . Vä 

v » 
m ii 

K , mn 1 / m 

v ä = v ä = y v ä 

V. V«™P = Vä» . 
Anm. I det följande användes endast I , I I och I I I . 

Logaritmer. 

Betrakta talföljden 

1 , a , a2 . . . . , an 

V i l l man multiplicera två av talföljdens tal, så har man 
blott att addera exponenterna för att erhålla produktens 
exponent och således produkten själv. Multiplikation av 
tal, skrivna i form av potenser, reducerar sig således t i l l 
en addition av exponenterna. För att detta skall kunna 
tillämpas även på det första talet i följden, så inför jag 
symbolen a° och definierar den genom ekvationen 

a ° = l . 



Betrakta talföljden 
n n n 

1 , Vä , Va 1 , . . . , V » « , 

där a är ett positivt tal större än 1. 
Man ser genast, att, om man v i l l multiplicera två tal 

i följden, så kommer det an på att addera motsvarande 
exponenter på liknande sätt som nyss. Med anledning 
härav skall jag i det följande studera egenskaperna hos 
talföljden i fråga. 

Om 
m=nk , 

där k är ett helt, positivt tal, så är 
n n n 

V « ™ = = y ^ y » " ^ uk. 

Vissa av talföljdens tal äro således lika med potenser av 
a. Det är bekvämt att skriva alla talen i form av poten-

m 
ser, och jag inför därför symbolen an och definerar den­
samma genom ekvationen 

m il 

Härvid är att märka, att, om — är lika med ett helt 

ta l k , så är 

an=a , 

t y då är 
n 

såsom nyss är visat. 
Med användande af denna beteckning kan jag skriva 

talföljdens tal sålunda 
0 1 2 m 

a* , an . a11 , . . . , an , . . . 

Enligt förutsättning är o > l ; alltså växa talen i följden, 
vilket synes, om man skriver 

n n 11 

i,}>7<,(yä)2,...,(y~a)
m 



Jag skall nu visa, alt, om e är ett positivt tal och n 
ett helt pos. tal >_2 , så är 

l+U £<(] +£)"'. 

Jag förutsätter, att olikheten gäller för n =p, alltså, att 

Härav följer 

(\+pt) ( l + e ) < ( l + e ) p + 1 

således 
l+(p+l)e+pe2<(l+t)p+i 

och följaktligen 

l + {p+l) e < ( l + £ > + ] • 

Om olikheten gäller för n=p, gäller den således för 
n =^p + 1 . 

Man har 

1 + 2 £ + £ 2 = ( l + c ) 2 , 

alltså 

1 + 2 £ < ( 1 + e)3 . 

Olikheten gäller således för n = 2; alltså för « = 3; o. s. v. 
Låt a vara ett positivt ta l , större än 1. Låt s vara 

ett godtyckligt, positivt tal , hur l i tet som helst. Då kan 
inan al l t id bestämma ett helt pos. tal n så, att 

a— l < f l « 

och således 
a < 1 - f n e , 

blott man ger n ett tillräckligt stort värde. Alltså kan 
man alltid välja n så, att 

fl<(l +£)>', 

ty 
1 +n « < ( 1 + £ ) " , 

och således så, att 
n 

fa < 1 + s. 



n 
Men a>l, således Va > 1. Alltså kan man, hur litet € än 
är, välja ett så stort värde på n , att 

n 
. V~ä—1< 8 , 

d. v. s. man kan genom att ge n ett tillräckligt stort värde 
11 

åstadkomma, att }' a skiljer sig från 1 hur litet man behagar. 
Jag återgår t i l l den nyss betraktade talföljden. Av 

det sagda följer, att densammas tal kunna fås att antaga 
huru stora vården som helst, blott man ger m tillräckligt 
stora värden, samt att det andra talet i ordningen kan fås 
att skilja sig från 1 huru litet man behagar genom att ge n 
ett tillräckligt stort värde. 

Jag undersöker skillnaden mellan två andra på var­
andra följande tal i följden. Man har 

11 ii 11 n 

y a m+i _yä™ = V ^ 7 ( V ä — i ) . 
n n 

Då nu Va'" har ett bestämt värde, och Va—1 skiljer sig 
godtyckligt l i tet från noll, blott n har ett tillräckligt stort 
värde, så skiljer sig 

m+l m 
a^—a™ 

godtyckligt litet från noll, d. v. s. talen i följden ligga huru 
tätt man behagar, blott n har ett tillräckligt stort värde. Jag 
förutsätter i det följande, att n har ett sådant värde. 

Låt x vara ett godtyckligt positivt tal, större än 1. 
Då kan man alltid välja ett sådant värde på m , att 

in m+1 

an<x<a 11 . 

Enligt det föregående är det då klart, att, om * ej t i l l ­
hör talföljden, kan x dock med tillhjälp av densammas tal 
bestämmas approximativt med vilken noggrannhet som helst. 

Definition I. Om x>l och 
m m-fl 

*" <%<a~ , 

så kallar jag bråket — för logaritmen för xi det system, vars 



bas år a, eller a-logaritmen för x, och tecknar den med 
symbolen loga x . 

Om xi och Xs äro två tal större än 1, så har man 
(bevis, se beviset t i l l räknelag I första fallet) 

loga Xl + l0ga X2=loga (xi . Xi) , 

och härav erhålles för att beräkna logaritmen för ett bråk 
Xl 
— > 1 (bevis, se räknelag I I ) 
Xt 

loga — = loga Xl—hga *S • 
X2 

Xl 
Ar — < 1 , så saknar vänstra ledet i denna ekvation 

X2 

betydelse. Man har i detta fall 

%2 
loga — = loga Xi — loga Xl = — (loga Xi—loga Xs) . 

Xl 

Om man v i l l definiera loga x, då x < 1 , och v i l l , att 

los a — skall beräknas på samma sätt, då — < 1 , som, då 
X2 X2 

Xl , .„ , 

— > 1 , sa måste således 
Xl Xi 

lOga — = — lOga — , 
X2 Xl 

Xl 
då — < 1 . 

X2 

Med anledning härav uppställer jag följande 

Definition II. Om x år ett positivt tal mindre än 1, 
så definierar jag detsammas a-logaritm genom ekvationen 

loga **= — loga - • 
X 

Jag fäster uppmärksamheten på att härigenom år 
loga x- definierad endast för positiva värden på x. 

Av definitionerna följer, att 

loga x > 0 , om x > 1 ; 

* loga x — 0 , om x = 1 ; 

loga x<0 , om x< 1 . 



Är « > l , s å är det klart, att loga x växer, då x växer; 
detta, äger även rum för x<l, ty då är 

loga X= ~l0ga - . 

X 

och då x växer, så avtager — , alltså också loga ~ , och så-
X X 

ledes växer —log a — . 
x 

Sätt 
y = logax. 

Mot varje positivt värde på x svarar ett enda be­
stämt värde på y; y år således en funktion av x, om x>0. 
Som nyss är visat, växer y, då x växer. Om 

x = 1 , är y = Q 

x = a , är y l 

x = a~ , är y=% 

x = ar , är y=r (r helt, pos. tal) 

Om 

x=— , är y — —loga <*• ~ —1 
a 

x=-^ , är y=—loga

 a* = —2 

X ——- , är y--=—loga a'' = — r helt, pos.) 

Följande figur visar utseendet av funktionskurvan. 
Anm. Egentligen utgöres kurvan av en följd av mycket 
korta, med ^-axelns parallella sträckor. 

Av figuren synes, att, om 



1 <x<Za , så är 0 < y < l ; 

a <x<a2 , så är l < [ y - < 2 ; 

ak <x<ak+i, så är k<y<k+l ; (k helt pos.) 

och om 
1 . .. 
— 0 < 1 , sa ar — l < y < 0 ; 
a 

1 1 

—5 0 < — , sa ar — 2<Cy<T—1 ; 

- j <x<~-J—i . s å är : — & < y < — k+ 1 , (fe h. p.) 

Om 

loga X=+k + f.i , 

där & är ett helt, positivt tal eller noll och 

0 < , « < 1 , 
så kallas +k logaritmens karakteristika, fi dess mantissa. 

Det är då klart av det föregående, att, om 



l O ' < « , så är karakteristikart = 0 ; 

a -<x<t f ä , så är karakteristikan. = 1 ; 

ak <Zx<Zak+1, så är karakteristikan =k ; 

och om 

— 0 < 1 , så är karakteristikan= — 1 ; 
a — 

1 1 , 
— <i%<— , sa ar karakteristikan = —2 ; 
a — a 

—r <iy<C—,—z, så är karakteristikan = — k ; 
ar — a'--1 

Råknelagar. 

I . log„ {xi . Xi) =loga xi+loga xs • 

Tre fall äro att betrakta. 

1° . v i > l .. A'2>1 . Då kan man alltid bestämma två 
hela positiva ta l Mi och ms sådana, att man med vilken 
noggrannhet som helst kan sätta 

mi iri2 

xi = a n , xs ==an . 

Alltså är 

mi m-2 

xi . X2 = an . a " . 

Men 

mi in-2 ii n 11 mi+m-2 

a 11 . a1' =\'ami . \'am2 =Va "»+'"-= a~" . 

Man har således 
. mi ms 

loga * i = — , log,, Xi — — 
n n 



och 

, . , « i + « a 
loga (Xl # a ) = . 

n 

2° xi> 1 , x 2 < l . Sätt 
m i 

* i = rt" . 

% s < l , alltså är — > 1 ; man kan alltså sätta 
Xi 

— = a " 

A'2 

och således 

1 
X2 = . 

ma 

Härav 

a* 

x i . x s = - ^ 

an 

Om 

— > — , 
n — 11 

så är 
m i % n n » i i - w 

X 2 = = , = 1 / — = 

Om 
» 1 7«2 

s a a r 7» o 

l ali m2~mx 

•TI ?ca ™ a 

a n 



Man har alltså 

, mi 
lOga Xl = 

n 

och 
, , 1 W2 
loga X2 =—loga — = • 

X2 11 

Vidare, om 

tni m-2 

n — n 

så är 

, . . mi—ms 
loga {Xl Xi)= ; 

fl 
och om 

mi 1112 

ii n 

så är 
1 fffs—mi mi—ms 

loga (Xl Xi) =—loga = = . 
xi X2 n n 

3° xi<l , X 2 < _ \ . Alltså är — > 1 och — > 1 . 
xi xt 

Sätt 

1 — i £ 
— = « " och — = a" • 
Xl Xi 

Härav 
» i i m a l ' « l + ! » 2 

= « " . O™ = a " . 
X2 

Man har alltså 

. . 1 » i 
Wgo *1 = — «»ga — = 

ätt n 

och 

, , 1 mi 
loga «i = —loga — = , 

3C2 n 



samt 
, . , 1 mi + nn 

loga [Xi xV = —loSa = • 

Man kan nu lätt övertyga sig om att räknelagen 

gäller för flere faktorer. 

x\ 
I I . loga — = loga XI—loga Xi . 

Xi 

Sätt 
XI 

—=1 • 
Xi 

Då är 
Xi=q • Xi • 

Alltså 
loga Xi=loga q + loga Xi , 

varav 
l°ga q = loga XI—loga X-l • 

I I I . loga x1' = p • loga x (p ett helt, pos. tal). 

Ty 
xp = x . x. . . .x (p st. faktorer). 

Således 

loga Xp = loga X + loga X+ . . . +loga X=p . loga X . 

I V . l o g \ x = —logx . 
r 

Ty sätt 
r 

Yx=t .-. X=tr . 

Då är 
loga X = r loga t , 

alltså 
1 , 

tOga l=-lOga X • 

Av det föregående framgår, at t det är bekvämt att 
använda logaritmer vid numeriska räkningar. Därvid an-



vändes uteslutande det system, vars bas är 10. Detta 
kallas det vanliga eller briggska och logio x tecknas kortare 
log x. 

Enligt det föregående är då, om 

1 < . x < ; 10 , karakteristikan = 0 : 

10 <C'£-<102 , karakteristikan= 1 ; 

10'-' <x<lOl'+1, karakteristikan=& ; 

och om 

——<0#<C1 , karakteristikan = — 1 ; 
10 — 

1 1 , 
7<Cx<Z— , karakteristikan = —2 ; 

10»— 10 

1 1 
—r-<Cx<Z—;—T . karakteristikan = — k ; 
10*— I O 1 - 1 

Om x är ett decimaltal, framgår härav följande regler 
för att bestämma karakteristikan: 

T. Om talet har p st. heltalssiffror, sä är karakteristi­
kan = p—1. 

I I . Om p st. nollor, heltalsnollan inräknad, föregår de 
gällande siffrorna, så är karakteristikan = —p. 

Om man flyttar kommat i ett decimaltal p steg åt 
höger eller vänster, så multipliceras eller divideras talet 
med 10 p . Detta inverkar ej på logaritmens mantissa, t y 

log (x . 10P )=logx + log 1QP =logx+p=+k + fi+p 

och 

x 
log Yö^=logX—log 10* = log x—p=+_k +[i—p . 

Om man nu har en tabell, som upptager mantissorna 
t i l l de vanliga logaritmerna för alla t . ex. 3-siffriga hela 



ta l , så inses av det sagda, att man kan beräkna de van­
liga logaritmerna för så väl dessa tal som även för alla tal, 
som erhållas genom att flytta decimalkommat i det tresiffriga 
talet åt höger eller vänster ett godtyckligt antal steg. 


