Om vetenskaplig lirobok i elementar«
geometri.

Sedan jag i en foregiende uppsats (ofvan sid. 303) sokt,
s& vidt i min férmdga stod, betona den vigtigaste formela for-
dran man bdr stilla pd em lArobok for begynnare i euklideisk
geometri, nimligen att utgdngspunkterna stidse &ro i storsta
mijliga grad konkreta och pdfagliga, fria fran allt abstraberande
och generaliserande, vill jag nu yttra min tanke om vissa fordring-
ar, som en sidan larobok ur vefemskaplig synpunkt bor tillfreds-
stdlla. Om det jag dérvid kan hafva att séiga torde synas mingen
vara till mesta delen foga nytt, sd vill jag hysa den tro, att sd
linge det dr sant och ej af alla kdndt och genomtinkt, det dndock
kan vara virdt att upprepas. Dessutom torde den tvistighet, som
méhinda vidlidder tillimpningen af en 1 det foljande fram-
stild ledande princip for forfattandet af ifrdgavarande slags
larob6cker, kunna hafva den goda féljden med sig, att skickligare
pennor dn min komma i rorelse och taga frigan vidare om hand.
Alltsd till saken.

Geometrien hvilar ytterst pd vissa omedelbart insedda dskad-
ningssanningar. Det #&r den vetenskapliga lirobokens nirmaste
uppgift att samla dessa till ett Ofversigtligt helt, och denna
uppgift, som enligt min mening hittills for litet beaktats, vill
jag forsoksvis pd foljande sitt summariskt behandla.

Det fysiska rnmmet, betraktadt frén synpunkten af uéstrdck-
ning, kallas geometriskt. Vid det geometriska rumshegreppets
utredning mdtes man af foljande grundférestillningar. — Den
minskliga tanken uppfattar det geometriska rummet ytterst sdsom
punkters ligen. TFor att till ett helt samla alla de sirskilda
punktforestillningarna om ett visst begrdmnsadé rum eller en
Lropp forvestdller han sig en viss punkt af kroppen, frin hvilken
denne utstricker sig i hela den otaliga mangden af rikiningar,
som af utstricknings-begreppet betingas. Dessa riktningar gora
med hvarandra vissa vinklar, hvilkas storlek méita riktningarnas
olikhet eller divergenms, — I besittning af dessa vigtiga nybildade
grundforestillningar, riktning och vinkel, finner tanken vidare
utstrickningarnas sdrskilda storlekar i olika riktningar fran den
tinkta punkten, eller dennes sirskilda afstdnd till utstrickning-
arnas slut, bestimma storlek och form hos den ifrigavarande
geomebriska kroppen; men om utstrickningarna vixa eller aftaga
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utan all gréns, stannar forestillningen i den formldsa verlds-
rymden och den forsvinnande (storlekslosa) punkten. -- Samman-
fattningen af samtliga utstrickningars slutpunkter bildar en geo-
" metrisk yfa, hvilken sdledes utgdér den omslutande grénsen for
en frin den ofndliga rymden afskild kropp, om alla dessa ut-
strickningar dro begrinsade; men om det geometriska rom, vi
betrakta, utbreder sig utan grins it vissa hill, fir ytan obegriinsad
utstrickning, i det den delar rymden i skilda omrdden af oéindlig
storlek. — Eun yta kan sdledes vara begrinsad i sig sjilf eller
sluten, ndmligen d4 hon innesluter en kropp, men for att i all-
méinhet erhdlla en begrinsning af en yta, en s. k. figur, tager
man hela foljden af den dstundade ytfigurens grinspunkter, hvitken
utgdr en geometrisk limie. I detta fall &r denne begrinsad i
sig sjalf eller sluten, men linien kan &fven obegrinsadt utstricka
sig pd en obegridnsad yta och delar dd denna, liksom ytan rym-
den, i skilda omrdden af odndlig storlek. T allminhet begrinsar
man en linie genom att bestdmma dess dndpunkter.

Det enklaste slaget af geometriska storheter idr sdledes
linien, 1 sjilfva virket utmirkt dirigenom att den i hvarje punkt
har utstrickning blott i en endw riktning. Den #dfa linien har
i alla punkter sin utstrickning i samma riktning; hos den brutna
linien fordndras ufstrickningens riktning d& och di plotsligt i
vissa punkter; hos den krokiga linien firindras den oafbrutet
med oindligt smd steg i de successiva punkterna. — En riit linie
1 yymden #r fullkomligt bestdmd af tvéinne punkter, genom hvilka
hon uppgifves gé, alldenstund liniens riktning och ldge dérigenom

blifva bestimda.. Tvinne réta linier, som skira hvarandra, kunna

dirfor ej skdra hvarandra i mer dn 1 punkt. De bestimma di
till dess lige ott plan, den enklaste af alla ytor samt kinne-
tecknad ddraf att hvarje rit linie, som sammanbinder tvid.af dess
punkter, faller hel och hdllen dari, — D4 tviinne rata linier ej
kunna skira hvarandra i mer &n 1 punkt, fordras for att vinna
en begrinsning af ett plan medels rita linier minst 3 sidana
(triangel). Hvarje af rita linier begrénsad figur i ett plan kan
af trianglar sammanséttas, niml. s, att den utgérantingen en summa
af trianglar eller en skilnad mellan summor af sidana, om rita
linier dragas frin en punkt inom figuren till den sammas vinkel-
spetsar. Dessa trianglar aftaga till storlek, men vixa till antal,
bigge delarne obegriinsadt, d4 den begrinsande brutna linien
genom ideligt Okande af brytningsvinklarnes antal ofvergdr till en
krokig. Hiraf inses, att en af en krokig linie begriinsad plan
figur kan anses sammansatt af ett oéndligt antal olindligt smi
plana trianglar. — Ytor af brutna plan bilda &fvergdngen till
den Dugtiga yfan, utmirkt liksom de forra genom att i hvarje

!
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punkt hafva utstrickning blott i ett plans alla riktningar, men
olika dem déruti, att dessa utstrickningsplan med odndligt sméd
steg forindra lige fran punkt till annan i ytan, — Medan af ett
plan en ritliniz begrinsning kan vinnas redan genom 3 rita
linier, sd fordras fdr rummets begrinsning genom plan minst
4 sidana. (2 kunna bilda en plan- eller kil-vinkel, 3 ett horn, men
forst 4 innesluta en kropp.) Den inneslutna kroppen kallas di
trianguldr pyramid. Hvarje af plana ytor begrinsad kropp kan
sammansittas af triangulira pyramider, nidmligen sd att den utgdr
antingen en summa eller en skilnad mellan summor af sidane,
om de begrénsande plana ytorna fordelas i trianglar och plan
laggas frin en punkt inom kroppen geuom trianglarnes sidor.
Dessa trianguldra pyramider komma att obegriinsadt till storlek
aftaga, men till antal vixa, d4 den begrinsande brutna ytan
genom ideligt Okade brytningar ofvergdr till en bugtig; hvaraf
inses, att en af bugtiga ytor omsluten kropp kan anses samman-
satt af ett odndligt antal ofindligt smd trianguldra pyramider.

Med denna Ofversigt hafva vi dfven funnit omrddet och
uppgiften for den s. k. elementar-geometrien. Sedan det nim-
ligen nu i korthet antydis, hurn man genom begreppet riktnings-
fordndring eller vinkel sdsom formbildande element kan ur de
enklaste formerna af linie, yta, kropp (den rita linien; planet
och dess enklaste ratliniga begrinsning, triangeln; rummets enk-
laste plan-sidiga begrinsning, den trianguldra pyramiden) héarleda
ofriga mer eller mindre invecklade former, si ar det just i ele-
mentar-geometrien vi hafva aft gora dessa de ndmde enklaste
formerna af linie, yta och kropp tll foremdl for vira under-
sokningar. DA vidare linier, vinklar, ytor ej lingre betraktas
ensamma, hvardera slaget for sig, utan forenade med hvarandra
i en gemensam figur eller kropp, sd blifva de ej lingre af sins
emellan oberoende storlek, utan bestimma hvarandra Omsesidigt
till en viss grad. Det &r nu elementar-geometriens uppgift att,
da vinklar, rdta linier och plana yifigurer forbindas med hvar-
andra tll trianglor och trianguldre pyramider eller vissa
andra dem ndra stdende rdtliniga figurer och plansidiga
kroppar, undersika de relationer, som uppstc mellan de in-
ghende vinklarnes och rite liniernas storlekar samt de upp-
kommande figurernas och kropparnes yi- och rymdinnehdll,
och ddrigenom dfven hirleda de generela vilkoren fir ndmde
figurers och kroppars Uikhet och olikhet.

For att 16sa denna uppgift, har elementar-geometrien att
grunda sig ej blott pd sterheters i allménhet egenskaper, utan
ock pd det som &r sireget for de geometriska. Geomelrien kon-
stituerar silunda 4t sig en ur dess eget viisen med nidvindighet
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gifven sirskild metod och en fir den allena gillande princip
for likhet och olikhet. Denna senare ir kongruensprincipen,
enligt hvilken de geometriska storheter &ro lika stora, som kunna
till alla delar jimt inpassas i samma raom. Harvid &r att mérka,
att emedan en begridnsad linie, figur eller kropp kan genom delars
afskiljande och forflyttning erhilla mdngfaldigt olika former, utan
att dess storlek forindras (ty det hela ir lika med alla sina
delar tillbopa, I hvilken ordning de #n tagas). si kunna linier,
ytor och kroppar i allminhet (icke vinklar) vara lika stora, utan
att vara kongruenta, ehuru de alltid mdste kunna i tanken giras
kongruenta genom formforfindring. Déremot &ro tvdnne geome-
triska storheter olika stora, om en del af den ena kan giras kon-
gruent med den andra. — Den geometriska metoden dr dskdd-
ningens metod, ndmligen dskidning, ej af ofullkomliga ritningar
eller modeller, hvarmed man blott har till syfte att litta den
geometriska uppfattningen, utan 4dskiduning af storheternas kon-
struktion i rumsbegreppet. Ur ofvan anférda sammanfatining af
omedelbart till full pataglighet insedda grunddskidningar, hvilka
jamte den allminna storhetsliran uigéra geometriens premisser,
s6ker man med stdd af sagde kongruensprincip och en fortgdende
oomtvistlig dskddning, steg for steg logiskt harleda andra geome-
triska sanningar, hvilka icke, sisom de forra, kunna omedelbart inses.

Jag vill nu vidnda mig sdrskildt till den elementira plana
geometrien, Af det som- nyss nimts om elementar-geometriens
uppgift foljer, att den elementéra plana geometrien har att syssel-
sitta sig med den rita linien, vissa enkla system of rita
linder i samma plan, vinklarne desse bilda med hvarandra
och ytorna som de innesluta. Det foljer afven, att man fir-
beredelsevis bér ur ofvan gifpa allminna sammanfattning af geo-
metriska grundasiddningar utveckla innehdllet, for si vidt det
giller dessa hir ifrigavarande system af rdta linier i samma plan,

Betraktom d& en riit linie OA (fig. behagade lisaren sjilf
upprita eller tédnka sig), som har sin d&ndpunkt O pd en annan
ri$ linie BC. Den bildar 4 omse sidor om sig tvinne vinklar,
som mita olikheten mellan riktvingarna OA och OB samt OA och
OC. Dessa vinklar, i allminhet olika, blifva for ett visst enda
lage hos OA lika stora och benimnas rdfe (R). 2 R blir darfor
mittet pi olikheten mellan rikiningarna OB och OC eller den
vinkel dessa riktningar gdra med hvarandra. Déaraf foljer latt,
att vinklarne AOB cch AOC tillhopa alltid aro = 2 R, samt att,
om AO utdrages a4t O, de motstdende vertikalvinklarne blifva lika
stora. — Vid AQ’s och BC’s gkdrning ar att mirka foljande vigtiga
grinsldge: om nidmligen punkten A hilles fast, och skirnings-
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punkten O flytas allt lingre och lingre bort utefter BC, sd faller
for hvarje, &fven den minsta, forflyttning af O skdrningslinien
AO’s nya lige helt och hdllet utanfér det gamla, och linien ge-
nom A nérmar sig, delen AO frin den ena sidan och den &t A
till utdragne delen af linien frdn den andra sidan, obegrinsadt
(buru nidra som halst) intill ett lige, d4 linien AO ej lingre
rikar linien BC, utan siges gd genom A parallelt eller jim-
lopande med denne. Och omvindt: om en rit linie OAQ’ gir
genom en punkt A parallelt med en annan rdt linie BC (d. v. s,
ligger i samma plan med BC utan att rdka), s& mdste man er-
kinna sdsom en pitaglig dskddningssanning, att om OAO’ med
huru liten vinkel som h#lst afviker ur det med BC parallela liget
och med sin ena del AO nirmar sig det hill, hvardt BC befinner
sig,» med den andra delen AO’ afligsnar sig dirifrdn, kommer
OAQ’ att &6 det hill, dit nirmandet skett, 4t O till, skira BC.

Efter utredandet af dessa for den plana geomefrien grund-
liggande dskddningssanningar foljer det af dmnets vidare utveck-
ling, att man ofvergdr till #riamgel-liran, och som af det nn
sagda inses, att systemet: 2 parallela linier, som skiras af en
3:dje, utgdr grinsliget fir de trianglar, som bildas genom den
ena parallela liniens afvikande it ena eller andra sidan, sd vill
jag behandla detta fall i samband med ldran om trianglar och
bérjar, for Sfversigts skull, med att uppstilla foljande bufvudrubrik.

A. Om trianglars kongruens. Om likhet och olik-
het hos vinklar och sidor, som ingd i en triangel eller
i ett system af 2 parallela linier, skurna af en 3:dje.
(Om parallelogrammer),

Innan jag fortsitter och utvecklar innehfdllet af detta, vill
jag forst nppstdlla en princip, som, s vidt jag vet, icke forut
tillimpats i ndgon larobok i elementar-geometri och som lyder:
man bir pd genaste wvetenskaplign vig soka nd elementar-
geometriens mal. Jag har ofvan angifvit, hvilket detta mdl ir
enligh min uppfattning. Min uppgift skall no blifva att sika
uistaka raka viigen dit, utan att gdra ndgon sidoafvikning. Detta
vill jag gora darfor att jag anser onddiga omvigar forkastliga
och den utvecklingsging, som frin principerna drager raka hufvud-
vigen fram till mdlet, vara i vetenskapligt hiinseende den rikti-
gaste. Ingalunda fOrbiser jag den praktiska nodvindigheten af
att l4rjungarne &ndock di och di stanna och uppehdlla sig vid
sidan af denna vig, for att sysselsdtta sig med nyttiga tillimp-
ningar eller skirpa sin geometriska blick med ldmpliga 6fnings-
satser, men ifven betraktar jag det sdsom en hufvudsak, att sér-
skildt fasta ldrjungarnes uppmérksamhet pid det visentliga, pa
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sakens egentliga kirna, si att de oaktadt nédviéndiga afvikningar .
och tillagda detaljer bebdlla i sigte utvecklingens ledtrid.

I min framstillning behofver jag blott antydningsvis * ut-
fora bevisningsgdngen, emedan jag kommer att réra mig pid ett
af alla vil kdndt omréde. Med 6fningssatsers och applikationers
upptagande och gruppering vid sidan af dmnets utveckling kom-
mer jag vid detta tillfille icke att sysselsitta mig.

Till ntgdngspunkt viljer jag den euklideiska satsen I,4 om
tvinne trianglars kongruens. (Direkt och symmetrisk kongruens),
Betriffande vinklarnes relativa storlekar i en triangel eller ett
system af 2 parallela linier, skurna af en 3:dje, foljer d4 genast

1:0) Eukl. Lie.

Foljdsats I,17. — Trianglars indelning med afseende pd
vinklarnes beskaffenhet. ~

2:0) Eukl. T,29. Bevisas med litthet ur den ofvan fram-
stilda grunddskddningen om parallela linier.

Omedelbart folja nu omvindningarna till 1l:0 och 2:0, d. &.
det euklideiska 12:te axiomet och Eukl. 127, 28.

Foljdsats af detta system af 4 sammanhdrande satser blir
nu Eukl. I[,32 med korollarier.

Betriffande den frigan, huru sidor och vinklar < en tmcmgel
omsesidegt bestiamma hvarandra till likhet och olikhet, erhéller
man med latthet ett nytt system af 4 sammanhdrande satser, nimligen:

1:0) Eukl. I,5. Bevisas t. ex. genom tinkt midtitudelning
af toppvinkeln.

2:0) Eukl. I;18.

Héaraf omedelbart omvandnmgarna Eukl. I,6 och I,19.

Sdsom foljdsats fis (utom den i och for sig nistan axioma-
tiska I,20) foljande: af de riita linier, som dragas frin en punkt till
en rit linie, r den minst som drages vinkelriitt; af de 6friga etc. etc.

Afdelningen hor sedan afslutas med en fullstindig analys
af vilkoren for trianglars kongruens.

Anm. ILtt nistan nodvindigt hithorande tilligg utgores:
af definzen pd parallelogram samt Eukl. I,34. — Olika slag af
parallelogrammer.

Jag ofvergdr nu till den plana elementar-geometriens 2:dra
hufvudafdelning, dir min framstdllning maste blifva nagot utférligare.

B. Om forhillandet mellan trianglars (parallelo-
grammers) ytinnehill. Om trianglars likformighet. Om
den allminna relationen mellan en triangels sidor och
vinklar.,

Inledning. Definition pi Adjder i en triangel (parallelo-
gram). — Af trianglar (parallclogrammer) med samma bas &ro

* For ytterligare kovthets skull anvander jag hénvisningar till
euklideiska satser, Stromers upplaga.
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de lika stora som ha samma hdjd, men triangeln (]| grammen)
med den stdrre hojden &r > den med den mindre. Af trianglar
(|| grammer) med samma hdjd 4ro de lika stora, som ha samma
bas, men triangeln (|| grammen) med den storre basen &r > den
med den mindre. Omvéndningar.

Om forhdllandet mellan tvdnne frianglars (|| grammers)
ytinnehall. D4 storheter ej dro lika stora, nsjer man sig ej med
att hafva bevisat den ena vara storre, utan man begir att finna
deras forhdllande, sdsom bestimdt af férhdllandena mellan andra
storheter, som for de forra Aro bestimmande. Forhdllandet mellan
2 hvilka som hilst trianglars (|| grammers) ytinnehdll hirledes
med stdd af nyss angifna speciela vilkor for deras likhet och
olikhet och bestimmes af deras basers och motsvarande hojders
proportioner pd foljande sétt:

Forst visar man, att frianglar (|| grammer) A, B, som
hoafva samma hijd, forhdlla sig sdsom sina baser a, b, samt
att trianglar (|| grammer), som ha samma bas, forhdilla sig
sdasom sima hdjder. Beviset for dessa satser i deras generela form
(inkommensurabla baser eller hojder) ir beroende af valet af definition
pd lika proportion. Anvindes den theorellska (A. G. Theorell,
Proportionslira, Sthm 1870), som jag for min del anser 1dmp-
ligast, sd skulle det hir gilla att bevisa, att om jag tager samma
parter hv, s. h. af B och b (hvilket sker genom att dela basen
b i det antal delar, som &r i friga, samt sammanbinda delnings-
punkterna med triangeln B’s spets), si skola de, om de inne-
Lillas, stiidse innehdllas lika médnga gdnger i hvar sin af A
och a; — ett bevis som dr alltfor litt for att hir behdfva utforas. *

Nista steg, som nun kan omedelbart tagas, blir att visa, att
tuinne trianglar (|| grammer) hvilka som hilst hafva till hvar-

*  Betriiffande proportionsldran eller den hiillre s. k. allménna stor-
hetsldran har jag pd annat stille (Studier i den allm. storhetsliran och tal-
teorien, Gradualdisp., Sthm 1871) sikt visa, att dess for talteoriens grund-
laggning och tillimpning pd ett visst gifvet storhetsslag behofliga innehall
inskriinker sig till dels de satser, som omedelbart tolja af eller std i
nirmaste sammanhang med definitionerna, dels féljande 3 grundteorem:

1. Om det helas alla delar hafva samma proportion till hvar sin
storhet. s& skall det hela hafva denna samma proportion till dessa stor-
heters summa.

2. Om det hela och en dess del hafva samma proportion till hvar
gin storhet, sd skall den aterstiende delen af det hela hafva denna sam-
ma proportion till dessa storheters skilnad.

Om en storhet a har en proportion hvilken som hilst till en
annan storhet b, si skola de storheter. A och B, som till hvar sin af a
och b hafva samma proportion, sins emellan foérhélla sig sdsom desse.
Och om A och B hafva olika proportion till hvar sin af a och b, s& att
A dr > B:b, sd skall A’s proportion till B vara storre #n a's pro-
portion till b,
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andra en proportion, sammansatt af deras basers och mot-
svarande hdjders proportioner &Il hvarandra; — hvaraf fis
sisom korollarium det generela vilkoret for 2 trianglars (|| gram-
mers) likhet, nidmligen att den enes bas och hdjd dro pro-
portionela imverse mot den andres bas och hijd.

Nyssnimda sats utgér — pd sitt som dock icke hir be-
hofver ndrmare utredas — plandmetriens grundval, .Genom den
erhilla vi de planimetriska uttrycken ab, ab/2 pd respektive yt-
innehallen af deun || gram och den triangel, hvars bas ir a och
héjd b lingd-enheter.

Om trianglars likformighet. Sedan vi nu fullstindigt be-
handiat fragan om frianglars relativa storlek samt faststilt vil-
koret for likhet i detta afseende, sd foljer det att framstilla
betydelsen af och vilkoret for tvdnne trianglars likhet &fven med
hinseende till formen eller deras likformighet. Det allménna
forestillningssittet om geometriska storheters likformighet kan
14tt anknytas till den i det foregdende framstdlda uppfattning af
en geometrisk kropp, enligt hvilken man forst fister sin tanke
vid en viss punkt af kroppen och sedan later den f6lja kroppens
utstrickning utefter hela samlingen af de riktningaf, som kunna
tinkas utgd frin denna punkt, &nda till dess den nir utstrick-
ningarnas slut eller kroppens yta. Framstiller man pd sddant
sitt for sin tanke ett kroppsligt foremdl, t. ex. en parallelipiped,
en kon o. s. v, samt sedan liter alla de nimda utstrickningarna
antingen vixa eller aftaga ¢ samma proportion, si uppkommer
en ny parallelipiped, kon etc., hvars utstrickningar, frin den
tagna utgingspunkten riknadt, alla hafva samma proportion till
hvar sin motsvarande i den forra parallelipipeden, konen etc.,
och dir dfven andra afstind, nimligen de som tagas mellan mot-
svarande utstrickningars dndpunkter eller 6friga motsvariga punk-
ter, af den allménna geometriska instinkten tillddmas denna samma
proportion. Sidana geometriska storheter, som motsvara tankens
forstnimda forestillning, kallar man likformiga, och de instinkt-
missigt tillagda egenskaperna hos likformiga storhefer bringar
man genom geometrisk bevisforing till full medvetenhet.

I bofverensstimmelse med detta betraktelsesitt kallar jag 2
trianglar likformiga, om de hafva hvar sin lika stor vinkel
samt de kringliggande sidorna ¢ den ena triangeln dro pro-
portionela med hvar sin af de kringliggande sidorna @ den
andra. Efter en fullstindig analys af vilkoren for trianglars lik-
formighet Ar man sedan i stdnd att visa, att i likformiga trianglar ej
blott afstdnden mellan den ena triangelns vinkelspetsar ha samma
proportion till de resp. afstinden mellan den andras (den linedra
skalan mellan den fdrra och den senare triangeln), utan &fven
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att afstinden mellan punkter hvilka som héilst & den ena trian-
gelns sidor hafva denna samma proportion till afstinden mellan
de motsvariga punkterna & den andra triangelns sidor, och af-
stinden mellan punkter, som i den ena triangeln tagas 4 dessa
nya afstdnd eller 4 dem och triangelsidorna, likaledes samma
néimda proportion till afstdnden mellan dem som pd motsvarigt
gitt tagas 1 den andra triangeln. Ja, dessa linier, som sdlunda
dragas, skéra dfven hvarandra inom eller ntom trianglarne, sd att
de afskurna segmenten i den ena triangeln ha samma proportion
ill hvar sitt motsvarande segment i den andra triangeln, nimli-
gen alltjimt den limedra skalaws proportion. Och 44 afven tri-
anglarnes motsvarande hojder ha den linedra skalans proportion,
sd blir forhdllandet mellan trianglarnes ytinnehall eller den s, k.
ytskalan duplicerad af den linedra.

Likasom man ur likformighetens speciela fall, kongruensen,
hirleder relationen af likhet och olikhet mellan sidor och vinklar
i en triangel, sd har man att stéda sig pd det generela likfor-
mighetsbegreppet, ndr man vill soka framstéilla de allminna rela-
tionerna mellan sidorna och vinklarne i en triangel. — Det
visar sig vid en forberedande undersékning af denna sak, att en
vinkel, hvars ben &ro bestimda till sin lingd, vixer med den
motstidende sidan, men ingalunda proportionelt med henne, sami
att en vinkel &r bestimd, d3 jAmte den motstiende sidan dfven
de kringliggande sidorna &ro bestimda, eller di Atminstone den
motstdende sidans forhillanden till hvar sin af de andra &ro be-
stimda. Liter man, d& vinkeln, som skall bestimmas, dr < en
riit, den motstdende sidan sdsom katet bilda med vinkelns kring-
liggande ben en ritvinklig triangel, si blir vinkeln bestimd redan
af den motstdende sidans forhdllande till blott endera vinkelbenet.
Forhallandet till det vinkelben, som &r hypotenusa, kallas vinkelns
sinus. Om vinkeln, som skall bestimmas, 4r > en rit, sa faller
perpendikeln frin det ena benet mot det andra pd det senares
forlangning, men hans forhallande till det forra kallas dndock
(den trubbiga) vinkelns sinus; hvaraf foljer, att 2 vinklar, som
tillhopa utgéra 2 rita, hafva lika stora sinus. Sinus for 00 ir O,
sinus for 900 ar 1,

Med anvindande af sinushegreppet uttryckes nu sambandet
mellan sidor och vinklar i en triangel pd foljande sdtt:

Sidorna a, b, ¢ @ en triangel, hvilken som hdlst, dro
proportionela med sinus for de motstdende vinklarne A, B, C.

Ty fall perpendiklar frin sidornas midtpunkter och sam-
manbind deras gemensamma skirningspunkt med vinkelspetsarne.
De lika stora sammanbindningslinierna (triangelns s. k. stirre -
radier) bilda d4 med perpendiklarne och triangelsidornas hélfter
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hvar sin ritvinkliga triangel, i hvilka trianglar de vinklar, som
std emot de halfva triangelsidorna, alla 3 &ro resp. = triangelns
egna vinklar eller, i fall af trubbvinklighet hos den gifna tri-
angeln, en af dem lika med supplementvinkeln. Hiraf foljer
omedelbart, att a/sin A ==b/sin B —=c/sin C.

Man kan litt visa, att sidor och vinklar, som uppfylla bide
detta vilkor och det forut framstilda om en vinkelsumwma lika
med 2 rita, verkligen kunna vid sammanstillning bilda en tri-
angel. Det nidvindiga och tillrickliga vilkoret for att en
grupp of 3 sidor och 3 vinklar skola vid sammanstillning
P visst sitt bilda en triangel dr sdledes, att vinklarnes summa
utgor 2 writa samt att sidorno forhdlla sig sdsom de mot-
stdende vinklarnes sinus.

C. Goniometrisk rikning.

For att kunna anvinda sinusteoremet till kalkyl af obe-
kanta sidor och vinklar i en bestiimd triangel, mdste vi nirmare
lira kénna arten af de talstorheter, som vi ben&mt sinus, si att
vi kunna rékna med dem.

For detta #ndamdl &r det behofligh att utvidga vir fore-
stillning om winkel. Antagom férdenskull en vinkels ena ben
fast, det andra rorligt kring vinkelns spets samt 14t det rorliga
forst sammanfalla med det fasta, men sedan vrida sig i, till en
borjan, alltjimt samma led. Vridningens storlek blir d4 propor-
tionel med vinkeln, som det rorliga benet gor med det fasta —-
anda tills vinkeln uppndtt en storlek af 2 rita eller 1800, den
storsta vinkel vi hittills 14rt k#nna. Men om man nu fort-
sitter vridningen och utstricker betydelsen af vinkel dirhin, att
det rérliga benets vinkel med det fasta anses fortfarande vara
proportionel med vridwingen, si bringa vi det rorliga benet att
gbra vinklar med det fasta, som uppgd till 3, 4 ja t. o. m. ),
6, 7 etc. rita eller hv. s, h. antal grader. — Verkstiller man
vridningen i motsatt led mot den, som nu antagits gifva positiva
vinklar, erhdller man negafiva sidana. Och liksom vinklar kunna
anses beskrifna i den ena eller andra leden, si kan dfven hvarje
rit linie anses hafva 2 motsatta riktningar, den ena positiv, den
andra negativ. Den kallas dd axel.

Med stod af dessa utvidgade begrepp och det som hilr forut
forekommit #r man mnu 1 stdnd att utan vidare forutsiténingar
(om cirkeln behdfver man kénna blott dess och dess fangents
definition) framstilla, icke blot¢ huru sinus bestimmes geometriskt
for vinklar i nimda utvidgade bemirkelse och huru de Gfriga s.
k. trigonometriska talen, cosinus, tangent, cotangent o. s. v.,
definieras och, liksom sinus, representeras genom positiva och
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negativa linier, ufan dfven, huru man hirleder de for liran om
de trigonometriska talen grundliggande formlerna

cos (a-+b) = cos a. cos b 4 sin a. sin b

sin (a +b) = sin a. cos b + cos a, sin b,
hvilka bdda gifva, bland annat, for passande virden pi a och b
den vigtiga relationen sin%a - cos?a = 1.

Det &r just dessa och andra ur dem hérledda trigonome-
triska formler, som innehdlla de shrskilda »dknelagar, hvilka,
utom de vanliga aritmetiska, gélla for de trigonometriska talen
och utan hvilkas kdnnedom det icke vore mdjligt, vare sig att
utrikna de sirskilda trigonometriska liniernas talvirden till prak-
tiskt bruk, eller anvinda sinusteoremet till trianglars solution i
de fall,; d4 aritmetiska operationer ej dro tillrdckliga att gifva de
obekanta. I de kénda s. k. l:sta och 2:dra hindelserna #ro
sinusteoremets formler 1 deras ursprungliga skick dugliga att,
jimte formeln for vinklarnes summa och ytformeln, anvindas till
berikning af de obekanta elementen i en triangel. I den 3:dje
hindelsen behdfvas ndgra ur de trigonometriska liniernas defini-
tioner omedelbart f5ljande transformationer. Men i den 4:de hin-
delsen, dd¢ de 3 sidorna dro gifna, ir det icke nog med arit-
metisk kalkyl for att dtkomma de obekanta vinklarne och ytan,
det behofves dfven gomiometrisk. Denna utfores nu, med hjilp
af nyss angifna formel for sinus fér 2 vinklars summa, silunda.

Eftersom man har a/sin A = b/sin B==c/sin C och A
- B -} € == 1809, s4 blifva a==Db sin A [sin B; b==c sin B/ sin C;
sin A eller sin (B4C) = sin B cos C - cos B. sin C, hvaraf
ater foljer, genom inséttning i den forsta af virdet pid sin A
samt lamplig substitution med hjalp af den andra, a = b cos C
- ¢ cos B. P4 analogt sift b = ¢ cos A - a cos C och
¢ = acos B} boeos A

Ur dessa formler dter erhdllas, genom multiplikatiou af den
l:sta med a, den 2:dra med b, den 3:dje med ¢, teckenfirindring
i en och addering,

Jruig 2, 2 Q »
‘%:: 122 : i; i g :c gg; %" hvilka formler gifva de obe-
l R s e l kanta vinklarne A, B, C.
c2=— a2} b2 — 2 ab. cos C, ’

Sisom specialfall, for A = 909, erhdlles a2 = b2 - ¢?2
hvilken sistndmde vigtiga sats emellertid hir lattast fas omedelbart
ur sinusteoremet genom anvindning af formeln sin2 B—-cos2 B=1.
Med tillhjalp af formeln a2 == b2 - ¢2 kan man &ter, sdsom
bekant, pd rent planimetrisk vég erhdlla féljande uttryck pid en
triangels area (/\), hvari endast de tre sidornas ldngder ingd

A = VD (p—a) (p—b) (p—e), dir p=1(a -} b+ c)
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Finner man ofvanstiende utveckling af den plana elementar-
geometriens (inclusive ”trigonometrien”) hufvudinnehdll ur dess
yttersta principer riktig och den mdjligt kortaste, sd kan det sedan
ifrdgasittas, om den dr anviandbar som grundlag till lirobok samt
om den ldter forena sig med den konkreta behandling af dmnet, som
dr behoflig for nybegynnare. Om ndgon drager det forra i tvifvels-
mél, si vill jag & min sida héifda den sanning, att méinniskan pa
alla omriden mdaste till slut foga sig efter det principielt riktiga —
en egenskap, som vil bor tilldémas min grundtauke att séka malet
pd genaste vig — och att svdrigheterna vid tillimpningen af en
ny, men riktig grundsats alltid dro endast O6fvergdende. Huru
dter min ldroboksplan skulle lita sig forena med ett omsorgsfullt
val af konkreta utgingspunkter samt limpliga och tillfyllesgs-
rande praktiska tillimpningar, sirskildt beirdffande den s. k. geo-
metriska teckningen, skall det &terstd for mig att framdeles visa.

Och hvad vore vinsten? Jo, enligt min mening, en for larjung-
arne vélbehoflig ofverblick ofver det visentliga af elementar-
geometriens bevisforing, som tillika finge pd ett naturligt syste-.
matiskt sdtt utveckla sig ur sina yttersta principer, vidare en
stark reduktion af det nu for tiden kanske allt for mycket pd
bredden gdende studiet af elementar-geometrien och dérmed en
tidsvinst, som kunde anvéndas pd ett mera extensivt studium af

. matematiken, #n som for nirvarande medhinnes eller dr fdre-~

skrifvet. 1886 aug. 7. K. H. Sohlberg.

Professor E. Tegnér mot Rittstafnings-
silllskapet.

“Det &r med rittstavningsfrigan som med
viderleksfrigan: den har praktiskt intresse for -
enhvar af oss, och enhvar af oss vill ega — jag
tilligger: har ndgon vitt att €ga — sin lilla
mening ddrom.* E. Tegnér.

Det var naturligt, att det nya rittstafningssillskapet med
sin djirfva framtidsortografi skulle viicka oro i ligret bland vin-
nerna till vért gamla hederliga skrifbruk. S& har det varit i
alla tider, di ortografiska nyheter bragts pd tal, och s& kommer
det val alltid att forblifva. Motstindet synes dfven arta sig att
bli lika energiskt som under det Hazelius-Rydqvistska filttaget.
En f6ljd af detta #r emellertid, att de sista dagarnes nystafvare
innehafva en vida fordelaktigare position #n 1869 ars mén.

Tva afdelningar af deras motstdndare kunna anses slagna;
de reaktiondre, som af etymologiskt intresse vilja reformera staf-



