Till fragan om gymnasiets matematikkurser.

Af Olof Josephson.

Hur lifligt erinrar jag mig icke den &fverraskning, med
hvilken jag som sjundeklassist borjade p4 egen hand stu-
dera trigonometri, som den tiden ej ingick i halfrealister-
nas matematikkurs. Ett rikt och anvidndbart filt 6ppnade
sig, och matematiken, som dittills ej synnerligen lockat mig
och som jag mnu blott f6r fysikens skull ansett mig ndd-
sakad att mera odla, drog allt mer mitt intresse till sig,
och nu icke fr fysikens, utan for sin egen skull. M4 vara,
att de tHta ombyten af matematiklirare, som drabbat mig
och mina klasskamrater, delvis lagt hinder i viigen for ett
storre intresse, och att detta hinder undanréjdes i och med
det att ldroboken blef min ldrare. Men var det icke dfven
dels bristen pd enhet i Lirostoffet, dels de manga tillkring-
lade, ur innehallssynpunkt virdelésa uppgifterna, som stotte
tillbaka? Sedan kom universitetsstudierna, didr en stor del .
af detta ldrostoff limnades 4 sido, ett och annat ddremot visade
sig vara ett led i en ftrut ej anad helhet. Ocb sd bar
vigen Adter till skolan, dir noédtvdnget har medfort ett Ater-
vindande till atskilliga af de gamla besynunerligheterna, som,
det &r fara viirdt, kanske snart genom vanan te sig helt
naturliga.

Ar jag ensam om dessa erfarenheter? Ror sig icke
skolmatematiken, sdrskildt hvad - algebran vidkommer, del-
vis inom ofruktbara, for den allminna likavdl som for den
speciellt matematiska bildningen skiligen virdeldsa omraden ?
Och ha icke vi matematikldrare blifvit si vana att upptaga
dessa partier, att vi finpa dem utgtra viktiga delar af det
hela och ha svirt att tinka.oss dem borta?

Men Aatskilliga tecken tyda pa en ljusning. Man har
dtminstone borjat mera Oppet kritisera det, som mer &n
nigot annat bestimmer materialet for matematikunder-
visningen, studentproblemen, liksom ock den daliga vanan
att af enstaka sfdana skapa nya omridden for att dér i nya
former idisla det gamla innehdllet. 1 denna tidskrift ha
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nyligen docenten Wahlgren och lektor Petrini gifvit kraftiga
impulser till forbittring, till utgallrande af besynnerlig-
heterna, till nirmare fixerande af mil och medel. Det &r
ju beklagligt, att denna kritik ej foregitt ldroverkskommit-
téns kursforslag. Hir giller detsamma om matematiken
som om naturvetenskaperna Ofver hufvud, att man kommit
nigot pa efterkdlken. Men for sent dr det ej, ty kurserna
dro ej faststidllda, och O&fverstyrelsen for de allminna léro-
verken kan hir Astadkomma mycket, om den stddes af 14-
rarnes villighet till reformer,

Som ofvan dr antydt, synes mig ett hufvudfel i de
nuvarande matematikkurserna vara, att de innehdlla en
mingd saker, hvilkas inb6rdes samband dtminstone lirjungar-
na ej kunna se. I detta hinseende tror jag, att realskolans
kurser dfven enligt ldroverkskommittéens forslag ha ett stort
foretride framfor gymnasiets. Ty i realskolans kurser Ater-
finner man en ledande synpunkt, frdn hvilken det hela be-
handlas, det aritmetiska problemet, och i geometrien konstruk-
tionsuppgiften. Jag tror ocksd, i motsats met lektor Petrini,
att den af kommittén forordnade anorduingen med ekvations-
ldran sdsom den vig, pd hvilken ldrjungarna infdras i algebran,
dr synnerligen lycklig. Lérjongarna pd ifrdgavarande sta-
dium torde till en bérjan ej ha synnerligt intresse for rikne-
lagarna och deras allmingiltighet (jmf. Petrini: »Matema-
tiken 1 skolan», b5:e hiftet af denna tidskrift, innevarande
Argdng, sid. 198), men s& mycket mer for det hjdlpmedel
f6r problemldsning, som algebran i ekvationerna erbjuder.
Och 83 smaningom vaknar under arbetet med aritmetiska
uppgifter behofvet af systematisering och dirmed ocksa
intresset for algebraiska formler sdsom kortfattade uttryck for

allméngiltiga ridknelagar.

Men hvar ha vi i gymnasiets nuvarande, af liroverkskom-
mittén i hufvudsak bibehdllna matematikkurser, speciellt de
algebraiska, nigon motsvarande enhetlig synpunkt? Det arit-
metiska problemet duger ej ldngre. Faktiskt har det al-
gebraiska innehéallet i gymnasialkurserna grupperat sig kring
dessa tvd centra: andragradsekvationer och logaritmer. Sale-
des kring tvd hjilpmedel for den matematiska analysen! Hur

‘har man icke viindt och vridit pd dessa hjdlpmedel for att

f4 dem inpriglade pi alla mdojliga och omdjliga sidtt! An-




TILL FRAGAN OM GYMNASIETS MATEMATIKKURSER. 303

dragradsproblem, bland hvilka det Ofvervigande flertalet
till sitt innehdll #ro 15jliga och intresseldsa, ekvationer af
hogre grad och ekvationssystem, som endast pd grund af
speciella virden p& koefficienterna eller genom sirskilda
knep kunna l6sas medelst andragradsekvationer, maximi- och
minimi-uppgifter, behandlade efter en i och for sig lidrorik,
men af den utbildade matematikern aldrig anvind metod,
abstrakta uppgifter angiende rotters och koefficienters in-
bordes samband. A andra sidan en mingd trikiga och
tillkrdnglade exempel angdende ritter och potenser, genom
tillfalligheter losbara exponentialekvationer, for att icke tala
om uppgifterna rorande logaritmer i olika system, dér redan
formuleringen go6r lirjungarna yra i hufvudet. Slutligen
repetitioner af de bAda grupperna i en mingd konst-
lade uppgifter, ddr ingdende storheter bilda ndgon slags
sprogression». Endast i forbigdende stannar man for den
ojamforligt viktiga frigan om de o#dndliga seriernas kon-
. vergens eller divergens. Naturligtvis forekomma &fven nyt-
tiga saker, t. ex. frigor rérande sammansatt rdnta, men
ocksd dessa ofta onddigt tillkrdnglade antingen i formulerin-
gen eller till innehallet.

Skulle man vilja i hvufvudsak bibehdlla de nuvarande
kurserna, si finns nog dér ett omrdde, som har till-
rickligt virde for att ldmpligen kunna intaga en central
stillning, och dir de ofvannimnda hjdlpmedlen, andragrads-
ekvationerna och logaritmerna, f4 den rikaste anvindning.
Jag menar planimetrien, inklusive trigonometrien, till hvilken,
hittills tyvirr blott pi reallinien, stereomefrien ansluter sig.
Genom sin mer konkreta natur dr detta omrdde sirskildt
limpadt att vicka och underhilla ldrjungarnas intresse och
dr fritt frdn den »skolmatematikens» prigel, som kom-
mer matematikern af facket att bortkasta det sdsom vérde-
iost kram. Kring detta omridde kunde ddrfor matematik-
stoffet p4 gymmnasiet mycket vidl grupperas. Och hir finnas
s4 ménga tillfdllen att tillimpa teorien pi praktiska, spe-
ciellt mekaniska och andra fysikaliska problem, att man
visst ej behofde tillgripa matematiska »besynnerligheter»
utan virde for att otfylla tiden. For fysiken kunde det ej
‘vara annat #n till fordel, om undervisningen blefve mindre
tyngd af problemldsningens barlast,
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Men det &r ej tillriickligt att ha vunnit en enhetlig
synpunkt for stoffets gruppering, om ocksd detta skulle i
hog grad befordra bédde intresset och resultatet af under-
visningen. Det giller att stdlla kurserna i nidrmaste sam-
band med gymnasiets allmidnna uppgift att forbereda till
vidare studier pd olika omriden. Jag tdnker hirvid mindre
pé dem, som komma att egna sig 4t matematiska eller
tekniska vetenskaper, de komma nog att sjdlfva utfylla de
brister, som vidldda skolundervisningen. Men de andra,
som pa olika omriden komma att behdofva matematiken som
hjdlpvetenskap, de kunna ha ridtt att fordra, att skolan sé
vidt mdjligt ger dem den erforderliga matematiska appara-
‘ten, och att skolkurserna ej hélla sig inom helt andra
omriden dn dem, i hvilka de sedan maste kinna sig nigot
si nir hemmastadda. Detta synes man alltmer bdrja beakta
pd andra hall, i det man redan infort eller forordar inférande
i skolkursen af en elementir funktionslira, grandad pa och
stindigt belyst af geometlrisk representation af ifrdgakommande
funktioner, och dér hvarken begreppen derivata och integral

d
eller symbolerna %X och fydx dro bannlysta. Att méls-
X

ménnen f6r denna strémning visst ej 4mna »draga universite-
tet ned i skolan» eller uppstilla orimliga kraf, framgir med all
Onskvidrd tydlighet af foljande yttrande af Felix Klein *):
»Ich bin tief durchdrungen von der Aufgabe der Schule, eine
grosse Zahl nicht sonderlich begabter und dabei dem mathema-
tischen Denken zunichst abgeneigter Schiiler zn einem be-
stimmten Nivean wissenschaftlichen Verstindnisses hinaufzu-
fithren. Nichts liegt mir ferner, als diesses Niveau unverniinftig
zu erhdhen; es handelt sich vielmehr um eine Verschiebung des”
Zielpunktes und der zu ihm fithrenden Wege im horizontalen
Sinne». Med afseende pi sjilfva grundtankarna behofver
jag ej vara méingordig. De #ro klart angifna i T. Bonne-
sens uppsats: »Matematikken i Gymnasiet>, i 1:a hiiftet, inne-
varande 3rgdng af Nyt Tidsskrift for Matematik. Meningen
ir ej att infora funktionsliran sisom ett nytt omrdde till alla
de andra i gymnasiets matematikkurs. Funktionshegreppet

Y Uber eine zeitgemiisse Umgestaltung des mathematischen
Unterrichts an den hoheren Schulen. (Leipzig 1904.)
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skall frdn borjan genomtringa det hela, koordinatsystemet
vara det stdndigt till hands liggande hjdlpmedlet. Kan man
draga i tvifvel, att detta skulle forlina matematikstudierna
ett stirre intresse &n hittills och stélla resultaten i klarare
belysning? Friga dr vél, om icke en sidan metod har den
vikt, att den icke ens for de frin realskolan utglende lir- -
jungarna borde vara frimmande. Att ndgon sirskild sva-
righet hirvidlag skulle {orefinnas, &r ej girna mojligt.
Undertecknad har stindigt anvindt en dylik metod for
askidliggbrande af logaritmfunktionens variation och inter-
polationens berittigande vid anvindande af logaritmtabeller.
Har detta utan svirighet kunnat ske i ofre sjdtte klassen,
s& torde det icke bli nidmnvirdt svarare att gora liknande
anvdndningar af den grafiska framstillningen i sjitte real-
skoleklassen.

Hur skulle nu ett sidant anvindande af funktions-
begreppet och af differential- och integralkalkylens mest
elementira partier kunna genomfdras i vara gymnasier?
Det gir nog ej utan vidare att med lektor Petrini siga:
hvad som dr mdjligt p4d andra hall, kan ske #fven hos oss;
det gar ej att med ett slag vinda upp och ned pi allt,
som den nuvarande ldraregenerationen vant sig vid. Man
skulle d& stéta pd en snart sagdt obfvervinnelig wvis
inertice. Darfor tror jag ock, att man fir néja sig med
mindre, in hvad Bonnesen i sin ofvan citerade uppsats fore-
slar for det danska gymnasiets matematisk-naturvetenskapliga
linje. Jag tinker mig, att saken kunde ordnas pi ungefir
foljande sitt, hvarvid dock till en borjan den stirsta mdjlige
frihet borde ldmnas lirarne.

Sedan man bérjat algebraundervisningen pd gymnasiet
med en sammanfattande repetition af de vanliga algebraiska
reduktionerna, hvarvid s#rskild vikt ldgges vid multiplikations- .
lagarna — i likhet med docenten Wahlgren anser jag, att
man gjort alltfor mycket visen af polynoms division, ett
kapitel, som ldrjungarna sedermera ha ytterligt liten an-
vindning af —, inforas begreppen konstant och variabel, och
nigra enkla funktioner representeras geometriskt med hjilp
af ritvinkliga koordinater, hvarvid man till en bérjan na-
turligtvis far noja sig med att bestiimma enstaka punkter
pd linjerna. Dock bér man ej drdja med att lata ldrjung-




arna bli fortrogna med kontinuvitetsbegreppet. D& man
samtidigt torde ha pabdrjat likformighetsliran i geometrien
— en s#rskild »proportionsldra» mé vi vdal i all rimlighets
namn bli férskonade frin! — kan man snart nirmare stu-
dera linedira funktioner med gifna sifferkoefficienter och
konstruera rdta linjer med gifna ekvationer. Hértill an-
knyter sig behandlingen af ekvationssystem af forsta graden.
Efter dessa komma kvadratrétter, hvilkas approximativa be-
stimning kan ske genom geometrisk konstruktion pa milli-
meterpapper, sedan man i geometrien genomgitt medel-
proportionalsatserna eller Pytagoreiska satsen. Den aritmetiska
berdkningsmetoden #r temligen Gfverflddig, d&d den i hvarje
fall: snart uttringes af kvadrat- och kvadratrottabeller. Dessa
kunna d& lika girma frdn borjan anvindas vid rdkning
med kvadratrbtter. Funktionsbegreppet har samtidigt fo1-

djupats genom konstruktion af kurvorna y = x°, y = Vx,
hvilkas inbérdes samband kan tagas till utgéngspunkt for
klargérande af begreppet inversa funktioner, hvilket &r godt
att ha, d4 man kommer till logaritmkurvan. Nu kommer
taren till andragradsekvationerna, hvilka behandlas i an-
slutning till konstruktion af parablerna y = ax® + bx + c.
Huruvida de imagin#ra talen upptagas eller ej, 4r skiligen
likgiltigt, s& ldnge man ej har att gdra med ekvationer af
hogre grad #n den andra och siledes har mindre behof af
satsen om rOtternas antal. Problemmaterialet tages framfor
allt frin planimetrien, hvars grundliggande satser nu torde
ha behandlats i geometrien. Att for ofrigt hir fordjupa sig
i studiet af ckvationssystem af andra graden torde ej
vara att tillrdda, d4 dels den geometriska representationen pa
detta stadium blir svér, dels det dr af vikt att snart komma
till logaritmliran. Mojligen kan man dock med h#nsyn till
enkla ekvationstyper nigot uppehiila sig vid den geometriska
betydelsen af ekvationerna x* 4 y® = kenstant, xy = konstant,
den senare sirskildt sammanstdlld med ekvationen x + y =
konstant.

Frigan om rotter af hogre ordning bor si tidigt som
mojligh sammanféras med inférandet. af hrikexponenter,
och dithorande exempel framfér allt Asyfta ett befdstande af
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potensldran. Till denna anknyter man den geometriska re-
presentationen af funktioner, sddana som ‘

3
X3, Vx, Vx,
jimforda med hvarandra och med x, vidare
[ (1).\: <
< 25 \g/) , 107,

)

hvilket ger en naturlig éfvergdng till logaritmerna. I friga
om dessa torde man till en borjan med mycket l4tt hand kunna
ber6ra andra system #n det Briggska — for konstruk-
‘tion af logaritmkurvor ldmpar sig dock 2-logaritmerna
bist —, d& Oofvergdngen till andra system gar af sig sjalf
P& ett mer framskridet stadium, liksom det ock férst se-
nare har ndgon betydelse. Tilliimpningséfningar erbjnder
dfven hir planimetrien 1 rikt matt; ssom ytterligare till-
lAmpningar viljas uppgifter rérande sammansatt ridnta, ntan
att man offrar allt f6r mycken tid p& forberedande of-
ningar betrdffande serier. Likasd limnas exponentialekva-
tionerna i ofrigt At sitt viirde. Snarast mojligt utvidgas i
stdllet planimetrien med trigonometri. Denna behdfver natur-
ligtvis tor latinarna ej pé ldngt nir tagas si fylligt som for
realisterna. Daremot bér man pd béada linjerna aterupptaga
frAgan om r#ta linjen i analytiska geometrien, nu sirskildt
med - hinsyn till fradgor rérande riktningen. Vidare synes
det mig, som borde begreppet polarkoordinater inforas sam-
tidigt med de trigonometriska funktionerna, d& likheterna

x y y
COs V= — 8in V=" tgv="="
r r x
stilla frdgan om funktionernas tecken i den bista belysning.
Som afslutning af trigonometrien och ytterligare belysning
af den geometriska representationen kommer konstruktion af
korvorna y=sin x, y=cos x, y=+tg x, hvarvid ocksi
frdgan om de inversa funktionernas méngtydighet kan bhe-
roras. '

Lirjungarna torde nu vara tillridckligt forberedda att
kunna med behAllning ta itu med fragor rorande kurvors
riktning i olika punkter, deras maximi- och minimipunkter,
deras inflexionspunkter och krokningsférhillanden i ofrigt.
Hir kommer da begreppet derivata in pd det naturligaste




[l

308 _ OLOF JOSEPHSON.

sitt. Till en bdrjan begrinsar man sig till de nyssndmnda
trigonometriska funktionerna och hela rationella funktioner,
hvartill anknytes ett ndrmare studium af parabeln,

XZ

y =
2p.

Den allméinna typen y = ax’ + bx + ¢ dterupptages med de
nya  hjdlpmedlen, hvarefter en eller annan parabel af 3:e
graden kan studeras, och ndgra enkla maximi- och minimi-
uppgifter behandlas med anvindande af l:a och 2:a deri-
vatan. For ytberdkning inféres infegralbegreppet, hvarefter
integration af hela rationella funktioner ocksd kan anvindas
for hirledning af vanliga stereometriska formler. Ytterligare
kan de nya metodernas anvindbarhet klargdras genom in-
forande af begreppen hastighet och acceleration, tillimpade
sirskildt pd kastade kroppars rorelse.

Hirmed synes mig en viss afslutning vara vunnen, och
det torde ej vara af niéden att ytterligare utvidga latin-
gymnasiets kurs. Med hinsyn till de reduktioner af nu-
varande kurser, som ofvan antydts, torde tiden fullt ricka
f6r meddelande af detta kunskapsmétt. For realisterna till-
kommer derivation af algebraiska funktioner med tillimp-
ning pad andragradskurvor, speciellt studium af ellipsen och
hyperbeln, rymdgeometri. Kunde man hinna med nigot om
funktioners utveckling i potensserie och i samband dérmed
de naturliga logaritmerna, vore mycket vunnet, men det ar
ej latt att pd forhand sdtta upp nigen grins, di ju 4t
skilligt af latingymnasiets kurs bdr behandlas vidlyftigare
med realisterna. Hér maiste nog flera drs erfarenhet foregd
ett fixerande af kurserna, Och framfér allt kridfves hiir
samarbete mellan de allminna liroverkens och hdgskolornas
lirare, di reallinjens matematikkutser bora uppstillas med
sdrskild hinsyn till kommande studier i matematiska och
teknivka vetenskaper.




