Reciproka ekvationer. . . +".
Af Frans de Brun. '

Som bekant brukar man l6sa synmetriska ekvationer
at 4:de graden,

x4 pxd g+ px+1=0, (1)
genom att dividera med »® och ldsa i afseende pi

3 —a I )
. y=x+ P . (2>
‘Om emellertid diskriminanten till y—ekv. , p®+8—4q., blir

negativ, dr det tydligt, att de x-vérden, som da formelit
erhillas vid losandet af (2).

AN Ve
x_zi 4 I, Dot (3)

komma att innehdlla kvadratrétter ur imagéira tal. Att
sedan forenkla dem till formen g4¢f krifver ganska be-
svirliga ridkningar. For detta fall skulle man mojligen
med férdel kunna anvinda fljande metod.

Forst dr att miérka, att, om en af rotterna till en
synmetrisk ekv, dr imagindr med absoluta beloppet olika
enheten,

X1=a+if8, L (4)
maste det finnas dnnu tre imagindra rotter: RN
. a—ip x+iB
xi=g—i yXB= 5, M= 5 . {
8 o+ g7 o+ 4)

Vi franse i det foljande det ointressanta specialfallet
och antaga

ekl Zr. ()

Vid den vanliga losningsmetoden kombinerar man de
reciproka rdtterna, sdledes x1 med xs och xs med xs. Nu




vilja vi i stédllet sammanfora konjugatkomplexerna d. v. s.
x1 med x2 och x3 med x4. Vi bestimma alltsa fyra kon-
stanter, a, b, ¢, d, genom identiteten
xtdpaitgaitpr+1=(*+ax+0b) x®+cx+d), (6)
hvaraf
atc=p, ac+b+d=q, ad+bc=p, bd=1. (7)
Den 1:sta och 3.dje gifva
a(d—I)=c(1—0)},
som, med hjilp af den 4:de leder till
b= = d = E . (8)

Losningen b=1 tillh6ér naturligtvis den forut gifna metoden
och franses hir. Om virdena pd b och 4 ur (8) infdras
i den andra ekv. (7), erhalles, efter multiplikation med ac,

a*+a“ c*4cr=qac,
som kombinerad med den fbrsta, efter dess kvadrering,

gifver

a? ct—az ac=qac—p®.

Alltsa har man

“C=I+z—]/1+q J (9)

a4-c=p.

Uttrycket under rotméirket blir under det gjorda antag-
andet,

p*+8—4q<o,
tydligen storre dn

1 +g+8— ;+8—(£— )E
q 4 41 — 2 3 ’

och saledes blifva savidl ac som a+4c¢ reella. Men édfven
a och ¢ sjilfva blifva reella, om minustecket tages framfér

roten ur 14¢+ ——p? i (g); plustecken ater leder till kom-
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binationen x1 med xs och xs med x2, di koefficienterna
blifva imagindra. Af (6) erhallas sedan rotterna

—ac+1iVac (4—ac)
xX1=
2¢
—ac—iVac (4—ac)
Xg==
PR (17)
—ac—i Vac (4—ac)
xXg==
2a
.. +:Vac (4—ac)
2a

Det behofver vil knappast sdgas, att denna l6snings-
metod dfven kan anvindas, di reella rotter finnas.

Eftersom man af en reciprok 4:de grads ekv. dels kan
f4 rotterna som kvadratrotter ur imagindra tal, dels under
formen a+ig, dr det klart, att man omvindt med hjilp
hiraf kan draga ut kvadratroten ur imagindra tal. Ocksa
anvinder man som bekant en dylik metod hirfor (dfven-
som for forenklande af dubbla radikaluttryck). Om man

y .
antager p=0 och infor V__ i stillet for x, blir ekv.
. "W

yi+kyi4mi=o0
© (P m)t=(2 m—k)y* (12)
yitm=+Yam—Fk . y

71—k —2m—~Fk lom—b V2 k
=iV2” +V 2m _+\2m +1,V m4 (r3)

2 — 2 = 2 = 2

Loses ekv. (12) ater forst med afseende pa y?, fds

2 \ 2 12
- +]/___@ V—am+ +l/_5+14144_k;,(13*)
— —_— 2

Uttrycken (13) och (13*) dro saledes parvis identiska.
Huru tecknen skola tagas, synes sikrast, om virdena kva-
dreras och jamifbras.

Vidare ar klart, att, da man kan 16sa dylika reciproka
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ekvationer pi tva sdtt, man ocksid bor kunna l3sa den
ena af de uppkommande ekvationerna, om man kan Iosa
den andra. Héraf begagnar man sig faktiskt vid 16sningen
af den allminna 3:dje grads ekv. Man ser ndmligen genast,
att ekv.

3

YA . A )
u® +([I/t _'2_7_01 (14)

som genom substitutionen uw=v ]/—% kan aterforas till

reciprok, blir oférdndrad, om # bytes mot *3%4 Toses

ekv. sdsom kvadratisk i afseende pa %, fis
8 2 3
u=s.l/—2+ ‘/q—-i-& l
2— 2
3 J’ (15>

didr de Ofre teckmen gilla samtidigt, de undre samtidigt
samt & betecknar en af de tre kubikrétterna ur enheten.
Dividerar man ater i ekv. (14) med #* och infér

Q

2

)
s —¢.
Y

P
r=u e (16)

erhalles
x+px+g=o0, (7)
hvars tre rotter pd grund af (15) och (16) dro

=e.17—§+]/q;+1— ‘/ ——V—+—( 8)

Det dr gifvet, att denna metod med uppdelning i tvénne
faktorer, hvilken redan Cartesius anvinde f&r 10sningen af
den allminna 4:de grads ekv., jimvil kan generaliseras
och brukas vid lésandet af hogre graders synmetriska ekva-
tioner: Vid den synmetriska ekv. af 8:de graden,

B fpxT+ xS rad fsxtFrad g4 pr+1=0, (19)
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kunna rotterna grupperas s — vi férutsitta {6r enkelhets?)
skull en af r6tterna imagindr med absoluta beloppet
olika enheten — att bade konjugatkomplexer och inversa
rotter sammanidras, saledes rotter af formen (4). De ofriga
ma vara
1 T :
X5, X6, X1=—, Xg=— . B (20)
X5 X6
Om da i enlighet med Cartesii metod vinstra mem-
brum skrifves lika med produkten

(4 pad+qxi+pre+1) @Ftdpert+gexitpix+ 1), (21)
‘och vi ddri antaga, att x1, %2, x3, 44 Aro nollstillena till
den forsta parantesen, x5 ,x6, %7, xs till den andra, sa dr

det a priori klart, att samtliga koefficienter blifva reella
tal. De erhallas at

ptpa=p
pptatge=q (22)
prt+petp1getp2 qr=v
z2+2pipetqr qg2=s

hvaraf
] p ,
p1—2+u
. pr="-—1
s s (23)
T pw
"= gt
_a PP
=g + 2 v,
dir # och v bestimmas af
ALY ”_2)_ o y— |
p(2 3 + 2 2UV=v—2p . »
. 24
7 1_9_2 ”_2>2 2 2 2
(2 8+2 V== S——2—p “ 21",

) Detta antagande har naturligtvis ingen viisentlig betydelse! .

A
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som, om Vi sitta

ui=t, . _ (25)
ger :
(26)
2 2
(———+ ) —_— (pq p —r+p+— ) =s—2—%+2t.

Denna ekv., som 1 allmidnnhet &dr af 3:dje graden, ger
virdena pa u, hvarefter v fas ur (241) och koefficienterna
piopz,qu, Qe ur (23).

D4 man naturligtvis dessutom kan erhalla 16sningen
genom division med x* i ekv. (1g), ir det tydligt, att man
boér kunna komma fram till en del identiteter mellan vissa
radikaluttryck. Vill hidr endast behandla det enkla fall, d4

pP=r=0 ‘ (27)

och ekv. (19) 6fvergar i
xS fsxtdgr®tr=0. (28)
Loses hir i afseende pa «2, efter division med «*%, erhalles
(29)
et —%iqu—f@il/qﬂ—“ﬁgvmf“'

dir de ofre tecknen tagas samtidigt och de undre sam-
tidigt framfér de termer, som innehalla V4®+8—4s som
faktor, men tecknen f{6r Ofrigt varieras pa alla mojliga
sdtt.

Bestdmmes ¢ ur ekv, (26), far man

t=4—qt V8—8g+4s. (30)
Vidare ar .
V=0, (31)
hvaraf
p=—pa=Y4—g+aVo—zgts ]{ (32)
q=qz=2+V2—2q+s, J

och de atta rotterna dro siledes

e el e A 1 P 30 it el L S il LTt
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Vi—g+aVo—agts + Vi—qTzVa—zq+s n
4 — 4 —
N Vo2g—8T 2V 18— as
— 4 !
eller, om man reducerar med hjdlp af formeln

)/ axvi- V”VZT“_" . ]/“—Vf:(’ ,
(29%)

V8—2qi 2 VP +8—4s iV—S—ZinVq2+8~—4s
, .

Hir skola tecknen tagas lika framftor z Vg248—as
men for Ofrigt varieras pd alla tdnkbara sdtt. Uttrycken
(29) och (29%) bora d4 parvis vara identiska, om tecknen
bestdimmas riktigt, hvilket bdst sker genom kvadrering
och jamibrelse.

— l/vgg_I + Vg Vg = V3 +!?9 + l/Vz_gz—s N

P4 samma sidtt, som man erhaller losningen af 3:dje
gradsekvationen af en synmetrisk ekv,, kan man dfven 16sa
den allmidnna 4:de gradsekvationen. Om vi i (1g) divi-
dera med x* och infora

x="

X =+

I .

y=x+—_, o (33)

fa vi
v +py*+(q—4) y* +(r—3p) y+2—2q9+s=0,  (34)
~d. v. s om ,
y*+Py?+0y*+ Ry +S=o0 (33)
skall 16sas, blifva rotterna de fyra summorna af tva reci-
proka rotter till (21), d4 man har att skrifva i (22)—(20)

talen P,Q44,R+3,5+2Q+6 i stillet 6r p,q,7,s
Tesp.




