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Syfte: Att undersoka om det foreligger nagot samband mellan elevers grundlaggande
taluppfattning, vad galler enkla subtraktionsoperationer och senare uppnadda
matematikframgangar och att dessutom undersoka hur atta elever erfar sitt arbete med
subtraktionsoperationer, vilka strategier de anvénder sig av och hur deras inre mentala tallinje
ser ut.

Teori: Studien har en fenomenografisk ansats med en utvidgad kvantitativ teoriram. Inom
fenomenografin beskriver man larande utifran termen erfarande och menar da att elever har
formaga att urskilja och erfara olika aspekter i omvérlden pa olika satt (Marton, Dalgren,
Svensson, Séljo; 1999). | studien ar begrepp och procedurer inom subtraktion de fenomen
som studeras. Begrepp som tidigare larts in har en viktig roll nar nya begrepp erfars. Det ar
viktigt att nya begrepp sarskiljer sig fran tidigare begrepp, darfor ar det viktigt att det finns en
variation i erfarandet (Bentley, 2008a). Larandet ar alltsa beroende av att eleven ser nagot,
och att hon kan urskilja dess olika drag i en viss situation. Genom att studera elevers I6sningar
kan man delvis fa syn pa elevers uppfattning av begrepp och procedurer (Bentley, 2008a).
Man tittar pa alla losningar och forsoker hitta kategorier dar manga elever visar pa samma
I6sningsprocedur. Den utvidgade kvantitativa teoriramen bestar i en undersokning av alla
forstaarselever pa Natur- och Teknikprogram i en kommun for att studera om fenomen har en
storre spridning och mojligen inte &r slumpmassiga.

Metod: Subtraktionsdiagnos genomfordes pa alla elever pa natur- och tekniskt program i en
kommun. Diagnosen féljdes upp med intervjuer av atta elever. Resultaten jamférdes med
liknande tidigare studier (TIMSS 2007).

Resultat: Studien tyder pa att det foreligger ett samband mellan elevers grundlaggande
taluppfattning vad galler enkla subtraktionsoperationer och senare uppnadda
matematikframgangar. Nar det galler berakningsprocedurer indikerar studien att elever inte ar
helt medvetna om i vilken kontext de ar lampliga att anvanda. Exempel pa detta ar att de
anvander talsortsvis berdkning avsedd for subtraktioner utan véxling, nar det kravs vaxling, da
de har behandlat subtraktion som kommutativ (kommutativa lagen for addition a +b = b +a).
Att s& manga elever inte hann slutfora i tid tyder ocksd pa att talfakta och
berdkningsprocedurer inte &r automatiserade.
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1. Bakgrund

"Vari ligger svarigheten med subtraktion?” &r titeln pa denna studie. Den grundar sig i ett
intresse av hur det gar till nar elever lar sig, men ocksa i en insikt om att ett relativt stort antal
elever visar svarigheter inom omradet. Detta, tillsammans med ett intresse av hur vart minne
fungerar, har lett fram till denna studie. Tidigare gjorda studier inom omradet visar att manga
elever har problem med subtraktion (Skolverket, 2007, Bentley, 2008b) och att dessa problem
varken ar nya eller enbart nationella, utan har observerats dven i andra delar av vérlden
(Fusion, 1992, Foxman & Beishuizen; 2002).

Enligt en definition ar subtraktion den inversa operationen till addition. Vid tillampningar
beskrivs subtraktion som skillnaden mellan tva tal eller det som aterstar efter en minskning
(Larsson, 2011). Observationer under mina ar som verksam larare tyder pa att en del elever
saknar kunskap om hur raknesatten beror av varandra och vad som skiljer dem at. Dessutom
forefaller det som om de inte viljer helt effektiva berakningar. Detta bekraftas ocksa av
tidigare studier (Bentley, 2008b). | uppsatsen berdrs bl.a. begreppen metod, subtraktiva
situationer och berékningsprocedurer. Med metod avses vilket sétt det & maojligt att gora
berdkningar; med miniréknare, i huvudet eller med papper och penna. | denna studie &r det
framforallt huvudrakning som &r aktuellt da eleverna inte fatt anvanda minirdknare.
Subtraktiva situationer innebar hur eleven forstar problemet och kan identifiera problemtypen
for att valja lamplig strategi. | denna studie har jag valt att bendamna situationerna pa samma
sétt som i TIMSS, dvs. Trends in International Mathematics and Science Studies (2007);
foréndra, ta bort, utjgmna och jamfora (Fusion, 1992, Bentley, 2008b).

Med berakningsprocedur avses olika satt att ta sig an sjalva berdkningen da den genomfors i
hjarnan eller genom huvudrékning med skriftligt stod. Dessa bendmns talsortsberakningar,
stegvisa berakningar, kompensationsberdkningar och transformationsberékningar (Bentley,
2008b). Subtraktionssituationer beskrivs nérmare i teoridelen och berékningsprocedurer i
resultatanalysen. En elev kan troligen tillampa en berékningsprocedur bade korrekt och
inkorrekt.

Forskning (Bentley, 2008a) tyder pa att procedurinriktad kunskap, vilket redogdrs for i
teoridelen, minskar sannolikheten att en elev medvetet valjer lamplig strategi. Tidigare
forskning inom TIMSS (Bentley, 2008b) visar att sa ar fallet nar det géller elever pa
grundskolan. Att undersoka om det foreligger problem med subtraktion dven pa gymnasiet
skulle darfor vara intressant. Att dessutom valja en undersokningsgrupp med forvantat goda
matematikkunskaper och goda kognitiva forutsattningar gor det mojligt att undersdka om
problemet har en storre spridning.

Berakningsprocedurer som anvands inom talomradet 1-20 bor utvecklas under elevers tidiga
ar. Dessa berakningsprocedurer automatiseras till talfakta i langtidsminnet och darmed
anvands inte langre nagon strategi. Begreppen talfakta, automatisering och langtidsminne
beskrivs i teoridelen. Senare forskning (Bentley, 2008b) tyder dock pa att denna viktiga
automatisering inte alltid kommer till stand da undervisningen inte varit fokuserad pa detta.
Det forfaller som om enklare matematikoperationer da upptar energi och forsvarar mer
komplicerade operationer (Lundberg& Sterner; 2009, Bentley, 2008b, Lowing, 2008).
Korttidsminnets kapacitet kan bli en begransande faktor (Klingberg, 2010). Att larande
mojligen beror av fler processer ar en tanke som ligger till grund for min studie och som jag
funnit beskrivna inom fenomenografin genom Bentley (2008a). Sammantaget visar detta pa
att inlarning av subtraktion &r komplext och darfor intressant att undersoka.



2. Syfte och fragestallningar

Syfte

Syftet med studien ar att undersoka om det foreligger ndgot samband mellan elevers
grundlaggande taluppfattning vad galler enkla subtraktionsoperationer och senare
dokumenterade, uppnadda matematikframgangar. Ett annat syfte ar att folja upp
diagnosresultaten och undersoka hur atta elever erfar sitt arbete med subtraktionsoperationer,
vilka subtraktionsprocedurer de anvander sig av och hur deras inre mentala talrad ser ut.

Fragestallningar:
e Vilka subtraktionsprocedurer i talomradet 10-90 anvander sig eleven av?

e Tillampar eleven berakningsprocedurer pa ett korrekt satt enligt Fusion (1992) och
Bentley(2008b)?

e Hur erfar eleven enhets- och multienhetsbegreppet?
e Hur ser elevens inre mentala talrad ut?

e Foreligger ett samband mellan en outvecklad mental inre talrad och brister i
subtraktionsprocedurer och talfakta?



3.Litteraturgenomgang och tidigare forskning

| detta kapitel redogors for studiens kunskapssyn samt procedurell och konceptuell kunskap.
Vilka subtraktiva situationer och subtraktionsprocedurer som elever anvander sig av vid
berdkningar samt vad tidigare forskning visat angaende subtraktionsstrategier. Dessutom
beskrivs begrepp som mental tallinje, arbetsminne, antalsuppfattning, talfakta och
multienheter. Kapitlet avslutas med en sammanfattning.

3.1 Kunskapssyn

Den kunskapssyn som ligger till grund for studien &r fenomenografisk och
variationsteorietisk. Dahlgren och Johansson | Fejes & Thornberg;(2009) menar att
variationsteorin har legat till grund nédr fenomenografin utvecklats till en teori om
undervisning. Enligt variationsteorin ¢kas forstaelse for ett fenomen genom att olika aspekter
av fenomenet varieras. Enligt Carlgren och Marton (2001) forutsatter teorin att det finns ett
larande objekt och att det finns nagot som ar majligt att lara sig. For att forstd och erfara ett
objekt ar det viktigt att objektet ar majligt att urskilja fran andra objekt, att personen kan
uppfatta det centrala och kritiska, de s.k. sérskiljande begreppsattributen. Ett exempel skulle
kunna vara hur en person erfar och forstar vad en kvadrat ar: personen presenteras da for flera
olika polygoner och inser da att det inte ar tillrackligt med fyra sidor och fyra horn utan
dessutom maste vinklarna vara rata och sidorna lika langa. Dessutom bor personen fa mota
kvadrater av olika storlek och farg. Pa detta satt kan en person forsta vad en kvadrat ar och
vad den inte &r.

I TIMSS (2007), ett internationellt projekt som méter trender inom barns och ungdomars
matematikkunskaper, vilar kunskapssynen pa en fenomenografisk och variationsteoretisk
grund och dér beskrivs inlarning enligt ovan beskrivna perspektiv. Procedurer (fenomen) och
begrepp bor erfaras pa flera satt for att skapa en djupare forstaelse. For att det ska skapas en
djupare forstaelse behdvs tva olika processer som Bentley (2008a) kallar "theory revision”
och rediscription”.

"Theory revision” forekommer nar eleven erfar begreppen mer sallan. Da skapas forst en
ganska grov uppfattning om begreppet (exv. subtraktion ar nagot som forekommer i skolan
nar man har matematik). Nar eleven pa nytt erfar begreppet forfinas successivt uppfattningen
(exv. subtraktion anvands ndr man ska rédkna ut en skillnad och subtraktion liknar addition
men &r anda olikt). Nar eleven mott begreppet annu fler ganger narmar sig uppfattningen en
uppfattning som stammer 6verens med sensomotoriska data. ’Theory revision” liknar den
process Vygotskij (1999) beskriver da vardagsbegrepp successivt utvecklas mot vetenskapliga
begrepp. Processen “rediscription” foérekommer ndr eleven erfar begrepp ofta. | hjarnans
associativa delar formas uppfattningen om begreppet, och jamfors dar med infléde av
sensomotoriska data, vilket sedan lagras i langtidsminnet (Benley, 2008a, Dixon& Bangert;
2004). Da eleven tillagnat sig en djupare forstaelse blir fenomenets attribut tydliga och
personen kan relatera fenomenet till andra begrepp och procedurer. Detta mojliggor att eleven
kan anvénda begrepp och metoder i ratt sammanhang. Hér skulle det t.ex. kunna handla om
att eleven inser att subtraktion och addition &r motsatta raknesétt men att subtraktion inte &r
kommutativ. Det skulle ocksa kunna innebara att eleven kan se likhetstecknet som ett "blir”
men ocksa i betydelsen "lika mycket som”. Bentley presenterar alltsa larandet som tva delvis
olika processer. Tidigare klassrumsobservationer (Olsson, 2007) visar pa att spraket ar



vasentligt for larandet, men att det verkar som om det inte riktigt formar forklara hela
problematiken.

2.2 Procedurell och konceptuell kunskap

Procedurell kunskap kan forklaras som regler och handlingsmonster som utférs pa ett speciellt
satt och som galler vid specifika matematiska problem. Darfér kan proceduren inte utan
vidare transfereras till en annan typ av uppgifter utan att forst forandras sa att de passar in.
Den procedurella kunskapen blir darfor som isolerade 6ar av kunskap utan att det finns
tydliga kopplingar dem emellan (Bentley, 2008a).

Konceptuell kunskap innebar forstaelse av de matematiska begreppen inom ett omrade. De
olika delarna i den matematiska kunskapen kan foéras samman till karnfulla principer och
k&nnetecknas av olika matematiska kontexter. Konceptuell kunskap kan generera procedurell
kunskap men det omvénda ar mycket ovanligt; att procedurell kunskap generar konceptuell
kunskap (Bentley, 2008 a).

Undervisningen 1 Sverige &r framforallt procedurell medan den i Sydostasien &r mer
konceptionell. Vid konceptuell undervisningen utgar undervisningen inte sallan fran misstag
for att uppmarksamma dessa och diskutera méjliga l6sningar. Det ar viktigt att se likheter och
skillnader. Transfer tranas systematiskt (Bentley, 2008a).

I den procedurella undervisningen trénas varje procedur for sig och ar kopplad till en specifik
kontext vilken sallan varieras. Darfor blir det svarare for eleverna att Overféra en
l6sningsprocedur fran ett sammanhang till ett annat; transfer tranas inte och eleverna har svart
att uppfatta nagra karnfulla principer (Bentley, 2008a).

3.3 Subtraktionssituationer PoTE———

Nér man loser subtraktioner fran textproblem ar det mojligt e

att urskilja tre huvudtyper av uppgifter. Bentley (2008b) Nl

kallar det att eleven gor en enkodning, nar hon kanner igen C1— 0]
vilken typ av subtraktionsuppgift det handlar om, och
darefter kombinerar med lamplig berdkningsprocedur. Det Wismne

tre typerna ar: férandring - ta bort, utjamna samt jamfora o
(se fig. 1). Forandring - ta bort ar den vanligast v/ D
forekommande och den subtraktions- héandelse som flest L [ s
elever beharskar. Denna metod innebér att eleven utgér BN DB B
fran forsta termen och sedan réknar “baklanges” lika
manga steg som den andra termen anger. De andra tva -
subtraktionshandelserna anvands mindre ofta vilket inte o g
séllan gor subtraktionsoperationer mindre effektiva. Att M BD

utjgmna innebar att de ingdende termerna jamfors och
sedan kan eleven utga fran det lagre talet och “réakna upp”
till den hogre termen, antalet steg motsvarar differensen.
Att jamfora innebér att eleven stéller sig fragan hur manga fler o1 supaxiva situationer
eller hur manga farre. Det hander ocksa relativt ofta att elever
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inte k&nner igen subtraktionstypen om undervisningen inte varit strukturerad i detta avseende.
Av den anledningen véljer eleven darfor inte séllan olamplig subtraktionsmetod.

3.4 Tidigare forskning om rakneoperationer

Slutsatser fran TIMSS (2008 b), som bl.a. undersokt elevers kunskaper inom aritmetik, visar
att elever oftast gor fel av systematisk karaktér och de typer av misstag som elever gjorde i
forskningsstudien i Lilla Edet &r representativa for hela riket. Det &r troligt att dessa problem
skapas tidigt och inte pa de hogre stadierna.

”Misstagen ar betydligt mer genomtéankta och bygger pa att forstaelsen av begrepp eller
begreppsmodeller inte utvecklats tillrackligt. I manga fall begreppsmodeller, som anvands i
undervisningen, smala tillampningsomraden och bristfallig eller ingen funktion alls utanfor
dessa. Begreppsmodellerna kan ocksa ge svag operativ vagledning speciellt utanfor deras
respektive tillampningsomrade (s.128)”.

Undervisningen har inte varit tillrackligt explicit och eleverna forefaller inte ha utvecklat
tillrackligt god forstaelse for olika inneborder, tolkningar och relationer inom och mellan de
fyra rdaknesatten sa att dessa kan anvandas i verkliga sammanhang i och utanfor skolan.
Liknande resultat har Mcintosh (2008) hittat i sina studier. Lundberg och Sterner (2009)
skriver att

“Elever har svarigheter att hantera sambanden mellan raknesatten darfor att de inte inser
dessa samband eller inte tors utnyttja dem pa ett flexibelt satt. | vissa fall har eleverna inte
upptackt réknelagarna t.ex. kommutativa och associativa lagen’(s.73).

Att anvanda réknelagarna skulle vara en mojlighet att avlasta korttidsminnet (personlig
kommunikation Sterner, 2011-09-08, Gdéteborgs Universitet). Att eleverna har en bristféllig
begreppsuppfattning vad galler multienheter kan vara ytterligare en faktor som paverkar
inlarning och effektiva berékningsstrategier (Fusion, 1992). Elever som anvénder en
begreppsstruktur baserad pa ental nar de moter flersiffriga tal ser inte de separata
multienheterna som mangder (tiotal, hundratal, tusental osv.), utan ser flersiffriga tal som en
samling en-enheter. Detta kan ocksa medfora ocksa att berakningar tar langre tid da metoden
blir mindre effektiv (se vidare kap. Multienheter). Néar elever intervjuades i TIMSS -projektet
(Bentley, 2008 b) visade det sig att nagra elever fick 51 — 49 = 18. | analysen visade de sig att
de forst utforde tiotalssubtraktionen 50 - 40 = 10 och darefter entals subtraktion 9 - 1 = 8.
Differenserna 10 och 8 lades sedan samman till 18. De véande pa 1 - 9 eftersom denna typ av
utrakning saknats i deras matematikbok. Boken de anvande behandlade inte talsorter med
vaxling. P4 vissa uppgifter gjorde mer &n halften av eleverna det kanda misstaget att tillampa
berdkningsproceduren, som ar avsedd for subtraktioner utan vaxling, pa subtraktioner som
kraver vaxling. Eleverna har behandlat subtraktion som kommutativ. Problemet med att
eleverna inte gor nagon rimlighetsbedomning av svaret kan delvis bero av att undervisningen
varit for laromedelstyrd (Bentley, 2008b). Ett annat lite ovantat typfel var att 51 — 49 = 0. Har
“flyttar” eleven 1 till 49 och sedan tanker hon att 50 - 50 = 0.

Da manga elever valde metod som inte fungerar vid véaxling aterinfordes den lodrata
uppstallningen i projektet och denna atgard har medfort battre resultat. Bentley (2008 b) och
Lowing (2008) menar att det &r viktigt att elever automatiserar tabellfakta for att undvika att
belasta arbetsminnet med enkla operationer ndr mer komplicerade utrdkningar ska
genomforas.



3.5 Mental tallinje

Manniskan har en medfodd formaga att uppskatta antal vad géller sma mangder. Feigenson,
Dehaene & Spelke kallar denna icke-verbala ké&nsla for antal for the coresystems of number
enligt Lundberg & Sterner (2009). De skriver vidare att
taluppfattning skulle kunna réra sig om en formaga att hantera och manipulera tal och
storheter pa en spatialt utspridd tallinje, som man "har i huvudet’”’(s.6).
Lundberg och Sterner (2009) refererar ocksa till von Aster och Shalev vilka menar att nar
barn fods, &r troligen den mentala tallinjen mer logaritmisk an linjér. Detta antagande bygger
de pa att barn placerar hogre tal tatare pa varandra an de gér med lagre tal. Det &r troligt att
det krévs erfarenhetsbaserad tréning for att utveckla en linjar mentaltallinje. Klingberg (2011)
menar att kunskaper fran forskning gallande elever med exceptionella férmagor och elever
med stora problem fér antalsuppfattning visar att
... tal representeras pa ett visuellt satt: i tva dimensioner langs en linjal eller i en tredimensionell
rymd, vilket kan vara ett mer generellt fenomen for hur hjarnan hanterar tal”’(s.69).
Klingberg skriver vidare att de flesta barn lar sig att rdkna med fingrarna och nédr denna
konkreta fas ar dver aterstar en rumslig bild av tal. Han menar att nar ett barn ska genomfora
en subtraktion av typen 12 - 4 &r det sannolikt att hon gor detta genom att visualisera en
mental tallinje dar hon stegar sig fran 12 och sedan 4 steg till véanster varefter hon laser av
svaret fran linjen.
”Psykologiska studier visar att forestéllningar om en mental tallinje inte bara ar ett
bifenomen utan sdger oss nagot om hur hjarnan representerar tal med hjalp av en visuell
rumslig bild”’(s.70).

Klingberg (2011) redogor for en studie dér barn fick i uppdrag att uppskatta om ett tal var
storre eller mindre &n fem. FOr att gora detta anvédndes ett dataprogram dar barnet skulle
trycka pa en knapp om talet var storre an fem och en annan om det var mindre. Tidigare
studier har visat att manniskan reagerar snabbare pa bilder i vanster synfalt med véanster hand
da intryck fran vanster hjarnsynfalt gar till hoger hjarnhalva vilken styr den vénstra handen,
och tvart om for hdger hand. Nar barnen i forsoksstudien nu skulle avgéra om ett tal var storre
eller mindre an fem var de alltid snabbare med véanster hand for sma tal och hoger hand for
stora tal, detta trots att tal &r arabiska symboler som presenterades mitt i synféltet.

Bilden av en inre mental tallinje ar alltsd inte bara en association vi gor samtidigt som

utrakningarna sker. Den mentala linjalen verkar anvéandas for att gora sjalva utrékningen,

dar personerna placerar tal pa linjalen och sedan laser av svaret™ (s.70).
Studien visar ocksa att manniskan ar nagot langsammare att avgora sma differenser an storre.
Detta beror troligen av att tanken tar en omvag via positioner pa den mentala tallinjen som
sedan avlases. For en dator finns ingen tidskillnad pa berakningar mellan stora och sma
differenser.

”Problem att visualisera kan leda till oférmaga att hantera tal. Visualiseringen av objekt kan

vara en del av kopplingen mellan arbetsminne och matematik™ (s71).

Lundberg och Sterner (2009) menar att det behdvs formell undervisning i matematik for att
tallinjen ska bli mer linjéar. En utvecklad linjar mental tallinje forefaller vara en kritisk punkt
for att utveckla den matematiska formagan menar flera forskare (Bentley, 2008b, Lundberg &
Sterner; 2009, Butterworth &Yeo, 2010).

”’Utveckling av en valfungerande mental tallinje &r av avgérande betydelse for utvecklingen

av rakneférmagan ... Bristfalligt utvecklad tallinje kan handla om stérningar i sprakférmagan,

uppmarksamhet, arbetsminne och visuell forestallningsformaga’ (Lundberg & Sterner; 2009,

s.7).

Marton och Booth (2000) menar att formagan att kunna storleksordna, talens manghet/
numerosity, ar en forsummad aspekt.



3.6 Arbetsminne

Arbetsminnet definierades av Baddeley (2000) som
“ett system i hjarnan som tillfalligt tillnandahaller lagring och manipulation av den
information som kravs for komplexa kognitiva uppgifter sasom sprakforstaelse, inlarning och
resonerande” (sid. 418).

Enligt Baddeley (2000) &r arbetsminnet organiserat enligt nedanstaende modell (fig. 2).

Central
exekutiv

Visuell-spatial Episodisk Fonologisk
sketchpad buffert buffert

Langtidsminnet
Figur 2

Lundberg och Sterner (2009) skriver att den fonologiska bufferten, har betydelse nér vi
korttidslagrar t.ex. ett telefonnummer fran att vi slar upp numret till att vi slar det. Bentley
(personlig kommunikation, 2010-09-08) menar att den fonologiska bufferten kan lagra
minnessiffror vid flersiffriga aritmetiska utrdkningar och troligen har storst betydelse vid
vagrata utrakningar. Baddeley (2000) menar att den fonologiska loopen bestdr av tva
komponenter: en del som haller akustisk eller talbaserad information mellan en och tva sekunder
samt den s.k. artikulatoriska kontrollprocessen, som mojliggor att vi tyst kan repetera och halla
information aktiv i fonologiska lagret en langre tidsperiod. Dessutom forefaller det som om
visuellt presenterad information dar kan Gversattas till fonologisk information, nagot vi anvéander
for att t.ex. komma ihag portkoder.

Det visuell-spatiala skissblocket har enligt Lundberg och Sterner (2009) en annan funktion da
den lagrar en sorts bild av det som man ska komma ihag.
De skriver vidare att ’Néar det galler matematik har man skal att rékna med en koppling
mellan det visuella-spatiala skissblocket och den mentala tallinje som vi diskuterade
innan”’(s.25).
Bentley menar att den visuellt-spatiala funktionen har betydelse nar vi gor lodréta berékningar
(personlig kommunikation, 2010-09-08). Baddeley (2000) menar att skissblocket tros ha en roll
motsvarande den fonologiska loopen, tilldgnad visuell, spatial och kinestetisk information. Denna
hanterar bl.a. visuella representationer av objekt och objekts rumsliga placering. Klingberg (2011)
menar att visuospatialt arbetsminne &r starkt kopplat till problemldsningsformaga och flytande
intelligens (gF), det vill saga formaga att hitta samband och dra slutsatser oberoende av
tidigare kunskaper.

Det finns enligt Lundberg och Sterner (2009) enkla metoder for att forsoka visa pa hur val det
visuellt-spatiala arbetsminnet arbetar. Forfattarna refererar till en studie av Milner, Corsi
blocks, déar en testledare pekar pa nagra slumpmassigt utspridda klotsar och eleven ska
upprepa samma sekvens. Ett annat forsok utgar ifran ett rutnat med oregelbundet utsatta
prickar. Eleven far titta pa rutnatet i en minut och ska sedan pa ett tomt rutnat fylla i de
prickar som saknas pa samma satt som forlagan. Den exekutiva funktionen styr de andra
funktionerna och har i uppgift att halla kvar, bearbeta och uppdatera information i
korttidsminnet samt stanga ute irrelevant information. Den genomfor operationer och hdmtar
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data fran langtidsminnet. Den svarar ocksa for vartat var uppmarksamhet riktas (Bentley,
2008b, Andersson, 2008). | centralexekutivet integreras information fran det visuella skissblocket
och den fonologiska bufferten. Darefter kan den episodiska bufferten sitta samman denna
information med information fran langtidsminnet. Det bildas harmed en sorts handelsekedjor
(episoder) vilka ar majliga att lagra i langtidsminnet. En medveten uppméarksamhet verkar gynna
atkomsten av information (Baddeley, 2000) .

Langtidsminnet har kontakt med alla funktioner i arbetsminnet. Har kan automatiserade
kunskaper lagras och processen att hamta dessa kunskaper harifran gar mycket snabbare.
Detta medfor att eleverna kan utféra mer komplicerade utrakningar, det avlastar arbetsminnet
och det blir kapacitet over for att reflektera Over utrékningen (personlig kommunikation
Bentley, 2010-09-08 ).
| TIMSS-studien fann man att det
”... visade sig att bara hélften av eleverna i arskurs 7 hade utvecklat berakningsprocedurer
som var optimala for arbetsminnet och darmed for fortsatt larande. Har har den
matematikdidaktiska forskningen genom att utnyttja resultat fran hjarnforskningen bland
annat visat vilken avgdrande roll arbetsminnet och dess funktionella delar har i elevers
utveckling av aritmetiskt kunnande (Bentley, 2008b, 5.39)”’.
Nar vi i dag anvander oss av termen arbetsminne innebér det alltsa bade korttidsminne (vilket
i Baddeleys modell innebar loopen, skissblocket, och den episodiska bufferten) och den mer
medvetna och mer anstrdngande informationsbearbetningen som sker med storre delaktighet
av centralexekutivet (Westerberg, 2004). Martinussen och Tannock (2006) skriver att
uppgifter som kraver framlanges repetition generellt anses mata korttidsminne medan
uppgifter som kraver repetition bakldnges anses méta arbetsminnet med dess centralexekutiva
komponent.

3.7 Tidigare studier som berdér arbetsminne och matematik

Klingberg (2011) genomférde en studie bland 350 svenska barn, vilka testades i flera timmar
och utforde tester av matematisk férmaga och lasférmaga. Arbetsminnestraningsprogram
anvandes ocksad. Ett hundratal av barnen undersoktes med MR-kamera. Studien fann att
korrelationen mellan matematik och visouspatialt arbetsminne var 0,62, vilket i psykologiska
sammanhang ar hogt. Detta innebér att ungefar fyrtio procent av skillnaderna i matematisk
formaga mellan olika barn kunde forklaras med skillnader i arbetsminnet. Det visade sig
ocksa att matematikresultaten korrelerar hogt med problemldsningsformaga, lasformaga och
verbalt arbetsminne. En fragestallning var om det gar att forutsaga utvecklingen av barns
matematikformaga. Studien visade att det var det visouspatiala arbetsminnet som var den
viktigaste faktorn for hur barnet skulle utvecklas. En hog arbetsminneskapacitet medférde
béttre prestationer i matematik och en snabbare utvecklingstakt inom amnet. Studien visade
inga konsskillnader wvad géller prestationer 1 de visuella-spatiala och verbala
arbetsminnesuppgifterna. Inte heller i matematikprestationer pavisades nagon konsskillnad.
Det fanns dock stora variationer mellan barnens prestationer, men dessa skillnader kan inte
forklaras med vilket kon de tillhorde.

] en analys som sedan gjordes av Ylva Samuelsson, visades att visouspatialt arbetsminne
ocksd avgjorde hur barnens matematikprestationer utvecklades med tiden: De med béttre
arbetsminne gjorde storre framsteg i matematik fran ett testtillfalle till nasta testtillfalle tva ar
senare. Daremot fanns inget motsvarande samband mellan langtidsminne eller lasféormaga
och matematik™ (Klingberg, 2011, s.75).
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Det forefaller som om det samband som finns mellan normal variation i arbetsminne och
matematik ocksad galler individer med uttalade svarigheter. | en studie ledd av Susan
Gathercole vid York University (Klingberg, 2011) pavisades ett tydligt samband mellan
nedsatt arbetsminne hos barn och matematiksvarigheter. Problemen var uttalade for
visouspatialt och verbalt arbetsminne, men inte for verbalt korttidsminne. Detta tyder pa att
problemen ligger antingen i de parietala eller i de frontala omradena, som aktiveras av
arbetsminnesuppgifter, men som inte kravs for verbalt korttidsminne.

Klingberg (2011) visade i sin svenska studie att arbetsminnet ar en starkare prediktor for
utveckling av matematik an intelligens. Kopplingen mellan arbetsminne och matematik kan
bero av att man behdver minnas de mellanliggande stegen i utrdkningar som kréaver flera
operationer. Ytterligare en forklaring ar den inre mentala tallinjen. Att halla kvar en inre,
visuell och spatial representation &r det visouspatiala arbetsminnets uppgift. Troligen &ar det
samma system som haller kvar olika positioner som den mentala tallinjen vid problemldsning.
| studien anvandes MR- kamera och dessa undersokningar visade att det var omradet i
intraparietala cortex som var mest aktivt da barnen arbetade med visouspatial information.
Det ar samma omrade som aktiverades da personer utforde subtraktionsuppgifter i studien av
Simon och Dehaene. Studien visar att barn med hogre aktivitet i intraparietala cortex hade ett
béattre visouspatialt arbetsminne.

Nar manniskan ska minnas exakt var de sett ett foremal, halls informationen i arbetsminnet.
Om information ska kunna hallas kvar maste nervceller som kodar for en viss position vara
konstant aktiva. Om denna aktivitet bryts forsvinner ocksa minnet. Olika nervceller kodar for
olika positioner, exv. finns nervceller som &r aktiva nér vi tittar snett upp mot vénster och
andra som ar aktiva nar vi tittar mot hoger. Nervcellerna i intraparietala cortex skapar pa sa
satt en tvadimensionell minneskarta.

Tal representeras uppenbarligen av hjarnan i en analog form, med sma tal till vanster och
storre tal till héger, som om vi hade en inre mental linje dar tal omvandlas till en punkt, eller
position. Om nu hjarnan utrustats med formagan att skapa en minneskarta, en formaga som
formodligen ar mycket gammal och dven finns hos apor, sa &ar det logiskt att samma
mekanismer, anvands ocksa for att representera positioner pa en mental linjal. Minneskartan
och den mentala linjalen skulle alltsd anvanda sig av samma omrade i hjarnan. Minneskartan
i parietalcortex forklarar atminstone en av de direkta kopplingarna mellan arbetsminne och

matematik™ (Klingberg, 2009 s.79).
% PARIETALA CORTEX

Bild 1
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3.8 Antalsuppfattning

Lundberg & Sterner (2009) skriver att manniskan ar fodd med en formaga att uppfatta antal
upp till fyra. Aven Klingberg (2011) menar att antalet fyra verkar vara en viktig medfodd
kapacitetsgrans hos spadbarn for minneskartan i parietala cortex. Det visar sig att fyra ocksa
ar gransen for formagan att omedelbart uppfatta antal, men for hogre tal maste vi rakna
foremalen ett i taget och reaktionstiden Okar darfor linjart med antalet foremal. Aven
Butterworth och Yeo (2010) menar att de flesta manniskor ar fodda med en formaga att kéanna
igen och mentalt bearbeta ett antal féremal i en mangd. Han séger ocksa att denna formaga
troligen ar lokaliserad till specifika omraden i hjarnan. Isaacs et al pekar i studier pa att
ungdomar med bristande grundldggande rékneféardigheter och antalsuppfattning har minskad
mangd gra hjarnsubstans i vanstra hjassloben, enligt Butterworth och Yeo (2010). Denna
nedséttning kan kopplas till dyskalkyli. Butterworth och Yeo skriver vidare att dyskalkyli
verkar vara arftligt, vilket baseras pa tvillingstudier och studier av genetiskt avvikande
befolkningsgrupper. Alla fall av dyskalkyli forefaller dock inte vara &rftliga.

I Sverige finns ingen officiell definition av dyskalkyli da ett antal forskare ar skeptiska till
dess forekomst. | Storbritannien finns sedan 2001 en definition av DES (Department for
Education and Skills)

*... ett tillstdind som paverkar mojligheten att tillgodogéra sig aritmetiska fardigheter.
Dyskalkylektiker kan ha svarigheter med antalsuppfattning och olika matematiska procedurer.
Aven om de kan svara korrekt, eller anvanda korrekta strategier, gor de det mekaniskt och
utan sjalvfortroende.” (Butherworth & Yeo, 2010).

3.9 Talfakta

N&r man anvénder sig av termen tal innebdr detta oftast de naturliga som anvands for att
beskriva ett antal och talen skrivs da med siffror. Naturliga tal innebar tal som &r positiva och
heltal. Talraden bestar av 0,1,2,3... Taluppfattning

... innebd&r en k&nsla for hur tal &r uppbyggda och relaterade till varandra’™ (Léwing, 2008, s.66)

For att skapa en god taluppfattning krdvs en medveten undervisning. Eleven behdver
bl.a. visa sakerhet pa talraden, kanna till talens grannar (= de naturliga tal som
kommer fore eller efter ett givet naturligt tal), visa sakerhet pa tiokamrater (=tva tal
vars summa &r 10) och tjugokamrater (= tva tal vars summa ar 20). Vidare bor eleven
visa sakerhet vad géller lilla och stora additions-och subtraktionstabellen. Lite senare
kommer multiplikationstabellen, osv. Det &r av vikt att eleven ocksa inser hur hon kan
anvéanda sig av talfakta t.ex. vid berakningen 4+7 inser eleven att detta maste bli ett
mer &n tiokompisarna 4+6. For att kunna anvanda talfakta pa ett effektivt satt behdver
eleven ocksa beharska de tre raknelagarna: Associativa raknelagen (a+b)+c=a+ (b
+c)och(a-b)-c=a- (b-c), distrubtiva raknelagena- (b +c) =a-b +a- c och
kommutativiagen a + b = b + aoch a - b =Db - a Om en elev trdnar dessa
grundldggande moment inom taluppfattning kan denna s.k. talfakta lagras i
langtidsminnet och darmed avlasta korttidsminnet och dessutom gdra berdkningar
snabbare (Bentley, 2008a).
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3.10 Multienheter

| Sverige anvénder vi oss av arabiska symboler for siffror. De siffror som finns ar noll, ett,
tva, tre, fyra, fem, sex, sju, atta och nio. For att skriva storre tal anvander vi oss kombinationer
av dessa siffror. Ett flersiffrigt tal kommer darfor att bestd av enheter. De enheter som
forekommer &ar en-enhet vilket motsvarar entalet, de Ovriga enheterna kan vara tiotal,
hundratal, tusental, tiotusental och sa vidare.

Ett samlingsnamn for alla enheter som Gverstiger en-enheten ar multienheter. I en multienhet
beskriver siffran antalet av multienheter t.ex. 4 i 400. | det muntliga talsystemet markeras
detta genom att vi uttalar enheter t.ex. fyrahundra.

Fusion, Wearne, Hiebert, Murray, Human, Oliver, Carpenter och Fennema (1997) har i en
forskningsstudie funnit att elever anvander sig av olika korrekta begreppsstrukturer for exv.
tvasiffriga tal. Fem olika begreppsstrukturer kan urskiljas och dessa skulle kunna 6versattas
till en-enheter, grupper av tior och ettor, sekvenser, delningsbara och sammankopplade.
Studien visar dessutom att elever samtidigt kan anvanda sig av flera olika begreppsstrukturer i
olika kontexter. Utdver de fem korrekta begreppsstrukturerna har studien funnit en felaktig
struktur som skulle kunna dversattas till sammanlénkad entalsuppfattning (Fusion m.fl, 1997,
5.138).

Forhallanden mellan siffernotationen, den sprakliga notationen och méangden finns inom varje
begreppsstruktur. Med begreppsstrukturen en- enhet kan barnet skriva siffrorna ett till nio och
kanner till vilket namn som hor ihop med ratt siffra, exv. nio = 9. Dessutom har eleven
samtidigt en antalsuppfattning upp till nio. Nar eleven sedan séger och skriver 15 innebéar
dock inte 1:an ett tiotal.

Nasta begreppsuppfattning "Grupper av tior och ettor” innebér att eleven i den sprakliga
notationen kan sarskilja tio-enheten exv. 20, 30 40 och delen av ettor i ett flersiffrigt tal. De
har ocksa en antalsuppfattning for tiotalen och entalen. Inte sallan har de dock problem med
den skriftliga notationen da de skriver talet 63 som 603.

Begreppsuppfattningen sekvenser innebér att eleven har formaga att kunna rékna i tiotal och
dels kunna se grupper om tio inuti en méngd och vélja att rdkna dem i tiotal. Detta innebar att
hon kan véxla mellan den ordinala aspekten, den sist uppréknade tiogruppen och den
kardinala aspekten, allt som &r réknat dittills (Fusion m.fl;1997, s.141). Barn som hellre
fokuserar pa att rakna grupper med objekt i &n att rakna objekten i grupperna raknas till
begreppsuppfattningen delningsbara. Denna uppfattning ar ovanlig i Sverige da vi har en
oregelbunden bendmning av tiotal.

Sammankopplad begreppsstruktur kan ocksa benamnas integrerad och innebér att eleven kan
vaxla mellan att se t.ex. fyrtio munkar som fyra 6ppna lador med tio munkar i varje - fyra
grupper med tio ental - och som fyra stangda lador - fyra tiotal (Fusion m.fl; 1997, s.142).
Barnet har utvecklat ett dubbelriktat forhallande mellan den sprakliga notationen,
siffernotationen och mellan mangden, bade vad galler tiotalen och entalen.

3.10.1 Fullt utvecklad begreppsstruktur

Enligt Fusion (1992) kommer en fullt utvecklad begreppsstruktur innefatta olika aspekter av
begreppet. Nér det galler den skriftliga notationen av talsystemet krdvs det att eleven har
forstaelse for att vardet 6kar beroende av det relativa positionsvardet fran hoger sett och den
visuella layouten (se fig.3 — s.17, Fusion, 1992, forfattarens Oversattning). Nar det galler den
sprakliga notationen av talsystemet kravs att barnet visar forstaelse for namnvardets
minskning fran vanster sett nar det ségs och kéanner till multienheters namn. Det muntliga och
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skriftliga systemet ar inte helt latt att Gversatta for barn, som inte helt sallan skriver exv. talet
fyrahundra trettiofem som 400305 eftersom det later sa. | skriftsystemet har siffrorna inget
absolutvarde, vilket de muntliga har, utan vérdet ar relativt och bestdms av platsen i
positionssystemet.

Utover forstaelse for den skriftliga och muntliga notationen av talbegreppet kravs ytterligare
sex begreppsstrukturer. Den forsta innebar att de har forstaelse for multienheter som mangder
dar vi har mangderna tio, hundra, tusen ... alltsd multiplar av tio. Har kan ett konkret
tiobasmateriel vara ett perceptuellt stod for elever. Tiobasmateriel & dock ingen garanti for att
eleven inte fortsatt ser tiotal som sammansatta enskilda en-enheter, trots att den anvander
ordet tiotal. Barnet behdver ocksa forsta att det ar mojligt att vaxla en av de hogre
multienheterna till tio av den aktuella enheten, exv. att ta ett hundratal och tre tiotal och véaxla
dessa till 13 tiotal, utan att véardet forandras. Pa samma satt behover eleven kéanna till att det ar
mojligt att vaxla exv. tiotiotal till ett hundratal. Kunskapen om regelbundna tio-mot-en- och
en-mot-tio-vaxlingar ligger till grund for att utféra additioner och subtraktioner med
tiotalsovergangar. Dessa fyra begreppsstrukturer kan existera oberoende av varandra medan
de fyra nedre strukturerna i tabellen &r beroende av varandra. Kunskapen om positioner/
varden som véxande véxlingar ar nodvéandig da eleven t.ex. maste vaxla fran ental till
hundratal, da det kravs att hon gor tva vaxlingar; forst fran ental till tiotal, darefter fran tiotal
till hundratal. Positioner/varden som vaxande multiplar av tio innebér att eleven inser att t.ex.
tusen innebér tio - tio - tio.

Dessa sex begreppsstrukturer ligger till grund for att eleven ska kunna utféra additioner och
subtraktioner av flersiffriga tal med tiotalsbvergangar. For att dessutom beharska
multiplikation och division, exponenter och prefix behdéver barnet ytterligare tva strukturer,
positioner/varden som ord som innehaller en exponent for multipler av tio och dessutom
positioner/varden som symboler som innehaller exponenter for multiplar av tio. Har ska
eleven koppla samman att uttrycket "tio upphojt till fyra” innebdr att tian ska multipliceras
med sig sjalv fyra ganger: 10 - 10 - 10- 10.

3.10.2 Oregelbunden benamning av talsystemet

Det svenska spraket har likt flera andra romanska och germanska sprak ett oregelbundet satt
att benamna tal. Detta ar speciellt tydligt i talomradet elva till tjugo. Om vi benamnde tolv
som "tiotva” skulle detta fortydliga och forenkla bade for svenska barn och barn med annan
nationell tillhdrighet. 1 flera asiatiska lander finns en klar och tydlig tio-struktur vid
benamningen och studier (Fusion, 1992) har ocksa visat att barn fran dessa lander har mindre
problem med taluppfattning. En tydlig tio-struktur skulle gora det enklare for svenska elever
att konstruera och anvanda begreppsstrukturer foér multienheter och att addera subtrahera
flersiffriga tal (Fusion, 1992, s. 266).

Om additionen 7 + 6 genomfors kommer summan att dverstiga tio. Eftersom tretton inte
bendamns som en multienhet, tretton borde heta tiotre i ett regelbundet talsystem, far barnet
inget stod i sin forstaelse av tiobas-systemet, utan barnet riskerar att fa en entalsuppfattning av
talet tretton, da de ser tretton och senare alla andra tvasiffriga tal som en samling av ental. En
konsekvens av detta kan bli att barnet, nar ska addera och subtrahera flersiffriga tal maste
konstruera nya fungerande begreppsstrukturer for multienheter, samtidigt som de har
automatiserat och befast en en-enhetsuppfattning.
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3.10.3 Sammanlankad entalsuppfattning

En sammanlénkad entalsuppfattning innebdr att barnet ser flersiffriga tal som ensiffriga tal
placerade sida vid sida. For dessa elever spelar det ingen roll om t.ex. en 5:a ar placerad som i

15 eller som i 51, da den anda betyder fem, inte fem tiotal och fem ental.

For en del barn blir denna sammanlénkade entalsuppfattning sa stark att de inte reagerar 6ver
att tva metoder ger olika svar. De kan t.ex. fa ett svar vid en uppstéallning och ett annat svar
vid huvudréakning: vid en vertikaluppstallning av 46 + 7 kan de fa svaret till 413 genom att
addera entalen vilket ger 13 ental som skrivs ut som de &r, utan vaxling, efter tiotalsfyran och

vid huvudréakning fa svaret 53 genom att rakna upp sju steg fran 46 (Fusion 1992).

Figur 3. Begreppsstrukturer for multienhetstal
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3.11 Vad paverkar elevers resultat?

| Skolverkets sammanfattande analys av kunskapsoversikten ”Vad paverkar elevers resultat i
den svenska skolan” (2009) har man utgatt fran de centrala begreppen segregering,
decentralisering, differentiering och individualisering. Det som foljer nedan &r en
sammanstallning av denna rapport. Rapporten ger en ganska dyster bild av elevers
resultatutveckling. Sammanstallningen paborjas i borjan av 1990-talet, da svenska elevers
resultat 1ag i topp, internationellt sett. Darefter foljde ett artionde av stora forandringar med
kommunalisering, en ny laroplan och med ett nytt malrelaterat betygssystem. Detta
sammanfoll med en lagkonjunktur, vilket ledde till stora neddragningar i den svenska skolan
och i det sociala skyddsnéatverket.

Né&r det géller decentralisering var det Gvergripande syftet att hitta en battre anpassning till
lokala forutséttningar och behov. Det resultat analysen visar &r dock att mer schablonartade
I6sningar vuxit fram, som att kommuner betalar ut en summa per elev utan vidare hansyn till
speciella omstandigheter, undervisningen organiseras i homogena grupperingar, individuella
arbetsformer ¢kar och det forekommer allt mer eget arbete i klassrummen. Segregeringen i
samhallet i stort har 6kat och detta géller dven i skolans varld. | omraden dar foraldrarnas
utbildningsniva &r lagre och socioekonomiska forutséttningarna samre, visar elever pa lagre
resultat. Den faktor som starkast paverkar betygsutfallen och har ungefar dubbelt sa stort
forklaringsvarde som kon och etnicitet ar fordldrarnas utbildningsniva. Mer homogena
grupper gor dessutom att kamrateffekter okar, vilket innebar att en elevs resultat paverkas av
kamraternas prestationsniva. Detta tillsammans med laga lararforvantningar riskerar att
forstarka den negativa spiralen av resultatutveckling som marks t.ex. i vissa férortsomraden.

Sverige har en tradition med en sammanhallen grundskola, dar differentiering sker sent for att
oka likvardigheten. Analysen visar dock pa att differentieringen inom grundskolan har 6kat
med fler nivagrupperingar och fler segregerande I6sningar. Syftet anges vara att minska
undervisningsproblem som uppstér da elever har olika kunskapsnivé. Atgarderna leder till
alltmer homogena grupper. Forskning visar dock att sddana losningar generellt inte paverkar
elevernas resultat i positiv riktning. Inte séallan uppstar stigmatiserande effekter dar elevens
sjalvbild och motivation paverkas negativt. Analysen visar att det finns risk for
inlasningseffekter nar placering i en grupp blir mer permanent.

”| grupper dar manga elever har svarigheter tenderar lararens forvantningar att bli lagre och
positiva kamrateffekter forsvagas, vilket ar samma mekanismer som uppstar pa skolniva i ett
segregerat skolsystem™(s.33) .

Individualisering kan enligt analysen beskrivas som en forskjutning av ansvar fran lararen till
eleven och dessutom som en forskjutning fran skola till hem. Det 6kade elevansvaret har fatt
till foljd att elever arbetar allt mer individuellt med egna uppgifter och lararen far en alltmer
tillbakadragen roll. Foljden av detta visar negativa elevresultat. Mest paverkas de elever som
har liten mojlighet att fa hjalp hemma. Dessutom visar analysen pa att elevers motivation och
engagemang paverkas negativt.

Analysen visar ocksa att lararen har stor betydelse for elevens resultat. Lararens kompetens

har betydelse for saval forhallningssatt som undervisningens genomférande. En aktiv och

padrivande larare som utformar undervisningen sa att den fungerar for olika elever paverkar
resultaten i positiv riktning. Det ar viktigt att lararen har goda amneskunskaper. Annu
viktigare ar de amnesdidaktiska kunskaperna, alltsa formagan att undervisa varierat i ett visst
amne. Detta visar dven internationell forskning. Larartatheten har under perioden fran tidigt
1990- tal till dagsléget sjunkit. Den generella effekten av detta kan dock inte forklara stora
forandringar i elevers resultat. For elever med sdmre studieforutsattningar och svagt stod
hemifran ar dock denna effekt storre.
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3.12 Sammanfattning

| hjarnan aktiveras det omrade, som benamns parietala cortex (bild 1) da en person genomfor
subtraktionsberdkningar. For att genomfora subtraktioner anvands troligen en inre mental
tallinje. Det ar av storsta vikt att en person kan bibehalla bilden av den mentala tallinjen i
hjarnan under det att subtraktionen genomfors. Den visuella-spatiala delen av korttidsminnet
forefaller ocksa ligga i parietala cortex. Detta &r en trolig anledning till att rakneoperationer
och korttidsminne &r forknippade med varandra. For att i korttidsminnet kunna genomfora
subtraktioner med flera tankeled ar det viktigt att eleven véljer en effektiv strategi. Eleven bor
kdnna igen subtraktionshandelsen och dartill vélja lamplig berékningsprocedur. Da
korttidsminnet inte séllan ar en begréansande faktor kan det vara mgjligt att lagra talfakta i
langtidsminnet. Sakerhet i valet av strategier forefaller, tillsammans med att grundlaggande
talfakta &r lagrade i langtidsminnet, vara en framgangsfaktor nar elever genomfor
subtraktionsherdkningar . Inom fenomenografin framhalls att det ar viktigt att eleven kan
urskilja sarskiljande begreppsattribut. For att detta ska vara mojligt kréavs en strukturerad
undervisning i detta avseende. Tidigare forskning inom TIMSS tyder pa att har finns brister.

4. Metod och tillvagagangssatt

| detta kapitel presenterar och argumenterar forfattaren for val av metoder och
undersokningsgrupp. Dérefter redogdrs for forstudien, subtraktionsdiagnos och elevintervjuer.
Avslutningsvis diskuteras undersokningens tillforlitlighet.

4.1 Forskningsansats

Undersokningen har en fenomenografisk ansats med en utvidgad kvantitativ teoriram. Inom
fenomenografin beskrivs larande utifran termen erfarande, vilket innebar att elever har
formaga att urskilja och erfara olika aspekter i omvérlden pa olika satt (Marton, Dalgren,
Svensson, Saljo, 1999). Det sker en standig utveckling av forstaelse for fenomenen, varfor en
absolut komplett och sann bild av ett fenomen inte kan uppnas. Darfor ar en empirisk
erfarenhet och beskrivning av denna endast mojlig. Ansatsen har rétter i Immanuel Kants
filosofi (Kroksmark, 2007). Fenomenologin, genom Husserl, ligger ocksa till grund for
framvéxten av fenomenografin. Fenomenologin &r dock mer intresserad av essensen bland
fenomen medan fenomenografin studerar variationen. | studien &r begrepp och procedurer
inom subtraktion de fenomen som studeras. Begrepp som tidigare larts in har en viktig roll nar
nya begrepp erfars. Det ar viktigt att nya begrepp sarskiljer sig fran det tidigare begrepp,
varfor det ar viktigt att det finns en variation i erfarandet (Bentley, 2008a). Larandet ar alltsa
beroende av att eleven ser nagot och att hon kan urskilja dess olika drag i en viss situation.
Genom att studera elevers losningar kan man delvis fa syn pa elevers uppfattning av begrepp
och procedurer (Bentley, 2008a). Man tittar pa alla lésningar och forsoker hitta kategorier dar
manga elever visar pa samma losningsprocedur.

Nar eleven ska lara ett nytt begrepp ar det alltsa viktigt att det kan urskiljas, att det finns
’sarskiljande begreppsegenskaper eller attribut™ (Bentley, 20083, s.16).
Dessa begreppsattribut &r inte sallan individberoende och ofta kritiska for inlarningen.
Bentley menar att inl&rningen &r beroende av att
”... tva delvis olika processer "theory revision’ och "rediscription’ ar verksamma beroende pa
hur ofta eleven erfar begreppen”(s.16).
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Bentley presenterar larandet som tva delvis olika processer. Tidigare klassrumsobservationer
(Olsson, 2007) visar att spraket ar vasentligt for larandet, men inte riktigt kan forklara hela
problematiken. Den utvidgade kvantitativa teoriramen bestar i att undersoka alla
forstaarselever pa Natur- och Teknikprogrammen i en kommun, for att studera om fenomen
har en storre spridning och majligen inte ar slumpmaéssiga.

4.2 Metodval

For att synliggora elevers subtraktionsstrategier valdes ett diagnosmaterial, Diamant, som &r
ett kartlaggningsmaterial framtaget av Madeleine LOowing pd uppdrag av Skolverket.
Diagnoserna ar utprovade for att synliggora elevers kunskapsutveckling och eventuellt
bristande kunskaper.

For att sndva in undersokningen undersoktes elevers formaga att anvanda enkla
subtraktionsoperationer i talomradet 10 - 99. Diamantdiagnoserna kallas AG, vilket ar en
forkortning av Aritmetik och Grundlaggande och dessa numreras utifran vilket talomrade de
ar avsedda att mata. | detta fall var diagnoserna 2,3 och 4 (AG2 - 4) lampliga, da de aven ger
en indikation om vilka begreppsstrukturer elever anvénder och om eleverna kan generalisera
det lagre talomradets subtraktioner.

Da diagnoserna ocksa fungerade som urval infor intervjustudien, genomfordes de pa manga
elever (136 st.). Det var darfor en fordel om de inte var sa omfangsrika. For att utforma
kortast mojliga sammanfattande diagnos genomfordes darfor en forstudie ak 9. Har fick alla
elever gora diagnoserna AG2 - 4 pa tid (max 3 min.). De uppgifter som foranledde storst
problem sammanstélldes till en subtraktionsdiagnos (se bilaga 1). Detta visade sig vara hela
subtraktionsdelen av AG 4 och storre delen av AG 2, sa nar som pa fyra uppgifter fran AG3.
Da studien ville undersoka om eleverna har automatiserat subtraktionsprocedurer,
genomfordes den sammanstéllda subtraktionsdiagnosen pa tid (3 minuter och 20 sekunder).

| samband med diagnosen besvarade eleverna fragor om tidigare nationella provresultat och
betyg fran dk 9, detta for att koppla resultaten fran diagnoserna till deras dokumenterade
“framgangar” i matematik.

4.3 Val av undersokningsgrupp

Observationer i davarande dk 9 visade att relativt manga elever brast i grundlaggande
taluppfattning vad galler subtraktion. For att undersoka om detta problem géllde fler elever
och om det fortfarande forekom som ett problem nér eleven blev aldre valdes elever fran
gymnasiet som undersokningsgrupp.

Da studien ingar som en liten del i TIMSS var det lampligt att valja samma urvalsgrupp som i
denna studie. Elevgruppen som undersoktes var darfor alla forstaarsstudenter pa det
Naturvetenskapliga och Tekniska programmen pa ett gymnasium. Det innebar 136 elever.
Fran denna grupp valdes atta elever, vilka uppvisade svarigheter med subtraktionsoperationer.

4.4 Genomfdérande av diagnos

Rektor for programmen tillfrigades och samtyckte. Undervisande matematiklarare
informerades om studien pa en matematikkonferens. Dessa kontaktades sedan via mail for att
komma 6verens om lampligt lektionstillfalle. De fem klasser som ingick i studien genomfoérde
studien pa tva dagar under samma vecka. Nar lektionen startade informerade forfattaren om
studien och etiska regler for eleverna. Da gavs ocksa eleverna majlighet att stalla foljdfragor,
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vilket ingen gjorde. For att fortydliga for alla elever var de skulle skriva namn, slutbetyg fran
nian och betyg pa nationellt prov anvandes en overhead. | samband med detta skrev eleverna
pa ett s.k. deltagarmedgivande (se bilaga 2). Darefter genomférde alla elever samtidigt
diagnosen. Efter tre minuter och 20 sekunder avbrots arbetet och diagnoserna samlades in. |
en av klasserna hade lararen paborjat matematiklektionen innan forfattaren anlande. Han hade
haft en gemensam genomgang vid tavlan av ett moment som eleverna inte var bekanta med
och som de upplevde svart. | denna grupp var det sex elever som avstod att medverka i
subtraktionsstudien.

Efter att eleverna genomfort subtraktionsdiagnosen réttades dessa m.h.a. en réttningsmall.
Resultaten sammanstalldes och lag sedan till grund for formuleringen av lampliga
intervjufragor.(Se bilaga 7).

4.5 Genomforande av intervjuer

Av de 136 elever som genomfort subtraktionsdiagnosen intervjuades atta elever, tva
tillhérande naturvetenskapliga programmet och sex elever tillhérande teknikprogrammet.
Fran borjan var tanken att vélja ut de elever som visat stérst problem vad galler
subtraktionsstrategier. D& det inte fanns tillgang till fotografier av eleverna var det inte
mojligt att sjalv soka upp dessa elever. Av etiska skal var det inte lampligt att fraga
undervisande matematiklarare. Darfor kom urvalet mer att bygga pa frivillighet. Intervjun
genomfordes i ett ostort grupprum. Dérefter tillfrdgades de om det var OK att samtalet
spelades in och alla elever samtyckte. Analys av diagnosresultat tydliggjorde vilka uppgifter
som gav upphov till storst problem. Dessa uppgifter markerades pa en ej ifylld diagnos.
Eleverna fick tillgang till papper och penna. | intervjun undersoktes elevens tankar om
subtraktionsstrategier med fragor av typen “Kan du berdtta hur du tidnkte nar du loste
uppgiften 63 — 8?” och “Skulle det vara mojligt att 16sa uppgiften pa nagot annat satt?”.
Liknande fragor stélldes till uppgifterna, 72 - 8, 51 - 49, 91 - 89, 54 - 6 och 65 - 4. Forfattaren
framholl att det var tankarna som leder fram till 16sningen som var viktiga, inte om det var ratt
eller fel. Dessutom undersoktes hur eleven erfar en-enhets- och multienhetsbegreppet. Eleven
fick dessutom rita sin inre mentala talrad och med ord beskriva den. Intervjun blev
halvstrukturerad till formen, da det fanns méjlighet att stalla foljdfragor till intressanta svar.
Resultaten fran intervjuer analyserades. Da var det mojligt att jamfora om de kategorier av
felsvar som upptéckts i diagnosen 6verensstdimde med de individuella intervjuerna.

4.6 Reliabilitet, validitet och generaliserbarhet

For att Oka studiens kvalitet (Stukat, 2005, s.125) presenteras studiens tillforlitlighet med de
tre begreppen reliabilitet, validitet och generaliserbarhet. Genom att anvanda tva
matinstrument; diagnos och intervju, dkar studiens validitet. Nar dessa jamférs med tidigare
forskning 6kar validiteten ytterligare.

Subtraktionsdiagnosen som anvandes hade fler liknande uppgifter pa det omrade som
testades. Detta for att undvika eventuella slarv- och slumpfel. Forfarandet Okar
studieresultatets tillforlitlighet. Diagnoserna foljdes upp med elevintervjuer. Eleverna deltog i
dessa intervjuer pa frivillig basis. For att skapa en avspand miljo genomfordes intervjun i ett
ostort rum och fika serverades. Vid intervjutillfallet var det mojligt att i lugn och ro folja upp
elevens tankegangar, och pa sa satt reducera pressen pa ratt svar. Elevintervjun spelades in for
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att gora det mojligt att ga tillbaka till svaren for att inget skulle glommas bort eller forvrangas.
Detta var ocksa viktigt da analysforfarandet kan ge nya ledtradar som behover féljas upp.

Subtraktionsdiagnosen ar ett bra instrument for att undersoka manga elevers formaga att 16sa
uppgifterna. Att undersdka en storre elevgrupp Okar studiens reliabilitet (Trost, 2008). Den
ger dock inte svar pa om eleven forstatt begreppen. Diagnosen och tidigare forskning inom
omradet ger dock en végledning till orsaksgrunderna. Genom intervjustudien kunde dessa
foljas upp och delvis bekréaftas. Detta Okar studiens validitet.

4.7 Etik

Da man later alla forstadrselever pa N och T inga i studien, gér man en s.k. totalundersokning.
Detta okar representativiteten i undersokningen. Genom att lata alla elever vara inkluderade,
minskar risken att nagon elev upplever sig utpekad. Nar sedan atta elever, vilka visat pa
brister inom omradet, skulle véljas fanns det risk att dessa elever skulle kénna sig utpekade.
Det ar viktigt att undersokningen bygger pa frivillighet och att eleven nar som helst kan dra
sig ur intervjun. Har kan det uppsta en konflikt, att de elever som ar mest intressanta for
studien inte vill delta. Har maste elevens integritet ga fore, vilket Vetenskapsradet skriver i
Forskningsetiska principer inom humanistisk — samhallsvetenskaplig forskning (2007). Da
detta handlar om grundlaggande problem med taluppfattning ar det inte troligt att eleven vill
att det individuella resultatet ska ga vidare till betygsattande undervisande larare. Det &r
darfor viktigt att eleven upplever sig trygg med att resultatet & anonymt. Detta var
anledningen till att urvalet till intervjun helt byggde pa frivillighet och att studien darmed
undersokte bade elever med goda subtraktionsstrategier och elever som visade storre
osakerhet. Vetenskapsradets etiska krav (2007) ar samtyckeskrav, informationskrav,
konfidentialitetskrav samt nyttjandekrav. Det ar viktigt att alla medverkande far information
om dessa och att jag som forskare forhaller mig sa strikt som majligt till dessa.
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5 Resultat och analys

Resultatet redovisas i tabellform med tillhérande tolkning. Detta féljs av en teoretisering av
resultatanalysen. Dérefter foljer en analys av intervjusvaren i lopande text. Kapitlet avslutas
med en resultatsammanfattning dar frdgan “Vari bestar svarigheten med subtraktion”
besvaras.

5.1 Diagnos - Resultatanalys

Subtraktionsdiagnosen (bilaga 1) inneholl 48 uppgifter och genomférdes pa 3 minuter och 20
sekunder. Den genomfordes av 136 elever som studerar forsta aret pa Naturvetenskapliga och
Tekniska programmet och nedan foljer resultat redovisat i tabeller.

| Tabell 1. Elever med alla rétt p& subtraktionsdiagnosen (n= 56)

Betyg Frekvens Relativ frekvens %
MVG 27 48,2

VG 24 42,9

G 5 8,9

Det var 56 av 136, dvs. 41% av eleverna som hade alla rétt. Av dessa hade 91% betyget VG
eller MVG. Det forefaller alltsa finnas ett visst samband mellan grundlaggande baskunskaper
inom subtraktion och senare dokumenterade framgangar i matematik.

Tabell 2. Antal elever som inte hann slutféra subtraktionsdiagnosen (n= 68)

frekvens Relativ frekvens %  Medelvarde pa
subtraktionsdiagnos

Naturprogrammet 12 8,8 45,5
Teknikprogrammet 22 16,2 44,9
Totalt 34 25 45,3

Det var alltsa 25 % av eleverna som inte hann slutféra diagnosen pa utsatt tid. Har finns en
diskrepans mellan programmen, dar fler elever fran teknikprogrammet hade svart att hinna.
Medelvarde pa subtraktionsdiagnosen skiljer sig 0,6 poang mellan programmen till
Naturvetenskapliga programmets fordel.
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Tabell 3. Betygsstatistik fordelat pa program
Naturvetenskapliga programmet (n=61, 1 elev avstod, 2 klasser med 31 elever i varje, alla
narvarande)

Betyg Frekvens Relativ frekvens
MVG 35 57,3

VG 21 34,4

G 3 4.9

Uppgift saknas 2 3,3

91,7 % av eleverna pa Naturvetenskapliga programmet har VG eller MVG i slutbetyg fran
grundskolan.

Tabell 4. Teknikprogrammet (n= 75, 8 elever avstod, 3 klasser med 32+31+31 elever, 12
elever franvarande )

Betyg Frekvens Relativ frekvens
MVG 14 18,7

VG 36 48

G 19 25,3

Uppgift saknas 6 8

66,7 % av eleverna pa Teknikprogrammet har betyget VG eller MVG fran grundskolan. Har
ar det dock en relativt stor andel elever som &r franvarande eller som avstod att medverka. Det
forefaller anda vara sa att elever pa Naturvetenskapliga programmet har hogre betyg fran
grundskolan an elever fran Teknikprogrammet.

Vid jamforelse av resultat fran betygstatistik och antal elever som inte hann slutfora

diagnosen i tid, finner man att fler elever fran Teknikprogrammet hade svart att slutfora i tid
samtidigt som de alltsa visar lagre slutbetyg fran grundskolan.
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Tabell 5. Elever som ej hann slutféra diagnosen jamfort med betyqg.

Betyg Frekvens Relativ frekvens % andel inom
betygsteget

MVG 4 11,8 8

VG 16 47,1 29

G 11 32,4 50

Uppgift saknas 3 2,9

Av elever med betyget godkant fran ar 9 var det 50 % som inte hann slutféra. Motsvarande
siffra for VG &r 29% och MVG 8%.

Tabell 6. Jdmforelse av resultaten alla rétt och hinna alla uppgifter i tid inom sin betygsgrupp
i relation till betyg.

Betyg Andel med alla ratt (%) Andel elever som hann
alla uppgifter (%)

MVG 55 92
VG 42 71
G 22,7 50

Uppgift saknas

Det innebér att av de elever som har hdgsta betyg hinner 92% slutfora alla uppgifter i tid och
55 % (27 av 49) av dessa elever har alla rétt.

| VG-gruppen ar det 71% som hinner Klart i tid och det &r 42% (24 av 57) av dessa som har
alla ratt. 1 G-gruppen &r det 50 % som hinner slutfora i tid och inom denna grupp &r det
22,7% (5 av 22) som har alla rétt.

Det forefaller alltsa vara fler elever med héga betyg som hann slutféra diagnosen i tid och i
denna grupp finns en storre andel som har alla ratt. Samtidigt visar resultaten att det finns
elever med hogsta betyg som inte hann slutféra. Vid en jamforelse med betyg fran de
nationella proven i ar 9 dr det manga elever som uppgett att de haft samma betyg pa dessa
som pa slutbetyget. Det &r dock en stor andel som inte besvarat denna uppgift.

5.1.1Teoretisering av resultatanalys

Enligt Usiskin &r en algoritm en stegvis procedur vi tillampar pa en uppgift vi 6nskar slutfora
Bentley(2008a). Definitionen forekommer frekvent i internationell litteratur.

Algoritmer kannetecknas av att det ar berakningsprocedurer som alltid utfors pa samma séatt
oavsett vilka tal som ingar i berakningen. Det finns flera olika typer av algoritmer for
subtraktion. 1 Sverige anvénds termen ”skriftlig huvudrakning”(Bentley, 2008b). Bland
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huvudrékningsprocedurerna  omnamns i TIMMS tre olika, stegvis berékning,
kompensationsberakning och talsortsvis berakning (Bentley, 2008b). Stegvis berakning (the
jumping strategy) innebér att stegen eller hoppen sker entalsvis eller tiotalsvis. For att
anvanda metoden inom subtraktion omvandlas den forst till motsvarande additioner.

Exempel : 38 — 17 = [17—20; 20—30; 30—38; 3 + 10 + 8] = 21. Inom internationell
forskning bendmner Fusion et al (1997) denna algoritm “Easier Number strategy”.

Né&sta huvudrékningsprocedur bendmns kompensationsberédkning (The Compensating
strategy). Idén bakom denna metod &r att fordndra det forsta talet for att det ska jamnas av till
narmsta tiotal. Som en undergrupp till kompensationsberdkning finns algoritmen
transformationsberakning (The Transformation strategy). Har transformeras uppgiften sa att
den blir lattare att berdkna. Exempel: 64 — 27 = [64 — 4 — 27 — 4 =60 — 20 — 23 - 20 =40 - 3]
= 37 (Bentley, 2008b).

Den tredje huvudrakningsproceduren brukar bendmnas talsortsvis berédkning (The Splitting
strategy). Da gors tiotalsherakningar for sig och entalsberakningar for sig. Detta avslutas med
att delresultaten kombineras. Algoritmen finns i tva versioner, dels en avsedd for subtraktion
utan véxling, dels en for subtraktion, som kraver véxling (Thompson, Heuvel &Panhuizen;
Klein & Beishuizen; 1998).

Exempel: 64 — 27 = [60 — 20 = 40; 4 — 7 = -3; 40 — 3] = 37 (Bentley ,2008). Mixad berakning
(Mixed strategy) innebédr en kombination av talsortvis berdakning och kompensationsberakning
(Fuson m.fl.; 1997).

Exempel: 64 — 27 = [60 — 20 = 40; 40 — 7 = 33; 33 + 4] = 37(Bentley, 2008b). Metoden
mojliggor berékningar av subtraktioner med véxling. Tidigare undersokningar visade att
elever med hogbegreppsforstaelse, oftare anvande sig av kompensationsberakning (Foxman
och Beiszhusern; 2002). Detta jamfort med elever med mindre god forstaelse, vilka oftare
anvande sig av talsortsvis berdkning.

Enklare subtraktioner som t.ex. 19 - 18 bor elever kunna lésa med hjélp av talfakta som
automatiserats i langtidsminnet. Uppgiften 19 - 18 har 100% av eleverna i studien lost. Det ar
dock inte otroligt att nagra har anvant sig av metoden stegvis berakning, vilken ar en vanligt
forekommande berdkningsstrategi (Bentley, 2008b). Subtraktionen 17 - 4 gav dock tva
felsvar och lamnades av en elev obesvarad. Felsvaret 12 kan bero pa brister i automatisering
av talfakta, mojligen pa det s.k. "plus-minus-ett-felet” (personlig kommunikation Bentley,
Goteborgsuniversitet, 2011-09-01). Nar de ska subtrahera fyran finns en osdkerhet pa var
berdkningen ska paborjas, darfor att eleven ar osaker pa forhallandet mellan antal steg och
antal. Laromedelsstudier tyder pa en otydlighet nar det géller presentationen av sambandet
mellan steg och antal. Att sa manga elever inte hunnit gora uppgifterna pa stipulerad tid tyder
pa att de inte automatiserat talfakta tillrackligt val.

Subtraktionen 19 - =9 gav sex felsvar varav fyra var 9. Liknande felsvar har identifierats i
undersokningen i Lilla Edet (Bentley, 2008b). Har fann man att manga elever beraknat
subtraktionen 17 - 7 och fatt svaret till 7. | efterfoljande resultatanalys fann de att eleverna
réknat ned till 7 i stéllet i stéllet for att rakna ned 7 steg. Vid laromedelsanalys kunde man se
att ingen av larobdckerna beskrev i vilket sammanhang de olika procedurerna skulle
anvandas. Har forefaller det alltsa vara sa att eleverna lart sig detta som en procedur utan
riktig forstaelse, darfor blir det ingen medveten strategi.

| subtraktionen 18 - 8 har eleverna 100 % korrekt svarsfrekvens. Har ar det troligt att de

anvander sig av talsortsvis berakning. Da denna subtraktion inte kraver véxling har det gett
goda resultat. Nar metoden talsortsvis berdkning kraver véxling ar det dock vanligt att eleven
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réknar fel (Bentley, 2008b). Ett problem é&r att eleverna tror att subtraktion & kommutativ. |
subtraktionen 72 - 8 forkom detta fel. Uppgiften &r intressant ur fler synvinklar och darfor
gors en djupare analys av denna uppgift.

Tabell 7. Uppgift 72-8 (n=136)

frekvens Relativ frekvens Felsvars
% alternativ
Besvarat 106 77,9
korrekt
Besvarat 7 51 63,66,74,78
inkorrekt
Ej besvarat 23 16,9

Tre elever har angett svaret 66. En trolig analys av detta svar ar att eleverna anvant sig av
talsortsvis berakning men inte hanterat metoden korrekt, da de tankt att 8 - 2 = 6 eftersom de
inte insett att subtraktion inte & kommutativ och att de borde véxla. Svaret 74 kan komma
fran att eleven delat upp talet 72 i 60 och 12, tagit 12 - 8 = 4 och darefter missat att det bara &r
60 kvar och i stallet lagt till 70. Svaret tyder pa eleven forsokt anvanda en
tranformationsberékning men inte helt beharskat metoden.

En annan subtraktionsuppgift som gett flera olika svar ar 63 - 8. Darfor ar dven dessa svar
intressanta att analysera.

Tabell 8. Uppgift 63 - 8 (n=136)

frekvens Relativ frekvens felsvarsalternativ
Besvarat 109 80,1
korrekt
Besvarat 8 5,9
inkorrekt
Ej besvarat 23 16.9 54,56,57,65,75

Det korrekta svaret dr 55. Att eleven i stallet har angivit svaret 54 kan bero pa det Bentley
kallar” plus-minus-ett-felet” (personlig kommunikation Géteborgsuniversitet, 2011-09-01).
Nar de ska ta bort 8 finns en osakerhet pa var berakningen ska paborjas, darfor att eleven inte
ar saker pa forhallandet mellan antal steg och antal. Svaret 56 kan forklaras pa motsvarande
satt.

Svaret 65 kan komma fran att eleverna har tankt 8 - 3 = 5, da de tror att subtraktion ar
kommutativ. Svaret 75 kan komma fran att eleven har tagit 13 - 8 = 5 och i stallet for att lagga
till de aterstaende 50 har eleven tankt at “fel hall ” och lagt till 70, alltsa anvant tva olika
subtraktionsprocedurer varav den ena felaktig. Kanske kan svaret 57 hérledas till brister i
talfakta?
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Tabell 9. Uppgift 51- 49 (n=136)

frekvens Relativ frekvens felsvarsalternativ
Besvarat 114 83,8
uppgiften
Besvarat 3 2,2 0,3
inkorrekt
Ej besvarat 19 14

Svarsalternativet 0 kommer troligen av att eleven gor ett fel som &r forknippat med
transformationsberakningsalgoritmen. Istillet for att subtrahera bada termerna med samma
tal, sa subtraherar han ett fran 51 och adderar ett till 49. Han tillampar den version, som &r
anpassad for addition, pa en subtraktion. Detta fel finns dven analyserat i studien i Lilla Edet
(Bentley, 2008b).

Svaret tre kan komma fran ”plus-minus-ett-felet”. Eleven anvander metoden stegvis
berdkning. Han &r dock osaker pa var han ska borja rakna och” sager” 49, 50, 51, vilket ger
svaret 3.

Uppgiften 91 - 89 ger ett nastan identiskt resultat: felsvaren 0 och 3 har troligen samma orsak
och det 22 elever som inte besvarat uppgiften och tva som gjort fel.

Tabell 10. Uppgiften 65-4 (n=136)

frekvens Relativ frekvens felsvarsalternativ
Besvarat 123 90
uppgiften
Besvarat 5 3,7 1,4,59,60
inkorrekt
Ej besvarat 8 59

Svaret 1 kommer troligen fran att eleven har gjort en talsortsvis berakning 5-4 och sedan har
de glomt att lagga till 60. Svaret 4 ar troligen inget berdkningsfel utan eleven har skrivit
samma sak som subtrahenden. Svaret 60 &r ett mojligt ”plus-minus-ett-fel” och svaret 59 kan
bero av brister i talfakta.

5.2 Intervju

De flesta elever var vid intervjuns bérjan omedvetna om subtraktionssituationer och vilka
berdkningar de anvéande sig av. Fragorna satte ord till tankarna och de kunde beréatta hur de
tankt, hur de erfarit. Mojligen kan man séga att intervjufragorna gjorde eleverna mer
medvetna om vilka subtraktionssituationer och hartill hérande subtraktionsprocedurer de
anvande sig av, da tanke blev till ord. Detta beskrivs i "theory revision” (Bentley, 2008a) och
av Vygotskij (1999). En elev var redan innan intervjun medveten om subtraktionssituationer
och berékningsprocedurer som var lampliga nér och varfor.
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Den forsta fragan gallde om eleven kunde beratta hur hon tankt nar hon loste 65 - 4? Alla
elever svarade att de da borjade med entals-subtraktionen 5 — 4 = 1 och darefter lade till 60
vilket gav 61. De anvande sig alltsa av talsortsvis berdkning.Nasta uppgift gallde 63 - 8.
Spontana kommentarer fran nagra elever var

en klurigare uppgift”, ” inte lika latt att rakna ut”, “tre och atta ar en svar kombination”

och ’den gjorde jag nog fel pa”. Sedan kom lite olika forslag till I6sningar: ”Jag tar forst 63 -

3, som ar lika med 60. Eftersom jag tar bort tre fran 63 maste jag ta bort 3 fran 8 som da blir

5. Sedan tar jag 60 - 5 som ar 55. Jag tar alltsa bort tre fran varje hall”.
Eleven anvéander alltsa en transformationsberakning. Flera elever véljer att ta en stegvis
berdkning: 63 - 3 for att komma via tiotalet. Tva elever sa att ’da raknar jag pa fingrarna”.
En av dessa elever fick svaret till 56 pa diagnosen och 54 den forsta gangen han forsokte
under intervjun. Samma elev var inte helt saker nar tallinjen skulle ritas och avstandet mellan
25 och 50 var inte lika stort som mellan 50 och 75.

En elev uttryckte att hon forsokte forflytta subtraktionen pa tallinjen for att fa enklare
talkombinationer. Eleven hade under ar 2 tranat mycket pa tio- och tjugokompisar och
anvande sig garna av k&nda kombinationer for att forenkla utrdkningarna. Nar eleverna skulle
l6sa 72 - 8 var det sex av eleverna som tankt pa samma satt; de borjade med att berakna 72 - 2
vilket ger svaret 70. Déarefter beréknar de 8 - 2 som ger differensen 6. Slutligen berdknas
subtraktionen 70 - 6 vilket ger svaret 64. En elev valde att gora en uppstéllning (algoritm).
Né&r uppgiften 51 - 49 dok upp sa flera elever direkt att

det maste bli tva, for det ser jag framfor mig”. Pa foljdfragan "hur ser du det framfor dig?” sa

nagra att ’det &r som en linje som finns inne i huvudet”.

Nar fler fragor stalldes kom elever fram till att om talen lag nara varandra, anvandes en
“mental tallinje”. En elev beréttade att hon placerade talen motsvarande klockan, darefter
tankte sig eleven att 51 motsvarade 11 pa klockan och 49 motsvarade 9 pa klockan. Mellan 11
och 9 &r det 2 steg och foljaktligen blir alltsa svaret 2. I just det fallet hade eleven som yngre
forbjudits av lararen att rakna pa fingrarna, darfor larde sig eleven att jamfora med klockan i
stallet. Detta var en metod hon fortfarande anvande. Nar foljdfragor stalldes till subtraktionen
51 - 49 uttryckte eleverna att de anvande sig av metoden att rakna upp - lagga till tva till 49
vilket gav 51.

Uppgiften 91 - 89 fick ett liknande svar, eleven anvander metoden att jamfora vilket innebar
att de lagger till 2 for att komma fran 89 till 91. Aven hér uttryckte eleverna att de kunde se en
sorts inre tallinje framfor sig. Uppgiften 81 - 3 fick flera olika svar; tva elever raknade nedat
pa fingrarna och kom fram till svaret 78. De andra tog vagen via tiotalet: 81-1 ar 80, sedan
subtraherades 80 med 2 vilket ger svaret 78.

Nér det galler tiden uttryckte fyra av eleverna att de kande sig stressade under diagnosen och
inte hunnit. De uttryckte ocksa att de hade svarare att tanka nar de blev stressade och att detta
inte séllan hande vid provtillfallen. En elev uttryckte att tiden blev knapp da hon missbedomt
mangden och tagit det for lugnt i bérjan, men hon menade att hon borde ha hunnit. Ytterligare
en elev uttryckte att det var svart att "koppla om” mellan metoder mot slutet av diagnosen och
att det var anledningen till att tiden inte rackte till. Tva elever uttryckte att det var gott om tid.
Dessa elever uttryckte ocksa att de upplevde matematik som enkelt. En av dessa elever var
mycket medveten om vilka strategier som borde anvéndas nér och varfor.

Nar elever fick forklara hur de sag pa siffran 5 i talet 51 sag sju elever det som fem stycken
tiotal, men att det ocksa kunde vara femtio ental. Nar man anvande det ena eller andra
berodde pa kontexten. Vid foljdfragor kom det fram att de vid uppstallningar anvande sig av
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bilden med fem tiotal. For en av eleverna var denna fraga inte sjalvklar men oftast sag han det
som femtio ental. Slutligen upplevde fyra av de intervjuade eleverna huvudrékning som lite
svart. De uttryckte att det var lange sedan de tranade detta och att de nu ofta anvande
miniréknare.

5.3 Sammanfattande resultatanalys

Titeln pa studien ar ”Vari beror svarigheten med subtraktion?” . Resultaten i studien tyder pa
att subtraktion &r komplext. Eleven bor kanna till att subtraktion &r inversen till addition men
samtidigt inte & kommutativ (Bentley, 2008b, Léwing, 2008). Han behdver kdnna igen olika
subtraktionssituationer, s.k. enkodning (Bentley, 2008b). Dessutom boér han vara val fértrogen
med de olika berdkningsprocedurer som finns och ndr de ar lampliga att anvanda (Fusion,
1992, Bentley, 2008b). For att avlasta korttidsminnet bor eleven ha lagrat talfakta i
langtidsminnet. Dessutom bor eleven ha utvecklat en mental tallinje som inte &r logaritmisk
(Klingberg, 2011, Lundberg& Sterner; 2009). Forutom detta bor eleven vara val fortrogen
med hur vart positionssystem fungerar och vad multienheter &r (Fusion, 1992). Om
undervisningen varit mer konceptuell hade mojligen fler aspekter av subtraktion framtrétt for
eleverna och det hade gett en storre forstaelse (Bentley, 2008b). | konceptuell undervisning
Okar mojligheterna till att inlarningsprocesserna “theory revision” och “rediscription”
iscensatts (Bentley, 2008a).
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6. Diskussion

I diskussionen knyts det centrala resultatet till tidigare forskning. En metodreflektion gérs och
studiens begransningar diskuteras. Dérefter diskuteras specialpedagogiska implikationer och
mojlig fortsatt forskning.

6.1 Metodreflektion

Till undersékningen valdes en fenomenografisk ansats med en utvidgad kvantitativ teoriram.
Fenomenen som studerades var begrepp och procedurer inom subtraktion. Genom att studera
elevers losningar i diagnoser och félja upp med intervjuer och dessutom jamfora Iésningar
med tidigare liknande studier, kunde man delvis fa syn pa elevers uppfattning av begrepp och
procedurer (Bentley 2008a). Flera metoder som stdder varandra okar studiens tillforlitlighet
(Stukat, 2005). Resultaten tyder pa att ansatsen fungerar bra for studien. En utvidgad
kvantitativteoriram bestar i att undersoka alla forstaarselever pa Naturvetenskapliga och
Tekniska programmen i en kommun. Detta for att studera om fenomen har en storre spridning
och majligen inte ar slumpmassiga. Bentley (2008b) har i TIMSS-rapporten visat pa att fel
som elever gor oftast inte slumpmaéssiga. Han menar istéllet att de oftast &r systematiska och
bygger pa outvecklade begrepp och begreppsmodeller.”l TIMSS visar det sig att misstag som
elever i arskurs fyra gor, gor aven elever i arskurs atta. Bentley menar att en del elever har
hunnit befésta felaktiga berékningsmetoder” (Lundberg& Sterner; 2009 s.71). Jag ville
undersoka om elever pa gymnasiet fortfarande hade outvecklade begrepp och
berdkningsprocedurer vad galler enkla subtraktioner. Resultaten tyder pa att sa ar fallet i
denna kommun. Genom att utféra diagnoserna pa tid kunde detta ge en indikation pa om
eleverna har automatiserat sin kunskap. Da 25 % av eleverna inte hann slutfora i tid tyder
detta pa att manga elever inte annu har automatiserat talfakta.

6.1.1 Studiens begransningar

Med reliabilitet menar man matnoggrannhet (Trost, 2008). Diagnoser och intervjuer
genomfordes i stort sett pd samma satt i alla grupper och med alla elever, vilket okar
reliabiliteten. Det var en fordel att forst genomfora diagnoser, da detta mojliggjorde att pa
gruppniva gora kategorier av felsvar. Konstruktionen av dessa kategorier forenklades av att
resultaten Overenstdmde vél med tidigare studier (TIMMS, 2007). Genom att i forvdg vara
medveten om vanliga tankefel vad géller beréakningsprocedurer, var det enklare att inta ett
utifranperspektiv vid intervjutillfallet. Insikten att intervjuer kraver bade narhet och distans ar
viktig. Intervjufragor skrevs efter det att kategorier av felsvar gjorts. Trots forsok att vara
palast vid intervjuerna och medveten om felsvarskategorier aterstod en risk att eleven inte fick
tillracklig med beténketid och att jag n6jde mig med svar som “passade in” i studien. Nar
intervjuerna var genomforda kunde de utskrivna svaren analyseras och studeras avseende de
fel som eleverna gjorde pa gruppniva kunde verifieras pa individniva. | denna studie
dverensstamde resultaten pa grupp- och individniva val, vilket okar reliabiliteten. Svaren
Overensstdammer dessutom val med tidigare studier (TIMMS, 2007) vilket ytterligare okar
reliabiliteten och delvis generaliserbarheten.

Bortfall minskar dock tillforlitligheten och generaliserbarheten. Vid subtraktionsdiagnosens
genomforande, var tolv elever franvarande fran Teknikprogrammet. Detta motsvarar 12,8 %.
Tre av dessa var sjukanmélda. Motsvarande siffra fran Naturvetenskapliga programmet var 0
%. Det var atta elever som avstod att medverka fran Teknikprogrammet och motsvarande
siffra fran Naturvetenskapliga programmet var en. Anledningen till att avsta ar inte kand men
mojligen &r det sa att eleverna upplevde en osakerhet éver utfallet av deras insats och darfor
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avstod. Det ar inte otroligt att bortfallet av elever gjorde att resultaten blev battre &n om alla
hade deltagit. Har var dock de etiska reglerna med frivillighet viktigare. Det hade varit en
fordel om subtraktionsdiagnosen inlett lektionen i alla klasser. Det gjorde den i fyra av
klasserna men i den femte klassen, kom den 10 minuter in pa lektionen. Detta da lararen
onskade paborja en genomgang av den dagens matematikinnehall innan diagnosen. Det var
fran denna grupp sex elever valde att avsta.

Nér intervjuerna skulle genomforas var det inte praktiskt mojligt att soka upp de elever som
visade storst svarigheter da det inte fanns nagra foton att tillga. Da jag lovat eleverna
anonymitet gentemot deras undervisande larare kom urvalet darfor att vara helt pa frivillig
grund. Fordelen var att eleverna var positiva att dela med sig av sina tankar. Nackdelen var att
jag kanske gick miste om fortydligande av svarigheter hos elever. Aven har var dock de etiska
reglerna éverordnade.

Tidsaspekten pa diagnosforfarandet O6kade troligen stressen hos flera elever. Stress kan
paverka resultat negativt. Vid subtraktionstillfallet forlangdes tiden med 20 sekunder da jag
observerade att manga inte hunnit klart och da jag var intresserad av hur elever loser
tvasiffriga subtraktioner med vaxling. Att diagnosen anda var tidsbegransad var for att
upptécka om elever automatiserat kunskaper (Bentley, 2008b, Léwing, 2007).

Med validitet menas om studiens fraga undersoker vad den ar avsedd att undersoka (Trost,
2008). Har skulle en invandning kunna vara att begreppet grundlaggande baskunskaper inte
mats pa samma satt i diamantdiagnoserna som i de nationella proven. Butterworth och Yeo
(2010) menar att proven testar delvis olika saker. | forsta hand syftar han pa kopplingen
mellan tid, antal ratt och de berdkningsprocedurer som elever anvénder. Fler elever hade
troligen fatt fler ratt om det inte hade funnits nagon tidsbegransning. Tidsbegransningen
mojliggjorde dock att det gick att sarskilja elever som inte anvénde sig av talfakta och som
saknade effektiva berakningsprocedurer. Manga elever har uppgett att de har samma betyg pa
de nationella proven och i slutbetyget fran ar 9. Det saknas dock relativt manga resultat vad
galler betyg pa det nationella provet i ar 9, darfor var det svart att dra nagon slutsats om det
finns ett samband mellan detta resultat och subtraktionsdiagnosresultatet. Totalt saknas 35
svar vilket motsvarar 25,7%. Fordelat pa program var det 11 fran Naturvetenskapliga
programmet vilket motsvarar 18 % och 24 fran Teknikprogrammet vilket motsvarar 32%.
Anledningen till att de inte uppgav nagot resultat kan variera, men flera elever uttryckte vid
diagnostillfallet att detta hade de glomt bort. Nagon elev uttryckte att det resultatet hade de
inte fatt ta del av. Validiteten kar om flera metoder stoder varandra. Detta kallas ibland for
triangulering (Alvesson & Skoldberg; 2009). | studien ar det diagnosen, intervjuer och
tidigare liknande studier som stoder varandra. Att tidigare studier (TIMSS, 2007) visat
liknande resultat okar studiens generaliserbarhet. Generaliserbarheten okar ocksa om
undersdkningsgruppen varit stor men minskar vid bortfall av elever. | denna studie ar det
mojligt att resultatet skulle varit tydligare om alla elever deltagit.

Inom fenomenografin uttrycks validitet som intern och extern (Bentley, 2008a). Den interna
validiteten delas upp i innehallsvaliditet och konstruktionsvaliditet. Innehallsvaliditet skulle
da beskriva olika elevers uppfattning om begrepp aven i otolkad data. De problemuppgifter
och frdgor som anvénds bor da belysa manga aspekter for att fungera i olika kontexter. |
subtraktionsdiagnosen fanns inga textade problemuppgifter, men den innehéll fler liknande
uppgifter pa det omrade som testades. Detta for att undvika eventuella slarv- och slumpfel.
Konstruktionsvaliditeten visar hur val de utvalda kategorierna Overrensstimmer med
elevernas forstaelse av begrepp och om eleverna valt liknande tillampningar av procedurer.
Kategorier pa gruppniva verensstamde val med kategorier pa individniva i studien. | extern
validitet visar man den variation som finns i en storre grupp med hjalp av olika
beskrivningskategorier .
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6.2 Resultatdiskussion

Idén till denna studie foddes pa en forelasning av P-O Bentley vid Goteborgs Universitet
2010-09-08, som handlade om hur vart minne fungerar och att undersékningar (TIMSS, 2007)
visat att manga svenska elever inte annu automatiserat addition, subtraktion och
multiplikationstabeller tillrackligt val. Kognitiv kapacitet anvandes déarfor till enkla
berdkningar vilket forsvarade mer komplicerade berdkningar, vilket mindre undersékningar
visat dven pa gymnasie- och universitetsniva. Denna information sammanféll med att jag
sjalv funderat mycket pa vad som fick min davarande niondeklass att inte prestera battre, trots
en hel del strukturerade insatser. FOr att undersoka om det férekom brister i grundlaggande
taluppfattning gjordes darfor en forstudie med subtraktionsdiagnos. Resultaten visade att ett
antal elever inte annu automatiserat dessa kunskaper och relativt manga elever inte var
medvetna om subtraktionssituationer och vilka berdkningsprocedurer som var kopplade till
dessa olika situationer. Resultaten foljdes upp med strukturerad undervisning vad galler
subtraktionssituationer och  berdkningsprocedurer och grundldggande tabelltraning
genomfordes under varen.

Da brister forekommit i denna klass, var det intressant att underséka om problemet hade en
storre spridning. Darfor genomfordes studien pa en relativt stor grupp. Dessutom var det
intressant att genomfora den pa elever som av intresse valt att studera mycket matte, alltsa de
elever som foljer Naturvetenskapliga och Teknikprogrammen pa gymnasiet. Genom att
studera en elevgrupp med forvantat goda matematikkunskaper gav det vissa mojligheter att
undersdka om problemen med icke automatiserade kunskaper har storre spridning. Sannolikt
ar detta en elevgrupp med goda kognitiva formagor och da skulle brister vad galler
berdkningsprocedurer och automatisering kunna bero pa miljofaktorer och tidigare
undervisning.

6.2.1 Det centrala resultatet

En fjardedel av eleverna som genomférde subtraktionsdiagnosen hann inte slutféra inom
utsatt tid. Inom denna grupp var det en storre andel med lagre betyg. I studien som helhet var
det 41 % av eleverna som hade alla rétt och av dessa hade 91 % betyget VG eller MVG. Det
forefaller alltsi som om det foreligger ett samband mellan elevers grundlaggande
taluppfattning vad géller subtraktionsoperationer och senare dokumenterade, uppnadda
matematikframgangar, vilket var ett av studiens syfte. Nar det galler berakningsprocedurer
indikerar studien att elever inte &r helt medvetna om i vilken kontext de ar lampliga att
anvanda. Exempel pa detta nar de anvander talsortvis berakning avsedd for subtraktioner utan
vaxling, nar det kravs vaxling, da de inte insett att subtraktion inte ar kommutativ. Att sa
manga elever inte hann slutfora i tid tyder ocksa pa att talfakta berakningsprocedurerna inte ar
automatiserade.

6.3 Resultatet i relation till tidigare forskning

Resultatet visar att 25 % av eleverna inte hann gora subtraktionsdiagnosen pa utsatt tid.
Lowing skriver i forordet till diagnosmaterialet Diamant att

”... subtraktioner som 14 - 8 bor vara sa val automatiserade att eleverna med flyt, alltsa utan

extra tankekraft, ska kunna anvanda dessa som delberakningar vid saval skriftlig rakning och
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huvudrékning som vid problemlésning......Malet ar att eleverna ska beharska dessa uppgifter

pa ett sddant satt att alla uppgifter blir ratt inom ett begransat tidsintervall”(s.7).
Rekommenderad tid for diagnosen AG 2 &r 3 minuter och AG 4 pa 4 minuter nar eleverna gar
i ak 2 - 4 i grundskolan. Vid diagnostillfallet var det planerat att eleverna skulle fa 3 minuter
pa sig att genomfora subtraktionsdiagnosen men under testtillfallet forlangdes det till 3
minuter och 20 sekunder, da det var véldigt manga som inte var klara vid 3 minuter. Trots att
tiden forlangdes var det alltsa en fjardedel av eleverna som inte hann genomféra. Léwing
skriver vidare i Diamant att alla elever bor ha alla ratt. | studien var det 41 % av eleverna som
hade alla ratt. Ett syfte med studien var att undersoka sambandet mellan elevers
grundlaggande taluppfattning vad galler enkla subtraktionsoperationer och senare
dokumenterade, uppnadda matematikframgangar. Av gruppen som hade alla ratt var det 91 %
som hade VG eller MVG som slutbetyg ifran ak 9. Det forefaller som om det foreligger ett
visst samband. Bland alla elever fran Teknikprogrammet var det 67 % som hade VG eller mer
i sitt slutbetyg. Motsvarande siffra for Naturvetenskapliga programmet var 78 %

Om dessa siffror jamfors med hur manga som hann gora diagnosen pa utsatt tid var det alltsa
29 % av eleverna fran teknikprogrammet som inte hann besvara alla uppgifter och
motsvarande siffra fran naturprogrammet var 20 %. Aven detta resultat visar ett samband
mellan elevers grundldggande taluppfattning vad galler enkla subtraktionsoperationer och
senare dokumenterade, uppnadda matematikframgangar.

Samtidigt fanns det elever med MVG i slutbetyg som inte hade alla ratt och som inte hann
gora alla uppgifter. Kanske ar det dessa elever som far problem senare vid hogre studier?
Lowing skriver vidare i diagnosmaterialet att

” ... vad Diamant fokuserar pa ar elevernas uppfattningar av olika begrepp. Mindre bra

resultat pa en diagnos kan emellertid ofta harledas till brister i undervisningsprocessen”(s.5).
Bentley (2008b) menar ocksa att det forefaller vara brister i undervisningen som medverkar
till effektiva berdkningsstrategier inte kommer till stand. Att sa manga elever visar pa
svarigheter vad galler effektiva subtraktionsstrategier tyder pa att det finns eller har funnits
brister i den tidiga matematikundervisningen . De elever som i dag gar i 4k 1 pa gymnasiet ar
fédda 1995 och boérjade skolan i boérjan av 2000-talet. Detta sammanfoll med att
individualiseringen i svensk skola 6kade. Skolverket skriver i sin rapport ”Vad paverkar
grundskoleelevers resultat?” (2009) att det 6kade elevansvaret har fatt till foljd att elever
arbetar allt mer individuellt med egna uppgifter och lararen far en alltmer tillbakadragen roll.
Foljden av detta tycks vara negativa elevresultat. En hastighetsindividualisering av
matematikundervisningen har gjort att elever blivit mer utlamnade at laromedlet. Bentley
(2008b) menar att forklaringsmetoderna i matematikbocker ofta har ett smalt
anvandningsomrade. Det blir ofta till "mekaniskt gérande” i stéllet for medvetna strategier.
Det &r troligt att ovana och outbildade pedagoger i hogre utstrdckning anvander sig mer
ensidigt av laromedel. Skolverkets rapport (2009) skriver vidare att larartatheten under
undersokt period har minskat och att andelen behériga larare ocksa minskat. Dessutom finns
en tendens till att alla elever oavsett behov tilldelas en skolpeng, vilket kan leda till att elever
med storre behov inte far dessa tillgodosedda. Att larare har en god amnesdidaktisk utbildning
ar viktigt. Baroody (2003) menar att det &r viktigt att pedagoger sjalva har en god
taluppfattning, fordjupade kunskaper om aritmetik och berakningsstrategier. Ma (1999) menar
samma sak, och skriver vidare att det &r viktigt att elever kommunicerar sina
berakningsstrategier bade med larare och med andra elever. Att forsoka forklara hur man sjalv
tanker, varfor strategin fungerar och lyssna till och forsta andra elevers strategier ar viktigt.
Att vardera olika strategiers effektivitet och generaliserbarhet (Carpenter, Fennema, Franke,
Levi & .Empson ; 1999) &r ocksa viktigt. Sammantaget kan man konstatera att det staller hoga
krav pa pedagogernas amnesdidaktiska kunskaper for att dessa ska kunna undervisa pa ett
varierat sétt.(Baroody, 2003, Carpenter m.fl.; 1999; Ma, 1999).
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6.3.1 Hur erfar elever subtraktionsberdkningar?

| syftet uttrycks ett intresse for att undersoka hur elever erfar sitt arbete med
subtraktionsoperationer och vilka procedurer de anvander sig av. | TIMMS (2007) har man
funnit att manga elever anvéander sig av proceduren talsortsvis berdkning. |
subtraktionsdiagnosen finns uppgift 18 - 10 med. Har krévs ingen vaxling och uppgiften har
100% losningsfrekvens. | de efterfoljande intervjuerna framkommer ocksa att de flesta
eleverna anvander sig av denna procedur da det ar den de d&r mest bekanta med. Studien
bekraftar alltsa det som TIMMS funnit bland yngre elever. TIMSS (2007) menar vidare att
farre elever visar sdkerhet vad galler procedurerna  stegvisberédkning och
kompensationsberakning. Dessa procedurer hade varit lampliga pa flera av uppgifterna i
subtraktionsdiagnosen t.ex. 51 - 49, 91 - 89 och 63 - 8. Antalet elever som inte genomfort
berdkningen eller beraknat med ett felaktigt svar pa dessa uppgifter var 16%, 18% respektive
18 %. | de efterfoljande intervjuerna berattade nagra elever att det var svart att stalla om
metod™ och ”man far tanka pa ett annat satt, om nagon kom fram pa gatan och fragade ar det
inte alltid sa latt att plocka fram réatt svar”. Tva elever sa att de inte visste vilken strategi de
anvant sig av men vid foljfragor kom en av dem fram till att ... jag kanske borde ha raknat
upp, det hade nog gatt snabbare”. Resultaten fran diagnos och intervjuer tyder alltsa pa en
viss osakerhet i att anvinda procedurerna stegvis berédkning och kompensationsberakning,
vilket bekréftar den bild som TIMSS tidigare visat. Vid fortsatt analys av uppgiften 51 - 49
visar den att det var 19 elever som inte besvarat den och det var tre elever som besvarade den
fel. Av felsvaren forekom svaret 0 som ocksa finns med i analysen av TIMMS (2008b). Har
har eleven anvént metoden stegvis berakning for att ga fran 49 till 50 dvs. ett steg, men sedan
forflyttat 51 till 50 i stallet for till 52 (kompensation) och darmed fatt svaret noll. Eleven har
alltsd anvant tva metoder, men pa ett felaktigt satt. Tva elever har svarat tre, vilket skulle
kunna vara det Bentley bendmner ”plus — minus — ett - problemet” (personlig kommunikation,
2011-09-01). Har forefaller det vara sa att elever anvander sig av en tankt tallinje, vilket flera
elever uttryckte att de gjorde vid subtraktioner av tal som ligger nara varandra. Nar de ska
berdkna avstandet mellan 51 och 49 ar de dock osékra pa var de ska borja rakna och darfor
kan denna subtraktion ge bade svaret tva och tre. Eleverna ar inte sakra pa forhallandet mellan
antal steg och antal. Laromedelsstudier tyder pa en otydlighet nér det galler hur sambandet
mellan steg och antal presenteras (personlig kommunikation Bentley, 2011-09-01). Denna typ
av fel kan ocksa vara forklaring till att en elev fick 63 - 8 forst till 54 och sedan till 56. En
fragestallning till studien var “foreligger det mojligen ett samband mellan en outvecklad
mental inre talrad och brister i subtraktionsprocedurer och talfakta?”. Eleven som fick 63 - 8
att bli forst 54 och sedan 56 visade ocksa osakerhet nar tallinjen skulle ritas. Avstanden
mellan 25 och 50 var inte lika stort som mellan 50 och 75 nér eleven ritade sin” tallinje.
Dessutom visade eleven viss osékerhet vad géller multienheter. Vid fradgan hur eleven
uppfattade 5 i talet 51 var det inte sjalvklart att den bade kunde uppfattas som fem tiotal och
50 ental. De andra intervjuade eleverna visade inte denna osakerhet. Da det endast galler en
elev ar det inte mojligt att utifran denna studie dra ndgon slutsats och séga att det foreligger
ett samband, men fragestéllningen kunde bli en intressant fraga for fortsatt forskning.

Om man studerar internationell forskning beskriver bl.a. Rousham, enligt Larsson (2011), en
modell av den s.k. tomma tallinjen, vilken har anvénts sedan i borjan av 1990 — talet. Detta &r
en didaktisk modell dar elever dokumenterar delresultat om hur hon tanker under
berdkningsprocessen. Metoden stoder stegvisa berdkningar och kompensationsberdkningar
men bygger inte pa talsortsvisa berakningar. For att eleven ska kunna anvanda modellen ar
det viktigt att hon forstar talen som en talrad, dar varje tal befinner sig med lika stort avstand
till sina grannar (Menne, 2001). Menne menar vidare att modellen fordjupar forstaelsen och
gynnar utnyttjande av vart positionssystem. Modellen med den tomma tallinjen kraver att
undervisningen ar explicit vad géller strategier sa att elever reflekterar dver hur vart talsystem
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och rékneoperationer fungerar (Baroody, 2003, Menne, 2001). Metoden har visat sig
framgangsrik (Menne, 2001) men det saknas forskningsresultat om detta galler aven for
elever i svarigheter.

TIMSS (2007) har visat att elever kan ha svart att inse att subtraktion inte ar kommutativ
(t.ex. att 6 - 4 inte ger samma svar som 4 - 6). | uppgiften 72 - 8 ar det mojligt att svaret 66
kommer fran att eleven tagit 8 — 2 = 6, da han tror att subtraktion & kommutativ. Uppgiften
72 - 8 har ocksa gett felsvaret 74 vilket kan komma fran att eleven har tankt 12 — 8 = 4 och
sedan har han lagt till 70 i stallet for 60, alltsa anvant tva olika strategier och den senare pa ett
felaktigt satt.

Det forefaller alltsa vara sa att elever gor fel av en typ, dar de tror att subtraktion &r
kommutativ. De visar osdkerhet vad galler procedurerna stegvis berédkning och kompensation.
Dessutom anvander de procedurerna men pa ett felaktigt satt tex. nar de forflyttar
subtraktionen pa tallinjen men den ena at fel hall. Detta syns ocksa i svaret 51 — 49 = 0.

6.3.2 Mental tallinje

En intressant observation under intervjuerna var att flera elever menade att de anvéande sig av
en mental tallinje ndr de genomférde subtraktioner, dér talen var placerade néra varandra.
Forskning (Klingberg, 2011) har visat manniskan har ett omrade i parietala cortex dar
berdkningar av t.ex. subtraktion sker och att detta omrade troligen har en utstrackt form som
kan liknas vid en mental tallinje. Det forefaller som om eleverna upplever denna tydligare nér
talen &r placerade néra intill varandra.

Den av eleverna som visade storst sakerhet vad galler subtraktionsstrategier uttryckte att hon
framforallt anvande sig av en tankt tallinje da hon gjorde berakningar av negativa tal. Flera
forskare (Klingberg, 2011, Bentley, 2008b, Lundberg & Sterner, 2009) menar att férmagan att
mentalisera en tallinje och halla kvar denna tillrackligt lange &r en kritisk faktor nar det galler
berdkningar av t.ex. subtraktion. Att genomfora en strukturerad undervisning av tallinjer och
grundlaggande talfakta verkar vara avgorande. Att dessutom undervisa sa att eleven kan lagra
grundldggande talfakta i sitt langtidsminne avlastar korttidsminnet (Bentley, 2008b,
Klingberg, 2011). Om talfakta lagras i langtidsminnet finns det lattare tillgangligt (Baddeley,
2000, Bentley, 2008b) och kognitiv kraft kan laggas pa mer komplicerade utrakningar.

En elev uttryckte i intervjun att hon brukade forflytta subtraktioner (transformation) pa
tallinjen for att pad satt fa till enklare subtraktionsutrakningar. | stallet for att utfora
subtraktionen 63 - 8 forflyttade hon subtraktionen till 60 - 5, vilket var en enklare utrakning
eftersom hon da anvande sig av tiokompisar. Eleven berattade att hon under de forsta skolaren
hade en larare som ofta tranade dem pa tiokompisar och tjugokompisar. Ofta lekte och tavlade
klassen for att trana dessa. Troligen &r detta, att pa ett explicit satt tydliggora begrepp och
strategier och trana ofta under positiva former en framgangsfaktor. Att félja upp elevers
utrakningar och gora dem uppmarksamma pd mojliga tankestrategier  ar
forbattringsmojligheter som borde anvéndas oftare i matematikundervisningen. Seligman
visade i sin studie att gruppen som ofta diskuterade mojliga I6sningar och inte endast
fokuserade pa ratt och fel visade battre resultat (personlig kommunikation Anna Ehnvall,
Kognitivt centrum, 20111202). Att diskutera och fokusera pa mdjliga losningar och
tydliggéra vad som inte ar mojligt ar ett satt att lyfta fram alla aspekter av begrepp och
strategier. Detta gors mer i konceptuell undervisning vilket inte &r sa vanligt forekommande i
Sverige (Bentley, 2008a). | konceptuell undervisning séker man kérnfulla principer for att
tydliggéra samband t.ex. att subtraktion &r inversen till addition men samtidigt inte
kommutativ. Det &r ocksa viktigt att elever kanner igen olika subtraktionssituationer for att
valja lamplig strategi. FOr att detta ska vara mojligt maste eleven méta uppgifter dar
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kontexten varierats for att upptacka vad det &r som skiljer dem at, vad som ar s.k. sérskiljande
attribut. Att dessutom ge sa manga exempel att kunskapen lagras i langtidsminnet skulle
kunna kombinera de tva larandeteorierna ™ theory revision” och “rediscription” (Bentley,
2008a).

Eleven som beréttade att hon anvande klockan som hjalpmedel vid subtraktionsdiagnosen
skulle troligen varit hjalpt av att i stallet fatt undervisning som forstarkt hennes inre mentala
tallinje. Det ar viktigt att metoder som lars ut &r effektiva och utvecklingsbara (Léwing, 2006,
Bentley, 2008b).

6.3.4 Resultaten i forhallande till laroplanen

Kunskaper som kravs for att genomfora subtraktionsdiagnosen pa tid tillhor kunskaper som
elever bor fa med sig i de tidiga aren av grundskolan. Darfor blir det mest intressant att
studera vad grundskolans laroplan séger om detta. Den aktuella studien bekréftar behovet av
att arbeta malinriktat med raknestrategier. En jamforelse mellan den gamla och den nya
laroplanen visar att denna kunskap under tidigare ar inte varit lika framtradande i
kursplanerna. | Lgrl1 star det pa sid. 17

’Matematikundervisningen ska bidra till att eleverna utvecklar kunskaper for att kunna
formulera och lésa problem, samt reflektera 6ver och vérdera valda strategier, metoder
modeller och resultat. Eleverna ska aven ges forutsattningar att utveckla kunskaper om hur
vardagliga situationer kan formuleras matematiskt™. | en jamférande analys av Lpo 94 visar
den pa en mindre tydlig beskrivning kring raknestrategier. Dar star pa sid. 1”utvecklar sin
formaga att forsta, fora och anvanda logiska resonemang, dra slutsatser och generalisera
samt muntligt och skriftligt forklara och argumentera for sitt tankande”.

Vidare betonar Lgrll att det &r viktigt att utveckla ett matematiskt sprak och att detta bor
anvandas for att kommunicera och att eleverna bor vara fortrogna med spraket . Skrivningen
med att vara fortrogen med det matematiska spraket finns inte i Lpo 94 utan har star att elever
ska fa mojligheten att kommunicera. Det forefaller alltsa som om resultat fran studier som
TIMMS (2007) och PISA (The OECD programme for international student assessment,
2010) forandrat skrivningar i laroplanen och att det &r viktigt att forandringar vilar pa
vetenskaplig grund.

Forskningsresultat fran exv. TIMMS och PISA har ocksa bidragit till att riksdagen beslutat
om extra matematiksatsningar inom skolan. Fortbildning av larare utgér en stor del av
satsningen.

6.4 Sammanfattning

Syftet med studien var att undersoka om det foreldg nagot samband mellan grundlaggande
brister vad galler subtraktionsdiagnoser och senare dokumenterade, uppnadda
matematikframgangar. Diagnosresultaten tyder pa att det finns ett sddant samband. Nar det
géller syftet att undersbka hur elever erfar sitt arbete med subtraktionsstrategier tyder
diagnoser, efterféljande intervjuer och tidigare forskning (TIMSS 2007) att elever framst
anvander sig av proceduren talsortsvis berdkning. Procedurerna stegvis berdkning och
kompensation forefaller anvdndas mer sallan och inte vara lika medvetna. Ibland anvands
proceduren men pa ett felaktigt satt. Nar det galler elevernas eventuella inre mentala talrad
tyder studien pa den anvands mer medvetet nar termerna i subtraktionen ligger nara varandra.
Néar eleven ritade en egen tallinje visade alla sakerhet pa denna utom en elev. Denna elev
visade ocksa att han inte helt hade utvecklat en sammankopplad begreppsstruktur.
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6.5 Specialpedagogiska implikationer

Att pedagoger har goda amnesdidaktiska kunskaper &r viktigt for alla elever, och sarskilt for
de elever i behov av specialpedagogiskt stod. Det dr av vikt att pedagoger har god
taluppfattning och stor kunskap om aritmetik och strategier for att kunna undervisa om t.ex.
subtraktion (Baroody, 2003). Studien kan bidra till denna kunskapsutveckling. Studien
poangterar att strukturerat arbete med 6vningar med tallinjer, kan 6ka mojligheter att
mentalisera och halla kvar en bild av en inre tallinje (Klingberg, 2011). Detta verkar vara en
avgorande formaga vid berakningar av addition och subtraktion (Lundberg och Sterner;
2009). Insikter om hur manniskans minne fungerar underléttar lagring av kunskap i
langtidsminnet. Detta frigér minneskapacitet till mer kognitivt kravande processer (Bentley,
2008Db). Detta ar inte minst viktigt for de elever dar arbetsminnet &r en begransandefaktor,
vilket ofta galler de elever som &r i behov av specialpedagogiskt stod (Klingberg, 2011).

6.6 Fortsatt forskning

Det hade varit intressant att ytterligare underséka om det foreligger ett samband mellan en
outvecklad mental inre talrad och brister i subtraktionsprocedurer och talfakta.

Det hade ocksa varit intressant att undersoka arbetsminnets begransande faktor pa t.ex.
subtraktionsberakningar. Har hade man kunnat ha flera kontrollgrupper; en grupp som far
explicit strukturerad undervisning vad galler olika subtraktionsprocedurer i kombination med
tranande av talfakta och tallinjesuppgifter och en grupp som kombinerar explicit undervisning
av subtraktionsstrategier med arbetsminnestrdning och en grupp som arbetar mer individuellt
med matematikbok.
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Bilaga 1

Klass:
SUBTRAKTIONSDIAGNOS

1a 1b

18 - 10 = 10 - = 5 90 - 60 = 80 - 30 =

16 - 6 = 18- 8 = 70 - 20 = 60 - = 40

14 - = 10 19 - = 9 90 - = 50 70 - = 30

2a 2b

19 -1 = 18- 2 = 95 - 5 = 68 - 8 =

17 - 12 = 18- 9 = 56 - = 50 84 - = 80

19 - 18 = 18 - 16 = -3 =90 - 9 =170

3a 3b

19 - 4 = 11- 3 = 38 - 2 = 57- 5 =

17 - 4 = 19- 15 = 77 - 75 = 58 - 57 =

18 - 14 = 13- 8 = 89 - 7 = 65 - 4 =

4a 4b

18 = 3 + 19=16 + 63 - 8 = 54 - 6 =

15 = 2 + 18=13 + 51 - 49 = 91 - 89 =

19 = 4 + 17 =14 + 72 - 8 = 81- 3 =
Betyg pa Nationellt prov i matematik ar 9: ............ Kursbetyg i matematik ar 9: ...............
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Bilaga 2

Deltagarmedgivande

Jag deltar frivilligt i den studie Zita Olsson genomfor i matematik och & medveten om att
mina resultat kommer att ingd i en sammanstallning for ett forskningsprojekt.
Den personliga subtraktionsdiagnosen kommer efter att studiens avslutats, att forstoras.

Namnunderskrift
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Bilaga 3

Deltagarmedgivande for intervju

Jag deltar frivilligt i den studie Zita Olsson genomfor i matematik och & medveten om att
mina resultat kommer att ingd i en sammanstallning for ett forskningsprojekt.
Den inspelade intervjun och utskrifter fran denna kommer efter att studiens avslutats, att

forstoras.

Namnunderskrift

Bilaga 4 — Sammanstallning FELSVAR
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Klass:

SUBTRAKTIONSDIAGNOS
1a 1b
18 - 10 = 10 10- =5 90 - 60 = 20 80- 30 =
16 - 6 = 6 18- 8 = 70 - 20 = 60 - = 40
14 - 8 = 10 19-911 = 9 90 4 = 50 70 50 = 30
2a 2b
19-1=_ 18- 2 = 1517 95 - 5 = 68- 8 =8
17 - 12 =3/9/15 18- 9 = 11 56 - = 50 84- = 80
19 -18= 18 - 16 = 3/4/12 3 = 90 -9 =70
3a 3b
19 - 4 = 411 11- 3 = 9 38 -2 = 57 - 5 = 5370
17 - 4 = 312 19 - 15 = 314 77 75 =3 58 57 = 51
18 - 14 = 14 13- 8 = 6113 89 7 = 281 65 4 =1/4/59/60
4a 4b
18 = 3 + 19=16 + 4 63 8 =54/56/57/65/75 54 6 = 49
15 =2 + 18=13 +15 51 49 = 08 91 B9 = 08
19 =4 +16 17=14 +4 72 - 8 =63/66/7478 81 - 3 = T7

Betyg pa Nationellt prov i matematik ar 9: ............

Bilaga 5 — Sammanstalining UTEBLIVNA SVAR
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Klass:

SUBTRAKTIONSDIAGNOS

1a 1b

18 -10=__ 10-1 = 5 90 - 60 = 1 80 - 30 = 1
16 - 6 = 18- 8 =1 70 20 = 1 60 - 1 = 40
14 - = 10 19-1 = 9 90 - 2 = 50 70 - 1 = 30
2a 2b

19-1=_ 18- 2 = 95 - 5 =3 68- 8 =3
17 -12 = 18- 9 = 56 -3 = 50 84 - 4 = 80
19 -18= 18 - 16 = 4 -3 =90 4 -9 =70
3a 3b

19 - 4 =1 11- 3 = 1 38 - 2 =5 57 - 5 =17
17 - 4 =1 19-15 =1 77 75 = 6 58 - 57 =9
18 - 14 = 1 13- 8 = 3 89 7 = 10 65- 4 =8
4a 4b

18 =3 + 4 19=16 + 4 63 8 =19 54 - 6 = 21
15 =2 + 5 18=13 + 10 51 49 = 19 91 - 89 = 2
19 =4 + 7 17=14 + 9 72 - 8 = 2 81 - 3 = 24

Betyg pa Nationellt prov i matematik ar 9: ............

Kursbetyg i matematik ar 9: ...............

Bilaga 6 — Sammanstallning TOTALT ANTAL FELAKTIGA/MISSADE SVAR
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Klass:

SUBTRAKTIONSDIAGNOS

1a 1b

18 -10=_ 10-1 = 5 90 - 60 = 2 80 - 30 = 1
16 - 6 = 1 18- 8 = 1 70 - 20 = 1 60 - 1 = 40
14 - 1 = 10 19-7 = 9 90 - 3 = 50 70 - 4 = 30
2a 2b

9-1=___ 18- 2 = 4 95 - 5 =3 68- 8 =5
17 - 12 = 3 18- 9 = 3 56 - 3 = 50 84 - 4 = 80
19 -18= 18- 16 = 4 4 - 3 = 90 4 - 9 =70
3a 3b

19 - 4 = 3 11- 3 =3 38 - 2 =5 57 - 5 = 7
17 - 4 = 2 19-15 = 7 77 - 75 = 8 58 - 57 = 1
18 - 14 = 4 13- 8 = 6 89 - 7 =13 65- 4 = 13
4a 4b

18 =3 + 4 19=16 + 5 63 - 8 = 27 54 - 6 = 28
15=2 + 5 18=13 + 11 51 - 49 = 22 91 - 89 = 24
19 =4 + 8 17=14 + 10 72 - 8 = % 81- 3 = 24

Betyg pa Nationellt prov i matematik ar 9: ............
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Bilaga 7
Intervjufragor kopplat till diagnosen:

. Kan du berétta hur du tankte nér du loste uppgiften 63-8?

. Skulle det vara mojligt att 16sa uppgiften pa nagot annat satt?
. Kan du berétta hur du tankte nér du loste uppgiften 65-4?

. Skulle det vara mojligt att 16sa uppgiften pa nagot annat satt?
. Kan du berétta hur du tankte nér du Ioste uppgiften 58-57?

. Skulle det vara mojligt att 16sa uppgiften pa nagot annat satt?
. Om du ska gdra en uppstallning av en subtraktion exv. 34 - 15, hur tanker du da?
. Vilket vérde har 3:an i 34? Hur vet du det?

. Rita en tallinje fran 0-100 ! (som den ser ut for dig)

10. Beskriv din tallinje!

11. Hur upplever du situationer dér du arbetar under tidspress?
12. Hur latt tycker du att du har for matte?

OO ~NOoO ol WN -
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