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Sammanfattning

Rotationer i 3-dimensionella rum lirs vanligtvis ut i form av rotationsmatriser. Ett
alternativ till rotationsmatriser adr kvaternioner, vilka kan ses som en utvidgning av de
komplexa talen. Genom att representera vektorer som kvaternioner kan rotationer be-
riknas med en formel kortare och enklare att memorera &n mosvarande rotationsmatris.
I rapporten hirleder vi denna formel och diskuterar olika séitt att representera rotatio-
ner. Avslutningsvis ligger en numerisk del dar berékningshastighet och stabilitet jamfors
mellan kvaternioner och matriser.

Abstract

Rotations in 3 dimensions are commonly taught by means of matrices. An alterna-
tive is using quaternions, which can be seen as an extension of the complex numbers. By
representating 3-dimensional vectors as imaginary quaternions, rotations can be com-
puted by shorter formulas, easy to remember compared to its corresponding rotation
matrix. In this report we will derive those formulas and discuss different ways to repre-
sent rotations. At the end is a numerical part, where computational speed and stability
is compared between matrices and quaternions.



Notationer

Beteckning Betydelse
N={0,1,2,3,...} Mingden av alla naturliga tal.
Z={.-2,-1,0,1,2,..} Méngden av alla heltal

Zy+ = N\{0} Mingden av alla positiva heltal
Q={%:a,b€Z,b#0} Méngden av alla rationella tal.
R Méngden av alla reella tal.
C={a+bi:abeR,i*=-1} Mingden av alla komplexa tal.

Méngden av alla kvaternioner.

= s+ai+bj+ck,s,a,b,c €R,
o i? =352 =k>=ijk=—1

Hyp = {O +aidbj+ckabee R’} Mingden av alla rent imaginéra kvaternioner.

"\ A==k =ik =1

H;, ={qgeH:|q|| =1} Mingden av alla enhetskvaternioner.

Zyp ={Z/n,ne€Zs} Mingden av heltal modulo n
q=s+ai+0bj+ck g betecknar kvaternionen med skalérdel s och vektordel (a, b, ¢).
v = (v1,...0) v betecknar en vektor i R som

har komponenterna vy, va, ..., Uy, -

vVew e betecknar skaldrprodukten
(inre produkten) mellan vektorerna v och w.

V X W x betecknar kryssprodukten mellan vektorerna v och w.
R,(0) Rotationsmatris for rotation 6 radianer kring vektorn v
[s, (a,b,c)] Ett annat skrivsétt for kvaternionen ¢ = s + ai + bj + ck.
SO(n) Méngden av alla ortogonala n x n-matriser med determinant 1.
GL,(K) Méngden av alla inverterbara n x n-matriser med element i K.

A B, .. Matriser betecknas med versaler

iii
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Forord

Utdver individella tidsloggar sa har &ven en gruppdagbok forts dér arbetsprocessen doku-
menterats. Varje avsnitt av rapporten har huvdsaklingen tre olika arbetsmoment: inlésning,
bearbetning av material och dokumentation. Undantaget fran detta dr numerikdelen, dar
simuleringar tillkommer.

Arbetsfordelningen 6ver de olika styckena i rapporten har delats upp enligt nedan:

e Forord: Niklas

Inledning

— Dokumentation: Niklas, Edvin

— Huvudansvarig: Edvin
e Kvaternioner

— Inldsning: Niklas
— Bearbetning av material: Niklas, Damiano, Edvin
— Dokumentation: Niklas

— Huvudansvarig: Niklas

Rotationer

— Bearbetning av material: Niklas, Damiano, Edvin
— Dokumentation: Damiano (3.1, 3.2.3-3.2.6, 3.3), Niklas (3.2.1-3.2.2)

— Huvudansvarig: Damiano

Topologi

— Bearbetning av material: Niklas, Damiano, Edvin
— Dokumentation: Edvin

— Huvudansvarig: Edvin

Gimbal Lock

— Bearbetning av material: Niklas, Damiano, Edvin
— Dokumentation: Edvin

— Huvudansvarig: Edvin

Numerik

— Utveckling av MATLAB-program:

* Simulering 1: Niklas, Damiano, Edvin
* Simulering 2: Niklas

— Bearbetning av material: Niklas, Damiano, Edvin
— Dokumentation: Niklas

— Huvudansvarig: Niklas
e Resultat

— Bearbetning: Niklas, Damiano, Edvin
— Dokumentation: Niklas

— Huvudansvarig: Niklas
e Diskussion

— Bearbetning: Niklas, Damiano, Edvin



— Dokumentation: Niklas, Edvin, Damiano

— Huvudansvarig: Niklas, Edvin
e Slutsatser

— Bearbetning: Niklas, Damiano, Edvin
— Dokumentation:Niklas, Damiano, Edvin

— Huvudansvarig: Niklas, Damiano, Edvin
e (Cliffordalgebror

— Inlésning: Niklas

— Bearbetning av material: Niklas

— Dokumentation: Niklas

Huvudansvarig: Niklas

vi



1 Inledning

Kvaternioner kan ses som en utvidgning av de komplexa talen. Deras rikneregler och kopp-
ling till rotationer uppticktes av Olinde Rodrigues B] 1840, men slog inte igenom f6érén
William Rowan Hamilton, oberoende av Rodrigues, upptéckte kvaternionerna 1843. Innan
matrisalgebran utvecklades anvindes kvaternioner for att representera vektorer i rummet[ﬁ].
Idag dr matriser och vektorer langt vanligare &n kvaternioner i tillimpningar, men just for
att representera rotationer uppvisar matrisframstéllningen brister som inte aterfinns hos kva-
ternionerna. Kvaternioner har linge anvints inom rymdfartenﬂg] och férekommer &ven inom
datoranimering och robotik. Gemensamt f6r dessa omraden &r att de dr beroende av snabba
och stabila datoriserade rotationsberdkningar.

1.1 Syfte

Syftet med det hir projektet dr att studera och forsta rotationer i rummet, bade ur ett
tillampat och rent matematiskt perspektiv. Att vil kunna modellera och simulera rotationer
ar viktigt inom manga omraden. Trots sin underliggande gruppstruktur bjuder rotationerna
dock motstand nadr man férsoker rdkna med dem; savil datorer som ménniskor tenderar
foredra att rdkna med tal. Vi vill dérfor ge exempel pa och jamfora olika parametriseringar
av rotationerna och utrona deras egenheter, dven ur ett numeriskt perspektiv. Speciellt vill
vi undersdka hur kvaternioner kan anvindas for att representera rotationer, detta da de ofta
beskrivs som mycket ldmpliga ur berdkningssynpunkt.

1.2 Avgransningar

Rotationer utgor en grupp och det finns manga sétt att anvinda dess element. Man kan till
exempel studera sitt att interpolera en mingd av dem, 16sa rotationsekvationer eller sitta
dem samman till matriser. Vi har dock, utdver att beskriva méngderna rotationer och kva-
ternioner, huvudsakligen begrénsat oss till att studera sammanséittning, operationen under
vilken rotationerna dr en grupp. En annan, l4tt férbisedd, avgrinsning dr att vi bara jobbar
med rotationer i tre dimensioner, detta da det inte i alla hégre dimensioner gar att rdkna
med kvaternioner. Slutligen har vi inte studerat de generaliseringar och vidareutvecklingar
av kvaternioner som kan goras da detta skulle vara att franga vart huvudspar rotationerna.
Ett undantag &r Cliffordalgebrorna, en storre klass algebror av vilka kvaternionerna utgor
ett specialfall, vilka behandlas i ett appendix.

Endast tva simuleringar har genomférts, och dessa involverar endast vridningar pa formen
axel-vinkel.

1.3 Metod

Arbetet ar framst en literaturstudie men inbegriper dven enstaka egna resultat.Huvuddelen
av arbetstiden har dgnats at det rent matematiska, men &dven simuleringar har ingatt som
viktig del. Simuleringarna har syftat till att jimfora kvaternion- och matrisrepresentationer
av rotationer. Vi har jamfort tidsatgang och stabilitet; tidsatgangen &r viktig nir man till
exempel vill ha snabba datoranimationer och stabiliteten da man arbetar med vildigt langa
serier rotationer, exempelvis innom robotik.

1.4 Rapportens uppligg

Rapporten inleds med definitioner for kvaternioner och rotationer samt egenskaper hos dessa.
Dérefter presenteras de tva studerade parametriserningarna av rotationerna och hur de kan
skrivas med kvaternioner och matriser. De olika parametriseringarnas topologi diskuteras i
tva avsnitt innan simuleringsavsnittet, i vilket kvaternioner och matriser jamfors numeriskt.
Till sist knyts de olika delarna ihop med en diskussionsdel.



2 Kvaternioner

Det forsta avsnittet dgnas at att beskriva vad kvaternioner &r och de mest grundliggande
begreppen i teorin kring dessa. Begrepp som konjugat, norm, m.m. definieras fér att kunna
anvindas i senare kapitel. Dessutom presenteras olika framstdllningar av kvaternioner. Vi
boérjar med att precisera vad vi menar med en kvaternion:

Definition 2.1. (Hamiltons definition av kvaternioner) Med en kvaternion q avses ett tal pd
formen

qg=s+ai+bj+ck (1)

ddr s,a,b,c € R. s kallas realdelen av q och a,b,c dr imagindrdelarna av q. 1,5,k kallas de
imagindra enheterna, och uppfyller i? = j2 = k? = ijk = —1. Méngden av alla kvaternioner
betecknas H

Ibland anvénds termerna skaldrdel och vektordel, och da skrivs ¢ = (s, v), dir s &r skalér-
delen f6r ¢ och v dr vektordelen, v = (a, b, c).

Forst behandlas den kanske mest naturliga hérledningen, ndmligen att skapa kvaternio-
nerna genom en utvidgning av de komplexa talen.

2.1 Utvidgning av de komplexa talen

De komplexa talen fas som bekant fran de reella genom att man infor talet ¢ som uppfyller
i? = —1 och betraktar alla linjirkombinationer = + yi, diir z,y € R.

Néar man infér kvaternionerna kan det goras pa liknande sétt. Lat j beteckna den imagi-
nira enheten, j2 = —1, och betrakta alla tal pa formen a + 34, déir a, 8 € C.

Om s+ ai och b+ ci ar tva komplexa tal dr den kvaternion ¢ som fas med ovanstaende
definition g = (s + ai) + (b+¢i)j = s+ ai+bj + cij, vilket foljer av rikneregler f6r komplexa
tal. Infor nu beteckningen ij = k och definiera ij = —ji sa kan ¢ skrivas som

g=(s+ai)+ (b+ci)j =s+ai+bj+ck

vilken &r den form som Hamilton anvdnde ndr han forst definierade kvaternioner.

Det foljer fran definitionen att i? = j2 = —1, och det konstateras enkelt att k% = (ij)? =
ijij = i(—ij)j = —i%j?> = —(=1) - (=1) = —1. Vidare ér (ij)k = kk = —1, vilket stimmer
overens med definitionen.

Nistkommande avsnitt definierar viktiga begrepp som anvinds ndr man arbetar med
kvaternioner.

2.2 Grundliaggande egenskaper

For addition av tva kvaternioner ¢; = (s1,v1) och g2 = (s2va) géller, analogt med komplexa
tal:

@1+ g2 = (514 52, V1 +Va) = (51 + 52) + (a1 + a2)i + (b1 + b2)j + (c1 + c2)k

Produkter av de imaginéra enheterna far man genom omskrivning av de formler som ingar i
definitionen av en kvaternion. Ett exempel dr som foljer: antag att produkten jk ska berdknas.
Enligt definitionen av en kvaternion géller att ijk = —1.Vi kan da multiplicera bada leden
med —i och fa (—i)(ijk) = —(—i) < jk =1i.

Pa samma sétt hirleds foljande tabell 6ver produkter av de imaginédra enheterna i, j, k.

Sli )k
i|-1|k |4
jl-k|-1] 1
k| j|-1]-1

Tabell 1: Cayley-tabell 6ver i, j, k med operationen multiplikation



Ur tabellen fas t.ex. att ij = k, men ji = —k, vilket visar att kvaterioner inte kommuterar.

Eftersom kvaternioner &r néra besliktade med de komplexa talen sa dr det rimligt att anta
att man kan multiplicera tva kvaternioner pa samma séitt som komplexa tal. Detta fungerar
utmirkt att gora — det enda man behéver gora &r att tillimpa den distributiva lagen och
komma ihag att kvaternioner inte dr kommutativa. Vi visar med ett numeriskt exempel:

(1+25)- (2i+3k)=1-2+1-3k+2j-2i+2j-3k
= 20 + 3k + 45i + 65k = 2i + 3k + 4(—k) + 6 - i = 2i + 3k — 4k + 6i = —4i — k.

I ovanstéende berdkning har tabell [T anvéints for berdkning av produkter mellan 7, j och
k.
Det finns en formel for produkten av tva kvaternioner, vilken visas i féljande lemma:

Lemma 2.2. For produkten av tvd kvaternioner ¢u = s1 + a1i + b1j + c1k = (s1,v1),q2 =
s9 + agi + boj + cok = (s2,va) gdller att

q192 = (51,V1) ’ (52,V2) =
(8182 —ajaz — bibs — c102) + (s1a2 + a182 + byca — c1ba)i+
+(81b2 + b152 + crag — arca)j + (s1c2 + arby — brag + ¢152)k =

= (5182 — (V1 @ Va),81Va + Savi + Vi X Va)

Beviset dr enbart en berdkning. Andra likheten f6ljer av att man berdknar produkten for
tva kvaternioner m.h.a. distributiva lagen och kommer ihag att behalla réitt ordning for de
imagindra enheterna. Sista likheten foljer av definitionen for kryss- och skaldrprodukt.

Vi noterar att kvaternioner kan ses som vektorer i R* genom att lata kvaternionen ¢ =
s+ ai + bj + ck € H representeras av vektorn (s, a,b,c) € R%. Detta innebér att mingden av
alla kvaternioner tillsammans med operationen addition, dvs. (H, +), ar ett vektorrum, och
samma norm som i R* kan anviindas i H.

Definition 2.3. Konjugatet till kvaternionen ¢ = s + ai + bj + ck definieras som kvater-
nionen s — ait — bj — ck och betecknas q.

Definition 2.4. Normen av kvaternionen q definieras som det reella talet ||q|| = /qq =
V82 +a? + b2+ 2. Man brukar vissa fall anvinda beteckningen N(q) = qq = qq = ||q||*.

Definition 2.5. Lit ¢ vara en kvaternion. Om ||q|| = 1 kallas g for en enhetskvaternion.
Mingden av alla enhetskvaternioner betecknas Hy .

Lemma 2.6. Om q1 = s1+a1i+b1j+c1k och qo = s + asi + baj + cok dr tvd kvaternioner
sa gdller féljande:

L.gg+e=0+a¢

2. 1q2 = ¢
3. N(q1g2) = N(q1)N(g2)
Bevis. Beviset dr enbart en rutinberékning och ldmnas som 6vning at ldsaren OJ
Definition 2.7. Lit ¢ # 0 vara en kvaternion. Inversen till q betecknas ¢~ och dr den
entydigt bestimda kvaternion som uppfyller q¢~' =q g =1
Sats 2.8. For en kvaternion q # 0 gdller att ¢~ = %
Bevis. Vi har
q 99 _ Niq
N(q)  N(g) N
och
_ a 79 _ Nl
N(q) N(q)  N(q)
Saledes giiller att ¢! = % ar savél hoger- som vénsterinvers till q. OJ



1

Korollarium 2.9. Om q dr en enhetskvaternion sa dr ¢~ = q

Beuis. Detta foljer direkt av sats2.8] Fér en enhetskvaternion géller att N(q) =1, s4 ¢! =

N((Iq)_%:q -

Definition 2.10. En kropp dr en mangd K med tvd operationer, addition och multiplikation,
som uppfyller féljande villkor

1) z+y=y+uz Vo,y € K (kommutativa lagen for addition)

2) x4+ (y+2)=(x+y)+ 2z Ve,y,z € K (associativa lagen for addition)

3) x(yz) = (zy)z, Va,y, z € K (associativa lagen for multiplikation)

4) x(y+z)=zy+azz AN (x+y)z =2z +yz Vr,y,z € K (distributiva lagarna)

5) 0:2+0=0+z =2z, Il : 1.z =2-1 =z, Vo € K (ezxistens av nollelement och identitet)
6) Ve e K I(—z) eK:a+ (—z) = (—x) +x =0 (invers vid addition).

7) Ve e K\ {0} Jz~teK:2 -2 =271 2 =1 (invers vid multiplikation).

Definition 2.11. Om K dr en kropp déar ab = ba for alla a,b € K kallas K fér en kommu-
tativ kropp. I annat fall kallas K for en skevkropp eller divisionsring.

Sats 2.12. H dr en divisionsring.

Bevis. Lat ¢ = s1 + a1t + b1j + c1k, @2 = 2 + asi + baj + cok och g3 = s3 + asi + bsj + csk
vara kvaternioner. For att visa att H &r en divisionsring maste vi visa att H &r en kropp och
att q1qo # qoqq for nagra giqo € H. Forst visas att H ar en kropp, vilket gors genom att
kontrollera att punkterna 1-7 i definition [2.10 ar uppfyllda.

Kommutativa lagen for addition och associativa lagen for addition foljer direkt
av det faktum att (H, +,-) kan ses som ett vektorrum isomorft med R

Associativa lagen for multiplikation: Enligt definitionen av kvaternioner géller

i(jk) =i-i=—1=kk=(ij)k

sa i(jk) = (ij)k.
Analogt visas att alla kombinationer av de imagindra enheterna ar associativa. Men da
dr dven alla linjarkombinationer av baselementen associativa, varfor alla kvaternioner dr det.

Distributiva lagarna &rvs fran C .

Existens av nollelement dr nollkvaternionen, vilket foljer av att man kan se (H, +, )
som ett vektorrum isomorft med R*.

Neutralt elementet m.a.p. multiplikation ar kvaternionen 1,ty 1-q = ¢-1 = q.
Detta visas enkelt med hjilp av definitionen fér multiplikation av kvaternioner.

Invers vid addition existerar, eftersom (H,+) = R*. Invers vid multiplikation for
alla nollskilda kvaternioner existerar enligt sats[2.8

Alltsa &dr (H, +,-) en kropp. Vidare dr exempelvis ij = k men ji = —k, dvs. vi har inte
att ab = ba for alla kvaternioner. Detta visar att H en divisionsring. O

2.3 Kvaternioner som komplexa 2x2-matriser

s+ai b4 ci
—b+ci s— ai)

Avbildningen skapar en relation mellan komplexa matriser pa formen ovan och kvaterni-
onerna och ar en isomorfi. Elementen 1,4, 7, k € H identifieras med matriserna F, I, J, K €
G LyC definierade enligt:

Betrakta avbildningen H — GLy(C) : (s + ai + ¢j + dk) — <
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Berdknas nu produkten I - J med matrismultiplikation fas

re () (8 )= )

Det dr kint att produkten av kvaternionerna i och j ska bli k, och fér att avbildningen
ovan ska vara meningsfull behdver nagon operation motsvarande multiplikation av kvater-
nioner inféras. Detta visar att for ¢ och j, samt dess representationer i GL2(C) fungerar
det med vanlig matrismultiplikation. Pa samma séitt verifierar man att alla kombinationer av
produkter mellan bilderna E, I, J, K € GLy(C) av 1,4, j, k € H blir motsvarande resultat som
produkter mellan 1,4, j, k. Detta innebér att multiplikation av kvaternioner i H motsvaras av
matrismultiplikation i GLy(C).

Sats 2.13. Om

—b+ci s—ai

0= (s—i—ai b+ci>

dr matrisframstdillningen av kvaternionen q = s + ai + bj + ck géller att det(Q) = ||q||?.

Bevis. Berdkning av determinanten ger direkt det 6nskade resultatet:

det(s—i—az b+ ci

bt s—ai) = (s +ai)(s — ai) — (b+ci)(=b+ci) = s> +a® +b* + ¢ = ||q||?

O

Sats 2.14. Lit Q och q vara som i sats[2.13 ovan. Da gdiller att ¢~ — Q~', dvs matrisre-
presentationen av ¢~ dr samma som matrisinversen till matrisrepresentationen av q.

Bevis. Aven detta #r enbart en beriikning. En ¢ har inversen ¢~ =

Denna kvaternion kan skrivas pa matrisform som

= %(s—ai—bj—ck).

Sle

1 s—ai —b—ci
2+a2+02+c2\b—ci s+ai
vilket kénns igen som matrisinversen till
s+ai b+
—b+ci s—ai
Att bestdmma inversen till en kvaternion om man har den pa matrisform &r alltsd samma sak
som att bestdmma inversen till matrisen. Inversen till kvaternionen existerar precis da dess

norm &r nollskild, vilket dr ekvivalent med att determinanten fér dess matrisframstillning ar
nollskild. s



3 Representationer av rotationer

Detta kapitel behandlar rotationers representationer och rikneregler. Férst maste sjilvklart
ordet rotation definieras, sedan representationssitten beskrivas och slutligen riknereglerna
hérledas. For att definiera rotation maste vi dock férst veta vad en kongruensavbildning &r.

Definition 1. Med en kongurensavbildning menas en funktion av planet eller rummet
pé sig sjalvt, som bevarar alla avstind och vinklar (ej orienterade vinklar). Egenskaper som
ar oférandrade i kongruensavbildningar dr rdtlinjighet, parallellitet och delningsférhallandet.
Om orienteringen bevaras kallas avbildningen direkt, i motsatt fall indirekt. [10]

Dﬂ?ﬁnition 2. En rotation dr en direkt kongruensavbildning kring en mdangd av fizpunkter.
10/

Ett alternativt sitt att siga detta ar att en rotation &r en avbildning kring en axel genom
origo av ett par vektorer sadan att dessa behaller skaldrprodukt och kryssprodukt.

3.1 Eulervinklar och axel-vinkel - tvad parametriseringar av rotatio-
ner

Eulervinklar ar ett sitt att parametrisera rotationer, infért av Leonhard Euler. En rotation
beskrivs som en hopsittning av tre oberoende vinklar kring varsin fixerad axel. De tre ro-
tationerna man utfor brukar namnges till gir, stigning och roll eftersom man kan forestélla
sig ett flygplan som lyfter: Forst girar flygplanet pa markniva, da vrids z-axeln, sedan stiger
flygplanet mot himlen vilket innebér att man vrider den nya y-axeln. Slutligen kan flygplanet
utfora en roll och da vrids x-axeln den nu har. Eftersom rotationer ej dr kommutativa kravs
det att rotationerna utfors i den exakta ordningen.

Det finns alternativa sétt att representera rotationerna pa. Man kan exempelvis vilja att
utfora en z-z-z vridning (vanligt bland fysiker), men i detta avsnitt anvinds z-y-z. Notera
att vi anvinder beteckningen (¢, 0, ) dar vridningarna &r kring z-y-z axlarna. Vridningarna
liises alltsé fran hdger till vinster. Sa t.ex. (0,90°,0)[1,0,0] = [0,0, —1] [13]

Figur 1: Rotation med Eulervinklar; heldragna linjer dr de nya koordinataxlarna och streckade
de gamla

Ett annat sitt att se pa en rotation i tre dimensioner dr den sa kallade axel-vinkel-
parametriseringen. Metoden innebér att rotationen ses som en vridning kring en enda axel
med en vinkel. Att axel-vinkelparametriseringen faktiskt kan ge alla vridningar i rummet
bevisades av Leonhard Euler ar 1775 ﬁ] Denna parametrisering har manga fordelar, vilka
kommer att lyftas fram i senare kapitel.

3.2 Sitt att representera rotationer

Nedan foljer fyra sitt att skriva rotationer pa, deras rikneregler ges och deras egenskaper tas
upp. Forst beskrivs Eulervinklar och axel-vinkel pa matrisform och sedan pa kvaternionform.



3.2.1 Representation av Eulervinklar pa matrisform

Betrakta foljande problem: en given punkt p = (a,b,c) € R? ska roteras 3 radianer kring
z-axeln till den nya punkten p = (a, 3, ¢). Det dr uppenbart att z-koordinaten inte fordndras
eftersom rotationen sker kring z-axeln, varfor ¢ = ¢, och det récker saledes att undersdka vad
som hinder med koordinaterna a och b i det plan parallellt med xy-planet som vi roterar i.

A
Y

—
(@)
S
o

G2 452 = a2 +bi=rp2

(a,b,c)

~.B x+p

Figur 2: Punkten p = (a,b, ¢) ska vridas 3 radianer till punkten p = (a, b, ¢)

Med hjalp av grundliggande trigonometri kan vi sdtta upp foéljande uttryck fér p och p.

Nu anvénds additionsformlerna for sinus och cosinus varpa uttrycken for a respektive b sétts
in:
a=r-cos(a+ ) =r(cos(a)cos(5) — sin(a)sin(B)) =
r - cos(a)cos(B) — r - sin(a)sin(B) = a - cos(B) — b - sin(3)

b=r-sin(a+ B) = r(sin(a)cos(B) + sin(8)cos(a)) =
r - sin(a)cos(B) + r - sin(B)cos(a) = b - cos(B) + a - sin(3)

Koordinaterna for (a, b, &) &r nu en funktion av (a,b,¢) samt vinkeln de vrids. Skrivs detta
pa matrisform fas:

a a-cos(fB) —b-sin(f) cos(f) —sin(B) O a
p=1[b]=[b-cos(B)+a-sin(B) | = |sin(B) cos(8) 0 b|:=R.(O)p
¢ c 0 0 1



Alltsa giller att om vektorn x = (a,b,c) ska vridas (§ radianer kring z-axeln utfors det
genom multiplikation med matrisen enligt ovan. Rotationsmatrisen som roterar (3 radianer
kring z-axeln betecknas med R, (/).

Helt analogt med ovanstaende héirleds rotationsmatrisen for rotation kring x- respektive
y-axeln. Detta ger:

1 0 0
R.(0)=10 cos(0) —sin(0)
0 sin(f) cos(0)
cos(d) 0 sin(0)
R,(0) = 0 1 0
—sin(0) 0 cos(0)

cos(d) —sin(@) 0
R.(0) = | sin(0) cos(@) O

0 0 1

Miéngden av rotationsmatriser i 3 dimensioner &r isomorf med en grupp som betecknas
SO(3), specialortogonala 3 x 3 matriser. Dessa ar ortogonala matriser med determinant 1.

Antag att vi vill rotera en punkt p = (a, b, ¢) forst « radianer kring x-axeln, sedan [ radi-
aner kring y-axeln och till sist v radianer kring z-axeln. Den sammansatta rotationsmatrisen
ges da av matrismultiplikationen

R.(7)Ry(B)Ra(ar) =

cos(B)cos(y) cos(y)sin(a)sin(B) — cos(a)sin(y) sin(a)sin(y) + cos(a)cos(y)sin(3)
cos(B)sin(y) cos(a)cos(y) + sin(a)sin(B)sin(y) cos(a)sin(B)sin(y) — cos(y)sin(a)
—sin(B) cos(3)sin(a) cos(a)cos(B)

3.2.2 Representation av axel-vinkelrotation pa matrisform

Sats 3.1. (Axel-vinkel pa matrisform) Lit p = (z,y, z) vara en punkt som ska roteras
0 radianer kring en godtycklig normalvektor n = (ny,n9,n3) till en ny punkt p = (2,4, 2).
Den rotationsmatris Ry, (0) som uppfyller p = Ry (0)p ges dd av

Rn(0) =

cos(0) +n3(1 — cos(f)) nina (1l — cos(0)) — ngsin(f) ning(l — cos(d)) + nasin(0)
= | nans(1 — cos(9)) + nzsin(6) cos(0) + n3(1 — cos(9)) nans(1l — cos(0)) — nasin(0)
nsni(l — cos(0)) — nasin(0) ngna(l — cos(0)) + nysin(0) cos(0) +n3(1 — cos(h))

Bevis. Dela upp p i tva komponenter: en vinkelrdt mot n och en parallell med n. Lat p
vara parallell med n och p vara vinkelrdt med n s& att p=p| +pL
Grundliaggande linjir algebra (projektionsformeln) ger att

p| = D o n=(p nn
[

och
p.=p—(p-nn
Notera att detta ger speciellt att p = p +p..

Lat vidare T beteckna operatorn for den sékta rotationen. Vi séker T'(p) = T'(p +pL) =
T(py) + T(pL). Sjélvklart & T(p|) = py, varfor det récker att hitta 7'(p,) For att gora
detta betraktas det plan i vilken rotationen sker. Forst behdvs en bas for det planet. Som
forsta basvektor kan p; anvindas, och som andra basvektor viljs w =n X p; = n X p.



Figur 4: Rotation kring en godtycklig axel genom origo sett ovanifran planet.

Genom att betrakta figur [3]och [4 inses att T'(p1) = cos(0)p.L + sin(d)w = cos(0)p1 +
sin(0)(n x p). Detta ger att

T(p) =p| +T(p1) = (p-n)n+cos()py + sinf(n x p) =
=(p-n)n+cos(d)(p — (p-n)n) + sinf(n x p) =
(p-n)n+ cos(@)p — cos(f)(p - nn) + sinf(n x p) =

(1 —cosO)(p-n)n + cos(0)p + sinf(n x p)

Foljande likheter anvinds for att skriva om ovanstaende uttryck:

0 —us u
uxv=/| ug 0 —uy | v
—U2 Uy 0

2
uy UiUg UU3
(vewu= |ujus u3 ugusz|v
uiuz UU3 ug



Dessa likheter bevisas enkelt enbart genom att anvinda definitionen av kryssprodukt
respektive skaldarprodukt. Uttrycket for T'(p) kan da skrivas

T(p) = (1 — cosh)(p e n)n + coslp + sinf(n x p) =

n% ning NiNg 1 0 0 0 —n3  No
(1—cosf) | ning  n3  nanz |+ [0 1 0] cosdp+sind | n3 0 —-ni|lp=..=
ning nNang ng 0 0 1 —ng M 0
(1 — cosf)n? + cosb (1 — cosO)ning — sinfng (1 — cost)ning + sinbns
= | (1 — cosO)ning + sinfnz (1 — cosf)n3 + cos(d) (1 — cosf)nanz — sinfny | p =
(1 = cosO)nins — sinfny (1 — cosl)nang + sinfn, (1 — cosf)n3 + cosb
= Bn(0)p

O

3.2.3 Kvaternioner kan ses som rotationer och rotationer som kvaternioner

Detta avsnitt behandlar relationen mellan kvaternioner och rotationer. Forst bevisas att
kvaternioner faktiskt kan ses som rotationer, pa det sétt att det till varje rotation existerar
minst en motsvarande kvaternion. Senare tas olika representationer av rotationer upp, och
hur dessa kan uttryckas som kvaternioner.

1

Sats 3.2. For varje ¢ € H och p € ImH dr gpg~—" en rotation av punkten p.

Bevis. Beviset delas upp i fem delar for att underldtta ldsning:

3.2.0) Lat ¢ = g € Hu, da gpd~" = qpg := Oyp.

3.2.1) R3 = I'mH

3.2.2) §,p € ImH

[3.2.3) e = q = cos(¢p) + nsin(¢) dér n dr en enhetsvektor

[3.2.4) 6,p ar en direkt kongruensavbildning kring fixpunkter (med andra ord bevarar 6,p
skaldrprodukt och kryssprodukt).

3.2.0) g = qN(g) och ¢~ = 5l ger att Gpi~" = qpaxrs = qpq = O,p.

3.2.1) Eftersom H = R* foljer att ett rent imaginiirt element i H kan representeras som
en vektor i R3.

B.2.2) Lat g =s+ai+bj+ck och p=0+di+ej + fk.
Kvaternionmultiplikation ger att:

Re(8,p) = —s(ad +be+cf) + a(bf — ce +ds) + bled — af + es) + c(ae —bd + fs) =0
sa qpq € Him

[3.2.3) Om p = ai+bj+ck € ImH representeras som en 2x 2 matris fas p = < —baj- ci b_—f—mq )

Diagonalisera p sa att p = UDU !

p— BA| = 2;2 v ‘(a2)\2)(0262)>\2+a2+b2+c20

bi—c
Lat ¢? = a? + b? + %, si A\ = £¢i. Detta ger egenvektorerna: vy = < a—¢ > och

1
bi—c
— at+eé .
()

e b (ctbi)  g-a
Saledes dr U = ( “I‘b a41r¢ ) och U™ = —(ffbi) ‘1’2-‘?(1 .
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[

bi—c  bi—c edi 0 (0;£i) ¢*¢
Alltsa ar: ep—( “I¢ ‘Hl'¢ ) ( 0 e ¢ ) —(c+bi)  ¢+ta

)
~
Il

2¢ 2
cos(¢) + gisin(¢) %}’isin(b
%‘*‘bisin(ﬁ cos(p) — gisin(¢)

Denna matris motsvarar kvaternionen

q = cos(¢) + gsin(qb) e H,

Om vi skriver n = £ = (a%z,c) far vi e? = g = cos(¢) + nsin(¢), vilket dr en generalisering av
Eulers identitet.

3.2.4) Lat po,po € ImH, q,q € Hy och p1 = qpoq, p1 = qpoq-

Da giiller att: p1p1 = qpoqqpoqd = qpoPoq-

Skriv nu pgpg = s + v dér s dr realdelen och v de imaginéra delarna av kvaternionen, da fas
att qpopoqd = qsq + qvq = sqq + qvq = s + qvq. Detta visar pa en gang bade att skaldrpro-
dukten bevaras och att kryssprodukten bevaras i den mening att p1 x p1 = q(po X Po)q.
Skriv nu ¢ = §+ V. For att visa att avbildningen &r kring en méngd av fixpunkter racker det
att studera ¢qvq.

3 2

vg=(5+V)V(5—-V)=3 =5V v = (8 -V
Eftersom ¢ ér en enhetskvaternion ér 32 = cos?(¢) och v2 = sin?(¢) + (v x V) = sin?(¢) +0
och kvar #r da (cos®(¢) + sin?(¢))v = V. Alltsd #r avbildningen en rotation och ej en

translation. O
Sats 3.3. For varje rotation i rummet finns minst en kvaternion som motsvarar denna.

Lat Q € SO(3) och definiera en funktion X : Qp — 6,p. For att bevisa att N existerar
kréavs forst att ordet skevsymmetrisk definieras:

Definition 3.4. Lat A vara en matris, si att AT = —A, A kallas da skevsymmetrisk.
Om Ap, Ay ar skevsymmetriska géller att A = Ay Ay — A Ay dr skevsymmetrisk.

Definition 3.5. En motsvarighet till skevsymmetriska matriser ar hos kvaternioner en kva-
ternion vars konjugat dr dess additiva invers. En sdidan kvaternion kallas for en skevsym-
metrisk kvaternion.

Notera att en kvaternion dr skevsymmetrisk om och endast om den dr rent imaginér.

Sats 3.6. Om b, p dr skevsymmetriska kvaternioner kommer dven 7'p, vara skevsymmetrisk
for alla n, ddir 7)'p definieras av den rekursiva formeln:

WP =p

=0 ) = (=3 ()0

k=0

Notera att varje term i 7' Gr av grad n (summan av exponenterna pd vira b = n).

Bevis. Att denna dr skevsymmetrisk for alla n fas av induktion. Lat * symbolisera komplex-
konjugatet och (7)'p)* = —7'p vara induktionsantagandet.

Forn=0:

(yp)* =p* = —p=-7,p.

Antag att det &r sant for n > 0, da fas f6r n + 1:

(70 = Q) = () = () =¥ () (~ri)(-0) = (D) =
R

11



Bevis. Sats[3.3

Beviset delas upp i tre delar for att underlatta ldsning:

13.3.0) For varje 2 x 2 skevsymmetrisk matris A dr e en rotation i tva dimensioner.

13.3.1) For varje Q € SO(3) finns minst en 3 x 3 skevsymmetrisk matris A sa att e = Q.
3.3.2) For varje e, diir A #r 3 x 3 skevsymmetrisk, finns minst ett motsvarande Oq4p € ImH
och saledes finns for varje 2 € SO(3) minst ett motsvarande f,p € ImH.

[3.3.0) Alla 2 x 2 skevsymmetriska matriser kan skrivas pa formen J¢ = ( (1) _01 >z/1,

dér J ar j pa matrisform och ¢ € R.

1 1 etV 0 1 4
- . Y ) 1 =
Rékningar som de i[3.213) ger att: e’¥ = ( i ) ( 0 e-iv ) 5 ( 1 )

( et jeltoen™ _ ( cos(y)  —sin(y)

2 ) 2
e sin(v)  cos(y)

), som dr en rotationsmatris i tva di-

mensioner.

Nu inses latt att om man tar en 3x3 matris som utfér en rotation kring en koordinataxel,
0 0 O

exempelvis R, (¢) kan den skrivassomexp | 0 0 —1 |.Eftersom R,(¢) och R.(¢) bara
0 v 0

ar permutationer av R, (1) kan slutsatsen dras att rotation i tva dimensioner alltid skrivas
som e? for nagot 3 x 3 skevsymmetriskt A.

[3.3.1) Eftersom () dr en rotation kring en godtycklig axel genom origo kan vi viillja en bas
sadan att rotationsaxeln ir en koordinataxel, d.v.s. Q = YRYT for en ortogonal basby-
tesmatris Y och en rotationsmatris R kring en koordinataxel. Detta kan da skrivas som
Q = YeBYT = ¥BY' déir B &r skevsymmetrisk. Eftersom YBYT)T = (Y(-B)YT) =
—(YBYT) innebir det att om B ir skevsymmetrisk kommer Y BY T ocksé vara det och dér-
for fas Q = YeBYT = ¢¥BY" = ¢4 dir A ir 3 x 3 skevsymmetrisk.

3.3.2) Lat ¢ = ¢ € Hy, dir b € ImH och studera gpg—'. D4 fas att:
N

def o (=)
gpg " = elpe’ = lim (Y —)p(d
n=0 :

N—o0 n! n

n

)

n=0

For att bilda sig en uppfattning om denna produkt studeras de forsta tre virdena pa N.
N=0:(1)p(l)=p=mp

N=1:(1+b)p(1—b)=p+ (bp—pb) —bpb=1p+ip+ O(%)
N=2:(1+b+5)p(l-b+ %)= .. =dp+7ip+72p+ O(%) ‘
N=3:(1+b+ % + %)p(l —b+ % - %) = .. :Tfp—l—rblp+rbzp+rg’p+0(%)

Alla termer i 7'p &r av grad n och vi far, nér vi berdknar (N N ﬂ) alla

) . n=0 nl n=0 " nl

0 _ N —

kombinationer fran %p( Ol;) till %p( J\l;), (alla kombinationer av termer fran grad 0 till
. n—k

2N). Eftersom varje term vi far &r pa formen %p(_nblk)! = % (Z) bEpbn—F diir k = 0,...,n har

. N e . N+1
vi 35—y 2 och sedan resttermer som snabbast vixer som O (Y 5-).

. . N N (=b)" N NHL| .
Vi har saledes att (3°,_o 20 )p(>-,_, ( n!) ) =Y Lp+ O(b5) for alla N.
Detta innebér att O,p = ebpe=® =emp da N — oo.

Eftersom 7,p motsvarar en skevsymmetrisk matris &r e”*p en rotation.

Alltsa fas slutligen att om © € SO(3) och p &r en punkt i rummet och p dess motsvarande

rent imaginira kvaternion sa dr Qp = ep = e™p = Oqp U

3.2.4 Representation av axel-vinkelrotation pa kvaternionform

Ett siitt att representera en vridning med kvaternioner &r att skriva dem pé formen cos(%) +
nsin(%) dér n ir axeln vi vrider kring och 6 &r vinkeln i radianer.

Sats 3.7. Om q = cos(¢) + nsin(¢) och p € ImH, kommer qpq rotera p 2¢ radianer.

12



Bewis. Vi studerar tre fall:

B.71) p=n
B72)pLln

3.73)p Lnochp#n

[3.7.1) p = n ger bara att ¢gpg = p, alltsd att vi roterar kring en axel, se[3.2.4).

[3.7.2) Antag p L n:

qpq = (cos(p)+mnsin(¢))p(cos(p) —nsin(¢)) = cos?(¢)p+npcos(p)sin(¢) —pncos(¢)sin(p)—
npnsin?(¢)

Nudrnp=—(nep)+ (nxp) =0+ (n xp)

och pn = —(n X p)

och npn = (ne (0 x p) — (0 x (0 x p) =0~ (n x (n x p)) = p

s& vi far cos®(¢)p + 2cos(¢)sin(¢)(n x p) — sin(¢)p = pcos(24) + (n x p)sin(29).

Alltsa har vi en rotation pa 2¢ radianer kring axeln n.

[3.7.3) Antag nu p L noch p#n

Vi kan hitta en tredimensionell bas sa att den bestar av n och tva vektorer ortogonala med n
och eftersom vi enligt ovan roterar bade n och vektorerna ortogonala med n med 2¢ radianer
kommer vi rotera p med 2¢ radianer. M O

Satt 2¢ = 6 och fa formeln:
0 .0
q= 608(5) + nsm(i)

Med ovanstaende formel dr det enkelt att ta fram axeln och vinkeln ur en given enhetskva-
ternion. Tag endast arcus cosinus av realdelen for att fa ut vinkeln och skriv imaginirdelen
pa vektorform for att fa ut axeln.

3.2.5 Representation av Eulervinklar pa kvaternionform

Eulervinklar kan ocksa skrivas pa kvaternionform:

(6,0,0) = cos(2) + isin(2)

(0,0,0)  cos(3) + jsin(3)

(0,0,v) — cos(%) + ksm(%)

Detta géller eftersom ett objekt som bara roteras kring en axel kan ses som ett system i
C, eftersom det endast har en realdel och en imaginirdel. Da kan Eulers identitet anvindas:
ei% = cos(%) + zsm(%)

Om dessa vridningar sétts ihop till en (genom att multiplicera ihop de tre kvaternionerna)
fas:

(¢,0,9) — q=s+ai+bj+ck

c= cos(§)cos(§)sin( ) — sin(a)sin(i)cos(i)

For att fa ut Eulervinklarna fran en given kvaternion dr det vanligt att man skriver om
kvaternionen till en rotationsmatris och sedan skriver om matrisen till Eulervinklar. Detta

s = cos(g)cos(g)cos(%) + szn(g)sm(g)sm(%)
_ 0, . .
a= sm(g)cos(i)cos(g) - cos(i)sm(i)sm(g)
b= cos(%)sm%)cos(%) + sm(%)cos(g)sm(%)
v 6 v
2
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behovs dock inte, utan det ricker att studera relevanta element ur matrisen, vilka ger tre
formler, en for varje vinkel.
Om vinkeln 0 # % Tk k=2n+1,n € Z fas:

cos(0) = /1 — (2ac — 2sb)?

1 — 2a® — 2b
cos(v) = 7002(9)

1—2b% —2c2
cos(¢) = cos(0) :

Om vinkeln 6 = %k blir cos(f) = 0 och eftersom vi inte far dividera med noll kan vi inte
anvinda ovanstaende formler. Da utnyttjas det faktum att vi inte lingre kan se skillnad pa
en vridning av x- och z-axlarna och da &r:

cos(0) =0
cos(¢) =1 — 2a* — 2¢2
cos(v) =1

Héar maste vi dock ta reda pa vilket tecken 6 har, eftersom det inte avslgjas i formeln. Da
utnyttjar vi att sin(f) = 2rb — 2ac och vi kan da se tecknet pa 6. _]

3.2.6 Metod att finna kvaternionen som roterar en punkt till en annan

Det kan i vissa fall vara relevant att finna rotationen mellan tva punkter i rummet (om
exempelvis en robot vill rotera sin arm fran en position till en annan). Att gora detta med
kvaternioner dr vildigt enkelt.

Sats 3.8. Om p1 och py betecknar tvd punkter « ImH med samma avstdnd frin origo kan
rotationen mellan dem skrivas som qp1q = p2 dir ¢ = ﬁ och q ges av:

1) Re(q) = |p1l|p2| + (p1 ® p2)
2) Im(q) = p1 X p2

Bewis. Studera
= cos(g) + nsm(e)
1= costy 2

P1Xp2
[P1[lp=2|sin(6) ©

| .
Forst anvinds sin(20) = 2sin(0)cos(0) = sin(0) = 2220 — sin(4) = sin(6)

dér 0 = arccos( ‘plﬁm

) &r vinkeln mellan p; och py och n =

2008(9) 2005(%) °
Detta ger:
0 sin(0) 0 5,0 )
=cos(=)+n = 2c0s(=)q = 2cos” (=) + nsin(0
0 = cos(5) + s = 2cos(3)a = 2eos”(5) + nsin0)
Nu ir cos?(%) = 2@ ket ger:

ZCos(g)q = (14 cos(0)) + nsin(0)

Studeras n fas att:

P1Xp2 ; _ P1Xp2
= nsin(f) =
= Tpillp2lsin(0) ) [p1llp2]

P1 X P2
\’pl \ |P2 |

QCos(g)q = (1 + cos(9)) +

Ur den geometriska tolkningen av skaldrprodukt fas att:
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— _P1ep2
[p1lIp2]

p1 @ p2 = [p1|p2|cos(0) = cos()

P1®p2 P1 X p2
\leP2| |p1||p2|

0
2008(5)(1 =(1+4
Multipliceras allt med |p1]||p2| fas:

R 0
q:= 2005(§)|p1||p2|q = (|p1l|p2| + p1 @ p2) + p1 X p2

Normera ¢ och kvar dr enhetskvaternionen ¢ som uppfyller ¢p1G = po. [Z]
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3.3 Sammanfattning av rotationers parametriseringar och represen-

tationer

I detta kapitel har fyra sitt att representera vridningar pa askadliggjorts:

e Eulervinklar pa matrisform:

cos(B)cos(y) cos(y)
cos(B)sin(y) cos(a )
—sin(p)

e Axel-vinkel pa matrisform:

cos(a) +n3(1 — cos(a))
nang (1 — cos(a)) + nzsin(a)

nany (1 — cos(a)) — nasin(a)

n(a)sin(B) — cos(a)sin(vy)
(’y) + sin(a)sin(B)sin(y)
cos(B)sin(«)

R.(7)Ry(B)Re(a) =

Ry(a) =

nina(l — cos(a)) — nzsin(a)
cos(a) +n3(1 — cos(a))
nsng(l — cos(a)) + nysin(a)

e Eulervinklar pa kvaternionform:

r= cos(g)cos(g)cos(
a= sin(g)cos(f)cos(

b= cos(?)sm(g)cos(

2

c= cos(§)cos(§)sin(

e Axel-vinkel pa kvaternionform:

q=r+ai+bj+ck

cos(a)sin(B)sin(y) — cos(y)sin(a)

sin(a)sin(7y) + cos(a)cos(v)sin(ﬁ))

cos(a)cos(3)

nins(1l — cos(a)) + nasin(a)
nang(1 — cos(a)) — nasin(a)
cos(a) +n3(1 — cos(a))

d %) + sin(g)sm(g)sm(%)
Z %) - cos(g)sin(g)sm(%)
§ %) + sin(§)003(§)5m<%>

%) _ sm(g)sin(i)COS(%)

cos(g) + nsin(g)
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4 Topologiska skilnader mellan SO(3) och H;

I de kommande avsnitten ska vi ndrmre understka hur rotationsgruppen och gruppen av
enhetskvaternioner under multiplikation hinger ihop. Det ska visa sig att de tva grupperna,
dven om de kan verka lika vid forsta anblick, skiljer sig fundamentalt. Det ska &ven visa sig
hur de olika grupperna, trots sina olikheter, gar att koppla samman. Da rotationsgruppen
dr isomorf med gruppen av ortogonala matriser med determinant 1 under multiplikation,
anvéinds beteckningen SO(3) konsekvent for att beteckna rotationsgruppen.

4.1 Kvaternioner kan liggas pa en boll

Som tidigare visats kan rotationer av vektorkvaternioner utféras genom multiplikation med
ett par kvaternioner som dr varandras invers. Alla nollskilda kvaternioner kan inga i ett sadant
par, men for att underlatta berdkningarna valdes enhetskvaternioner, da dessas invers ocksa
dr deras konjugat. Tidigare har visats att alla skaldrmultipler av en kvaternion representerar
samma vridning, s man kan lata varje kvaternion ¢ representeras av enhetskvaternionen
ﬁ och dirmed fa en behiindigare mingd att studera. Da Hj i nagon mening dr mingden
av alla punkter med ett givet avstand till en bestidmd punkt, i detta fall 0, kan den ses
som en generaliserad sfir. En sddan sfir betecknas ibland S3, S fér sfir och 3 for de tre
dimensionerna i sfirens yta. S ir isomorf med Hj, och de slutsatser som dras om H; giller
ocksa for S3.

Definition 4.1. Man sdger att en mangd M dr enkelt sammanhdngande om varje sluten
kurva i M kontinuerligt kan omformas till varje annan sluten kurva i M och speciellt till
varje punkt i M.

Sats 4.2. H; dar enkelt sammanhdngande.
Ett konstruktivt bevis dr som foljer:

Bevis. 1 beviset anviinds kvaternioner pa formen ¢ = cos(%) + nsin(4). Vilj en sluten kurva
pa H;. Om kvaternionen —1 inte ligger pa kurvan later man kontinuerligt 8 ga mot 0. Kurvan
kommer da att nirma sig kvaternionen 1 och beviset &r fardigt. Kvaternionen —1 har flera
mojliga representationer. Om —1 ligger pa kurvan, vilj n som griansvirdet av n nir kurvan
narmar sig. Existerar tva gransvirden sa tag medelvirdet av gransvirdena. Existerar inget
gransvirde sa rotera hela kurvan runt sfiaren tills —1 inte ldngre ligger pa kurvan. Forfarandet
kan sedan fortsétta som ovan. O

4.2 Rotationer kan ldggas i en boll

I detta avsnitt undersoks nidrmre mingden SO(3) av alla rotationer i rummet. Méngden
rotationer &r lik sfiren fran foregaende avsnitt satillvida att den dr rund, atminstone i den
mening att man efter en serie identiska forflyttningar i méngden kan komma tillbaka till sitt
utgangslige.

Vi ska nu visa hur varje rotation i rummet kan identifieras med en punkt i en delméngd
G av R3 sadan att G = {z € R3 : |z| < 7}[1]. En rotation bestéims entydigt, som tidigare
visats, av en rotationsaxel och en vinkel. Givet en rotation Ry, («) bestdmd av den positiva
vinkeln o kring enhetsvektorn vy, identifiera Ry, (o) med en vektor v € G sadan att v = avy.
Om « > m, vélj en vinkel § sddan att o + § = 27 och anvind att Ry, (o) = R_y,(8) och
valj vektorn —fvy. Till varje rotation kan alltsa pa detta sétt viljas en vektor v i bollen G.
Likheten R,(7w) = R,(—7) motiverar att wv; identifieras med —mv; for varje vi. Detta &r
nyckeln till den olikhet mellan SO(3) och H; som detta avsnitt behandlar da det ger foljande
sats:

Sats 4.3. Mdngden av rotationer i rummet dr inte enkelt sammanhdngande.

Bewvis. Om man kan konstruera en sluten kurva v i G som inte kontinuerligt kan deformeras
till varje punkt i G &r satsen bevisad. For att kunna omforma ~ till att enbart omfatta
origo maste 7y ocksad kunna formas om till en liten cirkel -y kring origo. Pa samma sitt
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maste 7o kunna omformas till v och det ricker saledes att utreda vilka kurvor v som kan fas
kontinuerligt av «y. Kurvor som inte passerar randen 0G till G ar helt ekvivalenta med kurvor
i R? och kan skapas kontinuerligt fran o da det litt inses att R? ir enkelt sammanhiingande.
Har man déremot en kurva v och later en punkt r; passera medan en annan punkt ry inte
passerar kommer detta att resultera i minst tva skdrningspunkter s, se bild.

r
1

For att rq fortfarande ska vara kopplad till 7y maste v korsa randen minst tva ganger om
den ska forbli sluten. Later man sedan  korsa randen fler ganger finner man att antalet
skidirningspunkter dr samma som antalet segment som v delas i av G, se bild:

0G

Da v ar sluten maste detta antal vara jaimnt om ~ &r kontinuerligt omformad fran ~y. Med
detta i atanke, betrakta nu nagon kurva som motsvarar en vridning ett varv kring nagon
axel. Dessa utgors av rita linjer genom [0,0,0] mellan tva motstaende punkter pa OG och
har dirigenom endast en skiirningspunkt. Da en sadan kurva dirigenon inte kan omformas
fran ~y kan den heller inte omformas till en punkt. Existensen av en sddan kurva bevisar
satsen. O

Resonemanget bevisar dven féljande sats, som kommer till anvindning i nésta avsnitt.

Sats 4.4. En sluten kurva v korsar bollens rand ett jamnt antal gainger omm den kan defor-
meras till en punkt.

Da méangden SO(3) av rotationer inte &r enkelt sammanhingande kan ingen operation
gora SO(3) till en grupp isomorf med nagon grupp 6ver méngden H;. Man behover alltsa
hitta nadgon annan konstruktion for att koppla ihop enhetskvaternionerna med SO(3).

4.3 Rotationerna adr dubbelt Overtidckta av enhetskvaternionerna

Det som hindrar G fran att vara enkelt sammanhingande ar, enligt [4.4, att man kan skapa
slutna kurvor som skir OG ett udda antal ganger. For att H; ska kunna anvindas isomorft
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med rotationer behover G forédndras. Detta kan astadkommas genom att tilldela méngden
tva “sidor” och séga att en kurva som korsar randen byter sida.

Definition 4.5. Definiera en mingd G si att G ir Zy x G ddr (r,0) identifieras med (—r, 1)
forr € 0G C G.

Alla forsok att flytta slutna kurvor med udda antal skdrningar fran G till G misslyckas
s lange som (r,0) och (—r,1) betraktas som icke intilliggande for alla r ¢ 0G C G. Att
koppla G till enhetskvaternionerna ir nu mdjligt: Associera helt enkelt enhetskvaternioner
med positiv skaldrdel med den ena sidan, sig 0, och enhetskvaternioner med negativ realdel
med 1. Detta motsvarar att “skjuta in” klotet till vilket H; &r begridnsningsarea mellan de
tva sidorna. I tre dimensioner kan ldgga en cirkelskiva pa vardera sidan av ett klot, fista
ihop kanterna och fa en sfir. P4 samma sitt som S? kan delas upp i tva cirkelskivor kan
pa detta sitt H; = S® delas upp i tva klot. Punkterna [0,0,0] i de biigge sidorna passas till
kbaternionerna 1 respektive -1 i H;y. For att fa en naturligare koppling till enhetssfiren kan
man vrida en av sidorna, sdg sidan 1, ett halvt varv kring den reella axeln och pa sa vis slippa
“hoppet” fran rotationer r till rotationer —r nir man passerar kvaternioner med skaldrdel 0.

Overensstimmelsen mellan var parametriseing av rotationerna och var parametrisering
av enhetskvaternioner som representation av rotationer &r nu uppenbar: For att rotera en
vinkel 6 kring en axel given av kvaternionvektorn n valdes kvaternionen ¢ = cosg + nsing.
Precis som i G motsvaras vinkeln av avstandet till en mittpunkt, i detta fall till kvaternionen
1 ldngs sfaren Hy, och valet av rotationsaxel av riktningen fran mittpunkten. I méngden G
finns varje rotation representerad pa tva stéllen pa sidorna 0 och 1. Detta géller dven for
kvaternionerna da gpg = (—q)p(—q) vilket innebér att ¢ och —¢ motsvarar samma vridning.

Sammanfattningsvis sa géller alltsa att dven om man inte kan skapa en isomorfi direkt
mellan rotationer och kvaternioner sa later det sig géras mellan rotationer och tva samman-
satta méngder rotationer. Vi kan dérmed precisera sats [3.3 som sédger oss att det till varje
rotation finns minst en kvaternion:

Sats 4.6. Till varje rotation finns exakt tva enhetskvaternioner som motsvarar denna. Vi
sager att SO(3) dr dubbelt overtdckt av H;.
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5 Forlust av frihetsgrader hos Eulervinklar

Nér man viljer att representera rotationer med Eulervinklar medfor det nagra inneboende
problem som maste hanteras. Ett av dessa, som inte upptrader med axel-vinkelrepresentationen,
ar forlust av frihetsgrader for vissa rotationer. I ndstan alla fall kan man genom att variera
en av de tre vinklarna rotera koordinatsystemet kring tre unika axlar. Det existerar dock fall
da da tva av dessa axlar sammanfaller, sa att man genom att kontinuerligt &ndra vinklarna
endast kan rora sig i tva dimensioner i den tredimensionella méngden SO(3). Det dr detta vi
kallar forlust av frihetsgrader.

Det finns manga sétt att dela upp en rotation i tre rotationer kring fixa axlar, men vilket
sitt man dn véljer sa uppstar problemet nagonstans. Forst visas detta for den uppdelning
som anvinds i avsnittet ddr vi definierat Eulervinklar och sedan ges ett generellt bevis f6r
alla uppdelningar i tre vinklar. Till sist skissas ett bevis for att fenomenet uppstar &ven om
man introducerar fler dn tre axlar.

Betrakta forst uppdelningen som i tidigare avsnitt bendmnts z-y-z. De sfiriska koordi-
nater som vanligtvis anvinds for att ange geografiska positioner kan anvindas som hjélp nér
man forsdker visualisera rotationerna som vridningar som sker en i taget. Man kan ténka
sig en vektor fran jordens kirna ut till punkten dédr nollmeridianen skir ekvatorn. Man later
sedan vektorn dndra ldngd- och breddgrad i den ordningen och vrider till sist vektorn kring
sig sjalv. Om ett ortogonalt koordinatsystem dér sagd vektor, nordpolen och en punkt pa
ekvatorn ingar som vrids pa detta sitt kommer ¢ att ges av vektorns langdgrad, 6 av vektorns
breddgrad och v av vinkeln for den sista vridningen. Beroende pa hur man véljer den sista
axeln i koordinatsystemet kan tecknet pa vinklarna variera.

Problemen uppstar, om vi ser pa det som det presenterats nu senast, nir breddgraden
dr +£90° och vektorn alltsa roterats till nagon av polerna, sig nordpolen. De kommer sig
av att man kan representera en vridning vid n som antingen en vridning runt axeln axeln
sjalv eller ocksa som en dndring av den valda ldngdgraden. Varje rotation far dirigenom flera
representationer da den forsta och den sista vridningen helt eller delvis kan ta ut varandra
eller forstirka varandra. Det finns tva sétt att se pa detta och dessa formuleras i varsin sats:

Sats 5.1. Det finns rotationer med dveruppriknerligt mdnga representanter.

Sats 5.2. Representationerna av tvd ndrbeligna rotationer behdver inte sinsemellan vara
ndarbeldgna. Per definition innebdr detta att det i ndagon punkt finns en diskontinuitet.

Sats[5.1/behover inte orsaka nagra problem om malet enbart dr att ange hur nagot ar rote-
rat. Till exempel kan inforas en konvention om att vridningar kring nordpolen har langdgrad
0. Sats[5.2 foljer av sats[5.1 och orsakar mer problem. Viljer man att alltid representera en
vridning med de tre till beloppet minsta mgjliga vinklarna sa kan det i termer av jordkordi-
nater formuleras som f6ljer: En punkt pa nollmeridianen och den punkt som ligger mitt emot
over nordpolen sett har vildigt olika koordinater &ven om de ligger vildigt nira varand-
ra. For att visa detta matematiskt, betrakta rotationerna r; och r, med representationer
E(r1) = (0°, a, ) respektive E(ry) = (180°, o, —3) for ndgra a och (. Lats punkterna nirma
sig varandra sa att « — 90° fas att vy — 7o trots att E(ry) 4 E(rs). Detta betyder, per
definition, att avbildningen F inte &r kontinuerlig vilket bevisar satsen .

For att kunna formulera ett allminnare bevis behovs ett lemma:

Lemma 5.3. For att en sammansdtining av tre rotationer kring forutbestimda azxlar ska
kunna ge alla rotationer i SO(3) mdste varje azel vara vinkelrit mot den foregdende.

Bevis. Savida inte alla de tre axlarna ar linjirt beroende dr pastaendet ekvivalent med att de
tre rotationerna kan stélla dessa tre axlar i varje mojligt lage. For detta kriavs att samman-
sdttningen av de tva forsta rotationerna kan stélla den sista rotationsaxeln i varje mojligt lige.
Viljs alla axlar som enhetsvektorer kan man betrakta de banor i vilka vektorerna ror sig pa
enhetssfiren da man vrider kring axlarna en i taget. Dessa kommer alla att vara uppbyggda
av cirkelsegment. Centrum for alla cirklar av vilka dessa segment dr en del kommer att ligga
pa randen till nagon féregaende cirkel, férutsatt att alla avstand méts 1angs enhetssféren.
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Malpunkt

Startpunkt C

Varje cirkels radie ldngs enhetssfiaren blir identisk med en mellanliggande vinkel for tva axlar.
Figuren visar hur den sista rotationsaxeln ror sig runt de andra tva lings cirklar, kallade C
och C5. Vinkeln mellan forsta och andra axeln ar radien i C7 och vinkeln mellan andra och
tredje ar radien i Cs. Forst noteras att cirklarna maste ha samma radie, ty annars existerar en
cirkelskiva kring centrum for C; dit inga végar kan finnas. Sedan noteras att om en cirkel har
en radie storre dn 5 sa ar den ekvivalent med en mindre cirkel kring sitt centrums antipol pa

enhetssféren. Dérigenom kan alla cirklar séigas ha en radie mindre &n eller lika med 7. Skulle

radierna vara mindre dn 7 skulle det dock uppsta en icke nébar cirkelskiva kring antipolen

till centrum for cirkeln C1, sa likhet maste gélla. O
Med ovanstaende lemma kan féljande sats bevisas:

Sats 5.4. For alla uppdelningar av rotationer ¢ nagon sekvens av tre rotationer med vinklar
a1, g, as kring forutbestimda azlar x1, xo och x3 gdller att ingen surjektiv avbildning E :
SO(3) 3 r — (a1, as,a3) kan vara kontinuerlig.

Bevis. For att bevisa satsen riicker att visa att den inversa avbildningen E~1 : (ay, as, a3) —
SO(3) avbildar en sammanhingande 6veruppraknerlig méngd vinklar till samma rotation i
SO(3). Detta gors genom att visa att det existerar vinklar ay och s sddana att

Rx2 (aQ)RDQ (041) = RX3 (al)sz (OQ) (3)
eller efter omskrivning
sz (a2)RX1 (al)sz(_OQ) = RXS (041) (4)

Enligt lemma giller att x; | xo samt att xp 1 x3. Detta innebér att ett ortogonalt
koordinatsystem kan definieras i vilket x; = [1,0,0]7, x5 = [0, 1,0]” och x3 = [cos0, 0, sind]
for nagot 6. Vansterledet i[4]kan da skrivas

cos(az) 0 sin(asg) 1 0 0 cos(az) 0 —sin(ag)
0 1 0 0 cos(ay)  sin(ay) 0 1 0 =..=
—sin(az) 0 cos(az)) 0 —sin(ay) cos(ay)) sin(ag) 0 cos(ag))
cos(ap) + cos?(an)(1 — cos(ay))  —sin(ay)sin(as) (1 — cos(aq))cos(ag)sin(as)
sin(ay)sin(as) cos(a) —sin(aq)cos(ag)
(1 — cos(aq))cos(ag)sin(asz) sin(ay)cos(ag)  cos(ay) + sin?(as)(1 — cos(ay))

Vid isdttning av elementen i x3 i matrisen i sats undersdks latt att varje vridning
med vinkeln «; kring x; har samma matris som vénsterledet i ekvationen ovan. Detta far till
foljd att da ag = 6 giller E~'({a1, g, a1)) = E71({as, ag, a3)) for alla ag, az och satsen ér
bevisad. O
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Det nyss givna beviset géller uppdelningar i tre vridningar. For att se att diskontinuiteten
uppstar oavsett antalet vridningar utnyttjas att Sats[5.4/kan dven ges ett annat, mer visuellt
bevis.

Bevis. 1 detta bevis askadliggors vridningarna kring de tva férsta axlarna pa samma sitt som
i Lemma[5.3] Betrakta bilden fran beviset igen. D& de tva cirklarna maste ha samma radie
sa4 kommer Cy oundvikligen att skira centrum fér Cy. Det betyder att det finns ett lige for
den tredje axeln som det finns flera sitt att uppna, se figur.

Startpunkt @

Ovanstaende resonemang visar existensen av trippler av vinklar som avbildas pa samma
rotation i SO(3) vilket bevisar satsen. O

Lemmal5.3]kan 1att generaliseras till att sdga att for varje uppdelning i n rotationer méaste
gilla att summan av de mellanliggande vinklarna till de n — 1 forsta axlarna maste uppga
till 7. Man kan sedan med ett resonemang liknande beviset ovan inse att det uppstar minst
en punkt till vilken den sista axeln kan vridas pa odndligt manga sétt.

Forevarande stycke motiverar foljande sats, vilken far avsluta avsnittet:

Sats 5.5. For alla uppdelningar av rotationer i ndgon sekvens av ndgot antal rotationer
med vinklar oy, s, ..., kring forutbestdmda azlar X1, Xo, ...,X, gdller att ingen surjektiv
avbildning E : SO(3) 5 r — (a1, ag, ..., an) kan vara kontinuerlig.
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6 Numerik

Vid datorberdkningar med rotationer, precis som i alla numeriska berdkningar, dr det hu-
vudsakligen tva aspekter som &r viktiga:

Den forsta ar berdkningstiden: det maste ga snabbt att utfora berdkningarna. I en da-
toranimering maste alla berdkningar vara klara innan nésta bild i animeringen ska visas pa
skirmen. Om inte detta sker snabbt kommer bilden att hacka, eftersom datorn maste vinta
pa att berdkningarna blir klara innan nista bild kan presenteras.

Den andra &r stabiliteten: om punkten a ska roteras till en annan punkt b, da ar det
vasentligt att det program som anvénds for berdkning av rotationen verkligen genererar punkt
b som resultat av rotationen. For att klassa en metod som bra kréver vi att sa kommer vara
fallet. Hur stort ett acceptabelt fel &r beror pa tillimpningen, men i kommande simuleringar
anses ett fel i storleksordningen 10~!% — 10716 som godtagbart. Detta motiveras av att en
dator vanligtvis rdknar med 15-16 géllande siffror, sa bittre noggrannhet dn sa gar inte att
fa.

I berdkningar av rotationer med hjilp av kvaternioner anvidnds formeln p,, = ¢,pn—1Gn-
Vid berdkning av manga rotationer beriknas den produkten av kvaternioner manga ganger,
och for att kunna fa upp hastigheten i berdkningar kriavs det att berdkningarna sker pa ett
effektivt sitt. Dessutom gar det at tid till att skapa rotationsmatriserna respektive kvaterni-
onerna for rotationerna. Vid en jamforelse av olika metoder for att rakna med kvaternioner
ar det viktigt att alla dessa tider tas i beaktan. Darfér kommer till att borja med tre sma
program koras: i det forsta programmet jamfors 3 sétt att berdkna ¢pg, och i det andra
undersdks hur lang tid det tar att givet en rotationsaxel och rotationsvinkel skapa den ma-
tris respektive kvaternion som krivs for rotationen. Det tredje programmet kommer gora en
simulering som undersoker sammansittningar av en sekvens (identiska) rotationer givna péa
axel-vinkelparametrisering.

6.1 Beridkning av rotationsmatris respektive rotationskvaternion

Foljande korta simulering visar hur lang tid det tar att skapa rotationsmatrisen respektive
kvaternionen for en rotation givet en normerad rotationsaxel n och en rotationsvinkel 6. For
att bestdmma rotationsmatrisen anvinds formel [3.1, och for kvaternionen enbart formeln
q = c0s(0.50) + nsin(0.50). En snabb korning i MATLAB ger foljande resultat:

Skapande av 500000 rotationsmatriser: 2.2452 sekunder.
Skapande av 500000 rotationskvaternioner: 1.5818 sekunder.

Det gar alltsa ca 1.42 ganger langsammare att skapa en rotationsmatris d&n vad det gor
att skapa en kvaternion som utfér motsvarande rotation. Detta forklaras genom att nér
datorn skapar en rotationsmatris &r det 9 element som maste berdknas, dar varje element
kraver ungefar 3 multiplikationer och 2 additioner, samt en sinus- och en cosinusberdkning.
Vid skapandet av kvaternioner behover fortfarande cosinus och sinusvirdet berdknas, men
dérefter ar 3 multiplikationer allt som behdvs for att fa kvaternionen.

6.2 Beridkning av ¢qpq

Vid berakning av rotationer i MATLAB via matriser anvinds MATLABs inbyggda rutin for
matris-vektor multiplikation. Hur ¢pg berdknas snabbast &r inte lika uppenbart, varfor vi
jAmfor tre olika metoder i MATLAB att gora detta:

1. En rutin {6r att berdkna produkten enligt férsta likheten i lemma [2.2] implementeras.
Detta dr kanske det mest intuitiva sittet att berdkna produkten pa.

2. Har anvinds istallet sista likheten i lemma dvs q1q2 = (5152 — (V1 @ Vo), 81va +
$9V1+V1 X Vy), och resultatet forenklas till ett uttryck som innehéaller s fa berdkningar
som mojligt.

3. I och med att MATLAB har véldigt optimerade rutiner fér matris-vektoroperationer
ser vi kvaternioner som komplexa 2 x 2-matriser och anvinder den inbyggda rutinen for
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matrismultiplikation for att multiplicera ihop matriserna. Pa sa sétt far resultatet av
kvaternionmultiplikationen i form av en 2 x 2 komplex matris, ur vilken kvaternionen
pa formen s + ai 4 bj + ck.

Formeln som anviinds i metod 2 ges av foljande faktum: Lat p € R®. Om p = (0,p) ér
den kvaternion som svarar mot p och ¢ = (s,v) en rotation som ska appliceras pa p géller
for resultatet av kvaternionmultiplikationen p,,, = (0,pny) = gpg~! att pny = p + (2v) x
(v X p) + sp.

En MATLAB-kod som berdknar produkten ¢pg 10000 ganger f6r var och en av de ovansta-
ende metoderna finns i appendix. En koérning av den koden ger foljande utskrift:

Metod 1: Elapsed time is 0.26907 seconds.
Metod 2: Elapsed time is 1.7953 seconds.
Metod 3: Elapsed time is 0.035778 seconds.

Vid en jamforelse av de numeriska resultaten ses att de &r identiska pa alla 16 decimaler som
vi har till vart forfogande. Baserat pa detta kommer simulering 1 att se kvaternioner som
komplexa 2 x 2-matriser och anvinda MATLABs inbyggda rutiner f6r matrismultiplikation.
I simulering 2 undersoks om det gar snabbare genom att implementera en egenskriven rutin
for kvaternionmultiplikation i programmeringsspraket C, som anropas fran MATLAB via en
MEX-fil.

6.3 Simulering 1

Denna simulering underséker foljande problemstéllning:

Givet en startpunkt pg och en sekvens rotationsoperatorer Rq, R, ..., R,_1, R, som ska
appliceras pa pg, vilken metod &r snabbast och stabilast for att bestimma sekvensen av
punkter p1,po, ..., Pn—1,pn? Vi har undersdkt tva metoder for matriser (M1-M2) och tva for
kvaternioner (K1-K2) att gora rotationerna med.

M1 Det forsta alternativet dr att anvinda punkten fran foregaende steg. Lat M; vara matri-
sen for rotationen i steg i. Foljden av punkter blir da p1 = Mipg,p2 = Map1,...,pn =
M, pn—_1, dar M; ar rotationsmatrisen for rotation i.

M2 Andra alternativet ar att multiplicera ihop matriserna och sedan multiplicera resultatet
med startpunkten. Detta ger foljden p1 = Mipo, ... , pn = (M M,—1 - ... - Mo My)po,
dér parentesen innebir att produkten av rotationsmatriser berdknas forst och sedan
multipliceras med pg

K1 Det tredje alternativet motsvarar metod M1, fast rotationerna representeras av en-
hetskvaternioner istéllet for matriser. Kvaternionen p; svarar mot kvaternionframstall-
ningen av punkten i steg i, och ¢; ar enhetskvaternionen for rotation i. Som bekant
géaller da sambandet p; = q;p;—1G;, vilket &r det som anvinds i den hir metoden.

K2 Det tredje alternativet motsvarar metod M2. Rekursivt far vi formeln
i = (¢i(gi—1--(©(@po@)R) - )G-1G) = - = (¢i¢i-1---92G2)Po(qiqi—1.--q2G2). Detta
innebér att vi forst multiplicerar ihop kvaternionerna, och applicerar sedan vridningen
pa startpunkten.

Notera att det i exakt matematik inte &r nagon skillnad mellan dessa metoder. Skillna-
derna ligger pa ett numeriskt plan. Metoder som &r ekvivalenta matematiskt kan skilja sig
markant i den numeriska varlden, och det &r detta fenomen som ska undersotkas.

I simuleringen kommer punkten p, = (1,0, 2) roteras kring vektorn v = (2,1,0), vilket
ger en cirkel som illustreras av figur [5. For detta &ndamal har vi skrivit en MATLAB-kod
med mojlighet att &ndra olika parametrar. Den aktuella punkten kommer roteras 300 varv,
med en upplosning av 100 steg per varv. Detta ger att vridningen i varje steg ar % radianer
runt cirkelns mittpunkt.

Vi kommer att betrakta olika aspekter for att kunna dra nagon slutsats om vilken metod
som &dr bast i detta specifika fall. Det enklaste att i varje iteration betrakta &r avstandet

24



Figur 5: Simulering 1 - cirkeln som fas da punkten pg roteras

mellan den punkt vi har fatt fram och mittpunkten. Detta avstand jamfors sedan med radien
for cirkeln, som vi kan bestdmma ett exakt uttryck for.

Man inser snabbt att enbart detta inte &r tillfredsstillande eftersom en rotation som
bevarar ldngden av radien inte nédvandigtvis behdver vara korrekt. Radien bevaras dven om
punkten roteras sa att den inte lingre ligger i samma plan som cirkeln. Vi kan alltsa som
resultat fa en punkt som har exakt réitt avstand till cirkelns mittpunkt, men som ligger lite
snett ovanfor den riktiga punkten. Att betrakta enbart radien racker alltsa inte for att kunna
avgora vilken metod som &r stabilast. Vi infér dérfér tva andra matt att underséka. Dessa
illustreras nedan.

Betrakta figur [6: Malet dr att i ett steg rotera punkten a till punkten b. Pa grund av
numeriska fel kommer vi inte hamna exakt i punkten b, utan i punkten ¢, som ej nédvindigtvis
ligger i samma plan som cirkeln. Det vi gor da ar att berdkna projektionen av punkten c pa
cirkelns plan och méter den vinkel som uppstar. Kalla denna vinkel for «.

Projektionen ger oss punkten d. Vi berdknar nu vinkeln mellan vektorn som gar genom
mittpunkten och b med vektorn genom mittpunkten och d. Kalla denna vinkel for 5.

Om vi riknar exakt kommer bada dessa vinklar att vara exakt 0, men i och med att
vi inte rdknar exakt kommer dessa vinklar inte att bli exakt noll. Genom att studera hur
stora avvikelser vi far kan vi dra slutsatser om vilken metod som &r stabilast fér att berikna
rotationer.

For berdkning av projektionen anvinds Householdertransformationer. Householdertrans-
formationer &r ett alternativ till den "vanliga” projektionsformeln som ofta anvinds i liro-
bocker i linjar algebra. Givet en vektor v och en punkt p (v, p angivna som kolonnvektorer)
ges projektionen p av p pa planet vinkelréitt mot vq av p = (I — vvT)p.

Vinkeln 6 mellan tva vektorer v, vy berdknas via cost) = o\, dar [|- 1|2 betecknar
den vanliga tvanormen.
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¢) Resultat av rotationen

h) Punkt att rotera till
d) Projektionen av (c) pé cirkelns plan

a) Punkt att rotera frén

Figur 6: Simulering - illustration av a,b,c,d

6.4 Simulering 2

Eftersom MATLAB é&r ett langsamt sprak att kora rutiner i forvintar vi oss inte att kva-
ternionerna ska ga snabbare dn matrisen om det rutin som anvinds for att multiplicera tva
kvaternioner dr skriven i MATLAB. For att snabba upp koden ytterligare skrivs dérfér den
rutinen istéllet i spraket C, som &r betydligt snabbare in MATLAB vad giller egna script.
Denna rutin kan sedan med hjilp av MEX-filer anropas fran MATLAB.

Rutinen anvéinder resultatet fran lemma(2.2: Om ¢; = s1 + a1i+ b1j + c1k = (s1,v1) och
Go = So + azi + baj + cok = (s2,va) &r tva kvaternioner galler f6r produkten av dessa:

7192 = (5152 — arag — biby — cica) + (s1a2 + a1s2 + bica — ciba)i+

+(s1b2 4+ b1sa + c1a2 — ajce)j + (s1¢2 + a1ba — bias + c152)k
I simulering tva betraktas enbart det som tidigare kallats M1 och K1, da dessa pa for-
hand kan motiveras bor vara snabbare, detta da matris-vektormultiplikation kréver farre

berdkningar d&n matris-matrismultiplikation.
Bortsett fran det &r simulering 1 och 2 identiska. Kéllkod finns bifogad i appendix.

26



7 Resultat

Foljande kapitel sammanstiller resultaten for simulering 1 och 2 som presenterats i foregaende
avsnitt.

7.1 Simulering 1
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Figur 7: Simulering 1 - r, — rq

Figur [7 visar hur mycket avstandet mellan den berdknade punkten i steg n och mitt-
punkten r,, skiljer sig fran den verkliga radien ry. Det syns tydligt att i metod M1 och M2
tenderar detta avstand att krympa, medan de ddremot i metod K1 och K2 verkar 6ka. Detta
bekriftar att det dr numeriskt kinsligt att multiplicera manga matriser /kvaternioner med
norm =~ 1 med varandra. Resultatet av det syns i figur (7} skillnaden r,, — r¢ &r inte konstant
0. Anledningen ar att da en vektor multipliceras med nagot som inte har norm ett utfors ju
inte enbart en rotation, utan dven en skalning.

Figur/8loch[9 visar avvikelsen i de vinklar som kallats o och 3. For vinkel o kan kostateras
att avvikelsen dr av storleksordningen 10~% i samtliga fall. Att felet inte ir av storleksordning
€ kan bero pa numerisk instabilitet i rutinen fér arccosinus snarare dn i rutinerna fér rota-
tionerna. Inte heller i beaktandet av vinkel § kan nagon av metodern siigas vara béttre eller
sdmre, ty skillnaden mellan de uppmitta § och motsvarande exakta 3 dr av storleksordning
10714,

Figur [10] visar det kanske intressantaste i ndgon mening - tidsdtgangen. Vid en forsta
anblick ses att en av metoderna utmirker sig direkt som langsammast - metod K2. Mel-
lan de Ovriga tre skiljer sig inte tidsatgangen avsevért. Matriserna dr aningen snabbare &n
kvaternionerna, vilket véckte ideén till simulering 2.
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Avvikelse i vinkel B

Avvikelse i vinkel

Awvikelse i vinkel a

Avvikelse i vinkel a

Metod 1

i )

Figur 8: Simulering 1 - Avvikelse i vinkel a.
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Figur 9: Simulering 1 - Avvikelse i vinkel S.
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Figur 10: Simulering 1 - Tidsatgang for de olika metoderna
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7.2 Simulering 2

Néar kvaterniomultiplikationen istéllet utfors av en C-rutin som anropas fran MATLAB via
en MEX-fil blir resultaten lite annorlunda. Den enda som skiljer sig fran simulering 1 &r
tidsatgangen for K1, varfor endast den bilden tas med.

Figuren visar att med kvaternionmultiplikationen implementerad i en C-rutin, som sedan
importeras via en MEX-fil, istéllet for ett MATLAB-script gar det snabbare att utféra rota-
tionerna med kvaternioner &n med matriser. Detta beror pa att MATLAB &r ett langsamt
sprak for att kora egna skript i.
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Figur 11: Simulering 2 - Tidsatgang
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8 Diskussion

I tidigare avsnitt har vi beskrivit tvad parametriseringar av rotationer - Eulervinklar och
axel-vinkel. Parametriseringarna har representerats pa tva sitt: rotationsmatriser och kva-
ternioner. Varje parametrisering och representationer har sina foér- respektive nackdelar, och
i det hér avsnittet diskuteras dessa.

8.1 Axel-vinkelparametrisering vs. Eulervinklar

Méngden SO(3) har den egenskapen att den saknar rand. Att dela upp méngden i Euler-
vinklar innebdr att inféra en rand till gruppen, vilket pa ett intuitivt plan forklarar den
diskontinuitet som visas i avsnitt 4. I axel-vinkelparametriseringen finns ingen motsvarande
rand vilket kan ses som en férdel fér denna parametrisering.

Axel-vinkelrepresentationen har férdelen att den, till skillnad fran Eulervinklarna, star i
ett-till-ett forhallande till rotationerna, varfor man litt kan vixla fran den ena till den andra.
Eulervinklarna, & sin sida, har férdelen av att i nagon mening vara intuitivare. Det gar att,
utan inblandning av nagon parametrisering, givet en rotation och ett utgangsldge hitta de
Eulervinklar som beskriver rotationen. Att under samma férutséttningar hitta en axel och
en vinkel som ger samma rotation &r betydligt svarare.

8.2 Matriser vs. kvaternioner

En viktig skillnad mellan rotationsmatriser och kvaternioner &r att rotationsmatriser ar ett
specialfall av matriser. Detta far konsekvenser d& vi lamnar den exakta matematiken och
tvingas gora avrundningar. Allmidnna matriser kan, férutom rotationer, representera till
exempel projektioner eller skalningar. Eftersom en rotationsmatris A &dr l6sningen till den
kvadratiska ekvationen AAT = I innehaller A ofta irrationella element; da vi avrundar en
rotationsmatris till en matris med ett begrinsat antal siffror i varje element riskerar vi att
ldmna rotationerna och fa en annan linjir avbildning. Denna kommer att ligga néira en rota-
tion, men efter manga avrundningar kan resultatet bli nagot annat. Kvaternioner a sin sida
blir med transformationen vi anvint alltid rotationer, atminstone i exakt aritmetik. Efter
avrundningar resulterar dven kvaternioner i avbildningar som endast ungeférligt &r rotatio-
ner, men da inversen kan berdknas for varje kvaternion ackumuleras inte felen pa samma
sdtt som for matriser. Kvaternioner har ocksa den férdelen att de har ett naturligt samband
med axel-vinkelrepresentationen av rotationer. En given enhetskvaternion ¢ roterar med vin-
keln arccos(Re q) kring axeln I'm g. Nagot sddant enkelt samband med en parametrisering
existerar inte for matriser.

En fordel med matriser dr att om objekt dven ska translanteras s kan man med hjilp
av homogena koordinater och 4x4-matriser skapa en matris som roterar och translanterar pa
samma gang. Detta gors inte lika 14tt med kvaternioner.

Det ar tydligt att det ar storre skillnad mellan Euler- och axel-vinkelparametriseringarna
dn mellan matris- och kvaternionrepresentationerna i exakt matematik.

8.3 Simulering

Simulering 1 visade att det rent tidsméssigt inte var nagon storre skillnad mellan att utfora
axel-vinkel rotationer m.h.a. matriser och kvaternioner. Det gick snabbare att skapa kvater-
nionen som krivdes for en rotation, men i slutdndan tog allt som allt ungefir lika lang tid.
Detta har helt och hallet att géra med att den implementering f6r att berdkna produkten av
tva kvaternioner var for dalig. Ar det hastighet man &r ute efter &r MATLAB-script inte det
man bor anvinda, vilket dven visade sig i simuleringen.

Rutinen som MATLAB anvénder for att multiplicera en matris med en vektor &r i grund
och botten en rutin skriven i programmeringsspraket Fortran, som i sin tur bygger pa hart
optimerade LAPACK- (Linear Algebra PACKage) och BLAS-rutiner (Basic Linear Algebra
Subroutines). Dessa dr bland de snabbaste rutinerna som finns for att utféra matris-vektor
multiplikation.
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Rutinen som anvéndes for berdkning av produkten for tva kvaternioner i simulering 1 &r
ddremot en egenskriven rutin, som forvisso bygger pa komplexa matriser, men som inte alls ar
lika optimerad som matris-vektor rutinen. Att tiden kommer ner till samma storleksordning
far ses som en lyckad simulering med tanke pa de forutsdttningarna.

I simulering 2 bekriftades det att rutinen for kvaternionmultiplikation var en férklaring
till att det tog lang tid for kvaternionerna i simulering 1. Vi fick da, med en rutin skriven i
C, rotationer med kvaternioner att ga snabbare &n rotationer med matriser. Detta visar att
kvaternioner faktiskt gar att fa snabbare &n matriser, och motiverar varfér de &r intressanta
att studera ur ett numeriskt och inte bara ur ett rent matematiskt perspektiv. Det visar dven
att det spelar roll vilket programmeringssprak som anvénds.

Vart att notera dr att den matrismultiplikation som anvénts dr den inbyggda i MATLAB.
Visserligen bygger den pa LAPACK och BLAS-rutiner, men MATLAB skickar inte datan
direkt till rutinen, utan understker forst vad for sorts matris det ar, och till vilken rutin datan
ska skickas. MATLABs matrismultiplikation skickar datan till olika BLAS-rutiner beroende
pa hur matrisen ser ut (gles, bandmatris, Hessenberg, etc.). Om matrisen &r liten, vilket den
ar i vara simuleringar, sa kan det mycket vil vara sa att det tar langre tid att skicka datan
till en optimerad rutin &n vad det tar att rdkna ut matrisen med MATLABs enklaste rutin
som bygger pa yttreprodukter. Med andra ord vet vi inte om det skulle ga snabbare eller
langsammare att gora en MEX-fil f6r matrismultiplikationer ocksa.

Viktigt att papeka dr dven att i en riktig tillimpning dar malet &r sa snabba berdkningar
som mdjligt anvinds inte MATLAB. MATLAB har den fordelen att det dr ett relativt 1itt
och intuitivt programmeringssprak att lira sig, men om man &r ute efter optimerad kod sa
bor exempelvis Fortran eller C anvindas. Det hade varit intressant att géra motsvarande
simulering helt i nagot av de spraken, men tiden var for knapp.

Vad giller felen som vi far i simuleringarna anser vi att samtliga fel ar tillrdckligt sma
for att ses som forsumbara. Darfor véljer vi att ligga storst vikt vid vilken metod som gar
snabbast. Det skulle ga att studera hur metoderna beter sig nir man exempelvis inte kiinner
alla punkter exakt, utan har storningar i vissa punkter/rotationer, men det har ingen tid
lagts pa.

9 Slutsatser

De slutsatser som vi kan dra av det hir arbetet &r foljande:

e En rent imaginir kvaternion exponentierad blir en enhetskvaternion (generalisering av
Eulers identitet).

e For varje kvaternion finns en motsvarande rotation och for varje rotation finns exakt
tva motsvarande kvaternioner.

e Alla uppdelningar av rotationer i delrotationer kring férutbestimda axlar (exempelvis
Eulervinklar) lider av forlust av frihetsgrader.

e Nir vi viljer att representera rotationer med kvaternioner ar enligt var mening axel-
vinkel den behéindigaste formen att arbeta med.

e Matriser och kvaternioner pa formen axel-vinkel ger matematiskt sett exakt samma
resultat ndr man arbetar med dem i praktiken. Skillnaderna kommer in férst pa ett
numeriskt plan, dir det gar 4t mindre utrymme for att lagra en kvaternion och det gar
(i vara simuleringar) snabbare att rikna med kvaternioner.

e Om det som efterstrivas ar hog berdkningshastighet bor ett annat sprak an MATLAB
anvandas, exempelvis Fortran eller C.

10 Vidare studier

Det hér arbetet har enbart behandlat en liten del av allt som finns att géra under titeln
kvaternioner och rotationer. For den som tycker dmnet &r intressant och kan tinka sig att
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gora ett arbete som behandlar avbildningar med hjilp av rotationer ges hiir nagra forslag pa
vidare fragestillningar som kan vara intressanta att undersoka:

Rotationer kring andra punkter &n origo. Hur férdndras teorin om de rotationer som
utfors inte langre ska ske genom origo, om den dndras 6ver huvud taget.

Andra avbildningar dn rotationer. Hur kan man goéra exempelvis translantioner med
hjélp av kvaternioner?

Hur interpolerar vi rotationer? Givet tvéa lagen (position+orientering) i det 3-dimensionella
rummet, hur hittar vi den bana att ga langs for att interpolera dessa ligen?

Hur beter sig matriser och kvaternioner numeriskt sett om man programmerar i ett
annat sprak &n MATLAB och gor rutiner med dndamaélet att optimera operationerna
sa mycket som majligt?

Inom omradet Liegrupper och Cliffordalgebror finns mycket mer att fordjupa sig i dn
det som vi har gatt igenom i det har arbetet.
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A Cliffordalgebror

Kvaternioner utgor en av odndligt manga specialfall av en sa kallad Cliffordalgebra. Vi ska
dérfor nu beskriva vad en Cliffordalgebra ar, vilka egenskaper den har och dess koppling till
kvaternionerna. Forst behovs dock nagra begrepp introduceras.

Definition A.1. Lait K vara en kropp. En algebra A dver K dr en ring A sd att
o (A, +) ar ett vektorrum éver K
o Fiork e K och a,be A gdller att k(ab) = (ka)b = a(kb).

En algebra dver K brukar kallas for en K-algebra

Exempel: Med K = R och A = {C} skapar vi en algebra over alla reella tal. Dessa utgor
ett av odndligt manga exempel pa en K-algebra.

Definition A.2. Med ett kvadratiskt rum avses ett rum X tillsammans med en kvadratisk
form q(z), © € X. Detta brukar betecknas (X, q)l@]

Som exempel pa ett kvadratiskt rum har vi (R?, q), dér ¢(z) = 23 + 23.

Definition A.3. Ldt (V,q) vara ett kvadratiskt rum. Med en bilinjir form pi V menas en
funktion b(x,y) sidan att

b(z,y) = q(z +y) — q(x) — q(y) (5)

Definition A.4. (Cliffordalgebra) Lit (V,q) vara ett kvadratiskt rum over en kropp K. Med
en Cliffordalgebra av (V,q) menar man en K-algebra C(q) sidan att det finns en injektiv
linjir avbildning p : V. — C(q) med p(v)? = q(v) - 1, dir 1 dr ettan i C(q), och foljande
villkor dr uppfyllt: Om ¢ : V. — A dr en K-linjar avbildning av V i en K-algebra A sadan
att p(v)? = q(c) = 14 sa existerar exakt en algebrahomomorfism ¢, : C(q) — A sidan att
nedanstaende diagram kommuterar: E]

C(q)

V 0,

A

Figur 12: Diagram oOver avbildningarna p, ¢, ¢..

Varje Cliffordalgebra har en bas, som vi kan ta reda pa med hjélp av nedanstaende sats:

Sats A.5. Lit (V,q) vara ett kvadratiskt rum enligt ovan med dimV = n. Dd existerar C(q)
och dimC(q) = 2". C(q) har som bas dver K :

1 och €;,...,€;, (6)



dir 1 < iy < ... <ix <n dd dr en ortogonalbas for (V,b). Om q(e;) = a; sd ir e? = a; och
€i€; = —1 dai 75_]

Beviset &ar relativt langt och tekniskt och dr direkt hdmtat fran "Linjiar och multilinjir
algebra” B]

Bevis. Lat ¢ : V — A uppfylla 22 = q(x), dir 7 = ¢(z). Da ér 2y +yz = b(x,y) for v,y € V.
Detta foljer av foljande likheter:

q(z +y) = q(x) + bz, y) + q(y) = T + b(x,y) + §°

a(z+y) = (@ FTy)?=(@+y)?=2"+ay+yz+3°
Vi har 22 + 2y + 92 + §° = q(x + y) = 7% + b(x,y) + 32, vilket ger 7y + yz = b(z,y).

Lat vidare eq, ..., e, vara en ortogonalbas for (V,b) éver K medg(e;) = a;. Da ir ¢;%2 =
q(e;) = a; och €;€; +é;¢; = b(e;, er) = 0 da ¢ # j. Detta innebér att varje produkt €, - ...- €7,
kan skrivas om till en produkt med 1 < iy < ... < i < n foljd av en koefficient ur K som
fas genom upprepad anvindning av é;2 = a; och €€, = —€;€;. Lat vidare I = {iy,...,ix} C

{1,2,...,n} och lat e; = e;, .~.e;, . Genom upprepad anvindning av €2 = a; och €;€; = —€;¢;
fas dven att

ereg = B(1,J) H agersj (7)

keI nJ
dar 8(1,J) =1](i,j) med i € I, j € J och

. Jlomi<y
<Z’j)_{1omi>j

samt [ +J = (I(J)— (IUJ). Vi antar dessutom att 5(0,J) = 5(I,0) = 1.
Observera att

6([1+127J) :,B(Il,J)ﬂ(IQ,J) OCh /6(], J1+J2) :ﬂ(l, Jl)ﬂ(l, JQ)

Nu kan vi definiera C(q). Forst 1lat C(g) vara ett vektorrum med 2" basvektorer e; for
I C {1,2,...,n}. Dérefter forvandlar vi C(q) till en vektoralgebra genom att definiera en
produkt av tva godtyckliga elelment ur C'(¢) som

296161 . ZyJeJ = ZzlyJﬂ(I» J) H ager.g (8)

kelnJ
dir x7,y; € K. Pa det séttet far vi en K-algebra. Den har som etta ey, ty
eper = B0, D)eg.1 = er = erey (9)
Vi identifierar ey, ..., e, med ey, ..., e, och far pa det séttet far vi V' C C(q). Vi har
e = eiei = B({i}, {i})aieqy iy = @i (10)
och
ejei +eie; = B{i} {ihegy oy + BHib {i eqiy=51 =0 (11)
da i # j. Alltsa dr €? = a; (vi skriver ey = 1 och identifierar a € K med a - 1 s& att
K C C(q), och eje; = —eje;. Om o =) x,e; € V sd ér
(12)
dvs 2% = g(x). Slutligen kontrollerar vi att algebran C(q) ir associativ:

(erey)ex = B(1,J) H arer-yerx = B1, JB(I + J, K) H a, H Ar€([=J)+K

relnJ relnd  re(I+J)NK
(13)
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och

er(esex) =erB(LK) [ aresi =BLK)BUIT+K) [ ar ][] arerzu-x
reJNK reJNK reln(J+K
(14)
Men (I +J)+K =1+ (J+K),B(,J)8 = J,K)=p8(J,K)3(I,J + K) och

H a, H a, = H a, H a, (15)

relnd  re(I+J)NK reJnJ  reln(J+K)

ty bégge ar lika med [[.a,, dirre (INJ)UI NK)U (JNK)

Omnu ¢ : V — A #r K-linjir och ¢(z)? = ¢(x) da x € V sd kan man definiera ¢, : C(q) —
A s att ¢u(er) = ¢(es,)...d(e;, ), dir T = {iq, ..., i, }. Dock géller formel [7 i A, sa ¢* ar en
algebrahomomorfism. A andra sidan, om man har en algebrahomomorﬁsm w C’ — A
sadan att ¥(x) = ¢(z) far x € V sa ar (e;) = d(e;) = o(e;), vilket ger ¢ ) for
varje x € C(q) darfor att C'(q) genereras av e;. Detta visar att ¢, dr entydig. [%] O

Eftersom Cliffordalgebror &r vildigt generella kan vi definiera egna, och vi far olika Clif-
fordalgebror beroende pa vilken kvadratisk form vi anviinder som gq.

Definition A.6. Med en Generaliserad kvaternionalgebra menar vi Cliffordalgebran
med q(X,Y) =aX?+bY? a,b € K. Denna algebra brukar betecknas (a,b)x

En generaliserad kvaternionalgebra har dimension 4 och basen 1, ey, e, e;e2. Fran ovansta-
ende sats har vi att e = a, €3 = b och ejes = —ege;. Infér nu beteckningarna i = e, j = 62
ochk =eje;. Dadri® =a,j2 =b,k* = —ab,ij = —ji =k, jk = —kj = —bi, ki = —ik = —

Vi noterar att om vi later (a,b) = (—1,—1) sa far vi algebran (—1,—1)g, bestaende av
alla tal pa formen qo + q1i + q2j + g3k med i? = j2 = k? = —1, ij = —ji = k. Denna algebra
betecknas H och utgér kvaternionalgebran som innehaller Hamiltons kvaternioner.
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B Kallkod
B.1 Berdkning av qpq

clc

v=[1 1 1];
v=v/norm(v) ;
theta=pi/2;
p=[1 2 31;

n=1e4;

% Metod 1 - quatprod
quat=[ cos(theta/2) v.*sin(theta/2)];
quat_inv=[quat (1) -quat(2:4)];

tic
for k=1:n
p_ny_l=quatprod(quatprod(quat,[0 pl),quat_inv);
end
t=toc;
disp([’Metod 1: Elapsed time is ’ num2str(t) ’ seconds.’])

% Metod 2 - "formel"
quat=[ cos(theta/2) v.xsin(theta/2)];
quat_inv=[quat (1) -quat(2:4)];

tic
for k=1:n

p_ny_2=ptcross (2*xquat(2:4) ,(cross(quat(2:4) ,p)+quat (1)*p));
end
t=toc;
disp([’Metod 2: Elapsed time is ’ num2str(t) ’ seconds.’])

% Metod 3 - komplexa 2x2 matriser
quat=[ cos(theta/2) v.*sin(theta/2)];
quat_inv=[quat (1) -quat(2:4)];

quat_matris=[quat (1)+quat (2)*1i quat (3)+quat(4)*1i; -quat(3)+quat(4)*1i qu
punkt_matris=[0+p(1)*1i p(2)+p(3)*1i; -p(2)+p(3)*1i O-p(1)*1i];
quat_matris_invers=[quat(l)-quat(2)*1i -quat(3)-quat(4)*1i; quat(3)-quat (4

tic
for k=1:n

p_ny_3=quat_matris*punkt_matris*quat_matris_invers;
end
t=toc;
disp([’Metod 3: Elapsed time is ’ num2str(t) ’ seconds.’])

p_ny_1l=p_ny_1(2:4)

p_ny_2
p_ny_3=[imag(p_ny_3(1,1)) real(p_ny_3(1,2)) imag(p_ny_3(1,2))]
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B.2 Berdkning av rotationsmatris respektive kvaternion

vektor=rand (1,3);
v=vektor/norm(vektor);

theta=rand (1) *pi;

iter=500000;
clc

%Skapa matrisen
tic
for k=1:iter
M=[1;
c=cos(theta);
s=sin(theta);
M=[(1-v(1)~2)*c+v(1)~2 -v(3)*s-v(1)*v(2)*xc+v(1)*v(2) v(2)*s-v(1)*v(3)*c
v(3)*xs-v(1)*xv(2)*xc+v (1) *xv(2) (1-v(2)~2)*xc+v (2)~2 -v(1)*s-v(2)*v(3)*c
v (2)*s-v(1)*v(3)*xc+v(1)*v(3) v(1)*s-v(2)*v(3)*xc+v(2)*xv(3)
(1-v(3)~2)*xc+v(3)~2];
end
disp([’Skapande av ’ num2str(iter) ’ rotationsmatriser: ’ num2str(toc) ’ sekun

%Skapar kvaternionen
tic
for k=1:iter
q=1[1;
q=[cos(theta*0.5) sin(theta*0.5).*v];
end
disp([’Skapande av ’ num2str(iter) ’ rotationskvaternioner: ’ num2str(toc) ’ s



B.3 Simulering 1

yA SIMULATION 1 IN THESIS FOR BATCHELOR DEGREE IN MATHEMATICS

T

) THESIS SUBJECT: QUATERNIONS AND ROTATIONS

h

% DEVELOPED BY: N. ANDERSSON, D.

[

h CHALMERS UNIVERSITY OF THECHNOLOGY/UNIVERSITY OF GOTHENBURG

A
) SPRING 2012

feature accel off
%Point to rotate
punkt=[1 0 21;
punkt=punkt (:);

%Vector to rotate around
vektor=[2 1 0];

v=vektor/norm(vektor); %Need a unit

OGNISSANTI,

vector

%Computes center and radius for the circle

mittpunkt=(punkt (:) ’*v(:))*v;
mittpunkt=mittpunkt (:);
radie=norm(punkt-mittpunkt);

antal_varv=3;
steg_per_varv=100;

Antal_iterationer_per_punkt=100;

vinklar=linspace(0,antal_varv*2*pi,antal_varv*steg_per_varv);

vinkel_i_varje_steg=vinklar(2)-vinklar (1);

v_i_v_s=vinkel_i_varje_steg;

pett=zeros(3,antal_varv*steg_per_varv);

pett(:,1)=punkt’;
ptva=pett;
ptre=pett;
pfyra=pett;

radiel=zeros(l,antal_varv*steg_per_varv)’;

radie2=radiel;
radie3=radiel;
radied4=radiel;
nyquat=[1,0,0,0];

tidl=radie4;
tid2=tidl;
tid3=tidl;
tid4=tid2;
vinkell=tid4;
vinkel2=vinkell;
vinkel3=vinkell;

vinkeld4d=vinkell;

vinkelbl=vinkell;

vi

E.

WEDIN

%To make an average of times in each step



56 vinkelb2=vinkelbl;

57 vinkelb3=vinkelbl;

52 vinkelb4=vinkelbl;

so index=1;

s co=cos(v_i_v_s);

6« si=sin(v_i_v_s);

66 lv=length(vinklar);

s Antal_iterationer_per_punkt_invers=1/Antal_iterationer_per_punkt;
so for theta=vinklar;

70 index=index+1;

72 %Kommentera bort &nedanstende rad 6fr snabbare kod.

73 disp([num2str (100*index/(1lv+1)) ’% avklarat’]);

74

75 if (mod(theta+v_i_v_s ,2%pi)>pi)

76 theta2=2*pi-mod(theta+v_i_v_s ,2%pi);

77 else

78 theta2=mod (theta+v_i_v_s ,2%pi);

79 end

80

81 %Method 1

sz t=cputime;

84 tic

85 for k=1:Antal_iterationer_per_punkt

86 Matris=[];

87 p_temp=[];

88 Matris(:,1)= [(1-v(1)~2)*cos(v_i_v_s)+v(1)~2

89 -v(3)*sin(v_i_v_s)-v(1)*v(2)*cos(v_i_v_s)+v(1)*v(2)
90 v(2)*sin(v_i_v_s)-v(1)*xv(3)*cos(v_i_v_s)+v(1)*xv(3)];
91

02 Matris(:,2)=[ v(3)*si-v(1)*xv(2)*cos(v_i_v_s)+v(1)x*xv(2)
93 (1-v(2)~2)*cos(v_i_v_s)+v(2)~2

04 -v(1)*sin(v_i_v_s)-v(2)*v(3)*cos(v_i_v_s)+v(2)*v(3)];
96 Matris(:,3)=[-v(2)*sin(v_i_v_s)-v(1)*v(3)*cos(v_i_v_s)+v(1)*xv(3)
o7 v(1)*si-v(2)*v(3)*cos(v_i_v_s)+v(2)*v(3)
o8 (1-v(3)~2)*cos(v_i_v_s)+v(3)~2];

99 p_temp=pett (:,index-1);

100 punktny=Matris*p_temp;

101 end

102

103 tidl(index-1)=(toc)*Antal_iterationer_per_punkt_invers;
104 pett (:,index)=punktny (:);

105 radiel (index)=norm(punktny (:)-mittpunkt (:));

106

107 a=punktny (:) -mittpunkt (:);

108

109

110 %Projection with Householder

111 c=(eye(3)-v(:)*v(:)?)*punktny(:);
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160

161

162

164

165

166

167

169

vinkell (index+1)=acos((a(:)’*c(:))/(norm(a)*norm(c)));
vinkelbl (index+1)=acos(a’* (punkt(:)-mittpunkt(:))/...

(norm(a)*norm(punkt (:)-mittpunkt(:)))) -theta?2;

%Metod 2
tic

for k=1:Antal_iterationer_per_punkt
% &dNollstller M till identiteten & fr att det ska vara
% samma Sd4frutstningar i alla iterationer
Matris=eye(3);
Matris=[ .
(1-v(1)~2)*xco+v(1)~2 -v(3)*si-v(1)*v(2)*xco+v (1)*xv(2)
v(2)*xsi-v(1)*v(3)*xco+v (1)*xv(3);
v(3)*xsi-v(1)*v(2)*co+v (1)*v(2) (1-v(2)~2)*xco+v(2)~2
-v(1)*si-v(2)*v(3)*xco+v(2)*v(3);

-v(2)*si-v(1)*v(3)*xco+v(1)*v(3) v(1)*si-v(2)*v(3)*co+v(2)*v(3)

(1-v(3)~2)*xco+v(3)~2];

Matris=Matris~(index-1);
punktny=Matris*punkt;
end

tid2(index-1)=(toc)*Antal_iterationer_per_punkt_invers;
ptva(:,index)=punktny (:);

radie2(index)=norm(punktny (:)-mittpunkt (:));
a=punktny (:) -mittpunkt (:);

%Projection with Householder transformation
c=(eye(3)-v(:)*v(:)’)*punktny (:);

vinkel2 (index+1)=acos((a(:)’*c(:))/(norm(a)*norm(c)));
vinkelb2(index+1)=acos(a’* (punkt(:)-mittpunkt(:))/...

(norm(a)*norm(punkt (:)-mittpunkt(:))))-theta?2;

%Method 3
p=ptre(:,index-1);

%“Kvaternionen a+bi+cj+dk kan representeras av den komplexa matrisen:

h [(a+tbi , (c+di)]
%h [(-c+di), (a-bi)
tic
for k=1:Antal_iterationer_per_punkt

%aNollstller o6fr att det ska vara lika i alla iterationer

g_matris=zeros(2);
g_matris_invers=zeros(2);
p_matris=zeros (2);
quat=zeros(1,4);
quat_inv=zeros(1,4);

quat=[cos(0.5*%v_i_v_s),v.*sin(0.5*xv_i_v_s)];
quat_inv=[quat (1) ,-quat (2:end)];
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g_matris=[quat (1)+quat(2)*1i quat (3)+quat (4)*1i;
-quat (3)+quat (4)*1i quat (1) -quat(2)*1i];

g_matris_invers=[quat_inv(1l)+quat_inv(2)x*1i
quat_inv (3)+quat_inv(4)*11i;
-quat_inv (3)+quat_inv(4)*1i...
quat_inv (1) -quat_inv(2)*1i];

p.matris=[ p(1)*1i p(2)+p(3)*1i; -p(2)+p(3)*1i -p(1)*1il;

punktny=q_matris*p_matris*q_matris_invers;
end

t=toc;

b

tid3(index-1)=(t)*Antal_iterationer_per_punkt_invers;

punktny=[imag (punktny(1,1)) -real(punktny(2,1)) imag(punktny(2,1))];

ptre(:,index)=punktny (:);
radie3(index)=norm(punktny (:)-mittpunkt (:));
a=(punktny (:)-mittpunkt (:));

hProjection with Householder transformation
c=(eye(3)-v(:)*v(:)’)*punktny(:);

vinkel3 (index+1)=acos((a(:)’*c(:))/(norm(a)*norm(c)));
vinkelb3 (index+1)=acos(a’*(punkt(:)-mittpunkt(:))/
(norm(a)*norm(punkt(:)-mittpunkt(:))))-theta?2;

%Method 4

t=cputime;

p=punkt;

tic
for k=1:Antal_iterationer_per_punkt
p_matris=zeros (2);
q=zeros (1,4);
q=[cos(0.5*%v_i_v_s),v.*sin(0.5*xv_i_v_s)];
p_matris=[ p(1)*1i p(2)+p(3)*1i; -p(2)+p(3)*1i -p(1)=*1il;
ny_q=eye (2);

for j=1:index-1
ny_q=ny_q*q_matris;

end

ny_q_inv=[real(ny_q(1,1)) -imag(ny_q(1,1))*11
-real(ny_q(1,2))-imag(ny_q(1,2))*11i;
real(ny_q(1,2))-imag(ny_q(1,2))*11
real(ny_q(1,1))+imag(ny_q(1,1))*1i];

punktny=ny_q*p_matris*ny_q_inv;

end

punktny=[imag (punktny(1,1)) ,real (punktny(1,2)),imag(punktny(1,2))];

tid4 (index-1)=(toc)*Antal_iterationer_per_punkt_invers;
pfyra(:,index)=punktny (:);

radie4 (index)=norm(punktny (:)-mittpunkt (:));
a=punktny (:) -mittpunkt (:);

%hProjection with Householder transformation
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c=(eye(3)-v(:)*v(:)’)*punktny (:);

vinkel4 (index+1)=acos((a(:)’*c(:))/(norm(a)*norm(c)));
vinkelb4 (index+1)=acos(a’* (punkt (:)-mittpunkt(:))/...
(norm(a)*norm(punkt (:)-mittpunkt(:))));%i-theta2;

end

%% Plotting section
figure (1)

clf

% min_axis=-5e-14;
% max_axis=be-14;
subplot(2,2,1)

plot(vinklar ,radiel (2:end)-radie)

grid on
clc
title(’M17)

xlabel (’Theta’)
ylabel(’r_n-r_07)

% axis ([0 max(vinklar) min_axis max_axis])

subplot(2,2,2)

plot(vinklar ,radie2(2:end)-radie)

grid on
title(’M27)
xlabel(’Theta’)
ylabel(’r_n-r_07)

% axis ([0 max(vinklar) min_axis max_axis])

subplot(2,2,3)
grid on

plot(vinklar ,radie3(2:end)-radie)

grid on
title(’K17)
xlabel(’Theta’)
ylabel(’r_n-r_07)

% axis ([0 max(vinklar) min_axis max_axis])

subplot(2,2,4)

plot(vinklar ,radied4 (2:end)-radie)

grid on
title(’K2?)
xlabel (’Theta’)
ylabel(’r_n-r_07)

% axis ([0 max(vinklar) min_axis max_axis])

% saveas(gcf,’figl.png?’)

YA

figure (2)

clf
subplot(2,2,1)



plot(vinklar ,real(vinkell(3:end)),’b’)
grid on

title(’M1?)

xlabel(’Theta?’)

ylabel(’Avvikelse i vinkel \alpha’);

subplot(2,2,2)

plot(vinklar ,real(vinkel2(3:end)),’r’)
grid on

title(’M27)

xlabel(’Theta’)

ylabel(’Avvikelse i vinkel \alpha’);

subplot(2,2,3)

plot(vinklar ,real(vinkel3(3:end)),’g’)
grid on

title(’K17)

xlabel(’Theta’)

ylabel(’Avvikelse i vinkel \alpha’);

subplot(2,2,4)

plot(vinklar ,real(vinkel4(3:end)),’k’)
grid on

title(’K2?)

xlabel (’Theta’)
ylabel(’Avvikelse i vinkel \alpha’);

% saveas(gcf,’fig2.png’)

hth
figure (3)
clf
plot3(pett(l,:),pett(2,:),pett(3,:),’k’)
hold on
% plot3(ptva(l,:),ptva(2,:),ptva(3,:),’r’)
% plot3(ptre(l,:),ptre(2,:),ptre(3,:),’g’)
plot3(pfyra(l,2:end),pfyra(2,2:end),pfyra(3,2:end),’k’)
% legend(’Matris &p punkt’,’Matris”n &p startpunkt’,’Kvaternion 6fr hela vridni
h
plot3 ([0 vektor(1)],[0 vektor(2)],[0 vektor(3)],’k’,’LineWidth’,3)
plot3 ([0 -vektor(1)],[0 -vektor(2)],[0 -vektor(3)],’k’,’LineWidth’,3)
plot3(mittpunkt (1) ,mittpunkt (2) ,mittpunkt(3),’b*’,’MarkerSize’ ,10)
grid on
axis equal
axis vis3d

% saveas(gcf,’../fig3.png’)
hh

figure (4)

clf

axis equal

% subplot(2,2,1)
plot(vinklar(5:end),tid1(5:end),’bo’,’Linewidth’,1)
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361

379

390

395

% hold on
plot(vinklar (5:end),tid2(5:end),’r*-’,’Linewidth’,1)

h
h
h
h

plot(vinklar (5:end),tid3(5:end),’g-’

,’Linewidth’,1)

plot(vinklar(5:end),tid4(5:end),’k--’,’Linewidth’,1)

hold on

% semilogy(vinklar(5:end),tid1(5:end),’b’,’Linewidth’,3)
% hold on

h
h
h

semilogy(vinklar (5:end),tid2(5:end),
semilogy(vinklar (5:end),tid3(5:end),
semilogy(vinklar (5:end),tid4(5:end),

% grid on
% legend(’Metod 1’,’Metod 2’,’Metod 3’,

h

% xlabel(’Theta?)

% ylabel(’Tid (sekunder)’);
subplot(2,2,1)

hold on

’r?,’Linewidth’,3)
’g?,’Linewidth’,3)
’k?,’Linewidth’,3)

‘Metod 4°);

semilogy (vinklar (5:end) ,tid1(5:end),’b’,’Linewidth’,3)

grid on

xlabel (’Theta’)
ylabel(’Tid (sekunder)’);
title(’M1?)
subplot(2,2,2)

hold on

title(’M2?)

semilogy (vinklar (5:end) ,tid2(5:end),’r’,’Linewidth’,3)

grid on

xlabel (’Theta’)
ylabel(’Tid (sekunder)’);
subplot(2,2,3)

hold on

title(’K17)

semilogy (vinklar (5:end) ,tid3(5:end),’g’,’Linewidth’,3)

grid on

xlabel(’Theta’)
ylabel(’Tid (sekunder)’);
subplot(2,2,4)

hold on

title(’K27)

semilogy(vinklar (5:end) ,tid4(5:end),’k’,’Linewidth’,3)

grid on
xlabel (’Theta’)
ylabel(’Tid (sekunder)’);

% saveas(gcf,’../figd.png?’)

hh

figure (5)

clf
subplot(2,2,1)

plot(vinklar(l1:end-2) ,vinkelb1(3:end-2),’b’)

grid on

title(’M1?)

xlabel (’Theta’)

ylabel(’Avvikelse i vinkel \beta’);
subplot (2,2,2)

xii



s3ss  plot(vinklar(l:end-2) ,vinkelb2(3:end-2),’b?)
300 title(’M27?)

200 xlabel(’Theta?)

i1 ylabel(’Avvikelse i vinkel \beta’);

402 grid on

203 subplot(2,2,3)

105 plot(vinklar(l:end-2),vinkelb3(3:end-2),’b?)
406

w07 title(’K1?)

208 xlabel(’Theta’)

1ws ylabel(’Avvikelse i vinkel \beta’);

410 grid omn

4«11 subplot(2,2,4)

212 plot(vinklar(l:end-2),vinkelb1(3:end-2),’b?)
sz title (’K27?)

115 xlabel(’Theta?)
216 ylabel(’Avvikelse i vinkel \beta’);

217 grid omn

419 xlabel(’Theta?)
120 ylabel(’Avvikelse i vinkel?);

422 Y, saveas(gcf,’../figh.png?)
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B.4 Simulering 2
B.4.1 MATLAB

) SIMULATION 2 IN THESIS FOR BATCHELOR DEGREE IN MATHEMATICS

h

% THESIS SUBJECT: QUATERNIONS AND ROTATIONS

T
% ~ DEVELOPED BY: N. ANDERSSON
T

) CHALMERS UNIVERSITY OF THECHNOLOGY/UNIVERSITY OF GOTHENBURG

%
yA SPRING 2012

feature accel off
%Point to rotate
punkt=[1 0 2];

punkt=punkt (:);

%Vector to rotate around
vektor=[2 1 0];

v=vektor/norm(vektor); %Need a unit vector

%Computes center and radius for the circle

mittpunkt=(punkt (:) ’*v(:))*v;
mittpunkt=mittpunkt (:);
radie=norm(punkt-mittpunkt);

antal_varv=3;
steg_per_varv=100;

Antal_iterationer_per_punkt=100;

vinklar=linspace(0,antal_varv*2*pi,antal_varv*steg_per_varv);
vinkel_i_varje_steg=vinklar(2) -

v_i_v_s=vinkel_i_varje_steg;

pett=zeros(3,antal_varv*steg_per_varv);

pett(:,1)=punkt’;
ptva=pett;
ptre=pett;
pfyra=pett;

radiel=zeros(1,antal_varv*steg_per_varv)’;

radie2=radiel;
radie3=radiel;
radied=radiel;
nyquat=[1,0,0,0];

tidl=radie4;
tid2=tid1l;
tid3=tid1;
tid4=tid2;

vinkell=tid4;

vinkel2=vinkell;
vinkel3=vinkell;
vinkel4d=vinkell;

vinklar (1);

Xiv

%To make an average of times in each step



88

89

90

91

101

102

104

105

106

107

108

vinkelbl=vinkell;

vinkelb2=vinkelbl;
vinkelb3=vinkelbl;
vinkelb4=vinkelbl;

index=1;

co=cos(v_i_v_s);
si=sin(v_i_v_s);

lv=length(vinklar);

Antal_iterationer_per_punkt_invers=1/Antal_iterationer_per_punkt;
for theta=vinklar;

index=index+1;

disp([num2str (100*index/(1lv+1)) ’% avklarat’]);

if (mod(theta+v_i_v_s ,2%pi)>pi)
theta2=2*pi-mod(theta+v_i_v_s ,2%pi);
else
theta2=mod (theta+v_i_v_s ,2%pi);
end

% Matriser

tic
for k=1:Antal_iterationer_per_punkt
Matris=[];
p_temp=1[1];
Matris(:,1)=[ (1-v(1)~2)*cos(v_i_v_s)+v(1)~2
-v(3)*sin(v_i_v_s)-v(1)*v(2)*cos(v_i_v_s)+v(1)*v(2)
v(2)*sin(v_i_v_s)-v(1)*v(3)*cos(v_i_v_s)+v(1)*xv(3)];

Matris(:,2)=[ v(3)*si-v(1)*v(2)*xcos(v_i_v_s)+v(1)x*xv(2)
(1-v(2)~2)*xcos(v_i_v_s)+v(2)"2
-v(1)*sin(v_i_v_s)-v(2)*v(3)*cos(v_i_v_s)+v(2)*v(3)];

Matris(:,3)=[-v(2)*sin(v_i_v_s)-v(1)*v(3)*cos(v_i_v_s)+v(1)*xv(3)
v(1)*si-v(2)*v(3)*xcos(v_i_v_s)+v(2)*xv(3)
(1-v(3)~2)*xcos(v_i_v_s)+v(3)~2];

p_temp=pett (:,index-1);
punktny=Matris*p_temp;
end

tidl(index-1)=(toc)*Antal_iterationer_per_punkt_invers;
pett (:,index)=punktny (:);
radiel (index)=norm(punktny (:)-mittpunkt (:));

a=punktny (:) -mittpunkt (:);

%Projection with Householder
c=(eye(3)-v(:)*v(:)’)*punktny (:);

vinkell (index+1)=acos((a(:)’*c(:))/(norm(a)*norm(c)));
vinkelbl (index+1)=acos(a’* (punkt(:)-mittpunkt(:))/...
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tic

end

(norm(a)*norm(punkt(:)-mittpunkt(:)))) -theta?2;

% Kvaternioner
p=ptre(:,index-1);

for k=1:Antal_iterationer_per_punkt

quat=[cos(0.5*v_i_v_s),v.*sin(0.5*xv_i_v_s)];

quat_inv=[quat (1) ,-quat(2:end)];

p_kvat=[0 p(:)’];

punktny=q_mult (q_mult (quat,p_kvat),quat_inv);
end
t=toc;
tid3(index-1)=(t)*Antal_iterationer_per_punkt_invers;
punktny=punktny (2:4);
ptre(:,index)=punktny (:);
radie3(index)=norm(punktny (:)-mittpunkt (:));
a=(punktny (:)-mittpunkt (:));

%Projection with Householder transformation
c=(eye(3)-v(:)*v(:)’)*punktny (:);

vinkel3(index+1)=acos((a(:)’*xc(:))/(norm(a)*norm(c)));
vinkelb3(index+1)=acos(a’*(punkt(:)-mittpunkt(:))/...

(norm(a)*norm(punkt (:)-mittpunkt(:))))-theta?2;

%% Plotting section
figure (1)

clf

subplot(1,2,1)
plot(vinklar ,radiel (2:end)-radie)
grid on

title(’Metod 1)

xlabel (’Theta’)

ylabel(’Avvikelse i radie’);

subplot(1,2,2)

grid on

plot(vinklar ,radie3(radie3>0)-radie)
grid on

title(’Metod 37)

xlabel (’Theta’)

ylabel(’Avvikelse i radie’);

ho

figure (2)

clf

subplot(1,2,1)

plot(vinklar ,real(vinkell(3:end)),’b’)
grid on

title(’Metod 17)
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s xlabel(’Theta’)
6o ylabel(’Avvikelse i vinkel \alpha’);

171 subplot (1,2,2)

172 plot(vinklar ,real(vinkel3(3:end)),’g’)
173 grid on

172 title(’Metod 37)

175 xlabel (’Theta’)

176 ylabel(’Avvikelse i vinkel \alpha’);

o hh
50 figure (4)

132 clf

153 axis equal

152 subplot(1,2,1)

155 hold omn

56 semilogy(vinklar (5:end) ,tid1(5:end),’b’,’Linewidth’,3)
157 grid on

155 xlabel(’Theta’)

159 ylabel(’Tid (sekunder)’);

100 title(’Metod 17)

01 axis ([0 20 0 14e-5])

192 subplot(1,2,2)

195 hold on

102 title(’Metod 37?)

195 semilogy(vinklar (5:end) ,tid3(5:end),’g’,’Linewidth’,3)
106 grid on

w07 axis ([0 20 0 14e-5])

19s xlabel(’Theta?)

199 ylabel(’Tid (sekunder)’);

200 hh
200 figure (5)
203 clf

200 subplot(1,2,1)

205 plot(vinklar (l1:end-2) ,vinkelb1(3:end-2),’b’)
206 grid on

207 title(’Metod 17)

208 xlabel(’Theta’)

200 ylabel(’Avvikelse i vinkel \beta’);

211 subplot(1,2,2)

213 plot(vinklar (l1:end-2),vinkelb3(3:end-2),’b’)
15 title(’Metod 37)

216 xlabel(’Theta’)

217 ylabel(’?Avvikelse i vinkel \beta’);
215 grid on
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B.4.2 MEX
MEX-fil:

#include <math.h>
#include "mex.h"

// MEX-file, used in simulation 2 in Batchelor Degree in mathematics
// Thesis title: "Quaternions and Rotations"
// Created by Niklas Andersson

void mexFunction(int nlhs, mxArray * plhs[],

{

int nrhs, const mxArray * prhsl[])

double *ql, *q2,*p_q_ut;
int gql_rows,ql_cols,q2_rows,q2_cols;

ql_rows = mxGetM(prhs[0]);
ql_cols = mxGetN(prhs[0]);
q2_rows = mxGetM(prhs[1]);
q2_cols = mxGetN(prhs[1]);

plhs[0] = mxCreateDoubleMatrix(ql_cols, ql_rows, mxREAL);
p_q_ut = mxGetPr(plhs[0]); // Allocate space to output
ql = mxGetPr (prhs[0]); // qi

q2 = mxGetPr(prhs[1]); // q2

*(p_q_ut + 0) = (*(ql+0))*(*(g2+0))-(*x(ql+1))*(*(g2+1)) -
(*(ql+2) ) *(*x(q2+2)) - (*x(q1+3))*(*(q2+3));

*(p_q_ut + 1) = (*¥(ql+0))*(*(q2+1))+(*x(ql+1))*(*x(q2+0))+
(x(q1+2) ) * (% (q2+3)) - (*x(q1+3))*(*(q2+2));

*(p_q_ut + 2) = (*¥(ql+0))*(*(q2+2)) -(*x(ql+1))*(*x(q2+3))+
(x(ql+2) ) *x (*x(q2+0))+(*(ql+3)) *(*(q2+1));

*(p_q_ut + 3) = (*¥(ql+0))*(*(q2+3))+(*x(ql+1))*(*x(q2+2)) -
(x(q1+2) ) * (% (q2+1))+(*x(q1+3))*(*(q2+0));
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