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Syftet med detta arbete ar att undersdka nagra svenska gymnasieelevers konceptuella och procedurella
matematikkunskaper. Malet dr ocksé att forsoka hitta forslag pa hur den svenska matematikundervisningen kan
fordndras och bli mer konceptuellt inriktad.

Undersokningen bestod bade av en enkdtundersokning utformad som ett test med matematiska uppgifter dér 67
elever deltog och en intervju av tvé elever déar deras 16sningsmetoder diskuterades.

I resultatet av analyserna framgar det att svenska gymnasielevers matematiska forstaelse till stor del ar av
procedurell karaktir. I analysen av intervjuerna undersoks de procedurella respektive konceptuella kunskaper
eleverna har och i vilken omfattning detta paverkar deras resultat. Har iakttas ockséa deras formaga till att flytta
matematiskt, procedurell kunskap mellan olika sammanhang, det som vanligtvis bendmns som transfer. I
analyserna pekas ocksd pa brister i den svenska matematikundervisningen och det ges forslag pd moment som
eventuellt skulle kunna bidra till 6kad procedurell forstéelse hos eleverna. I resultatdelen fokuseras ocksa pa de
psykologiska konsekvenser skillnaden mellan forvéintad och verklig kunskap hos eleven kan f2 i interaktionen
mellan ldrare och elev.

Det &r viktigt for alla ldrare i matematik att vara medvetna om dmnets dubbelhet, dir de tva sidorna av
matematisk kunskap hér bendmns som konceptuell och procedurell. Som lérare i matematik ar det viktigt att
konstant reflektera 6ver vilken typ av kunskap man ger eleverna och i vilken méan den kan bidra till en férdjupad
forstaelse eller enbart ger ytlig och flyktig kunskap som enbart baseras pa procedurer.
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1 Inledning

”Hello students!”
”Hello teacher!”

“I will ask you a question. It might be quite hard, because this is a question from a national test for the fifth
graders in Sweden. Are you ready?”

Sa sdger programledaren Natanael Derwinger ndr han stér framfor fjardeklassarna i en skola 1
Shanghai. Uppgiften han sedan skriver ner dr 800 + 100= . Att alla elever i klassen klarar av
att 16sa uppgiften trots att de &r ett ar yngre idn de femteklassare fragan dr riktad till, ar kanske
inte dr det mest anmarkningsviarda hér. Inte heller det faktum att 20 % av svenska
femteklassare faktiskt svarar fel pa just denna uppgift. Det mest talande ar att hela den annars
sa vilartade skolklassen bryter ihop 1 skrattkramper 6ver den nya ldrarens uttalande om att
denna uppgift skulle vara svar.

Scenen ovan dr himtad fran Utbildningsradions program Virldens bésta skitskola (2011). I
samma program uttalar sig Johan Thorbjornson, universitetslektor i matematik, om de
nyantagna studenterna vid KTH: Vi har ju en kris alltsa, helt klart, i utbildningssystemet; en
djup, djup kris. Jag tycker det ar skandal att man inte ar drlig med hur déligt det ofta &r . Han
fortsdtter sedan med att konstatera att ”dven de enkla talen som egentligen har med
grundskolematte att gora, har manga problem med”.

Skolan dr ett hett &mne just nu. Inte bara dr vi mitt i en stor skolreform med nytt betygsystem,
lararlegitimationer och omskrivna kurs- och ldroplaner. Det talas ockséd om en skola i kris med
sjunkande resultat, betygsinflation och friskolor som drivs med ekonomisk vinst som frimsta
intresse. Aven om bilden som mélas upp ser mork ut vid forsta anblicken s ér den inte helt fri
fran tolkningsmojligheter. I Virldens bésta skitskola (2011) konstaterar man t.ex. att finska
barn, som presterar mycket béttre &n svenska i de internationella métningarna, samtidigt mar
samre. Det konstateras ocksa hér att det finns andra egenskaper hos barn som inte mits, t.ex.
samarbetsformaga. Svenska ungdomars rika fritidsliv och var kulturs tradition av
gruppaktiviteter ger i dessa avseenden oss en fordel i arbetslivet, framfor den asiatiska, mer
individualistiska skolan. Men dven om de nationella testen pa flera plan kan ifragaséttas
kommer jag i mitt arbete godta att matematikresultaten i den svenska skolan har blivit simre
och jag kommer alltsa inte hér att forsoka virdera vilken typ av medborgare den svenska
skolan bor fostra. Istéllet 4 min avsikt att fokusera enbart pa vilken typ av matematisk
kunskap svenska gymnasieelever har och forhoppningsvis hitta forslag pa hur
matematikundervisningen kan forbéttras.

I sin analys av TIMSS advanced 2008 konstaterar Skolverket (2009, s.7) att en majoritet av
svenska gymnasielever inte behdrskar uppndendemalen 1 varken C-, D- eller E-kursen” .



Vidare konstaterar de att matematikundervisningen i vistvirlden under en tid haft ”en alltfor
sndv inriktning pé I6sningsprocedurer”. De sammanfattar problemet:

”I en sddan procedurellt inriktad undervisning fokuseras pa berékningar utan begreppslig forankring och inte
pa att belysa hur olika moment i matematiken forstaelseméssigt bygger pa varandra”

Den svenska matematikundervisningen kan alltsa till huvudsak betraktas som procedurell
medan densamma i de framgangsrika ostasiatiska lindernas till storre del bygger pa
begreppslig, konceptuell forankring. Denna slutsats bor knappast komma som en
overraskning. Bide elever och andra ldrare jag mott har vid tillfalle uttryckt en viss frustration
over att skolans matematikundervisning inte genererar forstaelse utan fokuserar pa
procedurerna. For att fortydliga ger jag ett konkret exempel:

Jag besokte for en tid sen en serie lektioner dér lararen vid forsta tillfdllet skulle borja ga
igenom tiopotenser, exponentialfunktioner och logaritmer. Kursen var Matematik C och
gruppen gick tredje aret pa ekonomisk linje. Det var forsta lektionen som logaritmer skulle
diskuteras och eleverna hade sedan tidigare ingen erfarenhet av detta begrepp. Lektionen
borjade med en diskussion om vad I6sningen skulle kunna var for 2* = 10. Efter denna
diskussion, dar man kom fram till att 3 < x < 4, forklarade ldraren hur man 16ser den hér
typen av ekvation:

Forst borjar man med att sitta log framfor uttrycken pa bada sidor av likhetstecknet: log 2* =

log 10. Om man gor s, kan man sedan flytta ner x framfor log-tecknet: x log 2 = log 10. Av
log 10 1
~ — =~ 3,32.

log2 030

detta foljer sedan att x =

Begreppet (tio)logaritm forklarades alltsa inte alls, utan log forklarades initialt enbart som en
knapp pa minirdknaren. Vad som var intressant hér var att eleverna gillade detta. Logaritmer
var inte sa svart, det var bara att logga” pa bada sidor om likhetstecknet, flytta ner x och
utfora lite divisioner. Nér lektionen var slut kunde alla elever i klassen 19sa
exponentialekvationer och jag upplevde att manga tyckte detta var en riktigt rolig lektion.

Mitt méte med ekonomklassen fortsatte lektionen efter, men da skulle jag halla i lektionen.
Jag hade kommit 6verens med ldraren om att det efter den forsta uppvarmningslektionen nu
var dags att forklara begreppet logaritm for eleverna. Jag borjade med att diskutera utifran
inversa funktioner (utan att anvédnda just det begreppet). Min genomgéng byggde pé foljande
tanke:

y=x+5-ox=y-5

y
:2 = —
y=2x >x=3

y=xox=y
y=10*->x =1lgy
Jag forklarade hir alltsa att pa samma sdtt som minus dr “motsatsen” till plus s ar

tiologaritmen motsatsen till tio upphojt till. Jag dopte ocksa om tiologaritmen fran log till 1g
utan att ga djupare in pa att logaritmer kan ha olika bas. Det som var svért hir var att



forklaringen av begreppet logaritm kéndes lite avig for eleverna. I de dvriga fallen av inversa
funktioner ovan gar dessa operationer (—,+, V) att forklara pa ett sitt som de flesta elever ser
som sjélvklart. Daremot upplevde jag att det for eleverna fanns ett motstand i att fullt ut
greppa betydelsen av att t.ex. Ig 200 betyder “det tal man maste upphdja 10 med for att fa
200”.

Jag fortsatte att ha eleverna i ett flertal veckor och forsokte att reda ut hur man béast passerar
denna del av C-kursen och pi ett optimalt satt blandar procedur med koncept. Jag kom inte
fram till ett fardigt svar och det dr bland annat darfor jag skriver denna uppsats. Jag noterade
att fardigheten att ”logga” pa bédda sidor, flytta ner x och sedan dividera, satt hos de flesta
elever. Daremot fick jag upprepa definitionen av tiologaritmen i princip varje lektion. Nér jag
sedan inférde den naturliga logaritmen och e, forsokte jag uppriktigt ge eleverna en mojlighet
att forstd definitionen av e, som det tal vars exponentialfunktion inte pdverkas om man
deriverar den. I detta skede borjade jag dock tvivla. Jag insag att det kanske var utopiskt att
anta att eleverna pa ett djupare plan skulle kunna greppa och ta till sig definitionen av €,
dessutom papekade bade elever och andra lédrare att det 1 vissa moment hér kanske var béttre
att bara att acceptera fakta och inte alltid forsoka forsta och forklara allt.

Det procedurella tinkandet ser alltsd ut att vara djupt rotat i svensk matematikundervisning.
Nar jag tanker tillbaka pd mina lektioner i ekonomklassen kdnner jag en viss frustration dver
att det kdndes omdjligt att undervisa utifran konceptuella idéer. Jag inser ocksa att eleverna
faktiskt forvantade sig, tyckte om och tog till sig de procedurella momenten. Detta &r
egentligen ndgot ytterst positivt men méste i min mening kunna kompletteras med konceptuell
kunskap for att ge en bra undervisning. Min sista reflektion &r att konceptuell kunskap aldrig
kommer med en géng. Aven om eleverna naturligt kan forsta operationerna —,+ och V' sa var
aven dessa begrepp svara fran borjan och inférdes vid olika tidpunkter under skolgangen.
Elever kan nér de gar Matte C forhoppningsvis utfora subtraktion pa bade naturliga tal,
negativa tal och bokstiver, diremot stiller v/—1 fortfarande till det. De konceptuella
kunskaperna kring olika begrepp och operationer ér fordnderliga och utvecklas i néra relation
till de nya procedurer som infors. Denna relation mellan procedurell och konceptuell kunskap
har en central del i denna undersékning.



2 Syfte

Jag vill med detta arbete undersoka ndgra svenska gymnasieelevers konceptuella och
procedurella matematikkunskaper. Jag vill forsoka hitta exempel pa konsekvenser en allt for
procedurell matematikundervisning kan ge och férhoppningsvis kunna komma med nagra
forslag pa hur den svenska matematikundervisningen kan forédndras och bli mer konceptuellt
inriktad.

Jag har 1 min undersokning tillfragat 67 elever genomfora ett test med nio matematiska
uppgifter. En del av dessa ér direkt himtade fran TIMSS 2007 (Skolverket, 2008, ss. 88-118)
och var ursprungligen riktade till elever i attonde klass. Min tanke hér ar alltsa att se om
elever pa gymnasiet i hogre grad én attondeklassare svarar rétt pd dessa uppgifter. Jag vill
utifran denna analys forsoka dra slutsatser om elevernas procedurella och konceptuella
utveckling over tid.

Forutom testet har jag dven intervjuat tva elever angdende deras 16sningsmetoder pa
testuppgifterna. I deras resonemang har jag dérefter forsokt hitta vél utvecklade respektive
déligt utvecklade matematiska kunskapskvaliteter, bdde procedurella och konceptuella. Jag
ger ocksd hér forslag pa tinkbara orsaker till deras resonemang, och idéer om vad i den
tidigare matematikutbildning som kan ha orsakat elevernas kunskapsutveckling.



3 Teorli

I mitt arbete utgar jag frén vissa teoretiska definitioner. Dessa och nigra bakomliggande
teorier forklaras hér.

3.1 Piaget och Vygotsky

Det rader ingen tvekan om att midnniskans formaga att ldra dr en ytterst komplicerad process
som kanske aldrig fullt ut gér att forklara. For att kunna gora de teoretiska definitioner jag
utgér fran behdver jag forst definiera tvd bakomliggande kunskapssyner: den
konstruktivistiska och den sociokulturella. I sjdlva undersékningen och analysen kommer jag
dock begrinsa mig till att titta pé ett fatal inlarningsfaktorer, med fokus pé rent kognitiva
processer. Aven om jag till viss del bortser fran sociala och kulturella faktorer ér det viktigt att
kdnna till dem. Jag kommer beréra ungdomars kunskapsutveckling inom d@mnet matematik
och dé som ett samspel mellan framst larare och elev.

Jean Piagets konstruktivistiska tankar bygger pé att mdnniskan skapar kunskap i samspel med
sin omvérld. En viktig del i denna process dr enligt Piaget att vi sjdlva dr aktiva och att
kunskap alltsd inte enbart skapas genom intryck utifran. Hans utgdngspunkt ar biologisk och
han menar att en ménniskas utveckling foljer ett forutsdgbart monster dér alder ar sjilva
variabeln. Ett barn passerar under sin uppvéxt ett antal stadier och for varje steg i
utvecklingen utvecklas barnets intellekt mot allt mer abstrakt tinkande. Piaget anvénder
begreppen assimilation och ackommodation for att forklara hur ménniskan lér sig i samspel
med sin omvérld. Assimilation innebér att vi tittar pd virlden och bekriftar att den bild vi har
av den stimmer. Denna process innebdr alltsd inga stora intellektuella sprdng utan skall
enbart ses som ménsklig traning i att leva i den vérld vi kinner. Ackommodation sker nér vi
stoter pa nagot nytt, som bryter mot den bild av varlden som vi har. Genom att analysera och
forstd detta nya inforlivar vi det 1 var varldsbild och vi kan genom assimilation sedan anpassa
oss till en ny, mer komplicerad virldsbild (S&ljo, 2000, ss. 58-61) .

Assimilations- och ackommodationsbegreppen kan ses som en forenklad bild av ménniskans
inldrningsprocesser och bildar en viktig grund till senare teoretiska definitioner. Man méste
dock vara medveten om att det finns viktiga faktorer som Piaget inte tar hinsyn till. Aven om
hans konstruktivistiska modell séger att vi skapar vér varldsbild i samspel med vir omgivning
och att bilden av verkligheten konstrueras av individen sjélv, berdr han inte vikten av det
mellanménskliga motet (Siljo, 2000, s 65).

Om de konstruktivistiska tankarna betonar samspelet mellan individen och dess omviérld,
utgar istéllet ett sociokulturellt perspektiv frdn samspelet mellan individen och andra
ménniskor. Ett barn f6ds inte i ett rum utan i en kultur och det &r i relationer med andra vi lar
oss. Den kunskap vi skapar ar beroende av den kultur vi 4r fodda i och de redskap vi omger
oss med. Man séger att dessa redskap, eller artefakter, medierar verkligheten. Var tolkning av
omvdrlden dr alltsd inte direkt utan sker genom olika verktyg, som bade kan vara verkliga
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objekt och intellektuella konstruktioner. Ett tidstypiskt exempel pa en artefakt dr persondatorn
som for dagens generation &r ett viktigt verktyg for inldrning och tolkning av verkligheten.
Niér det géiller matematisk kunskap skulle man hir kunna ta upp minirdknaren som ett annat
exempel pa artefakt men 1 mitt fall &r de fysiska redskapen inte sa intressanta. Viktigare &r att
titta pad de intellektuella redskapen. Matematisk kunskap medieras genom ett matematiskt
sprak, vilket i utbildningssammanhang representeras av de modeller vi ldrare anvinder for att
presentera matematiken for eleverna. (Siljo, 2000, ss. 81-82).

Det matematiska spréket dr alltsd inget objektivt, evigt utan beroende av kontexten. Som
framgar i analyserna av TIMSS 2007 finns det nationella skillnader mellan elevers
matematikkunskaper (Skolverket, 2008 ss. 8-9). Det sitt pa vilket matematisk kunskap
medieras borde sdledes skilja sig it beroende pé vilket land man bor i1 och det matematiska
spraket dr alltsé kulturellt/regionalt beroende. Intressant att notera har dr ocksé det
matematiska sprékets historiska utveckling som speglar de matematiska insikter som vuxit
fram under vér historia. Aven om elever idag kan ha svért att forsté t.ex. komplexa tal, ger
véart matematiska sprak oss modeller att forklara dessa. Till skillnad fran de pythagoreiska
matematikerna ter sig bade irrationella och komplexa tal timligen naturliga(!) for oss, och
daven om historien om hur Hippasus blev kastad 1 havet for att han rakat upptéicka de
irrationella talen (Sfard, 1991, s 12) dr en myt, beskriver den dndd hur begrénsat det
matematiska spraket var pd den tiden.

Den mest framstaende sociokulturella foresprakaren, Lev Vygotsky, beskriver ménskligt
larande som appropriering: var forméga att ta till oss andras kunskap genom att samspela med
dem. Enligt Vygotsky sker detta inom den larandes utvecklingszon. Denna zon ér den
begreppsvirld som innefattar det den larande forstar eller kan prestera, men ocksé det hon kan
hantera med hjélp av en pa omradet mer kompetent person. Sa linge lararen haller sig inom
denna zon ges den ldrande mojligheten att utvecklas och appropriera ny kunskap. I
undervisningssammanhang bor darfor en bra ldrare utmana eleven sé att undervisningen ligger
pa en niva mellan det eleven helt och fullt kan forsta och det som det kréver ett visst stod for
att begripas. Vygotsky pdpekar ocksé att approprieringen i dessa situationer, med en tydlig
kompetensskillnad mellan en mer kompetent ldrare och en mindre kompetent student, alltid
paverkas av den kultur samspelet sker i. Med andra ord det vi redan konstaterat:
undervisningens innehall och det sprdk med vilket det kommuniceras é&r olika beroende pé
kontexten (Siljo, 2000 ss. 119-123). I matematikundervisning skulle detta kunna manifesteras
1 exempelvis kursplansskillnader mellan olika ldnder, men ocks& hur man lar ut och kanske
framforallt hur man definierar och virderar matematisk kunskap.

3.2 Konceptuell och procedurell kunskap

Ur bade ett konstruktivistiskt och ett sociokulturellt perspektiv dr larande en process som ar
beroende av andra faktorer &n kunskapen i sig. Om d& matematisk utveckling kan ta olika
riktning beroende av i t.ex. vilken tid eller kultur man ar fodd i, &r det viktigt att fundera pa
vilka olika definitioner matematisk kunskap kan ha.



Traditionellt brukar man dela upp matematisk kunskap 1 tva delar. Om jag sjalv intuitivt
skulle gora en sddan uppdelning skulle jag sidga att matematik bade ar forstaelse och
rdknande. I den traditionella, stereotypa matematikundervisningen far da forstéelse
representeras av genomgéangar av liararen och riknandet lars ut genom repetitivt mekaniskt
rdknande, ofta enskilt med stod av ldraren. Detta var i alla fall den bild jag hade innan jag
borjade med denna uppsats. Definitionen av matematisk kunskap ar dock inte helt uppenbar
och det finns flera olika forsok till definitioner som i mangt och mycket dr Gverensstimmande
men ocksa skiljer sig 4. Matematikens dubbelhet beskrivs alltsa pé olika sétt 1 litteraturen
men jag har valt att utga fran uppdelningen i konceptuell och procedurell kunskap. Kerstin
Pettersson definierar begreppen i sin doktorsavhandling (2008, s 31) och beskriver
konceptuell kunskap som “kunskap om begrepp och principer” och procedurell kunskap som
“kunskap om regler och procedurer”. Hon hinvisar hér till Jon R. Stars definitioner av dessa
begrepp. Pettersson poédngterar vikten av att kunna virdera kvaliteten pd de tva definitionerna
separat. Tidigare definitioner har vérderat konceptuell kunskap som komplex och rik, medan
procedurell dr begriansad till kunskap om hur nagot skall goras. Med Stars distinktion ar det
mojligt att virdera kvaliteten pé kunskapen oberoende av kunskapstyp. Pettersson forklarar
vidare hur de tva kunskapstyperna utvecklas i samspel med varandra (2008, ss. 31-32). Hon
utgar fran en modell av Baroody, Johnson och Feil som visar pa hur matematisk kunskap
utvecklas fran ’svaga procedurella och konceptuella kunskaper utan kopplingar ddremellan”
till ”djupa procedurella och konceptionella kunskaper som &r fullt integrerade”. Denna
utveckling sker genom en process dér eleven med tiden i allt hdgre grad skapar kopplingar
mellan de tva kunskapstyperna under forutsittning att hennes procedurella kunskaper i varje
fas ligger pa en nagot hogre niva én de konceptuella.

En liknande modell presenteras av Anna Sfard (1991). Hon gor en annan klassificering av
matematisk kunskap och menar att man kan uppfatta matematik pa tva sitt: strukturellt och
operationellt. Operationell uppfattning kallar hon férmégan att tolka matematiska processer
och algoritmer, en definition snarlik den for procedurell kunskap. Definitionen av strukturell
uppfattning skiljer sig dock frén konceptuell kunskap di den avser var féormaga att tolka
matematiska konstruktioner som objekt. Som exempel pekar Sfard bland annat pd vér syn pa
de naturliga talen. Om man pekar pa en bild med tre dpplen och fragar ett litet barn hur manga
dpplen hon ser, blir inte svaret enbart tre. Innan man skapat en strukturell taluppfattning blir
sjdlva rdknandet som operation svaret pa fraigan. Sa 4ven om barnet vet att det dr tre dpplen pa
bilden kommer hon att svara genom att ridkna: ett, tva, tre. Pa liknande sitt kan man se pa de
rationella talen, dér en strukturell uppfattning om brakbegreppet ar att ett brik ar ett objekt
som man kan anvénda for andra processer, t.ex. addition. Om en elev &r begransad till en
operationell uppfattning om begreppet, ser hon inte braket som ett objekt utan enbart som en
divisionsprocess. Sfard forklarar en elevs utveckling nér det giller taluppfattningar som en
cyklisk process ddr eleven utifrén en viss strukturell uppfattning kan ta till sig nya typer av
procedurer vilket i sin tur genererar nya strukturella uppfattningar. Rékning leder till en syn
pa de naturliga talen som objekt, vilket gor att eleven kan léra sig att dividera tva naturliga tal,
vilket 1 sin tur gor att hon kan se brak som objekt. P4 samma sétt nar vi fram till strukturella
uppfattningar om negativa, reella och komplexa tal.
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Sfards idé om hur matematisk utveckling gar till visar att vi for att kunna léra oss nya
operationer forst maste ha en klar bild 6ver de objekt som ingér i operationen. Ett problem
skulle séledes kunna uppsta i undervisningen om den strukturella uppfattningen slépar efter
och nya processer infors utan att eleven forst forankrat en typlig bild av objekten som
processen utfors pé, som just objekt. I den svenska matematikundervisningen som utpekats
som fokuserad pa operationellt/procedurellt tinkande, dr det inte alls otroligt att detta skulle
kunna uppsta. Kanske kan man i detta resonemang delvis hitta forklaringen till svenska
elevers sjunkande resultat 1 de internationella métningarna.

Liknande resonemang som de om taluppfattning kan enligt Sfard appliceras pa andra omraden
inom matematiken. Ett intressant exempel dr funktionsbegreppet. Begreppet funktion
ndmndes for forsta gangen av Leibniz 1692 och ségs ursprungligen som en algebraisk process
beroende av en variabel. Att se en funktion som ett objekt visade sig historiskt vara svart da
det intuitivt s& uppenbart handlar om en process dér man stoppar in nigot i ena dnden och far
ut ndgot i andra. Objektifieringen blir mgjlig forst ndr man definierade en funktion i rent
méngdteoretiska termer: ”En (ettstillig) funktion dr en mingd av ordnade par (x,y) déry
entydigt bestdms av x” (Bennet, 2012). Med Sfards resonemang ar det forst i detta skede, nér
vi omvandlat en process till ett objekt, som vi kan géd vidare och anvidnda funktionen som
objekt i nya processer. Kiselman och Mouwitz definierar i boken Matematiktermer for skolan
(2008), begreppet funktion som “avbildning vars virden ir tal”. Aven om det i definitionen av
avbildning i samma bok inte bara talas om en relation mellan méngder utan ocksd om en
méngd av talpar, dr detta begrepp ungefar lika otydligt som funktionsbegreppet och kraver
vidare definitioner. I slutindan kréver alla matematiska begrepp en forankring i tal- eller
méngdteoretiska axiom och den objektifierade beskrivningen av en funktion som en miangd
talpar ligger hir ndrmare dessa dn andra definitioner. Om man vill generalisera &r det viktigt
att en larare som vill bidra till att eleverna kommer vidare i sin matematiska utveckling, i
varje moment dr medveten om vikten av en djupt forankrad forstielse. I Sfards fall handlar
denna fordjupade forstdelse om att omvandla processer till objekt, men man kan gora liknande
resonemang utifran begreppen konceptuell och procedurell kunskap.

Procedurell kunskap ér ofta begrénsad till ett specifikt sammanhang och om man vill anvinda
en kénd procedur i en ny kontext, behdver den ofta dndras nigot forst. En elev som lér sig
anvénda en procedur i flera olika sammanhang kan genom detta skapa sig en mer begreppslig,
konceptuell forstaelse av sjdlva proceduren, en s.k. metakognitiv procedur. Sjélva problemet
med den rent procedurella kunskapen é&r att den inte kréver att man forstir vad man haller pa
med, men om eleven trénar proceduren i olika kontexter, kan en sadan forstaelse skapas.
Denna tanke ér till synes snarlik en cykel i Sfards inldrningsprocess, men med annan
begreppslig forankring. Overforingen av procedurell kunskap fran en kontext till en annan
bendmns ofta som “transfer”. For att en elev sjilv skall kunna lyckas gdora den hér typen av
overforing ar hennes konceptuella kunskap av ytterst viktig. En elev som har utvecklad
konceptuell kunskap har littare att p4 egen hand applicera en procedur i ett nytt ssmmanhang
an en elev som 1 huvudsak besitter procedurell kunskap. Denna skillnad har visat sig vara
valdigt tydlig 1 jamforelsen mellan asiatiska och svenska skolelever, dér elever fran Hong
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Kong och Taiwan i mycket storre grad dn svenska elever har férmagan till
procedurgeneralisering. Jag har tidigare konstaterat att det finns stora svarigheter med att som
gymnasieldrare forsoka dndra pa instéllningen till &mnet och ga fran en procedurell till en
konceptuellt fokuserad undervisning. I min egen upplevelse av att forklara logaritm-begreppet
for Matematik C-elever, gick jag delvis bet och upplevde dessutom att eleverna verkade
foredra en procedurellt inriktad undervisning. Att bryta ett djupt forankrat
undervisningsmonster som i gymnasieelevers fall pagatt i minst nio r, verkar alltsé inte bara
vara nddvéndigt utan ocksa véldigt svart (Skolverket, 2009, ss. 16-19).
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4 Metod

Jag valde att genomfora min underskning 1 tva steg. Forst gjorde jag en enkétundersdkning,
utformad som ett test (se bilaga 8.1), dér jag gav 67 elever pd en gymnasieskola ett antal
matematiska uppgifter att svara pa. Fem stycken av frdgorna var himtade direkt frdn TIMSS
2007(Skolverket, 2008, ss. 88-118). Dessa uppgifter hade under varterminen 2007 stéllts till
elever i ak 8 som en del av den omfattande TIMSS-undersékningen. Jag vill alltsa har
analysera hur ett urval elever pa gymnasiet svarar pa dessa fragor jamfort med
attondeklassarna. Forutom dessa fragor inneholl testet nagra ytterligare, liknande

flervalsfragor samt tva 6ppna fragor dir eleverna med egna ord ombads definiera talen V2 och
7. Nér jag réttat och analyserat svaren valde jag ut tvé elever som jag intervjuade och bad
dem forklara hur de resonerade nir de 16ste uppgifterna i testet. Resultaten fran enkdten och
intervjuerna utgor alltsd det totala underlaget for mina analyser och slutsatser.

4.1 Val av metoder och vetenskaplig ansats

Eleverna skrev gruppenkéten/testet pd matematiklektioner och alla som var i klassrummet vid
det aktuella tillfallet deltog. Klasserna var lite olika forberedda pa att jag skulle komma, men
ingen klass hade i forhand fatt veta att de i enkéten skulle bli ombedda att 16sa matematiska
uppgifter.

Intervjuerna gjordes enskilt vid ett senare tillfdlle. De bada eleverna som forfragades tackade
pa forhand ja, men var vid intervjutillfillet inte forberedda pa vad intervjun skulle handla om.
Intervjuerna gick ut pa att eleverna fick titta pa de uppgifter som fanns i enkdten och med
egna ord forklara hur de 16ste dem. Uppgift 1 och 3 hade jag kompletterat med foljdfragor for
att mojliggora en djupare analys, men 1 6vrigt inneh6ll intervjun inga andra fragor. Eleverna
visste inte vid intervjutillfillet hur val de lyckats pd enkédten och fick heller inte se vilka svar
de gett nér de skrivit den.

Min tanke vid val av metoder var att enkdten och intervjuerna skulle fungera som
komplement till varandra. Enkéten skulle i forhallande till TIMSS 2007 ge en overgripande
bild av vilka moment grupperna hade létt respektive svért for. De Oppna fragorna skulle ge en
bild av vilka olika uttryck elever pd gymnasiet kan tinkas anvinda nidr de ombeds beskriva
matematiska begrepp. Intervjuerna var tankta att ge svar pa vilka typer av resonemang som
lett fram till bade korrekta och felaktiga svar 1 enkéten.

Det ér viktigt att konstatera att TIMSS 2007 var en mycket omfattande undersdkning dér
resultaten for ak 4 och 8 baserades pa 6000 elevers svar, varav drygt 3000 gick i 8k 8. Dessa
3000 elever var fordelade pa 159 slumpvis utvalda skolor i Sverige (TIMSS 2007, ss. 15, 46).

Med tanke pa detta dr det svart att inom ramen for detta arbete forsoka gora en jamforelse
med denna rapport, med samma generaliserande ambitioner. Genom mina intervjuer gar jag
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ocksa bort fran TIMSS statiska flervalsformulér och 6ppnar upp fér en annan analys, med
utgangspunkt i den intervjuades livsvarld, frimst fokuserat pa det matematiska tdnkandet.
Med dessa forutsittningar har jag valt en hermeneutisk ansats 1 mitt arbete. Jag utgér hir fran
den definition av hermeneutik som beskrivs av Gilje och Grimen (2007, ss. 172 - 173), d.v.s.
jag forsoker att “klargora vad forstdelse och tolkning &r, hur forstaelse dr mojligt och vilka
speciella problem som uppstér vid tolkning av meningsfulla fenomen”. I mitt fall bestar de
fenomen som skall tolkas av matematiska uppgifter. I analysen méste jag dven ta hiansyn till
deltagarnas forforstaelse, bland annat med avseende pé sprak och begrepp och individuella
erfarenheter. Jag utgar ocksa frén att elevens forforstaelse dr reviderbar, den dr beroende av
elevens mdte med sin omvérld och dr darfor fordnderlig. Detta antagande far som konsekvens
att en elevs tolkning av ett fenomen som i sin tur &r beroende av elevens forforstaelse, blir
beroende av nér i tiden eleven stoter pd fenomenet. Ett matematiskt problem borde darfor
tolkas olika vid olika tillféllen (Gilje, Grimen 2007, ss. 179-184).

4.2 Begransningar

Fokus 1 min analys blir att férsoka hitta vilka konceptuella och procedurella kunskaper
eleverna har och i vilket avseende detta paverkar deras totala matematiska kunskaper. A ena
sidan studeras detta i analysen av enkétfrdgorna. Hér kan man avldsa hur elevernas kunskaper
skiljer sig fran de elever i 4k 8 som genomforde TIMSS-unders6kningen 2007, 4ven om
generaliseringar bor goras med viss forsiktighet da mitt urval var relativt litet. Ur enkdten kan
man ocksé utldsa elevernas formaga att beskriva matematiska koncept, i detta fall

representerade av talen V2 och 7. Ur detta kommer jag dra slutsatser om elevernas
konceptuella kunskaper.

A andra sidan har jag ocksé ambitionen att genom intervjuer kunna utlésa i vilken mén och
med vilka kvaliteter eleverna besitter konceptuella respektive procedurella kunskaper. Denna
analys gors med hjélp av de muntliga beskrivningar eleverna gor men ocksa de
stddanteckningar/matematiska noteringar de gjorde under sjilva intervjuerna.

Aven om jag huvudsakligen kommer analysera elevernas kunskapskvaliteter med
utgdngspunkt i begreppen konceptuell och procedurell kunskap, dr det ocksa mojligt att andra
faktorer som skulle kunna paverka inlarningen, blir synliga. En livsvérldshermeneutisk ansats
kraver dock en kontextualiserad ontologi, diar man alltsa begransar vilka omrdden man vill
iaktaga (Claesson, 2008). Det &r omgjligt att ta hansyn till alla faktorer som paverkar en
manniskas kunskaper om ett specifikt &mne och for att vara tydlig vill jag ndmna nagra
exempel pa vad jag inte har underlag for att diskutera och analysera, men som eventuellt
skulle kunna vara bidragande orsaker till elevernas matematiska kunskaper:

e Tidigare larares paverkan. Man skulle kunna tdnka sig, ndr urvalet dr sa litet och
regionellt begrénsat att ménga av eleverna under lang tid haft samma lérare i

matematik. Om det nu rakat vara s att denna eller dessa ldrare varit exeptionellt “bra’
eller ”déliga” kan detta gora stort utslag pa vilka kunskaper eleverna har, bade
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individuellt och totalt, men kan ocksé ha paverka andra parametrar, t.ex. instillning till
amnet.

e Elevernas sociala bakgrund. Eftersom eleverna dr tagna ur enbart samhélls-, ekonomi-
och teknikprogrammen ar urvalet inte representativt for alla gymnasieelever. Den
kommun som skolan dir enkéten och intervjuerna genomforts i ér relativt vilbargad
och kan inte heller ses som representativ. I min undersdkning dr det ocksd omdjligt att
analysera i vilken man elevernas fordldrars instillning till imnet matematik péverkar
resultaten.

e Eventuella subkulturella faktorer. Vad finns det {or attityder och virderingar i dessa

klasser? Vilka sociala koder ér det som géller och paverkar dessa i sa fall elevernas
vilja till deltagande i en sén hir studie eller instéllning till &mnet?

4.3 Urval

Alla 67 elever 1 undersdkningen gér pa samma skola, men 1 olika klasser och kurser.
Fordelningen ser ut sa har:

Kurs # elever Klass Léarare
Matematik 1b 25 Spl A
Matematik B 20 Sp2 A
Matematik C 14 Ek3 B
Matematik D 8 Nv3 C

Jag intervjuade tva elever ur den grupp som gér kursen Matematik 1b, Tomas och Sofia. Jag
valde alltsé att jamfOra tva elever som befinner sig pa samma stélle i utbildningen och titta pa
hur deras resonemang skiljer sig at, snarare an att jimfora tva elever fran olika arskurser. I
min analys maste jag saledes utgé fran att det jag undersoker ar hur elever som precis gatt ut
grundskolan resonerar. Jag hade kunnat gora pa ett annat sitt men da hade utgdngspunkten
blivit en annan. Tomas och Sofias resultat pa de forsta 7 enkitfragorna skiljde sig at, Tomas
hade 6 av 7 ritt och Sofia hade 1 av 7 ritt. Jag valde dessa tvd individer utifran tanken att
antalet rétt dr beroende av hur eleven resonerar och att dessa tvd ddrmed borde resonera olika.

4.4 Validitet och reliabilitet

For att sdkra begreppsvaliditeten i detta arbete &r det viktigt att fundera 6ver hur jag véljer att
operationalisera mina teoretiska begrepp (Esaiasson, P. et al., ss. 54-65). De emipiriska
indikatorer jag hdvdar visar pé att en elev besitter konceptuell respektive procedurell kunskap
bor déarfor definieras hir. Néar det géller begreppet konceptuell kunskap som jag tidigare
definierat som “’kunskap om begrepp och principer” har jag ocksé inkluderad Sfards tanke om
strukturell kunskap, d.v.s. var formaga att uppfatta matematiska konstruktioner som objekt.
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De indikatorer som kan peka pé dessa typer av kunskap har jag dérfor identifierat som
foljande:

e Forméga till objektifiering- formégan att se matematiska konstruktioner som objekt
(indikator for konceptuell kunskap).

e Begreppslig sikerhet- den sdkerhet med vilket eleven kan gora definitioner eller visa
pa en i ndgon bemérkelse fordjupad forstaelse av processer (indikator for konceptuell
kunskap).

e Procedurell sikerhet- den sikerhet med vilken eleven kan genomf6ra procedurella
moment utan krav pa generaliserbarhet eller forstielse av processen (indikator for
procedurell kunskap).

e Formaéga till transfer- formégan att flytta en process fran en kontext till en annan (i
huvudsak indikator for konceptuell kunskap, men resulterar dven i procedurell).

Hog reliabilitet definieras som “franvaro av slumpmaéssiga eller osystematiska fel” (Esaiasson,
P. etal,, s. 70). Jag har i min analys av data, vid flertalet fall dubbelkollat resultaten och gjort
statistiska utrdkningar bade i excel och pa papper. Intervjuerna aterges enbart delvis i denna
text, men jag har transkriberat dem i sin helhet innan jag inledde analysen. Vissa sprakliga
korrektioner dr gjorda for att underlétta forstaelsen och ett fatal partier som jag bedomt som
irrelevanta i sammanhanget ar helt strukna. Endast vid ett tillfdlle var det ett ord jag inte
lyckades tolka nér jag lyssnade igenom intervjuerna.

4.5 Etik

Nar det géller intervjuer &r det viktigt att de som deltar, samtycker och ér inférstddda med vad
intervjun gér ut pa (Esaiasson, P. et al., s 290). Dem jag intervjuade fick bada ldsa igenom
pappret ”infor intervjun” (se bilaga 8.2) och skriva pa att de gick med pé de villkor jag stéllt
upp. Jag utlovade dem hir ocksa anonymitet, vilket gor att jag i detta arbete inte ndmner
vilken skola de gér pa och har dndrat deras namn. Tomas och Sofia heter séledes nagot annat i
verkligheten. Jag kan i detta fall inte se ndgra problem med att hélla dessa elever och
elevgrupper anonyma, och det paverkar inte analysen pa nagot sétt.

Infér genomforandet av testet, forklarade jag for elevgrupperna att syftet var att analysera
svenska gymnasieelevers matematikkunskaper. Eleverna ombads att skriva namn och klass pa
enkdten men detta enbart for att jag skulle kunna identifiera namnen pa de elever som skulle
kunna passa att intervjua. Deltagandet var frivilligt, men vid samtliga tillfillen 1dmnade alla
elever in &tminstone delvis ifyllda enkiter. Vissa elever ignorerade att ange sitt namn , andra
angav pahittade.
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I denna text finns séledes inga verkliga namn pa deltagarna i studien, i mitt arbete har jag
enbart delat icke anonymiserade resultat med min handledare. De handskrivna anteckningar
som gjordes under intervjuerna och som redovisas hér har skrivits om sa att de intervjuades
handstilar inte skall g att kiinna igen. Alla inspelade intervjuer och resultat med hinvisningar
till namn kommer inom en tid att forstoras.
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5 Resultat och analys

Testet som eleverna gjorde innehdll totalt nio fragor (se bilaga 8.1), dir den sista bestod av
tva delfragor. Under intervjuerna kompletterade jag uppgift 1 och 3 med négra ytterligare
delfrdgor. I denna del kommer jag gé igenom varje uppgift for sig och bade analysera hela
gruppens resultat men ocksé leta efter indikatorer for kunskapskvaliteter, pa individniva, med
utgdngspunkt i de tva intervjuerna. Jag kommer inleda med en allmin analys av
enkétundersokningen.

5.1 Allmanna resultat

De forsta sju uppgifterna i testet ar flervalsfragor, varav fem stycken ar hamtade direkt fran
TIMSS 2007, ur de fragor som stilldes till elever som gick sista terminen i ak 8 det aret. For
dessa fem fragor finns alltsa en statistiskt sakerstdlld analys av 1 vilken man attondeklassare
klarar att 16sa dem. De som deltog 1 TIMSS-studien 2007 kommer i denna text hinvisas till
som “referensgruppen”. Det &r osdkert vilket resultat elever 1 attan skulle {4 idag, fyra och ett
halvt ar senare, om de fétt svara pa samma frdgor. De elever som svarade pa min enkét gick
troligtvis 1 attonde klass VT 2010, 2009 eller 2008 och ingen borde séledes kunnat delta i
TIMMS-undersdkningen, men borde samtidigt tidsméassigt vara relativt representativa for
denna grupp. Jag har tidigare konstaterat den begransning urvalets storlek har pa vilka
slutsatser man kan dra utifrdn enbart en analys av enkétsvaren.

Tabell 5.1 Andelen rétt svar fraga 1-7

TIMMS |Enkat |Enkdt |Enkat | Enkdt | Enkat

Fraga | 2007 alla Malb |MaB [MaC (MaD
1)- 58,2%| 56,0% | 55,0% | 50,0% | 87,5%

2 18,9% | 32,8% | 12,0%|40,0%|28,6% | 87,5%

3 18,0% | 34,3%| 32,0%|20,0%|35,7%| 75,0%

4 10,9% | 34,3%| 32,0%|20,0%|35,7%| 75,0%

5| 23,20%| 55,2%| 36,0% | 65,0% | 50,0% | 100,0%

6| 23,30%| 47,8%| 48,0%|65,0%| 7,1%| 75,0%

7]- 67,2%| 64,0%|75,0%|57,1%| 75,0%

# Elever |=3000 67 25 20 14 8

I tabell 5.1 kan man ldsa hur stor andelen av eleverna som svarat ritt pa de forsta sju frdgorna.
Fréga 1 och 7 dr nya och finns inte 1 TIMSS 2007. Man ser i tabellen att en lag andel ur
referensgruppen TIMSS 2007 svarade ritt pa fraga 2-6. Uppgifterna var alltsa svara for
attondeklassare ar 2007. Jag har medvetet valt ut uppgifter dér eleverna haft problem, det kan
vara intressant att undersoka om dessa svarigheter lever kvar eller om eleverna med tiden
fordjupar sin forstaelse och dkar sin konceptuella/procedurella kunskap. Om man tittar pd alla
elever som gjorde enkéten kan man konstatera att gymnasieeleverna dverlag svarade bittre dn
referensgruppen. I samtliga fall utom nér det giller uppgift 2 har andelen som svarat rétt mer
an fordubblats. Pa uppgift 4 har andelen tredubblats.
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P& gruppniva ar resultatet mer splittrat. De atta eleverna 1 gruppen som gar Matematik D,
svarar konsekvent bést pé alla uppgifter. Denna grupp dr forvisso liten och resultatet skall inte
overtolkas. Det faktum att dessa elever gar tekniska programmet skulle kunna bidra till att de i
hogre grad dn samhéllsvetare och ekonomer har ett storre intresse for matematik. Vért att
notera dr att denna grupp, efter genomford enkét, gérna stannade kvar och diskuterade
uppgifterna. Dessa elever uttryckte ocksa vid diskussionen efterat, att de saknade att
matematikundervisningen inte fokuserade mer pa forstéelse.

I Matematik C-gruppen dr det mest intressanta att bara 7,1 % svarar rétt pa uppgift 6: > Vilken
punkt aterfinns pa linjen y = x 4+ 2?”. Detta skall jamf6ras med referensgruppen dér 23 %
svarade ritt (Skolverket, 2008, s. 95). Vid samtliga tillfdllen som jag genomforde diagnosen
uttryckte en eller flera elever att de inte forstod denna fraga. Det som de flesta verkade ha
svart med var att x- och y-koordinaterna étskildes av ett semikolon. I C-gruppen anger 71,4%
det felaktiga svaret A (0;-2), vilket kan jimforas med referensgruppen, dir enbart 19% angav
detta svar. Det dr svért att svara pa varfor just denna grupp misslyckades s& med uppgiften.
Att bara en av de 14 elever som var i gruppen svarar rétt dr underligt och det dr svéart att se en
naturlig forklaring. [ uppgiften framgar tydligt att det dr en punkt som efterfragas och dven
om semikolonet dr frimmande borde en del elever dra slutsatsen att det handlar om en punkt
skriven pa formen (X;y). Eftersom eleverna 1 stor utstrackning svarade A (0,-2) borde deras
tolkning vara att punkten skrivs pd formen (y;x), d4 0 = -2 + 2. Man skulle kunna ténka sig att
anledningen till denna tolkning kan ligga i att eleverna tror att en punkt enbart kan noteras
som (x,y) och att detta darfor méste vara ndgot annat. Om funktionsbegreppet anvénts flitigt
kan (0,-2) tolkas som en variant av f(-2) dér ju x-vérdet fors in frdn hoger. Jag kan tycka att
valet att representera en punkt pa formen (X;y) snarare dn (x,y) i TIMSS 2007 ar lite marklig.
Da eleverna verkar ha begreppslig forstielse for formen (x,y) men inte den andra, blir ju
eventuella begreppslig slutsatser man drar utifran resultatet felaktiga. Semikolon ar logiskt om
viardena dr decimaltal, men jag &dr osdker pa i vilken omfattning svenska larobdcker 1
matematik anvinder denna notation. I Matematiktermer for skolan namns inte notationen
(x;y) alls 1 definitionen av begreppet punkt. En punkt i planet noteras hir enbart som (X,y)
(Kiselman & Mouwitz, 2008). Att forsta ett begrepp som &r noterat pa ett sitt man inte har
sett forut &r inte ett rimligt krav. Jag aterkommer till denna uppgift vid genomgéngen av
intervjuerna.

I gruppen som gér Matte 1b svarar enbart 12 % rétt pa uppgift 2, ddr de ombeds forenkla
uttrycket 2(x +y) — (2x — y)=. Pé dvriga fragor svarar de ganska mycket béttre &n
referensgruppen, men hér ar resultatet néstan 7 procentenheter sémre. Bdda
intervjupersonerna gar i denna klass och uttrycker bada vid intervjun att denna uppgift &r svér.
Tomas konstaterar:

T: ”Det ar det att vi inte har gatt igenom just de hir grejerna riktigt 4n. Vi har ju borjat med algebra och
ekvationer och sant men det hade vi inte gjort nér jag gjorde den hir”.
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Aven Sofia siiger ungefir samma sak:

S: ”Nej, det hér har vi nu. ”
I: ”Har ni det nu i skolan?”

S: ”Ja, hérligt att jag inte fattar nit nu. Det gjorde jag inte heller nér jag satt dir inne.”

Béda eleverna konstaterar séledes att denna typ av forenkling dr ndgot de precis har borjat ga
igenom pa matten. Sofia séger till och med att deras ldrare precis gick igenom nagot liknande
innan hon blev kallad till intervjun. Med tanke pa att eleverna i denna grupp ar battre 4n
referensgruppen utom just pa denna fraga, borde anledningen vara att eleverna inte férenklat
nagra uttryck sedan de gick i nian. Eventuella fordjupade kunskaper, som eleverna under det
fatt sista aret pa grundskolan géillande forenklingar av algebraiska uttryck, ser alltsd nu ut att
vara som bortblasta. Att eleverna verkar ha glomt hur man behandlar parenteser med
avseende pa distributiva lagen och hantering av teckenbyten, tyder pé en ytterst ytlig,
procedurell kunskap. Det framgar i bdda intervjuerna att eleverna enbart forsoker komma pa
hur foérenklingsproceduren ser ut utan att koppla det till begreppsliga egenskaper. De &r osékra
pa vad man skall gora med tvéan fore den forsta parentesen och om man skall byta tecken i
den andra. Ingen av dem kommer genom resonemang fram till ritt svar. De saknar alltsa
tillracklig konceptuell kunskap gillande algebraiska uttryck och ddrmed verktyg for att
resonera sig fram till ett svar. Aven om proceduren #r ny, si hade en fordjupade begreppslig
kunskap géllande algebraiska uttryck kunnat forenkla transfer fran ett annat omrade dér de
behédrskar liknande processer, enligt definitionen:

”Det &r alltsé helt avgdrande, om eleverna kan modifiera en procedur, sa att den passar fler kontexter. En
sadan dverforing av kunskaper frén ett omrade till ett annat brukar bendmnas transfer. Konceptuell kunskap
kan underlétta transfer, genom att eleverna har ett slags facit for att kontrollera om en modifiering &r korrekt
eller inte. Detta gor att inkorrekta procedurer kan sorteras bort”.

(Skolverket, 2009, s. 19)

Jag fortsdtter denna analys 1 kapitlet som specifikt rér uppgift 2.
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Uppgift 8 beror elevernas kunskaper om olikheter. Jag upptickte vid réttningen att denna
uppgift inte var sa bra formulerad:

Om vi vet att g, boch car heltal och att:

a<0

b>0

b ar ett jamnt tal

a-b=c

Vad kan vi da sdga om ¢ (OBS! flera svar kan vara ratt i denna uppgift)?
A ¢c>0

B. ¢c=0

C. c<O0

D. ckanintevarall
E. ¢c#0

F. ¢c<a

G. cKkanintevara— 11

Ritt svar pd denna uppgift ar C, D,E och G; d.v.s. fyra av sju mdjliga alternativ. Problemet
blir hér att viardera vilken typ av svar som &r mer ritt &n andra. Vilket svar virderas hogst om
man t.ex. jJamfor en elev som har tva ritt och ett fel med en elev som bara svarat C och
déarmed har ett ritt? Dessutom &r det felaktiga svarsalternativet F dumt att ha med, eftersom
det liknande pastaendet ¢ < a ir sant, givet antagandena. En elev som sdger att F dr sant kan
mycket vl ha tankt rétt och enbart missat att a # c¢. Fordelningen av svaren ser ut sa hér:

Tabell 5.2 svarsfordelning, uppgift 8

10,4% | svarade €j

4,5% | helt ratt

41,8% | 1-3 ratt, inga fel

37,3% | 1-4 ratt + fel
6,0% | helt fel

Jag har svért att dra ndgra andra allminna slutsatser utifrdn denna uppgift én att den ar déaligt
formulerad.

P4 uppgift 9a och 9b ombads eleverna att med egna ord beskriva de tva talen v/2 och m. Min
tanke var hér att undersdka hur vél gymnasieelever behérskar formagan att skriftligt gora
matematiska beskrivningar/definitioner. Som introduktion till uppgiften hade jag med ett

exempel dir jag sjdlv beskrev talet % sd har:

”En fjardedel betyder: en av fyra lika stora delar. Du kan dela en tarta i fyra delar genom att forst dela den
pa mitten och sedan dela de bada halvorna p& mitten. En av dessa bitar blir d en fjardedel av tartan. P&

samma sétt blir % av 100 samma som 1700 vilket blir 25. % ar darfor detsamma som 25 %. Man kan ocksé se

pa i som “’ett delat med fyra”. Om man delar 1 med 4 f&r man 0,25. Foljande géller alltsa: i =0,25=25
%”.
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Nir det gillde talet V2 forvintade jag mig att svaret ”det tal som ganger sig sjalv blir 2”skulle
forekomma hogfrekvent. Jag antog ocksa att manga skulle resonera kring att det var svart att
hitta det exakta vérdet pa detta tal, men att det méste ligga mellan 1 och 2 eftersom 1-1 =1
och 2 - 2 = 4. Jag tankte mig ocksa att flera elever kanske visste att talet liknade © pa det
sittet att det inneholl odndligt ménga decimaler och att dessa inte upprepade sig pa ett
aterkommande sitt. Nagon skulle kanske till och med kunna bendmna det som irrationellt. I
tabellen nedan kan man se hur manga procent av eleverna som tar upp respektive punkt 1 sitt
svar. Jag har ocksa lagt till en kategori for de som jamforde med ett annat, mer lattforstaeligt
rotuttryck.

Tabell 5.3 svarsfordelning, uppgift 9a

31,3% | svarade €]
22,4% | felaktiga/ofullstandiga resonemang eller definitioner

53,7% | "det tal som ganger sig sjalv blir 2"

0,0% | “oandligt manga siffror i talet” eller liknande

20,9% | annat exempel, t.ex. V16
3,0% | V/2 maste liggamellan1och 2 Ex)dd1-1=1och2-2 =4
0,0% | irrationellt

Notera hir att vissa elever gjorde ett flertal av dessa definitioner och darfér hamnar under fler
an en kategori i tabellen. Notera ocksa att de redovisade svarsfrekvenserna avser samtliga 67
elever som gjorde testet.

Drygt 50% av eleverna lyckades alltsa definiera v/2 som det tal som ganger sig sjilv blir 2.
Om detta var vintat sé blev jag lite forvanad Gver att enbart 2 av de 67 eleverna (3%)
resonerade kring en approximation av virdet. 21% tog till ett eller flera andra exempel pa
rotuttryck for att forklara begreppet men de gjorde ingen ansats till att forsoka hitta ett
numeriskt narmevéarde. Jag vill tolka svaren som en indikator pa att eleverna har svért att utan
minirdknare flytta rotbegreppet fran roten ur kvadrattal till roten ur icke-kvadrater. Denna
transfer kan man ocksa se som forflyttningen av rotbegreppet mellan kontexterna N — R .Jag
tror att dessa problem beror pé att de har fatt all begreppslig forstielse av rotbegreppet med
utgangspunkt i enkla exempel, dér svaret alltid blivit ett positivt heltal. Alla andra rotuttryck
har behandlas med minirdknare och d&ven om eleverna antagligen vet att inte alla rotter ar
naturliga tal, s& har de inte fitt chansen att reflektera over reella exempel pa konceptuell niva.

Att ingen verkar veta att v/2 #r irrationellt 4r kanske inte sa konstigt, 4n mindre att de inte
kénner till begreppet. Denna okunskap ligger dock i tydlig linje med elevernas daliga
konceptuella kunskap kring de reella talens beskaffenhet.
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P4 testets sista uppgift, 9b, s ombads eleverna definiera w. P4 samma sitt som pa 9a,
redovisar jag hér svaren i tabellform:

Tabell 5.4 svarsfordelning, uppgift 9b
17,9% | svarade €j
6,0% | felaktiga/ofullstandiga resonemang och definitioner
65,7% | “ungefar 3,14”
7,5% | "oandligt manga siffror i talet”, eller liknande

53,7% | koppling till geometri

1,5% | forhallandet mellan omkretsen och diametern pa en cirkel

0,0% | irrationellt, transcendent

Drygt 65% av eleverna konstaterade alltsa att w =~ 3,14. Hélften gor en legitim koppling till
geometri, t.ex. genom att hinvisa till cirkelns area, A = 7r?. Precis som pa uppgiften innan ér
det ingen som bendmner talet som irrationellt eller som 1 det hér fallet ocksa vore mgjligt,
transcendent. Nagra fler dn 1 uppgift 9a dr dock medvetna om att  innehaller odndligt med
decimaler och att det darfor pa négot sétt ar speciellt. Det viktigaste att notera hér ar dock att
endast 1 av de 67 eleverna talar om 7 som ett forhallande mellan omkretsen och diametern pa
en cirkeln. Denna enda elev gjorde en antydan till en sddan definition bor kanske
understrykas, ingen beskrev detta forhdllande precist. Det kanske vore dverdrivet att sdga att
man blir forvanad Gver att eleverna inte kénner till den traditionella definitionen av i, som
forhallandet mellan omkretsen och diametern pé en cirkel. I en skola dir undervisningen ar
konceptuellt inriktad skulle man kunna tdnka sig att lararen ritar upp en kvadrat pa tavlan med
en inritad cirkel, dir bade kvadratens sida och cirkelns diameter har ldngden d. Kvadratens
omkrets blir d& 4d och cirkelns md. Denna typ av exempel skulle sedan kunna ligga till grund
for diskussioner runt t.ex. forhdllanden och konstanter som forhoppningsvis skulle resultera i
fordjupad begreppslig och dirmed konceptuell kunskap. I rent procedurell undervisning tror
jag risken &r att man enbart ser  som ett tal som anvénds i formler av geometrisk karaktir, att
det dr ungefar 3,14 och eventuellt att det &r odndligt langt och lite exotiskt.

5.2 Tomas och Sofia

Jag valde ut de tvd intervjupersonerna ur samma klass, for att kunna jimfora
kunskapsskillnader mellan tvé elever i samma alder. Jag baserade urvalet pa resultaten i
enkéten, och mitt mél var att intervjua en elev som lyckats bra och en elev som lyckats mindre
bra pé testet. Jag fick fram nagra ldmpliga kandidater i varje kategori och valde sedan utifran
elevernas lirares uppfattning om vilka av dessa som hade latt for att prata och som troligtvis
skulle tycka det var okej att bli intervjuade. Med tanke pa de fa intervjutillfallena ville jag
sdkerstélla att de jag intervjuade faktiskt vagade och hade formégan att muntligt resonera
kring sina tankar. M6jligtvis missar man andra elevers sitt att tinka genom ett sa pass riktat
urval, men for att ticka ett brett falt av personlighetstyper ar &nd4 tva intervjuer for fa, sa jag
bortsdg helt enkelt frn detta.
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Tomas var den som hade lyckats relativt bra pa testet. Jag utgick frimst ifran de 7 forsta
frdgorna nér jag vdrderade elevernas kunskaper infor intervjun. Tomas hade 6 av 7 ritt pa
dessa. Nar det giller fraga 8 insdg jag att den var ganska svarréttad och det gick inte riktigt att
avgora vilka elever som behidrskade olikheter och vilka som inte gjorde det. Pa fraga 9 var
svaren fran de flesta elever relativt innehallslosa och det gick inte att hitta ndgon exceptionellt
duktig elev som visade pa utvecklad begreppslig forstaelse gillande de tva talen v2 och 7.
Tomas hade inte svarat alls pd 9a men pa 9b hade han gjort vissa definitioner.

Sofia hade 1 av 7 ritt pa de sju forsta uppgifterna. Pé fraga 9a och 9b hade hon inte svarat
alls.

5.3 Uppgift 1

Denna uppgift bestod i enkéten endast av 1a, men vid intervjutillfallet kompletterade jag
denna med 1b och 1c, for att mojliggora en fordjupad analys.

5.3.1 Uppgift 1a

2p3 . 3p2:
5p°
6p°
6p°
5p®

o0 wp

Denna uppgift fanns inte med i TIMSS 2007 och anledningen till att jag tog med den var att
se om eleverna hade lattare for att [6sa denna i forhéllande till uppgift 3a, som formuleras pa
foljande vis: 2a? - 3a=. Tanken vara allts4 att eleverna skulle ha littare for 1a, dé regeln att
addera exponenterna inte kridver ndgon konceptuell kunskap sa linge exponenten > 1. I fallet
3a borde elever som enbart har procedurella kunskaper om multiplikation av potenser, inte
nodvindigtvis forstd att a = al. Om eleven inte ser detta samband blir dérmed
multiplikationen a? - a svar att genomfora. Allmiint sett visade sig eleverna mycket riktigt ha
svarare med 3a. Bara 34,3% svarade ritt pa 3a, jimfort med 1a, dir 58,2% svarade ritt. Aven
pa gruppniva hade samtliga grupper béttre resultat pa 1a én pa 3a.
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Bade Tomas och Sofia svarade ritt pa uppgift 1a i enkdten. Daremot fick bada problem under
intervjuerna ndr de skulle forklara sina resonemang. Troligtvis spelade nervositet en viss roll
hér och bada verkade forsoka hetsa fram ett svar. En intressant iakttagelse var att Sofia
tolkade p som ”poédng” och uttrycker

S:” 2 -3 = 6 poang och de dir uppe: upphojt till 6”.

Sofia reflekterar inte 6ver hur multiplikationsprocessen ser ut och kommenterar inte att hon
viljer att multiplicera exponenterna. Tomas, & andra sidan verkar vara mer medveten om att
man maste ta hinsyn till specifika regler i detta fall:

T: ”jag skall forst gangra 2 och 3 som blir 6 och sen blir det ju att man plussar ihop de hir exponenterna da
sa att det blir 2 + 3”.

Tomas ser alltsa ut att ha koll pa proceduren men viljer 4nda i sitt resonemang att ldgga till
ytterligare ett till exponenterna med motiveringen

T: ”det &r tva (stycken) p hér nere sa det ar en till upphojd till sa att svaret blir vél 6 upphojt till 6”.
Bédda kommer sdledes fram till det felaktiga alternativet B som svar, d&ven om de svarade C 1
enkéten.
5.3.2 Uppgift 1b

2-103-3-10%=

Denna uppgift hade inga svarsalternativ och var enbart med pa intervjuerna, som komplement
till 1a. Uppgiften ar strukturellt identisk med 1a, men variabeln a &r satt till 10. Bade Tomas
och Sofia lyckades resonera sig fram till rétt resultat har, men pa lite olika sitt.

Tomas visar precis som pa 1a, att han har procedurell kunskap géllande multiplikation av
potenser:

T: 72 ganger 3 ir lika med 6, och sen 10 upphdijt till 3 ganger 10 upphojt till 2 det blir ju tio upphojt till 5.

Har far han alltsa rdtt svar utan att tveka. Han &r sdker pa reglerna hér, och behaller
potensformen till han kommer till 6 - 10> = 600000 . Aven om han visade liknande
kunskaper pa 1a, sa visar han hédr en mycket storre sikerhet och gor ingen felaktig slutsats
som pa la. Man kan alltsa konstatera att Tomas verkar ha en béttre procedurell sikerhet nér
det géller tiopotenser &n nér basen dr en bokstav. Denna procedurella trygghet skulle enligt de
teorier som presenterats tidigare, kunna bygga pa en djupare begreppslig forstaelse for just
tiopotenser. Man kan ténka sig hér att Tomas sedan tidigare har en bra begreppslig forstéelse
ndr det giller multiplikation med multipler av 10: 10, 100, 1000 etc. Han vet da att t.ex. 35 -
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1000 innebdir att man skall ldgga pa tre nollor pa 35 och att svaret da blir 35000. Om han
dessutom med litthet kan tolka och intuitivt ldsa 103 = 1000 sé kan han i uttrycket 2 - 103 -
3107 direkt koda om detta till 2000 - 300 vilket da blir 2 - 3 foljt av fem nollor. Det ir inte
sdkert att han behover gora just denna omvandling vid varje tillfdlle utan att transfern fran
multiplikation av tal i grundform till multiplikation med tal i grundpotensform redan har gjort
att han har fétt en begreppslig forstielse for det sistndmnda. Tomas tvekan infor
multiplikation av potenser med en bokstav som bas skulle pa samma sitt kunna bero pa att
han saknar en djupare forstaelse for multiplikation av bokstéver. Han verkar inte direkt kunna
se att a3 - a? ir detsamma som en multiplikation av totalt fem stycken a och dven om han
procedurellt uttrycker att han skall addera de tvd exponenterna, gor en osékerhet kring svaret
att han modifierar sin procedur felaktigt.

Sofia angriper denna uppgift lite annorlunda. Hon verkar ha en procedurell forstaelse av hur
man omvandlar en tiopotens till en multiplikativ process, d.v.s. 103 = 10 - 10 - 10. Hennes
utrdkning blir med denna modell: 2-10-10-10-3-10-10 = 600000. Hennes
multiplikation utfors stegvis: 2 - 10 = 20 — 2010 = 200 etc. I detta fall blir hennes
utrékning helt korrekt, &ven om hon faktiskt inte visar nagra procedurella fardigheter i
potensmultiplikation.

Figur 5.1 Sofias anteckningar 1b
2. 10% 3. p%=

240101031010 = 600 000
2010
200 22000 600010 60600 (,00.000

5.3.3 Uppgift 1c

2-10% +3-10%=

Tomas l6ser denna uppgift pa samma sjélvklara sétt som uppgift 1b. Han konstaterar forst att:

T: ”man skall ju aldrig borja med plus utan man skall borja med génger, multiplikation”

Figur 5.2 Tomas anteckningar 1c

A o = 2 000

R 000 t200=2 2 200

30
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Sen skriver han om de bédda talen frdn grundpotensform till grundform och adderar dem.
Processen ér klar och tydlig och han tvekar inte. Han svarar enbart 2300 och reflekterar inte
over att man skulle kunna skriva om detta tal i grundpotensform. Detta &r sjélvklart inte
nddvindigt och inte heller efterfrdgat. Tomas 10sning ser alltsa i princip ut sé hér:

2-103% +3-10% = 2000 + 300 = 2300

Om Tomas hade f6ljt samma monster som i 1b och behallit grundpotensformen hela vigen till
slutet, hade han istéllet 16st uppgiften:

2-10%+3-10%2=2,3 - 10® = 2300

Man skulle kunna ténka sig att en elev som gor pa det sistndmnda sittet borjar med att
omvandla 3 - 102 = 0,3 - 103 och sedan addera 2 med 0,3. Denna typ av 16sning skulle jag
tolka som mer utvecklad &n Tomas 16sning d&ven om den kanske inte dr snyggare eller
nddvindig. Tomas val att vid addition av potensuttryck ga ner en niva i komplexitet skulle
kunna tyda pé en begrinsad begreppslig forstéelse gillande potensuttryck, men det ar inte
sdkert. En tanke hér dr att elever 1 allménhet kanske tanker att det inte finns nagra liknande
regler vid addition av potensuttryck som det finns vid multiplikation. Hade elever tvingats att
forsoka utmana denna forestédllning hade de eventuellt férdjupat sina konceptuella kunskaper
géllande potensuttryck.

Sofia angriper denna uppgift pa samma sétt som hon narmade sig 1b. Hon skriver forst om
talen frdn grundpotensorm till en serie multiplikationer, som man kan se i figur 5.3

Figur 5.3 Sofias anteckningar 1c

2103+ 3 (10 o

7 /L(}B/ +3J 10 10=
2000 =200

Zob. 107 2000

2000 1 = 20000

200606107 200 bOO + 206603

Problemet uppstér nar hon kommer till trean. Hon ringar in den och drar en pil med
kommentaren:

S: ”Jag tar den senare for den &r plus”.
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Har kan man ana att hon utgar fran att man forst multiplicerar och sedan adderar. Hon visar
dock klart att denna kunskap om prioriteringreglerna enbart dr ytligt procedurell och att hon
inte egentligen forstar vad den innebdr, i alla fall inte i denna kontext. Hon lyfter alltsa ut
trean och multiplicerar resten av talen sd hon far 200000. Hon avslutar med att addera 3 till
200000 och far alltsd svaret 200003.

Nir jag borjar introducera nésta uppgift inser hon:

S: ”Nu kom jag pa att jag riknat fel pa den, men det gor ingen... jag hade ténkt fel hér, att det &r liksom plus
3 géanger 10. Att det &r ganger ddr med”.

I: ”Hur skulle du ga vidare... ”

S: ”Jag hade géngrat det med 3 ocksa. 200 000 génger 3”

I: ”Okej, vad skulle svaret bli da?”

S: 7600 000

Sofia inser alltsa att hennes tidigare resonemang inte riktigt stimmer. Hon ser att additionen
inte bara avser trean utan dven de kommande tiorna och att hon resonerat fel. Det kan hénda
att hon kunnat 16sa denna uppgift om vi tagit det lugnt och borjat om. Jag upplevde att hon hér
forsokte stressa fram ett nytt svar eftersom vi redan var klara med uppgiften. Det stér i vilket
fall klart att hon saknar en klar och tydlig struktur for att 16sa denna uppgift. Felen hon gor
kénns lite godtyckliga och baserade pa chansningar.

5.4 Uppgift 2

2x+y) = (2x - y)=

A. 3y

B. y

C. 4x+3y
D. 4x + 2y

Som jag redan konstaterat i den allménna diskussionen kring resultaten, var denna uppgift
svar for eleverna. Varken Tomas eller Sofia kom fram till det rétta svaret A utan famlade 1
morker efter nagot sitt att angripa problemet. Tomas forsokte till slut inte ens att fa fram ett
svar utan gav upp. Sofia ddremot gor foljande utrdkning:

Figur 5.4 Sofias anteckningar 2
Upesi ft 2
z(ij}- (2x -j) =

7_.)(-.-3 - 2x =Y
2xty “ 2%
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Hon gor saledes fel bdde nir hon multiplicerar in tvaan i den forsta och nir hon tar bort den
andra parentesen. Hon drar sedan slutsatsen att svaret borde bli B, d.v.s. y.

Som jag redan konstaterat verkar alltsa elevernas kunskaper om denna typ av algebraiska
uttryck enkelt glommas bort over tid. Det finns 1 och for sig inget som sdger att varken Tomas
eller Sofia kunde hantera denna typ av berdkningar i attan eller nian, men det faktum att hela
klassen svarade daligt pa just denna uppgift men bra pa resten av dem, talar for detta. Bade
Tomas och Sofia sdger att de inte gétt igenom detta dn, men samtidigt dr detta en frdga som
man enligt TIMSS forvéntas kunna 1 ak 8.

Den procedur man initialt behdver kunna for att 16sa denna uppgift dr hur man strukturellt
lagger upp l6sningen genom att eliminera parenteserna. Sofia verkar ha koll pé detta enligt
hennes anteckningar. Tomas konstaterar ocksé:

T: ”Jag vet att man skall borja med att rdkna parenteserna, vet jag. Att man skall forsoka ta bort dom s det
blir enklare att rikna ut det men...”

De tva regler eleverna inte klarar av hér dr att multiplicera in tvaan i den forsta parentesen och
teckenbytet som dr nddvandigt 1 den andra. Vi kan jdmf6ra uppgiften med ett motsvarande
uttryck utan okénda som skulle kunna ligga till grund for transfer frin rent aritmetiska till
algebraiska uttryck. Om vi sitter x = 3,y = 5sd farvi 2(3+5) — (2-3 — 5) =. For att 16sa
denna uppgift behover eleverna enbart kinna till prioriteringsreglerna. Forst rdknar man ut
parenteserna, sedan multiplikation och sedan addition/subtraktion. Rent strukturellt borde en
elev darfor 16sa denna uppgift:

23+5)—(2:3-5)=23+5) —-(6-5=2-8—1=16—-1=15

Genom denna 16sningsmetod tillampar séledes eleven varken multiplikation in i parenteser
eller teckenbyte, dé det inte behdvs. Transfer fran aritmetik till algebra blir darfér enbart
mojlig nér det géller prioriteringsreglerna. Det &r troligt att det &r just sd har
matematikundervisningen gar till pa hogstadiet. Prioriteringsreglerna tilldmpas i flera
kontexter och kunskapen om dessa foljer med upp i gymnasiet, medan de dvriga reglerna
enbart anvénds vid rikning med bokstéver och déarfor forblir dimmiga. En egen pedagogisk
tanke &r att man i1 hogstadiet skulle kunna variera sig lite nir det géller aritmetiska uttryck och
kanske tillimpade t.ex. distributiva lagen dven hér. Uttrycket 2(3 +5) = (2-3 + 2 - 5) borde
vara en bra utgangspunkt for diskussion. Man kan &ven nér det géller teckenbyte diskutera
logiskt kring aritmetiska uttryck. Jag gissar att det dr lattast att borja med addition inne 1
parentesen, t.ex. 13 — (2 4+ 5) = 13 — 2 — 5. Att dva pa att tillimpa och analysera dessa
regler pa aritmetiska uttryck dér logiken ér léttare att se, borde vara en bra modell for att
mojligora transfer till rent algebraiska uttryck.
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5.5 Uppgift 3

Denna uppgift bestod i enkéten endast av 3a, men vid intervjutillfallet kompletterade jag
denna med 3b, for att mojliggora en fordjupad analys.

5.5.1 Uppgift 3a

2a? - 3a=
A. 5a?
B. 5a3
C. 6a?
D. 6ad

Not: pa enkéten var svarsalternativen pa denna uppgift felaktigt noterade E-H istallet for A-
D.

Denna uppgift bor jamforas med uppgift 1a da de ar snarlika. Som jag tidigare nimnt hade
fler elever fel pd 3a dn pa la i enkdtundersokningen. Enligt skolverkets analys av TIMSS
2007, beror svérigheterna till stor del p4 att eleverna Idser uppgiften 2a% - 3a = 6a%*? = 6a?
(Skolverket, 2008, s. 91). Ménga tolkar alltsé inte a = a® utan a = a°. Andelen som svarade

6a? av ttondeklassarna i referensgruppen var 46,4 % medan 43,3 % av de som gjorde
enkéten svarade sa. Skillnaden mellan de som gjorde denna feltolkning skiljde sig alltsa inte
sa mycket mellan referensgruppen och gymnasieeleverna. Nar det giller det korrekta svaret
6a var det 34.4 % av gymnasieeleverna som svarade ritt medan bara 18 % i referensgruppen
gjorde det.

Tomas klarar denna uppgift. Han borjar med att multiplicera 2 och 3 och far 6. Han
konstaterar da att det méste vara alternativ C eller D som &r ritt svar. Han tilligger sedan:

T: ”sen har vi a? - a kvar och det &r ju a3, antar jag”.

Tomas verkar inte helt sédker hir. Han antar att det maste vara rétt svar, men han viljer lite
tveksamt ett av de tva alternativ som finns kvar: C och D. Som jag tidigare konstaterat verkar
Tomas ha problem med algebraiska bokstavsuttryck och d&ven om han fir denna ritt ar det
med viss tvekan.

Figur 5.5 Sofias anteckningar 3a

20%. 34 =
2-a-3a = (f:q,z
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Sofia far det forvintade felaktiga svaret 6a2 nir hon resonerar sig fram. Hennes
16sningsmetod dr dock inte lika traditionell. Hon resonerar:

S: ”Jag hade tagit 2a - 3a forst, vilket blir 6a. Sedan har jag tvaan dér uppe, [...] sé ldgger jag till den dér. Sa
det blir 6a%”.

Detta resonemang tyder pa att Sofia hir inte bara har en felaktig procedurell forstéelse, hon
verkar dessutom 16sa uppgiften lite chansartat. Om man jaimfér med hennes resonemang kring
uppgift 1a sa véljer hon déir att multiplicera exponenterna, &ven om hon inte uttrycker det rakt
ut. Hér dr det ndgon annan typ av logik som ligger bakom hennes l6sningsmodell. Hennes
problem blir &nnu tydligare nir vi tittar pa nésta uppgift.

5.5.2 Uppgift 3b

Uppgift 3b
2-102-3-10=

Sofia angriper denna uppgift pa liknande sétt som den forra, genom att forst ta bort
exponenten 2 och sedan utfora multiplikationen.

Figur 5.6 Sofias anteckningar 3b

2100%. 310

2:-\0-%- 107
20:3. b=

G- 10°°

Precis som i 3a tar hon alltsa forst bort exponenten 2 och sitter sedan tillbaka den nér hon fatt
fram ett svar. Hennes resultat blir alltsd 6002. Hon fortsitter sedan:

S: ”Man kan ju korta ner det!”

I: ”Hur blir det da?”

S: ”Jag hade kortat ner till 6 - 10%°”,
I: ” 6 - 10%°! Hur fick du fram 60?”
S: ”Jag vet inte, jag delade med 10”.

S: ”Alltsa jag 4r jattedalig pa matte”.

Det blir har annu mer tydligt att Sofia chansar sig fram. Hon ger inga forklaringar till varfor
hon gor pa ett visst sétt utan procedurerna verkar nastan tagna ur luften. Ett av problemen
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verkar for Sofia vara att hon ser pa 10 och 102 som tv4 olika typer av objekt. I uppgift 1b
lyckas hon med relativ enkelhet multiplicera 103 - 10? genom att skriva om det som en
multiplikation av 5 stycken tior. Hon borde i detta fall kunnat gora likadant och faktiskt
dérmed undkomma féllan att tro att 102 - 10 = 102*°, Om vi utgér ifrén att hennes
16sningsmodell pa uppgift 1b var genomténkt, sa tyder hennes oférméga att 16sa denna i
princip identiska uppgift pé att hon ser detta som en ny kontext. Hennes tolkning borde alltsa
vara att 10 och 102 skiljer sig 4t pA samma sétt som t.ex. 10 och x gor det. Jag tolkar detta
som att hennes konceptuella, begreppsliga kunskap 1 detta omrade i princip ér obefintlig. Hon
forlitar sig helt pd procedurer utan ndgon forstéelse och nér en ny okénd situation uppstar har
hon ingen mdjlighet till att resonera sig fram till ett svar.

Redan innan intervjun uttryckte Sofia en viss skepsis till sin egen formaga och sa att hon till
stor del chansat pa testet. Nagonstans hér i intervjun, runt fraga 3, borjar jag ocksé kinna en
uppgivenhet fran hennes sida och att hon inte riktigt orkar. Denna kénsla av inte kunna nagot
ar inte konstig med tanke pa den analys jag hdr gor. Sofias osdkerhet infér varje moment och
de chansningar hon upplever sig gora borde verka uttréttande och uppgivenheten ér fullt
forstaelig.

Tomas 16ser denna uppgift relativt enkelt. Enda skillnaden mellan hans 16sning av denna
uppgift och uppgift 1b ar att han hér inte behaller potensformen énda till slutet. Han 16ser

uppgiften 2+-102-3-10=2-100-3-10 =200-3-10 = 600 - 10 = 6000. Precis som i
tidigare fall &r Tomas sjélvsdker ndr han behérskar situationen och han tvekar inte.

5.6 Uppgift 4

a=3o0chb=-1

Vad ar vardet av 2a + 3(2 — b)?

A. 15
B. 14
C. 13
D. 9

Tomas resonerar sig hér ganska enkelt fram till ritt svar. Han resonerar hogt och dven om han
tvekar lite 4r han dnda snabb med att se vilka som &r de korrekta procedurerna hir. Han borjar
med parentesen och konstaterar direkt att 2 — (—1) = 2 + 1 = 3. Sen loser han uppgiften
strukturerat som man kan se i hans anteckningar. Slutligen konstaterar han att 6 + 9 = 15.
Man kan se pa Tomas anteckningar att han inte skriver ut =-tecken och slarvar med
parentestecknen, men forutom denna rent formella kritik behdrskar han uppgiften.
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Figur 5.7 Tomas anteckningar 4

2%+ 3(z-(-1)
£ +% 42 .3
X 2-3

Sofias resonemang pd denna uppgift dr intressant att iakttaga. Hon vet att om det &r tva
minustecken efter varandra, sa blir det plus. Hon sétter ocksa in vardena pa rétt stillen i
uttrycket, som man kan se i figuren (dven om det pa forsta raden blivit lite fel). Efter detta &r
det tva allvarliga fel som gar att urskilja. For det forsta ignorerar hon prioriteringsreglerna
helt. Jag har redan konstaterat att hon pé uppgift 1¢ inte lyckades reda ut en addition mitt i en
mingd multiplikationer, men i det fallet forsokte hon i alla fall. Hir utfér hon utrdkningen
strikt fran vénster till hger utan ndgon kommentar om att det eventuellt bor ske i en viss
ordning. For det andra ignorerar Sofia parentestecknen. Hon skriver inte ut dem alls i sina
anteckningar och gor inte heller ndgra muntliga kommentarer om parentesen. Om Sofia hade
anvant prioriteringsreglerna ratt i 6vrigt hade hon alltsa dnda fatt fel svar, da hon skriver om
32-(-1)=3-2-(-1).

Figur 5.8 Sofias anteckningar 4
a=3
b=t
2.0 B3+3:2 - =]
2- 34327
3+ 8 =5 Ly
b+3:2+(
9:2+!
1841 =19

Eftersom 19 inte finns med bland svarsalternativen inser Sofia hér att hon gjort fel. Efter en
tids tyst funderande 6ver hur hon skulle kunna géra om uppgiften, kommer vi 6verens om att
lamna den och ga vidare till nésta.

I detta ldge borjar det kénnas lite olustigt att fortsétta intervjun. Som intervjuare, men ocksa
som vuxen, upplyst ldrare borjar jag kénna att distansen mellan mig och Sofia véxer. Jag
upplever att jag hir utsitter henne for ndgot som far henne att méa daligt och som gor att hon
allt mindre anstrianger sig for att lyckas. Jag tycker mig se att hennes kinsla av misslyckande
far henne att allt mer distansera sig, bade till mig och till uppgiften.
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Detta ar saklart en ytterst subjektiv tolkning och den ror sig delvis utanfér denna uppsats
ramar. Men dven om de psykologiska aspekter som jag hédr tolkar handlar om annat dn
matematisk kunskap, kan man funderar pd vad det &r som hinder hér. Det dr rimligt att anta
att de matematiska omraden som Sofias pa riktigt behérskar, bade med avseende pa
procedurella och konceptuella kunskaper, egentligen dr pd en niva som dr mycket ldgre an den
vi befinner oss pa har. Om jag hade stéllt fragor till henne som frén borjan riktade sig till 1ag-
eller mellanstadiebarn, s& kanske hon uppfattat uppgiften som enkel och inte behovt uttrycka
hur ”dalig” hon ar pa matematik. Det som ér riktigt orovickande dr dock att Sofia inte har
tillrackliga kunskaper for att 16sa uppgifter som riktar sig till elever i attonde klass, trots att
hon gér forsta dret pa gymnasiet. Om vi antar att matematikundervisningen i grund- och
gymnasieskolan ér progressiv sa kommer elever som gér Matematik 1, men som egentligen
har en matematisk forstaelse pa Sofias niv4, riskera att hamna i en situation dir de inte har
ndgra mdjligheter att ta till sig annat dn ytlig, procedurell kunskap. Nédgonstans pa vigen blir
alltsa glappet mellan verklig kunskap och forvéntad kunskap alltfor stort, och risken okar att
eleven ger upp, uttrycker avsky infor amnet eller helt lagger ner.

5.7 Uppgift 5

I Zedland anges den totala fraktkostnaden for ett foremal med formeln y = 4x + 30, dar x ar
vikten i gram och y ar kostnaden i zed. Om man har 150 zed, hur manga gram kan man lata
frakta?

A. 630
B. 150
C. 120
D. 30

Sofia 16ser uppgiften ganska snabbt.

S: 74 - 150 hade jag tagit. 4 - 150 = 600, 600 + 30, sa det blir 630 vilket & A pa den hér uppgiften. Sé jag
hade valt A”.

Jag tror att bade jag och Sofia dr ndjda med svaret. Aven om hon hir svarar fel, kiinner jag att
det ar psykologiskt viktigt att hon far kénna att hon enkelt kommer fram till ett svar. I detta
fall blir det ndstan onddigt att analysera hennes metod, da jag upplever det som uppenbart att
hon inte reflekterar 6ver den. Det finns en utsaga hir: 4x + 30, och ett véirde: 150. Sofia sdtter
x=150 och sitter in detta i utsagan. Hon ndjer sig med svaret nér hon ser att det finns med
som ett svarsalternativ.

Tomas kommer fram till att y méste vara 150. Han testar sig sedan fram:
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T: 7150 = 4 ganger nanting man skall frakta. Vi séger att man skall frakta 30... 4 - 30 + 30, sé blir ju
det: 4 - 30 = 120, plus 30 blir ju 150 sa da stimmer ju det. S& mitt svar blir D, 30”.

Aven om Tomas inte hir tillimpar nigon algebraisk metod for ekvationsldsning, 4r svaret och
resonemanget ritt. Jag kan ur detta dock inte dra nagra slutsatser kring hans procedurella
kunskaper nar det géller formell ekvationsldsning.

5.8 Uppgift 6

Vilken punkt aterfinns pa linjen y = x + 27

A. (0;-2)
B. (2; —4)
C. (4;6)
D. (6; 4)

Jag har redan varit inne pa denna uppgift vid genomgangen av allménna resultat. Det som
verkar vara problematiskt for eleverna pd denna uppgift ar sjélva notationen. Tomas uttrycker:

T: ”Den var jag alltsa helviack pa. Sant hér vi inte jobbat med tror jag inte. Det kanske inte dr sa svart
egentligen, men det &r det hdr tecknet hédr som jag inte begriper”.

I: ”Semikolonet dir i mitten, dr det det du menar?”

T: ”Ja, det har vi aldrig hallit pd med”.

I: ”Kan du gissa vad det betyder eller skulle du kunna... vad tror du om du skulle forsdka pa nat sétt anda!?”
T: ”Jag ér totalt vick pa den hir. Fast i och for sig om man... fast det borde ju nistan vara C dir for om man
borjar med 4 och séger att 4 dr y , eller att 4 ar x... och x +2 blir 6. Det &r sa langt jag kan komma liksom ...
att man tar fyran och plussar 2, sa blir det 6.

Sofia har liknande tankar:

S: ”Vilken punkt aterfinns pa linjen? Jag fattar inte, vad da punkt och vad ér y och vad ér x i det?”
I: ”Skulle du pé nagot sitt kunnat gissa pa ett svar?”

S: ”Jag hade bara gissat!”

I: ”Du hade bara gissat rakt upp och ner?”

S: ”Dé& hade jag gissat pa... vad hade jag gissat pa? Jag hade kanske gissat pa A!?”

I: ”Kan du forklara varfor det blev A just?”

S: ”Jag ser inte hur y eller x kan bli... nej vénta. Jag har ingen aning faktiskt. Det beror pa... till exempel
uppgiften innan, stod det ju vad y, hur man hade det... jag kanske hade tagit C”.

I: ”Och varfor det?”

S: Ja, for det star plus 2 sa antagligen... det kan ju vara ett tal innan. Dér x stér kan det ju varit 4 till
exempel. Och pd y... jag har faktiskt ingen aning. Jag hade bara chansat pa typ C.

Béida kommer alltsa fram till rétt svar om &n véldigt tveksamt. Det dr dock inte sdkert att
uppgiften hade varit littare om koordinaterna hade varit separerade av ett kommatecken. Man
kan tdnka sig att det var linge sen eleverna stotte pa den hér typen av problem och sjélva
tanken pa att en punkt representeras av tva stycken koordinater kanske inte ar helt sjdlvklar.
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De fragar sig bada vad som dr x och vad som &r y, men ingen utgar i sitt resonemang fran
begreppet punkt. I stéllet letar de efter en funktionell procedur diar man stoppar in ett véarde
och far ut ett annat. Om de varit sékra pa definitionen av en punkt och att den representeras av
tva tal, dir det forsta &r x-koordinaten, hade de kanske &nd4 tyckt semikolonet varit konstigt
om de var vana vid en annan notation. Deras resonemang hade dock innehéllit nan form av
hénvisning till punktbegreppet. Om man vill anvéinda Sfards objektsidé s& kan man tolka det
som att eleverna hir har svart att uppfatta punkten som ett objekt, definierat som ett talpar och
har darfor svart att anvénda den i en funktionell process.

Skolverket tar i TIMSS-rapporten inte upp eventuella tolkningsproblem som semikolonet
skulle kunna medfora, men de noterar:

”Denna testuppgift bedoms inte matcha uppnaendemaélen i kursplanen for grundskolans matematik, vilket
ocksa kan forklara den relativt 1dga 16sningsfrekvensen”.
(Skolverket , 2008, s. 95)

5.9 Uppgift 7

Ta produkten av a och b, subtrahera c och dividera sedan det du far med d. Vad far du da?

a c
A =—=
b d
ab—c
B.
d
c
C. ab—=
d
a+b—c
D.
d

Har resonerar Tomas pa foljande sétt:

T: ”Sa skall vi se, produkten av a och b, det dr ju om man sétter a och b bredvid varandra utan nat emellan!
Sa det &r ju som ett gdngertecken. Och subtrahera med c, dividera sedan det du far med d. Det méste ju vara
B, for hér star det ju tydligt a och b bredvid varandra som att man tar ganger, alltsa produkten, minus ¢ och

sen dividerar man allt med d”.

Sofia &r inte lika sdker, men kommer efter tag ocksd fram till ritt svar:

S: ”Produkten, jag gissar pé att det ar ganger. Eh, produkten... jag maste tédnka nu. Det finns subtrahera,
dividera, produkten... jag gissar pa att det dr ganger! Subtrahera, dr det minus? Jag hade tagit B. For att det
star produkten... ni jag hade tagit A, nd skojar bara. Vinta lite. N4, jag hade tagit B”.

I: ”Kan du forklara det en gang till?”

S: ”Ta produkten av a och b. Har hiander det ju ndgot jag som inte kan forklara, jag vet inte hur. Sen
subtrahera c, alltsd minus c och sen dividerat, delat med d och da far jag B”.

I: ”Om det hade varit ett prov det hér, tror du att du hade suttit s hér ldnge och tdnkt eller hade du chansat
tidigare?”

S: ”Jag hade nog suttit och tinkt ett tag pa den och férsokt komma pa...”
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% 9

Uppgiften var tinkt som ett test pa elevernas forstaelse av begreppen produkt”, ”subtrahera”
och ”dividera”. Tomas verkar ha full forstaelse for alla begrepp och resonerar klart och tydligt
fram till ritt resultat. Sofia ir mer osiiker, men testar sig #nd4 fram. Aven om hon inte riktigt
forstar att uttrycket ab ar en produkt sa resonerar hon sig fram till ritt svar. Hon haller pa
relativt linge med denna uppgift och det dr ocksé dérfor jag fragar henne om hon tror att hon
hade suttit s& ldinge med en sén hir uppgift pa ett prov.

Som jag uttryckt tidigare si upplevde jag att Sofia ltt gav upp i ndgon form av uppgivenhet.
Hiér visar hon dock att hon véagar resonera, &ven om det &r lite chansartat. En forklaring till
detta 6kade engagemang finner man eventuellt i en kommentar gillande den f6rra uppgiften.
Efter Sofias resonemang pé uppgift 6, diar hennes analys, om dven dir ndgot chansartat, ledde
henne fram till rétt punkt pa linjen, s kommenterade jag detta:

I: Okej, bra, det hade varit en bra chansning. Det var ritt! Sa det kan ju vara jéittebra att chansa.

Den hér typen av kommentarer kan kanske tolkas som ledande och ovetenskapliga i en
intervju som skall forsdka vara objektiv, men som jag forklarat tidigare upplevde jag i rollen
som intervjuare, att jag utsatte Sofia for nagot hon inte uppskattade. Denna typ av
kommentarer blev darfor en slags motreaktion frdn min sida, en omedveten konsekvens av
min Onskan att stilla allt till ritta. Mahénda var det dock denna uppmuntran som gjorde att
Sofia hir gav uppgiften lite extra tid och inte gav upp pé en géng.

5.10 Uppgift 8

Om vi vet att g, boch car heltal och att:

a<0

b>0

b ar ett jamnt tal

a-b=c

Vad kan vi da sdga om ¢ (OBS! flera svar kan vara ritt i denna uppgift)?

c>0
c=0
c<O0
¢ kan inte vara 11
c#0
c<a

OmmO O W

c kan inte vara — 11

Som jag nimnde i den allménna diskussionen om resultaten, var denna uppgift daligt
formulerad och det &r svart att dra nigra slutsatser utifran testresultaten. Intervjuerna gav dock
ndgra intressanta iakttagelser.
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Tomas uttrycker forst en osédkerhet kring hur man utléser olikhetstecknen. Efter viss tvekan
tolkar han dem dock rétt och gor sedan tva antaganden. Han antar atta = 2,b = =2 - c =
2 (—2) = —4. Han é&r tydlig hér och konstaterar att alla tre villkoren for a och b ar
uppfyllda. Han drar utifrén detta slutsatsen att ¢ maste vara ett negativt jimnt tal. Aven om
Tomas inte riktigt forstar tecknen # och < sa kommer han i sitt resonemang fram till exakt rétt
svar. Det mest talande hér &r att han skapar en egen metod for att angripa uppgiften. Han 6verfor en
uppenbart numerisk metod till en formodat ny kontext. Mer populistiskt uttryckt skulle man kunna
séga att han infor en ny uppgift hittar ett passande verktyg i sin matematiska verktygslada. Jag antar
hér att Tomas inte dr van vid att 16sa den hér typen av uppgifter. Hans tvekan infor olikhetstecknen
talar for detta, men jag kan inte vara helt séker . Om sa inte &r fallet handlar det inte om transfer hér
utan om ett rent procedurellt angreppssétt om dn dock konceptuellt forankrat i vissa begrepp (t.ex.
jamna tal).

Sofia lyckas inte 10sa uppgiften. Hon borjar med att anta:
S: ”Om vi séger att alla dom &r heltal och att a 4r noll och b &r noll”
Lite langre fram resonerar hon:

S: ”Gapet mot noll, det betyder att nollan ar storst! Nollan och sa gap mot b- det betyder att b &r storst! Och
b &r ett jimnt tal... men om det &r noll. Om noll dr b... eller det ar storre &n noll. Vad &r da c? Jag har
faktiskt ingen aning...”.

Hon lyckas inte reda ut begreppen hir och har ingen process hon kan ta till for att strukturera
sina resonemang. Sofia ger upp genom att utan ndgon rimlig forklaring chansa pé alternativ E.

5.11 Uppgift 9

Jag har i1 den allménna resultatdiskussionen dragit vissa slutsatser nér det géller elevernas

forméga att beskriva talen V2 och m, utifrdn det allminna testet. Det &r svért att gora nagra
ytterligare analyser utifran intervjuerna dé dessa pekar pa ungefar samma sak som den
allménna analysen.

Sofia har inte si mycket att siga om V2. Hon kan inte komma fram till vad det blir, men nir

jag fragar om hon skulle kunna séga vad v/9 ir, far hon ritt svar. Hon chansar pa att V2 = 1
men dngrar sig sedan.

Nir det géller i sa konstaterar hon:

S: Det enda jag vet &r att pi dr 3,14, men jag vet inte varfor det dr det. Varfor man anvénder det? Ja? Jag har
faktiskt ingen aning dér heller!

Nir hon fatt tinka ett tag kommer hon pé att man anvinder m nir man riknar ut cirkelns area.
Efter det har hon inget mer att tilldgga.
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Tomas har en intressant teori om v2:

T:”Jag har for mig att det var ... att vi ldrde oss det i nian att det talet var ett sant dir imagindrt tal. Vad hette
det? i eller nanting. Att det inte finns, att det gar inte att ta roten ur 2. Det var nanting sant, jag minns inte
riktigt vilket tal det var”.

Han gor hér ingen rimlighetsprovning av denna teori men lyckas korrekt aterge roten ur 4, 64,

49 och 36. Det #r slaende att han inte reflekterar dver det orimliga i att v/2 inte skulle finnas,
att detta skulle vara en omdjlig operation. Den transfer jag ndmner i1 den allminna
genomgéngen, av rotoperationen mellan kontexterna N — [, ser alltsé inte ut att vara mojlig
for Tomas. Eventuellt dr detta lite av en dvertolkning och att han mycket vél skulle kunnat

resonera sig fram lingre om jag papekat for honom att V2 # i.

Tomas avslutar intervjun med att konstatera att m ~ 3,14 och att det ar ett tal som innehaller
odndligt manga decimaler och som anvénds t.ex. nir man skall rdkna ut arean pé en cirkel.
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6 Diskussion

Jag har i detta arbete godtagit bilden av svensk matematikundervisning som i forsta hand
procedurellt inriktad. Jag vill i detta kapitel ge exempel pa nagra negativa konsekvenser denna
typ av undervisning kan ge, och argumentera for att detta bor fordndras och att vi i hogre grad
an idag bor ha en konceptuellt inriktad undervisning. Jag vill ocksa hér ge négra forslag pa
hur undervisningen kan riktas at det mer konceptuella héllet. Det nedslag 1 verkligheten jag
hidr har gjort ger ingen sammansatt bild av matematikundervisningen i Sverige utan bor
snarare ses som en lokal analys dér jag har iakttagit vissa tendenser, som eventuellt gar att
sdtta 1 ett storre sammanhang. Mina teorier dr snarare menade som Sppningar till
teoriprovningar dn teoriprovande i sig. Min studie bor séledes tolkas som teoriutvecklande.
Till stor del blir denna diskussionsdel en sammanfattning av de analyser jag redogjort for i
resultat och analyskapitlet. Denna del blir darfér ndgot mer kortfattad 4n vad som ar brukligt.
For att f4 en komplett bild av mina slutsatser bor man darfor lasa bada detta och resultat och
analyskapitlet.

De kunskaper man féar i skolan bor vara utvecklande. Att véixa handlar om att i samspel med
andra skapa sin egen verklighet, och skolan har hir en viktig roll som vigledare. Nér det
géller matematisk kunskapsutveckling, dr den pa samma sitt en process dér procedurell och
konceptuell kunskap utvecklas parallellt och dir eleven baserat pa det hon redan kan steg for
steg utvecklar allt djupare kunskaper. I det som kallas for en procedurellt inriktad skola
riskerar denna utveckling att bromsas. Nér eleverna under sitt forsta ar pd gymnasiet far i
uppgift att forenkla ett algebraiskt uttryck misslyckas de flesta. Det skulle t.0.m. kunna vara
sa att de hade svarat béttre pa uppgiften nir de gick i1 attan. Som forsvar havdar mina
intervjupersoner att de inte gatt igenom dessa moment 4n, en sanning med modifikation. De
har riknat med dessa typer av uttryck under lang tid, atminstone bade i attan och nian. Mer
ritt vore att séiga att de glomt bort hur man gor. Vissa matematiska kunskaper verkar alltsé
vara flyktiga och behdva repeteras konstant for att inte gldmmas bort. P4 samma sétt svarar
eleverna som gar Matematik C helt fel ndr de ombeds hitta en punkt pa en linje. Denna
matematik som tillhor grundskolan borde for flertalet elever vara elementir, men dnda utgar
71% av eleverna atminstone skenbart fran att en punkt skrivs pa formen (y;x) snarare én (x;y).
Min teori om att de, p.g.a. det fokus Matematik C lagger pa funktionsbegreppet, skulle se
talparsformen som en variant av f(x), dér x infors fran hoger, kanske é&r lite [dngsokt. Men
faktum kvarstér dnda att de inte kopplar begreppet punkt till ndgon typ av representation pa
formen (x,y).

Sa tiden verkar alltsd vara en negativ faktor for viss matematisk kunskap. Min tolkning hér ar
att den procedurella undervisningen i alltfor liten grad bidrar till en forstaelse hos eleverna av
vad de haller pa med. Om jag varje ging jag stoter pa en matematisk process maste fundera pa
“hur var det nu man gjorde igen?” &r det inte konstigt att man med tiden glommer bort eller
blandar ihop de olika matematiska procedurer man blir serverad av lararen. I den konceptuella
skolan kan man sjilv resonera kring hur en ny eller bortgldmd procedur borde fungera,
baserat pa den begreppsliga kunskap man har géllande nirliggande procedurer eller de objekt
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som proceduren behandlar. Denna viv av kunskap, dar man bygger upp sin forstielse pa
kopplingar mellan olika procedurer och koncept verkar alltsd vara en mycket mer stabil grund
for 1arande @n den rent procedurella, dir varje procedur stir ensam och vinglar utan ndgot att
luta sig emot. I fallet med eleverna i ettan som inte minns hur man forenklar algebraiska
uttryck borde de, om de haft tillrdckliga konceptuella kunskaper, kunnat resonera sig fram till
en vettig procedurell modell. Det faktum att sé inte &r fallet styrker alltsa teorin om att
elevernas tidigare undervisning varit starkt procedurellt inriktad.

Att applicera en procedur i en ny kontext bendmns hir som transfer. Férmagan att tillimpa
transfer ar beroende av vilka konceptuella kunskaper man besitter. En elev med en
begreppslig sdkerhet géllande vissa kontexter och de objekt som verkar dér, har littare att
flytta en process mellan dessa. | mina analyser stotte jag vid flera tillfdllen pa situationer dér
transfer vore mdjligt. Den vanligaste slutsatsen var dock att eleverna inte var benégna till att
tillimpa transfer, p.g.a. brister i deras konceptuella kunskaper. Ett exempel ér det som redan
diskuterats hér, dir eleverna inte kan forenkla ett algebraiskt uttryck. Satt i en annan kontext
hade de eventuellt lyckats bittre, t.ex. en aritmetisk kontext dir variablerna ar utbytta mot
siffror. I en konceptuell virld, dér eleverna pa ett djupare plan forstar aritmetiska procedurer
borde de ha léttare for att kunna flytta dessa procedurer och tillimpa dem pa algebraiska
uttryck, se kapitel 5.4.

Ett annat exempel jag stotte pa var elevernas oformaga att approximera ett virde pa v/2.
Minga elever pa gymnasiet verkar ha koll pa definitionen av roten ur x”, som det (positiva)

tal som ganger sig sjilv blir x. Jag gissar att de flesta vet vad svaret pa v/4 ar men fa verkar
kunna svara pa rotoperationer dir svaret inte dr ett naturligt tal. Transfer av rotprocessen fran
de naturliga talen till de reella dr inte helt l4tt. Att dra roten ur ett kvadrattal, handlar om att
behdrska en begrinsad del av multiplikationstabellen. Eftersom dessa, de enklaste av
rotuttryck, ar begransade till ett fatal, kan man dessutom lédra sig dem utantill. Det verkar
enbart vara dessa exempel som for eleverna innefattas av definitionen av “roten ur”. Alla
andra rotuttryck behandlas med minirdknare och verkar vara strikt procedurella. Att utan
minirdknare flytta proceduren “roten ur” frin de enkla exemplen till de reella talen, innebér att
man helt maste dndra 16sningsmetod. Istdllet for att anvédnda sitt minne och plocka svaret fran
multiplikationstabellen, miste man hér tillimpa ndgon form av numerisk metod. Bevisligen &r
formagan till den typ av transfer vildigt begransad.

Jag tror att det som ldrare kan vara bra att fundera pa hur man kan ge eleverna kunskaper som
kan resultera i transfer. Ett exempel som jag tog upp 1 min analys var att applicera distributiva
lagen och parenteshantering pd rent aritmetiska uttryck. Jag ger ett sddant exempel 1 kapitel
5.4. Det 4r lite ironiskt att denna typ av 6vningar undviks d& de upplevs som onddigt
omsténdliga, d& det finns enklare sétt att utfora operationen pa. Ett annat exempel jag tar upp
4r addition av tal i grundpotensform. Att skriva 2103 +3-102 =2-103+0,3-103 =
(2+40,3)-103 = 2,3 - 103 istilllet for pa det traditionella sittet kan kanske verka onodigt
komplicerat, men skulle kunna ge en fordjupad kunskap om tiopotenser. Ett tredje exempel,
som jag inte tidigare diskuterat, dr den s.k. pg-formeln. Eleverna lar sig, med hjélp av denna
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formel, enkelt att 16sa andragradsekvationer. Denna formel &r ett bra exempel pa hur de
serveras nagot som de inte har nigon som helst chans att forstd innebdrden av. Aven om
lararen visar hur man héarleder den, kommer de flesta elever enbart se denna som ett rent
procedurellt verktyg dir man stoppar in tva virden i ena dnden och far ut tva i andra. Aven
hér kan man hédvda att eventuella alternativ till pg-formeln &r onddiga. Varfor gora pa ett mer
komplicerat sdtt ndr man redan har en procedur som snabbt och enkelt later dig komma fram
till ratt svar? Jag minns sjdlv nir jag presenterades for alternativet, kvadratkomplettering. Helt
plotsligt forstod jag varfor svaren i en andragradsekvation blev som de blev. Dessutom larde
jag mig behirska kvadreringsreglerna. Aven om pg-formeln kanske gir nagot snabbare och
kraver lite mindre tankekraft har jag frdn den dagen aldrig, for eget bruk anvént den, da den
for mig representerar oinspirerande och trékig, procedurell matematik.

I min analys har jag till stor del gatt bort fran att forklara fenomen utifrdn Sfards teori om att
se matematiska begrepp som objekt. Jag bor dirfor hér visa pa ndgot exempel dir denna
forklaringsmodell gér att applicera. Nér Tomas 1 uppgift 1 och 3, multiplicerar och adderar
tiopotenser gor han detta med en tydlig sjdlvklarhet. Nér han sedan applicerar andra objekt pa
dessa procedurer far han problem. Som vi ser i analysen har han alltsa svérare for p* - p? én
103 - 102 . En forklaring hr ir att bide p* och 10¥ inte bara kan ses som objekt utan #ven
procedurer. Jag pekar i min analys pa att Tomas med enkelhet kan greppa tanken pad 10* som
en etta med x nollor, alternativt en multiplikativ serie med x stycken tior. P4 detta sitt kan han
betrakta tiopotenser som objekt som i sin tur gér att anvdnda i nya processer. Nér det géller p*
verkar han inte med samma sidkerhet kunna objektifiera denna process utan letar i fallet

p3 - p? efter rena procedurella regler snarare #n att utifrin begreppslig forstielse resonera sig
fram. I detta fall blir han alltsa beroende av att han kommer ihag processen rétt, vilket just hér
resulterar 1 att han gor fel.

P4 samma sitt ser man att Sofia verkar se p4 a och a? som tvé helt skilda typer av objekt.
Detta giller dven 10 och 102, Att multiplicera dessa olika typer av objekt med varandra blir
dirfor problematiskt. Det intressanta hir ir att Sofia faktiskt har Littare for 102 - 103 4n

102 - 10. Forklaringen bor ligga i att hon i det forsta fallet faktiskt utfor en procedur med
procedurer snarare dn med objekt, dir hon forst oversitter tiopotenserna procedurellt:

102 =10-10, 103 = 10 - 10 - 10 och sedan sitter in dessa uttryck i utrikningen. I det andra
fallet uppstér forvirring da denna erséttningsprocedur enbart gar att utfora pa ett av
objekten”. Aven om det skenbart borde vara littare for Sofia att utfor den andra
multiplikationen blir det darfor tvértom.

Det kanske &r i detta ldge det dr dags att kasta in brasklappen. For det behdver goras. Som jag
skrev 1 min inledning forsokte jag vid inforandet av logaritmer i en Matematik C-kurs utforma
undervisningen frén ett konceptuellt perspektiv. De svarigheter som jag dér upplevde fick mig
att tveka 6ver om det faktiskt var mojligt med konceptuell undervisning. Det &r troligt att en
overgang till en mer konceptuellt inriktad undervisning maste ta tid, och framforallt
genomsyra hela skolvisendet, fran forskolan upp till gymnasiet. Att tro att jag skulle kunna ge
elever konceptuella kunskaper pa Matematik C-niva, nir de till viss del inte ens har denna typ
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av djupa kunskaper ens pd hogstadieniva, ar kanske omojligt. Det glapp (alternativt: den
avgrund) som uppstar mellan forvdntad och verklig forstaelse nér en elev med enbart ytligt
procedurella kunskaper kommer till gymnasiet verkar kunna generera olika typer av
reaktioner. I motet med den ytligt procedurella matematiken verkar eleven kénna en viss
glddje over att klara av uppgiften som sé enkelt foljer en enkel procedur. I métet med
koncepten, dir eleven tvingas inse att hon egentligen inte forstar ndgot, finns en stor risk for
att larare och elev tappar kontakten med varandra. I mitt mote med Sofia blev insikten om
hennes kénslighet for sina egna misslyckanden vildigt tydlig och intervjun blev darfor bitvis
anstraingd. Om man anvander sig av Vygotskys forklaringsmodell av ldrande, sa riskerar jag
att med en alltfor konceptuellt fokuserad undervisning, placera mig langt utanfor elevens
“utvecklingszon”. I och med detta omdjliggdr jag ocksa lirande for eleven. Den konceptuella
ambitionen kan darfor bli helt verkningslds och kontraproduktiv om man som lérare tillimpar
denna typ av undervisningsmodeller utan att anpassa innehéllet till gruppen.

Man skulle hir kunna fundera pa i vilken man relationen mellan lirare och elev spelar in.
Annu mer relevant blir kanske att fundera p4 relationen mellan lirare och eleverna som grupp.
Den enskilda eleven dr en del av ett ssmmanhang, dir vissa spelregler finns inom gruppen.
Som lérare ar det darfor viktigt att ha en plats 1 gruppens samlade sociala struktur. Mitt mote
med Sofia visar pa hur latt det &r att som elev stélla sig utanfor sammanhanget och inte langre
vilja vara med. Om jag hade kint henne béttre, hade detta eventuellt inte hint. Det dr mdjligt
att de sociala regler som finns i en elevgrupp per automatik krymper deltagarnas
utvecklingszoner. Om bilden av matematisk kunskap ses som ndgot som man antingen har
eller inte har, &r det troligt att ménga elever latt ger upp nir de misslyckas. I detta ligger ocksa
bilden av den matematiskt kunnige som mer intelligent &n den okunnige. Jag tror att man som
larare maste vara med och nyansera dessa bilder lite. Att misslyckas med ett matematiskt
resonemang diskvalificerar dig inte per automatik. Tvartom dr misslyckandet ett tecken pa att
du forsoker. Att se matematisk kunskap som ett virde pa intelligens ar ocksé en farlig bild
som bor bemdtas och fordndras. Det finns ménga andra kunskaper som &r minst lika viktiga
som de matematiska och som i lika stor utstrickning kan vérdera eller definiera intelligens.
Jag bor kanske tilldgga att dessa slutsatser inte baseras pa ndgon form av empiri utan &r rena
reflektioner fran min sida. Dock sé vill jag hidvda att den reaktion jag upplevde att Sofia
visade ndr hon inte ldngre kidnde att hon forstod, till viss del méste beror pa sociokulturella
faktorer.

Som lédrare i matematik anser jag att man ar skyldig att i sd stor utstrackning som det &r
mojligt, ge eleverna en undervisning med plats bade for konceptuell och procedurell kunskap.
Man maste ldra sig utmana eleverna, i en miljo dir misslyckande &r en naturlig del av
processen. Varje grupp ar unik och det géller att for varje tillfalle hitta den rétta nivin, sa man
varken stéller for hoga eller ldga krav.

43



7 Referenser

Bennet, C. (2012), Om matematik, opublicerat manuskript, Géteborgs universitet, Goteborg
Claesson, S. (2008). Larares hallning. Lund: Studentlittartur.

Esaiasson, P., Gilljam, M., Oscarsson, H. & Wéngnerud, L. (2007). Metodpraktikan: konsten
att studera samhélle, individ och marknad. 3., [rev.] uppl. Stockholm: Norstedts juridik

Gilje, N. & Grimen, H. (2007). Samhallsvetenskaperna forutsattningar. Goteborg: Daidalos.

Kiselman, C. & Mouwitz, L. (2008). Matematiktermer for skolan. Goteborg: Nationellt
Centrum for Matematikutbildning, Goteborgs universitet.

Pettersson, K. (2008). Algoritmiska, intuitiva och formella aspekter av matematiken i
dynamiskt samspel. En studie av hur universitetsstudenter nyttjar sina begreppsuppfattningar.
Matematiska vetenskaper, Goteborgs universitet

Sfard, A. (1991). On the dual nature of mathematical conceptions: Reflections on processes
and objects as different sides of the same coin. Educational Studies in Mathematics 22, 1-36.

Skolverket (2008). Svenska elevers matematikkunskaper i TIMSS 2007. En djupanalys av hur
eleverna forstar centrala matematiska begrepp och tillampar

berakningsprocedurer. Stockholm: Skolverket.

Skolverket (2009) Svenska elevers kunskaper i TIMSS Advanced 2008 och 1995. En
djupanalys av hur eleverna i gymnasieskolan forstar centrala begrepp inom matematiken.
Analysrapport till 336. Stockholm: Skolverket.

Saljo, R. (2000). Larande i praktiken. Ett sociokulturellt perspektiv. Stockholm: Prisma.

Virldens basta skitskola (2011)Experimentverkstaden. SVT, 15 december (streamad video)
Tillgdnglig: http://urplay.se/165326 (enbart tillgidnglig till 2012-06-15)

44



8 Bilagor

8.1 Frageformular

OBS! Denna version av testet dr den som lag till grund for intervjudiskussionerna.
Uppgifterna 1b, 1¢ och 3b fanns inte med 1 det ursprungliga testet, och uppgiften 9c, dir
eleverna ombads beskriva konstanten e, dr hir borttagen. Uppgifterna 9a och 9b ér hir nagot
omformulerade jAmf{ort med ursprunget.

Test

Uppgift 1a
2p3'3p2=
5p
6p
6p
5p

5
6
5

o0 ® >

6

Uppgift 1b
2-10%-3-10%=

Uppgift 1c
2-10% +3-10%=

Uppgift 2

2(x+y) — (2x —y)=
A. 3y
B. y

C. 4x+3y

D. 4x + 2y

Uppgift 3a
2a?-3a=
5a’
5a3
6a?
6a3

o0 ®»
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Uppgift 3b
2-10%-3-10=

Uppgift 4

a=3ochb=-1

Vad ar vardet av 2a + 3(2 — b)?
A. 15

B. 14

C. 13

D. 9

Uppgift 5
I Zedland anges den totala fraktkostnaden for ett foremal med formeln y =4x+ 30, dar xar

vikten i gram och yar kostnaden i zed. Om man har 150 zed, hur manga gram kan man lata
frakta?

A. 630

B. 150

C. 120

D. 30
Uppgift 6
Vilken punkt dterfinns pa linjen y = x + 2?

A. (0;-2)

B. (2; —4)

C. (4;,06)

D. (6; 4)
Uppgift 7

Ta produkten av a och b, subtrahera c och dividera sedan det du far med d. Vad far du da?
A ——=

B
C. ab—-
D
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Uppgift 8

Om vi vet att g, boch car heltal och att:

a<0

b>0

b ar ett jamnt tal

a-b=c

Vad kan vi da sdga om ¢ (OBS! flera svar kan vara ritt i denna uppgift)?

A ¢c>0

B. ¢c=0

C. c<O0

D. ckanintevarall

E. ¢c#0

F. c<a

G. ckanintevara— 11
Uppgift 9
exempel

. N 1 ..
Om du var larare, hur skulle du med ord forklara taletz for en elev?

SVAR: En fjdrdedel betyder: en av fyra lika stora delar. Du kan dela en tdrta i fyra delar genom att
forst dela den pd mitten och sedan dela de bdda halvorna pé mitten. En av dessa bitar blir dé en

fidrdedel av tartan. PG samma sdtt blir% av 100 samma som 1700 vilket blir 25. % dr dérfér detsamma
som 25 %. Man kan ocksad se pa % som "ett delat med fyra”. Om man delar 1 med 4 fGr man 0,25.

Féljande gadller alltsa: i =0,25=25%

Uppgift 9a
Beskriv V2 med ord.

Uppgift 9b
Beskriv m med ord.
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8.2 Information och medgivande

Angaende intervjuundersékning
Goteborg 2011-12-07

Jag gér sista terminen pa korta lararprogrammet och skriver just nu ett examensarbete som
omfattar 15 hogskolepoédng (en halv termin). Som en del i detta arbete ingér intervjuer med
elever dér du &r utvald att delta.

Syftet med mitt arbete &r att undersoka hur elever pad gymnasiet tdnker nér de 10ser
matematiska problem. Du kommer alltsa muntligen fa svara pé fragor dér du skall beskriva
hur du I6ser olika uppgifter. Till din hjdlp far du ocksa papper och penna. Intervjun tar ca 30
minuter. Jag kommer spela in hela intervjun och delar av den kommer senare att publiceras i
mitt examensarbete. Ditt och skolans namn kommer vara dndrat for att sdkra din anonymitet
och inspelningen kommer senare att forstoras.

Tack for din medverkan

Johannes Erséus

Jag har forstatt inneborden av och villkoren for denna intervju och godkénner att delar av den
publiceras:

Namn Datum
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