GOTEBORGS UNIVERSITET

Begreppsbildning i matematikinlarning

— En studie om instrumentell och relationell forstaelse

Eng Yong Lay

LAU6G90
Handledare: Christian Bennet
Examinator: Per-Olof Bentley

Rapportnummer: HT11-2611-152



Abstrakt

Titel: Begreppsbildning i matematikinlarning

Forfattare: Eng Yong Lay

Termin och ar: HT 2011

Kursansvarig institution: Goteborg Universitet

Handledare: Christian Bennet

Examinator: Per-Olof Bentley

Rapportnummer: HT11-2611-152

Nyckelord: Begreppsbild, begreppsdefinition, instrumentell forstaelse, relationell forstaelse.

Syftet ar att studera hur en begreppskonflikt kan uppsta i begreppshildningenprocessen och
hur instrumentell forstaelse och relationell forstaelse kan paverka matematikinlarningen.
Undersokningsmetoden &r textanalys. Tre forskningsrapporter och tva litterara verk
undersoktes. Resultatet diskuterades med hansynstagande till laroplanen, kursplanen och
TIMSS 2007 rapport. Genom analys av begreppsbildningsprocessen fick jag se hur
begreppsbilden skapades i medvetandet och hur begreppskonflikten kunde uppsta nar man
larde sig ett nytt begrepp som byggde pa ett tidigare inlart. Senare kan konflikten alltsa
mildras genom “back-tracking”. Begreppsbilden i matematik &r valdigt abstrakt det ar aven
processen som leder till den. Varje begrepp motsvarar en “bild” som kan “ses” bara med vart
medvetande. Varje person skapar en egen “bild” till ett begrepp. Varje begrepp har sin
ordning. Lé&rare kan inte skapa “bilden” for eleven men kan visa vagen for hur den ska gora
det. Varje elev behover skapa “bilden” sjalv. For att skapa en “bild” kraver man en hogre niva
och ett mer abstrakt tankande. Att skapa en begreppsbild fran begreppsdefinitionen &r en
langsam process. For att kunna géra samband mellan begreppen kraver man en relationell
forstaelse genom relationell undervisning. Manga elever foredrar instrumentell forstaelse for
att denna kan ge dem réatt svar pa kort tid sa lange de féljer matematikens regler. Men senare
kan denna forstaelse leda eleverna till ett allvarligt problem, det innebér att sambandet mellan
begreppen &r valdigt svagt i deras schema. Relationell forstaelse kraver daremot en langre tid
for eleverna att kunna se resultat som senare kan 6ka deras matematikformaga. Med det séttet
bygger eleverna upp ett starkt schema som kan fungera langsiktigt i framtidens inlarning.
Enligt Skemp (1987) é&r relationell forstaelse ekologisk®. N&gra exempel och diagram har jag
skapat sjalv och jag har anvant litteratur for att forklara begreppsbildningens process for att ge
oss alla en battre forstaelse.

! Den kan anvéndas pa nytt.
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1. Bakgrund

Det &r forstas sa att manga tycker att matematik ar ett svart amne. Manga av oss undviker
matematik om det finns mojlighet att komma undan. Dessutom har manga av oss tagit med
sig denna medvetenhet till vuxenlivet — "matematik &r valdigt svart”.

Matematik ar ju ett speciellt amne som kraver mycket tankar, tid, energi och tdlamod. For att
bygga upp ett matematiskt tdnkande kravs manga ars arbete. Detta tankande &r abstrakt och
kan vara pa olika nivéer. Det kraver "high order thinking” (Arevik & Hartzell, 2007, s. 13).
Det ar en lang process. Hur kan vi da bygga upp en "high order thinking”? Finns det "low
order thinking” i matematiskt tdnkande? En del sager att matematik ar nagonting langt fran
verkligheten. Det &r sant. Med mina egna erfarenheter som skolelev och hogskolestudent i
olika lander samt \VFU-praktiken pa tva skolor i Géteborg blir jag valdigt nyfiken pa de
faktorer som &r osynliga i processen i vart medvetande nar vi pluggar matematik.

Flera forskare beskriver processen i matematiskt tankande pa olika satt. Bland andra ar det
Skemp (1987), Orton (2004), Tall och Vinner (1981), Sfard (1991), och Chick och Harris
(2007). Skemp (1987, s. 9) sdger att matematiskt begrepp &r mest abstrakt. Han sager att ett
"begrepp” ar svart att definiera; ett begreppstankande ar enormt kraftfullt. Han séager att ett
begrepp kan vara primért eller sekundart. Orton (2004, s. 20) beskriver att matematikinlarning
ar att man bygger upp ett begrepp som bygger pa ett annat begrepp. Enligt Tall och Vinner
(1981) uppstar konflikten i en kognitiv struktur nar elever lar sig ett nytt begrepp. De menar
att tidigare begrepp har svarighet att assimilera det nya begreppet. Sfard (1991) forklarar detta
pa ett annat satt. Hon menar att matematikbegrepp kan ha tva sidor. Den ena sidan &r ett
objekt och den andra &r en process. En process leder till ett objekt. Om det finns missforstand
under processen kan man hamna i fel objekt. Sen har man svarighet att bérja en ny process.
Chick och Harris (2007) séger att larare behdver ett speciellt satt att undervisa matematiska
begrepp. Det innebér att man behdver anvanda bra exempel for att forklara
matematikbegrepp.

Enligt laroplanen (Lpf 94 & 2012) kraver elevernas matematikbegreppsforstaelse samband
mellan begreppen. Lararna har ansvar for detta. Enligt TIMSS (2007, s. 106 & 107) har
manga elever lart sig potenslagen: a™ -a" =a™". Manga av dem har problem att l6sa
problem nér meller n &r lika med ett. Problemet &r att exponenten 6ver a inte ar utskriven
(se ocksa Skemp, 1987, s. 39). Uppenbart uppstar en konflikt eller "oljud” i elevernas
medvetande. TIMSS (2007, s. 7) berattar:

”| en procedurellt inriktad undervisning® fokuseras berdkningar utan begreppslig férankring och inte
pa att belysa hur olika moment i matematiken forstaelsemassigt bygger pa andra.”

For att kunna losa detta problem kraver man forstaelse. TIMSS (2007, s. 7) sager:

”| en begreppsinriktad undervisning* daremot har begreppsférstaelse en central roll, vilket stédjer
uppbyggnaden av den hierarkiska kunskapsstrukturen.”

Begreppsforstaelse ar en lang process, med instrumentell forstaelse kan elever se resultatet
genast. Manga elever vill lara sig matematiken pa utantillsatt (instrumentellt sétt).
Instrumentell forstaelse kraver mindre forstaelse men ar begransad. Begreppsforstaelse ar
daremot langsiktig. Allt detta ska jag diskutera mer detaljerat i de kommande kapitlen. Det ar
mycket intressant att se resultatet.

2 Det &r ett abstrakt tinkande pa hogre niva.
3 Jag anser att detta ar instrumentell undervisning.
* Jag anser att detta &r relationell undervisning.



2. Syfte och fragestallningar

Avsikten med foreliggande arbete &r att presentera vad som hander i medvetandet nar elever
laser matematik. | VFU-praktiken sag jag mina elever ha svarigheter att 16sa
matematikproblem nar det kravdes mer tankande. Jag sag hur de léste problem utan att
begripa det underliggande begreppet. En del av eleverna ville forsta allt omedelbart. Andra de
greps av panik. Jag funderade tillbaka pa vad som hande nér jag var elev. Manga fragor lyftes
upp i min tanke. Var kan konflikterna finnas? Hur kan man forklara detta? Vilket sétt att lara
sig matematik passar eleverna bést? Vilket undervisningssétt passar bast for eleverna?
Behover elever lara sig matematik pa lektionen i skolan for att sen begrunda det hemma? Ar
det lite som nar korna ater gréset i hagen och sen tuggar om det i lugn och ro hemma i
ladugarden?

2.1 Studiens syfte

Syftet med mitt arbete ar att, baserat pa tre forskningsrapporter och tva bocker, analysera hur
begreppskonflikter kan uppsta i matematikbegreppsbildning och hur instrumentell och
relationell forstaelse paverkar elevernas matematikinlarning.

2.2 Fortydligande av fragestallningarna

Mina fragestallningar ar foljande:

1. Vad innebar begreppsbildning?

2. Hur kan konflikter uppsta i medvetandet nar elever lar sig ett nytt begrepp?

3. Behover eleverna lara sig matematik utantill?

4. Kan eleverna forsta matematiska begrepp omedelbart nar de lar sig?

5. Vilken betydelse har instrumentell och relationell inlarning for eleverna och kan de bada
komplettera varandra?



3. Metod

Jag anvénder textanalysmetod for att undersoka mitt material. Ett redskap som gor att jag kan
fanga in och lyfta upp till ytan de viktigaste begreppen och meningarna i forskningstexterna
sa att de blir synliga (Bergstrom, 2005, s. 25). For att kunna forsta och tolka begreppen och
meningarna kravs forforstaelse. Utan en viss sadan ar kanske arbetet omojligt. Att vélja bra
kurslitteratur &r det viktigaste i arbetet. Da var det viktigt att fa rad av min handledare.
Litteraturen kan ge mig en djupare kunskap och en bredare tankegang, en battre formaga till
att analysera och jamfdra forskningstexterna och relatera dem till litteraturen och vice-versa. |
slutet svarar det pa mina fragor, samtidigt visar jag samband mellan begreppen och mina
erfarenheter.

3.1 Textanalys

Textanalys innebar att man pa systematiskt satt tar fram det viktigaste innehallet i texterna.
Man gor en noggrann lasning av texterna i helhet. Man laser snabbt nagra ganger och
oversiktligt sedan langsamt och fundersamt. Filosofen Mats Furberg sager att det handlar om
att man laser aktivt och staller upp fragor (Esaiasson, 2007, s. 237) (Andersson & Furberg,
1972, s. 58-72). Johansson (2010, s. 56-58) séger att man undersdker dokument och anknyter
till litteratur, laroplanen och sa vidare. Det &r viktigt att man forstar vad texter sager pa ett
djupare plan. Det innebér att en ordentlig lasning kan svara snabbt pa huvudlinjerna eller
huvudtankarna. Man tar fram nagot som man ar mycket intresserad av och stannar till och
funderar. Man laser aktivt genom att stryka under eller anteckna viktig text eller ord. Man
formulerar egna fragor och sammanfattar innehallet. Detta satt kallar man narlasning.

3.2 Urval av litteratur

Med hjélp av min handledare har jag valt tva bocker som star i centrum av mitt arbete
tillsammans med de tre forskningsrapporterna (se teoretiska inramningsdelen). Det bestamde
vi tillsammans nér jag berattade att jag ville undersoka ett omrade som handlar om
matematiskt tdnkande. Det 6kar studiens tillforlitlighet. Jag bérjade med att lasa igenom dem
snabbt sa att jag kande vad det var jag ville ha. De tva béckerna ar:

1. “The psychology of learning mathematics” av Skemp R.R. (1987).
2. “Learning mathematics” av Orton, A. (2004).

Jag upplevde i borjan att Skemps bok var mycket lattare att lasa an den andra. Detta pa grund
av att Ortons bok bygger pa Skemps.

3.3 Genomforande
Pa foljande satt (Johansson 2010, s. 58) har jag utfort mitt arbete:

1. Jag har last forskningsrapporterna snabbt och sen langsamt. Jag har strykt under det som
ar relevant och stallt upp fragor.

2. Jag har sammanfattat var och en. Vad sdger forfattarna? VVad ar de speciella perspektiv
som jag kan hitta?

3. Jag har l&st bocker. Forst laste jag alla kapitel noggrant, sen strok jag under det som ar

relevant och stallde upp fragor.

Jag sammanfattade varje kapitel.

Jag gjorde ett samband och klarlade innehallet noggrant mellan litteraturen och

forskningsrapporterna.

ok~



~

Jag laste igenom de speciella omraden som jag tyckte hade samband med mitt syfte.
Sambanden kanske inte kan ses direkt men det kommer efter en natt. Man behdver avsléja
dem med inre tankar. Det innebdr att jag behovde tanka pa ett djupare satt och pa ett annat
plan. Kan det ge forklaring pa mina fragor? Att tanka ar att fundera pa ett kreativt sétt.

Jag skrev teoriinramningen. Det som var relevant i forskningsrapporterna for mitt syfte.
Jag skrev resultatet utifran syftet och den teoretiska inramningen. Vad har jag hittat? Jo,
att det finns gemensamma tankegangar. Jag har fragat mig om det finns skillnader. Detta
har jag utvecklat vidare i diskussionen.

Jag skrev diskussionen. Jag diskuterade hela tiden fram och tillbaka mellan
teoriinramning, resultat och syfte.



4 Teoretisk inramning

Jag introducerar de resultat som andra forskare har kommit fram till och hur dessa
forskningsresultat kan hjalpa mig att lyfta fram mitt omrade. Begreppen i matematik ar svart
att definiera, dessutom har manga forskare forsokt att hitta ett satt sa att man kan forklara vad
"begreppen” egentligen innebar. Jag har gatt igenom tre uppsatser som skrevs 1981, 1991 och
2007. Tva av dessa ar ganska lika och den tredje talar mer om tillampning.

4.1 Tidigare forskning

Jag borjar med att sasmmanfatta innehallet for de tre dokumenten. Begreppsbilden och
begreppsdefinitionen kommer att undersokas, déarefter matematiskt tdnkande.

| forskningsrapporten Concept image and concept definition in mathematics with particular
reference to limits and continuity beskriver Tall och Vinner (1981, s. 1-2) hur begreppsbilden
uppstar nar var och en lar sig en begreppsdefinition. Jag undrar vad de menar med
begreppsbild och begreppsdefinition? Enligt Tall och Vinner (1981, s. 2-4) definierar den
begreppsbild som alla kognitiva strukturer skapar i varje ménniskas sinne nar man lar sig ett
begrepp. Vad innebar det som de kallar for kognitiva strukturer? Forfattarna papekar att det
uppkommer en kognitiv konflikt nér det finns en skillnad mellan begreppsbilden och
begreppsdefinitionen da individen lar sig. Hur allvarligt ar detta och vad menar de? Det
innebér att begreppsbilden och begreppsdefinitionen kan strida mot varandra i matematiskt
larande. For att understryka detta ytterligare visar forfattarna nagra exempel i arbetet om hur
de skillnaderna eller konflikterna kan medféra allvarliga problem i forstaelse nar eleverna
senare laser pa en mer avancerad niva i matematiken. Kan det forklara att manga elever ger
upp matematiken? Att manga elever raknar utan att de egentligen begriper vad de gor, de
raknar utantill? Man anvander sig av utantillkunskap och saknar djupare forstaelse. Enligt
forfattarna kan de allvarliga problemen orsaka olyckliga situationer for manga elever for
vilket alltsa undervisningen behdver ta sitt ansvar. Har menar jag pedagogisk personal.
Spénda situationer kan l&tt gora att elever ger upp och bar med sig forestaliningen om att de
inte kan och att matematik blir obegriplig och kanske trakig i hela livet. Hur undgar man
detta? Svarigheter uppkommer i formellt larande i matematik senare nar begreppsbilden som
stalls in i ens medvetande inte gar ihop med den formella begreppsdefinition som man traffat
pa. Matematik ar ett sprak fyllt av symboler och ord med sin speciella betydelse.

Sfard (1991) har skrivit On the dual nature of mathematical conceptions: reflections on
processes and objects as different sides of the same coin. Sfard (1991, s. 2-3) anser att man
har svarigheter att “se” de abstrakta foremalen nar man lar sig matematik. Hon skriver att for
hundra ar sedan fanns det en berémd fransk matematiker och filosof som hette Henri Poincaré
(1952) (Sfard, 1991, s. 1) och han skrev: ” ... hur kommer det sig att det finns nagon som kan
forsta matematik?” Vi vet redan att det finns manga som har svarigheter att lara sig
matematik, det ar inte ndgot nytt idag. Detta har man diskuterat lange. Hur kan vi da l6sa detta
problem? Kan det vara lika svart som att vi soker ett botemedel for en forkylning? Hur staller
vi de epistemologiska fragorna, de exakta eller ratta fragorna, till den karaktéren av
matematiska kunskaper? Just de fragorna som ar relevanta for det stadium dar eleverna
befinner sig i sitt larande. Fragan ar ju hela tiden hur? Hur ska man veta som lérare var
eleverna befinner sig med detta? Dessutom sa ar alla individer olika i sin utveckling. Enligt
Sfard (1991, s. 4-5), maste det vara nagot som &r alldeles speciellt och unikt i tankarna som
kan bygga upp ett matematiskt universum. Hon soker den egenheten i matematiskt tankande
genom funderingarna kring den kunskapsteoretiska och den ontologiska® stallningen i
matematiska modeller. Hon menar att de flesta materialen i foremalens former i universum
kan ses med blotta dgonen. Detta géller dock inte i matematiken for dar kan de bara “ses”

5 Att beskriva vilka egenskaper som ligger i modellen.



med vara "inre 6gon”, de bilder som vi skapar i vart tankande. Hur skapar vi just de bilder
som hor ihop sa att eleverna kan se” dem och vinna kunskap?

Har foljer en fraga: Vilka ar de metoder, om det nu finns nagra, som kan 6ppna vara elevers
sinnen sa att de “’ser” dessa osynliga foremal? Hon séger att det kan vara ett stort problem om
eleverna inte har denna formaga. Har definierar forfattaren det "abstrakta begreppet”. Hon
papekar att det "abstrakta begreppet” kan forklaras pa tva olika grundlédggande satt (Sfard,
1991, s. 6):

1. Strukturellt — som ett foremal, som en "bild” som skapas i tankandet.
2. Operativt — som en fortgaende process, en forstaelse som man bygger upp.

Dessa tva tillvagagangssatt ar inte forenliga men de kompletterar varandra. Som sagt,
inlarningsprocessen och problemldsningen kan vara ett komplicerat samspel mellan
operativa- och strukturella- faser for varje begrepp. Forfattaren sager att ett foremal ar ett
objekt som man kan se med sina 6gon eller som man kan na med sin kropp — en statisk
struktur i rum och tid. Strukturellt tinkande &r speciellt och unikt, men det ar inte sa enkelt
som man tror, det &r mycket mer komplicerat precis som manniskans ansikte. VVad innebar
det? Menar forfattaren att det finns underférstadda eller dolda meningar inne i bilden? Ar det
ratt att gora ett samband mellan det hér strukturella tankandet till vart ansikte? Innebér det att
man maste vara lika intresserad av matematik som av en persons ansikte som man gillar?
Enligt Sfard (1991, s. 7) kan den strukturella fasen uppfattas som att den ar odynamisk,
momentan och integrativ, daremot ar den operativa dynamisk, sekventiell och detaljerad. Hon
tror att skillnaden mellan de bada, den strukturella och den operativa, ar underforstadd, darfor
séger hon: “det finns en djup ontologisk klyfta mellan operativa och strukturella
forestallningar.” Varfor? Finns det nagot annat an ontologiska? Forfattaren forklarar att de
inre bilderna stodjer eller star bakom det strukturella begreppet. Dessutom, tycker forfattaren
att den icke-bildmassiga inre presentationen ar mer relevant till det operativa séttet att tanka.
Pa samma sétt sager tidigare forskare att matematiken innehaller tva sidor med olika
meningar. Vilka ar dessa bada tva sidor? Halmos (1985) (Sfard, 1991, s. 7) séager att de ar
abstrakta och algoritmiska; Andersson (1976) (Sfard, 1991, s. 7) kallar dem deklativa och
processuella; eller en process eller en produkt med dualitet av matematisk symbolik, sagt av
Kaput (1979) och Davis (1975) (Sfard, 1991, s. 7). Tydligen &r det inte s& enkelt att forklara
pa ett exakt satt! Piaget (1970) (Sfard, 1991, s. 7-9) urskiljer ocksa tva sétt i matematiskt
tdnkande:

1. Figurativa... som dr statisk och momentan,
2. Operativa... som ar férandringen med tiden.

De bada ar ekvivalenta med det strukturella begreppet och det operativa tillvagagangssattet.
Enligt Hieberts och Lefevres (Sfard, 1991, s. 9) observationer har de bada strukturellt och
operativt behandlats som tva olika enheter... men att de ar lika samexisterande som atskilda
som grannar i ett bostadomrade. Darfor anser Sfard (1991, s. 9) att operativa och strukturella
ar inte enskilda enheter men man kan inte sarskilja dem fran varandra. Det forklarar varfor
man inte kan “se” de abstrakta foremalen i ens inre och det leder till en instéallning att det ar
valdigt svart att na dem. For att stodja sina synpunkter resonerar Sfard (1991, s. 10-33) att
operativa och strukturella begrepp kan ses i de tre olika forestallningarna:

1. Historikt perspektiv. Till exempel talmangdens utveckling: Nc Q< R" < R< C. Hon
menar att detta har gatt igenom en lang bearbetning med tre faser :

i) Den forbegreppsmassiga fasen. Man vanjer sig vid vissa metoder som redan ar kanda.

ii) Den langa perioden av det dominerande operativa tillvagagangssattet. En ny typ av
talmangder borjar véxa fram.

10



iii) Den strukturella fasen. Det kommer nu &hnu mer avancerade typer av talmangder.

Sfard (1991) sammanfattar att det finns en lang kedja av 6vergangar fran operativa till
strukturella forestéliningar som kan uppfattas som ett slags hierarki. Man borjar med det enkla
for att sen ga vidare med det mer komplicerade. (s. 10-16)

2. Ur psykologiskt satt tar det lang tid att bilda den strukturella forestallningen och det ar en
langsam och plagsam process. Hon séger att nar man ar van vid vissa nya matematiska
begrepp da forst utvecklar man det operativa begreppet. Det innebar att elevernas larande pa
en hogre niva i matematiken inte kan forvantas att &ga rum utan att eleven far hjélp av sina
larare eller av en bra larobok. Som sagt... Sfard (1991, s. 17) séger att "operativt kommer fore
strukturellt” detta borde forstas bara ses som ett satt att undervisa... och hon papekar att
begreppsbildningsarbetet kan sarskiljas genom tre steg:

i). Interiorisation,
if). Kondensation,
iii). Reifikation.

I varje fall kan man diagnostisera dem genom att undersoka elevernas beteende, attityder och
kunskaper. Vid interiorisationsfasen far elever bekanta sig med processen som kan ge upphov
till ett nytt begrepp... och operativ utfors pa en lagre niva av matematiskt objekt. Sfard (1991,
s. 19-20) sager att eleverna kan hoja sin formaga i inlarningsprocessen — realisering, med ett
helhetstankande utan att ga in pa detaljer som hon kallar kondensationsfasen. Nar eleverna
kommer till reifikationsfasen kan de se det som de redan kan pa ett helt nytt satt. Sfard (1991,
s. 21-23) ger ett namn for detta: “ett momentant kvantsprang”! Med andra ord menar hon att
det &r en process som stelnar till ett objekt, till ett statiskt strukturellt begrepp. Kunskaper
bygger pa varandra, vid matematisk inlarning tar man ett steg i taget. Man maste gora fardigt
varje steg innan man kan ga vidare. Det innebar att det &r en hierarki som finns mellan de
olika faserna.

3. Sfard (1991, s. 23-33) ger bada begreppen en koppling till den kognitiva processen. Hon
papekar att begreppsbildningen bara bor betraktas som fullt utvecklad om och endast om den
kan uppfattas bade operativt och strukturellt. Hur gér man det? Vad kan eleverna na och fa
om de ska kunna se de bada begreppen? Genom att studera historia drar da Sfard (1991, s. 24)
en slutsats att nastan all matematik ar rent operativ, det ar fran den grundlaggande processen
till den avancerade processen som bara kan hénvisas till ett riktigt objekt... sedan utfor Sfard
(1991, s. 25-28) ett experiment for att ldsa matematiska problem sa att hon kan visa
évergangen fran operativa till strukturella tillvdgagangssatt och sa konstaterar hon att arbete
med matematiska problem kan bli lattare om och nér eleverna har kommit fram till den
strukturella forestéliningen. Sfards experiment bevisar for oss att det rent operativa
tillvagagangssattet kan behandlas pa ett besvarligt satt som senare kan leda eleverna till en
stor kognitiv spanning och helt emot eget syfte blir da inlarningen improduktiv. Min fraga ar:
Finns det ett monster for detta?

Kan det strukturella tillvagagangsséttet ge ett larande som blir mer effektivt och meningsfullt?
Svaret &r ja! ... Sfard (1991, s. 28) séger att det uppvécker férvantningarna och skapar
insikterna medan det operativa tillvagagangssattet bara inbjuder elever till den verkan som
producerar resultatet. Det skulle bli mer effektivt och lattare i elevernas inre aktivitet om det
abstrakta objektet &r narvarande, daremot kan franvaron av detta hindra elevernas utveckling.
Fragan ar hur? Det forklarar att det &r en av de faktorer som forhindrade utvecklingen av
matematikvetenskapen i det antika Grekland. Det innebar ocksa att vergangen fran processen
till det abstrakta objektet 6kar elevernas kansla av forstaelse for matematikens varld. Nar
eleverna kommer till reifikationen okar de férmagan att 16sa de matematiska problemen med
béttre kompetens och konsekvensen blir att de I&r sig mer... det gor att de eleverna har
starkare sjalvfortroende. Skemp (1976, s. 29-30) sdger att det ar viktigt att veta varfér och hur

11



vi gor. Det innebér att eleverna behdver informeras om anledningar och regler. Det stimmer
med forfattarens tanke att den strukturella férestallningen férmodligen ar vad som ligger
bakom relationerna till forstaelsen.

Slutligen sager forfattaren att det att ha formagan att se nagot, som &r redan bekant pa ett nytt
satt kan vara svarare an vi tror. Hon sager att det ar det som oftast ar svarast i inlarning.
Matematiker har anvant flera arhundraden for att komma fram till en mycket komplicerad
strukturell uppfattning av de mest grundldggande begreppen, till exempel talen och
funktionerna... och utan en hogre niva i interiorisationen kan inte den reifikationen
forekomma. Sfard (1991, s. 31) kallar detta "grym cirkel®. Detta kan forklara varfor det finns
manga elever som kan ge ratt svar i problemlésning utan att de forstar vad de gor aven om de
anvander utantillmetoder eller tillampningar av de korrekta reglerna for problemldsning.
Kilpatrick (1998) (Sfard, 1991, s. 31) skriver ... fardigheten och forstaelsen handlar om att
framja det harmoniska fullgérandet av matematiska forfarandet och att utveckla forstaelsen av
hur och varfor forfaranden fungerar och vad det betyder... . Browell (1935) (Sfard, 1991, s.
32) beréattar att nar idéerna och processerna redan ar forstadda ska de tillampas pa nagot satt
for att 6ka kunskaper; Carpenter (1980) (Sfard, 1991, s. 32) sager att utvecklingen av nagon
fardighet ar nastan knuten till den forstaelsen om det begreppet som ligger bakom den
kunskapen ... dessutom enligt Sfard (1991) (Sfard, 1991, s. 33), att det inte ska forvana att
vara elever verkar ha lart sig manga matematiska fardigheter utantill. De kan utféra
berdakningar men forstar fortfarande inte de begrepp som ligger bakom de berakningarna.
Varfor hander det? Det handlar om, att ha formagan att ”se” de abstrakta strukturerna. Utan
dem kan eleverna drabbas av tveksamhet, osékerhet och en kansla av otillracklighet. Halmos
(1985a) (Sfard, 1991, s. 33) séger att han fattade ingenting om vad matematik&mnet handlade
om, inte forran efter nagra ar. Detta kan forklaras med att det forst handlar om kondensation
och sedan kommer reifikation som kan ta sa lang tid... och den reifikationen som kan ge en
relationell (sammanhang) forstaelse som kraver mycket arbete men tyvarr ar det sa att den
reifikationen som det géller ofta kan komma forsenad. Detta har skadat eleverna, en skada
som de kan bara med sig standig i hela livet!

Chick och Harris (2007, s. 1) anvander begreppen i sitt experiment sa som det star i
Pedagogical content knowledge and the use of examples for teaching ratio , som &r deras
forskningsrapport. Det kommer upp ett valdigt viktigt begrepp. Det ar den “proportionella
resonemangen” som bygger pa ett grundlaggande multiplikativt tankande. De menar att for att
bygga upp denna typ av forstaelse i klassrummet behdver lararna ett pedagogiskt innehall i
kunskapen (PCK)’ (Chick och Harris, 2007, s. 2-4) s att lararna kan valja ett korrekt
laromedel som senare kan hjélpa dem att formedla de matematiska begreppen pa ett
meningsfullt satt till eleverna i klassrummet genom att

1. introducera och forklara begreppen till eleverna i borjan av lektionen.
2. utfora ett arbete sa att eleverna kan 6va begreppen efter undervisningen — den stirkande
processen.

Chick och Harris (2007, s. 1) menar att det ar valdigt viktigt for larare att valja ett lampligt
undervisningsmaterial sa att de kan gora en stark koppling till matematiken. Detta innebér att
det ar ett mer relevant innehall och att problemldsningen anpassas battre till elevernas
formagor. Forfattaren papekar att de flesta lararna anvander exempel i klassrummet for att
visa eller 16sa problem i matematikundervisningen. Men fragan ar hur kan man gora detta?
Har kommer en fraga... den viktigaste fragan ar hur man véljer ett lampligt exempel i
klassrummet sa att den allmanna principen kan dyka upp ur “oljud” av de specifika detaljerna
som visas av Skemp (1971) (Chick och Harris, 2007, s. 1). Matson och Mason (2005), Ball

¢ P4 engelska kallar Sfard den "viscious circle”.
" PCK stér for det engelska uttrycket: Pedagogical Content Knowledge. Chick och Harris (1991, s. 1)
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(2000) och Bills (2006) (Chick och Harris, 2007, s. 1-2) papekar alla fyra att det ar viktigt att
larare valjer bra exempel i sina val sa att undervisningen kan gora det lattare samt enkelt att
illustrera den allménna principen ... de ar 6verens, det ar ocksa andra forskare, till exempel
Zazla och Tjernoff (2006), Zaslavsky, Harel och Manaster (2006) med flera ... men att hitta
ett bra och samtidigt lampligt exempel &r inte sa helt enkelt som man tror (Chick och Harris,
2007, s. 1-2). Watson (2003) (Chick och Harris, 2007, s. 2) foreslar att det finns ett
komplicerat samspel mellan vad som ar mojligt och vad som kan ses som mgjligt ... och
forfattarna citerar idéerna fran Rissland-Michener (1978) (Chick och Harris, 2007, s. 2) att det
ar skillnad pa de exempel som man introducerar med och elevernas évningar dar man
fokuserar pa antingen forfarandet eller begreppet... och en rutinvning som kan bygga upp
vissa kognitiva konflikter fast dess syfte &r att lyfta fram ytterligare aspekter av den allmanna
principen eller en icke-rutinmassig uppgift som kan forbéattra och utdka elevernas forstaelse.

4.2 Hur bildas det matematiska begreppet?

Enligt Skemp (1987, s. 9), sa anvands termen “begrepp” i stor utstrackning, men den ar inte
latt att definiera. For att forklara “begrepp” anvander man flera tillvagagangssatt tillsammans
med flera olika exempel. De matematiska begreppen &r de mest abstrakta. Varje dag kommer
begreppen fran vardagliga erfarenheter och de medfor exempel som leder till bildandet av nya
begrepp i tid och rum. Dessa vardagliga begrepp forekommer slumpmaéssigt. Nar begreppen
bildas kan vi prata om olika exempel pa dem. Darfor ar ett begrepp en slutprodukt, det ar
resultatet av en abstraktion. En abstraktion &r en typ av bestaende mental forandring hos oss,
ett resultat av abstrakt tdnkande. Abstrakt tdnkande betyder en process, en process av en
aktivitet som vi blir medvetna om bland vara andra erfarenheter (Skemp, 1987, s. 11). Varje
begrepp har sitt namn. Det innebdr att begreppet och namnet inte ar detsamma. Det &r en
skillnad. Ett begrepp® 4r en idé, namnet pd ett begrepp &r ett ljud, eller ett tecken pé pappret.
Den associationen mellan begreppet och dess namn behdver en lang process. Det &r
associeringsprocessen. Denna férening kan bara dga rum efter det att begreppet har bildats.
Vid tiden da ett begrepp bildas, har namnet blivit intimt forknippat med det. Det &r en ny
upplevelse i vara tankar. Men det leder ibland till konflikt och forvirring (Skemp, 1987, s. 12).
Att namnge spelar en viktig roll i bildandet av nya begrepp. Da kan vi klassificera de olika
egenskaperna pa ratt satt i vart medvetande. Finns det ndgon ordning i begreppen? Svaret ar
ja. Det finns verkligen en ordning bland begreppen, en del bygger pa de andra. For att forsta
komplicerade begrepp maste man ha tagit till sig enklare. Dessa begrepp som bygger pa andra
kallas “sekundéra begrepp” (Skemp, 1987, s. 13) och de begrepp som vi kan kanna med vara
sinnen ar sa kallade “primara begrepp” (Skemp, 1987, s. 13). Det sekundara begreppet ger 0ss
mojlighet att se “mer abstrakt”, till exempel kan man inte forsta “farg” innan man en gang har
upplevt det roda, blaa, gréna och de andra fargerna i sinnet. Darfor, enligt Skemp (1987, s.
13), kan ett begrepp av hogre ordning inte underlatta en definition for dem som inte har nagon
erfarenhet.

Vad innebér en definition? Skemp (1987, s. 13) forklarar att en definition &r en avgransning
av ett begrepp. Nar vi kommer utanfor denna grans sa kommer vi till ett annat begrepp. Det
innebdr att ett begrepp ar avgransat. Detta ar naturligtvis abstrakt for de flesta av oss. Darfor
ar det nagot mycket viktigt nar elever méter det nya begreppet av en lagre ordning for forsta
gangen. Sa till exempel kan man inte forsta innebdrden av ordet magenta utan att ha upplevt
réd och bla farg. Skemp (1987, s. 13) drar slutsatsen att de flesta av de nya begreppen som vi
behover i vardagen ar av ganska lag ordning. De &r “avgransade”! De nya hogre ordningarnas
begrepp maste ocksa vara naturligt avgransade. Ett av syftena till definitionen &r att den gor
att hogre ordningens begrepp blir lattare att kommunicera. | matematiken ar det nagot
annorlunda. Skemp (1987, 14) menar att begreppen i matematiken &r mycket mer abstrakta &n

® Det 4r inte bara osynligt, ohérbart men ocksa forgangligt (Skemp, 1987, s.50).
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de i vardagen. De har storre abstraktion i vart tankande. Saledes gor detta att
kommunikationen av matematiska begrepp mellan larare och studenter blir mycket svarare.
Vidare &r ett begrepp ett sétt att bearbeta data. Hur kommer det sig? Begreppet gor det mojligt
for elever att fa tidigare erfarenheter som hjalp att bearbeta och forsta den nuvarande
situationen. Studenter bildar begrepp i atanke pa det forflutna, det gor att eleverna kan losa
matematiska problem. Begreppets uppbyggnad bygger pa tidigare kunskap (kumulativ), det &r
en langsam process men den kan paskyndas genom att man anvander réatt sprak. Skemp (1987,
s. 16) definierar ett ”oljud” i matematiken. Detta oljud” betyder att det finns information som
ar irrelevant for en viss kommunikation. Detta betyder inte att det &r ”oljud” i andra
situationer. Tank om undervisningen ar irrelevant information, da ar allt "oljud” for eleverna!
Ju mer “oljud” desto svarare blir det att bilda begreppet. Att tdnka pa ar att "oljudet” kan
framga ur oorganiserad och oférberedd undervisning, oanpassade laromedel och andra
felaktiga metoder som anvénds. Allt detta kan vara stérande “oljud” for eleverna.
Begreppstankandet ger anvéndarna en stor makt och stérre adaptivitet (anpassning) och
flexibilitet. Det kommer fran formagan att kombinera och relatera manniskans olika
erfarenheter och nivan av erfarenhet. Hur kraftfullt &r begreppstankandet i matematiken?
Skemp (1987, s. 16, 18) séger att ju mer abstrakt begreppet &r, desto stoérre makt har det.
Matematik &r det mest abstrakta och mest kraftfulla av alla teoretiska system. Darfor ar det
det potentiellt mest anvandbara av sadana system. Hur anvéandbart &r det da? Jo!

Matematiken ar viktig inom vetenskaper, ekonomi, affarskommunikationer och teknik. Den ar
ett viktigt "verktyg” for alla dessa omraden. Men i ett klassrum skulle det kunna vara en
annan sak. Eleverna tycker inte att klassrumslarande i matematik ar séarskilt nyttigt. Ibland ar
larandet till och med smartsamt. For en del elever ar det kanske till och med alltid smartsamt.
Det betyder att de eleverna inte lar sig nagon matematik alls, inte i skolan och inte i det vuxna
livet heller. Matematik blir nagot plagsamt som hor skolan till och saknar
verklighetanklytning. Aven om larande i matematik for de flesta ar en intressant och rolig
process, tycker manga att detta ar svart att tro. Att lara sig symboler och ett antal utantillregler
ar inte bara trakigt, det ar ocksa mycket svart for flertalen elever. Detta beror pa att det kan
vara svart att se att reglerna har ett samband med vardagliga begrepp. Hur kan larare som
undervisar i matematik gora sa att begreppen kan forstas val och formedla detta till eleverna?
Hur undervisar man om matematiska begrepp och hur lar eleverna sig begreppen i ett
klassrumsperspektiv?

4.3 Matematisk begreppsinlarning och undervisning

De begrepp som &r involverade i var vardagliga kunskap ar inte sa abstrakta (Skemp, 1987, s.
18). Men det géller inte alltid i matematiken. Matematik kan inte laras direkt fran
vardagsmiljon utan bara fran matematiklarare och larobocker i matematik. 1 samband med
detta kravs elevens egen reflekterande intelligens. Det ar bra om eleverna till stor del ar
beroende av larare och larobocker. Daligt ar det om elever utsétts for risken att forvéarva en
livslang radsla och motvilja for matematik. Darfor ar det verkligen svart att fa nagon att vara
intresserad av matematik nér lektionen &r slut och eleven &r utanfor klassrummet. Hur kan vi,
som blivande matematikl&rare, hjalpa elever att férebygga denna radsla. Och om den redan
finns, hur ska vi da ta bort den? Skemp (1987, s. 18) séger att i sjalva verket ar principerna for
larande i matematik okomplicerade. Lédrarna ar den allra viktigaste faktorn. Det handlar om att
kunna formedla matematiska idéer. Inte bara de enkla utan ocksa de som kraver mycket hart
tankearbete innan man lart sig dem och kan tillampa dem.

Dessa tva principer ar:

1. Den hogre ordningens begrepp kan bara meddelas av en lamplig samling exempel, inte av
en definition.

Problemet &r att majoriteten av larobdckerna introducerar nya idéer inte genom exempel, utan
bara med definitioner (Galler det idag?). Definitioner ar begripliga for lararen, men
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obegripliga for den studerande. Bra larare l&r intuitivt ut en definition med passande exempel.
Men att vélja en lamplig samling exempel ar svarare an det later. Det betyder att de maste
vara liknande och ha de gemensamma egenskaper som utgor begreppet, inget annat, allt
ovrigt blir ”oljud”. Men “oljud” ar inte alltid onddigt. Skemp (1987, s. 18-19) sdger att
positiva ”oljud” &r nodvandiga for begreppsbildningen. N&r begreppet blir starkare etablerat
Okar "oljud” inldarandet for eleven till abstrakt tinkande om begreppets egenskaper, genom att
studera svara exempel. Vil valda exempel minskar elevens beroende av lararen. Det ar viktigt
att anvanda ett begrepp pa en intuitiv niva utan att vara medvetet beroende av det, sa ar det
med de mest grundldggande och vanligaste idéer. Resultatet &r att ju mer automatiskt varje
verksamhet utfors, ju mindre tanker vi pa vad vi gor. Darfor ar det viktigt att infora de mest
grundlaggande idéerna i matematiken vid en tidig alder, till exempel Pythagoras sats.

2. | matematiken ar dessa alltid andra begrepp. Darfor maste man forst vara saker pa att
dessa redan har bildats i elevens tankar.

Den andra principen innebér att det tidigare begreppet ar ndédvandigt for nasta steg. Tidigare
begrepp maste finnas inlarda innan nasta steg av abstraktion. Det betyder att innan vi forsoker
formedla ett nytt begrepp, maste vi ta reda pa vad det ska bygga pa, vad eleven redan kan ... vi
maste underscka elevens kunskaper tills vi nar antingen primara begrepp eller erfarenhet som
vi kan anvanda. Darefter gor vi en lamplig plan for eleven. Eleven behdver en mojlig uppgift
att 16sa, men inte en omdojlig uppgift. Denna begreppsanalys innebdr mycket mer arbete &n att
bara ge en definition. Skemp (1987, s. 20) s&ger att om man gjort detta kommer det att leda
till nagra dverraskande resultat.

Tva konsekvenser av andra principer ar:

i) I bildandet av strukturen av pa varandra féljande abstraktionsprocesser galler att om eleven
inte forstar en viss niva sa bra, da ar all elevens inlarning harefter i fara.

ii) Det galler att det nddvandiga begrepp som behdvs for varje nytt steg av abstraktion maste
vara tillgangligt. Om eleven inte redan kan detta maste det laras in.

Det finns konsekvenser. Den forsta ar att eleverna har svarigheter att forsta den avancerade
nivan av matematiken innan grundnivan ar klar. Det innebaér att alla efterféljande begrepp
som bygger pa grundnivaerna aldrig kan forstas, och att eleverna inte kommer nagonstans
vidare i sin inldarning! Kan en sadan situation vandas ("back-tracking”) (1987, s. 21)? Den
andra ar att det bidragande begrepp som behdvs for varje nytt steg av abstraktion maste vara
tillgangligt. Allt det som eleverna har lart sig i det forflutna maste vara tillgangligt nar det
behovs ... en tillgang for elever for ”back-tracking™).

Eleverna lar sig begrepp som uppnatts med stor moda av tidigare matematiker. Det &r for
mycket kunskap att sjalv skapa for ett geni under en livstid. Som en foljd av detta blir
inldrning av matematik for nybdrjaren och for den genomsnittlige eleven véldigt beroende av
god undervisning. Att beharska och forstd matematik &ar en sak och att kunna lara ut den till
dem som ar pa en lagre begreppsniva ar en annan sak. Tyvarr ar det denna senare kunskap
som mest saknas.

4.4 Vad innebar forstaelsen?

Vad betyder det att ha "forstaelse i matematik™? Att forsta nagot betyder att tillgodogora sig
det i ett speciellt schema ? i vart medvetande. Men det kan ocksé handa att assimileringen gar
till ett annat lampligt stalle. Om en elev har forstatt forklaringen av reglerna i matematik, da
har denna elev en storre anpassningsformaga till nya problem. Enligt Skemp (1987, s. 33-34)
kommer ofdrstadda tidiga scheman att gora assimilering av senare idéer mycket svarare,
kanske &r det omdjligt. A andra sidan innebér ett lampligt schema att man tar hansyn till det

® Det &r ett organiserat monster av tankar. De tankarna ar begreppsstrukturer. (Skemp, 1987, s. 22-34)
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framtida langsiktiga larandet och inte bara till det som ar for stunden. Lararen maste se
mycket langre till an den nuvarande uppgift som eleven haller pa med. Det ar viktigt att i
mojligaste man kommunicera nya idéer pa ett sadant satt att lampliga langsiktiga scheman
bildas. Problemet &r att det ibland &r svart att valja mellan att hitta latta kortsiktiga scheman
och langsiktiga som kan vara svarare att finna. Darfor ar lararna i de tidiga stadierna av
larande mycket viktiga och har ett stort ansvar. De maste se till att eleverna lar sig och forstar
och inte bara raknar utan att begripa vad de gor. Risken ar stor att elever bara lar sig hur man
l6ser problem utantill, utan att de egentligen forstar varfor.

Det lararen kan gora ar:

1. att hjalpa eleverna att hitta fram till kunskap. Lararen lagger ett grundlaggande monster for
undervisningen.

2. att lara eleverna att leta efter dessa monster pa egen hand i matematikinlarning for att
forbereda dem for framtidens studier.

3. att lara eleverna att vara beredda att sjalva kunna rekonstruera'® sina scheman i inlarningen
av matematik, detta for att forbereda dem for den okanda framtiden.

Skemp (1987, s. 153) papekar att olika slag av forstaelse kan urskiljas genom att kalla den
relationell forstaelse och instrumentell forstdelse’’. Detta kan definieras som:

1. Relationell forstaelse — eleverna vet vad de ska gora och varfor.
2. Instrumentell forstaelse — inlarningen handlar om regler som &r givna utan att man anger
skal.

Det finns tre typer av matematisk inlarning som inte passar ihop med detta och som kan
uppsta (Skemp, 1987, s. 155-158):

1. Om elevernas mal &r att forsta pa instrumentellt satt, men lararen vill att de ska forsta det pa
relationellt satt. Det betyder att, vad eleverna vill ha ar nagon form av regler for att fa korrekt
svar och sen ignorerar de resten. De forstar inte riktigt vad det ar de gor.

2. Det kan ocksa vara tvartom. Det betyder att eleverna forsoker forsta matematik relationellt
men undervisningen gor detta omgjligt, darfor att lararen tanker instrumentellt.

3. Léarares uppfattning om forstaelse &r instrumentell, men av nagon anledning anvander man
en larobok vars syfte ar att skapa relationell forstaelse hos eleven. Detta kommer att géra mer
skada &n nytta for eleverna. Eleverna kan da ha svart att rekonstruera sina scheman.

Enligt Skemp (1987, s. 158), finns det manga larare som undervisar pa instrumentellt sétt i
matematiken. Fragan &r, kan detta bero pa att det har vissa fordelar? Skemp (1987, s. 158) ger
tre exempel pa sadana fordelar:

1. Pa nagot satt kan det ofta vara lattare for eleverna att forsta.

2. Det ger omedelbara resultat och detta kan vara mycket givande. Den aterstéller snabbt
elevernas sjalvfortroende.

3. Det kraver mindre kunskaper av den undervisande lararen.

Det finns minst fyra fordelar med den relationella inlarningen i matematik (1987, s. 159):
1. Undervisningen blir lattare att anpassa till nya uppgifter.

2. Undervisningen blir lattare att komma ihag pa lang sikt.
3. Den relationella kunskapen kan vara effektiv som ett mal i sig sjalv.

19 Det innebér att forbattra eller ersétta det gamla.
™ Introduceras av Stieg Mellin-Olson, Bergen Universitet. (Skemp, 1987, 5.173)
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4. Relationella scheman &r ekologisk*? ur kvalitetsynpunkt.

Det verkar som om den instrumentella matematiken bara fungerar pa kort sikt och inom ett
begransat sammanhang, men att den inget ar for langsiktiga skeenden och i storre
sammanhang. Sa varfor ar det da sa att manga barn undervisas enbart med den instrumentella
matematiken under hela sitt skolliv? Orsakerna kan vara (Skemp, 1987, s. 160):

1. Att slutbetyget ar viktigast for en framtida anstéllning.

2. Att kursplaner &r dverbelastade.

3. Att det ar svart att beddma om en elevs forstaelse ar relationellt eller instrumentellt
forankrad.

4. Att det kraver arbete och tid.

Sa vad kan vi gora?
Sir Herman Bondi (1976) sdger (1987, s. 161):

”... Att den negativa instéllningen till matematik ar olyckligtvis sa vanlig, aven bland dem som ar
hogutbildade, ar sakert det storsta mattet pa vart misslyckande och det ar verklig fara for vart samhélle
... det &r inte svart att skylla pa utbildningen som atminstone kan ta en del av ansvaret ... och
problemet &r att det ar &nnu svarare att foresla nya atgarder. ”

Inlarning av den relationella matematiken bestar i att bygga upp ett schema som har sin
motsvarighet i att hitta ”nya vagar att ga dit” utan hjalp av vagledning. De nya vagarna kan
vara mycket svarare att konstruera an den forsta vagen som star i vagledningen i larobdcker.
Det relationella matematiska larandet kan skiljas pa flera satt fran instrumentellt larande
(1987, s. 163):

1. Eleverna blir mer oberoende av lararen.

2. Sjalvandamalet. Det ar tillfredsstallande att bygga upp ett schema for sig sjalv.

3. Fortroendet byggs upp nér scheman &r klara. Eleven hittar ett nytt satt ”att komma fram”
utan att vara beroende av sa mycket hjalp utifran (av larare).

4. Det ger eleven en standigt pagaende och givande process. Det innebér att det inte tar slut i
och med att lektionen &r slut utan eleven fortsétter att bygga scheman i hela sitt liv.

4.5 Symbolisk™® forstaelse

Vad innebér en symbol? Tidigare sdger Skemp (1987) (se 4.2) att ett begrepp betyder ett
objekt rent mentalt — det &r ohorbart och osynligt, sa fragan ar hur gor vi sa att vi kan lasa
innehallet i nagon annans medvetande? Faktum &r att det gér man genom symbolen. Enligt
Skemp (1987, s. 47, 49) far vi veta att en symbol &r ett ljud, synligt och som ar mentalt
kopplat till en idé. En idé som bifogas till en symbol som inte &r tom utan meningsfull annars
blir den just tom och meningslos.

Tva personers medvetande &r anslutna till en symbol med samma begrepp. Sedan kan man,
genom att yttra'* denna symbol, framkalla begreppet frén andras minnen i deras medvetande,
och fa dem att tanka pa det aktuella begreppet. Det &r svart att inse att det ibland &r det som ar
meningsfullt i sig sjalvt for en person kanske inte ar meningsfullt for ahoraren, vilket kan
skapa en svarbegriplig situation. Vi kanske tycker att vi kommunicerar men vi gor inte det i
verkligheten. Det ar omdjligt att veta pa vilken niva vi befinner oss. Nar vi yttrar en symbol,
vill vi pakalla uppmarksamheten hos mottagaren. Vi vill att idén som bifogas uppfattas i

12 Det ar som ett trad med sina rotter eller ett djur som utforskar nya omraden for att hitta mat. (Skemp, 1987,
5.159)

3 Det innebér ett symbolsystem som innehaller ménga symboler. Skemp, 1987, s.185.

14 Det kan vara nar man talar, skriver eller ritar ngonting.
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stallet for symbolen sjalv. Sa hur noggrann for kommunikationen ar da symbolen? | sjélva
verket kan vi forsoka komma mottagarens idéer sa nara som mojligt. Det ar omojligt att exakt
samma idé uppkommer i huvudet pa mottagarna. Det géller att fanga upp deras
uppmarksamhet. | tidigare avsnitt sdger Skemp (1987), att begreppet byggs upp gradvis. Det
betyder att det uppkommer sa smaningom, steg for steg:

Né&rmevérden - Exakta begrepp

For att undvika forvirringen &r varje symbol bara forknippad med ett begrepp, och vice versa.
Men i verkligheten kan en enda symbol sta for en mangd olika begrepp. Detta leder till
forvirring (Skemp, 1987, s. 50). Det finns tre regler for att formedla 6nskad betydelse nér en
symbol motsvarar manga olika begrepp (Skemp, 1987, s. 51):

1. Man maste se till att scheman som anvands ar kanda for alla.
2. Inom schemat motsvarar varje symbol bara ett begrepp.
3. Man méste informera eleverna om vilka scheman som maste dndras.

Reglerna verkar enkla och sjalvklara, men de ar inte alltid latta att folja. Exempel (Skemp,
1987, s. 52, 58):

(x+a)’=x"+2ax+a’ Detta ar uppenbart eftersom x och a behaller samma betydelse i
hela sammanhanget.

axb och lx% Har har ”x” skillnad i betydelse i badda sammanhangen. Detta

a
leder till forvirring for eleven.

For att forsta nagot som eleverna inte forstod innan behdvs en bra forklaring sa att
assimilering till ett befintligt schema kan &ga rum. Det finns tre mojliga orsaker som gor att
kommunikationen har misslyckats (Skemp, 1987, s. 56):

1. Fel schema har anvands. Ord som funktion”, ”image” och ”grupp” anvands i matematiken
och aven i dagliga samtal. Det dr viktigt att observera att orden da inte behéver har samma
betydelse.

2. Gapet mellan det nya begreppet och det befintliga schemat kan vara for stort.

3. Det befintliga schemat kan kanske inte assimilera den nya idén.

Efter mycket diskussion om symboler, sa ar fragan vad innebér symbolisk forstaelse? Skemp
(1987, s. 184) foreslar detta till Byers och Herscovics (1977):

“formell forstdelse™ &r mojligheten att ansluta matematisk symbolik och beteckningar till relevanta
matematiska idéer ...”.

Nar man har utvecklat den symboliska forstaelsen i matematik, blir forstaelsen senare annu
storre. Kraften i den matematiska symboliken ar ett mycket speciellt fall av kraften i spraket.
Enligt Skemp (1987, s. 185) kan man forvénta att den har stor makt. Men i klassrummet, finns
det anda manga elever som har svarigheter att lara sig att forsta den matematiska symboliken.
Varfor ar det sa?

En symbol &r en uppséattning tecken som motsvarar en uppséattning begrepp eller relationer

15 Det 4r en form som accepteras av manga. Skemp, 1997, 5.171
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mellan symbolerna som i sin tur motsvarar relationerna mellan begreppen. Den symboliska
forstaelsen ar en 6msesidig assimilering mellan en symbol och en lamplig begreppsstruktur.
Enligt Skemp (1987, s. 187) &r denna typ av kommunikation genom anvandning av symboler
sa uppbyggd att all muntlig eller skriftlig kommunikation gar forst till ett symbolsystem. For
att forsta symbolerna relationsmassigt, maste de vara attraherade av en lamplig
begreppsstruktur, det vill saga i termer av forhallandet inom den strukturen, snarare an av
symbolsystemet. En symbol &r ju bara en symbol sa lange den inte har en specifik betydelse.

Exempel: 572 &r inte bara tre ensiffriga tal utan ett enda nummer som bildas av summan
5x10° +7x10+2.

Tva krav behovs for att fa detta att handa (Skemp, 1987, s. 188):

1. Begreppsstrukturen har en starkare attraktion &n symbolsystemet.
2. Det starka sambandet mellan symbolsystemet och begreppsstrukturen gor det latt att ga fran
det forsta systemet till det andra.

Hur ska detta ga till? Skemp (1987) har fem forslag:

1. All kommunikation utgar fran symbolsystemet. Det finns en punkt utan atervando for
begreppsstrukturen. Larande i matematik kraver lang tid, ofta ar det en process pa manga ar.
Om begreppsstrukturer inte kan bildas tidigt i larandet, kommer de aldrig att fa chansen att
utvecklas. Om det inte finns ndgon begreppsstruktur eller om den &r svag, kommer
inlarningen att likstallas med symbolsystemet. Man forstar inte vad man gor, man lar sig bara
symbolen. Inlarning pa denna niva kan latt bli kortsiktig, pa lang sikt blir den omgjlig. Den
relationella matematiken ar mycket lattare att lara sig och den kan man behalla i minnet pa
grund av dess inbordes konsekvens och sammanhang. Darfor maste vi presentera materialet i
en sadan foljd och pa ett sadant satt att det nya materialet alltid kan fattas begreppsmassigt.

2. Under de forsta aren av matematikinlarning gar sinnesintrycken forst till
begreppsstrukturen och sedan kopplas den till motsvarande symbol.

3. Det talade spraket ar viktigast i borjan sedan kommer tankar och skrivna ord. Talade ord ar
ocksa mycket snabbare och enklare att producera.

4. Man behover anvanda en 6vergangsperiod med informella beteckningar som sedan ersétts
med formella. Dessa star ju for mycket koncentrerad kunskap i den etablerade matematiken.
5. Om det behdvs ska man anvénda sig av anteckningar.

Slutligen séger Skemp (1987, s. 188):

”Symbolisk forstaelse ar en émsesidig assimilering mellan en symbol och en begreppsstruktur.
Forstaelsen domineras da av begreppsstrukturen. Symbolen &r just en symbol”

4.6 Instrumentell forstaelse eller relationell forstaelse?

I Ortons bok (2004, s. 3), menar forfattaren att metoden att lara sig utantill &r ett speciellt satt
for larande. Han tror att barn lar sig genom att sjalva skapa kénsla for véarlden. Han dnskar att
barnen ska lara sig den grundlaggande relationen genom samspel med en l&mplig miljé. Han
sager ocksa att det ar nodvandigt att sakerstalla att beteckningen framtrader som logisk och
effektiv, sa att vissa larares medverkan ar nédvandig. Han séger att pa detta satt véaxer
forstaelsen inifran. Han séager att det skulle vara fel att knyta instrumentellinlarning alltfor hart
till behaviorismens strategi. Barn behdver utveckla sin egen forstaelse inifran sig sjélva.

Orton (2004, s. 4) sager att larande ar en mental aktivitet. Var hjarnas funktion fungerar som
en datorprocessor av information. Om vi forstar den béattre da forstar vi mer om larandet
utifran psykologisk synvinkel.

19



4.7 Elever lar sig i olika takt

Shulman (1970) séger (Orton, 2004, s. 4): Hur utbildning 6verfors (transfer of training) ar det
viktigaste enskilda begreppet i ndgon pedagogiskt relevant teori om larande. Orton (2004, s.
4) havdar att det inte ar enkelt att anta att dverforingen bara ska ske vid undervisning,
eftersom det inte ar sa vanligt. Han sager att larandet inte kan uppnas snabbt och att vissa barn
kanske ar langsammare &n andra. Andra barn gor snabba framsteg, nagra gor till och med
Overraskande framsteg nér de ges mojlighet att lara sig i sin egen takt istéllet for att vanta in
hela klassens takt. Han véacker nagra fragor:

Bland dem valjer jag (Orton, 2004, s. 5):

1. Vad &r det som avgor hur mycket eleverna lar sig? Varfor lar sig vissa snabbare an andra?
2. For vissa verkar matematik vara svar att lara sig. Sa varfor ar matematisk formaga en
marklig fallenhet som inte delas av alla?

Han visar att individuella skillnader kan vara en viktig faktor inom larandet av matematik.
Hadamard (Orton, 2004, s. 5) sé&ger att olika barn behover olika undervisningsmetoder och
olika inlarningsmiljoer.

4.8 Elever behover lara sig matematik i lugn och ro

Att lara sig ar inte en helt enkel uppgift. Lararna har alltid haft svart att forklara metoder och
hur de fungerar i matematiska begrepp. Orton (2004, s. 8) sager att barn lar sig framgang bara
nar de véxer sakta och med 6kande takt pa kraven. Men det ar inte latt att vara séker pa vad
barn kan lara sig. Ibland leder vara beslut till motstridiga asikter. Hur vet vi det? Orton (2004,
s. 10) séger att formodligen &r det basta verktyget for att undersoka vad eleverna verkligen har
lart sig och vad de har missférstatt och missuppfattat genom den individuella intervjun. Orton
(2004, s. 11) séager vidare, att alla har en storre formaga att lara sig nar de verkligen vill lara
sig. Naturligtvis paverkas kvaliteten pa inlarningen av motivation, intresse, beslutsamhet och
viljan att lyckas kommer ocksa in i bilden. Elevernas sjalvfortroende kan paverka deras
framgang i matematik (Orton, 2004, s. 11). Om barnen kommer i panik nar de ska lara sig
matematik da hjalper inte ndgon valmenande undervisning.

4.9 Samspelet mellan instrumentell forstaelse, relationell forstaelse och kortsiktigt och
langsiktigt minne

Psykologer uttrycker asikten att vi har bade ett kortsiktigt och ett langsiktigt minne. Om vi vill
uppna en korrekt langtidsforvaring tillsammans med allt annat vi minns, ar fragan hur man
skall uppna detta? Utifran psykologin &r det viktigt for att berika kunskap att minnet anvands
effektivt men pa samma gang ar mekanisk utantillinlarning utan mening till féga hjalp.
Repetition ar verkligen en del av larandet, men dessvérre otillréckligt. Vi foredrar att ha en
underliggande mening till den kunskap vi forvantas lagra i vart minne . Med andra ord, det &r
lattare att behalla och minnas det som lars om det & meningsfullt i termer av det natverk av
kunskap som redan finns i huvudet pa eleven. Samtidigt ar repetitioner ofta vad som gor att
kunskap etablerar sig i lanken till lampliga natverk (Winston, 2003) (Orton, 2004, s. 14). |
borjan av matematiklarandet ar symboler och ord godtyckliga och maste darfor laras utantill.
Orton (2004, s. 14) séager att ett visst element av utantillarande maste finnas kvar i
matematiken. Till exempel: uttrycken "liter” och “centiliter” anvands inte ofta i det dagliga
livet och maste alltsa 6vas for att kunna bli ihdgkomna. Darfér maste symbolerna 6vas ofta
med uttantillarande, det &r oundvikligt! Repetition da och da, for att kontrollera forstaelsen &r
viktigt. Men att lara sig utantill utan en lank till ett natverk av kunskap underlattar inte
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formagan att minnas. Orton (2004, s. 16-17) introducerar en "begreppskarta”. Han menar att
ett lankat natverk av narstdende delar som laromedel, gor att man kan relatera matematiska
idéer. Det kan vara lampligt for att hjalpa till att minnas.

Nagra konstruktivister antyder att studerande inte minns material precis likadant som det
lardes ut. Detta innebar att det inte absorberas utan det ar konstruerat och att lagring innebar
en aktiv process av konstruktioner. Att lagra och hdmta fram en process ar komplicerat. Enligt
Orton (2004, s. 18), ar “’steg for steg” fortfarande viktigt for minnet. Han oroar sig for det
”oljud” som ibland skapas under inlarningen av processen. Han pekar dven pa att om man
uppnar instrumentell forstaelse sa ar detta inte nodvandigt for att uppna relationell forstaelse.
Han sager att det ar nagot av en parallell mellan denna skillnad och mellan att memorera
utantill och att memorera genom att etablera kontakter i medvetandet.

Exempel: 3 +l
5 10

Instrumental forstaelse innebéar att man "inverterar” den andra fraktionen och erséatter * <+’ med
’x” tecken. Men detta leder ofta till att eleven upplever forvirring. Vilket brak ar det som man
ska invertera?

Vad ségs da om relationell forstaelse? Kommer denna att kunna hjélpa eleverna?

Men tyvarr verkar det inte som om de flesta eleverna kan uppna denna efter avslutad
skolgang. Sa vad &r da problemet?

Det finns vissa belagg for att instrumentell forstaelse kan bidra till att framja relationell
forstaelse. Orton (2004, s. 19) séager att larande &r komplext, och att vi alla lar oss pa sa
manga, olika sétt. Det ar lite som "honan och dgget-situation” (Orton, 2004, s. 20).

Det ar ingen tvekan om att alltfér mycket instrumentell inlarning accepteras i matematik med
elever for vilka passande relationell forstaelse aldrig uppkommer. Fér mycket beroende av
instrumentell forstaelse kan snarare liknas vid att bygga ett torn pa osékra grunder.

Sa hur kan da vi lara ut matematik om vi vet att den relationella forstaelsen ar omojlig att
uppna (Orton, 2004, s. 20)?

4.10 Nar mognar begreppen?

Orton (2004, s. 21) sager att larande i matematiska algoritmer ar svart, men att
begreppsstrukturen bakom &r annu svarare att lara sig och mer kravande. Hans asikter liksom
Skemps (1987): Att skapa ny begreppsforstaelse ar att bygga ut och ta in tidigare forstadda
begrepp. Orton (2004) sager att begreppet inte ar latt att forklara. Novak (1977) (Orton, 2004,
s. 21) ger en definition for detta: "Begrepp beskriver en viss regelbundenhet eller relation
inom en grupp av fakta som betecknas av nagra tecken eller symboler”. Orton (2004) haller
med Skemp (1987) som sa att for att kunna definiera vad vi menar med ett begrepp i
matematiken behover vi ha manga exempel i atanke. Orton (2004, s. 22) séager att vi maste
vara mycket forsiktiga nar vi forsoker infora abstrakta matematiska idéer. Nagra idéer kan
vara mer abstrakta och darfor svarare att lara sig &n vad vi anar.

Har &r ett intressant enkelt ordstav (Orton, 2004, s. 23):
”Jag hor och jag gldmmer.

Jag ser och jag kommer ihag.

Jag gor, och jag forstar”.

Enligt Orton (2004, s. 23), ar detta ett starkt budskap om att det behévs aktivitet. Orton (2004)
havdar att barn lar sig bast med utgangspunkt fran det konkreta for att kunna minnas det
abstrakta. Har delger Orton (2004, s. 24) en intressant tanke: En fullstandig forstaelse av ett
begrepp ar nddvandig men detta kan dven vara ouppnaeligt. Det kan vara studier av parallella
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eller annu mer avancerade begrepp som leder till battre forstaelse av begrepp som man
tidigare stott pa. Enligt Ausubel (1968) ( Orton, 2004, s. 24): ”Den enskilt viktigaste faktorn
som paverkar larandet ar vad den larande redan vet ...”. Askew och William (1995) ( Orton,
2004, s. 24) séger att: ... lararna ska anvénda en blandning av exempel och icke-exempel. De
bor valja dessa sa att regeln bevisas sa mycket som mojligt av exemplen och de bor vélja det
som kallas icke-exempel for att dessa inte bevisar regeln.”

4.11 Assimilering av och ackommodation i larandet

Piaget (Orton, 2004, s. 51) har gjort manga experiment som undersoker forstaelse av
matematiska innehall och begrepp. Innehallet i dessa experiment har jag inte diskuterat hér.
Jag ar mer intresserad av hans resultat och de effekter som processen av larande i matematik
har pa eleverna. Han foreslar att barns strukturella och naturliga intellektuella beteenden
forandras avsevart i olika stadium av intellektuell utveckling. Detta &r inte bara att visa ny
forstaelse utan ar ocksa ett radikalt annorlunda sétt att tdnka och att se pa vérlden. Barn &r helt
enkelt inte redo for matematik om de inte har natt just det stadiet i sin intellektuella
utveckling.

Piaget foreslar fem steg som han kallar (Orton, 2004, s. 52):

1. Det sensoriska -motor stadiet.
2. Det foroperativa stadiet .

3. Den konkreta operativa fasen.
4. Den formella operativa fasen.

Enligt Piaget (Orton, 2004, s. 52-53), maste eleverna ga igenom alla stadier féljande pa
varandra. Elever maste kunna se, hora, gora saker, lara sig och tanka i klassrummet. Vid den
formella operativa fasen, foreslar Piaget en teori om att det ar det svaraste stadiet pa grund av
den abstraktionsniva som har kommit med in i spelet. Lérare &r alltid ivriga att trycka pa med
nasta &mne och att infora nagonting nytt (idéer) som ibland kommer alltfor tidigt och alltfor
snabbt. FOr Piaget ar den formella operativa fasen en hypotes om att tdnka eller om att ta bort,
logiska argument. Darfor behdver man mer konkret praktisk introduktion pa en niva som kan
hjalpa eleverna. Nu blir konsekvenserna for larande i matematik tydliga. Matematiska idéer
kraver den typ av tankande som inte ar tillganglig fran borjan. Det & omojligt att infora
begreppsbilder innan eleverna har kommit till det sista steget, eftersom de &nnu inte &r redo
for dessa abstrakta idéer. Vissa kan kanske forsta borjan av en abstrakt idé pa ett intuitivt och
konkret satt men de kan inte forsta lararens tankegang. Detta forklarar varfor larare ibland
misslyckas. Det ar klart, om eleverna inte klarar av att plétsligt ga fran ett stadium till nasta,
hur ska de da kunna forsta - det maste vél till en 6vergangsperiod mellan tva olika faser.

Piaget introducerar tva idéer (Orton, 2004, s. 56):

1. Assimilering.
2. Ackommodation.

Assimilering avser att ta in, att anta eller absorbera nya idéer. Ackommodation hanvisar till
vad som kan vara nodvandigt pa vagen till a&ndring och férandring av tidigare forstaelse for att
ett antagande ska vara mojligt. Orton (2004, s. 57) menar att assimilering inte kan ske utan
ackommodation, och ackommodation behdver inte alltid vara sa latt. Ett exempel &r nar
linjara ekvationer inférs och metoder for att 16sa linjara ekvationer introduceras och
praktiseras. Det senare inférandet av den kvadratiska ekvationen kan mycket vél visa upp
problemet med ackommodation. Problemet med ackommodation kan vara att metoder
lampliga for linjara ekvationer inte langre fungerar, men att eleven verkligen ibland forsoker
anvanda dem. Detta visar pa dessa svarigheter. Det ar mojligt att hitta personer som visar att
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de beharskar matematiken i klassrummet. Men att &nda deras asikter utanfor klassrummet
atergar till populara felaktiga forestallningar. Detta &r en situation dar ackommodation dven
kan krava fullstandig borttagning av vad eleverna tidigare haft for asikter. Det verkar dven
som om de ratta lagarna kan likstallas och anda bli till felaktiga lagar som fortsatter att finnas
tillsammans. Den enskilde eleven maste komma till ett tillstand av mental balans, &ven om
detta innebér att en sak &r rétt i klassrummet och en annan i den verkliga varlden.

Orton (2004, s. 57-58) séager att om man skapar ett tillstand av psykisk obalans for eleven sa
genererar detta en konstruktiv verksamhet som kréavs for ackommodation och larandet blir
mer permanent &n om idéer presenteras positivt. Om lararna i klassrummet presenterar
konflikter av idéer eller teorier som maste I6sas kan detta leda till framgangsrik inlarning med
motiverade elever. Konflikten mellan felaktig teori och observerade resultat (experiment eller
berdakning) leder eleverna till en ny teori och nya experiment. Detta leder slutligen till
acceptans av universellt accepterade lagar. Sadant larande kommer sannolikt att bli mer
framgangsrikt och bestaende an alla forsok att presentera de réatta lagarna utan att eleverna har
aktiv medverkan. Det ar exempel pa felaktiga teorier som kan leda till anvandbara och
konstruktiva konfliktexperiment.

Tva viktiga principer ar grundlaggande for allt matematiskt tankande (Orton, 2004, s. 61-62):

1 ... konsten att forsta kan inte ldras ut och inte heller kommer den av sig sjélv ... det betyder
inte att lararen inte kan gora nagonting forutom att vanta pa den forsta forstaelsens gryning.
Istallet kan lararen ge eleven den typ av erfarenhet som kommer att hjalpa honom att ga fran
intuitivt till operativt tdnkande.

2. Barn lar sig matematiska begrepp langsammare &n vi forstar och tror. De lar sig bést av
sina egna aktiviteter. Aven om barn tinker och resonerar pé olika satt sd passerar de alla
genom vissa stadier beroende pa deras kronologiska och mentala aldrar och deras
erfarenheter.

Har ar teorier som accepteras av manga larare idag:

1. Det ar en fara med att introducera matematiska idéer for tidigt for barn. Idéer ar det forstas
bara i en intuitiv bemarkelse, inte i en analytisk bemérkelse, for barnen.

2. Det dr inte meningen att barnet alltid maste vara "redo” for en viss idé innan lararen
introducerar den. Lararen kan anvénda sin kompetens och erbjuda larandesituationer for de
elever som kréaver tdnkande. Lararen kan vara precis intill dem och tillganglig for dem nér de
ar redo for en idé. Den inlarningssituationen som lararen kan mycket vél innebér att lararen
kan passa in sin undervisning sa att den kommer lagom till barnets forstaelse for en idé.
Lararen har en viktig roll att spela. Vi som larare kan inte sl oss till ro, inte luta oss tillbaka
och vénta.

I den I do, and I understand (1967) boken (Orton, 2004, s. 62) sager man:

"Varje forsok att skynda pa barnets utveckling genom detta stadium av utveckling (konkreta atgarder)
riskerar att leda till en allvarlig forlust av fortroende for lararen ... och s& smaningom, nar eleverna pa
nytt stélls infor ett problem, kommer de kanske att ignorera alla tillgdngliga material och ndrma sig
problemet utan att ta det till sig.”

4.12 Nar visar elever matematisk formaga?

Det har visat sig av studier att det som har det mest dominerande inflytandet pa matematisk

formaga ar samlad intellektuell kapacitet. Nagra elever visar mer fallenhet for matematik &n
andra. Sa det ar alltsa en fraga om individuella skillnader. En stor studie av elevernas
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matematiska formaga utfordes av Krutetskii (1976) ( Orton, 2004, s. 142-143). Har foljer
nagra av komponenterna:

1. Eleverna kan utféra och behandla problemet i formell strukturform.

2. Eleverna kan generalisera resultaten. De kan 6verfora utforandet till andra exempel.
3. Eleverna kan anvénda och forsta symboler och siffror.

4. Eleverna ska aga forstaelse for rumsliga begrepp och kunna féra logiska resonemang .
5. Eleverna ska visa flexibilitet och formaga att tanka fram och tillbaka ...

Suydam och Weaever (1977) ( Orton, 2004, s. 143) beskriver att de elever som &r mer
impulsiva ofta ar daliga problemldsare, medan de elever som ar mer reflekterande sannolikt ar
battre pa detta. De menar att dessa elever kan félja en plan, prova idéer systematiskt och se
vilka idéer som &r vérda att félja. A andra sidan, de elever som &r samre problemlésare
uppvisar blinda, omotiverade manipulationer och gor kaotiska och osystematiska forsok.
Krutetskii (1976) ( Orton, 2004, s. 144) beskriver att oférmagan for matematik ar en lag niva
av funktionell mognad av hjarnans inre regioner. De olika delarna av hjarnan ansluter samre
till varandra! Men han foreslar ocksa att det finns olika typer av matematisk formaga:

1. Vissa elever har en "analytisk” formaga och tanker i verbala och logiska banor;

2. Vissa har en "geometrisk” férmaga och tycker om ett visuellt eller bildmassigt satt att
nérma sig problemen.

3. De flesta elever har en "harmonisk” férmaga att kunna kombinera typ 1 och typ 2.

Krutetskii (1976) sager att elever av den tredje typen &r de som mest sannolikt kommer att
kunna visa en verklig matematisk begavning.

Enligt Orton (2004, s.144), bevisar ingen av dessa verklig information om matematisk
formaga. Sa vad ar da matematisk formaga? Orton (2004, s. 145-146) sager att manga
forklaringar har gjorts tidigare genom undersékningar som inte har lett oss fram till en
tillfredsstéllande forstaelse av matematisk férmaga. Det ar ocksa en risk med att forsoka
bedoma elevers formaga. Enligt Hadamard (1945) ( Orton, 2004, s. 144-145, 147), kan den i
sjalva verket ta sig manga former som numerisk férmaga, spatial formaga, formaga till
konvergent och divergent tankande, och sa vidare.

4.13 Vad ér spatial férmaga?

Man kan hitta ett brett utbud av bilder, diagram, grafer osv. i matematiskt larande. Ett sérskilt
problem ar det med den tvadimensionella representationen av tredimensionella objekt. Det
skulle vara mycket svarare for eleverna att visualisera dessa objekt. Smith (1964) (Orton,
2004, s. 148) drar slutsatsen att den spatiala formagan &r en viktig del av den matematiska
formagan. Orton (2004) papekar att kanske &r det sa att alla manskors formagor &r likadana.
Var och en av oss besitter en unik kombination av olika nivaer av formaga. Darfor bor det inte
komma som nagon 6verraskning att studiet av férmagor, sasom matematiska och rumsliga, ar
sa komplex. Forskningen visar att detta inte ar den viktigaste delen av matematisk formaga. |
sjalva verket ar vi ju inte alla exakt likadana. Sa vad &r da problemet? Det kan vara en fraga
om vilka preferenser och attityder som larare och elever har. ( Orton, 2004, s. 147-150)
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5 Resultat

Forst ska jag relatera till vad forfattarna i de tre forskningsrapporterna tycker om det som de
har definierat som begreppsbild och begreppsdefinition. Detta ska vara relevant till mina
funderingar och till konflikter mellan dem. Sedan handlar det om instrumentell forstaelse och
relationell forstaelse, detta behandlat i forhallande till de bada begreppen. For att man ska
kunna se detta tydligt ska jag rita diagram. Det underlattar for lasaren att folja med i
diskussionen och vad det innebér, detta med begrepp i schemat, som har bildats under
instrumentell forstaelse och relationell forstaelse.

5.1 Vad innebar begreppsbilden?

Enligt Tall och Vinner (1981), uppstar begreppsbilden nar man lér sig begreppsdefinitionen
(detta ska jag forklara i nasta del). De sager att begreppsbilden bestar av alla kognitiva
strukturer som skapas i vars och ens tanke nar man Iar sig ett begrepp. Begreppsbilden i
matematiken handlar inte bara om en enda symbol, den &r mer komplicerad an ndgon annan
bild i tanken. Den kan vara i form av symbolik, bilder, ord eller nagot annat. Nu blir det
tydligt. Begreppsbilden &r alla totala kognitiva strukturer som ar anslutna till begreppet och
som ingar i alla mentala bilder med egna egenskaper och processer. Vad sager Sfard (1991)
om begreppsbilden? Hon beskriver att man kan se “bilderna” med vara “inre 6gon”. Det
innebdr att man inte kan se dem med blotta 6gon utan man “ser” dem i tankarna. Hon ger inte
en tydligare forklaring till detta. Jag anser att hon menar att begreppsbilden uppkommer forst
i den operativa processen . Hon menar att man kan dppna elevernas tankar sa att de "ser”
dessa "osynliga foremal”. Sen forklarar hon att dessa "osynliga foremal” &r som ett foremal,
som en "bild” som skapas i vart tankande, och den “bilden” kan ta lang tid att skapa. Det
betyder att man bygger upp bilderna fran sin egen forstaelse. Det ar en lang process innan den
strukturella processen &ger rum. Men enligt Tall och Vinner (1981), skapar man inte alltid en
passande begreppsbild i sitt larande, det innebar att detta kan leda en till en konflikt med
begreppsdefinitionen. Sfard (1991) papekar att detta att ha formagan att ”se” begreppsbilden
kan vara svarare d4n man tror.

Hér visar jag ett exempel:

"Tigern tillnér A-familjen”. Har uppstar ett problem. Vad innebar A? A ar ju en symbol eller
en bokstav i alfabetet. Utan att forsta vad ”A” innebar kan man inte forsta riktigt hela
meningen. Det blir ju ett "oljud” (se teoretisk inramningsdelen). Dessutom gor det att ens
tanke inte kan ga vidare for att bilden for ”A” inte finns i ens medvetande. Ett samband kan
inte skapas mellan tigrar och A-familjen. Detta visar oss hur viktigt det priméara begreppet ar i
matematikinl&rning.

Om nu A star for katt blir meningen “Tigern tillnor kattfamiljen”. Om man har sett och lart
sig hur ett kattdjur ser ut och kanner till kattens egenskaper (det kan ta lang tid att lara sig vad
en katt ar) da ar det tydligt. Det innebar att man har tidigare skapat kattens begrepp i sitt
medvetande pa den primdara nivan. Att gora ett samband mellan tigrar och kattfamiljen ar ju
inte langre sa svart. Man kan ju sdga att tigern har kattens egenskaper. Detta medvetande
bygger man pa den sekundara nivan. Sfard (1991) sager att detta medvetande ar “osynliga
foremal” som bara kan ses med vara “inre 6gon”. | nasta del ska jag anvanda detta exempel
for att visa hur konflikten uppstar om A &r nagot annat dn katt.

Chick och Harris (2007) anvander denna begreppsbild i sitt experiment. De menar att larare
behover ett PCK (se teoretisk inramning delen, s. 12) for att valja ett passande laromedel sa
att eleverna sjalva kan skapa en korrekt begreppsbild som senare kan leda dem till ratt
begrepp. Bra exempel kan illustrera en allmén princip i undervisningen. Skemp (1987) séger
att begreppet ar en slutprodukt och att denna ar abstrakt. Jag anser att han menar
begreppsbilden. Sfard (1991) sager att varje begreppsbild som man skapar star bakom
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strukturellt. For att sedan bilda en begreppsbild behéver man bdrja med operativ process och
sedan fortsatta med strukturell process (se teoretisk inramningsdelen). Hon papekar att
bildandet av en begreppsbild gar genom tre steg. Forsta steget ar att eleverna far bekanta sig
med en process som ar pa lagre niva (interiorisation). Det andra steget ar att eleverna
realiserar processen utan att ga in pa detaljer (kondensation). Det sista steget ar att eleverna
kan “se” denna bild som star bakom detta begrepp (begreppsdefinition). Detta objekt som
eleverna har skapat ar en bild som ar helt ny.

Sammanfattning: En réatt begreppsbild kan skapas i tdnkandet med hjélp av tillampliga
exempel. Men att hitta bra exempel &r inte helt enkelt. En korrekt begreppsbild kan underlatta
forstaelsen i begreppsinlarning. Lararens roll &r att hjalpa eleverna att sjalva skapa sig en
begreppsbild genom att arbeta med exempel. Lararen kan ju inte skapa bilden for eleverna.
Eleverna behdver jobba med detta sjalva.

5.2 Vad innebar begreppsdefinition?

Tall och Vinner (1981) sager att begreppsdefinition ar nar man anvander ord for att beskriva
ett begrepp. Da skapar man en begreppsbild nar man forsoker att forsta detta. Man kan lara
sig begreppsdefinition pa tva olika satt: pa mekaniskt (instrumentellt) satt eller pa relationellt
sétt. Sen kan den, som har skapat en begreppsbild tidigare, forklara denna begreppsdefinition
med egna ord. Detta innebé&r att man skapar en ny version av en begreppsdefinition for sig
sjélv. En personlig begreppsdefinition som kan vara annorlunda &n en redan given formell
begreppsdefinition. Varje personlig begreppsdefinition har precis sin egen begreppsbild.
Denna varierar med tiden. Ta till exempel att varje person skapar sig en bild for katt. N&r man
forklarar vad en katt ar forséker man forklara denna begreppsdefinition om katten med egna
ord och egen bild. I matematik sager Sfard (1991): En operativ process borjar &ga rum nar
elever &r vana vid vissa nya matematiska begrepp, da bygger de upp en forstaelse; Piaget
(1970) (Sfard, 1991, s. 8) séger att det &r ett operativt satt som fordndras med tiden. Detta
kompletteras tillsammans med en strukturell process. Det ar ett samspel likadant som det i
Talls och Vinners (1981) begrepp.

Skemps (1987) forklaring till begreppsdefinition ar till och med mer abstrakt. Han séger att
begreppsdefinition ar en avgransning av ett begrepp. Det innebar att ett begrepp bestar av
manga nivaer. Begreppsdefinitionen ligger ju pa den forsta nivan. Begreppsdefinitionen
beskrivs i form av ord. Men detta abstrakta tdnkande ligger pa en hogre niva. Nar man vill
lara sig detta behGver man tanka pa en annan niva eller pa en hogre niva. Ju mer abstrakt det
ar desto mer &r det pa en hogre niva. Darfor blir begreppsbilden sa abstrakt. Detta forklarar
varfor det matematiska begreppet som finns i lararnas tankar &r svarare an man tror att kunna
“Overfora” till deras elever.

Sammanfattning: Begreppsdefinitionen kan man se med blotta 6gat. Dess tdnkande kan man
”se” bara med var inre tanke. Det ar den inre “bilden” som star bakom begreppsdefinitionen.

5.3 Hur kan konflikter uppsta mellan begreppsbilden och begreppsdefinitionen?

Tall och Vinner (1981) sager att eleverna inte alltid skapar en korrekt begreppsbild som
motsvarar en given formell begreppsdefinition. Detta kan orsaka konflikt nar eleverna moter
samma definition senare. De menar att nar begreppsbilden inte stammer med
begreppsdefinitionen &r det en kognitiv konflikt. Det innebér att bada strider mot varandra (ett
exempel kommer senare). Detta kan leda eleverna till ett allvarligt problem i deras forstaelse
senare da det galler en mer avancerad matematik. Hur kan man forklara detta? Har tar jag upp
ett bra exempel fran Talls och Vinners (1981) forskningsrapport:
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Enligt Tall och Vinner (1981) finns det manga elever som har olika begreppsbild om en
kontinuerlig funktion enligt deras tidigare studier. En av de begreppsbilderna ar att “det finns

bara en ekvation”. Om man tillimpar detta till funktionen f (x) = x* far eleven rétt svar men

forklaringen ar inkorrekt. Men denna begreppsbild fungerar inte alls till den funktionen som
ar f(x)=0for x<0och f(x)=x for x>0 for till denna funktion finns det tva ekvationer

och anda ar det en kontinuerlig funktion.

0 (x<0 |
[ (x) =x? L!.Z_ f(x)ﬁ{ =) _14

x (x=0)

Det innebér att begreppsbilden star langtifran begreppsdefinitionen. Detta ar en kognitiv
konflikt. Det betyder, enligt Skemp (1987), att en ny begreppsforstaelse inte kan ske nar
tidigare begrepp ar underforstatt.

Sfard (1991) diskuterar inte om det uppstar konflikt i begreppsinlarningen. Hennes
forskningsrapport berattar mest om processerna eller tillvagagangssatten. Dessa ar operativa
och strukturella nar man lar sig abstrakta begrepp. Mot det strukturella star det inre bilder.
Hon séger att bada kompletterar varandra och att var och en av dem &r oférenliga. Om elever
skapar en begreppsbild i den strukturella processen innebar det att eleverna redan har gatt
igenom en operativ process. Det innebér en felaktighet i borjan av den operativa processen.
Nar elever moter ett nytt begrepp som bygger pa det gamla kan det uppsta ett problem. Det
hander i foljande sekvens:

Operativt (begrepp 1) <> Strukturellt (begrepp 1) <> Operativt (begrepp 2) <> Strukturellt
(begrepp 2)

Jag anvénder “ <« ” for att man kan pendla fram och tillbaka. Jag tycker att om man moter
konflikten i Operativt (begrepp 2) da kan man ga tillbaka till denna tidigare process sa att man
kan korrigera detta forsta begrepp. Pa det sattet (har tycker jag att Sfard (1991) menar den
kognitiva processen) kan konflikten sa smaningom minska eller ocksa kan det handa plotsligt
sa som Sfard (1991) sager: “ett kvantsprang” — en aha-upplevelse! Da kan bade operativ och
strukturell process betraktas som fullt utvecklade néar man har kommit fram till en réatt
begreppshbild i sin begreppsbildning precis som Sfard (1991) sagt. Skemp (1987) definierar
“oljud” som innebdr en information som é&r irrelevant. Detta “oljud” &r stérande och sjalvklart
det kan orsaka konflikter i begreppsinlérningen.

Nu kommer jag tillbaka till det tidigare exemplet: “Tigern tillhor kattfamiljen”. Nu antar jag
att vi blandar ihop begreppet om katter med det om hundar. Om vi forsoker att gora ett
samband mellan den nya begreppsdefinitionen “tigrar tillhor kattfamiljen” med den
begreppsbild som blandar man ihop katten och hunden senare kan det leda oss till en
begreppskonflikt. Det innebér en felaktighet i borjan av en operativ process som medfor att
det blir fel i en strukturell process nar vi tanker att katten ar som en hund. Vi far en felaktig
begreppsbild. Detta ger oss svarigheter att komma fram till ny operativ process fran tidigare
strukturell. S&, vad vi kan gora at denna konflikt ar att vi gar tillbaka till tidigare processer sa
att vi réattar till denna felaktighet i vart medvetande. Har visar jag dessa processer:
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N
Operativt Strukturellt Operativt Strukturellt

S

Begreppet katt och hund Begreppet "tigern tillhor
kattfamiljen"

Jag anser att man kan pendla mellan tva cirklar. Om man inte riktigt forstar begreppet katt och
hund, ar det inte mojligt att assimilera det nya begreppet i andra cirkeln till det forsta
begreppet i forsta cirkeln. Man behover "back-tracking”. Det innebér att man gar tillbaka till
den forsta cirkeln som visas genom en av pilarna. Dar kan man ga till den forsta operativa
processen och borja om darifran. Pa sa satt kan konflikten i begreppsbilden mildras.

Sammanfattning: "Oljud” i begreppsinlarning leder eleven till konflikt pa en hogre niva i
matematikinl&rning. Operativ och strukturell process &r inte kompletta (fardiga) om det finns
”oljud” i processen.

5.4 En jamforelse mellan instrumentell och relationell forstaelse och hur det paverkar
elevernas inlarning.

Enligt Tall och Vinner (1981) lar sig manga elever matematik utan att begripa varfor de gor
som de gor'®. Manga av dem anvander sig av utantillkunskap. Om de saknar relationell
forstaelse, kan matematiken bli obegriplig och trakig. Svarigheter uppkommer nar man moter
formella begreppsdefinitioner pa en mer komplicerad niva. Det innebér att begreppsbilden
som skapats i huvudet inte gar ihop med den formella begreppsdefinitionen som man traffar
pa. Sfard (1991) séager, att kunna “se” begrepp med “inre 6gon” - det &r en typ av relationell
forstaelse. Hennes arbete ligger mycket pa detta. For att kunna utveckla relationell forstaelse
behover elever fa hjalp av sina larare eller larobdcker. Det innebér att forstaelsen i operativa
och strukturella processen kan ha tre steg: 1. Interiosation. 2. Kondensation, och 3.
Reifikation. I utantillinlarningsmetoder kallar Sfard (1991) detta en “grym cirkel”. Det &r nar
elever ger ratt svar i sin problemldsning utan att forsta vad de gor. Hon sager att eleverna
anvander regler korrekt pa ett mekaniskt satt. De utvecklar matematiska fardigheter utantill.
Det innebadr att eleverna “ser” inte de abstrakta begreppen som ligger bakom deras arbete.
Deras mal ar bara att soka efter ett ratt svar, sen ar det fardigt! Hon séger... den relationella
forstaelsen sker i det sista steget, reifikation, om det ar fardigt da ar det komplett, annars kan
eleverna drabbas av tveksamhet, osékerhet och otillracklighet. Tall och Vinner (1981) menar
att det ar en kognitiv konflikt. Men enligt Sfard (1991) &r den relationella férstaelsen nagot
som kraver att man lagger ned mycket arbete och det kan ofta komma igang senare, till och
med efter skoltiden. Denna forsening kan ge eleverna en bestaende skada for hela livet.
Eleverna kan fa en bestaende dalig kansla for matematik.

Chicks och Harris (2007) arbete handlar om relationell forstaelse. De tycker att det ar viktigt
att visa eleverna hur man tillampar ett ratt begrepp for att 16sa matematikproblem i
undervisningen. Elever ska dva nagra uppgifter som kan ge en kognitiv konflikt sa att
eleverna senare kan begripa det begrepp som ligger bakom problemet. Det innebadr att det ar
viktigt att visa eleverna vad som fungerar och vad som inte fungerar. De tycker att det &r

16 Se TIMSS rapport (2007), s. 81-82, 99-100, 114-115.
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extremt viktigt att ge eleverna en inlarning steg for steg. Men fragan &r, hur kan man vara
saker pa att eleverna lar sig pa relationellt satt och inte pa utantillsatt? For det &r ju sa att olika
individer kraver olika satt att l&ra sig!

Sammanfattning: Relationell forstaelse innebér en valdig maktig kunskap. Inlarningen

underlattas om eleverna utvecklar relationell kunskap. Men att leda dem till denna niva kraver
stort och kunnigt arbete.
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6 Diskussion och avslutande reflektioner

Jag kommer att diskutera de fragor som jag har tagit upp i Syfte och fragestallningar utifran
litteraturstudier och resultaten som jag kommit fram till. Mina fragor ar:

1. Vad innebar begreppsbildning?

2. Hur kan konflikter uppsta i medvetandet nar elever lar sig ett nytt begrepp?

3. Behover eleverna lara sig matematik utantill?

4. Kan eleverna forsta matematiska begrepp omedelbart nar de lar sig?

5. Vilken betydelse har instrumentell och relationell inldarning for eleverna och kan de bada
komplettera varandra?

6.1 Kopplingen mellan laroplanen och resultatet

I laroplanen (Lpf 94, s. 5,7,11) sager skolverket att “skolan ska framja forstaelse for andra
manniskor...formedla kunskaper och skapa forutsattningar for att eleverna ska tillagna sig och
utveckla kunskaper...som forberedelse for studier vid universitet och hogskolor...larare ska
utga fran den enskilda elevens behov...och tankande”. Det &r tydligt att laroplanen inte sager
nagonting om matematiska begrepp utan bara om elevens forstaelse. Vilken typ av forstaelse
ska eleverna béra med sig till sitt vuxenliv eller till hdgskolan? Om jag vénder mig till den
nya laroplanen for gymnasieskolan (2011) star det att “undervisningen i @mnet matematik ska
ge eleverna forutsattningar att utveckla formaga att anvanda och beskriva inneborden av
matematiska begrepp samt samband mellan begreppen” och “elevernas kunskapsutvecklingen
ar beroende av om de far mojlighet att se samband” (Laroplan gymnasieskolan 2011, s. 9, 91).
Budskapet &r nu tydligt. Det krévs av eleverna att de ska kunna gora ett samband mellan de
matematiska begreppen. Det innebaér att eleverna behdver utveckla ett eget schema som
innehaller de nddvandiga begreppen i sin forforstaelse i inlarning och i sin tur kan detta gora
att eleverna ska kunna lésa matematiska problem. Skemp (1987) sager att det ena begreppet
bygger pa det andra och att begreppen ar kumulativa.

6.2 Starkt och svagt schema

Att bygga ett schema ar en langsam process och det ar nagot speciellt for vart medvetande.
Man kan skilja scheman at pa tva sétt:

1. En starkt schema
2. En svagt schema

Ett starkt schema kan ge eleverna ett kraftfullt begreppstdnkande i matematiken. Det innebar
att det mojligor ett framtida langsiktigt larande, det ar inte bara for stunden utan det forbreder
for framtiden.

Ett svagt schema kan ge eleverna konflikter och forvirring nér de traffar pa en ny
begreppsdefinition. Detta gor larandet smartsamt, obegripligt, svart och trakigt. Oforstadda
scheman kan gora assimileringen av senare begreppsdefinition mycket svarare och i manga
fall &r den till och med omojlig. Det ar svagt operativt och strukturellt. Det utsatter eleverna
for risken att forvarva en livslang radsla och att de inte lar sig matematik langre. De mar
battre om de star utanfor problemet. Féljande diagram visar oss hur det ser ut.

30



Sekundirt begrepp Q ..... Q
Primiért begrepp @q ..... ,@

Starkt schema Svagt schema

Jag anser att ett fullstandigt begrepp bildar ett starkt samband med ett annat begrepp pa en
hogre niva. Det ger elever méjlighet att se mer abstrakt. Darfor ar det enligt Skemp (1987)
viktigt nar eleverna for forsta gangen moter ett nytt begrepp av en lagre ordning. Vad kan vi
gora at detta? Nu &r ju det sa att ansvaret faller pa matematiklararen. Detta sker sjalvklart i
undervisningen. Enligt den nya laroplanen (2011) ska undervisningen hjélpa eleverna att
bygga upp ett relationellt tinkande i matematiska begrepp. Det ar tydligt att utantillinlarning
hamnar utanfor laroplanen. Det innebér att lararen &r den viktigaste faktorn. Nar lararen
introducerar en ny definition for sina elever behéver han noggrant lara ut den pa ett intuitivt
satt tillsammans med passande exempel. Da kan enligt Skemp (1987) “oljudet” minskas.
Innan dess behdver lararen veta elevernas tidigare begreppsbildning. Det ar den, som eleverna
redan kan. Darefter kan lararen géra en lamplig plan for varje enskild elev. Det innebdr att
lararen ger en mojlig uppgift till dem att 16sa, inte en omojlig uppgift, enligt Skemp (1987).
Enligt Orton (2004) ar det viktigt att presentera vad som géller och vad som inte géller i
teorierna och i verkligheten. Lararen behover veta att eleverna behdver en
ackommodationsperiod innan assimilering kan dga rum. Detta forklarar varfor en av mina
handledare under min VFU-praktik sade till mig att det &r viktigt att gora en mojlig uppgift till
eleverna att 16sa och att gora sa att de blir ndjda och far sjalvfortroende. Detta ar viktigt. Om
de inte forstar begreppen som galler sa kan vi hjalpa dem...det &r sa man ger eleverna en
tillgang sa de kan ga tillbaka till det som de redan behandlat - “back-tracking”. Jag anser att
det kan uppsta en konflikt pa grund av begreppshilden som eleverna lart sig tidigare. Det &r
en svagt schema hos eleverna. Genom att anvanda “back-tracking” tillsammans med
elevernas inre motivation kan ett svagt schema utvecklas till ett starkt schema med hjalp av en
bra larare. Eftersom processen kan ta sa lang tid &r risken att manga inte har talamodet att
vanta och det kan gdra dem besvikna senare. Enligt Orton (2004) &r att l&ra sig utantill ett
speciellt satt for larande, men det hjalper dem inte i deras relationella forstaelse. Det kan vara
skadligt. Ett svagt schema kan besta till storre del av instrumentellforstaelse &n av relationell
forstaelse. Detta gor att man kan referera till konflikten i kognitiva strukturer. Det gor
inlarningen langsam, trog och kanske langtrakig.

6.3 Alla har olika férmaga

Varfor ar det sa att en del kan lara sig snabbare an andra? Orton (2004) forklarar att elever lar
sig i olika takt. En del ar langsammare an andra. Han ger inte sa mycket forklaring till detta.
Individuella skillnader kan vara en viktig faktor inom larandet av matematik. Alla har en stor
formaga att lara sig nar de verkligen vill. Faktorer som paverkar kan vara elevernas intresse,
motivation, viljan att lyckas och sa vidare. Det &r viktigt att eleverna inte ska kanna panik nar
de ska lara sig matematik. Det kan ha en allvarlig effekt senare. Om det nu &r sa att korna
behover tid att i lugn och ro &ta sitt gras pa landet, varfor ar det inte sa i matematiken?
Inlarning behdver tid fér att mogna.
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6.4 Vi behover séattet att 1ara oss utantill

Behover vi utantillinlarning i alla fall? Svaret &r jo, det behdver vi. Orton (2004) séger att det
finns manga ord och symboler i matematiken som eleverna behéver komma ihag och kanna
till. Da maste symbolerna évas in utantill. Skemp (1987) sager att en symbol ar inte bara ett
ljud eller ett namn. For att forsta ett symbol kréavs att man har en relationell forstaelse. Men
Orton (2004) sager att den instrumentella forstaelsen kan bidra till att framja den relationella
forstaelsen. Det &r viktigt att man lar sig dem parallellt. Jag haller med honom. Som ett
exempel vill jag berdtta om mina egna upplevelser. Jag anvande ett tag mycket instrumentell
forstaelse i inlarning av matematik sa att jag kunde klara tentorna men utan att forsta varfor.
Detta innan jag insag att det var nodvandigt att begripa hur jag gjorde for att kunna
matematik. Detta sager Skemp (1987): Instrumentell inlarning kan vara lattare att forsta; den
ger omedelbara resultat och ar mycket givande; och den ger ett snabbt sjalvfortroende till
eleverna. Nar jag undervisade fysik under VVFU-perioden sag jag att en del av eleverna ville
forsta allting omedelbart. De kande panik nar de inte kunde nagot och en del av dem slutade
att lara sig. Ar det ett allvarligt problem nar man fokuserar for mycket pa relationell inlarning
utan att fundera pa om eleverna lar sig langsammare &n vi tror (Orton, 2004)? Det skapar
onddig panik for eleverna och gor det nervost och stressat for lararen, relationell forstaelse
behover langre tid dn vad vi tror. Jag anser att den relationella undervisningen kan vara svar
att forsta for eleverna forsta gangen. Den ar alltfor abstrakt. Resultatet &r inte omedelbart och
det kanske inte ger resultat med en gang. Dagens elever har ofta mindre talamod att lara sig
nagonting som ar nytt. Det kan handa att en del av eleverna anvéander sig av instrumentell
forstaelse darfor att de inte behover veta djupare varfor. Detta &r risken med att sa lange de far
ett korrekt svar s kan de ignorera att forsta hur de har gjort for att fa denna losning (Skemp,
1987). Hur manga kan forklara varfor 1/2 dividerat med 1/4 blir 2 pa ett relationellt satt? Det
kan vara omojligt att begripa for yngre studerande.

6.5 Relationell forstaelse tar sin tid

Det &r viktigt att eleverna behover upprepa 6vningar gang pa gang tills dess att de forstar
ordentligt vad som hander bakom 6vningarna. Man blir lite battre en bit i taget. Varje gang
man Ovar vaxer ens relationella forstaelse. Instrumentell forstaelse ar daremot begransad, for
relationell forstaelse finns det inga granser. Tank pa hur det vore om man kor bil i Goteborg i
stallet for att man aker med sparvagnen fran hallplats A till B! Nar man sitter i sparvagnen
behover man sjalvklart inte fundera sa mycket pa hur det hela ska ga till. Passagerarna ar
beroende av foraren. Det blir ett mekaniskt sétt att aka dit man ska. For att kora bilen kravs
det att man har nagot begrepp om vart man ska och relationell forstaelse. Om vi forflyttar den
situationen till klassrummet, sa sager Skemp (1987) att med ett instrumentellt larande blir
eleverna mer beroende av lararen; eleverna styr inte sjalva, dessutom blir inte deras studier sa
tillfredsstéllande ; elevernas sjalvfortroende minskar; eleverna blir passiva och kan inte sjalva
hitta ett nytt satt att 16sa problem. De vill ha sa mycket hjalp som mojligt av lararen.
Inlarningen avslutas nar lektionen ar slut. Det innebér att det schema de bygger upp &r svagt.
Med ett starkt schema blir det som att kora bil i Goteborg, som Skemp (2004, s. 107-114)
sager, det blir som att hitta vagen dit man ska utan hjalp av nagon annan, man lar sig hitta
nya végar dit man ska. Detta innebér att eleverna lar om de forsoker att hitta “en ny vag”
sjélva.
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Instrumentellt sétt Relationellt sitt

Diagrammet till véanster visar bara fyra lutningar. Det motsvarar instrumentell forstaelse.
Instrumentell inldrning ar snabb, latt och den kraver en lagre forstaelse men dr anda viktig.
Den som ar pa hogre niva kraver en hogre uppfattning och ett mer abstrakt begrepp.
Lutningarna & manga och forandras i varje punkt. | diagrammet “relationellt satt” illustrerar
jag detta.

6.6 Matematiskt formaga

Nu kommer en fraga. Nar kan eleverna visa att de sjalva har matematisk formaga? Det &r inte
latt att forklara detta heller. Det finns fortfarande inget bra svar. Enligt Orton (2004) finns det
alltid en risk med att forsoka bedoma elevernas formaga i matematik for tidigt. Jag anser att
man inte ska dela in eleverna i grupper, det &r ju sa att eleverna mognar olika fort. D& kan
eleverna hjélpa varandra, de har ju olika forutsattningar. L&raren hinner inte vara overallt.
Piaget sager att nar intellektet blir moget ar det “en utveckling som gar mot en allt hégre grad
av formaga till abstraktion. Nar intellektet natt det hogsta utvecklingsstadiet, kan man operera
pa verkligheten med hjalp av logiska och matematiska strukturer” (Saljo, 2000, s. 65). Orton
(2004) har sagt att vi alla har pa ett satt samma férmaga och samtidigt att vi pa andra sétt alla
ar olika. | laroplanen (2011, s. 12) star det att alla manniskor har lika varde och ska vara
jamstallda. | Ortons litteratur (2004) sager Hadamard (1945) att matematisk formaga kan ta
sig sa manga former. En del manniskor har numerisk formaga och andra har spatial formaga.
Fragan om vad som hander i inlarningprocessen ar viktig. Jag anser att den &r annu mer
viktig an fragan nar de kan uppna matematisk formaga. Processen ar viktigare an
slutprodukten.

6.7 Forslag till fortsatt forskning

Det &r intressant att studera pa vilket satt man anvander matematikinlarning i andra lander och
jamféra med Sverige. Vilka ar de fordelar och nackdelar som kan finnas med olika sétt? Jag &r
mycket intresserad av hur man beméter eleverna fran Sverige och Fjarran-Ostern och att
diskutera om hur de tdnker matematiskt. Det &r ju mycket intressant att vara med i klassrum
och observera hur larare undervisar matematik och hur eleverna lar sig. Jag tror att det ar ett
enormt intressant arbetsomrade som skulle vara givande att studera narmare (se TIMSS 2007

I referenser).

6.8 Avslutande ord

Jag tycker att mina tankar blir tydliga efter det att jag har arbetat en tid med mina funderingar
som jag har haft lange. I borjan av arbetet var det manga abstrakta ting att forsta och jag
kunde inte begripa innehallet och det gjorde att mitt arbete gick langsamt. Arbetet utmanade
mitt talamod. Svarigheten att kunna forklara begreppen med ord var en annan sak. Det gick
runt i mitt medvetande. Men nu ar jag saker pa att jag har kommit fram till en standpunkt. Jag
kanner att jag kan stanna till pa ett stalle sa att jag kan se problemen med en bredare vinkel
och med djupare kunskaper. Nar jag ser utifran kan jag forklara varfor verkligheten ar som
den &r och jag kan anvénda teorierna som ger en forklaring till problem som jag har lart mig
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mycket om i denna uppsats. Det blir en bra bérjan pa mitt arbete som larare i matematik och
fysik i skolan.
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