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Sammanfattning

Vart examensarbete handlar om olika svarigheter elever méter nar de ska I6sa andragradsekvationer med och
utan digitala hjalpmedel. Syftet med examensarbetet ar att lyfta upp de svarigheter som uppkommer nar elever
I6ser andragradsekvationer och studera vad dessa kan bero pé och vilka kunskaper eleverna saknar. Metoden vi
har anvént oss av i examensarbetet ar kvalitativ undersokningsmetod, det vill sdga observation och
samtalsintervju med fem elever som gar teknik- eller naturprogrammet och en samtalsintervju med elevernas
larare pa en gymnasieskola utanfor Géteborgs kommun. Vi observerar eleverna utfora andragradsuppgifter med
och utan digitala hjalpmedel och analyserar deras framgangar och svérigheter och integrerar elevernas resultat
med lararens syn pa elevers svarigheter med andragradsekvationer.

Resultaten visar att elevers grundlaggande aritmetiska forstaelse ar den viktigaste delen for att klara
problemldsning av andragradsekvationer da ett digitalt hjalpmedel inte kan hjalpa en elev som saknar denna
forstaelse. Den andra svarigheten resultatet visar ar att elever ofta begransar sig till att bara anvanda en av alla
metoder de lart sig och saknar en flexibilitet och kreativitet att vélja bland dem och att de fastnar i gamla
monster. Dessa konsekvenser visar att eleverna maste bli battre pa den fundamentala matematiken och 6ka sin
talforstaelse innan lararen later eleven ga vidare till nasta niva, och att lararen motiverar eleverna att inte fastna i
gamla monster utan fortsatter med ett kreativt tankande.
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1. Inledning, @mne och bakgrund

1.1 Inledning

Matematiken betraktas som ett viktigt skolamne och det & manga elever som har svart for
den. | en avhandling menar Naalslund att manga elever upplever algebran som ett meningslost
hanterande med symboler och att eleverna oftare gissar sig fram till ett svar &n att generellt
kunna rakna med symboler. Naalslund menar att algebran &r ett viktigt verktyg for att
undersoka, analysera och representera matematiska idéer och darmed &r en viktig del av
matematiken i skolan (Naalslund, 2012).

Andragradsekvationer ar ett moment som introduceras i matematik 2 i gymnasiet. | laroplanen
for matematik 2 star det vad eleverna ska kunna om andragradsekvationer efter avslutad kurs.
| laroplanen star det foljande om malen: Undervisningen i kursen ska behandla foljande
centrala innehall: Algebraiska och grafiska metoder for att I6sa exponential-, andragrads-
och rotekvationer samt linjara ekvationssystem med tva och tre obekanta tal. ” Vidare ska
eleven fa en forstaelse for ”Konstruktion av grafer till funktioner samt bestamning av
Sfunktionsvdrde och nollstdlle, med och utan digitala verktyg.” (Lgrll 2011, s.119). For att
eleverna ska na de uppsatta malen kravs det att de maste ha forstaelse om
andragradsekvationer och att de har formaga och forstaelse att I6sa olika typer av dem. For
betyg E i Matematik 2c ska uppnas kravs det att eleven kan “med viss sdkerhet anvanda
begrepp och samband mellan begrepp for att I6sa matematiska problem och
problemsituationer i karaktarsamnena i bekanta situationer. I arbetet hanterar eleven nagra
enkla procedurer och loser uppgifter av standardkaraktar med viss sakerhet, bade utan och
med digitala verktyg.” ( Lgrll 2011, s. 119f).

1.2 Amne och bakgrund

Vi har valt att skriva vart examensarbete inom matematikundervisning for att vi anser att det
ar intressant att undersoka hur elevers larande paverkas av digitala hjalpmedel. Vi vill mer
precist undersoka vilka svarigheter som elever moter nar de ska losa andragradsekvationer,
med och utan digitala hjalpmedel. Utifran vara erfarenheter fran VVFU-perioderna sa loser
eleverna dessa uppgifter med olika metoder beroende pa om de anvéander digitala hjalpmedel
eller inte. De olika metoderna betyder att eleverna méter olika svarigheter och vi vill studera
vad dessa kan bero pa. Eleverna behéver éven olika kunskaper for anvandning av de olika
metoderna och vi vill studera vilken typ av kunskap eleverna saknar.

2. Syfte och problemformulering

Vart syfte med detta examensarbete &r att undersoka:
e Vilka svarigheter moter elever nar de ska l6sa andragradsekvationer med
och utan digitala hjalpmedel?
e Vad beror dessa svarigheter i huvudsak pa?
e Vilken kunskap saknar de elever som har svarigheter med att 16sa
andragradsekvationerna?



3. Tidigare forskning

3.1 Elevers matematiska intresse och kunskap

Unenge, Sandahl och Wyndhamn anser i boken Lara matematik fran 1994 att vissa elever
saknade tillrackliga kunskaper inom matematik efter grundskolan och att intresset for &mnet
da sjonk for varje arskurs. De trodde att anledning till det berodde pa att delar av matematiken
inte kandes attraktiva eller relevanta da kursinnehallet inte hade andrats namnvart under det
senaste arhundradet. Den losning de ville se var att fA matematiken mer relevant till elevens
vardag for att kunna oka deras intresse for matematik. For att fa den battre utgangspunkten for
inlarning ville de &ndra undervisningen till vad de kallar vardagsmatematik, etnomatematik
(som kan kopplas till olika kulturer eller yrken) och situationsmatematik istéllet for den
formella akademiska matematiken (Unenge, Sandahl & Wyndhamn 1994, s. 49f). Den andra
faktorn de ansag viktig for inlarningen var atmosfaren i klassrummet. Eleverna maste veta
varfor de laser &mnet och vilja vara delaktiga i sin laroprocess for att det ska kunna uppsta en
bra atmosfar (Unenge, Sandahl & Wyndhamn 1994, s. 78ff).

Den formella akademiska matematiken som vanligtvis anvands, anvands inte utanfor
skolmiljon dar ofta andra metoder &r vanligare. Exempelvis om du i vardagen loser ett
problem sa behdver ingen annan forsta hur du gor det eller forsta eventuella anteckningar. Du
eller de behdver nodvandigtvis inte heller folja samma metoder (Unenge, Sandahl &
Wyndhamn 1994, s. 55f). Sadana fardighetskunskaper kan vara svarare att mata da en larare
inte kan se allt vad en elev kan. Det &r nog darfor lararen vill ha en mer formell, akademisk
matematik for att da visas elevens faktakunskap mycket tydligare och blir darmed lattare att
kontrollera (Unenge, Sandahl & Wyndhamn 1994, s. 63). Ett problemhanteringsexempel de
tog upp var att eleverna skulle avrunda 3,45 m till hela meter. Matematiskt &r 3 m ratt svar pa
en sadan uppgift men i en vardagssituation dar ett inkop av taklister som endast séljs i hela
meter sa ar det istdllet 4 m som &r det relevanta svaret. De menade att ’Vad hander om...” &r
en viktig fraga for bade elevers reflekterande och lararen som maste forsta hur eleven tanker
och angriper problemen. ”Ndir man studerar elevernas sdtt att angripa olika situationer kan
man ocksa konstatera att en elevs matematiksvdrigheter inte séikert dr ‘matematiska’, det kan
vara de pedagogiska arrangemangen som eleven inte forstar eller genomskadar. ” (Unenge,
Sandahl & Wyndhamn 1994, s. 83).

Enligt Unenge, Sandahl och Wyndhamn delar Skovsmose in matematisk kunskap i tre delar:

A-matematisk kunskap att valja en strategi
B-teknisk kunskap att utfora en berakning
C-reflekterande kunskap att reflektera 6ver berékningsresultatet, kontrollera

rimligheten i svaret

| fas A galler det att hitta pa vilken strategi som ska anvandas och dar &r det latt att ta till en
av de manga algoritmer som elever fatt lara sig till varje problemtyp, for att 16sa och berakna
uppgifter med. Manga matematikdidaktiska forskare menade att algoritmiseringen ar en fara
for matematikundervisningen da eleverna fastnar i att bara gora, utan att kunna forklara och
forsta uppgiften eller vad de egentligen gjort (Unenge, Sandahl & Wyndhamn 1994, s. 88).
Digitala hjalpmedel kan underlatta i fas B for att utfora berakningarna och da &r det alltsa fas
A och C som ar viktiga att ha forstaelse i och som raknas som matematisk kunskap (Unenge,
Sandahl & Wyndhamn 1994, s. 66). Unenge menar att saknas forstaelse i fas C, till exempel



om en elev inte alls kommer fram till ett rimligt svar nar denne handskas med tal, sa talar de

om elever som har svarigheter eller ocksé sa kallade ”matematiska analfabeter” (Unenge,
Sandahl & Wyndhamn 1994, s. 74).

3.2 Digitala hjalpmedel

3.2.1 Teorier om digitala hjalpmedel i undervisningen

Drijvers och Gravemeijer beskriver i en artikel att intresset och optimismen for anvandning av
digitala hjalpmedel i klassrummen till en bérjan var hég. Da fanns tron till att hjalpmedlet
skulle ge eleverna battre mojligheter till att utforska mer inom matematiken. Forskningen
visade daremot pa annat da flera svarigheter med att lara sig matematik uppkom vid
anvandandet av digitala hjalpmedel.

Artikeln tar upp tva olika studier fran 2000 och 2001 dar de menar att digitala hjalpmedel kan
resultera i begreppsmassiga svarigheter och att integrationen av datoralgebra i
matematikundervisningen var mer komplicerad &n forvéntat. Tanken var att anvandningen av
digitala hjalpmedel och den konceptuella forstaelsen skulle samverka och utvecklas samtidigt
for att larandet inom matematik skulle fungera. De kopplar dven till Vygotskys centrala fraga
som handlar om att verktyg ska medla mellan ménsklig verksamhet och den miljo de befinner
sig i. Det galler inte bara digitala hjalpmedel utan dven de olika sprak som anvands for att
manniskor ska kommunicera med varandra, till exempel det matematiska spraket (Drijvers &
Gravemeijer 2004, s. 165).

Drijvers och Gravemeijer har aven gjort studier inom det omrade vi &r intresserade av dar de
visade att manga elevers kunskap om algebraiska metoder ar begransade. Vissa elever kunde
till exempel inte kvadratkomplettera for att 16sa en ekvation, och manga elever hade inte
nagon vana sedan tidigare att anvanda avancerade miniréknare. | en studie med en elev visade
Drijvers och Gravemeijer pa ett exempel dér nollstéllena skulle l6sas ut i en
andragradsekvation som hade en obestdmd koefficient med hjélp av en symbolhanterande
réknare. Eleven ville egentligen att det skulle finnas en numerisk l6sning till uppgiften for att
ens godkanna den som mdjlig att 16sa i sin egen tankevarld. Svarigheterna var att eleven inte
kunde se en generell I6sning pa problemet med den obekanta koefficienten och att eleven
hade svart att veta vilken obestamd variabel eleven skulle forhalla sig till da det fanns tva
sadana. Réaknaren fungerade sa att eleven behovde instruera raknaren vilken variabel som var
oberoende sa att raknaren skulle kunna forhalla sig till den. Réknaren skulle egentligen ha
kunnat hjélpa eleven med att komma ihag vad variablerna var till for om bara eleven skulle ha
forstatt hur raknaren tankte. Men svarigheten for eleven var att eleven saknade vana att
anvanda raknaren och da inte visste hur ekvationen skulle skrivas in med de tva obekanta
variablerna. Om bara papper och penna anvants istéllet sa menar Drijvers och Gravemeijer att
tanken pa att 16sa ekvationen och sjalva losningsforfarandet sker samtidigt, och darmed déljer
det underforstadda valet om vilken variabel som ska anvandas i forhallande till ekvationen.
Sammanfattningsvis menade de att datorns miljo verkade for att fraimja en medvetenhet om
elementen i uppgiftslésandet som redan ar underforstadda nar samma sak réaknas med papper
och penna eller i huvudet (Drijvers & Gravemeijer 2004, s. 171ff).

Slutsatsen Drijvers och Gravemeijer kom fram till ar att de svarigheter som uppkom av att
|6sa algebra med digitala hjalpmedel oftast har att géra med att eleverna hade en begrénsad
algebraisk insikt fran borjan. Daremot kunde de digitala hjalpmedlen gynna eleverna i och



med att de kunde utveckla en béattre mental bild av I6sningsprocessen. Och alla de hinder
eleverna stoter pa under instrumentaliseringsprocessen erbjuder dven majligheter till ett
larande om de jamfors och reflekteras i relation till den metod som anvénds utan hjalpmedlet
(Drijvers & Gravemeijer 2004, s. 191f).

3.2.2 Svarigheter med digitala hjalpmedel i undervisningen

Forfattarna Drijvers och Trouche menar i sin artikel att ett verktyg kan vara helt meningslosa
for en anvéndare om anvandaren inte vet hur verktyget kan hjélpa till eller hur det fungerar.
Det ar bara nar en anvandare kommer pa vilken hjalp verktyget kan bidra med till
verksamheten och till vilket specifikt &ndamal det kan vara nyttigt som det far kallas ett
medierande verktyg. ” a calculator or a computer, it is not automatically a mediating
instrument.” (Drijvers & Trouche 2008, s. 6)

Artikeln skiljer ocksa pa begreppen instrumentering och instrumentalisation dar de menar att
verktyget formar anvéndarens tdnkande respektive att anvandaren formar om verktyget och
anvander det till nagot annat an det ar tankt till. Ett exempel de tar upp om instrumentering
handlar om grafritande raknare och om att stélla in dess graffonster. Dar krévs det att eleven
ska kunna hitta ratt menyer, veta inneborden i alla de installningar som maste stallas in och pa
vilket satt instalIningarna ska skrivas in. Innan eleverna ens ska kan gora de lampliga
installningarna maste de ha en grundlaggande forstaelse for vad de ar intresserade av att
studera med raknaren eftersom hela grafen aldrig kan visas samtidigt. Och det &r dar manga
larare menar att den verkliga svarigheten ligger i att rita grafer med grafritande raknare. Ett
exempel de tar upp om instrumentalisation &r att elever kan programmera in spel i rdknaren
och darmed anvanda verktyget pa ett annat sétt an lararen avsett (Drijvers & Trouche 2008, s.
7f).

Drijvers och Trouche har ocksa upptackt i sin studie att en svarighet som larare moter ar att
det ar svart att veta vilken kunskap eleverna besitter, da kunskapen bara kan utlasas beroende
pa hur val eleven muntligt eller skriftligt kan visa hur verktyget anvants. Det blir alldeles for
enkelt att eleven bara redovisar hjalpmedlets svar och inte dess anvandning. De digitala
hjalpmedlen kommer aven instrumenteras pa olika satt av eleverna och darmed kommer de
inte anvanda samma l6sningssystem for varje typ av uppgifter och da blir det &nnu svarare for
lararen att folja elevernas tillvagagangssatt (Drijvers & Trouche 2008, s. 11).

3.2.3 Lararens forhallande till digitala hjalpmedel

I rapporten Matematikundervisning i 1990-talets gymnasieskola tog Dahland upp hur lararna
da forholl sig till digitala hjalpmedel. Han menade att grundforutsattningar for en systematisk
anvéandning av digitala hjalpmedel var att lararen tekniskt och metodiskt skulle beharska det
valda programmet eller hjalpmedlet och att lararen skulle ha tillgang till ratt utrustning i sitt
klassrum, vilket inte alltid var fallet. Lararna ansag att om de sjélva hade bristande kunskap
dar sa forhindrade det effektivt dem att gora ett bra jobb mot eleverna. Och all den
administration som kravdes for att fa tekniken tillganglig for samtliga elever var ofta for svar
att organisera att lararna da hellre undvek att anvanda det digitala stodet. Manga larare
beskrevs som att de var fast i traditioner som de tidigare alltid haft framgang med och att de
da behdévde ges synnerligen goda skal till att andra sin arbetsform for att istallet anpassa den
mot digitalstodd undervisning. Lararna ansag annars att viktig tid tas fran det som de tyckte
ska prioriteras hogre, sa som manuellt arbete. Andra svarigheter larare sag med digitalt stod



var att eleverna arbetade med samre eftertanke och att de slutade att formulera sig pa ett
korrekt satt. Da blev det mycket svarare som larare att fa den éverblick dver elevernas
tankebanor som var nddvandig for att kunna ge eleverna ratt stod och hjélp (Dahland 1998, s.

6Ff).

Dahland gjorde dven en studie 1995 om hur elektroniska hjalpmedel, speciellt den grafritande
réknaren, anvandes av lararna i skolor i VVastsverige. De resultat de kom fram till var att ju
battre tekniken behéarskades och desto battre matematikkunskaper man hade, desto kraftfullare
verktyg dr den grafiska miniraknaren. En dubbel kompetens kravdes av bade lararna och
eleverna och att det da bidrar till en optimal anvandning som dven medger kontakt med nya
amnesomraden och metoder (Dahland 1998, s. 22). Dahland tog ocksa upp att anvandningen
av miniraknaren kunde 6verga till ett missbruk om den anvandes dar det var onddigt,
olampligt eller dar den kunde ha gett missvisande resultat (Dahland 1998, s. 24).

3.3 Algebraiskt forhallningssatt

3.3.1 Att forenkla uttryck och att I6sa ekvationer

Manga elever har inte tillrackliga forkunskaper inom matematik efter grundskolan att det pa
gymnasiet leder till att flera elever blandar ihop vad som &r férenkling av algebraiska uttryck
och vad som ar ekvationsldsning. Manga av de svarigheter som elever har med saval algebra
som aritmetik bottnar i problem med férmaga att skilja mellan de begreppen. Eleverna maste
se till att lara in en strukturell forstaelse av betydelser och beteckningar for att kunna lyckas
med algebraiska operationer (Persson 2005, s. 14f).

Persson visar ocksa pa att manga elever har svart att se att det ar skillnad pa en ekvation och
pa ett uttryck. Skillnaden bestar i att ett uttryck saknar likhetstecken och alltsé inte gar att
rakna ut sd som man gor med ekvationer som har ett likhetstecken. Eleverna tolkar anda
uttrycket som en ekvation genom att felaktigt forutsétta att uttrycket ar lika med noll sa att de
kan rakna ut ett x- véarde algebraiskt eller grafiskt. Det kan stélla till stora bekymmer och
missuppfattningar for eleven. Perssons studier visar att problem med aritmetiken ligger till
grund for sadana svarigheter da kunskaperna i hur man behandlar algebraiska uttryck eller
I6ser ekvationer ofta har larts in helt mekaniskt. Det kan rdcka med att &ndra monstret i en
ekvation, till exempel att dndra lite pa dess utseende fran det normala, som eleverna &r vana
vid, sa sjunker 16sningsfrekvensen tydligt. Eller genom att tillféra en extra
forstaelseingrediens” i en uppgift, sa blir den ofattbar for manga elever (Persson 2005, s.
22).

For att kunna forsta och l6sa ekvationer ar det nodvandigt att eleven vet och forstar vad
likhetstecknet star for, det vill séga att hogra och vanstra ledet i ekvationen har lika stora
vérden. I grundskolan &r det vanligt att eleverna lar sig att likhetstecknet betyder ’blir” da de
bara anvander det till att berakna lattare additioner eller motsvarande for att fa fram det hogra
ledet = "svaret”. ”Denna begrdnsade uppfattning av likhetstecknets innebord leder till
svarigheter att tolka ekvationer.” (Bergsten m.fl. 1997, s. 51f).

For att kunna lésa eller forsta problem ar det viktigt att kunna arbeta med olika uttrycksformer
(grafiska, numeriska och symboliska). Det kan handa om att Gverséatta fran spraklig form, en
textuppgift som ska losas, till ett matematiskt symbolsprak dér resultatet av dversattningen
kan bli ett algebraiskt uttryck eller en ekvation. Den som kan anvédnda olika satt att beskriva



samma problem har en mer funktionell begreppskunskap och dédrmed en rikare begreppsbild
(Bergsten m.fl. 1997). Bergsten skriver att formagan att kunna gora 6versattningar mellan
olika uttrycksformer starkt bidrar till en 6kad forstaelse i matematik och i
problemlésningsformagor. En éversattning fran en uttrycksform till en annan kan gora att
problemet tolkas pa ett annat satt, vilket betraktas som en svarighet, och den elev som inte &r
flexibel och inte kan valja mellan olika uttrycksformer kommer darmed att fa det svarare att
I6sa sammansatta matematiska problem (Bergsten m.fl. 1997).

Persson diskuterar ocksa anvandningen av digitala hjalpmedel inom samma omrade och tar
dir upp att ”Raknare och datorer klarar alla de omskrivningar, som ingar i traditionella
skolkurser i algebra. Daremot klarar de inte av att 6verséatta fran ett problem till ett
algebraiskt uttryck.” (Persson 2005, s. 65). Han menar att da digitala hjalpmedel anvénds sa
finns alltid risken att elever far det svart med att forsta olika betydelser och olika sétt att
skriva pa inom matematiken (2005, s. 20). Studien visade samtidigt att raknaren hjélpte andra
elever att fa en rikare begreppsuppfattning pa grund av att den ar sa flexibel och att vissa
elever tyckte att de forstod matematiken battre nar de fick anvanda raknaren. Sa lange den
manuella fardigheten ocksa tranas for att inte forstaelsen ska bli lidande eftersom det alltid
finns en fara att lita pa raknaren for mycket (Persson 2005, s. 55).

3.3.2 Variabler

Manga elever har svart att forsta sig pa bokstavssymboler da de inte har forstatt hur de
fungerar eller vad de betyder utan att de istallet anvander sin egen tolkning utifran deras
tidigare erfarenheter och kunskaper som ibland kan referera till ndgot helt annat. De kan se en
bokstav som allt ifran helt meningsl6s till ndgot som kan bytas ut genom att testa sig fram
med flera olika numeriska tal innan de forstar att bokstaven kan sta for nagot generellt.
”Bokstaven ses som ett objekt som saknar mening, eller dess varde fas som bokstavens plats i
alfabetet” (Bergsten m.fl. 1997, s. 19). Persson (2005) menar att det beror pa brister i de
aritmetiska fardigheterna dar uppfattning av bokstavssymboler, variabelbegreppet och
samband mellan variabler ingar (Persson 2005, s. 42f).

Att forstd inneborden av bokstavssymboler betraktas som ett viktigt moment i
inlarningsprocessen. Olteanu (2003) skriver att elevers svarigheter inte ligger i att rakna med
bokstavssymboler utan i att de inte uppfattar vad de har berdknat for nagot. Perssons studier
menar att elever forvanansvart ofta utvecklat egna felaktiga betydelser och regler for
algebraisk rakning och att elevernas resonerande ofta baseras pa hopblandade begrepp. Eleven
utvecklar ett eget strukturellt system som inte har nagra begreppsmassiga kopplingar till vad
som larts tidigare (Persson 2005, s.24).

3.3.3 Huvudrakning, brakform och decimalform

Enligt laroplanen for grundskolan i matematik och under rubriken centralt innehall for arskurs
7-9 star det att eleverna ska ha grundlaggande kunskaper om taluppfattning och tals
anvandning. “Centrala metoder for berdkningar med tal i brdk- och decimalform vid
Overslagsrakning, huvudrakning samt vid berdkningar med skriftliga metoder och digital
teknik. Metodernas anvindning i olika situationer” (Laroplanen Lgrll, s. 66 ).

Loéwing och Kilborn (2003, s. 11) havdar i sin bok Huvudrakning att manga elever som borjar
gymnasiet har svart for huvudrakning och dverslagsrakning eftersom miniraknaren har



dominerat i skolans undervisning vilket har lett till att de metoderna har fatt ta ett steg
tillbaka. Manga larare anser att huvudrakning och éverslagsrakning har blivit allt viktigare
eftersom det kan hjalpa eleverna att uppskatta om ett svar kan vara rétt eller om det alls ar
rimligt (L6wing & Kilborn 2003, s. 11). Dessutom syns det tydligt i skolan att eleverna néstan
maste anvanda sig av miniraknare till allt de vill berakna istallet for att forsoka anvanda
huvudréakning eller éverslagsrakning.

Persson (2005) namner att manga elever saknar den grundlaggande faktakunskapen om vad
de olika delarna i ett braktal star for. Eleverna har brister med den rena taluppfattningen dar

de har svarigheter med att till exempel se att talen V2 och 1,414 inte 4r exakt samma tal
medan att 0,5 och % ar det (Persson 2005, s. 44f). Eleverna valjer ocksa att gora om braktal

till decimaltal med raknaren for att de tycker att det da blir lattare att utfora berakningar. Da
far eleverna istéllet svarare att rakna med braktal da tillgang till raknaren saknas och klarar da
inte att, till exempel att rakna kvadratroten ur ett tal som i decimaltalsform &r svart men i
braktalsform ar latt (L6wing & Kilborn 2003).

| artikeln fran 2004 Det ar dags att gora upp rékningen tog Haggstrom upp att for tio ar innan
dess kunde en matematiklarare pa universitetet forvanta sig att majoriteten av de nyintagna
studenterna kunde beharska enkel brakrakning, vilket inte langre var fallet nar artikeln skrevs.
Vidare skrev han att manga elever redan tidigt i grundskolan tappar intresse och engagemang
for matematiken och redan da blir den fortsatta undervisningen i &mnet en underdragen och
lang plaga. Detta menade han att det kan bero pa att manga matematiklarare har alvarliga
kunskapsluckor i sitt &amne som sedan dverfors pa eleverna. Hur ska eleverna kunna bringas
forstaelse om inte lararen har den? Lararutbildningen maste ge lararna en mycket djupare
matematisk forstaelse (Haggstrom, 2004).

En annan anledning till svarigheter inom matematiken ansag Haggstrom bero pa att
matematiken hela tiden bygger vidare pa fundamentala kunskaper som innebar att om en elev
far problem pa nagon niva sa kommer den dven att fa problem pa nasta. Sadana elever maste
snabbt identifieras och ska ges nodvandig hjalp innan de tvingas vidare till de hogre nivaerna.
Nar det galler algebran sa maste heltalen kunna hanteras forst och sedan maste eleverna ha
fatt en god taluppfattning pa alla nivaer darefter for att algebran inte ska framsta som omojlig
(Haggstrém, 2004).

3.3.4 Teckenfel

Persson (2005) papekar att det inte ar ovanligt att elever rakar ut for missuppfattningar av
rékneregler eller begrepp. Det kan orsaka upprepande fel i [6sandet av en viss typ av uppgifter
och detta blir speciellt tydligt nar algebran anvands eftersom sma fel som teckenfel far stora
konsekvenser for resultatet (Persson 2005, s.67f). Att gora “fel pd enklare forenklingsalgebra
beror i de flesta fall pa dalig forstaelse av negativa tal — minustecknets olika roller”” (Persson
2005, s. 47). Elevers brister i aritmetiska fardigheter kan leda till missuppfattning av hur
negativa tal hanteras och forsvarar de algebriska forenklingarna (Persson 2005, s. 48). Persson
papekar ocksa att det ar lararen som maste synliggora felet for eleven i tid och andra om
elevens syn pa begreppet sa att eleven inte skadas av att géra samma misstag om och om igen
(Persson 2005, s. 68). ”Ndr missuppfattningen klarats upp fungerar forenklingarna bra. Detta
paverkar bade elevens sjalvfortroende och motivation positivt. Inlarningen sker sprangvis och
ndr ett hinder har évervunnits, gor eleven vdsentliga framsteg” (Persson 2005, s. 48).



Olteanu (2003) skriver att manga elever har en begransad forstaelse av negativa tal och
minustecknets betydelse. Hennes undersokning visar att negativa tal ar svara att acceptera pa
grund av att eleverna redan har en grundldggande uppfattning for begrepp som ligger mellan
bokstavsrakning och aritmetik och som inte ar tillrackligt utvecklad (Olteanu 2003, s. 14f).
Hon skriver ocksa att det &r lararens uppgift att forklarar minustecknets betydelse och att fa
eleverna medvetna om att det kan sta for bade subtraktion, beteckning for ett negativt tal och
beteckning for ett motsatt tal (Olteanu 2003, s. 15).



4. Metod

I denna del kommer vi att redovisa hur vi har utfort vart examensarbete utifran vart syfte och
var fragestallning. Vi laser sjalva till gymnasielarare och har darmed inriktat oss pa
gymnasiematematik och begransat var undersokning till att galla elevers svarigheter med
andragradsekvationer. Metoden for examensarbetet har varit observation och
samtalsintervjuer med fem elever som gar natur- eller teknikprogrammet pa en gymnasieskola
utanfor Goteborgs kommun. Eleverna har fatt 16sa specifika matematikuppgifter med och utan
en grafritande raknare. Eleverna fick 16sa uppgifterna forst med papper och penna, sedan dven
med hjalp av den grafritande rdknaren medan vi hela tiden observerade hur eleverna utférde
uppgifterna. Till sist avslutade vi med att intervjua eleverna om vad de tyckte var svart och
hur deras tankegangar gick under utforandet, samt stallde fragor om vilka metoder de
vanligtvis brukar anvénda nér de lGser ekvationer av andra graden. De olika metoder som
eleverna anvénde for att 16sa uppgifterna utvarderade och analyserade vi mot tidigare
forskning. Vi intervjuade &ven deras larare for att komplettera och stédja de svar vi fick fran
eleverna och undersoka vilka svarigheter lararen sag nar det gallde 16sning av
andragradsekvationer.

4.1 Urval

Vi bestamde oss for att utfora var studie pa en gymnasieskola utanfor Géteborgs kommun. De
elever vi bestamde oss att utfora undersokningen med gar i ett blandat natur- och
teknikprogram pa sitt andra ar. Eleverna valdes for att de &r de enda pa skolan som studerat
andragradsekvationer och att de for tillfallet laste kursen matematik 3c. Vi utgick fran en
skola dar en av oss har haft VFU (verksamhetsforlagd utbildning). Vi tog kontakt med skolan
och fick ett godkdnnande av en av matematiklararna att utféra undersokningen med dennes
elever. Vi berattade for lararen om vart syfte med examensarbetet och fick hjalp med att
samla ihop elever till undersokningen. Lararen gjorde en intresseanmalan i sina klasser och
valde sjalv ut fem frivilliga elever. Pa grund av tidsbegransningen for arbetet valde vi att
utféra undersokningen med endast de fem eleverna och deras larare. Studentuppsatser
omfattar ofta mindre &n tio undersokningspersoner for att ekonomi och tid sétter granser
(Ryen 2004, s. 86). Att bara observera nagra fa elever racker for att klargéra hur metoder och
instrument kan anvandas och for att forsta deras komplexitet samt att forsta vilka svarigheter
som kan uppsta (Drijvers 2008, s. 14).

De elever som stéllde upp pa underskningen ar relativt entusiastiska for amnet matematik
precis som de flesta andra i deras klasser da de gar ett mer studieférberedande program. Av
eleverna som deltog i undersokningen var tva pojkar och tre flickor aven om vi inte tagit
nagon hansyn till genus da eleverna blev utvalda. ”For att sékra en viss heterogenitet maste
man se till att det blir en spridning i de variabler man redan har val/t” (Ryen 2004, s. 78).

4.2 Undersokningsmetod

Till var undersokning har vi valt en kvalitativ undersokningsmetod med observation och
samtalsintervjuer for att pa basta satt fa fram de resultat vi ar intresserade av i vart arbete. Det
avgorande for metodvalet beskrivs med att syftet med kvalitativa studier ar att man ska fa en
bdttre forstdaelse av vissa faktorer” (Holm & Solvang 1997, s. 94). Observationer och
samtalsintervjuer betraktas som den lampligaste metoden for var studie for att fa fram den



forstaelse och fa det basta perspektivet pa de svar vi soker utifran var fragestallning. Syftet
med observationsmetoden &r att genom att fraga, se, och hora fa tag i det som egentligen sker
(Holm & Solvang 1997, s. 110). Dessutom &r syftet med intervjumetoden att fa forstaelse och
beskrivning om undersékningsdmnet “En intervju vars syfte dr att erhdlla beskrivningar av
den intervjuades livsvarld i syfte att tolka det beskrivna fenomenets mening ”’(Kvale 1997, s.
13).

Syftet med var undersokning var att forsta och beskriva de svarigheter som eleverna méter nar
de l6ser andragradsekvationer med eller utan digitala hjalpmedel. En kvalitativ metod &r
anvandbar nar man vill fa en bra beskrivning och forstaelse om intima uppfattningar. Darfor
valde vi att gora observationer och samtalsintervjuer for var studie for att fa den djupare
insikten. Den andra fordelen &r att man kan studera vad folk gor och vad de sager nar
observationen forenas med samtalsintervjuer (Esaiasson m.fl. 2007, s. 344).

Nar man valjer samtalsintervju som metod har man en mojlighet att andra ordningsfoljd pa
fragestallningarna under tiden for intervjun om det ar nddvandigt. Da kan intervjusamtalet
aven flyta pa mer naturligt. Darfor har vi anvant en halvstrukturerad intervjuform till denna
undersokning. En halvstrukturerat samtalsintervju betyder varken en 6ppen samtalsintervju
eller en bestamt strukturerad formulerad fraga vilket gor att det finns en majlighet att andra
fragornas form och ordningsfoljd i efterhand (Kvale 1997, s. 117ff).

Vi anvande 0ss av en 6ppen observation som betyder att deltagarna visste om att vi skulle
vara observatorer och hur vi skulle utféra var undersokning och aven att deltagarna accepterat
tillvagagangssattet (Holm & Solvang 1997, s. 111).

4.3 Beskrivning av observationer och intervjuer

Dessa uppgifter fick eleverna l6sa:

2x° - 8x=0

5% —15x + 10 =0

3 -12=0

For vilket varde pa a har ekvationen x? - 20x + a = 0 en dubbelrot?
Produkten av tva pa varandra foljande heltal ar 306, vilka ar talen?

© 0 bk~ w e

En hastagare ska bygga en rektangelformad hage for sina héstar. Den ena langsidan av
hagen kommer att besta av en stenmur sa dar behovs inget stangsel. Hur ska hastagaren
bygga sin hage sa att den far maximal area om han har 300 meter stangsel att anvanda?

Dessa uppgifter valdes pa grund av att de tillsammans pa ett bra satt aterspeglar manga av de
delar som andragradsekvationslosning bestar av. En berdakningsuppgift for varje metod
eleverna fatt ldra sig for att l6sa en andragradsekvation. En uppgift med en obekant for att
satta elevernas forstaelse pa prov. Tva problemlésningsuppgifter av olika svarighetsgrad som
ska visa hur kreativa eleverna ar att ta reda pa hur och med vilken metod de bést ska losa
uppgifterna. De uppgifterna tillsammans hoppas vi ska kunna sétta eleverna pa prov och visa
vilka svarigheter de moter och vilken kunskap de saknar nar de loser uppgifterna.

Det hjalpmedel eleverna fick anvanda for att 16sa uppgifterna med var en grafritande réknare

av typ Ti-83. Den har eleverna, bekraftat av lararen, fatt utbildning pa under hela
gymnasietiden och eleverna har speciellt fatt lara sig hur andragradsekvationer kan l6sas och
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hanteras genom studier av grafer, tabeller och genom att anvanda olika funktioner i Ti-83 for
att hitta skarningspunkter, till exempel nollstéllen.

Vi observerade pa vilka sétt eleverna genomférde losningarna av uppgifterna med papper och
penna och sedan med hjélp av Ti-83. Dessutom kompletterade vi observationen med en
intervju dar eleverna fick diskutera och presentera sina resonemang som de férde under
genomfdrandet och vi uppmanade eleverna att sjélva papeka pa vilka svarigheter de méttes av
nar de l6ste uppgifterna. I sa kallade naturalistiska undersékningar kombineras
observationer vanligen med ett eller flera andra tillvagagangssatt som intervjuer,
fotografering och videoinspelning” (Esaiasson m.fl. 2007, s. 344).

Observationen gick till s att eleverna satt runt ett bord medan vi stod bakom dem och forde
anteckningar 6ver hur det gick for dem och Over vilka metoder eleverna anvande sig av.
Eleverna fick instruktionen att de hade 45 minuter pa sig att i eget tempo losa uppgifterna och
att de skulle saga till nar de var klara med forsta momentet sa att vi kunde ge dem tillgang till
Ti-83 sa de kunde I6sa samma uppgifter igen med hjalp av den. Andra instruktionen de fick
var att de skulle anteckna sa mycket som majligt om hur de resonerade och beskriva alla steg
de vidtog till varje uppgift och forklarade det med att vi ville kunna félja deras raknemetoder
sa bra som majligt. Vi hade planerat att inte séga nagot under genomférandet men brét mot
det tva ganger. En gang da ett par elever hade svart med en begreppsforstaelse i en av
uppgifterna, vi noterade detta och gav en forklaring sa att eleverna skulle kunna prestera ett
resultat pa uppgiften. Andra gangen da tva elever borjade fa ont om tid att hinna klart och
darmed bad vi dem att hoppa dver en uppgift for att vi ansag att resultatet skulle bli battre om
eleverna satsade pa de viktigare sista uppgifterna istallet. Nar eleverna var klara med
uppgifterna samlade vi in deras anteckningar och pabdrjade intervjun med dem.

Intervjun skedde med hela gruppen runt bordet dar en av oss stallde fragor medan den andra
antecknade samtidigt som vi spelade in intervjun. Vi hade en frdgemall pa fragor vi ville stalla
och kompletterade fragorna med anteckningar fran elevernas genomforande, se bilaga 2.
Fragorna stalldes oppet till eleverna dar de som ville fick svara och vara med i diskussionen.
Fragorna utformade vi med tanke att kunna fa fram ytterligare svarigheter eleverna kande att
de mattes av och for att fa eleverna att sjalva beskriva vilka metoder de brukar anvéanda. Till
sist kontrollera elevernas begreppskunskap inom andragradsekvationer.

Intervjun med elevernas larare skedde under ett senare tillfalle sd att vi kunde anvanda
elevernas resultat till att formulera de fragor vi ville stalla till lararen. Nér vi intervjuade
lararen borjade vi med att presentera vad examensarbetet handlade om innan vara tematiska
fragor foljde, se bilaga 3. Under tiden anvénde vi tolkningsfragor som vad- och hur menar du?
De fragor vi stéllde var 6ppna och korta dar lararen kunde fa utveckla sitt svar. “Ett enkelt
kénnetecken pa en bra samtalsintervju ar korta intervjufragor och langa intervjusvar”
(Esaiasson m.fl. 2007, s. 298). En av oss styrde intervjun och stéllde fragorna medan den
andra antecknade samtidigt som intervjun spelades in. Tanken med intervjufragorna till
lararen var att lararen skulle fa beskriva vilken forstaelse eleverna har, hur eleverna lart sig
alla metoder, vilka svarigheter lararen sag att eleverna hade och hur lararen anpassar sin
undervisning till dem. Detta bade med och utan digitala hjalpmedel och &ven vad lararen
ansag som for- och nackdelar med metoderna.

4.4 Validitet och Reliabilitet

Validitet innebér att den métning som har utforts, granskas och kontrolleras i hur den
overensstammer med det som forskaren ville mata fran borjan. | var undersékning anser vi att
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vi har studerat fragestallningen i vart syfte (Patel & Davidson 2003). Vi anser att de fragor
som eleverna har fatt besvara &r relevanta till var fragestallning och att de kan mata, hos bade
de kunniga och svaga, om eleverna har nagra svarigheter och delvis vilka sorters svarigheter
de mater. Utifran elevernas svar kan vi se om eleverna har svarigheter och beskriva vilka
problem de méter nar de l6ser andragradsekvationer. Att visa att svarigheter finns ar enkelt,
att visa pa vad svarigheterna beror pa ar svarare. Vi kan se manga olika sorters svarigheter
men for att se och beskriva alla beh6vs mer utvecklade fragor till eleverna.

Reliabilitet i en kvalitativ forskningsansats bestdms av hur matningarna genomfors, vilket
instrument som anvénds och hur noggrann man &r vid bearbetningen av informationen medan
validitet ar beroende av vad man méter och om detta &r utklarat i fragestéllningar (Holm &
Solvang 1997 s. 163). For att fa hog reliabilitet forsokte vi att anvanda oss av tva olika
matinstrument, det vill séga observation och intervju. Vi forsokte vara sa noggranna och
uppmarksamma som mojligt under hela undersékningsprocessen. Dessutom har vi
kontrollerat att inga felaktiga inmatningar genomforts och vi har utarbetat instruktioner for
dessa faser i undersokningen (Holm & Solvang 1997 s. 165). Det var anda svart att bedoma
om reliabilitet var hog eftersom det alltid finns risk till missférstand, men vi skulle anda vilja
tro att reliabiliteten var relativt bra.
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5. Etik

Nar vi gjorde intervjun med respondenterna utgick vi ifran de etiska principer som
Vetenskapsradet satt upp for att inte skada en grupp personer eller en enskild individ. Allt for
att folja de etiska reglar som krévs for att genomfora en undersékning. Enligt forskningsetiska
principer i humanistisk och samhéllsvetenskaplig forskning kréavs det att forskaren ska ta
hansyn till vissa krav vid insamlandet av information och forskning. De fyra huvudkraven &r
samtyckeskravet, informationskravet, nyttjandekravet och konfidentialitetskravet
(Vetenskapsradet 1990, s. 6).

Nér vi gjorde observationerna och intervjuerna har vi tagit hansyn till dessa rad.
Respondenterna har informerats om syftet med deras deltagande i undersdkningen ”Forskaren
skall informera uppgiftslamnare och undersokningsdeltagare om deras uppgift i projektet och
vilka villkor som géller for deras deltagande. De skall darvid upplysas om att deltagandet ar
frivilligt och om att de har réatt att avbryta sin medverkan. Informationen skall omfatta alla de
inslag i den aktuella undersokningen som rimligen kan téankas paverka deras villighet att
delta” (Vetenskapsradet 1990, s. 7).

Intervjupersonerna gav sitt samtycke och med tanke pa att de ar minderariga har vi gatt vagen
via deras respektive larare som ocksa gav sitt medgivande. Vi har inte fragat om foraldrarnas
medgivande da det enligt vetenskapsradet ar acceptabelt att fa samtyckte fran en larare istallet
for malsman sa lange fragorna inte ar kansliga eller privata (Vetenskapsradet 1990, s. 9). Vi
uppskattade att vara fragor om matematikuppgifterna och dess svarigheter inte var av etiskt
kéanslig karaktar. I vissa fall, d& undersokningen inte innefattar fragor av privat eller etiskt
kanslig natur, kan samtycke inhamtas via foretradare for uppgiftslamnare och
undersokningsdeltagare (t.ex. skolledning, larare, arbetsgivare, fackférening eller
motsvarande) och eventuellt berord tredje part. En forutsattning ar da ocksa att
undersokningen i forekommande fall sker inom ramen for ordinarie arbetsuppgifter och pa
vanlig arbetstid.” (Vetenskapsradet 1990, s. 9).

Vi har ocksa fatt spela in intervjuerna da intervjupersonerna gav sitt samtycke till detta. For
att inte uppvisa och identifiera enskilda namn har vi anonymiserat alla intervjupersonerna i
undersokningen. Enligt vetenskapsradet ar det viktigt att skydda respondenterna i
undersokningar mot identifiering sa att de inte ska kunna avsldjas pa nagot vis
(Vetenskapsradet 1990, s. 12).
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6. Resultat och analys

De metoder vi bendmner att eleverna anvant sig av ar, nollproduktsmetoden, faktorisering,
kvadratkomplettering, pg-formeln och den ”enkla metoden” som inte har nagot namn men det
ar en metod for att 16sa de enklaste andragradsekvationerna av typ ax? = b. Alla metoder har
l&raren undervisat om och lart ut till sina elever och det ar lararen som beskrivit vilka metoder
som foredras till att 16sa de olika typerna av uppgifter. Det &r &ven lararen som har beskrivit
vilken tillgang eleverna har till Ti-83 och hur de brukar anvanda den pa
matematiklektionerna.

6.1 Resultat av elevintervjun

Huvudresultaten fran elevintervjun sammanfattas med att eleverna tillsammans hade en
relativt god begreppsforstaelse. De kunde forklara de flesta av begreppen och var osékra pa
andra sa som till exempel kvadratkomplettering. De kunde férklara vilka metoder de brukade
anvanda for att l6sa andragradsekvationer och tva elever erkande att de endast anvander pg-
formeln och glémt bort 6vriga metoder, men de visste att de existerade. Anvéndes Ti-83 till
att 16sa uppgifter sa svarade de att de anvande bade graf och tabell for att hitta nollstallen och
att de brukade anvanda den till att utfora alla typer av berékningar.

6.2 Resultat av lararintervjun

Resultatet av intervjun med lararen sammanfattas med att lararen beskrev att Ti-83 anvéandes
hela tiden i undervisningen for att den ar ett sadant bra hjalpmedel till grafer och
ekvationslosning. Lararen sjalv borjade elevernas utbildning pa Ti-83 da de flesta elever inte
anvant en avancerad raknare tidigare och fortsatter utbildningen pa den under hela
gymnasietiden. Lararens tanke med Ti-83 var dock bara att anvénda hjalpmedlet for att
genomfora svara berakningar eller till att illustrera grafer, inte till att rdkna grundlaggande
matematik med den.

Lararen menar att det finns flera svarigheter nar det galler en miniraknares anvandning.
Speciellt nar det galler exempelvis prioriteringsregler. Svarigheter ska undvikas genom att
elever helst ska ha uppnatt en grundlaggande forstaelse vad galler huvudréakning for att
anvanda en raknare. Annars anvander man miniréknaren for tidigt och da kanske man missar
en viss forstaelse i den grundlaggande aritmetiken. Lararen sammanfattar anvandningen pa ett
bra satt; raknaren ar till for att underlatta for de elever som kan, inte for att vara ett stod for
den som inte kan. Miniraknaren kan vara en genvag till enkla berékningar och en nackdel da
man sjalv slutar tdnka. L&raren vill att eleverna ska kunna visualisera en ekvation utan hjalp
av en raknare.

Lé&raren undervisar till en borjan eleverna i algebra innan ekvationen knyts till en kurva och
nollstallen osv. Lararen borjar alltid med enkla exempel, lagger till termer och konstanter tills
den fullstandiga andragradsekvationen introducerats. Lararen trycker mycket pa att eleverna
ska kunna visualisera for att skapa sig en forstaelse, inte bara lara sig metoder utantill.
Exempelvis ar pg-formeln alldeles for abstrakt utan en bakomliggande forstaelse. De fel
lararen ser eleverna gora med de olika metoderna &r oftast att eleverna gar for fort fram, de
hinner inte tanka till, vad ska l6sas? Kreativiteten hos eleverna forsvinner. Mindre fel ar
teckenfel i bade formler och forflyttningar i ekvationen. Lararen menade att det blir mindre fel
om du kan visualisera svaret och metoden istéllet.
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Om eleverna inte fick anvanda miniraknare sa menade lararen att vissa elever kanner sig
otrygga i sina berékningar och att deras sjalvfortroende inte var sa starkt nar det gallde
huvudrakning da vanan att anvanda en raknare var for stor. De har vaggats in i en falsk
trygghet men det &r nagot de maste trana pa for att det till exempel alltid finns en
miniraknarfri del pa nationella provet.

6.3 Resultat av elevernas uppgifter

Forsta uppgiften eleverna skulle [6sa sdg ut s har: 2x* — 8x = 0. En s&dan uppgift har eleverna
i forsta hand fatt lara sig att 16sa med nollproduktsmetoden och faktorisering men andra
metoder kan &ven anvandas. Tre elever valde att forsoka I6sa uppgiften med faktorisering
varav en klarade det, en elev forkortar bort ett x helt och missar darigenom l6sningen och den
tredje eleven misslyckades helt med faktorisering och fick inte fram ndgon I6sning. De Gvriga
tva eleverna anvande pg-formeln som metod varav den ena eleven lste uppgiften och den
andra eleven gjorde korrekt fram till dess att kvadratroten skulle dras, dar misslyckades
eleven med att berakna kvadratrotens varde i huvudet och fick inte fram de tva losningarna.

Forsta uppgiften med hjélp av Ti-83: Dér Ioste alla fem elever uppgiften. Alla elever anvande
Ti-83 for att 16sa uppgiften. Fyra av eleverna tog fram l6sningarna genom att studera grafen
och den femte eleven genom att avldsa vardena i Ti-83s tabellfunktion.

Andra uppgiften s&g ut s& har: 5x* — 15x + 10 = 0. Den typen av uppgift har eleverna fatt lara
sig att 16sa med kvadratkomplettering men framst med pg-formeln. Fyra elever kunde utféra
forenklingen och anvanda pg-formeln och en av dem lyckades l6sa uppgiften medan de andra
tre eleverna anvande ratt metod men misslyckades med att berdkna kvadratroten ur for att fa
fram l6sningarna. Femte eleven lyckades med forenklingen men inte med uppstéllningen av
pg-formeln. Men den eleven kunde anda efter forenklingen fa fram en av ldsningarna genom
att testa sig fram.

Andra uppgiften med hjalp av Ti-83: Endast en av de fem eleverna loste uppgiften pa samma
sétt som de loste forsta uppgiften, genom att bara skriva in ekvationen i Ti-83 och studera
grafen. En elev anvénde en annan metod genom Ti-83s funktion att hitta skarningspunkter i
grafen och fick fram en 16sning och missade den andra. Tre elever anvéande pg-formeln for
hand och anvande sedan bara Ti-83 till att rakna ut kvadratroten. Tva av dem l6ste uppgiften
medan den tredje eleven misslyckades med en huvudrékning och fick ett negativt tal under
kvadratrottecknet och fick darmed inte fram nagra losningar.

Tredje uppgiften s&g ut s& har: 3x* — 12 = 0. En sddan uppgift &r en variant av den enklaste
formen av andragradsekvationer. Det som gér den lite svarare ar en konstant framfor x* -
termen som kraver att ekvationen forst ska férenklas. Andra metoder kan ocksa anvéandas for
att fa fram I6sningarna pa uppgiften. Tva elever loste uppgiften med metoden att forst
forenkla och sedan berékna kvadratroten ur och fick fram bada lésningarna. En elev l6ste
uppgiften genom att anvanda pg-formeln. Fjarde eleven anvénde férsta metoden men fick
bara fram en av I6sningarna. Femte eleven misslyckades, eleven forsokte att faktorisera
ekvationen som inte &r en mojlig metod for att 16sa denna uppgift.

Tredje uppgiften med hjalp av Ti-83: Den elev som gjorde fel med att anvénda Ti-83 funktion
for att hitta skarningspunkter gjorde samma misstag igen och fick alltsa bara fram en av
l6sningarna. Tva elever forsokte att l6sa uppgiften utan att anvanda Ti-83 men misslyckades.
Ena eleven tog kvadratroten ur och ger dubbelrot som svar vilket ar felaktigt men ena roten
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stammer. Den andra eleven forsokte felaktigt att faktorisera ekvationen pa samma sétt som
tidigare fast ekvationen inte behover faktoriseras for att l6sas. De sista tva eleverna hoppade
éver denna uppgift pa grund av tidsbrist.

Fjarde uppgiften s&g ut s& har: “For vilket virde pa a har ekvationen x* - 20x + a =0 en
dubbelrot?” En svarare uppgift dar eleven maste veta vad begreppet dubbelrot betyder, alltsa
eleven bor veta att det bara ska finnas ett nollstalle. Eleverna ar vana att 16sa denna typ av
uppgifter med pg-formeln men de maste ocksa veta; for att det ska bli en dubbelrot s& maste
allt under rottecknet bli 0, och dven att de maste anpassa konstanten a sa att det kravet
uppfylls. Det var bara en elev som nastan klarade uppgiften och bara misslyckades genom att
felaktigt satta konstanten utanfor rottecknet och darmed fick svaret a = 10 istéllet for det ratta
a = 100. Tva elever visste inte vad begreppet dubbelrot betydde. De sista tva eleverna
fastnade pa att det var en obestdmd konstant i ekvationen och kunde darmed inte lésa
uppgiften.

Fjarde uppgiften med hjélp av Ti-83: Tva av eleverna hittade pa ett varde pa a och skrev in
ekvationen i Ti-83 och testade med att byta véarden pa a for att se nar grafen skulle uppfylla
kravet med att bara ha en skarningspunkt. En av eleverna léser uppgiften medan den andra
eleven har fel fonsterinstallningarna och darigenom ser eleven inte grafen och kan da inte
anpassa konstanten for att 16sa uppgiften. De tva elever som inte visste vad dubbelrot var fick
det forklarat av oss. En av dem tillsammans med de tva elever som inte kunde hantera
ekvationen pa grund av den obestamda konstanten kom inte langre med uppgiften.

Femte uppgiften sag ut sa har: “Produkten pa tvé pé varandra foljande heltal &r 306, vilka ir
talen?” Inte en litt uppgift utan hjalpmedel och den kraver forstaelse for vilka tal som kan
vara rimliga for att ens borja forsoka losa den. En elev forsokte att gissa sig fram med olika
storre men orimliga tal och kom darmed inte fram till ratt 16sning. En elev stéllde upp en
andragradsekvation for att 16sa uppgiften men klarade inte av att raka ut den héga
kvadratroten i huvudet och misslyckas att 16sa uppgiften. De 6vriga tre eleverna stéllde upp
ekvationen x - y = 306 och kom sedan inte vidare med uppgiften.

Femte uppgiften med hjélp av Ti-83: Med Ti-83 l6ste alla fem eleverna uppgiften. En elev
anvéande metoden att berakna kvadratroten ur 306 med Ti-83 som gav ett svar som hamnar
mellan de tva tal som maste vara losningarna och klarar uppgiften. Ovriga elever testade sig
fram till ratt svar med gissningsmetoder med hjélp av Ti-83. Observationen visade att
elevernas gissningar snabbt narmade sig ratt svar.

Sjatte uppgiften sag ut sa har: ”En histigare ska bygga en rektangelformad hage for sina
héstar. Den ena langsidan av hagen kommer att besta av en stenmur sa dér behovs inget
stangsel. Hur ska hastagaren bygga sin hage sa att den far maximal area om han har 300 meter
stangsel att anvinda?”’ En problemldsningsuppgift som &r av svarare typ och kraver forstaelse
dar eleven maste kunna hitta pa en egen I6sningsmetod. Eleverna har I6st liknande uppgifter
nar de val holl pa med andragradsekvationer och i pagaende kurs som handlar om derivata.
Ingen elev har stallde upp en korrekt metod for problemldsningen. Tre elever gissade sig pa
nagot satt fram till ratt svar utan att redovisa sina tankegangar. En elev stallde upp en egen
ekvation med tva variabler som saknade relation till varandra men med hjalp av lite gissningar
fick eleven pa nagot satt anda fram ratt svar till slut. Den femte eleven kom ingenstans med
uppgiften.

Sjatte uppgiften med hjélp av Ti-83: Eleverna gjorde pa ungefar samma satt som utan hjélp av
Ti-83 och saknade fortfarande problemlésninsmetod och anvande endast Ti-83 till att testa
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fler varlden for att kontrollera om sina ldsningar kunde stédmma. De visade inte hur de kom
fram till att deras 16sning var korrekt. Den femte eleven kom ingenstans med uppgiften.

6.4 Analys av elevernas resultat

6.4.1 FOrsta uppgiften

De tva eleverna klarade att 16sa uppgiften utan nagra problem varav ena eleven anvéande
faktorisering som lésningsmetod och den andra anvande pg-formeln. Faktorisering &r den
metod som foredras for att 16sa en sadan uppgift.

Den tredje eleven anvande ocksa pg-formeln men fastnade dar kvadratroten skulle raknas ut,
eleven visade inte alls att besitta den kunskap som krévs for att rakna med kvadratrotter utan
hjalpmedel, d&ven om denna uppgift har en av de enklaste kvadratrétterna att rakna pa. Den
eleven skulle ha klarat den utrékningen i uppgiften om hjalpmedlet varit tillgangligt. Eleverna
har fatt dvning i att 16sa ut kvadratrétter med sma tal, atminstone alla tal som finns med i
multiplikationstabellen, for att klara av uppgiften utan hjalpmedlet. De bada eleverna som
anvénde pg-formeln borde &ven ha kunnat anvénda faktoriseringsmetoden men erkénde att de
glomt bort alla andra metoder &n pg-formeln da de lart sig att den fungerar till allt. Léararen
ansag att nar eleverna val lart sig att anvanda pg-formeln sa ar allt sa nytt for dem att deras
kreativitet paverkas negativt, att de inte anvander sin kreativitet for att I6sa de lattare
uppgifterna med deras respektive metod utan hellre anvénder pg-formeln.

De tva elever som misslyckades med att anvanda faktorisering hade ocksa glomt bort
tillvagagangssattet med den metoden. Ena eleven fick fram en av I6sningarna och
misslyckades med att ta fram den andra l6sningen som var noll, trots att en av l6sningarna
alltid &r noll i en sadan uppgift, och det har eleven fatt ldra sig att vara medveten om men
alltsa glomt bort. Den andra eleven borjade med att forenkla uppgiften pa ratt satt men hade
sedan helt gléomt bort hur faktorisering gar till och kom darmed inte vidare med uppgiften.
Drijvers och Gravemeijer menar att manga elevers kunskap om algebraiska metoder ar
begransade och Persson menar att det beror pa att elever saknar forstaelse for betydelser och
beteckningar och darfor inte lyckas med de algebraiska operationerna (Drijvers &
Gravemeijer 2004, s. 171ff) (Persson 2005, s. 14f).

6.4.2 FOrsta uppgiften med hjalp av Ti-83

Dér loste alla fem elever uppgiften utan mérkbara problem. Alla elever anvande och skrev in
ekvationen i Ti-83. Fyra av eleverna tog fram I6sningarna genom att studera grafen och visste
darmed hur Ti-83 fungerar med att stélla in graffonstret for att fa en bra bild av ekvationen sa
att dess nollstéllen kan lasas av. Den femte eleven l6ste uppgiften genom att avldsa vardena i
tabellen och visste da hur Ti-83 hanterar och redovisar punkter pa grafen i tabellform. Ti-83
har alltsa instrumenterats pa olika satt av eleverna da de inte anvander samma metod med Ti-
83 for att 10sa uppgiften (Drijvers & Trouche 2008, s. 11). Eleverna visade darmed att de
beharskade en metod att 16sa andragradsekvationer pa med hjélp av Ti-83.
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6.4.3 Andra uppgiften

Fyra elever kunde utfora forenklingen och anvéande pg-formeln rétt men tre av dem hade
svarigheter med att berakna kvadratroten ur for att fa fram I6sningarna. Det de tre eleverna
gjorde felaktigt var att de gjorde om allt under kvadratrotstecknet i pg-formeln till ett
decimaltal som da blev en operation som var for svar for dem att 16sa i huvudet, en svarighet
som Lowing och Kilborn (2003) ocksa har lyft upp. Manga elever i gymnasiet har svart med
huvudrakning och 6verslagsrakning eftersom minirdknaren har dominerat i
skolundervisningen vilket har lett till att de metoderna har fatt ta ett steg tillbaka (Lowing &
Kilborn 2003, s. 11). Skulle eleverna ha anvant brakrakning istallet sa skulle de ha fatt fram
ett braktal som gar att berakna kvadratroten ur i huvudet och darmed ha lost uppgiften.
Brakrakning ar dock nagot som eleverna inte anvander sig av i storre utstrackning da de
vanligtvis alltid har tillgang till Ti-83. Det ar mindre bra da brakrakning &r en del inom
matematiken som &r bra att kunna och dér Persson visat att manga elever saknar den
grundlaggande faktakunskapen om vad de olika delarna i ett braktal star for och darfor har
svart med brakrakningen (Persson 2005, s. 44f).

Den femte eleven kunde férenkla ekvationen men hade glémt hur uppstéliningen av pg-
formeln gar till. Eleven kom anda fram till en av ldsningarna genom att testa sig fram efter att
ha studerat den férenklade ekvationen. Det var bra gjort och det visade pa att eleven anda
hade en god forstaelse av andragradsekvationer. Den andra losningen ar svarare att testa sig
fram till och da gav eleven upp. Denne eleven skulle sakerligen ha kunnat komma langre med
uppgiften om tillgangen till ett formelblad eller liknande skulle ha hjélpt elevens minne i hur
uppstallningen av pg-formeln gar till.

6.4.4 Andra uppgiften med hjalp av Ti-83

Det var bara en elev som loste uppgiften med Ti-83 pa samma satt som eleverna
framgangsrikt 16ste forsta uppgiften, trots att alla elever borde ha kunnat anvanda samma
tillvagagangssatt. Alla elever visade i forsta uppgiften att de atminstone klarade av att hantera
en metod med Ti-83 for att 16sa en andragradsekvation. Den elev som anvénde sig av samma
tillvagagangssatt skrev in ekvationen i Ti-83, studerade grafen och fick fram bada
I6sningarna.

Problemet dar var att Ti-83 bara visade en I6sning och att eleven skulle ha behdvt instruera
Ti-83 i att visa den andra I6sningen. Eleven fick darmed bara fram en av lésningarna pa grund
av okunskap att hantera just den funktionen pa Ti-83 korrekt. For att anvanda ett digitalt
hjalpmedel maste det finnas en forstaelse for att kunna utnyttja och tolka det resultat som det
digitala hjalpmedlet presenterar (Unenge, Sandahl & Wyndhamn 1994, s. 65). Eleven har fatt
lara sig att en sadan ekvation ska ha tva losningar och borde ha insett att en saknades speciellt
da eleven nyligen gjort uppgiften for hand och 16st den korrekt, och darmed kritiskt sett Gver
sitt svar och forsokt att hitta den andra l6sningen.

Tre elever gick tillbaks till att anvanda pg-formeln fér hand och anvande bara Ti-83 till att
I6sa kvadratroten ur det decimaltal de hade problem med forsta gangen. Elever véljer att gora
om braktal till decimaltal med raknaren for att de tycker att det blir lattare att utfora
berdkningar (Lowing & Kilborn 2003). Det &r en bra metod som visar att eleverna kunde
utféra l6sningsmetoden for hand och att de kunde anvanda Ti-83 som ett komplement till
berdkningen. Ti-83 ratt anvand betyder att dess teknik effektivt integrerats med andra
arbetsformer (Dahland 1998, s.24). Tva av eleverna gjorde ratt medan den tredje eleven
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gjorde ett tydligt slarvfel i huvudrékningen i pg-formelns p-varde och fick darmed ett negativt
tal under rottecknet som inte Ti-83 kunde l6sa och eleven svarade da ”ingen 16sning” pa
uppgiften. Sma fel sa som teckenfel far stora konsekvenser for resultatet (Persson 2005,
s.67f). Den eleven kunde ocksa kritiskt ha granskat sitt svar och kontrollerat sina berakningar
da det inte ar vanligt att en uppgift saknar losning, eller ha anvént Ti-83, studerat grafen och
insett att tva I6sningar ar ett maste da grafen tydligt skar x-axeln.

Varfor de fyra sista eleverna inte anvande sig av samma framgangsrika metod som de gjorde
pa forsta uppgiften framgick inte men det kan ha berott pa att lararen alltid velat fa eleverna
att jobba med papper och penna sa langt som mojligt for att bibehalla forstaelsen om vad de
egentligen raknar pa istallet for att direkt anvanda Ti-83 for att fa ut ett svar.

6.4.5 Tredje uppgiften

Tre elever anvénde sig av den “enkla metoden™ de fatt lara sig for att 16sa en sadan uppgift, de
forenklade ekvationen med x® —termen p& ena sidan likhetstecknet och tog sedan kvadratroten
ur andra sidan for att fa fram bada losningarna. Tva elever lyckas medan den tredje eleven tog
kvadratroten ur och glémde den negativa losningen till uppgiften. Den eleven har fatt lara sig
att kvadratroten pa ett sadant satt alltid ska ge bade en positiv och en negativ l6sning och
alltid nar en ekvation har ett g-varde. Eleven kunde ha insett att det ska vara tva lésningar
redan efter forenklingen nar x*—termen stod sjalv pa en sida eftersom det 4r s de en gang lart
sig om andragradsekvationer, att det finns tva kvadratlésningar till varje tal.

En elev forsokte l6sta uppgiften med pg-formeln da den eleven i intervjun sager att denne
bara brukar anvanda sig av den metoden men borde ha kunnat 16sa uppgiften med den
enklare metoden”. Eleven glomde dock den negativa losningen vilket séger emot att eleven
specialiserat sig pa att bara anvanda pg-formeln, da ska eleven veta att pg-formeln alltid ska
ge bade ett x;- och ett x,-varde som svar om en eller tva losningar existerar.

Den femte eleven anvande sig av en felaktig metod for att 16sa uppgiften. Eleven forsokte
faktorisera uppgiften som inte ar en mojlig metod att 16sa en sadan uppgift. Grunden for
sadana svarigheter med algebraiska l6sningar av ekvationer &r ofta att metoderna har larts in
helt mekaniskt och att elever ofta blandar ihop vilken metod som ska anvandas till vad
(Persson 2005, s. 22ff).

6.4.6 Tredje uppgiften med hjalp av Ti-83

Tva elever hoppade 6ver uppgiften pa grund av tidsbrist, vi tyckte det var viktigare att
eleverna loste sista uppgifterna istallet da uppgift tre liknar uppgift ett och tva. Vi ansag att
ovriga uppgifter skulle vara mer viktiga och relevanta for resultatet.

Den elev som gjorde misstaget med att forsoka hitta en skarningspunkt med hjalp av Ti-83
gjorde samma fel igen och fick alltsa bara fram en av I6sningarna, eleven kunde éven har
kritiskt ha granskat sitt svar. De svarigheter som uppkommer av att l6sa algebra med digitala
hjalpmedel har oftast att gora med att eleven har en begransad algebraisk insikt fran borjan.
(Drijvers & Gravemeijer 2004, s. 191f). Skulle eleven kommit ihag att algebran séager att det
kan finnas noll, en eller tva l6sningar sa skulle eleven kunnat ha gjort ett forsok att fa fram
den andra sokta l6sningen.
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De tva 6vriga eleverna anvander inte alls Ti-83 for att 16sa uppgiften utan forsokte med penna
och papper istallet. En av dem forsokte aterigen felaktigt faktorisera for att l6sa uppgiften.
Den andra eleven anvande den “enkla metoden” men gav felaktigt dubbelrot som svar efter att
ha réknat ut kvadratroten. Skulle eleven granskat sitt svar eller kontrollerat grafen med Ti-83
sa skulle eleven ha vetat att dubbelrot inte var ett godkant svar. Det ar fortfarande oklart
varfor alla tre elever inte loste uppgiften med Ti-83 pa samma satt de gjorde pa uppgift ett,
eller varfor de inte anvénde Ti-83 till att kontrollera om deras svar kunde vara korrekt.
Eleverna har brister i fas C, reflekterande kunskap (Unenge, Sandahl & Wyndhamn 1994, s.
88), da eleverna inte kontrollerar rimligheten i sina svar.

6.4.7 Fjarde uppgiften

En svar uppgift som bara en elev var nara att klara av. Eleven anvande en bra metod genom
att anvanda sig av pg-formeln och eleven hade den kunskap om det som kréavs for att fa fram
en dubbelrot, att allt under rottecknet maste bli noll eller att allt till hoger om + ska bli det.
Det eleven gjorde felaktigt var att sétta q-vérdet, konstanten, utanfor rottecknet och fick
darmed ett felaktigt varde i svaret men i 6vrigt visade eleven pa en bra forstaelse hur
konstanten skulle anpassas for att 16sa uppgiften. Det kan ses som ett slarvfel da eleven gjort
ratt med pg-formeln tidigare.

De tva elever som inte visste vad begreppet dubbelrot betydde, visste att de hade hort
begreppet forut men de kunde inte komma ihdg till vad och hur det skulle kunna anvandas.
Har forklarade vi for dem vad dubbelrot betyder, att ekvationen bara har en l6sning och alltsa
skar x-axeln precis. Men dven efter forklaringen sa kunde de eleverna tillsammans med de
sista tva eleverna inte komma langre med uppgiften da de inte visste hur de skulle hantera pg-
formeln nar en obestamd konstant fanns med i ekvationen och alla gav upp. Svarigheten har
ar samma som i Drijvers och Gravemeijers studie dar en elev inte kunde se en generell
l6sning pa ett problem med ytterligare obekanta konstanter i ekvationen, eleven visste inte
vilken variabel eleven skulle forhalla sig till (Drijvers & Gravemeijer 2004, s. 171ff).
Bergsten har visat att manga elever har svart att forsta sig pa bokstavssymboler, de kan se en
bokstav som allt ifran helt meningsl6s till ndgot som kan bytas ut genom att testa sig fram
med flera olika numeriska tal innan de forstar att bokstaven kan sta for nagot generellt
(Bergsten m.fl. 1997, s. 19). Persson menar att det beror pa brister i de aritmetiska
fardigheterna. Elever utvecklar férvanansvart ofta felaktiga betydelser och regler for
algebraisk rakning och elevernas resonemang baseras ofta pa hopblandade begrepp (Persson
2005, s. 24).

6.4.8 Fjarde uppgiften med hjalp av Ti-83

Tva av eleverna hittade pa ett varde pa a och skrev in ekvationen i Ti-83 och testade sig fram
genom att byta varde pa a for att fa grafen att precis skéra x-axeln i en skarningspunkt. En
elev klarade av det genom att andra vardet pa konstanten och pa fonsterinstallningarna i Ti-83
sa att grafen hela tiden narmade sig x-axeln respektive att grafen hela tiden visualiserades.
Den andra eleven hade problem med fonsterinstallningarna och sag aldrig grafen oavsett vilka
varden pa konstanten eleven valde och saknade alltsa kunskap om att kunna anpassa
instéllningar i Ti-83 till de rimliga intervall som ekvationen kravde och gav upp. Eleven
saknade nddvandig instrumentering och skulle antagligen ha kunnat 16sa uppgiften om Ti-83
automatiskt hade dndrat axlarna och fonsterinstallningarna efter ekvationen sa som en dator
kan gora for att pa mest relevant satt visualisera grafen. Eleven maste veta hur verktyget
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anvands for att inte vara meningsldst och da kravs det forst att eleven ska ha en
grundlaggande forstaelse for vad som ska studeras i grafen och med den kunskapen kunna
anvanda Ti-83 menyer réatt, veta inneborden i alla de installningar som maste stallas in och pa
vilket satt instalIningarna ska skrivas in (Drijvers & Trouche 2008, s. 6ff).

De 6vriga tre eleverna kunde fortfarande inte forhalla sig till den obekanta konstanten i
ekvationen och kunde darmed inte fa nagon hjalp av Ti-83. Ti-83 skulle egentligen ha kunnat
hjalpa eleverna om eleverna bara forstatt hur tva obekanta variabler skrivs in i Ti-83 och hur
Ti-83 hanterar och presenterar en sadan operation (Drijvers & Gravemeijer 2004, s. 171ff).

6.4.9 Femte uppgiften

Uppgiften var inte latt for eleverna att 16sa utan hjalpmedel. Den kraver en hel del forstaelse
for vilka tal som kan vara rimliga for att ens borja forsoka l6sa uppgiften och antagligen redan
dar sa vart det for krangligt for eleverna. En elev forsokte att gissa sig fram med olika storre
men orimliga tal och kom darmed inte fram till nagon l6sning. En elev stallde upp en bra
andragradsekvation for att l6sa uppgiften men insag att det blir ett for svart tal under
kvadratrottecknet for att fortsatta utan hjalpmedel. Att stalla upp en sadan visade pa en bra
problemlésningsmetod som skulle ha fungerat om Ti-83 fatt hjalpa till i berdkningen.

De dvriga tre eleverna har stéllt upp x - y = 306 och sedan inte kommit langre. Alla elever
skulle nog ha kunnat l6sa en sadan uppgift om de bara gjort ett rimligt antagande inom vilket
intervall talen skulle kunna ligga. Matematiken bygger hela tiden vidare pa fundamentala
kunskaper som innebar att om en elev fastnar pa en niva sa kommer eleven &ven att fastna pa
nasta niva (Haggstrom, 2004). Skulle eleverna ha fatt studera hur en larare skulle ha gjort en
liknande uppgift och om lararen visat hur ett intervall bast kan bestammas sa skulle eleverna
antagligen ha kommit forbi den niva de fastnade pa. Eleverna skulle ha hittat ett intervall och
insett att det bara skulle behovas ett fatal forsok med att stalla upp multiplikationer eller
divisioner for att 16sa uppgiften.

6.4.10 Femte uppgiften med hjélp av Ti-83

Med hjalp av Ti-83 loser alla fem elever uppgiften. En elev anvande det smidigaste sattet som
ar att berakna kvadratroten ur 306 som da hamnar mellan de tva tal som maste vara
I6sningarna. Denna metod visade pa bést forstaelse da inga intervall eller testande behovdes
for att 16sa uppgiften. Ovriga elever testar sig fram med gissningsmetoder som borde vara
bland de snabbare metoderna for att 6sa uppgiften med Ti-83 sa lange det finns nagon
rimlighet i gissningarna. Vissa elever forstar matematiken battre nar de far anvanda en
raknare pa grund av att raknaren ar sa flexibel (Persson 2005, s. 55). Ingen elev namner dock
nagot om att de testar sig fram inom nagot intervall men observationen av eleverna visade att
aven om elevernas forsta gissning var dalig sa hamnade eleverna snabbt i ratt intervall anda.
Ingen av eleverna anvande dock den problemldsningsmetod, sa som att stélla upp en
andragradsekvation for att 16sa uppgiften, som en av eleverna gjorde forsokte utan Ti-83 och
fastnade pa. Det kan vara en onddigt komplicerad metod men den skulle ha visat pa bra
probleml&sningsformaga.
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6.4.11 Sjatte uppgiften

En problemldsningsuppgift som inte heller var latt da den kravde en forstaelse dar eleven
maste kunna hitta pa en egen l6sningsmetod. Ingen elev stallde upp nagon korrekt metod for
att 16sa problemet. Tre elever hade pa nagot satt gissat sig fram till rétt svar utan att redovisa
sina tankegangar. Det verkade som att ingen elev visste hur de skulle kunna l6sa en sadan
uppgift exakt utan att de mest gick pa gamla erfarenheter och testade sig fram. Ett par av
eleverna namnde att de kladdat ner alla sina gissningar och bara redovisat svaret pa denna
uppgift vilket inte var menat for resultatets skull da vi ville se allt. En elev hade forsokt att
stalla upp en egen ekvation for att l6sa uppgiften men ekvationen hade bara tva variabler som
inte relaterade till varandra pa nagot satt men med hjélp av gissningar sa svarade eleven anda
ratt till slut. Nar det handlar om en textuppgift sa maste en elev kunna 6versatta fran spraklig
form till ett matematiskt symbolsprak i form av ett algebraiskt uttryck eller en ekvation.
Eleven maste vara flexibel i att valja mellan olika uttrycksformer for att kunna forsta och l6sa
svarare sammansatta matematiska problem (Bergsten m.fl. 1997). Den femte eleven kom
ingenstans med uppgiften.

6.4.12 Sjatte uppgiften med hjéalp av Ti-83

Da alla elever saknade problemldsningsmetod och inte kunde stélla upp nagon formel for att
l6sa uppgiften sa var inte Ti-83 till nagon direkt hjélp utan eleverna gjorde ungefar pa samma
satt som utan Ti-83 och bara testade fler olika vérden for att kontrollera om det svar de fick
stamde med Ti-83. Persson menar att det inte spelar nagon roll om elever tar hjalp av Ti-83
till en problemldsningsuppgift om eleverna inte har en grundlaggande forstaelse att stalla upp
en problemldsningsmetod. Ti-83 Klarar inte av att Oversatta ett problem till ett algebraiskt
uttryck at eleverna (Persson 2005, s. 65). Fyra av eleverna saknade ratt problemlésningsmetod
for att 16sa uppgiften men lyckades dnda fa fram ratt svar, men de kunde inte visa hur de kom
fram till den rétta I6sningen. Att elever inte kan visa hur de I6ser en uppgift eller visa vilken
kunskap de egentligen besitter ar en svarighet for lararen. Elevens kunskap kan bara utldsas
beroende pa hur vél eleven muntligt eller skriftligt kan visa hur verktyget har anvénts och inte
bara redovisa dess svar (Drijvers & Trouche 2008, s. 11). Den femte eleven kom ingenstans
med uppgiften.
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7. Diskussion och Slutsats

7.1 Diskussion

Var diskussion bygger pa vad vi har kommit fram till i var undersokning av elevernas resultat
och efter vara diskussioner i intervjun med lararen.

7.1.1 Utan digitalt hjalpmedel

De flesta elever visar att de kan l6sa andragradsekvationer for hand med papper och penna pa
nagot satt. De flesta elever kan lésa andragradsekvationer med hjalp av pg-formeln. Eleverna
kunde stélla upp pg-formeln och visste hur losningarna skulle tas fram. Det nagra elever hade
svarighet med var att de inte kunde berékna kvadratroten ur i huvudet pa grund av att de
saknade en god uppfattning om grundldggande raknesatt. Eleverna kunde inte rakna med
brakrakning eller hade brister i huvudrakningen. Sadana brister beror ofta pa att elever anvant
miniraknare for tidigt i sin skolgang och att brakrakning och huvudrakning &r metoder som
eleverna prioriterat mindre (jfr LOwing & Kilborn 2003, s. 11). Det ar viktiga metoder som
elever redan fran borjan i sin skolgang borde se till att lara sig, utan att ta hjélp av ett digitalt
hjalpmedel. Eleverna behdver kunna sin brakrakning och huvudrakning for att kunna uppna
en grundlaggande talforstaelse.

Ytterligare en svarighet vi sag med pg-formeln var att en elev gjorde ett teckenfel men det
bedémde vi som ett slarvfel da eleven gjort ratt annars med pg-formeln. Eleven kom fram till
svaret “ingen 16sning” och det svaret borde ha fatt eleven att tinka till och kontrollerat sina
berékningar da ett sadant svar inte ar vanligt och speciellt nar eleven strax innan hade gjort
uppgiften och fatt fram ett annat svar. Eleven har antagligen litat mer pa Ti-83 som gav svaret
“ingen 16sning” dn sin egen tidigare 16sning med papper och penna, som var korrekt, dar
eleven inte fick ett negativt tal under kvadratrottecknet. Det ar farligt att lita for mycket pa ett
digitalt hjalpmedel och elever borde alltid kontrollera sina svar med ursprungsekvationen,
speciellt om de inte ar rimliga. Nar Ti-83 far anvandas underlattas kontroll av svaret &nnu
mer, eleverna kan bade ersatta x-véardena i ekvationen med I6sningarna och berakna den,
kontrollera i graf eller i tabell och jamfora med det svar de fatt for hand.

Eleverna hade storre svarigheter med de andra metoderna som brukar anvandas for att 16sa
enklare andragradsekvationer sa som till exempel faktorisering och den “enkla metoden” (dér
p = 0). Flera elever ville helst 16sa &ven de enklare andragradsekvationerna med pg-formeln,
den kan anvandas men ar en onddigt komplicerad metod. De eleverna kande sig trygga i att
anvanda pg-formeln och erkénde att de glomt bort de andra metoderna (jfr Persson 2005, s.
22ff). Lararen ville att eleverna bara skulle anvanda sig av pg-formeln nar den maste
anvandas, men nar eleverna val fatt lara sig pg-formeln blir det for mycket nytt att elevernas
kreativitet begransas. Eleverna vet att pg-formeln alltid fungerar och anvander da inte sin
kreativitet for att inse att de smidigare metoderna finns.

Ndgra av de elever som anviinde faktorisering och den “enkla metoden” i ndgon av
uppgifterna klarade av att fa ut lésningarna medan nagra andra elever misslyckades pa olika
satt med de metoderna. Med faktoreringsmetoden gjorde eleverna fel pa tre olika sétt. Forsta
sattet da ett x-varde forkortades bort helt och darmed férsvann en l6sning, andra da
faktoriseringen misslyckades helt eller att metoden anvéndes i en uppgift som inte skulle
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faktoriseras. Med den “enkla metoden” var det en elev som misslyckades da eleven bara tog
fram en av losningarna. Eleverna har fatt lara sig att det alltid ska vara tva losningar i sadana
andragradsuppgifter. Det ar dock inte lika tydligt att det ska bli tva I6sningar nar de tva
metoderna anvands som det ar nar pg-formeln anvénds som tydligt visar att den vill ha ett x;-
och ett xp-varde, men det &r en kunskap som ska finnas med i elevernas grundldggande
forstaelse. Vi anser att det ar viktigt att elever inte glommer bort eller begransar sig till en av
de flera metoder som finns for att 16sa andragradsekvationer och att de bor lara sig att
anvanda dem alla i lampliga situationer.

| de tre Gvriga uppgifterna har néstan ingen elev en bra problemldsningsmetod. Eleverna vet
inte hur de ska Oversatta uppgifterna till ett matematiskt symbolsprak som de &r vana vid att
I6sa (jfr Bergsten m.fl. 1997, s. 19). De ar vana med den formella och akademiska
matematiken dar nagonting bara ska raknas ut men borde dven fa trana mer pa den sa kallade
vardagsmatematiken som egentligen &r mer relevant att kunna. Ett problem i vardagen ska
kunna Gversattas och beskrivas till ett matematiskt sprak for att sedan l6sas. Vi tror att
anledningen till elevernas brister i att kunna formulera om problem beror mycket pa att
sadana textuppgifter i boken ofta tillhér de “svarare” uppgifterna som bara riknas av de elever
som hinner med. Ovriga uppgifter handlar alldeles for mycket om den formella akademiska
matematiken som leder till att elever lar sig for lite om problemldsning (jfr Unenge, Sandahl
& Wyndhamn 1994, s. 78ff). ProblemlGsningsuppgifter kan ocksa vara positiva for att de kan
anpassas till eleverna och uppgifterna kan géras mer relevanta och attraktiva och darmed
paverka elevernas intresse for matematiken som helhet pa ett positivt satt. Att de flesta
eleverna anda lyckades att I6sa uppgiften trots att eleverna inte kunde stalla upp en
problemlésningsmetod ar intressant. Det maste bero pa att eleverna kunde koppla problemet
till nagot verkligt eller till tidigare erfarenheter inom vardagsmatematiken och darmed med
bra rimliga gissningar tog sig fram till ratt 16sning.

7.1.2 Med digitalt hjalpmedel

De flesta elever hade inte anvant Ti-83 eller motsvarande innan sin gymnasietid utan fick
forst i borjan av forsta gymnasieterminen den grundldggande kunskapen om Ti-83 av lararen.
Efter hand som eleverna kom langre i sin matematikutbildning utbildade lararen dem vidare
pa Ti-83 dar lararen pa storbildsskarm gick igenom och visade de viktigaste funktionerna och
anvandningsomradena. Eleverna hade alltsa ingen lang vana i att anvanda Ti-83 men de har
fatt tillracklig utbildning for att klara av grunderna i hur Ti-83 anvands i sin
matematikutbildning. Ti-83 ar ett valdigt bra hjalpmedel for eleverna speciellt nér det galler
grafer och till viss del inom ekvationsldsning och att Ti-83 smidigt underlattar alla
berékningar da eleverna kan ga fram och tillbaks for att redigera i dem. Digitala hjalpmedel &r
flexibla verktyg for eleverna (jfr Persson 2005, s. 55).

Eleverna visade att de kunde Iésa ut en andragradsekvation med hjéalp av Ti-83 med olika
metoder, det ar viktigt att kunna anvanda olika metoder for att anpassa Ti-83 till att 16sa olika
uppgifter (jfr Drijvers & Trouche 2008, s. 11). Eleverna kunde ocksa anvéanda Ti-83 som ett
komplement till sina berdkningar de gjorde for hand och for att testa sig fram till ratt
I6sningar. Om eleverna inte fick anvanda Ti-83 som hjalpmedel till att 16sa sina uppgifter kan
vissa kdnna sig otrygga. Vissa eleverna har fatt in en vana i att anvanda Ti-83 och har vaggats
in i en falsk sékerhet som kan paverka elevernas sjalvfortroende till sin huvudrékning pa ett
negativt satt (jfr intervju Larare). Eleverna maste anda kunna utfora berakningar utan Ti-83
for att Ti-83 inte alltid kan hjélpa eleverna da det ska svaras exakt eller nér eleverna ska utféra
det nationella provets minirdknarfria del (jfr intervju Larare).
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De svarigheter elever motte nar de anvande Ti-83 berodde framst pa att nar de val fick
anvanda hjalpmedlet sa anvande eleverna inte Ti-83s fulla potential. Alla elever visade pa
uppgift ett att de kunde I6sa en andragradsekvation med endast Ti-83 till hjalp. Till uppgift
tva och tre anvande anda inte alla elever de metoderna och Ti-83 for att l6sa uppgifterna.
Nagra elever loste istéallet ekvationerna fér hand och anvande bara raknaren som ett
komplement till att utfora berakningar, till exempel i att gora om braktal till decimaltal for att
eleverna tyckte det blev lattare (jfr Léwing & Kilborn 2003). Det kan bero pa att eleverna inte
visste hur ekvationer, som &r uttryckta pa ett annorlunda sétt an ekvationen i forsta uppgiften,
kunde skrivas in pa Ti-83. Alla elever hade redan visat att de kunde l6sa en
andragradsekvation med Ti-83 da de visat det i forsta uppgiften och darmed kunnat I6sa
évriga berakningsuppgifter pa samma satt men anda inte gjorde det ar oklart. Eleverna kanske
inte visste att alla ekvationer i de tre uppgifterna kunde skrivas in pa samma satt i Ti-83 for att
I6sa dem. Eleverna kanske anvénde papper och penna istéllet for Ti-83 for att 16sa uppgifterna
pa grund av att lararen ville att eleverna skulle fa en battre forstaelse i grundlaggande
matematik och darmed instruerat eleverna att inte anvanda Ti-83 for tidigt eller i onddan utan
bara till komplicerade berakningar, stora tal, stora potenser och sadant som ar svart att rakna i
huvudet (jfr intervju Lérare).

En elev anvande en annan funktion i Ti-83 &n den som eleven redan visat sig att kunna. Den
andra funktionen beharskade eleven inte till fullo och klarade bara av att fa ut en av
l6sningarna. Det berodde antagligen pa att det var lange sedan eleven anvénde just den
funktionen till att hitta nollstallen och darmed glomt bort hur funktionen fungerar eller hur Ti-
83 presenterar svaret (jfr Unenge, Sandahl & Wyndhamn 1994, s. 65).

| problemlésningsuppgifterna hanterades Ti-83 pa olika satt. Eftersom de flesta elever
saknade en problemldsningsmetod sa anvande de bara Ti-83 som ett verktyg for att testa sig
fram till ratt 16sningar. Det eleverna anvéande Ti-83 till kunde inte ses som att det gav nagon
forstaelse om sjalva uppgiften utan bara som en testningsmetod for att slutligen komma fram
till ratt I6sning. Om Ti-83 anvands utan att eleven har en grundldggande
problemlésningsmetod eller en tanke bakom hur l6sningen ska ga till s hjalper Ti-83 inte till
i att utveckla elevens forstaelse for problemet (jfr Persson 2005, s. 65). Endast ett par av
eleverna anvénde sig av en bakomliggande tanke nér de forsokte 16sa uppgifterna och bara de
eleverna visade pa en storre forstaelse i hur uppgifterna kunde l6sas. Helt enkelt sa ar det
viktigare att ha en forstaelse for vad som ska goras an att ta hjélp av Ti-83 (jfr Drijvers &
Gravemeijer 2004, s. 191f). Lararen sammanfattar anvandningen av ett digitalt hjalpmedel pa
ett, vad vi ocksa anser, bra satt. Att det digitala hjalpmedlet ska vara ett verktyg for att
underlatta for den som kan, inte vara ett stod for den som inte kan.

Vi som blivande larare tycker att om eleverna har en god grundldggande forstaelse om
matematiken sa kommer alla digitala hjalpmedel vara verktyg som underlattar en fortsatt
inlarning. Fler och fler digitala verktyg kommer att anvéndas i undervisningen och finnas
tillgangliga for eleverna. Eleverna kommer att fa lara sig hur de digitala hjalpmedlen fungerar
och far sjdlva ta ansvar for att veta vad verktyget kan anvandas till och hur verktyget kan
hjélpa just dem. De digitala verktygen kommer att underlatta alla former av berékningar och
eleverna kan istéllet fokusera pa att lara sig mer grundlaggande matematik och olika
problemldsningsmetoder. Kan eleverna detta och hur det digitala hjdlpmedlet kan vara en
tillgang sa kommer elevens studier underlattas och elevernas férstaelse i matematiken
forbéttras.
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7.1.3 Forbéttringar

Var metod med de uppgifter eleverna fick utfora ar bra for att visa att det finns svarigheter
med att l16sa andragradsekvationer. Metoden kan &ven delvis beskriva vilken sorts svarigheter
eleverna moter. For att gora metoden battre sa behovs det fler valgenomtéankta
undersokningsfragor som kan hitta fler svarigheter och mer specifikt kan visa vilka
svarigheter eleverna har. De fragor vi utformade kan ses som en pilotstudie som kan anvandas
till att formulera béttre och fler fragor till en mer utférlig undersokning.

Var intervju med eleverna skulle &ven den kunna forbattras genom att utféra den individuellt
istallet for med hela gruppen. Med gruppintervjun kunde vi fa fram vilka svarigheter eleverna
mott pa men med en intervju med varje enskild elev skulle dven gett oss en battre beskrivning
av de svarigheterna, vilket kunde ha varit anvandbart i analysdelen. Vi skulle aven ha kunnat
anvéanda oss av en storre urvalsgrupp. Fler elever med olika bakgrund, till exempel elever fran
olika gymnasium, skulle aven det kunna visa pa fler typer av svarigheter som hade kunnat
vara relevanta att undersoka.

26



7.2. Slutsats

Eleverna kunde I6sa uppgifter om andragradsekvationer bade med och utan hjalpmedel och
aven som komplement till varandra. Eleverna begransade sig dock ofta till att bara anvénda en
metod istallet for att utnyttja att de har lart sig flera. Om de inte klarade av att 16sa uppgiften
med den metoden gav de hellre upp an att forsoka med nagon annan metod. Eleverna maste
bli mer flexibla och kunna anvénda sin kreativitet for att 16sa olika typer av uppgifter.

Att matematiken bygger pa fundamental kunskap dar elever bor ha lart sig allt pa en
svarighetsniva for att ga vidare till nasta ar det som gor matematiken sa svar. Det gar att
arbeta vidare pa en hogre niva aven om forgaende niva inte helt beharskas men da kommer en
full forstaelse inte att uppnas och darmed kommer svarigheter att métas. Till exempel sa
syntes en sadan svarighet tydligt nar flera elever fastnade pa en grundlaggande brakrakning,
som ligger pa en lagre niva an uppgiften i helhet, och pa grund av det inte kunde ga vidare.
Eleverna har ndgon gang lart sig det raknesattet men har i stallet skapat ett behov att alltid ha
tillgang till ett digitalt hjalpmedel som komplement for att utféra en sddan berdkning. Aven
dar stanger eleverna in sig och kan inte utnyttja sin flexibilitet. Eleverna behdver hjalp med att
inte fastna pa nagon svarighetsniva eller att inte fastna i gamla monster sa att de kan bygga
upp en komplett talforstaelse.

Ett digitalt hjalpmedel kan hjélpa en elev att utfora berdkningar men inte med att I9sa ett
problem da den inte kan Gversatta problemet till ett matematiskt uttryck sjalv utan det maste
eleven kunna gora. Eleven maste alltsa sjalv sta for den bakomliggande forstaelsen for att
kunna stélla upp en problemldsningsmetod. Den grundlaggande aritmetiken ar givetvis det all
matematik bygger pa och forstaelsen for den ar det viktigaste for att kunna stalla upp och lésa
olika problem méter inom matematiken.

De implikationer vi kommer fram till med vart resultat &r att det till en borjan ar viktigt att
den undervisande lararen vet vilken kunskapsniva eleverna ligger pa for att kunna motverka
de svarigheter elever kan mota pa redan innan de ska borja I6sa andragradsekvationer.
Lararen bor helst se till att eleverna har en grundlaggande forstaelse inom de tidigare
kunskapsnivaerna och i aritmetiken for att inte eleverna ska maéta allt for stora svarigheter nar
de ska l6sa andragradsekvationer. Nar undervisningen av andragradsekvationer val
introduceras kommer forhoppningsvis farre svarigheter att uppsta och istallet kan lararen
koncentrera sig pa att lara eleverna att bli mer flexibla och kreativa som ar de viktigaste
delarna for att kunna bli bra pa problemldsning. Det ar problemlésning som &r det vikigaste
att kunna, for det &r problemldsning som kan anpassas till verkliga situationer och som
eleverna kan ha nytta av i framtiden. Né&r det galler digitala hjalpmedel bor l&raren fortsatta
utbilda elever i vilka fall hjalpmedlet kan bista och hur eleverna kan anvanda hjalpmedlet for
att komplettera sina matematiska berakningar.
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Bilagor

Bilaga 1

Elevuppgifter

1. 2xX*-8x=0

2. 5X°-15x+10=0

3. 3%-12=0

4. For vilket varde pd a har ekvationen x* - 20x + a = 0 en dubbelrot?
5. Produkten av tva pa varandra foljande heltal ar 306, vilka ar talen?

6. En hastagare ska bygga en rektangelformad hage for sina hastar. Den ena langsidan av
hagen kommer att besta av en stenmur sa dar behovs inget stangsel. Hur ska hastagaren
bygga sin hage sa att den far maximal area om han har 300 meter stangsel att anvanda?
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Bilaga 2

Elevintervjun

Nér réknade ni med andragradsekvationer senast?

Derivata gor vi hela tiden men menar du att 16sa andragradsekvationer, s maste det varit i
varas kanske? Det maste det varit? Eller gjorde vi det inte i borjan av denna kursen som en
repetitionsgrej? Nej det var inte andragradare tror (de 6vriga). Var inte det i mitten av matte 2
kursen, den stora delen. Jo det var det.

Vad &r det ni egentligen l6ser ut nér ni l16ser en andragradsekvation? Nollpunkterna dary =0,
nej forlat! Dar x = 0 oops.

Om ni tittar pa det grafiskt sett da?

Dér grafen korsar x-axeln.

Och vilken metod anvénder ni for att 16sa en andragradsekvation for hand?

Pg-formeln (alla forst) eller nollproduktmetoden, det beror pa hur manga konstanter som &r
med i ekvationen. (En elev, jag kor alltid pg-formeln, jag har inte fatt grepp om
nollproduktmetoden) Alltid, seriost? Da kan du alltid dividera med x dar och sa.

Kvadratkomplettering da, har ni anvant det ndgonting?

Ja det har vi. Sublimeringsmetoden, kommer inte ihag riktigt? Det kommer vi val ihag? Det
har vi vl gjort? Vi har val gjort, kanner igen det men kommer inte ihag. Sen haller man ju pa
med mycket svarare saker och borjar med nya sa glommer man det gamla.

Hur léser ni en andragradsekvation om ni anvander en grafritande réaknare da?

Nollpunkt. (ndgon: oftast). Bara skriva in ekvationen i grafraknaren och kolla vart den korsar.
Kollar ni pa grafen eller i tabellen?

Tabellen, oftast. Jag kollar grafen. (halften halften).

Ni anvander inte nagon av de funktioner som finns pa raknaren for att hitta nollpunkterna?
Jag kommer inte ihdg hur man klickar for att komma fram till det. Det beror pa hur stora de
ar. Kommer inte ihag hur man kollar det eller vilken knapp det &r.

Om ni ska rita en andragradsekvation for hand, hur gor ni da?

Baorjar med koordinatsystem och sen far vi kolla och mala upp axlarna for att kolla vilken
gradering, hur manga steg man vill ha emellan pa varje ruta. Sen kollar jag g-vardet blir det
val, koefficienten som inte har natt x i sig. Dar korsar den. O sen bara, jag vet inte, forsoker fa
sa att x passar hyffsat bra ihop i x-konstanten, sa att kolla att det ar positivt eller negativt och
forsoka fa ihop det. Det &r jattesvart att mala andragrad for hand tycker jag.

Hur bestammer man den har negativa eller positiva? Ar den negativ s& har den ett maxvarde,
positivt ett minvérde sa da far man mala sa eller sa har (visar) glad mun eller ledsen mun.

Tar ni reda pa nollstallen nar ni ska rita en andragradsekvation?
Ja nollstéllen och vertex ar ju ganska bra att veta.

Om en andragradsekvation saknar 16sning, hur kan den se ut da?
Hur ser grafen ut? Att den korsar inte x-axeln™.

Hur ser det ut om en andragradsekvation bara har en 16sning?
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Den tangerar precis vid x-axeln, vander dar. (Den som kallas dubbelrot, var ni med pa det?)
Nej jag kommer inte ihag vad dubbelrot var for nagot.

Hur visar ni vart en andragradsekvation skar y-axeln da?
Det ar vél konstanten som inte har ett x i sig? (visar)

Vi har nu gatt igenom nagra begrepp har, symmetrilinje, har ni anvant det nagonting?
Ja, vérdet mellan nollstéllena, mitten av allt vad man ska sdga, mitten av vertex.

Vad innebér det att det finns en symmetrilinje?

Det innebar att grafen dr symetrisk pa bada sidorna.

Konjugatregeln, har ni koll pa den?
Konjugat och kvadreringsreglerna, (valdigt oklart vad de sa hér)

Begreppet funktion da? Vad ar en funktion?
X och y o sa. Sa fort man sager funktion sa tanker jag f(x) f av x, vet inte varfor eller hur jag
ska utveckla mig med det.

Parabel da?

Det har ja ett minne av men har inte en aning om vad innebar! Kommer inte heller ihag.
Léararen sa att vi skulle tanka parabol hela tiden. Ja just det sa hon nanting om, kommer inte
ihdg vad det var. Var det inte nanting med en halva. Cirkulation av nanting? Kommer inte
ihag.
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Bilaga 3

Lararintervju

Vad undervisar du i?
Matematik och fysik & mina examensdmnen sa att sdga men sen har jag d&ven programmering.

Hur lange har du arbetat som larare?
13 ar tror jag det ar nu.

Hur anvander du minirdknaren i din undervisning?

Ja den anvénds hela tiden, i naturvetenskapliga programmet, naturligtvis, men den r ett
valdigt bra hjalpmedel for dem. Bade med grafer och viss del av ekvationsldsning naturligtvis
och att man dven kan ga fram och tillbaka for att redigera vanliga enkla berakningar. Det &r en
valdigt avancerad funktionsraknare. Jag anvander den som ett verktyg véldigt ofta men det ar
inget nytt, det har sett likadant ut den senaste 10 aren om man séager sa. Sen har ju geogebra
kommit, de har ju datorer idag ocksa och det blir ju en helt annan sak. Aven Excel for
datainsamling i fysiken att rita kurvor dar osv. Men minirdknaren har sett ut som den alltid
har gjort. Men just det att man kan justera sina berédkningar och ha den till ekvationslésning,
grafritande och datainsamling.

Om vi tanker mer pa grafritande raknare da?

I s fall menar jag att jag anvande den mycket grarfritande raknare till gamla matte c-kursen
och matte d-kursen da just for kurvkonstruktioner och leta lokala mini- och maximipunkter
och korsningar med x-axlen och det &r klart den ar bra att ha dar den grafritande raknaren.

Hur far eleverna utbildning pa grafritande raknare?

Det far de bra av mig da, om jag gor reklam for mig sjalv. Jag tycker att det ar viktigt att de
kunna hantera den, det verktyget. Jag har ett special tillbehor till den Texas raknare som jag
har, som jag far upp pa projektorn eller en TV-skarm sa kan jag instruera och visa hur den
fungerar. Vi gar genom funktion for funktion, det ar viktigt.

Har de haft nagon utbildning pa raknaren innan de kommer till dig? Har de anvant en
grafritande réknare innan de borjade pa gymnasiet?

Nej, eleverna far den i forsta mattekursen pa gymnasiet sa de kan den inte innan. De har inte
en sa avancerad raknare pa hogstadiet, har de inte. Men eventuellt kan nagon foralder kopt
eller eventuellt nagot syskon har gett dem en sa nagra enstaka har men oftast ar det sa att hela
klassen far den och vi far ga igenom hur den fungerar. De far den i fosta mattekursen och det
grundléggande i hur de hanterar den och sen naturligtvis efterhand, nér de ska derivera
numerisk sa ar det klart att det kommer i tredje kursen eller om man ska integrera numeriskt
som kommer i tredje-fjarde kursen osv, klart att det &r sa. Men jag maste dnda ga igenom
miniraknaren och dess grundlaggande funktioner i forsta kursen, sa att de kanner sig sékra i
hanteringen.

Ser du att eleverna har nagra svarigheter med att anvanda miniraknaren?

Ja, bada ja och nej. Historiskt satt sa har det varit det med prioritering och sadant,
grundlaggande da. De samre raknarna som inte haft prioriteringsreglerna inbyggda sa att saga
har medfort att eleverna far fel pa det ocksa. Men mer avancerad raknare har ju ocksa det
egentligen, ndr man ska dividera med produkt t.ex., just de enkla raknesatten kan innebéra
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problem aven fér avancerade raknare. FOor och nackdelar, jag tycker att man ska ha uppnatt en
viss niva sa att saga nar det galler huvudrakning och forstaende av prioriteringsreglerna sa att
man far anvanda miniraknaren forst nar man har forstatt det hela. Annars anvander man
minirdknaren for tidigt och da kanske man missar en viss forstaelse i den grundlaggande
aritmetiken.

Vad anser du &r minirdknarens roll i matematikundervisningen, vart passar den in och vart
passar den inte in?

Alltsa ett verktyg, om man uppnatt en viss grundlaggande forstaelse sjalv sa man enligt mig
far anvanda den. Som t.ex. jag sjalv anvander den, det ar verktyg i matematiken for
komplicerade berékningar, naturligtvis stora tal, stora potenser och sadant man inte kan rakna
i huvudet naturligtvis. Sen ett verktyg i fysiken och i matematiken, att kunna integrera
numeriskt, att kunna derivera numeriskt, att kunna l&tt hantera kurvor, dven stora
datamangder i fysiken t.ex. att kunna approximera en kurva och punkter. Det &r ett kraftfullt
verktyg utan tvekan. Men mycket av det kan ju datorerna gora idag som de har fatt, om man
relaterar till fysiken da. Men framfor allt verktyg for att underlatta aven for den som kan sa att
saga, for mig ar det inte sa att miniraknaren ska vara stod for den som inte kan, ge dem en
minirédknare bara for att de ska kunna ta sina additioner och subtraktioner, det ar fér mig inget
alternativ, det tycker jag man ska kunna. Det &r nog for jag har naturvetenskapliga
programmet och det tekniska programmet och sa, manga av de andra programmen som har
det svarare ser det mer som ett maste med miniraknare for att de ska kunna klara sig. Det ar
inte min asikt riktigt.

Tycker du att eleverna lar sig pa ett annat sétt nar de anvander miniraknare? Pa vilket satt?
Det beror pa nar man infor den sa att sdga. Det beror sig pa hur det varit pa hogstadiet
naturligtvis om de fatt anvanda raknaren i ett tidigt skede. Och det & majligt att det for nagra
har inneburit att de inte lart sig grundlaggande allménna rakneséatten t.ex. brakrakning for att
minirdknaren har varit ett hinder. Visualiseringsformagan ar viktig i matematik, det &r anda
hér inne (huvudet) som matematiken sker och gar man in for tidigt (pa raknaren) sa ar det risk
for att man forsoker ga forbi det. Men det ska ske mycket tidigare an i ettan pa gymnasiet det
hér naturligtvis. Men sen om man inte far ha miniraknare alls pa naturvetenskapliga
programmet pa det som inte har med grundlaggande saker att gora ar det klart att nar det
galler kurvkonstruktioner och vissa typer av ekvationslosning &r det klart att de inte far se
sakerna pa samma satt, det ar svart att visualisera. Sag att du ska forsta en kurva som du inte
riktigt vet hur den ser ut, sa &r det klart att du behéver miniraknaren, men fragan &r just under
inldrningen sé vet det tusan om man..., det dr en svar fraga alltsa. Det gar hand i hand med
inlarningen och t.ex. nollstallen och fa se vart nollstallen ligger det kan vara bra att fa rita sina
kurvor och se hur, andra en konstant har och dar och se hur kurvan andrar sig och snabbt
kunna rita om en kurva da lar man sig ju snabbt. Men likval med datorn och geogebra t.ex,
under inlarning kan det vara valdigt bra att kunna gora vissa saker flera ganger, att kunna rita
om och rita om. Da okar inlarningen.

Tycker du att det ar lattare att anvénda geogebra istéllet for grafritande raknare?

Ja men egentligen inte, en grafritande funktionsraknare &r ju bra under inlarningen men dom
grundlaggande sakerna sa kanske, i hogstadiet eller i ettan pa gymnasiet med aritmetiken och
brakréakningen, da undrar ja om miniraknaren (ar bra), man maste ju anda ha en bild, tre plus
fem ar ju anda atta.

Pa vilket satt kan eleverna missbruka miniraknaren?

Ja, det &r svart att sdga. Pa prov sa finns det alltid en miniraknarfri del sa att det ar nog inga
problem men visst kan man missbruka den i att det blir en genvég till enkla berakningar. Det
ar sa onodigt och det gor att man inte forsoker och man kan tappa den har huvudrakningen om
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man alltid ska anvanda minirdaknaren. De kan sla fem ganger tio, det kan de sla bara for att de
ar sa vana i att anvanda miniraknaren. Det ar battre att forsoka sjalv da. Till och med det har
med andragradsekvationer som vi ska prata om &r att man, jag vill att man ska visualisera den
ocksa sa att saga, och det ar ett tydligt exempel pa att om man kan programmera eller att man
laddar ner ett program som loser andragradsekvationer dar man slar in p och g sa att saga. Det
ar ju en stor nackdel, en nackdel da man dveranvéander den sa att man sjalv slutar tanka.

Vilka metoder anvénder du for att visa hur andragradsekvationer I6ses utan och sedan med
minirédknare?

Utan miniraknare det &r det allra viktigaste och det har med att sa att sdga knyta den till
kurvan och nollstallen det gér man lite efterat tycker jag for att algebran kommer forst, men
det gar lite hand i hand beror pa vilken elev. For en del kanske det inte I6ser sig sa bra nar
man haller pa algebran och de kanske forstar den forst nar andragradskurvan kommer in.
(forutséttningar) Det ar svart att siga men jag borjar med algebran och sedan grafen grovt,
oavsett bocker sa att saga. Jag introducerar det enkla kvadraten, x kvadraten ar 25 och man
pratar da om att det finns tva losningar, och det ar det forsta man maste tanka pa, forsta ahha-
upplevelsen for dem som inte har tankt pa tidigare da att bade -5 och 5 i kvadrat faktiskt ar 25
= ahha tva losningar och da har det ingenting med grafen att géra 6verhuvudtaget. Det kan
handa att de inte hangt med pa réta linjen i gamla b-kursen sa det har med grafer det sitter inte
men algebran kan sitta da. x*x ar 25, det finns tva losningar och sedan forsdker man ga vidare
med den di. Om man algebraiskt lagger till ett x dé eller en konstant allts&. x* + 5x t.ex. s&
man kan bryta ut for det har man ju hallit pa med, bryter ut och sadana har saker. Men da ska
det helst vara lika med noll da, sa att man kan forsta att nagon av de dér ska vara noll osv.
Man har ju alltid enkla exempel, men da hittar man ju l6sningar ocksa lite enklare. Och sedan
kommer den sista konstanten nar man inte kommer forbi en formel pa nagot satt och nar den
hér fullstandiga andragradsekvationen uppkommer sa far man ju hérleda formeln naturligtvis
ocksa och bérja anvanda den men oftast sa kommer grafen samtidigt dar. Men &nda om grafen
inte finns med i medvetandet sa ar det &nda ett bevis dar som ar ganska svart och det blir det
egentligen en metod forst for dem och da vill jag att de ska kunna visualisera den metoden for
att kunna se hur man gor och da gar vi via vissa reglar kan man saga. Om de inte forstar
beviset av andragradsekvationer blir det en jobbig formel i formelsamlingen... rena grekiskan
och da ar det battre att kunna visualisera den och den enda regeln ar att kunna &r att talet
framfor x? ska vara 1, s& man far trixa och flytta 6ver s& att allt blir lika med noll, enda man
behover tanka pa. Sedan visualiserar man da att man halverar talet framfor x, byter tecken och
sedan +, och sedan kvadrerar man talet man redan har inuti rottecknet och sa tar man minus
den sista konstanttermen. Man kan forsoka visualisera da visualiseringen ar mycket lattare an
att bara halla pa och sitta in i massa formler... Sedan knyter man forstéelsen till nollstillen.

Vad &r de vanligaste svarigheterna eleverna har med respektive metoder?

Jag tycker det snarare &r sa att nar en andragradsekvation har blivit svart, alltsa nar den blivit
fullstandig och aven nar grafen ar inblandad med nollstallen. Da ar det sa mycket for dem néar
det ar nytt att de glémmer att vara kreativa pa de enkla. Star det x* = 25 da ska den dar pg-
formeln in, ta det lugnt nu sdger man, var kreativ. Racker det inte att bara berdkna
kvadratroten ur har? Och tanka pa  att det &r tva l6sningar. Samma sak for x* + 5x ar lika
med noll och pg-formeln ska fram, men ta det lugnt nu. Bryt ut ett x och fundera pa nagon av
de faktorerna kan bli noll och sa loser du, var kreativ. Det tycker jag snarare de tappar for det
blir lite abstrakt med pg-formeln eller med (raknaren) grafens I6sning da man bara ritar och
zoomar in losningen. Sa att svarigheten ligger i att man mister sin kreativitet och det andra ar
val att gora teckenfel bade framfor rottecknet och teckenfel i rottecknet sa man far
kvadratroten ur ett negativt tal sa man tror att det inte finns en I6sning. Teckenfel ar luriga.
Man gor mer fel om man forsoker satta in i en formel &n man har en visualiseringsprocess
klar for sig.
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Vilka metoder brukar eleverna anvanda da?

Jag vill att pg-formeln endast ska till nar man maste ha den. Sen ska man vara kreativ pa de
andra nar man inte har g-termen eller p-termen sa det finns enklare sétt att gora sjalv
egentligen med tidigare kunskaper. Ar det decimaltal och s& har som konstanter sé ar det klart
att man lika géarna kan l6sa det grafiskt och zooma ganska noga med tva decimaler. Det &r
nagra som foredrar det om det anda ska bli massa decimaltal som ska avrundas hit och dit.
Det &r en svarighet man saga pa forra fragan och dven nu da att nar det &r brak som konstanter
om man ska svara exakt, det dr en svarighet. De ar sa daliga pa brak, sa det ar svart med den
dar kvadraten i rottecknet och att fa den minsta gemensamma namnaren dar i rottecknet. Och
sen reglerna for kvadratroten ur en kvot osv. Det ar en svarighet.

Det har vi ocksa markt nar vi gjorde var undersokning med eleverna. Dar gjorde de géarna om
braktalen till decimaltal som de senare inte kunde berakna kvadratroten ur i huvudet

Hur ser du pa elevernas forstaelse for andragradsekvationer utan miniraknare?

Jag tycker att man ar ganska fri fran miniraknare nar man borjar har i och med att man kor
algebra i ingangen och grafen kommer senare och man forst borjar anvanda raknaren sen man
behover berdkna kvadratroten ur, kanske for dem (vara elever) ta decimaltal. Sa darfor sa
tycker jag inte att forstaelsen paverkas sa mycket i borjan av inlarningsprocessen. Och sedan
kan den hjalpa till nér de grafiska kommer in utan tvekan, nar de val fattat sammanhangen dér
och det underlattar for dem att fa anvanda miniraknaren éven pa enklare rotdragningar sa de
slipper ta lang tid och slipper att fastna pa rotdragningar. Men att visualisera metoden tycker
jag inte forandras sa mycket.

Om eleverna inte far anvanda miniréknare till vanliga uppgifter eller andragradsekvationer,
kanner de sig otrygga i sina utrakningar da?

Vissa kommer att kdanna sig otrygga i och med att de fatt in en vana, (i att anvanda
minirdknare) de som inte har ett bra sjalvfortroende av matematiken eller de som inte vagar
tro att de ar sa duktiga pa huvudrakning. De invaggas i lite falsk sikerhet nar de tanker att de
ska slippa att berékna kvadratroten ur sjalva osv. Men som sagt det hjalper dem inte alls nér
det star svara exakt. D& maste de forenkla. En falsk trygghet kanske. Det ar klart att de gor
det, men det maste de ocksa trana pa for det finns alltid en miniraknarfri del pa ett nationellt
prov osv. Och manga har faktiskt inlagda formler/program for att 16sa andragradsekvationer (i
minirdknaren). Nar det gar sa langt att de har det sa, det gar ofta hand i hand med att de ar
valdigt duktiga for de gjort programmen sjéalva. Men ibland far nagon kompis ladda dver det
som inte ens kan sin brakrakning och da ar det en nackdel om de bara kan sl in p och q och
fa ett svar och da kanske man sitter helt chanslos pa nationella provet utan miniraknare.
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