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Syftet med detta arbete ar att utveckla en modell att anvédndas vid formativ bedomning f6r den
larandes utveckling av funktionsbegreppet. Huvudfragan i arbetet dr Hur kan en modell som
beskriver hur specifika hinder for forstaelse av funktionsbegreppet ér relaterade till specifika
forstaelsenivaer for funktionsbegreppet se ut?” Huvudfragan gav upphov till hypotesen “varje
hinder blockerar nadgon specifik forstdelseniva av funktionsbegreppet”, vilken formar modellens
uppbyggnad. Tva omfattande sammanstéllningar gjordes utifran tidigare forskning. Den ena med
avseende pa olika nivaindelningar av forstaelse for funktionsbegreppet och den andra med avseende
pa olika hinder for forstaelseutveckling av funktionsbegreppet. En indelning av forstaelsenivier for
funktionsbegreppet valdes efter jimforelse av dessa. De hinder som sammanstéllts relaterades till
specifika forstaelsenivéer av funktionsbegreppet vilka de bedomdes blockera. Detta gjordes utifran
den tidigare erfarenhet av funktionsbegreppet vi hade samt den forskning om forstaelsenivéer for
funktionsbegreppet som vi utgéatt ifrdn. Ett test av modellen utformades och genomfordes i syfte att
exemplifiera en larares arbete med modellen samt for att ge information om svagheter i modellen.
Forutsatt att hypotesen stimmer utgdr modellen ett anvandbart, effektivt och kraftfullt verktyg som
lararen kan anvéinda vid formativ bedomning. Detta sker genom att utvinna nyttig information som
ger ldraren underlag for hur denne kan hjilpa den ldrande att utveckla sin forstaelse for
funktionsbegreppet.
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1 Inledning

Under vér utbildningstid och framfor allt under tiden som matematikstuderande upptéckte vi genom
reflektion och 1 diskussion hur viktig begreppsbildningen ar for att larandet och i synnerhet larandet
inom matematik skall bli meningsfullt. Denna insikt kontrasterades av den praktik vi sg hos flera
av vara handledare under de omgéangar vi var ute pa VFU. Dir var algoritmer och 6vandet av dessa
1 standigt fokus och de meningsskapande aktiviteterna som bidrar till elevernas forstéelse uteblev
allt som oftast. Fokus l1g pa att testa vad eleven kunde utfora 1 form av algoritmiska berdkningar
och manipulerande med symboler, men att testa forstaelse glomdes bort. Vi har dessutom under
alltfor ménga av vara VFU-vistelser sett bedomningar goras enbart for att ldraren skall kunna sitta
betyg pa eleverna och darmed utgjorde bedomningstillfillena ingen naturlig del i elevernas
larandeprocess. Denna typ av beddmning gér pa ménga sitt emot det mer formativa fokus som varit
normerande under senare delen av var lararutbildning.

Med detta som grund fick vi en idé om att integrera formativ beddmning med utvecklingen
av elevernas begreppsbild och dédrmed deras forstielse. D4 en undersokning av alla matematiska
begrepp hade varit alltfér omfattande 1 den hér studien har vi begrénsat var undersokning till att
endast omfatta funktionsbegreppet. I vart examensarbete har vi utvecklat en modell som lérare kan
anvinda som ett steg i arbetet med formativ beddmning pa sa sétt att modellen utvinner information
om vad som dr nésta steg att jobba med for att den ldrande skall ta sig mot en mer utvecklad
begreppsforstaelse inom funktionsbegreppet.

Ganska snabbt insag vi att ldrarens kinnedom om elevers missforstaelse av matematiska
begrepp dr en nddvéndig ldnk mellan undervisningens utformning och kunskapsmalet. Vi borjade
dérfor soka 1 tidigare forskning efter just vanliga missforstdelser gillande variabelbegreppet och
funktionsbegreppet. Pa engelska benimns missforstaelse med ordet misconception” som ofta
Oversitts med “missuppfattning” eller "missforstdnd”. Vi anser dock att ingen av dessa svenska
Overséttningar har en tillrackligt tydlig och komplex innebord. De tenderar att ge en kénsla av att
det enbart dr ndgot som brister i kommunikationen och inte i konstruktionen av forstaelse. Med
termen “misconception” finns en dualistisk innebdrd som bade syftar pa det aktiva konstruerandet
av forstaelsen (conceive) och den férdiga forstaelsen (conception). Termen “misconception”
fokuserar pa den felaktiga delen av forstaelsen. Vi menar att forstdelsen kan ha inslag av felaktiga
delar, men att andra delar kan vara mer utvecklade och i storre dverensstimmelse med den
matematiska definitionen av ett begrepp. Vi tycker att forstaelse dr komplext och innefattar olika
kvalitativa nivaer snarare dn “rétt eller fel”. Vi viljer dérfor att definiera en egen term som vi kallar
”missforstielse”, vilken vi anser battre aterspeglar innebdrden i termen “misconception” én de
tidigare nimnda Oversattningarna. Utdver missforstielser sa undersoker vi ocksa olika svarigheter
elever kan ha, och med svarighet syftar vi huvudsakligen pa svérigheter att forstd. Distinktionen
mellan en svérighet och en missforstaelse blir séledes att en svarighet beskriver nér den larande inte
annu har konstruerat en forstiaelse, medan en missforstielse innebér att den larande har konstruerat
en felaktig eller begransande forstaelse genom att exempelvis tillskriva ett begrepp egenskaper det
inte har. P4 grund av att svarigheter och missforstaelse ofta nimns tillsammans i denna uppsats
finns dven behovet av en term som betecknar bada dessa, och for detta &ndamal véljer vi termen
“hinder”. Anledningen till att vi har valt just termen hinder ligger i dess allménna innebord. Ett
hinder blockerar nagot, och i vart fall blockerar hindret fortsatt forstdelseutveckling. Detta dr ocksé
en beskrivning som vél stimmer in pa hur vi ser pé svarigheter och missforstaelser i denna uppsats.

Vid utformningen av var modell kridvdes dessutom nagon form av nivdindelning av
forstaelse for funktionsbegreppet. Detta behovs for att kunna avgora vilka hinder som ar av hogst
prioritet att Gvervinna for att den ldrandes forstdelse ska kunna utvecklas. I litteraturgenomgéangen
har vi darfor presenterat studier som belyser olika sitt att kvantifiera och dessa diskuterar vi senare 1
metodavsnittet i samband med att vi véljer ut ett sitt som passar for var modell.

Viér tes ér att det gér att placera in varje individs enskilda hinder pa en specifik
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forstaelseniva. Detta ger forutsdttningen for att arbeta fram en modell som utifran den ldrandes
fardigheter kan visa vilken forstaelsenivé av funktionsbegreppet denne ligger pa samt tillhandahalla
information om de hinder som blockerar den ldrande fran att utvecklas till nista nivd. Denna modell
véljer vi att kalla FH-modellen, modell for forstaelsehinder.

Under sdkningen av litteratur blev det uppenbart att forstdelsen faktiskt kunde variera med
vilken representation av funktionsbegreppet som behandlades. Detta innebar att vi &ven behdvde en
mer nyanserad bild av hur man kan forstd ett begrepp vilket har gjort att FH-modellen dessutom
innehdller flertalet aspekter inom vilka man kan né olika forstéelsenivier, pa vilka det finns hinder
som blockerar den larande fran att nd de olika nivéerna.

2 Syfte och fragestallningar

Syfte:
Detta arbete syftar till att utveckla en modell for att inom funktionsbegreppet beskriva vilken

forstaelseniva som ett specifikt hinder blockerar den ldrande frén att utveckla. Modellens syfte &r att
kunna anvéndas vid formativ beddmning.

Fragestdllningar:
e Hur har nivdindelning av forstéelse for funktionsbegreppet gjorts i tidigare forskning?
» Vilka hinder for forstielse av funktionsbegreppet dr belagda i tidigare forskning?
*  Hur kan en modell som beskriver hur specifika hinder for forstaelse av funktionsbegreppet
ar relaterade till specifika forstaelsenivaer for funktionsbegreppet se ut?

3 Teoretisk anknytning

3.1 Formativ bedémning

3.1.1 Vad é&r formativ bedémning

I framfGr allt senare delen av vér lararutbildning har formativ bedémning varit flitigt diskuterat. Det
finns flera olika definitioner av formativ bedomning (jfr Wiliam, 2011:37-45) och 1 detta avsnitt
kommer nagra av dessa ndmnas for att ge en dvergripande bild av begreppet. Foljande definition har
tidigare givits av Paul Black och Dylan Wiliam.

as encompassing all those activities undertaken by teachers, and/or by their students,
which provide information to be used as feedback to modify the teaching and learning
activities in which they are engaged”

(Black & Wiliam 1998, i Wiliam 2011:37)

Liksom ovanstdende definition har manga andra definitioner karaktdr av en process som sker
l6pande ldngs med undervisning och larande. Man kan dven se formativ beddmning som ett verktyg
vilket Stuart Kahl (2005, i Wiliam, 2011:38) visar i sin definition dér han beskriver formativ
beddmning som “a tool that teachers use to measure student grasp of specific topics and skills they
are teaching. It's a 'mid-stream' tool to identify specific student misconceptions and mistakes while
the material is being taught”. Wiliam menar dock att denna syn dr inkompatibel med vad formativ
bedomning verkligen dr. Det dr ingen sak, det dr en process. Vidare menar han att det dr vanligt att
termen formativ beddmning ger denna och andra typer av forvirring dé ordet “formativ” hir inte
syftar pd bedomningen i sig utan snarare pa hur informationen som erhalls fran bedomningen,
avstamningen eller utvarderingen skall anvindas. Den skall ge feedback till ldrare och elever som
vidare fir forma fortsatt progress utifran denna. “Formativ” dr alltsd inte en egenskap hos sjilva
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beddmningen utan mer den funktion som informationen fran beddmningen far (Wiliam 2011:38-
43). Detta infattas pa ett begripligt och exakt sitt 1 Wiliams senaste definition av formativ
bedomning som aterges nedan.

“An assessment functions formatively to the extent that evidence about student
achievement is elicited, interpreted, and used by teachers, learners , or their peers to
make decisions about the next steps in instruction that are likely to be better, or better
founded, than the decisions they would have made in the absence of that evidence.”
(Wiliam 2011:43).

Informationen som utvinns fran bedomningen skall alltsd ge underlag for att fatta vilgrundade
beslut om fortsatt progress. Detta implicerar att bedomningstillfallet maste utformas sa att det ger
den information som krivs for att fatta beslutet. Ddrmed maste man redan innan man konstruerar en
modell for bedomning veta vilket Gvervdgande man har att géra med och vilken information som
krévs for att fatta beslutet. (Wiliam 2011:45)

Fem nyckelmoment gillande formativ beddmning togs fram av Leahy, Lyon, Thompson &
Wiliam (2005) och aterges i (Wiliam 2011:46). Dessa dr foljande:

1. Klargora, dela och forstd larandets intentioner och vad som krévs for att lyckas
Uppritta effektiva klassrumssamtal, aktiviteter och uppgifter som framkallar indicier pa var
den ldrande befinner sig kunskapsmissigt

3. Fora ldrandet framat genom att tillhandahalla feedback
4. Uppmuntra de ldrande att fungera som instruerande resurser for varandra
5. Aktivera de ldrande att dga sitt eget ldrande.

For mer utforlig beskrivning av inneborden i dessa fem nycklar hénvisas till Wiliam (2011:46)

I detta arbete tar vi fasta pa att formativ bedomning kraver att bedomningstillfdllen utformas
sd att de utvinner sddan information som krévs for att fatta beslut om fortsatt progress, och FH-
modellen utformas i just detta syfte. Detta innebdr att en larare kan anvinda FH-modellen som en
del av nyckelmoment tva (se ovan). Detta gor att vi landar i en syn pa formativ bedomning som
innebdr att bedomning dr formativ om informationen som utvinns frdn denna anvénds till att forma
fortsatt undervisning i syfte att hjdlpa den ldrande att utvecklas

3.1.2 Formativ bedémning, hinder och matematisk forstaelsesutveckling

Som ovan ndmnts menar Wiliam (2011:38) att Kahls definition av formativ beddomning som ett
verktyg (objekt) att bedoma elevers missforstdelser och misstag med, inte dr forenlig med formativ
beddmning om utgangspunkten dr att formativ bedomning ar att betrakta som en process och inte ett
objekt. Intressant dr dock hur Kahl i sin definition belyser missforstielsers vikt i det formativa
arbetet. Wiliam (2011:104) anslar ocksd vikten av att som ldrare 1 sin undervisning hellre forutsétta
att eleverna inte fOrstar nagot de faktiskt forstir dn att forutsitta att de forstar nagot de egentligen
inte forstir. Detta innebir att det torde vara béttre att utga frén att en indikation av ett hinder faktiskt
korrekt avslojar en elevs hinder &n att s inte ar fallet.

Elevers svarigheter och missforstaelser synliggors enligt Li och Li (2008:4), i form av
misstag nér de 16ser uppgifter. Vissa misstag beror pa att elever inte &r tillrdckligt fokuserade eller
har ett for belastat arbetsminne medan andra misstag kan visa pé att eleven édger, for uppgiftstypen,
“felaktiga procedurer” ("buggy algorithms”). Forfattarna menar dock att en del misstag dessutom
kan ha sitt ursprung i en missforstaelse inom omradet. Ett sétt att betrakta eller definiera
missforstaelser dr enligt forfattarna att de bottnar i elevernas personliga begreppsbilder. Denna
begreppsbild kan omfatta egenskaper som begreppet ontologiskt sett inte har. Ett exempel pé detta
skulle kunna vara att en del elever betraktar alla ekvationer som funktioner (Chang 2002).

6 (43)



Betydelsen av ta reda pa hur elevers begreppsbild avviker fran definitionen av begreppet uttrycks av
Brown och Burton (1978:155-156):

”one of the greatest talents of teachers is their ability to synthesize an accurate 'picture’'
or model, of a student's misconceptions from the meager evidence inherent in his
errors.”

(Brown & Burton 1978, i Li & Li 2008:6)

Citatet antyder hur viktigt det &r nér liraren skall ta beslut rorande fortsatt undervisning att denne
har kdinnedom om huruvida eleven missforstar begreppet eller ej. Wiliam tillhandahaller strategier
for att utvinna saddan information fran elevers 16sningar. En sédan strategi &r flervalsuppgifter,
konstruerade pa ett sddant sitt att det 4r hogst osannolikt att eleven svarar rétt utan att denne forstatt
(Wiliam, 2011:93-104). Nér denna strategin anvénds ar det viktigt att man utifrdn elevernas svar
kan avgora, dels om eleven faktiskt har forstétt, dels vilken missforstaelse som ligger bakom
oformdgan att 16sa uppgiften. Detta kan gdras genom att 14ta de felaktiga alternativen

representera vilkdnda “naiva” sitt att forsta begreppet (Wiliam 2011:102).

3.2 Funktionsbegreppet

3.2.1 Definition och historia

Vad ir en funktion? - Svaret pa denna fraga dr oftast beroende av vem som stiller den och nir den
stalls. Nér funktionsbegreppet borjar bearbetas i grundskolan dr det vanligt att man inte ens
anvénder informella definitioner av begreppet, och 4n mindre formella. Huvudsakligen anvander
man sig av en representation av en funktion tillsammans med exempel for att ge eleven en kénsla av
vad en funktion &r. Ett av de forsta sdtten som funktionsbegreppet beskrivs pa dr som en sa kallad
”funktionsmaskin”. Det dr en maskin med ett dolt innanmite i vilken ett tal kan foras in och som
resultat da ger ett nytt tal vars védrde beror pa talet som forts in. Fokus i tillhorande 6vningar
handlar for det mesta antingen om att avsldja vad maskinen gor med talet, eller att utifran en viss
maskins algoritm rdkna ut vilka tal den kommer producera ifall vissa tal matas in.

Under gymnasietiden borjar man anvénda lite mer tydliga definitioner. En sddan definition
kan lyda ”En regel som till varje tillatet x-varde ger exakt ett y-vérde kallas funktion. Vi sédger dé att
y ir en funktion av x.” (Higgstrdm 2005:83). Aven hiir kan den tidigare nimnda funktionsmaskinen
aterkomma som illustration. I undervisningen bade 1 hogstadiet och pa gymnasiet laggs mycket
fokus pa funktioner som process, det vill séiga att fran ett visst virde pa indatan sd far man fram ett
visst vérde i utdatan. Aven inom analyskurserna pa universitetsnivd kan man aterfinna denna syn pa
funktioner, men bara nir man anvénder funktioner som operationer. Vanligtvis ser man pa den hér
utbildningsnivan funktioner mer strukturellt, det vill sdga att istéllet for att en funktion &r en metod
for att omvandla A till B sa kan man séga att en funktion ar en beskrivning pa hur A och B ar
relaterade. Strikt definierat kan det formuleras sahér.

”Om varje element 1 en mangd A entydigt tillordnas ett element i en mdngd B sdger
man att man har en funktion fran A till B. Om funktionen betecknas f, betecknas det
element i B som ér tillordnat x 1 A, med f (x). [ ... ] f(a) kallas funktionsvirdet for
x = a. A kallas definitionsméngd och kan betecknas Df . Méngden av funktionsvérden
f (x) kallas virdemingd och kan betecknas Vf.”
(Skoloverstyrelsen 1979, 1 Haggstrom 2005:84)

Detta &r en av manga liknande definitioner av funktionsbegreppet som anviands av matematiker.
Men definitionen har varken varit sa explicit formulerad eller sa strukturell hela tiden sedan
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funktionsbegreppet dok upp i historien.

Det tidigaste spéret av funktionsbegreppet aterfinns redan i den sumeriska kulturen dér
tabeller upprittades for att kartldgga olika samband. Vidare har man hittat spér i antikens Grekland
som visar pa att man har anvint sig av beskrivningar for att rdkna ut vissa varden utifrin vissa
indata. Grafen dok under 1300-talet upp for forsta gdngen och anvédndes da for att beskriva
sambandet mellan hastighet och tid. Forst under 1500-talet utvecklades variabelbegreppet till att
kunna anvéndas fOr att beteckna grupper av tal, och dérigenom blev det mojligt att formulera
generella 16sningar till problem istillet for att enbart rdkna ut 10sningen 1 specifika fall eller
beskriva en algoritm for att rdkna ut 16sningen. Ungefdr 100 &r senare har ett koordinatsystem
etablerats och grafen kopplas samman med algebra da ekvationer borjar anvéndas for att
representera kurvor. Man har nu kommit sa 1dngt att de tre idag vanliga representationerna av en
funktion, det vill sdga formel, graf och tabell, har etablerats. Vidare har &ven metoder for
omvandlingar mellan dem utformats. Forst pa 1800-talen gér det att aterfinna en definition som
borjar likna de moderna definitionerna av funktionsbegreppet.

“if a variable y is so related to a variable x that whatever a numerical value is assigned
to x there is a rule according to which a unique value of y is determined, then y is said
to be a function of the independent variable x”.

(Sierpinska 1992, i Haggstrom 2005:89)

Trots att denna definition till stor del liknar de moderna sa finns det d&nnu vissa aspekter som
skiljer sig. En av dessa aspekter &r att funktionen bara omfattar numeriska varden. En annan ér
att ingen tydlig distinktion gors mellan funktionen och den beroende variabeln. Forst 1939
formuleras en definition av Nikolas Bourbaki som helt kan kallas en modern definition av
funktionsbegreppet.

Let E and F be two sets, which may or may not be distinct. A relation between a
variable element x of E and a variable element y of F is called a functional relation in y
if, for all Xx€E there exists a unique yEF which is in the given relation with x.

We give the name of function to the operation which in this way associates with every
element xEE the element yEF which is in the given relation with x; y is said to be the
value of the function at the element x, and the function is said to be determined by the
given functional relation. Two equivalent functional relations determine the same
function.

(Kleiner 1989:18)

3.2.2 Férkunskapskrav

Precis som med andra begrepp och omraden inom matematiken sa bygger forstdelsen av
funktionsbegreppet pa en hel hord av férkunskapskrav. Minga av dem &r dock sa grundliggande att
de normalt inte ndmns. Tre kategorier med forkunskaper som ér viktiga for algebraforstielsen ar
enligt Persson (2005:42-43) aritmetiska fardigheter, matematisk abstraktionsniva och logiskt
tankande. Av dessa skulle aritmetiska fardigheter ga att forklara som generella och sa
grundldggande att ddliga kunskaper redan bor ha uppméarksammats i andra sammanhang. De
forkunskapskrav som dr vdrda att titta ndrmare pa dr snarare sddana som kan orsaka svérigheter 1
forstaelsen av begreppet men som inte alltid avslgjar sig som ansvariga. Anledningen till att dessa ar
speciellt viktiga ar att trots att eleven far begreppet forklarat for sig sa kan eleven fastna 1
utvecklingen av sin forstdelse av ett begrepp om ett av forkunskapskraven ar missforstatt. Persson
(2005:48) konstaterar gillande detta att ’Om eleven har en allvarlig missuppfattning, kan ett fortsatt
Ovande av fardigheten vara meningslos eller till och med skadlig. Man befdster da snarare de
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felaktiga forestéllningarna”. Det begrepp som mest troligt kan orsaka problem av denna typ ar
variabelbegreppet, som ar en viktig faktor i hur man forstar funktioner. Detta styrks av Warrens
(1998:661) konstaterande att ”Critical to the algebraic domain is the variable construct” och dven av
Bergsten (1997:106) da han konstaterar att "Variabelbegreppet, som ér en grund for
funktionsbegreppet [...] krdver omsorgsfull behandling i undervisningen". Ett intressant exempel ar
en av de missforstaelser Warren (1998:662) presenterar rorande variabler och vad den skulle kunna
orsaka ifall den inte dr upptickt och avhjilpt innan funktionsbegreppet borjar bearbetas. Denna
missforstaelse gar ut pa att bokstaven som variabeln betecknas med tolkas ha virdet av bokstavens
plats i alfabetet, det vill sdga att en variabel som betecknas med x alltid innehar vérdet 23 (eller 24
ifall man rdknar med ”w”’). Om eleven da far funktionen f(x) = 3x + 2 sa skulle den tolkas som
konstant, det vill sidga f(x) = (3*23 +2) = 71. Om en elev med denna missforstaelse stoter pa
uppgiften att berdkna nollpunkten for funktionen f(x) = 2x -4 sa skulle uppgiften utgoéra en paradox,
den skulle tolkas som 42 = 0. Utdver detta dr det inte bara missforstielse av forkunskapsbegrepp
som begrinsar forstaelsen, dven en enbart operationell forstielse kan 1 stor utstrackning orsaka
begrinsningar. Vid en nirmare studie av elevers tolkningar av variabelbegreppet dr Kiichemans
(1981) forskning central. Hans studie visar pa 6 kategorier av variabelsyn av olika kvalitet som
aterfinns hos barn.

Letter evaluated
o Bokstaven ges ett virde frdn méngden av mojliga viarden. I manga fall innebér det att
olika vérden pé variabeln provas tills ett som "fungerar" hittas.
» Letter not used
© Bokstaven undviks, vilket fungerar pa uppgifter som till exempel "Oma+b=43,déda +
b + 2 =...." da helt enkelt operationen "+2" utfors pd summan 1 den forsta utsagan.
» Letter used as an object
o Bokstaven ses som ett okjekt. "2a + 5b + a" kan dé ses som 2 dpplen, 5 bananer och ett
apple till, det vill sdga 3 dpplen och 5 bananer totalt.
» Letter used as a specific unknown
o Bokstaven tolkas som en specifikt men oként tal som gar att operera med. Bokstaven
tolkas alltsa bara kunna ha ett virde, men vilket viarde detta dr aterstar att uppticka.
» Letter used as a generalised number
o Bokstaven anses kunna anta olika virden, men den symboliserar bara ett specifikt virde
at gangen.
* Letter used as a variable
o Bokstaven tolkas som representant for en grupp av tal.Variabeln dr alltsa en symbol for
alla virden 1 méngden som definierar den.

Precis som med den tidigare nimnda missforstaelsen ér det rimligt att anta att oavsett vilken
kategori en elevs variabelsyn passar in under sd kommer detta ge konsekvenser for synen pa
funktionsbegreppet nir detta borjar bearbetas. Till exempel kan konsekvensen av att ha en
variabeluppfattning av Kiichemans fjarde kategori bli att funktionsbegreppet alltid tolkas
operationellt, det vill sdga att funktionen med beteckningen f(x) = 3x + 2 &r till for att avslgja vérdet
pa x, vilket da rimligtvis utvinns fran nollstillet, det vill sdga nér 3x + 2 = 0. FOrst nér
variabelfOrstdelsen passar in under den sista kategorin kan man tala om en strukturell uppfattning,
vilket enligt Sfard (1991) &r viktigt for att kunna bygga vidare pé forstdelsen och anvinda begreppet
1 uppbyggnaden av andra begrepp. Sfard (1991:30-31) ndmner vidare att ”According to the model,
reification of a given process occurs simultaneously with the interiorization of higher-level
processes.”. Enligt Sfards modell dr fasen “reification” en kort del i begreppsbildningsprocessen da
begreppet objektifieras, det vill sdga nir en strukturell syn uppstar. Fasen “interiorization” ar nér
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den ldrande bekantar sig med processerna som senare ger upphov till ett begrepp. Detta dr mycket
intressant for relationen mellan variabelbegreppet och funktionsbegreppet, for om en elev har en
tillrackligt avancerad uppfattning av variabelbegreppet innebér det att denne har mojlighet att ’kliva
over troskeln” till en strukturell uppfattning om variabeln 1 samma stund som denne borjar arbeta
med till exempel den grafiska representationen av funktionsbegreppet. Sfards nivéer forklaras mer
utforligt under kapitlet nivaer av forstaelse.

3.2.3 Aspekter av funktionsbegreppet

Funktionsbegreppet kan studeras ur manga olika perspektiv. Nagra av de dessa perspektiv tas i de
fyra vanligaste och mest klassiska representationsformerna som ndmns av Janvier (1984, i Bergsten
1997:107). Dessa dr tabell, graf, formel och situation/verbal beskrivning. Utover dessa presenterar
DeMarois och Tall (2007:3-4) ytterligare foljande tre, skriftlig definition, muntlig definition samt
beteckning. Dessutom gor de en distinktion mellan Janviers situation och verbal beskrivning. Vilket
gor att DeMarois och Tall totalt presenterar tta aspekter av funktionsbegreppet.

3.2.4 Nivaer av forstaelse

3.2.4.1 Operationellt och strukturellt

Matematik kan beskrivas som ett sprék med siffror, bokstéver och andra symboler som forklarar hur
man riknar ut olika saker, det vill sidga att matematiken handlar om algoritmer och processer. En
funktion &r enligt denna uppfattning alltsa inte mer &n en beskrivning for hur du frén ett visst vérde i
ett fall kan rdkna ut vad ett annat vérde dr i samma fall. Detta dr vad Sfard (1991:3) kallar en
operationell forstaelse. Hur som helst 4r detta ett oerhort forenklat sdtt att se pd matematiken och
det aterger knappast alla aspekter av matematiken. Matematiska begrepp, framfor allt de lite mer
avancerade, tenderar att vara ytterst abstrakta. Detta orsakar att det inte &r ldtt att forsta ett
matematisk begrepp nér det borjar bearbetas i syfte att laras. Generellt tillimpas da representationer,
vilket alltsa &r ett samlingsnamn f0r illustrationer, bilder, liknelser, forenklingar och andra sitt att
visa vissa aspekter av det abstrakta begreppet. I fallet med funktionsbegreppet dr de mest vanligt
forekommande representationerna tabeller, formler och grafer, men man kan dven anvinda till
exempel en reell situation for att forklara en funktion. Anledningen till behovet av representationer
ar enligt Sfard (1991:2) att vi inte kan anvénda véra sinnen for att uppfatta matematik. Genom dessa
olika representationer som anvénds visar man pd olika egenskaper géllande matematiska begrepp,
och dven ifall representationerna ofta handlar om att man ska gora ndgon form av operation skapar
de tillsammans en abstrakt bild av det begreppet de anvénds for att beskriva. Denna begreppsbild
tenderar ju mer nyanserad den blir att mer och mer visa begreppet som ett objekt med olika
egenskaper istéllet for att visa det som en eller flera olika metoder. Denna typ av forstdelse kallas
strukturell och tenderar att likna en definition snarare dn en metod.

Anna Sfard argumenterar for vikten av att uppnéd en mer strukturell uppfattning av varje
begrepp inom matematiken och detta giller inte enbart funktionsbegreppet. Det stora argumentet
hon lyfter fram ar att det 4r nodvéndigt for att konstruera mer komplexa begrepp som baseras pa ett
eller flera tidigare begrepp. Om inte begrepp objektifieras blir det omdjligt eller 1 alla fall mycket
svart att kunna se hur allt hidnger ihop. Sfard (1991:27) konstaterar ”we can use our system of
abstract objects just like a person looking for information uses a catalogue; or anybody trying to get
to a certain street consults a map before actually going there”. Detta ér en tydlig parallell till
problemldsning. Om en individ inte har en strukturell “karta” dver sina matematiska begrepp och
algoritmer ar det omojligt eller i alla fall mycket svart for denne att forsta hur ett problem, dér det
krévs att flera algoritmer och metoder anvénds, ska 10sas. Detta gér att exemplifiera med en
liknelse: om en person kan hitta vigen fran punkt A till punkt B nir denne vél befinner sig pa punkt
A och borjar ga, innebér detta inte att personen varken fore eller efter kan konstatera att denne kan
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vigen mellan punkterna. Om denne person ocksa har en liknande forméaga gillande vigen fran
punkt B till punkt C innebér detta inte att personen nédvéandigtvis kan ta sig fran punkt A till punkt
C. For att detta ska ga krévs det att vigen mellan punkt A och punkt B har objektifierats, och likasé
vagen mellan punkt B och punkt C. Forst nér detta har skett kan de tva strackorna ses som
delstrackor och punkten B anvéndas som knutpunkt. P4 liknande sétt krévs det att vigen mellan
punkt A till punkt C objektifieras for att den ska kunna anvéndas som delstricka i en ldngre stricka.
Om inte denna objektsyn finns pa strickan mellan B och C kommer det inte framstd som ett steg i
ratt riktning att hitta végen till B, utan personen kommer istéllet forsoka ga raka védgen frén punkt A
till punkt C, vilket kan vara for svart for att uppna.

Avsikten med detta stycke var att fortydliga vad som menas med operationell respektive
strukturell forstéelse och att forklara varfor det dr sa viktigt att forstdelsen av ett begrepp inte
stannar vid att kunna utfora algoritmen som begreppet beskriver. De kommande styckena fokuserar
mer pa att klarligga och nivdindela forstaelseutvecklingen frin forsta kontakten med de algoritmer
ett begrepp innehaller till att en strukturell forstielse har uppnatts. De delarna utgar ifran flera olika
varianter av nivaindelningar av begreppsforstaelse.

3.2.4.2 Sfards tre stadier

I den historiska utvecklingen av olika matematikbegrepp kan man enligt Sfard (1991:13-14) tydligt
se tre faser som visar pa tre olika stadier 1 forstaelse. Dessa striacker sig fran den forsta kontakten
med en ny metod som tillimpas pa kénda objekt till att en strukturell uppfattning dr uppréttad.
Dessa stadier aterfinns dessutom enligt Sfard (1991:18) i varje individs forstaelseutveckling och
hon kallar dem “interiorization, condensation and reification”.

At the stage of interiorization a learner gets acquainted with the processes
which will eventually give rise to a new concept”
(Sfard 1991:18)

Det forsta stadiet tar alltsd vid nir den larande for forsta gangen laborerar med en ny metod eller
operation. Detta sker dd med objekt av ldgre komplexitet som redan &r tydligt strukturellt
etablerade. Allteftersom blir den ldrande mer bekvidm med de processer som anvénds. Vad géller
funktionsbegreppet intriffar detta ndr den ldrande forstir vad en variabel &r och denne ocksé borjar
lara sig anvénda en formel for att utifran en specifik variabel rdkna ut varden pé en annan specifik
variabel, det vill sdga att med hjilp av ett bestdimt virde pd den oberoende variabeln ridkna ut vérdet
pa den beroende variabeln.

”The phase of condensation is a period of "squeezing" lengthy sequences
of operations into more manageable units”
(Stard 1991:19)

Under detta stadium borjar den larande kunna referera till en storre process utan att behova forklara
varje litet steg for sig. Det sker genom att diverse olika algoritmer samlas ithop under ett
overgripande sammanhang, en begreppsbild borjar framtrdda som beskriver hur de olika
algoritmerna och operationerna hanger ihop. Den ldrande har ocksé borjat utveckla en formaga att
vixla och dversitta mellan olika representationer av begreppet. Under detta stadium for
funktionsbegreppet borjar den ldrande att kunna se lite mer av helheten istillet for att titta pa ett
specifikt virde pa den beroende variabeln at gdngen. Den ldrande borjar ocksa till exempel utveckla
formagan att rita en graf utifran en tabell och dven skapa en formel utifrén dessa.

“The stage of reification is the point where an interiorization of higher-level concepts
(those which originate in processes performed on the object in question) begins.”
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(Sfard 1991:20)

Det tredje stadiet sammanfaller till viss del med det forsta stadiet i den ldarandes utveckling av ett
nytt begrepp som helt eller delvis baseras pa det foregdende begreppet. Anledningen till att det
tredje stadiet ar uttalat som ett eget stadium &r att s mycket hinder med synen pa begreppet.
Tidsmaissigt sd befinner sig inte en individ 1 detta stadie speciellt ldnge, utan det &r mer som en
troskel som klivs dver. Det skulle passa vildigt bra att forklara med taleséttet att “polletten trillar
ner”. Innan har den ldrande ldnge varit 1 det tidigare stadiet d& denne har en diffus begreppsbild dir
alla metoders och egenskapers relation till varandra forvisso ér klara, men begreppet dnnu inte ar
helt objektifierat och kan dérfor inte anvdndas som objekt 1 andra utrdkningar. Efter att det tredje
stadiet 4r genomgénget har den ldrande en fullstindigt strukturell syn pa begreppet. Detta kan ske
utan att man 1 den meningen har en fullstdndig insikt 1 begreppets alla egenskaper. For
funktionsbegreppet kan detta skede kdnnetecknas av till exempel att den ldrande inser att ett eller
flera element 1 definitionsmédngden av en funktion kan utgdras av en funktion. Det vill sdga att en
funktion &r ett objekt som man kan genomfora andra operationer pa eller med.

Sfard har valt att presentera utvecklingsstegen som stadier en elev befinner sig inom under
utvecklingen. Dessa kan for att underlatta jimforelse med vissa av de andra nivaindelningarna av
begreppsforstaelse omvandlas till fyra nivaer en elev har uppnatt. Den forsta nivan dr dér den
larande borjar, den andra nivan uppnas nér stadiet “interiorization” dr genomganget, den tredje
nivan nir stadiet “condensation” dr avklarat och den fjarde nivén nér stadiet “reification” ar
passerat.

3.2.4.3 APOS-teorins fyra nivaer

APOS-teorin grundar sig pa Jean Piagets tankar kring hur tillignelsen av matematiska begrepp gar
till. Det innebér att det for varje matematiskt begrepp finns gynnsamma tankestrukturer att upprétta
som gOr att nya aspekter av begreppet létt kan relateras, assilmileras till den befintliga strukturen
(schemat). Elever med redan gynsamma scheman kan enligt Dubinsky och Moses (2011) latt
tillgodogdra sig ett begrepp, dven pa mer avancerade nivder, medan om man har ett felkonstruerat
eller missgynnsamt schema sa kan det var svart eller till och med omojligt att tilldgna sig begreppet
utan att bygga en ny tankestruktur. Med detta i atanke syftar APOS-teorin till att forsoka besvara
fragan om vilka mentala strukturer som behdvs for att tillgodogora sig ett visst matematiskt begrepp
och vad man som ldrare kan gora for att hjdlpa eleven att erovra dessa. Enligt APOS-teorin dr de
mentala strukturerna ”Actions”, ”Processes”, ”Objects” och ”Schemas” och de mentala
mekanismerna fOr att bygga dessa kallas for ”interiorization” och “encapsulation” (Dubinsky
2011:401-402). De olika mentala strukturerna definieras som:

Action: en transformation av ett fysiskt eller mentalt foremal som maste goras explicit
(exempelvis med penna och papper), ett steg i taget. Nir man gjort transformationen ménga ganger
kan den bli "interiorized”, dvs en del av vara mentala strukturer. Nér transformationen kan goras i
huvudet har den Gvergatt i ”Process”.

Process: en transformation av samma foremal som for ”Action” men transformationen sker
helt 1 huvudet vilket innebér att man kan forestélla sig att transformationen sker. Givet att den
larande forstar en process sé kan denne borja forestilla sig att kora den baklanges och blir da dgare
till ytterligare en process och sedan kan man tdnka sig att den larande gor processen tva génger i
foljd varfor denne méaste anvénda resultatet fran den forsta processen i den andra processen. Nar
man mentalt har undersokt processen, eller 1 detta fall processerna, som man upptédckt genom att
anvinda funktionen pé flera olika sétt kan den ldrande snart se dem som en helhet och vi séger da
att pocessen/processerna dr “encapsulated” (Tall et al, 2000:232). De/den blir ett objekt.

Object: en niva av begreppsforstaelsen som innebér att man kan anvénda begreppet som
mentalt foremal att transformera 1 antingen explicita eller implicita processer. Nar det géller
matematisk problemldsning kan det dock krévas att man kapslar upp objektet till en process ibland
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sa att man ibland kan se det som en process och ibland som ett ’Object”. Ett omrdde inom
matematiken, exempelvis algebra, innefattar naturligtvis manga, processer och “Object” vilka
tillsammans bygger upp ett ’Schema” (Dubinsky, 2011:403).

Schema: en mental struktur av relationer mellan objekt och tillhérande processer. Ett
”Schema” kan dven det inkapslas och anvdndas som ett objekt i en "hdgre ordnings schema”. Nér
detta sker sdger man att schemat har blivit "thematized” till ett "Object” (Asiala et al, 2004:12).

3.2.4.4 TRM-ldroplanens fem nivaer

Under slutet av 80-talet utformade Baruch Schwarz, Tommy Dreyfus och Maxim Bruckheimer en
undervisningplan for hur datorer skulle integreras 1 undervisningen rérande funktionsbegreppet.
Denna plan betonade dven att funktionsbegreppet bor presenteras genom att de tre vanliga
representationerna av en funktion anvédnds (Schwarz et al 1989:3).

Trots att fokus 1 deras undervisningsplan inte &r helt relevant i detta sammanhang innehéller
deras artikel en mycket intressant nivdindelning rérande forstdelse av funktionsbegreppet. Det ar
dock viktigt att podngtera att denna nivdindelning inte dr uppréttad for att bedoma elever, utan for
att ge forslag pa 1 vilken ordning de olika omradena inom funktionsbegreppet ska bearbetas for att
framja forstaelseutveckling.

1. Intuitive understanding of the concept of function.

o Under denna nivé betonas tabell och pil-representationerna. Aven vad maximi- och
minimivirden samt 6kning och minskning dr diskuteras. Verklighetsbaserade situationer
observeras och beskrivs med funktionsbegreppet for att gora det meningsfullt for
eleverna.

2. Graphical representation of a function.

o Fokus ligger pa hur en graf ska ldsas av och upprittas. Metoder for omvandlingar mellan
grafisk representation, tabell och verkliga situationer bearbetas. Svagheter hos den
grafiska representationsformen diskuteras.

3. Algebraic representation of a function.

o Bearbetning av hur funktioner betecknas i algebraisk form sker. Distinktion mellan
diskreta och kontinuerliga funktioner tas upp. Aven algebraiska metoder for att berikna
f(x) nér x ar givet lars.

4. Transfer between all three representations.

© Omvandlingar mellan alla tre representationer fokuseras. Tydligare kategorisering av

olika typer av funktioner sker och mer avancerade typer av funktioner borjar bearbetas.
5. Problem solving encouraging transfer between algebraic, tabular and graphical
representation.

o Funktionsbegreppet borjar anviandas for att 16sa verklighetsbaserade problem, bland
annat gillande maximi- och minimivéarden.

(Schwarz et al, 1989: 3)

Aven om dessa 5 steg syftar pa undervisningsmoment snarare én pa forstelsekvalitet visar de pa en
tydlig hierarkisk ordning déir en senare nivé inte gér att bearbeta forrén den tidigare ar avklarad och
forstddd. Detta i sin tur medfor ocksa att modellen gar att anvdnda som en slags skala for
kunskapsnivan. Det bor dock uppmirksammas att dessa nivéer till skillnad fran flera av de andra
nivaindelningar, beskrivs vildigt operationellt. I minga av de andra fallen utgors
forstaelsekvalitetsskalan av nivaer fran en mycket operationell syn till en mer strukturell. Samtidigt
visar jamforelser med de andra nivaindelningarna att for att en individ ska uppna vissa forméagor,
déribland problemldsning, krdvs en mer strukturell uppfattning av begreppet. Detta skulle placera
den hogsta kategorin enligt denna skala pé en tydligt strukturell niva.
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3.2.4.5 DeMarois och Talls fem nivaer

Den ldrandes forstaelse av funktionsbegreppet utgors inte bara av begreppet 1 sig. Forstaelsen av ett
begrepp bestér snarare av alla sitt att tinka, prata och skriva om det, samt alla uttryck som
begreppet kan anta. Darfor upprittar DeMarois och Tall (1996:2) étta aspekter som de anser ticker
in begreppsbilden som utgdr elevernas forstaelse av begreppet. Dessa atta aspekter ar skriftlig,
muntlig, kinestetisk, vardaglig, beteckning, symbolisk, numerisk och geometrisk. Vissa av dessa
kategorier har underkategorier eftersom det exempelvis finns flera geometriska uttryck for
funktioner. Tva av dem dr funktionsgrafen och en bild som visar parningen mellan element 1
vardemédngden och funktionsméngden (DeMarois & Tall, 1996:3).

Forutom denna uppdelning 1 aspekter s& gér DeMarois & Tall (1996:3) en nyansering av
forstaelsenivan genom att utifran tidigare forskning av Dubinsky och Harel (1992), Breidenbach et
al (1992) och Sfard (1992). Nivaerna som ges &r pre-action, action, process, object och procept.
Nivéerna action”, ’process” och “object” myntas av Dubinsky och Harel (1992). Pa samma sitt
diskuterar Sfard (1992) dessa nivéer fast med egna bendmningar vilket tidigare beskrivits.
Begreppet procept” beskrevs forst av Gray och Tall (1994:6) och det innefattar formégan att rora
sig mellan process- och objektssyn beroende pa problemsituationen (DeMarois & Tall, 1996:3).
”Procept”-begreppet omfattar savil sjdlva processen som produkten av denna process och samma
symbol anvénds for bada dessa (Gray och Tall, 1994:6). ”A procept consists of a collection of
elementary procepts which have the same object” (Gray & Tall, 1994:6). Funktionsbegreppet ar ett
sadant procept” da alla olika typer av funktioner som finns ocksa utgér mindre komplexa
“procepts”. Ett enkelt exempel pa ett ’procept” ar uttrycket 3x+2 som en ldrande pa action- eller
processniva tenderar att enbart se som en process som inte kan utféras om inte x dr givet, trots att
uttrycket ocksa kan ses som en enhet som gar att manipulera med (Tall et al, 2000:226). Darmed
forstas att om den ldrande nar en sadan forstaelse att symbolen for begreppet triggar savél
begreppets “process” som “object” har den larande uppnatt en ’procept-niva”av forstielse eftersom
denne da litt kan skifta mellan dessa beroende pa problemsituation (DeMarois & Tall, 1996:3).

verbal

,4‘“ pineathetic

symbolic notation

written

geometric

numeric

Facets and layers of a concept

Figur 1 — lllustration 6ver hur férstaelse av olika aspekter gemensamt utgor
begreppsforstaelsen av funktionsbegreppet som helhet. Forstaelsen inom varje aspekt stracker
sig fran preaction i den yttre zonen till procept i den innersta zonen (DeMarois & Tall, 1996:3).

I artikeln beskrivs ocksé hur forfattarna genom uppgifter och sedan intervju kring uppgifterna
utvinner beddmningsmaterial for att kunna bedéma elevernas niva av forstéelse inom de olika
aspekterna. I bedomningsmallen utgar man fran att startnivan ér pre-action. Vad som framgick av
beddmningen var hur elever kan ha nétt till olika forstaelsenivéer inom olika aspekter (jfr DeMarois
& Tall, 1996:7), vilket dr vardefull information for larare.
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3.2.4.6 Jamférelse av teorier for nivdindelning

For att avgora vilken nivaindelning som dr ldamplig nér man vill avgoéra nivan pa elevernas
forstaelse av funktionsbegreppet, gjorde vi en jamforelse mellan olika sétt att gora denna indelning.
Ovan har vi nimnt nivaindelningar av bland annat Dubinsky, Sfard och Tall samt den kronologiska
ordningen frdn TRMs kursplan som utformats av flera vida citerade forskare varav tva av dem ér
Dreyfus och Schwarz. Eftersom TRMs kursplan ér véldigt konkret och mer anger vad som skall
goras innehéller den inte uttalade nivder men vi har valt att forsdka passa in dess aktiviteter i var
nivdjamforelse eftersom vi anser att det ger bade larare och den ldrande insyn i vilka aktiviteter som
kan vara nyttiga att dgna sig at for att nd en djupare forstéelse.

Stard exemplifierar den lirandes utveckling av matematiska begrepp med funktions-
begreppet och beskriver hur den ldrande for varje matematiskt begrepp de skall tilldgna sig gar
igenom faserna “interiorization” och “condensation” for att slutligen na sitt klimax 1 “reification”. I
APOS-teorin som framst utvecklats av Dubinsky och Cottrill (Tall et al, 2000:225) beskrivs
funktionsbegreppets utvecklingsprocess hos den larande pé ungefdar samma sétt som i Sfards teori.
Skillnaden 4r egentligen att APOS erbjuder stadierna som ligger mellan Sfards faser. Dessutom
erbjuder teorin aktiviteter som den ldrande behover dgna sig at for att ta sig fran en niva till nésta.
DeMarois & Tall (1996) utgar blandat ifran APOS teorin och Sfards teori nér de utformar sin
modell, men introducerar en niva innan APOS-teorins ”Action”-niva. Den kallas ”pre-action” och
péa denna niva befinner sig den ldrande innan denne varit i kontakt med begreppet. Motsvarande
niva hos Sfard skulle dé vara borjan pé “interorization”-fasen och TRMs "Intuitive understanding of
function” faller ocksé in under denna nivéa. I APOS-teorin dr som nidmnts ovan startnivan ”Action”
och termen med samma betydelse anvédnds dven av DeMarois & Tall (1996) dér den utgor niva tva.
”Action” innebdr att eleven endast kan utfora enkla manipulationer med konkreta objekt och for att
nd djupare forstielse sd sker interiorization” hos den ldrande. Interiorization” anvénds hér pa ett
mer konkret sdtt 4n Sfard anvander termen pé. For henne innebér “interiorization” att bekanta sig
med nya metoder och vad som inom APOS-teorin kallas ”Actions”, medan det i APOS-teorin
innebdr en dvergang fran konkreta manipulationer till mentala manipulationer av samma objekt.
TRMs aktiviteter under rubrikerna ”Graphical representation of a function” och ”Algebraic
representation of function” kan placeras in under denna niva.

Nir den larande klarar av de mentala manipulationerna dr denne pa ”Process-niva” inom
APOS-teorin. Samma niva dterfinns hos DeMarois & Tall och i TRM motsvaras nivan av aktiviteter
1 form av “Transfer between all three representations”. For den ldrande paborjas hér det som inom
APOS-teorin kallas ”encapsulation of process” vilket motsvarar senare delen 1 Sfards
”condensation-fas”. Denna fas i Sfards teori paborjas pd motsvarande ”Action-nivd” inom APOS-
teorin. Vad som &r intressant dr att valet av ord att beskriva ldrandeprocessen 1 de béda teorierna
speglar tvé olika metaforer att forstd den utifran. Bdda orden ”condensation” och “encapsulation”
antyder en sorts paverkan pa begreppet vilket gor att process-forstaelsen koncentreras till ett mer
och mer latthanterligt objekt.

”Object-nivan” ar nésta niva i APOS-teorin och dven hos DeMarois & Tall. Denna nivé av
forstaelsen nds nér “encapsulation of process” dr klar och Sfard beskriver denna 6vergdng med
termen reification”. I jimforelse med APOS som har angivna steg i processen sd kan Sfards teori
snarare beskrivas som en “’skala” fran operationellt till strukturellt ddr man pa alla forstaelsenivier
har en viss andel operationell forstielse och en viss andel strukturell forstaelse. Ju djupare forstaelse
av ett begrepp man har desto mer strukturell forstaelse har man. Strukturen stracker sig &ven utanfor
begreppet pa sa sétt att den lankar ihop begreppet med nérliggande och underliggande begrepp inom
matematiken.

I APOS-teorin anvénds termen ”Schema” for att beskriva liknande organiserade strukturer
av begrepp och processer. DeMarois & Talls ”’procept-teori” stracker sig inte utanfor begreppet pa
det sittet. Istéllet definierar de “’procept” som den hogsta nivan av forstielse for sddana begrepp
vars process- och begreppsforstielse triggas av samma symbol. Till dessa hor bland manga andra
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matematiska begrepp forstas funktionsbegreppet. ”Procept”’-nivan” karaktiriseras av att den
larande nu kan vandra mellan att anvdnda begreppet som process eller som objekt beroende pa
vilket problem som skall 16sas darfor passar TRMs aktivitet Problem solving encouraging transfer
between algebraic, tabular and graphic representation of function”. ”Procept” egenskapen for
enskilda begrepp diskuteras dven av bade Dubinsky och Sfard i deras teorier som en viktig
egenskap som visar pa en dn djupare begreppsforstielse dn enbart ’Object”. DeMarois & Tall dr
dock forst med att ge denna forstdelseniva av ett begrepp en bendmning.

DeMarois &

Sfard APQOS TRM Tall

Intuitive understanding

QP_eratio_n.al of the conscept of pre_action

function

interiorization

Action Graphical representation action
of a function

condensation

interiorization

Algebraic representation
of a function

Process process

Transfer between all
three representations

encapsulation

reification

Object object
Problemsolving encouraging

transfer between algebraic,
S tabular and graphical repres- procept

entation

Structural | Schema

_—
Figur 2 — lllustration 6ver jamforelse av de fyra olika forstaelsenivaindelningar av
funktionsbegreppet som denna uppsats omfattar. De olika indelningarnas nivaers omfang visas
av hur langt de stracker sig, och hur utvecklad forstaelsen ar visas av hur langt ner i bilden de

borjar.

3.2.5 Missforstaelser och svarigheter

Svarigheter och missforstaelser dr som tidigare ndmnts tva olika typer av hinder inom vért omrade.
Svérigheter tenderar mer till att syfta pa att en individ inte har lart sig hur en viss metod gér till eller
vilka egenskaper ett visst samband har. Missforstdelser handlar istéllet om att en individ har {orstatt
nagot pa ett felaktigt sitt, det vill siga tillskrivit ett begrepp egenskaper det ontologiskt besitter.
Detta till trots tror sig den ldrande faktiskt ha en korrekt forstéelse. Svarigheter kommer ofta till
uttryck 1 att en elev inte tar sig hela végen till ett svar i en given uppgift. Missforstaelser forhindrar
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oftast inte att en elev nar ett svar, men ddremot kan det orsaka att svaret blir felaktigt.

Kartldggningen av vanliga missforstéelser och svarigheter nedan utgér enbart fran vad
tidigare forskning kunnat erbjuda. Ett stort problem med detta &r att de flesta rapporter som
behandlar olika sorters hinder ofta ldgger fokus pa de absolut vanligaste och resilienta hindren, det
vill sdga de som kréver mest koncentrerat arbete for att atgdrda. Dérav ndmns i de flesta artiklar
endast ndgra exempel pa hinder snarare dn kartldggningar av hela spannet. Detta medfor att det
endast &r ett fatal artiklar ifran vilka denna sammansittning utgdr, och det innebar ocksa en risk for
att det finns manga hinder som forskningen avsldjat men som inte uppmérksammas hér.

I en studie av taiwanesiska elever uppmérksammade Yu-Hsien Chang (2002) flera mdjliga
svarigheter. De svérigheter som redovisades var foljande.

» Svdrighet att skilja mellan beroende och oberoende variabel
» Svarighet att bearbeta sammansatta funktioner
» Svdrighet att 6versdtta graf till formel
» Svdrighet att 6versdtta verklig situation till formel
» Svdrighet att 6versdtta frdn en tabell till formel
» Svarighet att oversiitta fran vardaglig dtergivning till formel
o Har syftas det pa en muntlig atergivning med vardagligt sprak, till exempel att den
beroende variabeln alltid har dubbelt sa stort virde som den oberoende.
» Svdrighet att 6versdtta fran formel till vardaglig dtergivning
o Svarighet att tillimpa funktionsbegreppet pa icke-numeriska samband
o Elever med denna svérighet kan till exempel inte forsté att sambandet mellan tva linjer
kan beskrivas som en funktion fran linje A till linje B. (matematisk betecknat B = f(A))
» Svarighet att se en funktions egenskaper utifran graf
o Detta innefattar bland annat svarighet att avgdra maximi- och minimivéarden,
definitionsméngd och virdeméingd samt nollpunkter och vérden i speciella punkter.
*  Svarighet att koppla verklighetsbaserade problem till funktioner

I publikationen Functions and Graphs — A research Based Unit of Study for High School Teachers
av Rhode Island Department of Education (2007:40) presenteras foljande svarigheter inom
funktionsbegreppet.

»  Punktvis forstaelse framfor global forstaelse
o innebdr att eleven har svart att forsta en funktions helhet utan ser istéllet bara virdet pa
f(x) for specifika virden pa x.
*  Hojd-sluttning forvirring
o Eleven forvéxlar en grafs punktvirde med dess sluttning och har svart att forstd att
grafens sluttning representerar forandringshastigheten.
o Forvirring runt skalor
o Eleven forstar inte axlarnas skalors betydelse. Detta kan till exempel orsaka att en elev
inte dndrar grafens position ifall denne dndrar skalan. Ett annat vanligt fel ar att eleven
ser varje markering pa axeln som en enhet, trots att skala &r tydligt angiven. (Rhode
Island Department of Education, 2007:40)

I presentationen av TRM-ldroplanen, som tidigare nimnts under nivéder av forstdelse, presenterar
inledningsvis Schwarz et al (1989:249) f6ljande svarigheter.

» Svdrighet att hitta f(x) dd x dr givet
» Svdrighet att hitta x dd f(x) dr givet
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o Svdrighet att 6versdtta mellan numerisk, grafisk och algebraisk representationsform
o I detta innefattas oversattning frén tabell till graf, tabell till formel, graf till tabell, graf
till formel samt formel till tabell och formel till graf.
* Svarighet att utfora operationer med funktioner
o Detta kan till exempel innebéra att berdkna g(x) + h(x) d& g(x) och h(x) &r givna.
o Svdrighet att hantera sammansatta funktioner
o Detta kan innebdra att forenkla f{g(x)) d& g(x) ar givet.

I en artikel av Siikrii Cansiz, Betiil Kiiciik & Tevfik Isleyen (Cansiz et al 2011) redovisas resultaten
av en studie 1 Turkiet. I denna rapport presenteras ocksa ndgra svarigheter som forekommer inom
funktionsbegreppet.

* (VFB) Verbal funktionsblindhet
© innebdr att man misslyckas att kénna igen en funktion nér den atergivs i tal.
* (AFB) Algebraisk funktionsblindhet
o innebdr oformaga att avgora om ett algebraiskt uttryck ar en funktion eller e;j.

Vidare redovisade Chang (2002) dven foljande missforstielser som forekommer inom
funktionsbegreppet.

* Definitionsmdngd och virdemdngd dr inte relevant under problemlosning
»  En funktion maste vara linjdr
* Diskreta funktioner dr inte funktioner
»  En konstant funktion dr inte en funktion
o Eleven anser att till exempel f{x) = 3 inte &r en funktion.
*  En funktion maste betecknas med specifika tecken
o Denna missforstaelse innebér att eleven tror att en funktion méste anvinda sig av
bokstidverna x och y, och vidare dven att en funktion maste betecknas med bokstaven f,
det vill sdga till exempel f(x) och inte c(g).
» Alla ekvationer dr funktioner
* Varje tinkbar figur dr en graf av ndgon funktion
o Elever med denna missforstaelse tolkar till exempel en cirkel som en graf av en viss
funktion.
En funktion mdste ha en formel

Janvier (1998:81-82) lyfter ocksa ett fatal missforstaelser som kan férekomma.

* Linjdr attraktion
© innebdr att elever tenderar att gora réta linjer nér, elever skall skissa grafer, anpassar en
kurva genom flera punkter eller fullgér en kurvskiss genom extrapolering och
interpolering.
»  Visuellt intuitiv missuppfattning
© innebdr tolkning av en graf pd grund av att den liknar nagot verkligt fenomen men i
sjdlva verket beskriver relationen mellan tva storheter.
*  Grafsom graf
© innebdr att eleven tror att alla grafiska representationer dven dr grafiska representationer
for funktioner. Ett exempel pa detta &r att ett diagram frin en statistikundersokning alltid
tolkas som att den representerar en funktion.
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Slutligen ndmner dven Schwarz et al (1989: 249) nigra missforstaelser utover de svarigheter som
tidigare dr hamtade fran deras artikel.

* Linjdritet dr det enda funktionella sambandet
» Alla funktioner dr diskreta
o Elever tolkar alla funktioner som bestdende av punkter.
o Forstaelse beror av representation
© Olika representationer tolkas som separata fenomen utan egentlig relation. Eleven forstar
inte att de olika representationerna r till for att fortydliga olika aspekter inom
funktionsbegreppet. Detta medfor dven att dverséttning mellan olika representationer blir
bade svar att genomfora och konstlad.

Bland dessa svarigheter och missforstaelser finns det ménga som dr benimnda snarlikt och troligen
syftar pd samma faktiska missforstaelser. Dessa kommer i en senare del av uppsatsen, da
svarigheterna och missforstaelserna kategoriseras, att grupperas ihop under en gemensam rubrik.

3.3 Att utvinna information

Som tidigare ndmnts har vi under var VFU allt for ofta fétt erfara att ndr bedomning av den ldrandes
begreppskunskap dger rum, sker det ofta utifran ett summativt perspektiv. Detta innebér att det dr de
formagor den ldrande forvéntas besitta vid bedomningstillfillet som testas, utan att egentligen
utvinna information om varfor den ldrande visat avsaknad av formaga i de fall denne misslyckats.
Denna typ av bedomning syftar inte till att utveckla den lirande utan till att testa av om denne
uppfyller kraven vid avslutat moment. I f6ljande stycke exemplifieras ett sddant bedomningsverktyg
inom bland annat funktionsbegreppet.

The calculus concept readiness (CCR) instrument

CCR ir ett instrument framtaget for att beddma hur vél forberedda studenter dr infor deras forsta
analyskurs pa hogskoleniva. Det ar uppbyggt av 25 st flervalsfragor dér varje alternativ star for en
vanlig uppfattning som studenter brukar ha. Det finns fem svarsalternativ till varje frdga. Frigorna
och dess utformning ar baserade pa tidigare forskning (jfr Carlson et al 2010:2-3) samt en
forfiningsprocess dir man har testat fragorna och sallat bort vad som behovdes tills frigorna och
alternativen fungerade och representerade de vanligaste uppfattningarna.

Som komplement till frigorna finns en taxonomi 1 vilken man kategoriserar in elevernas
svarsalternativ och pa sa sitt bedomer elevernas forutsittningar infor calculuskursen. I artikeln visas
ocksa statistik pd hur totalt 631 nya calculusstudenter 16st de olika uppgifterna (Carlson et al 2010).

Varje flervalsfraga har dven forsetts med en beskrivning av vilka kvaliteter och forméagor
man behdver for att 16sa uppgiften. Att detta gors 1 forvig dr viktigt for att latt kunna bedoma varje
elevs niva. Forfiningsprocessen var helt klar efter att man dels konstaterat att frigorna tolkas pa ett
konsistent sétt, dels nér de faktiskt bedomde det som de syftade att bedoma och slutligen nér de
felaktiga alternativen var sa trovardiga som mojligt eller uttryckt pé ett annat sétt, representerade de
vanligaste missuppfattningarna géllande fenomenet (Carlson et al 2010:4).

Carlson et al. visar 1 och med sitt validitetstest att det finns stor korrelation mellan
studenternas testresultat och senare deras slutbetyg och dven resultaten pa andra test. De menar
darfor att deras bedomningsinstrument var utformat pa ett funktionellt séitt (Carlson et al 2010:13).
De pekar dessutom ut tva anvdndningsomraden for instrumentet, dels storskaligt for att beddma hur
bra tidigare utbildning varit eller pa individniva for att bedoma om en elev &r redo att borja
analyskursen (Carlson et al 2010:16).
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Instrumentet innehaller en definition pa olika kvaliteter som eleven skall ha uppnatt
efter avslutad gymnasiegang. Dessa kvaliteter dr sorterade inom olika kategorier sdsom
forstaelse och resonemang. Nedan dr ett exempel pa hur en uppgift utformats med tillhdrande
beddmningsanvisning utifran dessa formagor. De har konstruerat uppgiften pa ett sddant sétt
att de vet vilka formégor som minst maste anvéndas for att 16sa uppgiften (resonemang (R3)
och forstaelse (U3)). Detta ger dem mojlighet att avgora elevernas kvaliteter endast utifrédn det
svar eleverna valt pa flervalsuppgiften.

”They then need to imagine how the distance of the base of the ladder from the wall
changes as the top of the ladder increases to twice its original distance from the floor
(R3). As they imagine how these measurements change together (engage in
covariational reasoning), they also need to think about how the ratio of the changes in
these two quantities (slope) (U3) changes as the distance of the ladder from the wall
decreases (R3).”

(Carlson et al 2010:8)

Detta resonemang ligger till grund for att avgora vilka formagor som kravs for att 16sa
uppgiften nedan.

A ladder that is leaning against a wall is adjusted so that the distance of the top of the
ladder from the floor is twice as high as it was before it was adjusted.”

BEFORE AFTER
'
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Figur 3 — lllustration tillhérande uppgiftsexempel i CCR. (Carlson et al, 2010:8).

”The slope of the adjusted ladder is:” a) ”Less than twice what it was”, b) “Exactly
twice what it was”, ¢) "More than twice what it was”, d) ”The same as what it was
before”, ) “There is not enough information to determine if any of a through d is
correct” (Carlson et al, 2010:8).

Som tidigare ndmnts syftar detta instrument till att utreda huruvida den larande ar redo att paborja
den forsta analyskursen pa hogskoleniva. Med andra ord testar instrumentet huruvida den ldrande
har uppnatt syftade kvaliteter inom matematik efter avslutad gymnasiegang. Déaremot ligger det
generella fokuset i denna uppsats pa tidigare moment inom funktionsbegreppet. Det vill sdga
moment pa gymnasial nivd. CCR-instrumentet kommer anvdndas som normerande exempel for att
utforma uppgifter som utvinner information fran den lirandes svar. Aven om CCR-instrumentet #r
fokuserat mestadels pa formagor ser vi fragornas utformning som tydligt anvindbar dven for att
kartldgga elevers hinder. Detta pd samma sdtt som Carlson et al (2010) latit vanliga uppfattningar
eller missuppfattningar utgora de felaktiga alternativen i de flervalsuppgifter CCR-instrumentet
innehéller.
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4 Metod

Detta examensarbete syftar till att utifrdn tidigare forskning skapa en modell att anvénda vid
formativ bedomning. Detta ger arbetet en tydlig teoretisk 6vervikt som Stukat (2005:24) motiverar
att ett examensarbete kan ha i utldtandet som lyder "I en vérld dédr informationsmangden okar sa
starkt som den gor, kan det behdvas ndgra som stannar upp, sammanfattar och organiserar”. Darfor
beskriver var metod huvudsakligen hur vi utifrdn den teoretiska bakgrunden utformat FH-modellen.
Detta innebér att den lilla empiriska studie vi gér baseras pd FH-modellen for att exemplifiera och
utveckla denna.

4.1 Val av teoretiskt avstamp for FH-modellen

Vi péaborjade vart examensarbete genom att soka bland den litteratur vi genom var utbildning erfarit
vara relevant pa omradet. Vi tog ddrmed utgangspunkt i Sfard (1991) och i Bergsten (1997). Vi
expanderade sokningen ytterligare genom att soka pa de referenser som atergavs i dessa.
Primérkallor har eftersokts i varje enskilt fall men i enstaka fall har detta inte lyckats. Ett sddant
exempel dr Janvier (1984) som vi dessvirre tvingats referera till genom Bergsten (1997).

Sokningen efter relevant litteratur skedde mestadels pa biblioteket och pa internet och dé framforallt
vi utbildningsbibliotekets databas. Forutom referenserna ovan anvindes sokord som: ”concept of
function”, ”function+misconception”, “understanding+concept+function”, “understanding+algebra”
och liknande. Nar nya kéllor hittades jamforde vi ofta deras referenser med varandra och tidigare
referenser vilket ofta visade att artiklarna hade gemensama utgangspunkter i ett fatal forskares
tidigare studier. Vi beslot att dven vi skulle ta avstamp i dessa. Utover dessa har vi ocksé forsokt
finna den modernaste forskningen inom omrédet for att vidga perspektivet 1 var jaimforelse.

4.2 FH-modellen

4.2.1 Motivation till utformningsmetod av FH-modellen

Modellutformningen gjordes genom att forst jamfora de olika nivaer av forstaelse for
funktionsbegreppet som erhallits genom litteratursokningen varpd ldmplig indelning av
forstaelsenivder valdes. Vi valde dérefter aspektindelning av funktionsbegreppet utifran den tidigare
forskning vi studerat och hade d4 som kriterium att vdlja den som var mest nyanserad. Nésta steg
var en sammanstillning och jamforelse av de hinder som hittats under litteratursdkningen. De
hinder som var likartade men var frin olika forskning grupperades under gemensamma
bendmningar. Efter detta kategoriserades hindren utifran vilken forstaelseniva de blockerar och
vilken aspekt de visar sig inom. Denna kategorisering gjordes utifrdn var forstaelse och erfarenhet
av forstaelsenivaer, hinder och funktionsbegreppets olika aspekter.

FH-modellen dr utformad utifran hypotesen ”varje hinder blockerar ndgon specifik
forstaelseniva for funktionsbegreppet” som gar att hiarleda ifrén var ursprungliga fragestillning pa
sida 2. Det som skulle kunna falsifiera hypotesen dr om en statistisk undersokning skulle visa att det
inte finns ndgon korrelation mellan den ldrandes forstaelseniva och dennes hinder. Darutdver utgor
varje kategorisering av ett specifikt hinder pd en forstaelseniva en egen hypotes. Varje sddan
hypotes skulle kunna falsifieras dels genom att huvudhypotesen ovan forkastas och dels genom en
statistisk unders6kning som visar att den larande kan na denna fGrstaelseniv trots att denne
uppvisar ett hinder som kategoriserats pa densamma.

4.2.2 FH-modellens utformning

I FH-modellen anvénder vi nivier av begreppsforstaelse dér varje niva har sirskilda karaktirsdrag
vilket gor att ldraren utifrdn den ldrandes prestationer fir mojlighet att avgora vilken kvalitativ nivé
den ldrandes forstaelse av begreppet ligger pa. Ett exempel pa hur detta kan goras &r att utvinna
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information om elevernas kvaliteter sdsom framgéingsrikt visas med "CCR instrument”. Detta 1
samverkan med en nivaindelning av begreppsforstaelse kan ge liraren en god uppfattning om den
larandes forstaelsenivd. CCR-instrument” omfattar flervalsuppgifter som kan tillhandahélla
information om elevernas hinder di de felaktiga alternativen innehaller framforskat vanliga
missforstaelser. Instrumentet anvidnds dock inte i syftet att utreda om elevernas forstielse blockeras
av hinder utan enbart for att avgdra om eleverna dr redo infor den forsta analyskursen pa
universitetsniva. Per- Eskil Persson fastslar dock vikten av att i tid arbeta med hinder for forstéelse i
citatet nedan. Persson anvinder hdr termen missuppfattning pd samma sétt som vi anvénder termen

missforstaelse.

”Om eleven har en allvarlig missuppfattning, kan ett fortsatt vande av fardigheten vara
meningslos eller till och med skadlig. Man beféster dd snarare de felaktiga

forestéllningarna.”
Persson (2005:48)

Det ar alltsa avgorande att i tid hjélpa elever med olika hinder och detta motiverar ytterligare att
FH-modellen behovs dé& den binder samman hinder med forstaelsenivder pa ett sddant sétt att varje
enskilt hinder blockerar den ldrande fran att nd en viss niva av forstéelse. Detta skall tolkas som att
dven om en viss svarighet eller missforstaelse kan visa sig tidigare sa utgor den inget problem for
att den ldrande skall kunna na nésta forstdelsenivd. Daremot hindras den ldrande att uppna den niva
under vilken hindret &r kategoriserat.

. (] _'_________.-———-—-_______.-_-_Hw
Nivaer -

~_Hinder

blockerar nivan ovanfar hindren

Figur 4 — lllustrerar hur modellen placerar hinder i férhallande till nivaer. Trappan som helhet
utgor hela begreppet och varje trappsteg utgor en forstaelseniva av begreppet. Hindren ar
markerade som korta streck och utgor en blockering for den niva som representeras av det
trappsteg hindret ar placerat pa. Notera att den forsta nivan ar preaction och utgérs av den

platta ytan innan det férsta trappsteget.

Vidare nyanseras FH-modellen genom inforandet av aspekter. Aspekterna visar olika
egenskaper hos begreppet och kan representeras pa olika sitt. Detta innebir att de hinder som
ligger pa en viss forstdelseniva ocksa ligger inom en viss aspekt av begreppet.

Anvindning av FH-modellen kriver att foljande tre nyckelmoment genomfors och dessa

forklaras ytteligare efterkommande text.
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1. Undersokning av den ldrandes overgripande forstaelseniva
2. Kartldggning av den ldrandes svarigheter och missforstaelser
3. Avgéra vilka hinder som blockerar ndista forstdelsenivd.

Det forsta momentet har lararen oftast en del forkunskaper om, i den meningen att ldraren till viss
del kdnner till den ldrandes nivé av forstdelse. Denna kan fordelaktigt undersdkas ytterligare till
exempel genom samtal med den ldrande, observation av den ldrandes riknedvande och
problemldsande eller genom nagon form av test. Nér lararen samlat tillrdckligt med information for
att kategorisera den larandes Overgripande forstaelse under en viss niva kan nyckelmoment 1 anses
avslutat. Nédr ldraren gor en 6vergripande bedomning franser denne att den ldrande kan visa olika
forstaelsenivder inom olika aspekter av funktionsbegreppet och gor istéllet en beddmning utifrén sitt
samlade intryck.

For att kartlagga elevernas svarigheter eller missforstielser gors lampligtvis ett diagnosiskt
test. Utformningen av detta kan goras pa liknande séitt som "CCR-instrument". Flervalsuppgifter dar
alternativen utgors av inget, ett eller flera rétta svar och dir de felaktiga svarsalternativen motsvarar
kdnda forskningsbelagda hinder inom funktionsbegreppet ger mojlighet att med logik utreda
elevernas hinder. Utdver genom felaktiga svarsalternativ kan dven den ldrandes hinder avslojas
genom att denne inte identifierar alla rétta svarsalternativ. Om vissa alternativ kan visa pd mer én ett
hinder dr det lampligt att ha ytterligare alternativ som tydliggor vilket utav dessa hinder som orsakar
valet. For ytterligare forklaring se motivationen till utformningen av fraga 3 1 exemplifierande test
(se figur 5, s. 32). Det dr viktigt att testa av samtliga aspekter inom funktionsbegreppet for att
utvinna helhetstdckande information om elevens hinder. Det kan héinda att ett undervisningsmoment
behandlar enbart en eller ett par aspekter av funktionsbegreppet och da dr det rimligt att detta test
behandlar endast dessa aspekter. Om testet utformas enbart for en individ kan det baseras enbart pa
hinder fran forstdelsenivan ovanfor den nivd som individen har bedomts ligga pa.

Moment tre innebdr att lararen soker de specifika hinder som blockerar den ldrande frén att
nd nésta forstaelseniva. I detta skedet anvdnds det faktum att hindrena dr kategoriserade pa specifika
forstaelsenivier for de aspekter som testats. De hinder som blockerar nésta forstaelseniva dr de som
ligger pé forstaelsenivan dver den som den lidrande tidigare bedomts befinna sig pa. For att
underldtta detta moment har vi utvecklat en matris (se tabell 1, s. 30) som placerar hinder pa
specifika forstaelsenivder och inom specifika aspekter.

4.2.3 Nivaer

Nivakategoriseringen av DeMarois & Tall striacker sig hela vigen fran “’pre-action” till "procept”
och ticker ddrmed in den delen av APOS-teorin som ror ett specifikt begrepp, dvs exklusive
”Schema”-nivan. Dessutom anger DeMarois & Tall en extra niva i form av ”procept” och till
skillnad fran Sfard har ”procept”-teorin konkreta forstielse-nivaer vilket gor att den lampar sig val
att bygga en bedomningsmodell runt. Vi har dérfor valt att utgd ifrdn DeMarois & Tall ndr vi
utformat FH-modellen. Nivderna vi kommer att anvdnda i FH-modellen é&r alltsa: pre-action, action,
process, object och procept.

Pre-action innebér att den ldrande endast har intuitiv forstaelse for funktionsbegreppet.
Detta innebér att den ldrande inte kan utfora den algoritm som hittar elementet i virdeméngden som
motsvarar ett specifikt element i definitionsméngden.

Action innebdér att den ldrande kan utfora enstegsalgoritmer som till storsta delen utfors
externt. Exempelvis utfors dessa berdkningar med penna och papper och den larande behdver ofta
en formel fOr att kunna tolka ndgot som en funktion (Asiala et al 1997:7).

Process innebir att den ldrande kan se en funktions helhet och dédrmed kan denne dversétta
mellan representationsformer. Den ldrande kan dven lidnka ihop flera algoritmer och kan dessutom
gora detta mentalt utan att faktiskt behova utfora dem. Den larande uppmérksammar vad algoritmer
gor vilket innebdr att denne kan vénda algoritmen och ddrmed konstruera den inversa funktionen
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(Asiala et al 1997:7).

Object innebir att den ldrande klarar av att utfora algoritmer eller processer med funktioner
som objekt. Ett exempel pa detta dr att rdkna ut summan av tvd funktioner. Den ldrande har ocksé
formaga att diskutera egenskaper hos dessa algoritmer och processer som sker pa andra funktioner
vilket innebdr att den ldrande kan se att elementen i definitionsmingden och virdeméngden inte
behdver utgoras av tal utan dven kan utgdras av funktioner eller andra objekt.

Procept innebir att den ldrande beroende pa problemldsningssituation anviander
funktionsbegreppet antingen som process eller objekt och utnyttjar ddrmed begreppets alla
egenskaper. Den ldrandes begreppsbild omfattar alltsa flera olika forstdelsenivéer av
funktionsbegreppet och orsakar att hela begreppet “triggas” niar ndgon av dessa kan anvéndas. Ett
exempel dr d& funktionerna f{x)=2x och g(x)=x+2 dr givna och f{g(x))=5 skall berdknas. D4 maste
forst funktionen g(x) behadlas som ett objekt d& det substitueras mot x i funktionen f{x). Darefter
méste den ldrande forenkla det erhdllna uttrycket vilket innebir att denne nu méste overga till en
syn pd funktionen som process.

4.2.4 Aspekter

Nar det géller vilka aspekter man kan dela in begreppsbilden i har vi dirmed funnit DeMarois &
Talls kategorisering gynnsam. De har dtergivit atta aspekter som listas nedan.

*  Numerisk representationsform
Denna aspekt tydliggdrs nér funktionsbegreppet representeras 1 form av en tabell eller lista.
Aspekten visar tydligt att en funktion kan beskrivas som specifika ordnade par. Vid
kontinuerliga funktioner dterger den dérfor inte fullstdndigt funktionssambandet utan
exemplifierar snarare detta.

* Algebraisk representationsform
Denna aspekt presenterar en funktion som en formel och betonar mer processen som
transformerar element i definitionsméngden till element 1 virdemadngden. Aspekten
beskriver kontinuerliga funktioner vidl men den kan inte lika val beskriva diskreta eller icke-
numeriska funktioner. Daremot kan stegvisa funktioner beskrivas timligen val.

*  Grafisk representationsform
Den hér aspekten illustrerar en funktion som punkter, linjer eller kurvor i ett
koordinatsystem. Denna aspekt har styrkor 1 att den tydligt illustrerar helheten och ddrmed
det generella sambandet mellan elementen i definitionsmingden och elementen i
viardeméngden for en given funktion. En svaghet dr att det &r svart att gora en exakt
avldsning.

* JVardaglig representationsform
Denna aspekt innebdr att ett funktionssamband beskrivs med vardagssprak i tal eller 1 skrift.
Ett exempel pa detta ges av Tall (1997:7) som ndmner funktionsmaskinen.

* Kinestetisk representationsform
Da funktionsbegreppet representeras av ett verkligt samband eller ett realistiskt beskrivet
samband omfattar det denna aspekt av funktionsbegreppet. Manga problemldsningsuppgifter
utgér fran denna representationsform varpa den larande skall 6versitta ett funktionssamband
till en annan representationsform.

o Skriftlig definition
Denna aspekt syftar pd hur funktionsbegreppet beskrivs 1 skrift.

*  Muntlig definition
Denna aspekt syftar pa hur funktionsbegreppet beskrivs i tal.

* Beteckning
Med beteckning syftar man pa hur en funktions beteckning utformas i tal, skrift och formel.

Tall (1997:3-4) och Janvier (1987, 1 Bergsten 1997:107)
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4.2.5 Kategorisering av hinder

Da vi genomsokt tidigare forskning har diverse vanligt férekommande svarigheter och
missforstaelser framkommit. I detta avsnitt skall dessa kategoriseras. Dessa hinder kan tillhora
specifika funktionssorter och representationer men kan dven vara mer overgripande och omfatta
storre delar av elevernas begreppsbild. Kategoriseringen som sker hir nedan innehaller tre viktiga
delar. Den forsta av dessa dr att likartade hinder grupperas tillsammans under en gemensam
bendmning. Den andra delen &r att var och en av dessa hinder placeras under en forstaelseniva, det
vill sdga under den nivd som de utgor ett hinder for att eleven ska kunna uppna. Den tredje och sista
delen ir att hindren 4ven kommer att placeras under en eller flera aspekter av funktionsbegreppet,
det vill sdga under till exempel vilken representation de kommer visa sig och utgéra ett problem for
forstaelseutvecklingen (se figur 4, s. 22).

Eftersom det i tidigare forskning ytterst séllan har nimnts ndgot om pa vilken forstéelseniva
hindren &r kritiska s baseras var kategorisering huvudsakligen pa var egen forstielse av
funktionsbegreppet, hindren och nivaerna i den forstaelseskala vi utgar ifran. I de fall dér vi i ndgon
av véra killor kan hitta en nivéklassificering av ett hinder kommer givetvis den nivéklassificeringen
att tas 1 beaktning och redovisas. Med varje hinder kommer dven en motivation for varfor det
hindret hor hemma just dér vi placerar det, och dessutom kommer en forkortning att skapas for att
en oversikt ska kunna ga att fi genom en matris (se tabell 1, s. 30).

S-SBO — Svarighet att skilja mellan beroende och oberoende variabel

Denna svarighet som presenteras av Chang (2002) handlar om att en elev i ndgon representation av
funktionsbegreppet inte kan urskilja vilken storhet som &dr den beroende och vilken som &r den
oberoende. I praktiken kan detta innebéra att en elev till exempel inte kan forsté att en graf som
representerar en funktion inte kan 16pa genom tva olika punkter med samma x-koordinat. Eftersom
denna svérighet inte forhindrar att enstegsoperationer, som till exempel att ldsa av f{x) for ett givet x
eller x for ett givet f{x) utgor den inte ndgot hinder for actionniva. Déremot nér ett samband ska
tolkas och beskrivas med en funktion maste en distinktion mellan beroende och oberoende storhet
kunna goras. Detta innebér S-SBO ér ett hinder for nivdn process och visar sig inom de fem aspekter
som utgdrs av representationer av funktionsbegreppet.

S-BSF — Svarighet att bearbeta sammansatta funktioner

S-BSF dr precis som ovanstaende svarighet himtad fran Chang (2002) och handlar om att en elev &r
oformdgen att forstd och rdkna med sammansatta funktioner. Ett exempel pé detta ar att forenkla
f(g(x)) da f{x) och g(x) &r givna. Om en elev klarar av detta visar det dels pa att eleven kan se en
funktion som ett objekt, men dven att eleven kan véxla mellan objektssyn och processyn. Detta
innebdr att S-BSF dr ett hinder for proceptnivan och att S-BSF forekommer inom de fem
representationerna.

S-OKA, S-OGA, S-OAG, S-ONA, S-OAN, S-OVA, S-OAV, S-OGN, S-ONG — Svdrighet att éversiitta
mellan olika representationformer

Denna kategori av svérigheter gér ut pa att den ldrande inte fullstaindigt behirskar metoder for att
Oversitta frén en representation till en annan. Dessa svarigheter redogors enskilt for av Chang
(2002) men ndmns dven av Schwarz et al (1989:249) fast da som en och samma svarighet.
Oversittningar mellan representationsformer tillhdr den fjérde nivén enligt den nivdindelning
Schwarz et al (1989:3) gor, vilket enligt vdr jimforelse av de olika nivdindelningar innebér att dessa
svarigheter utgor ett hinder for processnivédn enligt Talls nivaindelning. Varje specifik svarighet 1
denna grupp motsvarar oversittningen frn en representation till en annan. Till exempel star
forkortningen S-OGA for ”Svérighet att Oversitta frén Grafisk till Algebraisk representationsform”
och S-OAG innebiir da alltsd dversittning mellan samma tva representationsformer men i motsatt
riktning. Dessa svarigheter visar sig inom de representationsformer som overséttningen giller, men
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tydligast inom den representationsform som overséttningen gér mot. Detta kan motiveras av att det
till exempel dr lattare att 1dsa av en graf @n att skissa en ny graf sjdlv d& det innebar farre moment
och en inte lika utforlig forstaelse av den grafiska representationen. Denna motivering stimmer
ocksd med den forklaring Chang (2002) foresldr for orsaken att vissa elever har svirt att dversitta
fran en kinestetisk representation till algebraisk form, vilket alltsd &r att de dr svaga i den
algebraiska representationsformen.

S-FEG — Svarighet att se en funktions egenskaper utifran en graf

Denna svarighet presenterades av Chang (2002) men innefattar dven den svérighet som ovan
bendmns som “Hojd-sluttning forvirring” och presenterades av Rhode Island Department of
Education (2007:40). Den gér ut pd att den ldrande inte kan urskilja till exempel minimi- och
maximivérden, fordndringshastighet och nollpunkter utifrdn en graf. Att en funktions egenskaper
fokuseras snarare én en funktions algoritm visar pd att den ses som ett objekt snarare dn en process.
Detta innebér att denna svarighet utgor ett hinder for att komma upp pé objektsniva och den visar
sig givetvis inom den grafiska representationen.

S-TIN — Svarighet att tilldmpa funktionsbegreppet pa icke-numeriska samband

Med denna svérighet asyftas att den ldrande inte kan se att funktionsbegreppet kan beskriva
relationen mellan icke-numeriska element i mangder lika vl som numeriska. Ett exempel pa detta
ges av Chang (2002) och gar ut pa att elever inte kan se att funktionsbegreppet kan beskriva
relationen mellan tva linjer i ett koordinatsystem. P4 samma sdtt kan den ldrande inte att en funktion
kan beskriva sambandet mellan tva funktioner. Vad en specifik funktion kan tillimpas pa beror pé
vissa av funktionens egenskaper, det vill sdga vad det dr for typ av funktion. I fallet ovan med
relationen mellan linjer méste den larande vara uppmaérksam pé att elementen i definitionsmingden
kan innehalla linjer istéllet for numeriska vérden, och likasd att virdeméngden kan gora detsamma.
Denna typ av tankande krévs for att den ldrande ska kunna se en funktion som objekt och inte bara
som process. Detta innebér att denna svérighet utgdr ett hinder for att uppnd objektsniva. I
ovanstaende exempel visar sig svarigheten rimligen inom den grafiska representationen, men i
andra sammanhang bor den dven kunna visa sig inom den numeriska, vardagliga och kinestetiska
representationen.

S-PFG — Punktvis forstaelse framfor global forstaelse

Denna svarighet innebér att den lirande bara kan se en funktion som punkter, det vill séga att for
varje provat x hittas ett f{x) och &r himtad fran Rhode Island Department of Education (2007:40).
Den ldrande dr oférmdgen att se att det finns intressanta egenskaper hos en funktion férutom
operationen som gor omvandlingen fran x till f(x) eller vice versa. Egenskaper som maximi och
minimi eller férdndringshastighet uppmérksammas inte. Daremot har inte eleven nddvéandigtvis
nagra svérigheter med dversattningar mellan representationer. Darmed utgdr denna svarighet ett
hinder for att objektsnivé ska kunna uppnds for att enbart processen och inte egenskaperna
uppmérksammas. Den visar sig huvudsakligen inom den grafiska och den algebraiska
representationen.

S-FRS — Forvirring runt skalor

Denna svérighet redovisades ocksa av Rhode Island Department of Education (2007:40) och syftar
pa en oformaga att tolka betydelsen av axlarnas skalor. I praktiken kan det orsaka att den larande
inte uppmérksammar att x- och y-axlarna i ett koordinatsystem &r olika graderade eller att eleven
automatiskt tolkar varje streck pd axeln som en enhet. Denna svérighet utgor ett hinder for
actionnivan och visar sig inom den grafiska representationen.

S-HBO — Svdrighet att bestimma beroende variabel nir oberoende variabel dr given
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En av de mest grundlidggande operationerna inom funktionsbegreppet ér att hitta virdet pa f(x)
utifran ett givet x. Schwarz et al (1989:249) rapporterar dock att det dr vanligt férekommande att
elever har svart med just detta. Denna svérighet bor kunna visa sig inom alla representationer och
utgor alltsa ett hinder for att den larande ska ta sig upp pé actionniva.

S-HOB — Svdrighet att bestimma oberoende variabel nér beroende variabel dr given
Precis som S-HBO ér denna svérighet av Schwarz et al (1989:249) rapporterad som vanligt
forekommande och dven om operationen dr lite komplexare utgér denna ocksé ett hinder pa
actionnivd och kan visa sig inom samtliga representationer.

S-VFB — Verbal funktionsblindhet

Denna svarighet syftar enligt Cansiz, Kii¢iik & Isleyen (2011) p4 att den lidrande inte kan koppla ett
verbalt uttryck till funktionsbegreppet. Detta innebir att en elev med denna svérighet inte kan forsta
att en relation mellan tva storheter som éterges 1 vardagligt sprak kan beskrivas med en funktion.
Svarigheten visar sig inom den vardagliga representationen och utgér ett hinder for actionniva.

S-AFB — Algebraisk funktionsblindhet

Denna svarighet som Cansiz et al (2011) ndmner dr som S-VFB men géller istéllet for algebraiska
uttryck. Detta innebaér alltsé att en elev med denna svérighet saknar formagan att identifiera ifall ett
matematiskt uttryck kan beskrivas som en funktion. S-AFB utgor ocksd ett hinder for actionniva
men visar sig till skillnad frdn S-VFB inom den algebraiska representationen.

M-DIR — Definitionsmdngd och virdemdngd dr inte relevant under problemlosning

Denna missforstaelse dr uppmirksammad av Chang (2002) och syftar pa att den ldrande inte
uppmérksammar att de storheter som funktionen relaterar till varandra inte kan anta alla virden vid
kinestetiskt problemldsning. Ett exempel pa detta dr att eleven ska skissa en graf som beskriver
relationen mellan géngen tid sedan start och hur hdgt vattnet star i en bégare som fylls pa med 0,5 dl
vatten varje sekund. Bégaren &r vid start tom och dess storlek och form &r given. En elev med
missforstadelsen M-DIR skulle hér rita en graf som striacker sig fran koordinatsystemets grans och
sedan fortsdtter genom det intervall di bagarens vattenniva faktiskt stiger och som sedan fortsétter
att stiga dven efter den punkt dé vattnet inte lingre ryms i bagaren. Missforstaelsen M-DIR hor
hemma inom den kinestetiska representationen och utgor ett hinder for att funktionsbegreppet ska
ses som ett objekt. Detta for att inte funktionens egenskaper, i detta fall definitionsmingd och
vardemédngd, uppmarksammas.

M-FL — En funktion maste vara linjdr

I denna missforstaelse ingdr bade missforstaelsen ”En funktion méste vara linjdr” som Chang
(2002) presenterade, men dven den missforstaelse som tidigare bendmnts med linjar attraktion”
och som dr hamtad frén Janvier (1998:81-82), samt den missforstaelse som rubriceras med
“linjdritet ar det enda funktionella sambandet”, vilken kommer frdn Schwarz et al (1989: 249).
Denna missforstielse kan visa sig inom samtliga aspekter av funktionsbegreppet och utgor ett
hinder for processnivdn. Anledningen till detta ar att ndr en avlasning, plottning eller berdkning
gors, till exempel av f(x) for ett givet x, dr det inte nddvéndigt att ta hansyn till hur funktionen ar i
sin helhet. Daremot nér flera punkter bearbetas tillsammans, till exempel nir fordndringshastigheten
ska undersokas, ér det viktigt att forstd att den kan vara olika i olika intervall, och detta dr ndgot
som gors pd processniva da funktionens helhet blir mer fokuserad.

M-DFI — Diskreta funktioner dr inte funktioner

Denna missforstaelse dr ocksa nimnd av Chang (2002) och syftar pé att den ldrande anser att en
funktion maste vara kontinuerlig, 4tminstone 1 vissa intervall. Missforstdelsen visar sig
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huvudsakligen inom den grafiska representationen och kan vara ett resultat av att den ldrande &r van
vid att skissa en graf utifrdn de punkter som ges i en tabell. Foljden av detta ar att den ldrande tolkar
en diskret funktion som en kontinuerlig funktion som &r representerad i punkter och dirmed maéste
uttryckas i en linje, kurva eller interpolerade punkter nar den dversitts till grafisk representation.
Fria punkter i ett koordinatsystem kan dd inte tolkas som en representation av en funktion. Denna
missforstaelse utgor ett hinder for den ldrande att nd objektsnivin eftersom denna niva kraver att
den ldrande maste ha en god uppfattning om olika funktioners mdjliga egenskaper

M-KFI — Konstanta funktioner dr inte funktioner

Att inte kunna se att en funktion utan forandringskoefticient eller dar fordndringskoefficienten ar
noll dr en funktion &r ytterligare en missforstdelse som Chang (2002) redogdr for. Till exempel
funktionen f{x)=3 tolkas dirmed inte som en funktion. Denna missforstaelse visar sig huvudsakligen
inom den numeriska, den algebraiska och den vardagliga representationen. Anledningen till att den
antagligen inte visar sig lika tydligt inom den grafiska &r att den ldrande inte kommer att reflektera
over att grafen inte har ndgon lutning, och anledningen till att den inte visar sig inom den
kinestetiska representationen dr att det kan tyckas timligen meningsldst att anvinda
funktionsbegreppet pa nadgot som inte varierar. Precis som M-DFI utgér denna missforstaelse ett
hinder for den ldrande att uppné objektniva eftersom den ldrande inte kan acceptera att
fordndringskoefficienten dven kan ha vérdet noll.

M-FXY — En funktion mdste betecknas med specifika tecken

Chang (2002) forklarar denna missforstaelse som att den ldrande bara anser att en beteckning kan
representera en funktion ifall den anvénder de vanliga symbolerna. Detta innebér att den ldrande
anser att ”f(x)=3x +1” eller "y = 2x” dr beteckningar pé funktioner. En funktion skulle ddremot lika
géirna kunna betecknas ”g(z)=3z+1”, vilket den ldrande inte skulle acceptera som en funktion.
Denna missforstaelse visar sig inom beteckningsaspekten och inom den algebraiska
representationen pé actionniva.

M-AEF — Alla ekvationer dr funktioner

En ldrande med denna missforstaelse uppfattar alla ekvationer som funktioner enligt Chang (2002).
Detta visar sig dels inom beteckningsaspekten men dven inom den algebraiska aspekten och visar
pa att en elev inte forstar de grundlidggande operationerna man kan goéra med en funktion, och alltsé
inte behirskar actionnivan. Detta orsakar alltsa att denna missforstaelse ligger pa actionniva.

M-AFF — Alla figurer dr funktioner

Denna missforstaelse motsvarar M-AEF, fast inom den grafiska representationen. Den ndmns av
Janvier (1998:81-82) och Chang (2002) och innebér att den ldrande tolkar varje tinkbar grafisk
figur som en representation av en funktion. Detta innebér sdvil vanliga geometriska figurer som
olika framstéllningar av diagram inom statistik. Precis som M-AEF hor denna missforstaelse
hemma pa actionniva eftersom missforstaelsen tyder pa att eleven inte forstir de grundldggande
operationerna man maste kunna gora med en funktion, det vill sdga bestimma ett och bara ett f{x)
for varje givet x.

M-FMF — En funktion mdste ha en formel

Den sista missforstaelsen som dr himtad fran Chang (2002) gér ut pd att en elev anser att en
funktion maste ha en formel fOr att vara en funktion. Den kan till viss del sammanfalla med M-DFI
som inte gar att definiera med en formel, men den omfattar d&ven vad som pé engelska kallas Step
function”, stegfunktion. Denna typ av funktion definieras 1 olika intervall, s& den kan vara
kontinuerlig, men olika formler eller beskrivningar géller for olika intervall. Ett exempel pa en graf
av en sddan funktion dr en rit linje som plotsligt 1 en punkt &dndrar riktning och sedan fortsétter i en
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annan riktning. Av samma anledning som M-DFI visar denna sig inom samtliga representationer av
funktionsbegreppet och utgor ett hinder for objektnivan.

M-VIM — Visuellt intuitiv missforstaelse

En vanlig missforstaelse inom den grafiska representationen av funktionsbegreppet ér att den
larande tolkar en graf som en bild av nagot (Janvier 1998:81-82). Ett exempel pa detta r att en graf
som beskriver ett flygplans hastighet dver tid frin start tolkas som att den visar flygplanets hojd 1
forhallande till fardad stracka. Denna missforstaelse orsakas alltsa av att den intuitiva uppfattningen
av grafen tranger undan forstielsen av en graf som representation for en relation mellan tva
storheter. Eftersom missforstaelsen orsakar att den ldrande inte korrekt kan ldsa av en graf innebéar
det att den ligger pd actionniva.

M-FBR — Forstdelse beror av representation

Schwarz et al (1989: 249) forklarar denna missforstaelse som att den ldrande ser varje
representation av funktionsbegreppet som ett eget fenomen och inte som en aspekt av
funktionsbegreppet. Konsekvensen av detta dr dels att eleven inte forstar varfor overséttning mellan
representationsformerna har nagon mening eller ens forklaring. Det dr mojligt att eleven lér sig en
metod fOr att géra Gversdttningen utan att forsté att de olika representationerna syftar till samma
fenomen, samma samband. Denna missforstéelse utgor en tydlig blockad for att eleven ska na upp
till processniva, det vill sdga ndr man kan se representationerna som olika perspektiv pa
funktionsbegreppet. Vidare bor denna missforstaelse kunna visa sig i jamforelsen mellan alla olika
representationsformerna.

O-NR, O-AR, O-GR, O-VR, O-SD, O-MD, O-B — Okdnnedom om numerisk-, algebraisk-, grafisk-
eller vardaglig representation samt okdnndedom om skriftlig- och muntlig definition och
beteckning.

Dessa hinder &r inte hamtade frin tidigare forskning utan &r istéllet definierade av oss sjélva. De
syftar pa att den ldrande inte har ndgon som helst kunskap om de olika representationerna av
funktionsbegreppet. Anledningen till att vi har formulerat dessa ér att vi bland de elever som gav
indikationer pa bristande grundldggande kunskaper ville identifiera vilka som inte kénde till vad
representationen innebar, vilket mer eller mindre gor alla indikationer pd hinder meningslsa dé de
helt enkelt inte vet. Att kdnna till att en specifik representation existerar behover dock inte innebira
att eleven generellt ligger pd Pre-actionnivd. Det gar att nd en tdmligen strukturell forstaelse utan att
ha kunskap om samtliga representationer.
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Tabell 1 — Denna matris ger 6versikt Gver hindrens kategorisering inom olika aspekter och foér
olika nivaer. Vilken kolumn ett hinder ar placerat i visar vilken forstaelseniva hindret utgér en
blockering for. Vilken rad ett hinder ar placerat i visar vilka aspekter hindret kan visa sig inom.

Forklaring av férkortningar ges under avsnitt ”4.2.5 Kategorisering av hinder”.

Pre-action Action Process Object Procept
S-SBO
S-OAN S-TIN
Numerisk O-NR oo S-OGN M-KF| S-BSF
M-FL M-FMF
M-FBR
S-SBO
S-HBO S-OGA
S-HOB S—(:?KA S-PFG
Algebraisk O-AR S-AFB S-ONA M-KFI S-BSF
M-FXY S-OVA M-FMF
M-AEF M-FL
M-FBR
S-FRS S-SBO S-FEG
S-HBO S-(:)AG S-TIN
Grafisk O-GR S-HOB S-ONG S-PFG S-BSF
M-AFF M-FL M-DFI
M-VIM M-FBR M-FMF
S-HBO o0 S-TIN
Vardaglig O-VR S-HOB M-FL M-KFI S-BSF
S-VFB M-FBR M-FMF
S-SBO S-TIN
Kinestetisk oon M-FL M-DIR S-BSF
M-FBR M-FMF
Skriftlig
definition 0-SD M-FL
Muntlig
definition O-MD M-FL
. M-FXY
Beteckning O-B M-AEF M-FL
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4.3 Test av modell

Modelltestet gjordes genom att utforma ett test bestdende av uppgifter som syftade till att utvinna
information om den ldrandes forstaelsenivd och vilka hinder som blockerar den larande fran att
utveckla sin forstéelse av funktionsbegreppet. Till testet gjordes dven en tolkningsguide for att
effektivt kunna bedoma elevernas niva och existerande hinder inom respektive aspekt. Dérefter fick
22 stycken elever som gick andra éret pa ekonomiprogrammet genomfora testet. Nar diagnosen
presenterades for eleverna gav vi dem instruktionen att de skulle gissa ifall de var osékra. Detta
gjorde vi med avsikt att de skulle sédga det de trodde da de hade en asikt men inte var helt sdkra och
didrmed visa mer av sin begreppsbild. Efter detta tolkades deras resultat med hjilp av
tolkningsguiden som aterges nedan. Modelltestet syftade till att exemplifiera hur arbetet med
modellen kan ga till samt att testa den 1 utvecklande syfte. I exemplifieringen av hur FH-modellen
kan anvéndas ingar dven att forsoka identifiera eventuella svagheter och aspekter att vara
uppmarksam pé 1 denna. Detta test gar ut pa att vi anvander FH-modellen for att utforma ett
diagnostiskt test for en gymnasieklass, och mélet &r att identifiera vilka eventuella hinder eleverna
har for sin fortsatta forstaelseutveckling inom funktionsbegreppet. Om anvindandet av modellen
skulle lyckas kravdes alltsa att elever huvudsakligen indikerade hinder som hor till forstaelsenivier
over den niva de sjdlva ligger pa. For att testa om sa var fallen berdknade vi genomsnittet for hur
ménga ginger varje hinder indikerades per elev som beddmts ligga pa varje forstaelsenivd och fick
ddrmed mdjligheten att jamfora mellan forstaelsenivéerna. Ifall anvéindningen skulle lyckats skulle
med andra ord det genomsnittliga antalet indikationer for olika hinder skilja sig tydligt beroende pé
vilken forstaelseniva det géllde. Néar detta test utformades avsag fraga 1 och fraga 2 att undersoka
den ldrandes generella nivé av begreppsforstiaelse inom funktionsbegreppet, medan uppgifterna 3-7
avsag att testa specifika hinder. Nedan dterges en komprimerad version av diagnosens alla fragor i
figur 5.
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1. Vad skulle du sdga att beteckningen,

2. Om du kort skulle beskriva vad en funktion &r, hur skulle du géra det?

3. Vilka av féljande anser du kan representera funktioner?

al

4. Villcen/villca utav nedanstaende skulle kunnar

b)

c)

d)

) N f)

glx] .innebar? Skriv med ord!

SN

/

i
\

5

resentera en funlktion?

g

%

a) 3=x+15 b) 3+x ¢) Vit|=F +at d) flx]=3x+2
o) f,:-x]:_l'?. ,x=1|D g)
12 ,x=0 x| fx) x | f(x)
1 3 3 1
2 3 4 2
3 5 3 3
4 6 1 4

5. Rita grafen (utan riknare) till den kontinuerliga

funktionen som representeras av tabellen:

x -2.23 -1 0 1,73 2.23
v 6 2 1 4 )
6. I\'eda;l ser du tva funktionsgrafer for, f (x| ftx) (x)
och glx| . Vilken elle:rl ﬁlka utavnedanit;iende g
fyra grafer motsvarar f(x|+glx| 7
c)

/
i

/

f

/

/

7. Vilka/vilken utav féljande beskriver f(g{x|] .da 7 (x)=2x"+x och gl{x)=3x ?

a) flglx]}=9 b) flglx))=3x
¢} fleglx|| existerar inte! d) flg(x))=18x*+3x
e) flelx))=2(g(x)) +glx) f) flglx)=2x"+x

Figur 5 — Exemplifierande test som anvandes i empirisk studie for att utveckla modellen.
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Nedan foljer en motivation av vad vi hade 1 atanke nar vi utformade de specifika frdgorna i testet
som dterges 1 figur 5. Vi kallar nedanstédnde for tolkningsguiden for testet eftersom den beskriver
hur den ldrandes svar pé respektive fraga skall tolkas utifran modellen. For en mer utforlig
forklaring av hindren hénvisar vi till avsnitt 4.2.5 (s. 25-30).

Frdga 1 testar elevens forstaelse av funktionsbeteckningen och da framforallt om eleven har
en mer generaliserad forstdelse av beteckningen. Eftersom funktionsbeckningen inte &r f{x), innebér
det elever kan fa svart att tolka g(x) som en funktion. Darfor kan missforstdelsen, M-FXY, visas
genom elevernas svar pd denna fraga.

Fraga 2 testar hur elevernas skriftliga definition ser ut men syftar huvudsakligen till att
faststilla en elevs generella forstaelseniva. Eleverna kan ange en definition som utesluter de fall d&
det bara finns ett element i virdemédngden, dvs att funktionen dr konstant. Om sa ar fallet visar det
pa missforstaelsen, M-KFI. Beroende pa hur utforligt och nyanserat elevens svar pa denna friga ér
sé kan man ldgga mer vikt vid vad som ar utelimnat. Ett nyanserat svar som inte inrymmer diskreta
funktioner kan dérfor visa pA M-DFI.

Frdga 3 gar ut pa att eleven skall vilja de alternativ som grafiskt representerar en funktion.
Alternativ (a) ér en diskret funktion, (b) ar en tredjegradsfunktion och (c) en linjdr funktion.
Alternativ (d) och (e) dr inga funktioner och alternativ (f) &r en stegvis definierad funktion.
Uteblivna rétta svar motsvarar vissa hinder och valda felaktiga svar motsvarar hinder. Nedan kan
man se vilka hinder som motsvaras av vilka val. Om en elev ¢j identifierar (a) som en funktion visar
det pd missforstaelsen M-DFI, da eleven inte véljer den diskreta funktionen att kunna representera
en funktion. Om eleven dessutom viljer alla de Gvriga alternativen som godtagbara representationer
for funktioner indikerar detta missforstdelsen M-AFF, da alla dvriga alternativ kan anses vara
geometriska figurer. Om (b) inte identifieras som funktion indikerar det att en funktions graf inte
kan vara bdjd och ddrmed antyds missforstdelsen M-FL. Om en elev misslyckas att identifiera (c)
som funktion sa har denne inte tillgodogjort sig nagon bas inom den grafiska representationen av
funktioner. Vi bendmner detta (O-GR) okédnnedom om den grafiska representationen. Om (d) anses
vara en funktion indikerar det att eleven innehar missforstdelsen M-AFF, dd denne viljer en kurva
som inte representerar en funktion som en sddan. Om (e) anses vara en funktion antyder det att
eleven antingen forvéxlar den beroende och oberoende variabeln eller att den forvéxlar vilken utav
axlarna som respektive variabel representeras pa. Detta innebér alltsa att eleven kan ha svérigheten
S-SBO. Det finns dock en missforstaelse som ocksé kan fa eleven att vélja detta alternativ och det
ar M-AFF. I kombination med om eleven valt alternativ (d) kan detta utredas pa sa sitt att om
eleven viljer (d) och (e) visar det p4 M-AFF medan om eleven enbart véljer (e) visar det pad S-SBO.
Om inte (f) identifieras som funktion tyder det pa missforstdelsen M-FMF, pd sé sitt att elever som
inte identifierar (f) att representera en funktion kan tro att funktioner méste ha en formel och
dédrmed maste de ha linjer och kurvor som inte gor abrupta riktningsdndringar i en punkt.

Frdga 4 @r en flervalsuppgift dér alternativ (c), (d), (¢) och (f) ar ritt. Att s ménga alternativ
ar ritt minskar drastiskt risken att en elev med nagot hinder klarar av uppgiften utan att avsloja
detta. Om eleven misslyckas med att vélja ndgon av dessa syftar det pa ett hinder. Vilket dr angivet
nedan. De felaktiga alternativen dr ocksé representanter for olika hinder. Nedan &r en redogorelse
for vilka hinder varje valt eller icke-valt alternativ motsvarar. Om (a) anses vara funktion visar det
pa att eleven inte kan gora skillnad pé ett algebraiskt funktions respektive ekvationsuttryck. Ddrmed
kan missforstaelsen M-AEF visas om eleven viljer detta alternativ. Om (b) anses vara en funktion
visar det pa ett dvergeneraliserat funktionsbegrepp inom den algebraiska representationen, vilket
innebdr att eleven inte kan skilja ett uttryck frén en algebraisk representation av en funktion. Detta
innebdr att inom ramen for funktionsbegreppet visar eleven pa svérigheten S-AFB om detta
alternativ véljs. Om inte (c) identifieras som en funktion visar det pa missforstaelsen M-FXY,
eftersom eleven d4 inte urskiljer en funktion som har andra symboler som representanter dn de
vanligaste f, x, y. Ifall inte (d) identifieras som funktion visar det pa (O-AR) okdnnedom om den
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algebraiska representationen av funktioner. Om inte (e) identifieras som funktion visar det att eleven
kan ha missforstaelsen M-FMF, vilket innebér att eleven kan tro att en funktion bara kan ha en
formel och dérmed ser det for konstigt ut med en séddan stegvis uttryckt funktion. Om inte (f)
identifieras som funktion visar det pd (O-NR) okdnnedom om den numeriska representationen av
funktioner. Om (g) anses vara en funktion visar det pd svarigheten S-SBO, da eleven inte uppfattar
att den oberoende variabeln hir dger egenskaper som bara en beroende variabel kan ha. Det vill
sdga att den antar samma vérde for tva olika vérden fran den andra méngden.

Frdga 5 gar ut pa att testa elevernas formaga att konstruera en graf utifran en tabell.
Eleverna kommer behova rita ett koordinatsystem for att plotta punkterna och sedan extrapolera en
kurva genom dessa. Under tillverkningen av koordinatsystemet kan svarigheten S-FRS, visas om
eleven graderar axlarna pd ett sadant sétt att det blir omdjligt att 16sa uppgiften. Beroende pé
elevens nivé av forstdelse inom respektive representation kommer eleven att lyckas olika bra, detta
kan ge information om eleven har missforstaelsen M-FBR. Nir eleven vél plottat ut punkter och
skall rita grafen kan det hdnda att eleven véljer att interpolera istéllet for att extrapolera kurvan.
Detta skulle visa pa missforstdelsen M-FL. Eleverna kan antingen forvédxla x och y vérden vid
plottningen eller anpassa kurvan pd ett sddant sétt att den far tva y-vérden for ndgot x och 1 bada
fallen kan det visa svarigheten S-SBO. Om eleven klarar plottningen utan problem men faller d&
denne skall extrapolera kurvan genom punkterna visar detta pa svarigheten S-PFG.

Fraga 6 bestar 1 att addera tva funktioner grafiskt och sedan vélja det alternativ man anser
representera l0sningen. De fyra alternativen bestér 1 (a) och (b) dar lutningen &r korrekt men
skirningen i y-axeln inte stimmer. Alternativ (a) 4r med for att elever pd en pre-action niva kan
tdnkas vélja denna dé skédrningen 1 y-axeln ligger mitt emellan de skidrningar som graferna i
uppgiftsformuleringen har. Eleverna kan dessutom tycka att alla linjer skall gd genom origo, vilket
motiverar att (b) utgor ett alternativ. [ alternativ (c) ar lutningen tva ganger storre én i1 ovriga.
Anledningen é&r att testa om eleverna blandar ihop egenskaperna for lutning och och y-axelns
skiarning nér de skall 16sa uppgiften. Alternativ (d) ar rdtt. Om eleven inte svarar (d) det vill siga om
eleven inte klarar uppgiften visar det pd svarigheten, S-FEG. Ifall eleven svarar (a) eller (c) visar det
dven pa svarigheten S-FEG, men mer specifikt kan den bero pé att man i1 den grafiska
representationen blandar ihop hdjd och sluttning. Om eleven svarar (b) kan det visa pa
missforstaelsen M-KFI, da svaret kan bero pa att eleven inte anser g(x) vara en funktion eftersom
den &r konstant eller inte har ndgon lutning.

I Fraga 7 skall eleven ta fram funktionen som &r sammansatt av de tvé angivna
funktionerna. Eleven behdver behérska notationen vél for att klara uppgiften och dessutom kunna
behandla ett funktionsuttryck som ett objekt. Det finns sex alternativ varav alternativ (d) och (e) ar
ratt. For att kunna avgora om alternativ (d) ar rétt behover eleverna dessutom gora nagra algebraiska
forenklingar. Anledningen till att vi har tvé alternativ som &r ratt dr for att minska sannolikheten for
de elever som bara chansar att fa ritt. Det &r troligt att en elev som lyckas pricka i bade (d) och (e)
faktiskt ligger pa en procept-nivé av forstelse inom betecknings- och algebraiskt uttryck, medan en
elev som bara prickar (d) kan tinkas ligga pd object-niva, sdvida denne inte chansat. De felaktiga
svaren utgors av (a), (b), (c) och (f). Ifall en elev anger (a) som sitt svar har denne inte en aning om
vad uppgiften innebdr. Om eleven ddremot svarar (b) eller (c) kan det bero pa att eleven anser att
funktioner bara kan vara linjara och far di svart med x-kvadrat termen i1 funktionsuttrycket for f(x).
Det visar pa missforstaelsen M-FL. Ifall en elev svarar (e) som &r ritt men inte svarar (d) visar det
svarigheten S-BSF, men kan ocksa innebira att denne forstér att anvénda funktionsbeteckningen pé
en hogre nivd dn vad eleven kan behandla algebraiska uttryck. Ifall en elev inte svarar (e) visar det
pa svarigheten S-TIN, eftersom eleven inte klarar av att substituera x mot ett icke-numeriskt
uttryck.

4.3.1 Etiska stéllningstaganden
Inom sambhéllsvetenskaplig forskning finns fyra huvudkrav for att en undersdkning skall kunna
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genomforas pd ett etiskt riktigt sitt. Nedan kommer dessa att nimnas varpa vara avviganden utifrdn
varje enskilt krav redogdrs for.

Forsta kravet dr informationskravet och innebér att ”Forskaren skall informera de av
forskningen berérda om den aktuella forsknings- uppgiftens syfte” (Vetenskapsradet 2002:7). Med
detta i dtanke informerade vi om vart syfte pa tva olika sdtt. Vi borjade med att informera léraren
om att vi holl pa att utveckla en modell att anvéndas vid formativ bedomning och att vi darfor vill
lata eleverna gora ett test som behandlar funktionsbegreppet for att testa var modell. Detta gjordes
nagra dagar 1 forvég for att lararen skulle kunna informera och forbereda eleverna pa att vi skulle
komma. Infor testet i klassrummet informerade vi eleverna om detta igen.

Det andra kravet dr samtyckeskravet som innebar att ’Deltagare 1 en undersokning har ratt
att sjdlva bestimma 6ver sin medverkan” (Vetenskapsrddet 2002:9). Vi informerade eleverna om att
det var frivilligt att delta i undersdkningen och gora testet. Lararen ville dock att vart test skulle
utgora ett undervisningsinslag och vi holl darfor 1 hela lektionen och efter testet hade vi en
teorisammanfattande genomgéng av det. Da vér unders6kning pa detta sitt blev en del av
undervisningen kan det tidnkas att det var svért for en elev som inte velat delta att neka deltagande.
Den aspekt som gjorde att vi dnda tyckte det var ett korrekt genomforande var att alla elever 1
undersokningsgruppen var myndiga vid tillfdllet da undersdkningen gjordes med elever som gar
andra dret pd gymnasiet vilken ar en frivillig skolform. Eleverna kunde dessutom vélja att inte
ldmna in sina svar pa testet vilket 6kade frivilligheten ytterligare.

Det tredje kravet ar konfidentialitetskravet vilket innebir att ”Uppgifter om alla i en
undersokning ingéende personer skall ges storsta mojliga konfidentialitet och personuppgifterna
skall forvaras pa ett sddant sitt att obehoriga inte kan ta del av dem” (Vetenskapsradet 2002:12). Vi
har 1 denna studie endast samlat in anonyma data da eleverna inte inte skrev namn pé sina testsvar.

Det fjarde kravet nyttjandekravet och innebar att "Uppgifter insamlade om enskilda personer
far endast anvéndas for forsknings- &ndamal” (Vetenskapsradet 2002:14). Denna typ av uppgifter
har vi inte samlat in 1 denna studie.

4.3.2 Validitet och reliabilitet

Testdesignen har troligen vissa begriansningar pa grund av vér bristande erfarenhet, men enligt
Esaiasson et al (2007:133) finns trots detta ”goda mojligheter att andd komma fram till relevanta
resultat”, sa linge vi héller 1 minnet att studien ar teoriutvecklande. Nar eventuella tydliga brister i
anvindandet av modellen har fitt chansen att uppmérksammas skulle ett validitetstest kunna ske 1
syfte att ge information om huruvida modellens forutsatta hypotes staimmer (Jfr Esaiasson et al,
2007:133-134). Denna hypotes kan som redan nimnts falsifieras om det visar sig att det inte finns
nagon korrelation mellan den ldrandes forstelseniva och dennes hinder. En sddan undersékning
méste dock ske pa betydligt mer omfattande skala. Detta innebér alltsé att vi mer eller mindre har
forutsatt att validiteten for modellens anvdndande ar 14g och att vi har fokuserat studien pd att
uppmérksamma vilka faktorer som orsakar detta, i syfte att 6ka validiteten hos modellen.

Validiteten och reliabiliteten for denna kvalitativa teoriutvecklande studie kan vi bara
motiveras utifran att vi dr tvd som har tolkat resultaten och att vara asikter rorande slutsatserna har
Overensstdmt. Detta ger enligt Stukat (2005: 129) en hogre reliabilitet dn ifall endast en av oss hade
genomfort det eller att bdda genomfort det men varigt oeniga. Samtidigt skulle reliabiliteten okats
ytterligare ifall fler och dessutom oberoende personer skulle tolkat resultaten. Men dterigen ska det
dé poidngteras att syftet med denna empiriska studie inte &r att beldgga vissa bristers
paverkningsgrad utan helt enkelt att uppmarksamma tidigare okédnda brister. Alltsa torde det inte
utgoéra ndgot problem att reliabiliteten inte dr hogre dn vad den ér i1 detta skede.

5 Resultat

Eleverna fick upp till 30 minuter pa sig men samtliga var klara efter 10 minuter.
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Tyvirr framgdr det av tolkningen av elevernas svar att diagnosen inte gav tydliga resultat pd
alla fragorna. Forhoppningen var att diagnosen dels skulle ge oss en tydlig bild av vilken
forstaelseniva varje elev befann sig pa, och utdver detta vilka hinder som stér i vigen for varje elevs
fortsatta utveckling. Dessvirre visade det sig att de svar eleverna gav pa de tva forsta uppgifterna,
vilka var avsedda att ge insikt i deras forstdelseniva, ldmnade en viss osékerhet om respektive elevs
forstdelse. Exempelvis angav inte vissa elever ndgot svar alls pa de tva forsta fraigorna. FH-
modellen forutsatte emellertid att det var mojligt att ta sin utgdngspunkt i dessa svar d man tolkade
efterfoljande uppgifter for att avgdra vilka hinder som stér 1 vigen for utvecklingen till ndsta niva.

Nir diagnosens tolkningsguide skulle anvindas for att kartldgga de indikerade
missforstaelserna fran uppgift 5 (se figur 5, s. 32) insag vi att det fanns stora svarigheter med att
identifiera missforstielserna. Pa grund av detta blev indikationerna av olika hinder hos eleverna
delvis baserade pa vér subjektiva tolkning av deras I6sningar pa just den uppgiften. Konsekvensen
av detta blev da att det dels gick att tolka in vdldigt minga hinder i deras svar, eller var svért att
identifiera nagra hinder trots att de gett ett underligt svar. I slutindan tvingades vi konstatera att vi
inte kunde anvédnda uppgift 5 till kartliggning av deras hinder pd grund av osdkerheten.

Frégorna 3,4, 6 och 7 fungerade dock utmérkt da de gav tydliga indikationer pa olika hinder
hos olika elever. Det finns dock ett undantag, ibland hénde det att elever uppvisade indikationer pa
ett visst hinder pa en uppgift och sedan inte gjorde det pa andra uppgifter ddr samma hinder borde
indikerats. Detta orsakar en viss osdkerhet om ifall eleven har hindret eller inte.

Nista moment 1 FH-modellen gar ut pa att de indikerade hindren korsjimfors med matrisen
for att se vilka som ligger pa den nivd som &r precis ovanfor den niva som eleven beddmts ligga pa.
Detta moment gick att genomfora och gav oss en lista med hinder for varje elev.

Nedan foljer tre diagram som visar hur ménga ganger indikationer pa de testade hindren i
genomsnitt uppvisades av elever vars forstaelse bedomts ligga pé respektive niva. Varje av dessa tre
diagram motsvarar olika bedomningar av elevernas forstdelseniva som gjordes utifran lite olika
beddmningsunderlag. P4 grund av att olika hinder gavs mdjlighet att indikeras olika ménga ginger 1
testet kan ingen jimforelse goras mellan olika hinders indikationsfrekvens. Jamforelse kan bara
goras av indikationsfrekvensen for varje enskilt hinder mellan olika forstaelsenivaer.

Bedomningsunderlag utgors av uppgift 1 och 2

2,5

2 M Pre-action
15 B Action
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Figur 6 — Diagrammet visar hur manga ganger respektive hinder i genomsnitt indikerades per
elev som beddmts ligga pa respektive forstaelseniva. Hindren ar placerade pa X-axeln medan
Y-axeln visar antal indikationer. For uttydning av hindrenas férkortningar se avsnitt 4.2.5.

Fran diagrammet kan man inte se att det finns ndgot samband mellan vilken forstaelsenivé en elev
befinner sig péd och vilka hinder denne indikerar. Den enda skillnaden som gér att urskilja dr inom
objektniva-grupperingen. Tyvirr dr det endast en elev som bedomdes ligga i den grupperingen
vilket innebdr att det lika vél kan vara ett undantag som regel. P4 grund av att osdkerhet pa
nivabeddmningens palitlighet och avsaknaden av stdd for samband mellan forstielsenivéa och
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indikerade hinder som ndmndes ovan gjordes tva ytterligare varianter av beddmningar av elevernas
forstdelseniva utifran diagnosen. Den andra baserades pé att vi for de elever som inte angett nigot
svar pa fragorna 1 och 2 anvinde oss av vér analys av deras svar pé fraga 5 for att bedoma deras
nivd och aterges 1 diagrammet nedan

Bedomningsunderlag utgors av uppgift 5 for de som ej besvarat uppgift 1 och 2

2,5
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1,5 M Action
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Figur 7 — Diagrammet visar hur manga ganger respektive hinder i genomsnitt indikerades per
elev som beddmts ligga pa respektive forstaelseniva. Hindren ar placerade pa X-axeln medan
Y-axeln visar antal indikationer. For uttydning av hindrens férkortningar se avsnitt 4.2.5.

Aterigen framgar inga tydliga tecken p& nagot samband mellan forstaelseniva och vilka hinder som
indikerades, med undantag for samma fall som ovan. Den tredje nivaindelningen gick ut pa att vi
anvinde oss av frdga 5 1 vir bedomning av samtliga elever, men da som en jambordig faktor med
uppgift 1 och 2.

Bedodmningsunderlag utgdrs av uppgifterna 1,2 och 5
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Figur 8 — Diagrammet visar hur manga ganger respektive hinder i genomsnitt indikerades per
elev som beddmts ligga pa respektive forstaelseniva. Hindren ar placerade pa X-axeln medan
Y-axeln visar antal indikationer. For uttydning av hindrenas forkortningar se avsnitt 4.2.5.

Den stora skillnaden i den hér fallen jaimfort med de tva tidigare ér att den elev som enbart utifran
uppgift 1 och 2 hade bedomts ligga pé objektsnivé nu bedomdes ligga pé actionniva nér uppgift 5
togs med som underlag. Precis som innan framgér det dock &nda inget tydligt samband mellan
forstaelseniva och indikerade hinder, &ven om vissa tendenser framtrader bland annat for S-SBO,
det vill sdga “’svarighet att skilja mellan beroende och oberoende storhet” samt M-FL, vilket syftar
pa missforstaelsen “en funktion maste vara linjar” (se avsnitt 4.2.5 for utforligare forklaring av
dessa hinder).
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6 Analys

Syftet med anvindning av modellen 4r som tidigare ndmnts att den ska kunna utvinna information
om vilka hinder som &r viktigast for en elev att arbeta med for att utveckla sin forstaelse till nésta
niva. I detta test av modellen lyckades detta inte, och ddrmed har vi beldgg for att det faktiskt finns
tydliga brister i modellen eller anvéindningen av denna. Nedan forsoker vi reda ut vad dessa brister
kan utgdras av.

Utifran de diagram som presenterades i resultatet &r det svart att beldgga att ett samband
finns mellan en elevs beddmda forstielseniva och de hinder som indikerades for denne. Istillet
tyckte vi oss se att vissa elever inte uppvisade hinder da de enligt FH-modellen borde gjort det.
Detta kan enligt oss tolkas pa fyra olika sitt. Det forsta séttet dr att modellens grundhypotes inte
staimmer, det vill sdga att olika hinder alltsa inte utgor en blockering for en specifik forstaelseniva.
Det andra séttet dr att vr bedomning av elevernas forstéelseniva var felaktig. Det tredje séttet dr att
de uppgifter som avsags att undersoka vilka hinder som forekom hos eleverna inte gjorde detta. Den
fjarde tolkningen é&r att en elev kan befinna sig pa olika forstaelsenivier inom olika aspekter av
funktionsbegreppet. Av dessa tolkningar dr det bara en vi kan styrka, och det dr att var bedomning
av eleverna var felaktig. Det beldgg vi har for detta &r att vi vid genomf6randet av bedomningen,
tyckte att det var mycket svart utifran det underlag vi hade till vart forfogande, dven nér uppgift 5
anvindes. Efter vi vdl genomfort bedomningen utifran lite varierande underlag tvivlade vi
fortfarande stark pd bedomningens trovérdighet. Med andra ord lyckades vi inte fullgéra moment 1
1 FH-modellen. De uppgifter som lég till grund fér moment 1 behandlade enbart den skriftliga
definitionen och beteckningen av funktionsbegreppet, samt dven den grafiska
representationsformen. Tolkningen att en elev kan befinna sig pé olika forstdelsenivéer inom olika
aspekter av funktionsbegreppet kan vi dessvérre varken beldgga eller vederldgga, utan vi kan bara
konstatera att vi har uppméarksammat det som mojlig orsak till att arbetet med modellen
misslyckades da modellen inte tagit hdnsyn till detta. Tolkningen att modellens grundhypotes inte
stimmer och tolkningen att uppgifterna som avsag undersoka elevens hinder inte fungerade tycker
vi oss ha underlag, om &n mycket tunt, for att avfarda. Detta underlag utgors av vad som gar att
urskilja ur det tredje diagrammet dér en tendens gar att urskilja gillande relationen mellan
forstaelsenivd och hindren M-FL och S-SBO.

Det tredje diagrammet aterges i figur 8 och baserades pa beddmningen med fraga 1, 2 och 5
som underlag. Har gar det att se att missforstdelsen ’en funktion maste vara linjar” (M-FL)
indikeras 6ver 50% oftare hos elever pé forstaelsenivin action dn hos elever av bade forstielsenivan
preaction och process. Denna missforstaelse utgor enligt var matris (se tabell 1) ett hinder for att
uppnd processniva, vilket alltsa styrks av att det framfor allt dr elever pa nivan action som indikerar
det. Det bor dock samtidigt ndmnas att det inte dr helt entydigt, da det fortfarande férekommer att
detta hinder indikeras for elever av de andra tva forstaelsenivierna.

I samma diagram (figur 8) identifierades dven att ”Svarighet att skilja mellan beroende och
oberoende storhet” (S-SBO) indikerades betydligt oftare av elever som beddmts ligga pa
forstaelsenivan process. Mer exakt forkom indikationer for S-SBO mer dn dubbelt sa ofta hos elever
som bedomts ligga pé forstaelsenivin process jamfort med elevers som beddmts ligga pé
forstdelsenivan preaction. Pa samma sitt forkom indikationer néstan dubbelt sa ofta hos elever pa
processnivan jamfort med elever pa actionnivan. Detta talar emot den kategorisering FH-modellens
matris innefattar ddr S-SBO anges vara ett hinder for processniva, och antyder snarare att S-SBO
utgor ett hinder for den larande att uppné objektniva.

Vi fann att frdga fem inte hade en sddan diagnostisk karaktar som den forst var avsedd att ha.
I resultatet aterges det att det tog vildigt lang tid att analysera elevernas svar. Denna typ av fraga
lampar sig mer for att utvinna information till moment 1 i FH-modellen. Anledningen till detta ar att
det ar s& mycket subjektivt tolkningsjobb frin ldrarens sida for att utréna de missforstaelser som
ligger bakom eventuella felsvar. Detta gor att den inplacering av hinder som vi gjort 1
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beddmningsanvisningen for uppgiften dr meningslos, dé var tolkning av de olika elevernas
16sningar kunde visa pé flera andra hinder dn de vi pé forvig avsett. Daremot kunde vi utifrdn
elevernas 16sningar pd uppgiften skaffa oss en battre uppfattning om elevernas generella
forstaelsenivd. Det innebdr att denna friga lampar sig béttre som underlag for moment 1 1 FH-
modellen och bor dirfor placeras tidigare i ett nytt test. Aven nir den femte uppgiften anvindes som
underlag for bedomning av elevernas forstaelsenivaer visade det sig fortfarande vara otillrackligt for
att en trovérdig bedomning skulle kunna goras. Dérfor tror vi att det behdvs dtminstone fem olika
uppgifter inom inom olika representationsformer for att ge en tydligare bild av den ldrandes
forstaelsenivd. Vi motiverar just antalet fem utifrén att tre uppenbarligen inte var tillrickligt men att
det samtidigt blev battre da antalet gick fran tva till tre. Anledningen till att vi inte vill sitta ett
hogre antal dr att avsikten med diagnosen dr att kunna anvdndas mitt i ett undervisningsomrade och
bor dirfor inte ta for lang tid.

De diagnostiska fragorna 3, 4, 6 och 7 visade sig ge mycket specifik information om vilka
hinder eleverna kan ha. Dessa uppgifter var till skillnad fran fraga 5 flervalsuppgifter vilket gjorde
att var tolkningsguide gav tydliga indikationer pa specifika hinder. Det som var simre med fragorna
var att man faktiskt kunde gissa pd dem vilket ger vart resultatmaterial en stor osékerhet. Det
ndmndes dven 1 resultatet att vi gav eleverna instruktionen att de skulle gissa om de inte visste
sdkert vilket vi forst senare insdg kunde orsaka osdkerhet 1 véra resultat.

7 Diskussion

7.1 Slutsatser

Vi fann att mycket forskning ér gjord kring hur forstaelse av funktionsbegreppet kan delas in i
kvalitativa nivéer, och att flertalet nivaindelningar for detta ar upprattade. De nivaindelningar vi har
utgatt ifran och tergett dr snarlika och tydligt jimforbara vilket ocksa visats. Vi dr dock medvetna
om att minst en ytterligare nivaindelning existerar. Vi har dock pé grund av svarigheter att fa tag i
en primérkélla avstétt frn att beskriva denna.

De svarigheter och missforstaelser vi har funnit atergivna i tidigare forskning har i storsta
utstrackning bestatt i de vanligaste och allvarligaste hindren for forstéelse. Detta innebér att det kan
finnas betydligt fler men mindre allvarliga hinder som forskningen har uppmarksammat men
uteldmnat eller inte uppmarksammat 6ver huvud taget. Speciellt inom vissa aspekter av
funktionsbegreppet ar hinder for forstaelse sdllan atergivna i den forskning vi tagit del av.

Vi anser att vi genom vart arbete faktiskt har lyckats att demonstrera hur specifika hinder
kan ordnas under specifika forstdelsenivaer. Det ska dock tilldggas att indelningen helt saknar
empiriskt stdd, da den enkla empiriska studie vi genomforde delvis syftade till att utveckla
modellens anvdndning snarare dn att testa varken grundhypotesen eller varje delhypotes. De svaga
indikationer som mojligen kan erhallas frdn denna mycket begransade studie dr dock inte palitliga.
Detta da vi uppméarksammat att underlaget for att bedoma elevernas forstaelseniva var otillrackligt
for nagon form av trovirdighet. Vi bedomer darfor var empiriska studie otillrdcklig for att beldgga
eller vederldagga var grundhypotes. Daremot utgor den empiriska studien underlag f6r hur modellens
anvindning kan forbéttras och exemplifierar dven for lararen hur modellen dr avsedd att anvéndas.

7.2 Diskussion kring empirisk studie

I analysen diskuterades nagra mdjliga orsaker till de fenomen som nimndes i resultatet. Orsakerna
som dir ndmndes 14g dér inte i FH-modellen sjélv, utan snarare i anvéindningen av FH-modellen.
Detta medfor givetvis att ytterligare empiriska undersékningar borde goras i syfte att utveckla FH-
modellen. Innan dessa undersokningar genomfors forslar vi att ndgra fordndringar sker i metoden.
Den fOrsta dndringen &r att storre vikt maste ldggas vid utredandet av en elevs forstaelseniva. Under
den tidigare undersdkningen anvéndes bara tva, alternativt tre, uppgifter som beddémningsunderlag
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for elevens forstaelseniva. An virre ir att dessa uppgifter dirmed bara omfattar tre aspekter av
funktionsbegreppet vilket skulle kunna ge en skev bild av eleven generella forstaelse. Anledningen
att bdde DeMarois och Tall (1996) samt Janvier (1984, i Bergsten et al 1997) belyser de olika
aspekterna av funktionsbegreppet dr for att det dr svart att forsta utan att betrakta fran flera
perspektiv. Detta medfor att en elev mojligen kan ha olika avancerad forstaelse inom olika aspekter,
och ifall enbart de aspekter dér eleven har en relativt avancerad forstdelse testas kan denne bedomas
ligga pa en hogre forstaelsenivd dn denne borde. Darfor anser vi att ndr en diagnos utformas efter
denna modell bor s& manga som mojligt av aspekterna testas. Diagnosen tog som ndmnt endast 10
minuter att genomfora och d& FH-modellen foresprakar att en diagnos max ska ta 30 minuters att
genomfora finns det alltsa utrymme for att utoka denna del 1 diagnosen.

I analysen diskuteras ocksa uppgifterna som rér moment 2 i FH-modellen. Uppmaningen vi
gav om att eleverna skulle gissa nir de inte visste vad som var ritt alternativ pa en uppgift kan ha
orsakat missvisande svar pa dessa. Vi var ute efter att efter att en elev inte skulle 1ita tveksamhet
hindra denne frén att svara det denne trodde pa, men istéllet kan det ha lett till att elever ger helt
slumpartade svar. Vi skulle vilja rekommenderar att man ger instruktioner till de larande att de skall
ange ett svar om de dr osékra men har en dsikt, dock skall de ej ldmna svar om de inte har ndgon
aning. Vidare anser vi att det skall finnas ett svarsalternativ pa flervalsuppgifter som innebar att
“inget av alternativen stimmer”. Detta for att det skall kunna gé att sirskilja mellan en elev som
inte har ndgon aning och en elev som anser att inget av alternativen stimmer. Utdver detta anser vi
dven hir att frdgorna tillhérande detta moment ocksa ar for fa till antalet dé inte alltid ett visst
hinder ges utrymme att indikeras flera gdnger. Anledningen till att detta bor ges mdjlighet till &r for
att oka indikationens trovérdighet. Vilket motiveras av att det 1 resultatet framgick att elever ibland
uppvisade en indikation pd ett visst hinder i vissa uppgifter, men i andra uppgifter inte uppvisade
indikationer pa samma hinder, trots att mojligheten fanns.

7.3 Konsekvenser fér undervisning

Rent logiskt passar FH-modellen vildigt bra in som ett verktyg att utvinna kvalitativ information
om elevernas forstaelseniva som en del 1 arbetet med formativ beddmning. FH-modellen stracker
sig dock inte ldngre &n sd utan det dr upp till varje enskild ldrare att anvéinda den information som
utvinns fran eleverna med hjilp av FH-modellen och forse dessa med feedback som gor att eleverna
far chansen att §vervinna sina hinder och ta nista steg i utvecklingen av sin matematiska forstaelse.
Forutsatt att modellens grundhypotes stimmer s& har modellen stor potential att kunna anvéndas 1
undervisningen. Den diagnos vi genomforde tog endast tio minuter och en sédan diagnos kan utan
problem ta de 30 minuterna vi ursprungligen avsag utan att den sjél for mycket tid fran
undervisning och 6vning. Detta ger alltsd mojlighet att genomfora en tamligen utforlig diagnos och
fa en god uppfattning om vilken niva en elevs forstaelse ligger pa och vilka hinder som blockerar
dennes utveckling. Enligt vér erfarenhet &r det manga ldrare som dr skeptiska till begreppet formativ
beddmning huvudsakligen utifrdn argumentet att det tar for mycket tid 1 forhallande till vinsterna.
En modell vars anvéndning visar sig vara mycket tidseffektiv och som dessutom ger tydliga
anvisningar om vad elever framst behdver arbeta med for att utvecklas kan dérfor utgéra den brygga
som krivs for att fa dessa ldrare att anamma konceptet med formativ bedomning. FH-Modellen
erbjuder dven ldraren att anvinda den nir denne gar mellan elever for att hjdlpa dem i deras 6vande.
D4 kan ldraren med kunskap om hindrena atergivna i modellen snabbt testa av ifall en elevs misstag
beror pa specifika hinder. Detta sker 1 s fall givetvis utifrdn att ldraren har en relativt god
uppfattning om elevens forstaelseniva och darfor kan avgora vilka indikerade hinder som &dr mest
bradskande att atgirda.

For nérvarande saknar FH-modellen tillrackligt empiriskt underlag. Den lilla empiri som &r
gjord inom modellen gjordes 1 avsikt att uppméarksamma aspekter i modellen och dess anvéndning
som kan utvecklas och forbittras. Detta medfor givetvis att FH-modellens trovirdighet dnnu inte ér
verifierad. Ifall en ldrare 1 nuldget ska anvinda FH-modellen i sin undervisning maste detta goras
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utifran att ldraren haller med om det resonemang som ligger bakom kategoriseringen av hinder. Det
vill siga att ldraren kan styrka kategoriseringen med sin egen erfarenhet.

Aven ifall modellens grundhypotes skulle falsifieras utgér indé den sammanstillning av svérigheter
och missforstaelser som modellen innefattar en hjdlp for ldrare att se och forstd vad som kan ligga
bakom fel elever gor i sina utrdkningar eller resonemang. Att som ldrare analysera en elevs
utrdkning for att komma fram till hur denne resonerar nér det blir fel dr en formaga som manga
larare enligt vér erfarenhet dr bra pa. Problemet bestér i att en sddan analys tar mycket tid och dér
kan en sammanstéllning av kdnda hinder vara till stor nytta, &ven om de inte skulle korrelera med
elevens forstdelseniva.

7.4 Forslag till vidare forskning

Viér studie bygger pa att man faktiskt kan placera missforstaelser specifika forstaelsenivaer, men pa
grund av att vi i tidigare forskning inte funnit liknande studier saknar vér kategorisering av hinder
empiriskt stod. Vi har istéllet anvant var egen forstaelse av funktionsbegreppet tillsammans med den
forskning om nivaer av forstaelse till att placera hindren pa respektive niva. Detta innebér att var
modell dnnu saknar empirisk grund. Vi vill déarfor ge som forslag for vidare forskning att en storre
empirisk studie gors 1 syfte att prova grundhypotesen vi utgér ifran. Alltsé att prova ifall varje
hinder blockerar ndgon specifik forstaelseniva av funktionsbegreppet.

Vidare skulle vi vilja se en storre metastudie som utreder och sammanstiller de hinder for
forstielse av funktionsbegreppet som forskning har uppmarksammat. Ifall bristande empiriskt
underlag for sddana hinder visar sig vill vi dven foresla ytterligare studier for att kartligga tidigare
okénda hinder.

Vi skulle dven vilja foresla att var modell efter ytterligare genomarbetning dven provas i en
storre empirisk studie med avsikt att beldgga eller vederldgga modellen. Ett exempel pa detta ar att
anvinda vir modell for bedomning i en storre urvalsgrupp och sedan utreda ifall det finns ndgon
tydlig korrelation mellan bedomd nivé och indikerade hinder.

FH-modellen exemplifierar hur relationen mellan forstdelseniva och hinder kan se ut utifran
funktionsbegreppet. Denna utformning av en modell borde ocksé vara tilldimpbar inom andra
matematiska begrepp, diribland variabelbegreppet dir vi redan har atergett en befintlig
nivaindelning. Det som krévs utdver en nivaindelning av forstaelse dr dven en kartldggning av
missforstaelser och svérigheter for forstaelsen av begreppet.
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