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Sammanfattning

I denna rapport konstrueras inledningsvis hyperreella tal fran reella tal. Vi definierar aritmetik fér skuggor
av hyperreella tal och presenterar en icke-standard teori for serier och konvergens utifran denna konstruktion.
Forfarandet generaliseras sedan genom att skapa en icke-standard modell till matematisk analys utifran en
méingdteoretisk modell i ZF, som ett led i konstruktionen presenteras teori for filter och ultraprodukter. Vi visar
sedan transferprincipen och bygger upp internalitetsbegreppet fér att studera relationer mellan standard och
icke-standard modellerna foér att kunna hérledda standardresultat fran icke-standard resultat. Avslutningsvis
tillampas teorin for att skapa en explicit icke-standard konstruktion av Brownsk rorelse och vi ger ett bevis for
att denna konstruktion &r ekvivalent med standard formuleringen.

Abstract

In this report we begin by constructing the hyperreals from the real numbers. From these concepts we
define arithmetic on shadows of hyperreals and present a non-standard theory for the convergence of numerical
series. We generalise the construction method to create a non-standard model of analysis from a set-theoretical
model in ZF. In order to accomplish this, a theory of filters and ultraproducts is presented. We then prove the
transfer principle for the resulting non-standard structure and make use of the concept in internality to establish
deduction procedures between the standard and non-standard results. Finally, the resulting theory is applied to
explicitly create a non-standard construction of Brownian motion, which we prove is equivalent to the standard

formulation.
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Forord

Denna rapport ar forfattad av Oscar Anghammar, Mikael Norder och Andreas Petersson som ett gemensamt kandi-
datarbete i matematik. Forfattarna har studerat matematik och logik pa Goteborgs Universitet och texten riktar sig
till studenter med liknande bakgrund. Rapporten bestar av en genomgang av grunden till icke-standard analys, en
genomgang av vanliga icke-standard tekniker och slutligen en férdjupning inom icke-standard sannolikhetsteori.

De individuella bidragen i rapporten reflekteras i stort av denna indelning. Oscar Anghammar har forfattat kapitlen
2-4 om de hyperreella talen samt elementira operationer pa dessa, Mikael Norder kapitlen 5-9 om icke-standard
analys 1 relation till grundliggande méangd- och modellteori och Andreas Petersson kapitlen 11-13 som ror en
tillimpning av icke-standard analys pa sannolikhetsteori. Kapitel 1 och kapitel 10 har skrivits gemensamt med
Oscar Anghammar som huvudansvarig. Oscar Anghammar och Andreas Petersson har ansvarat for storsta delen

av det redaktionella arbetet att sitta samman rapporten och Mikael Norder har ansvarat fér killhanteringen.

En tidslogg och en dagbok har kontinuerligt forts under arbetets gang och dessa beskriver férfattarnas individuella

prestationer i detalj.

Forfattarna vill uttrycka sin stora tacksamhet till Leif Arkeryd som varit en engagerad handledare for arbetet.



1 Inledning

Detta kapitel utgar framforallt fran [Bair J. et. al. 2013].

1.1 Introduktion och historia om icke-standard analys

Inom matematisk analys studerar man teorier om bland annat derivering och integrering av funktioner, som ofta &r
definerad pa de reella talen. Ett fundamentalt verktyg inom analysen &r grénsvérdet, som anvénds for att studera
hur funktioner uppfor sig nira ett visst tal eller odndligheten. Inom standardanalysen anvinder man sig av den sa
kallade (e, d)-defintionen for att definera grénsvirden, men det visar sig att detta inte dr det enda sétt man kan

konstruera matematisk analys pa.

En alternativ metod ar att istéllet utoka mangden av reella tal till en mangd som innehaller infinita och infinitesimala
tal, det vill siga oéndlig stora och oéndligt sméa (nollskillda) tal. Vi kallar dessa tal hyperreella, och teorin som

bygger pa dessa kalla vi for icke-standard analys.

Termen ”icke-standard analys” skiljer sig fran den mindre rigor6sa infinitesimalkalkylen som bedrevs innan Weier-
strass och etablerandet av (e, d)-defintionen. Det drdjde till 1960-talet innan Abraham Robinson konstruerade utifran
formell matematisk logik ett vildefinierat system for infinitesimalkalkyl, och det &r detta vi kalla for icke-standard
analys. Detta gjorde det mojligt att utifran denna konstruktion bevisa riktigheten i de informella icke-standard

metoder som tidigare anvénts.

En framstaende foresprakare for de tidiga icke-standard analysmetoderna var Gotifried Leibniz. For att beskriva

hans metoder definerar vi tva begrepp, Bernoulliskt- och Arkimediskt kontinumm.
(i) Ve > 03n € N: ne > 1 Arkimediskt kontinuum
(ii) 3¢ > 0Vn € N: e < L Bernoulliskt kontinuum

Ett talsystem som innehaller hyperreella tal kallar vi alltsd for Bernoulliskt, i motsats till det Arkimediska talsy-

stemet som anvénds i standardanalysen.

Vi skall i uppsatsen, givet en motsvarighet till Robinsons konstruktion, visa den sa kallade transferprincipen vil-
ken kan anvindas som héirledningsregel mellan ett Arkimediskt och ett Bernoulliskt kontinuum. Transferprincipens
ursprung kan vi hérleda till Leibniz, som kallade sin motsvarighet till den moderna transferprincipen for “kontinui-
tetslagen” (Lex continuitatis). Kontinuitetslagen uttrycker att "Det som géller for de &ndliga talen ocksa géller for
de odndliga”. Denna lag var ett obevisat antagande — eller ett axiom om man sa vill uttrycka det — fran Leibniz
sida om talen i hans Bernoulliska kontinuum. Detta axiom tillat honom att 6verfora egenskaper fran ett Arkimediska
kontinuum till ett Bernoulliskt kontinuum.

Kontinuitetslagen

{Arkimedisk talkropp} {Bernoullisk talkropp}



Exempelvis giller enligt kontinuitetslagen den trigonometriska identiteten sin? z+cos? 2 = 1 &ven i det Bernoulliska,
kontinuum, just pa grund av att den géller i det Arkimediska. Med andra ord kan alltsa x i formeln lika girna vara

en infinitesimal eller ett obegrinsat tal.
Analogt formulerade Leibniz ytterligare en lag for att 6verfora egenskaper fran den Bernoulliska till den Arkimediska

talkroppen: “Lagen om transcendent homogenitet” ("Lex homogeneorum transcendentalis”).

Lagen om transcendent homogenitet

{Bernoullisk talkropp}

{Arkimedisk talkropp}

Enligt denna lag giller det att man kan bortse fran tal som &dr odndligt sma jamfért med andra termer. Exempelvis
géller alltsa en form av likhet mellan a+€ och a, dir a ar ett reellt tal och € en infinitesimal. Generellt vid summation
av infinitesimaler av olika ordning kan man bortse fran infinitesimalerna av hégre ordning. Med andra ord kan vi

formulera detta som att tva tal i ndgon mening kan betraktas som lika om de ligger odndligt nira varandra.

Vi kan illustrera anvindet av lagen om transcendent homogenitet med ett av Leibniz bevis for produktregeln:
d(uv) = (u + du) (v + dv) — uwv = udv + vdu + dudv ~ udv + vdu

dir den sista relationen betecknats ~[| for att visa att vi anviint lagen om transcendental homogenitet.

Rorande infinitesimalernas ontologiska status — huruvida de existerar eller inte — forefaller inte Leibniz ha varit

sdrskilt bekymrad. Hans héllning illustreras av féljande citat:

"Filosofiskt sett, erkdnner jag varken magnituder odndligt stora eller odndligt sméa [...] Jag tar dessa
bada som fiktioner, bekvama uttryckssitt anpassade till rdknesétten, precis som imaginéra rotter inom

algebran”.

Leibniz var inte den enda som féresprakade icke-standard analys, och kanske ar det ingen tillfillighet att olika teorier
och tillimplingar av infinitesimaler har dykt upp i historien. Det dr mdojligt att det pa en intiutiv niva inte upplevs
sérskilt abstrakt med idén om odndligt stora- och sma tal. De infinitesimala talen ligger i sjélva verket ganska nira
till hands nir man exempelvis forscker forsta vad en derivata eller integral dr for nagot; i standardanalysen lever
Leibnizs notationer f6r integrering och derivering kvar, detta trots att Leibniz ansag att differentialerna i exempelvis
Z—Z skulle betraktas som infinitesimala tal och hela utrycket som en kvot av dessa.

For att ytterligare podngtera de intuitiva fordelarna med icke-standard analys betraktar vi ett par minnesregler

som kan anvindas i standardanalysen. Forst har vi kedjeregeln

df  df da

dy  dvdy’

Vi kommer i kapitel [3| definera relationen ~ som “o#ndligt nira”.



dér hogerledet kan — for att komma ihag formeln — betraktas som en multiplikation mellan tva kvoter av infini-
tesimaler. Den andra reglen &dr variabelbyte i en enkelintegral, dér forandringen av differentialen &r

d
d;: =g (t) = dz = g/(t)dt.

Hér kan vi tdnka att vi multipliceratbada leden i forsta utsagan med infinitesimalen dt.

Trots sina intiutiva fordelar ar icke-standard analys idag just icke-standard, vilket troligtvis beror pa att dess
rigordsa grund konstruerades langt efter standaranalysens rigorésa grund.

1.2 Introduktion till icke-standard sannolikhetsteori

Ett omrade dir icke-standard analysen spelat en forhallandevis stor roll &r sannolikhetsteori. Nar man forst lar sig
sannolikhetsteori sa brukar man ga in pa sa kallade sannolikhetsrum — vi talar om Venndiagram, om hindelser som
méingder och hur man kan uppfatta sannolikheten av dessa som mingdernas kardinalitet dividerat med sannolik-
hetsrummets kardinalitet. Men nir vi studerar lite mer avancerad sannolikhetsteori slapper vi oftast denna grund
for att istdllet ga in pa diskreta och kontinuerliga slumpvariabler, vilket leder till en diskrepans mellan bérjan pa
sannolikhetskursen och fortséttningen.

Till detta erbjuder icke-standard analys ett alternativ. Vi kan kombinera den tidiga sannolikhetsldrans kombina-
toriska idéer med en rigords hantering av kontinuerliga slumpvariabler. Grunden for detta dr ett sannolikhetsrum
med sa kallad hyperédndlig kardinalitet — storleken” pa ) ar ett obegrinsat hypernaturligt tal N. Sannolikheten

for varje w € Q ar definierad som en infinitesimal,

PweQ) = %

Detta leder till att vantevardet fér en slumpvariabel pa rummet far en intuitiv definition,
. X(w)
EX) = Z —_—.
we
Allting ar definierat som om det underliggande sannolikhetsrummet vore dndligt.

Vi kommer att anvinda dessa idéer for att definiera sa kallad Brownsk rorelse pa ett mer explicit sitt dn det vanliga.
En f6ljd av detta blir att Brownsk rorelse faktiskt existerar, vilket &r ett djupt resultat inom sannolikhetsteorin.

For att illustrera detta tillviigagangssitt, notera att en slumpvandring av ldngd 3 kan definieras som

¢
X(w,t) = Zw(s), t=1,2,3.
s=1



Q &r hir mingden av alla sekvenser av {—1,1} av ldngd 3;
Q={(-1,-1,1),(-1,1,-1),--- }.

Nér vi vill definiera dess kontinuerliga motsvarighet later vi alltsa 2 vara en hyperéndlig mingd av sadana hir
sekvenser med obegransad ldngd och stegen som processen tar later vi vara infinitesimala.

Figur 1: En infinitesimal slumpvandring

3V AL

2V AL |

At ¢

—1VAtL |

—2vV At

Vi kommer att visa hur man kan plocka ut “standarddelen” av denna slumpvandring och att denna &r ekvivalent med
den vanlig definitionen av brownsk rorelse — vilket motiverar vart tillvigagangssitt. For att gora detta kommer
vi att behova en del matteori, eftersom det anvands i standardkonstruktionerna av sannolikhetsteori. Om ldsarens
mal var att ldra sig om Brownsk rorelse skulle man naturligtvis kunna hoppa 6ver detta led.

1.3 Syfte

Syftet med arbetet dr att undersdka hur grunderna for icke-standard analys ser ut och hur nagot kint resultat inom
sannolikhetsteori formuleras i icke-standard analys.

1.4 Rapportuppligg

Vart arbete kan delas upp i fyra delar. Den f6rsta innehaller kapitel tva, tre och fyra som skall fungera som en l&tt
introduktion till de hyperreella talen. Vi konstruerar hir de hyperreella talen i en specifik kontext och anvinder
dessa for att behandla lite grundliggande analys som ligger till grund fér de senare delarna i arbetet. Vi undviker
tung teori genom att hinvisa till senare kapitel.



Den andra delen innehaller kapitel fem, sex, sju och atta. Har konstruerar vi en mer allmén grund till de hy-
perreella talen for att rigordst bevisa den sa kallade "transferprincipen”. Teorin i dessa kapitel &r framst till for
beviset till transferprincipen; &r man mer intresserad av de senare delarna i arbetet racker det med att férsta vad

transferprincipen ar for nagot.

Den tredje delen innehaller kapitel nio och tio. Har gar vi igenom diverse satser som kommer behdvas for den sista
delen i arbetet.

Den fjarde och sista delen innehaller kapitel elva, tolv och tretton. Hér tillimpar vi den icke-standard teori vi
tidigare byggt for att konstruera Brownsk rorelse.



2 Konstruktion

Detta kapitel utgar framforallt fran [Goldblatt 1998].

2.1 Vilka egenskaper vill vi ha?

De hyperreella talen har egenskaper som skiljer sig fran de reella talen. For att fa en rigords grund till icke-standard

analysen méaste vi veta hur tal med sadana egenskaper konstrueras.

Som tidigare ndmnts har positiva infinitesimala tal egenskapen att vara positiva samtidigt som de &r mindre &n alla
positiva reella tal. Infinitesimala tal har dven egenskapen att de kan ordnas; exempelvis kan ett infitesimalt tal vara
dubbelt sa stort som ett annat. For att representera denna egenskap tittar vi pa reellviarda talfoljder:

(1)
(2)

gl S

O = x| =

N =
| = W=

Om vi betraktar gransvirdet av dessa foljder som det reella tal som bést representerar foljderna, sa ser vi att dessa
tva matematiska objekt bada har egenskapen att representeras av det reella talet 0. Vi ser ocksa att den forsta
foljden &r elementvis dubbelt sa stor som den andra, sa vi betraktar det forsta matematiska objektet att vara

dubbelt sa stort som det andra.

Om vi pa liknande sétt representerar de reella talen som foljder, sa &dr det rimligt att definiera exempelvis 0 och %

som:
Oa0a0707"'
och
111l
27272727

Om vi betraktar talféljderna elementvis kan vi tydligt se hur egenskapen att vara storre &n 0 representeras hos bade
och . Vi kan &dven se att alla utom adndligt manga element ur de tva forsta talfolderna &r mindre &n elementen
ur en talféljd som representerar ett godtyckligt litet positivt reellt tal.

Det visar sig alltsa att reellvirda talfoljder pa ett intuitivt satt kan representera de storleksegenskaper vi vill att
infinitesimala tal ska ha, och det &r just reellvirda talfdljder vi kommer anvinda oss av nir vi konstruerar de
hyperreella talen.



2.2 Enighetsmingder

Om vi ska betrakta reellvirda foljder som tal, maste vi ha nagot sétt att bestimma om tva foljder representerar
samma tal. Att lata varje unik f6ljd representera ett tal kommer leda till problem med ordningen; jAmfor exempelivs

dessa foljder:

=N =

DO — | —
e
| — ool

Hur ska vi avgora vilken av dessa tva som ar storst?

Vad vi i sjélva verket gor dr att vi kommer att betrakta de bada ovanstaende f6ljderna som samma infinitesimala
tal, eftersom de bara skiljer varandra at pa tva tal i f6ljden. Men pa hur manga positioner maste tva foljder skilja

sig fran varandra innan de representerar tva olika tal? Vi definierar en enighetsmdngd:
E., = {neN:r,=s,}

Som alltsd méter hur lika tva foljder, r, och s,, dr. Vi siger att r,, och s,, representerar samma tal om E,., &r stor,
det vill siga om den innehaller tillrickligt manga element. For att kunna definiera vad som &r “stort” maste vi forst

analysera vilka egenskaper vi vill att stora mingder ska ha. Vi vill att:
e N ska vara stor, sa att tva likadana foljder representerar samma tal.
e () inte ska vara stor, s& att tva foljder som helt saknar gemensamma element representerar olika tal.
e Om r och s representerar samma tal, och om s och ¢ representerar samma tal, sa vill vi att r och ¢ representerar

samma tal. Eftersom F,.; N Ey C E,., ger detta kravet att:

om A och B ar stora méngder och AN B C C, da ar C stor.

e En och endast en av A och N\ A ska vara stor fér godtycklig delméngd A C N.
Det sista vilkoret anvéinds for att undvika konflikt nér vi definierar ordning mellan de tal som foljderna representerar.
Lat
L, = {neN:r,<s,}

vara méingden som bestdmmer ordningen mellan tva féljder; om L, dr stor, sa &r talet representerat av r stringt

mindre dn talet representerat av s.

Om vi nu har att L,s dr stor och E,.; = (), s& vill vi givetvis inte att N\ L,s = L, ska kunna vara stor eftersom

det skulle leda till en motsigelse. Darfor inkluderar vi det sista kravet bland egenskaperna som en stor méngd ska



ha.

Vi vet nu vilka egenskaper vi vill att stora méngder ska ha, men det aterstar att faktiskt konstruera siddana. For att
gora detta anvinder vi ett s& kallat ultrafilter, som ar en samling delméngder (till méngden man applicerar filtret
pa) som uppfyller specifika egenskaper. I fortsittningen pa detta kapitel kommer vi referera till 4, som betecknar
ett fixt icke-principalt ultrafilter pa méangden N. Detta filter innehaller precis de delméngder till N som &r stora. Vi
behandlar ultrafilter utforligt i kapitel

Tillvigagansittet att skapa nya tal med hjélp av talféljder — och att betrakta tillrickligt lika foljder som samma
tal — #r ett exemepl pa en ultraprodukt, som vi introducerar i kapitel

2.3 Relationer och operationer pa reellvirda foljder

En ekvivalensrelation pa A ar en godtycklig relation ~ som uppfyller foljande tre villkor:
e Reflexivitet: a ~ a Va € A
e Symmetri: a~b=b~a Ya,be A
e Transitivitet: a ~bAb~c=a~c Va,b,c€ A

En ekvivalensklass dr en delméngd till A som, givet ett element a € A (kallad representant), bestar av alla element
som &r ekvivalenta med a under given ekvivalensrelation.

Lat RY vara mingden av alla reellviirda talfsljder, dér ett elementen betecknas (r, : n € N) eller lite férenklat som
(r,). Vi definierar en relation = pa RM:

<7ﬁ7’b> = <s7l> omm Ers S u

Nir denna relation géller, sa siger vi att foljderna dverensstimmer pd en stor mdngd eller dverensstammer for
ndstan alla n.

Sats 2.1. = ar en ekvivalensrelation pd RY.

Beuis. Reflexiviteten och symmetrin pa = foljer direkt av reflexiviteten och symmetrin pa4 = (som &r en ekvivalens-
relation).
Transiviteten foljer av att elementen i il har egenskapen att vara “stora” (se [2.2)):

<Tn> = <Sn> /\ <Sn> = <tn> = ErsaEst S u
Ers N Est g Ert = Ert € U= <rn> = <t”>



O

For att fa en lite mer flexibel notation kommer vi beteckna méingden {n € N: r, = s,} med [r = s] istéllet for

E,s. Denna notation kan dven anvindas for méngder som méter hur mycket tva foljder verensstimmer med andra

999

relationer an , exempelvis:

[r<s] = {neN:r,<s,},
[r>s] = {neN:r,>s,},
[r<s] = {neN:r,<s,},

och s vidare.

2.4 Ekvivalensklasser av reellviarda féljder
Ekvivalensklassen for en f6ljd » € RY under = kommer betecknas [r], det vill siiga:

r] = {seRV:r=s}.

En kvotmingd dr en mingd av ekvivalensklasser. Kvotmingden for RY under = &r:

R = {[r]:reRV}.

Det &r mangden *R som vi kommer referera till som de hyperreella talen. Vi vill nu definiera operationer och ordning

pa ekvivalensklasserna. Vi borjar med att definiera operationerna addition och multiplikation pa foljder:

r@s = (rp+sp,:neN)
r®s = (rp-s,:neN)
For ekvivalensklasserna definierar vi nu:
[rl+[s] = [r&s] = [(rm+sa)],
[rl-[s] = [rosl = [(rm-sa)l,

och
[r]<[s] omm [r<s]eid omm {neN:r, <s,}eil

Dessa notationer ar vildefinierade, det vill siga oberoende representanterna.



Om definierar 0 = (0,0,0,---) och 1 = (1,1,1,---), sa har vi f6ljande viktiga sats som motiverar varfor vi kan
rikna med hyperreella tal.

Sats 2.2. Strukturen (*R,+,-, <) dr en ordnad kropp med nolla [0] och etta [1]

Man kan bevisa detta med den sa kallade "transferprincipen” som introduceras i kapitel Man kan &dven visa det
direkt fran definitionen av de hyperreella talen, nagot som vi inte ténker gora hér.

Vi kan identifiera ett reellt tal » € R med den konstanta foljden r = (r,r,r,-- ), vilket gor att vi kan placera den i
*R:

roo=Ir].

Nista sats kommer vi inte bevisa, men den foljer ganska tydligt fran definitionerna. Aven denna sats skulle man

kunna bevisa med transferprincipen.

Sats 2.3. Avbildningen r — *r ar en ordningsbevarande ringmonomorfi fran R till *R.

Vet man inte vad en ringmonomorfi &r, sa riacker det hér att veta att denna sats tillater oss att identifiera alla reella
r med *r € *R. Detta leder i sin tur till att vi kan betrakta R som en delkropp till *R.

2.5 Infinitesimala och obegrinsade tal
Lat e = (1 : n € N). Vi har att:

1

[0<e = {neN:0<n} = Ney,

det vill siga [0] < [¢] i *R. Men vi har &ven att om r &r ett godtyckligt positivt reellt tal, s& dr:

1

[e<r] = {nEN:n<T}€il

Komplementet till mingden ovan — med avseende pd N — ar dndlig, och [e < 7] tillhor darfor U eftersom méangder

med den egenskapen ar stora. Vi har alltsd att [e] < *r i *R for alla positiva » € R, och alltsd uppfyller [e]
storleksegenskaperna vi vill att en positiv infinitesimal ska ha.

Lat nu w = (1,2,3,---). Vi har nu for godtyckligt » € R att:
[w>r] = {neN:n>r}el

dér inklusionen i ${ beror pa samma argument som ovan. [w] uppfyller alltsd egenskaperna for att vara obegransad.

10



Vi har aven att:

s& [w] = [e] 7! och [¢] = [w] 1.

Med ramverket som vi byggt upp kan vi alltsa rigor6st konstruera infinitesimala- och obegrinsade tal.
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3 Hyperreella tal

Detta kapitel utgar framforallt fran [Goldblatt 1998].

3.1 Grundliggande definitioner

Definition 3.1. Ett hyperreellt tal b dr:

e Begrinsat om r < b < s for ndgot r,s € R.

Positivt obegrinsat om r < b for alla r € R.

Negativt obegrinsat om b < r for alla r € R.

Obegrinsat om den dr antingen positivt- eller negativt obegrinsat.

Positivt infinitesimalt om 0 < b < r for alla positiva r € R.

Negativt infinitesimalt om r < b < 0 fér alla negativa r € R.

e Infinitesimalt om den dr positivt infinitesimalt, negativt infinitesimalt eller 0.

o Visentligt om den dr begrinsad men inte infinitesimalt.
I kapitel [8] konstruerar vi med hjélp av mingdlara samtliga mateamtiska objekt for *R pa ett mer rigorést — men
mindre intuitivt — sétt. For att ge ldsaren en battre intuition om vad som hdnder nir man utvidgar ett objekt fran

R till *R, foljer hér tva specifika definitioner om utvigningar av féljder och delméngder till R. Dessa utvidgningar

kommer vi att flitigt anvinda i nésta kapitel.

Definition 3.2. Utvidningen av godtyckliga delmingder A C R till *A fas av att for varje r € RY sitta:
rfe*A & [neN]j={neN:r,cA}ecl

Definition 3.3. Utvidningen av talféljden s : N — R till *s : *N — *R fas av att for varje n € RY dir [n] € *N
definiera en annan féljd r som

Sn, omk € [neN]

0 om k ¢ [n € N|

TE =

och darefter satta *s,, = [r].

Vi betecknar méngden av alla obegrinsade naturliga tal, det vill sdga *N '\ N, som *N_ . P4 samma sétt betecknar

vi méngden av alla obegrénsade hyperreella tal som *R .
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3.2 Halor och skuggor

Definition 3.4.

o FEtt hyperreellt tal b dr odndligt ndra ett annat hyperreellt tal ¢ om b — ¢ = € dr infinitesimalt. Detta dr en
ekvivalensrelation pd *R och betecknas b ~ c. Ekvivalensklassen till relationen kallas halo, och halon ddr b

ingdr betecknas hal(b).
e Om r € hal(b) dar ett reellt tal si siger vi att r dr en skugga eller standarddel av b.

Nista sats visar en viktig princip om ordningen pa de hyperreella talen. Som vi skall se sa ricker det med att
visa att nagot element ur hal(b) &r mindre &n eller lika med nagot element ur hal(c) f6r att man skall kunna dra

slutsatsen att b < c.

Sats 3.5. Om vi for b,c € R och z,y € 'R har att c ~y < x ~ b, di gdller det att: b < c.

Bevis. Vi har b=z + ¢, och ¢ = y + €. dir €, €. ~ 0. Om vi antar, for att fa en motségelse, att b > ¢, sd dr b — ¢
ett positivt reellt tal. Men:
b—c=(z—y)+ (e» — €c)

Dér den forsta parentesen dr mindre &n eller lika med 0 och den andra ett infinitesimalt tal. Summan av dessa tva

paranter kan siledes inte vara ett positivt reellt tal och ddrmed har vi en motségelse. O

Nésta sats motiverar varfor vi kan betrakta skuggan som en funktion sh(-) : *R \ "R — R.

Sats 3.6. Alla begransade hyperreella b har exakt en skugga r, som vi betecknar sh(b).

Bevis. Lat A = {r € R: r < b}. Enligt defintionen av att vara begrénsad finns det reella tal r, s s.a. 7 < b < s, alltsa
har mingden A en majorant s vilket implicerar att det finns ett supremum c¢ € R till A (enligt supremumegenskapen

hos R). Detta ¢ &r den unika skuggan av b.

Vi visar forst b ~ c. Tag ett e € R*. Vi har att ¢+ ¢ ¢ A, vilket ger b < ¢ + € enligt definitionen av A. Om vi hade
att b < ¢ — e skulle inte ¢ vara den minsta majoranten till A, vilket ger c—e < b < ¢+ € som i sin tur ger |b — ¢| < e.

Detta haller for alla reella e vilket ger b ~ c.

Om vi nu antar att b ~ ¢ € R, s& far vi ¢ ~ ¢ vilket ger ¢ = ¢’ eftersom 0 ar det enda reella tal som ar
infinitesimalt. O
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3.3 Aritmetik for skuggor

P4 grund av sats kommer vi i kommande kapitel framforallt anvinda oss av skugg-notationen. Foljande sats ger

oss anvandbar aritmetik for skuggor.
Sats 3.7. Om b och c dr begrinsade hyperreella tal och n € N, dd har vi:
(i) sh(b+c) = sh(b) £ sh(c),
(ii) b-c= sh(b) - sh(c),
(iii) sh(b/c) = sh(b)/sh(c) om sh(c) #0 (d.v.s. om x dr visentlig),
(iv) sh(b™) = sh(b)™,
(v) sh(|b]) = |sh(b)],
(vi) sh(/b) = ¥/sh(b) om b >0,

(vii) om b < ¢ dd dr sh(b) < sh(c).

Bevis. (1) till (vi) ovan foljer direkt fran aritmetiken av de hyperreella talen som i sin tur foljer driekt fran hur vi
konstruerat dem. Exempelvis har vi for additionsfallet i (i), om vi betecknar b = sh(b) + ¢, och ¢ = sh(c) + €. dér

€p, €c >~ 0:
sh(b+ ¢) = sh(sh(b) + sh(c) + e, + €.) = sh(sh(b) + sh(c)) = sh(b) + sh(c)

(vii) foljer direkt fran sats|3.5
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4 Konvergens

Detta kapitel utgar framférallt fran [Goldblatt 1998].

4.1 Konvergens, begrinsning och divergens av foljder

Vi anvinder oss av transferprincipen i detta kapitel. En formell beskrivning och bevis av transferprincipen finns
i kapitel B4] I detta kapitel kommer vi enbart anvinda oss av transferprincipen som argument for att om ett

pastaende géller for N, sa kommer det dven gélla for *N.

I standard analys séger vi att en foljd (s, : n € N) &r konvergent till gransvirdet L € R om varje godtyckligt litet
intervall runt L innefattar en svans av talféljden (dir svans definieras som féljden (s, : n > a) for nagot a € N).
Formellt skriver vi det:

(Ve € RT)(Ime € N)(Vn € N)(n > m. = |s, — L| < ¢)

En naturlig icke-standard formulering av konvergens dr — 16st beskrivet — att alla tal odndligt langt fram i talfolj-
den &r odndligt nira ett och samma gransvirde (det vill siga de &r begrinsade och ligger i samma halo). Foljande

sats motiverar denna formulering;:

Sats 4.1. En reellvird talfoljd (s, : n € N) konvergerar till L € R om och endast om s, ~ L for alla obegrinsade

n.

Bevis. Antag forst att (s, : n € N) konvergerar till L, och vilj ett fixt N € *N_ . Vi skall visa att |sy — L| < €
for alla € € R, eftersom detta implicerar att sy ~ L. Givet ett ¢ € RT, s& implicerar standard formuleringen av
konvergens att det finns ett m. € N sa att standard svansen efter s, &r inom € av L:

(Vn e N)(n >m, = |s, — L| <¢)

Med transfer s& giller detta pastdende dven for utokade svansar (det vill séga (s, : n > a) for nadgot a € *N_):

(Vn € "N)(n > me = |s, — L| <¢) (3)

Eftersom N &r obegrdnsad och m, begrinsad, sa har vi att N > m.. Enligt har vi d& |sy — L| < € som Onskat.
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For det omvinda fallet, anta att s, ~ L for alla obegrinsade n. For att visa konvergens anvinder vi att elementen
i den utokade svansen dr odndligt nédra L och sedan applicerar vi transfer.

Vélj ett fixt N € *N_. For alla element n i méngden {n € *N : n > N} giller det att de &r obegrinsade, eftersom
N &r obegréansad. Alltsa giller det att |s,, — L| < € givet ett fixt ¢ € RT. Detta visar att foljande pastaende dr sant:

(3z € "N)(Vn € *"N)(n > z = |s, — L| < ¢).

Men med transferprincipen far vi dven att

(FzeN)(VneN)(n>z=|s, — L| <e)
ar ett sant pastaende, vilket i sin tur visar konvergensen eftersom e kan véljas godtyckligt. O

Icke-standard formuleringen av konvergens dr minst lika anvindbar som standard formuleringen. Vi tillimpar icke-

standard formuleringen for att bevisa satsen om monoton konvergens:

Sats 4.2. En reellvird foljd (s, : n € N) konvergerar i R om den antingen dr:
(i) uppdt begransad i R och icke-minskande: s1 < sg < ---

(ii) neddt begransad i R och icke-Gkande: s1 > s9 > - --.

Bevis. Vi kommer enbart visa (i). Lat sy vara en utdkad term. Vi kommer att visa att sy har en skugga, och att
denna skugga dr supremum av {s, : n € N} i R. Eftersom supremum &r unikt, s har vi att alla utdkade termer har
samma, skugga, och med sats [4.1] far vi da att (s,,) &r konvergent.

Enligt antagandet finns det ett reellt tal b som &r en majorant for {s, : n € N}. Vi har nu att
s1<sy<b,  VneN (4)

Med transfer giller dven for alla n € *N, vilket ger att sy har en skugga L. Detta L &r en 6vre grins till (s,);

eftersom f6ljden &r icke-minskande, sa har vi med transfer att

n<m= s, < Smn, Vn,m € *N.
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Detta ger oss att s, < sy ~ L om n € N, vilket i sin tur ger att s, < L.

For att visa att L &r den minsta majoranten, betraktar vi godtycklig 6vre reell grans r av {s,, : n € N}. Med transfer
har vi att s,, < r for alla n € *N, vilket ger att L ~ sy < r som i sin tur ger att L < r. O

Hir foljer ett par satser som visar hur begrinsning och divergens av foljder kan karaktéiriseras med icke-standard

analys. Vi tinker inte bevisa dessa.

Sats 4.3. En reellvdrd foljd (s,) ar begransad i R om och endast om alla dess utdkade termer, det vill siga element

i den utdokade svansen, ar begrinsade.
Mer specifikt ar foljden dvre begrinsad om och endast om den inte har ndgra positivt obegrinsade utokade termer,
och undre begransad om och endast om den inte har nagra negativt obegrinsade utokade termer.
Sats 4.4. En reellvird foljd (s,)
e Divergerar mot oo om och endast om alla dess utékade termer dr positivt obegrinsade.

e Divergerar mot —oo om och endast om alla dess utokade termer dr negativt obegransade.

4.2 Cauchyf6ljder och hopningspunkter

Standarddefinitionen av cauchyfoljder ar alla féljder dér termerna nérmar sig varandra, det vill séga lim,, y— oo |Sn —
$m| = 0. Mer formellt skriver vi detta som:

(Ve € RT)(Fj € N)(Ym,n € N)(m,n > j = |smsn| < €).

Nista sats dr ett ekvivalent icke-standard vilkor for cauchyfoljder. Vi lamnar satsen obevisad.

Sats 4.5. En reellvird foljd (s,) ar en cauchyfoljd i R om och endast om alla dess utékade termer dr oandligt nira
varandra, det vill séga om och endast om sy, =~ s, for alla m,n € *N__

Ett reellt tal L sigs vara en hopningspunkt till den reellvirda foljden (s, : n € N) om varje 6ppet intervall runt L

inehaller odndligt manga termer fran foljden. Formellt skrivs detta som pastaendet:

(Ve e RY)(VYm € N)(Fn € N)(n > m A s, — L| < ¢). (5)
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Sats 4.6. En reellvird foljd (s, : n € N) har L € R som hopningspunkt om och endast om foljden har dtminstone

en utokad term odndligt ndra L, det vill sGga om och endast om sy ~ L for nagot obegransat N .

Bevis. Antag att ar sann. Lat e vara ett positivt infinitesimalt tal och m € *N_. Med transfer av far vi att
det finns nagot n € *N dar n > m (vilket betyder att n &r obegrinsad) och

|sn, — L| < € ~0.
Vilket visar att s,, &r en utokad term dar s, ~ L.

Om vi istélllet antar att det finns ett obegrinsat N si att sy ~ L. Vi tar godtyckligt ¢ € R och m € N, vilket ger
oss att N > m och |sy — L| < e. Detta visar att:

(In € "N)(n > M A s, — L| < ¢).

Med transfer far vi att |s,, — L| < € for nadgot n € N ddr n > m. Detta visar eftersom € och m var godtyckligt
valda. O

Denna sats ger ett intuitivt icke-standard bevis till Bolzan-Weierstrass sats: Enligt sats ar mangden av begran-
sade tal bland de utokad termerna i en begrinsad talfoljd icke-tom, och enligt foregaende sats har vi att skuggorna
av dessa begrinsade utdkade termer dr hopningspunkter. Vi har alltsa visat f6ljande:

Sats 4.7 (Bolzano-Weierstrass). Varje begransad foljd av reella tal har dtminstone en hopningspunkt i R. E|

4.3 Serier

En reell oéindlig serie Y[ a; dr konvergent om och endast om talféljden s = (s, : n € N) av delsummor
sp=11+ - +ap

ar konvergent. Vi skriver Z’f a; for s,, och ZZL a; for s, — s;y—1 nadr n > m. Om vi utdkar s till en hyperreell
talfsljd s = (s, : n € *N), sa far uttrycken Y 7 a; och " a; betydelse for alla n,m € *N och kan dérfor betraktas

som hyperdndliga summor nir n dr obegransad.

Om vi tillimpar var tidigare resultat om konvergens av utdkade talfljder sa far vi f6ljande:

2Notera att vissa kursbdcker formulerar Bolzano-Weierstrass pa ett ekvivalent sitt dir satsen siger att varje begrinsad talféljd har
en konvergent delfoljd.
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o lim, o> ya;,=> 1 a=LecRomm ) | a; ~Lfor alla obegrinsade n

e > 1% a; konvergerar i R omm Y a; ~ 0 for alla obegrinsade m,n dir m <n

4.4 Limes supremum och limes infimum

Not 4.1. Detta delkapitel innehdller teori som inte kommer att anvindas senare i arbetet, men demonstrerar pa

ett bra sdtt hur icke-standard analys kan tillimpas for att fa en intuitiv beskrivning av matematiska objekt.

Foljder som &r divergenta men begransade har liknande egenskaper som de konvergenta foljderna. Bolzano-Weiertrass
sats garanterar att vi har atminstone en hopningspunkt for sddana foljder, och sats[.6)ger oss mojlighet att betrakta

méngden av dessa hopningspunkter som mingden av alla skuggor av de utdkade termerna:
Cs ={sh(sp) :n € *N_}
Dér s = (s, : n € N) &r en begransad f6ljd.

En reell 6vre/undre grans till f6ljden s dr dven en 6vre/undre gréns till Cy, enligt proposition Detta tillsammans
med supremumegenskapen hos R ger oss att den reella miangden Cj maste ha ett supremum u och infimum [
(eftersom s &r begransad). Vi kallar u for limes supremum och [ for limes infimum, och vi anviander oss av dessa
tva beteckningar:

u = limsup s, =lims och [=liminfs, =lims.

n—o00 n— oo

I sjélva verket dr limsup s,, och liminf s,, element i C, och dirmed alltsd maximum respektive minimum i méng-

n—oo n—oo

den.
Har foljer nagra satser om limes supremum och infimum utan bevis:
Sats 4.8. Ett reellt tal L dr lika med lim s om och endast om

e s, < L eller s, ~ L fior alla obegrinsade n; och

e s, >~ L for atminstone ett obegrinsat n.

Motsvarande gdller dven for lim s.
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Sats 4.9. En begrinsad reellvird talfoljd s konvergerar mot L € R om och endast om
limsup s, = liminfs,, =L
Nn—00 n— oo
Sats 4.10. Om s dr en begrinsad reellvird talféljd med limes sumpremum lim, givet godtyckligt ¢ € RY har vi att:
e s, < lim + € For alla utom dndligt manga n € N,

o lim — € < s, For oindligt manga n € N.
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5 Ultrafilter

Framstdallningen i detta kapitel féljer Hurd och Loebs ’Introduction to non-standard analysis’ och material har dven
inhdamtats fran Feliz Mendelsons ’Introduction to mathematical logic’. Filterbegreppet, rent allmdnt, dr emellertid

vida spritt.

5.1 Konstruktion av fria ultrafilter

Da vi konstruerade de hyperreella talen i kapitel 2 férutsatte vi att det existerade sa kallade ’icke-principala ult-
rafilter’. Dessa antogs vara mangder som innehdll alla ’stora’ enighetsméngder. Dessa méngder var i sjilva verket
odndliga delmingder till N. Detta kapitel har som mal att visa att icke-principala ultrafilter existerar pa N och pa

sa vis fardigstélla konstruktionen av de hyperreella talen *R.

Denna konstruktion av *R ar emellertid endast ett specifikt exempel pa en allmin kontruktionsmetod som vi i
senare kapitel kommer definiera som ’ultraprodukt’. Filterbegreppet kommer da att anvindas analogt med hur det

anvéindes i konstruktionen av de hyperreella talen dven for konstruktionen av andra ultraprodukter.

Informellt kan vi anvinda oss av filter som ett verktyg for att formalisera begreppet ’stor delmingd’. Nagra av
de egenskaper vi forviantar oss att en stor delmingd skall ha presenterades i samband med konstruktionen av de
hyperreella talen i kapitel 2, dessa aterspeglas nu i definition [5.2| nedan.

Definition 5.1. Mdngden av alla delmdngder till en godtycklig mdngd I, dven kind som potensmdngden till I,
bendmns P(I) = {A: A C I}.

Definition 5.2. Ett filter § pi I # & ar en delmdngd till P(I), alltsé en mdngd av delmdngder till I, som uppfyller
foljande:
(i) AcFABeF=ANnBegF § ar sluten under snitt.
(i) AeFAACB=Bejg § &r sluten under 6vre delméngder
Ett filter § ar ett ultrafilter om det dven uppfyller:
(iii) For alla X C I géller antingen X € §eller X¢ € § , dér alltsd X¢ betecknar komplementet till X med

avseende pa I, d.v.s X =T\ X
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Ett filter som innehaller dndliga delméangder till I kallas principalt. Icke-principala filter kallas dven fria. Vidare
kallas ett filter § skilt fran potensméngden till I, alltsd § # P(I), for ett akta filter. Detta &r ekvivalent med att
() ¢ § vilket ar en enkel konsekvens av (ii) eftersom ) C A for alla A C I.

Definition 5.3. Vi siger att ett dkta filter § pa I dr mazimalt om for alla dkta filter & pd I sidana att § C &
gdller att § = &.

Sats 5.4. FEtt dkta filter § pa I dr ett ultrafilter omm det dr mazimalt.

Beuwis.
Antag alltsa att § ar ett ultrafilter pa I, enligt definition géller da att for alla X C [ antingen X € § eller X€ € §.

Antag vidare, for ett motsigelsebevis, att § C & for nagot dkta filter & pa I och att det finns ett X C I sddant att
X € & men X ¢ §. DA har vi att X¢ € §, foljaktligen d&r X° € & och dven X°N X = € . Men da &r & inte ett
dkta filter vilket motsiger antagandet att & &r ett &kta filter, alltsd dr § maximalt.

Antag, for den motsatta implikationen, att § &r maximalt och att X ¢ § for nagot X C L.

Lat 8 = {ACIL: XNF; CA, for alla F; € §}. & ar alltsi en utvidgning av § som inkluderar X och som enligt
definition &r sluten under snitt och 6vre delméngd m.a.p X, det &r alltsa klart att § C & men att § # & da X € &.
Eftersom vi har antagit att § ar ett maximalt dkta filter foljer att & inte kan vara ett dkta filter, det foljer att
0 € &, d.v.satt X NF; =0 for ndgot F; € F. Detta dr ekvivalent med XN F; = F;, alltsd dr F; C X ¢ si enligt (ii)
dr X°© € §. Alltsa ar § ett ultrafilter.

O

Vi vill nu visa att alla &kta filter § pa I &r delmingder till nadgot ultrafilter 4. For att visa detta kommer vi behdva

urvalsaxiomet i form av Zorns lemma. Detta lemma tar vi som ett axiom om partiella ordningar.
Definition 5.5. En partiellt ordnad mangd (X, <) dr ett ordnat par dir X dar en icke-tom mdngd och < ar en
bindr relation pa X sadan att:

(1) < ar reflexiv, dov.s x <z, for alla x € X

(i) < dr antisymmetrisk, dv.sx <y ochy <z ommz =y
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(i5i) < dr transitiv, d.v.s omxz <y ochy <z séx <z
Vi siger att < dr en partiell ordning pd X om (i-iii) géller och att < dr en total ordning pad X om dessutom

(iv) Va,y € X(xz <y Vy < z) gdller.

Definition 5.6. Om (X, <) dr en partiellt ordnad mdngd si kallar vi varje totalt ordnad delmaingd (K, <), dir
alltsé K C X for en kedja.

Vi séger vidare att x dr en 6vre begrinsning pa en delmingd B C X om Vb € B(b < z) och att m € X ar

maximalt om Vo € X(m <z =z =m).

Zorn’s Lemma: Antag att (X, <) dr en partiellt ordnad mangd. Om varje kedja i (X, <) har en dvre begrinsning

sd har X ett <-mazimalt element.

Sats 5.7. Ultrafiltersatsen For varje dkta filter § pa I finns ett ultrafilter L sddant att § C L.

Bewvis. Vi antar alltsd Zorns lemma.

Antag att § ar ett dkta filter pa I. Lat §° vara mangden av alla dkta filter som innehéller § och lat < definiera
en partiell ordning pa §° enligt 2 < B omm A € A = A € B. (Det &r trivialt att verifiera att < bildar en partiell
ordning pa I).

Antag att €° dr en kedja i §°. Lat §' = Ugee- €, med andra ord later vi §* vara en méngd som innehéller elementen
fran alla mingder i kedjan. D3 dr € < §'. Vidare ar §* ar ett filter ty:

(i) Antag A, B € §'. D& har vi att A € €, och B € €, fér nagra €,,¢€, i €°. Eftersom €* #r en kedja ordnad av
< kan vi anta att €, < &,. Da far vi att A, B € €, enligt definitionen av <. Eftersom €, &r ett filter har vi
att AN B € ¢, och eftersom ¢, C F* har vi att AN B et

(ii) Antag att A € §F* och att A C B. P.s.s har vi att A € € for nagot filter €. D4 dr B € € och s& foljaktligen
B e gt

Att F Ar ett dkta foljer av motsvarande argument, d.v.s om () € F; har vi att § € € fér nagot €, o.s.v.

Vi har alltsa att varje kedja i §° av filter som innesluter § har en dvre begrinsning sa enligt Zorns lemma finns ett
<-maximalt element. Vi har redan visat (sats[5.4) att ett dkta filter & maximalt omm det &r ett ultrafilter sa vi ar
fardiga. 0
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Vi vill visa att det finns fria ultrafilter tillgdngliga for var konstruktion av de hyperreella talen, d.v.s att det finns
ett fritt ultrafilter p4 N och mer generellt att det finns fria ultrafilter pa alla odndliga mangder vilket kommer
att mojliggdra dven andra analoga konstruktioner. Vi borjar med att introducera Fréchetfiltret vilket kommer att
anvandas som ett led i att visa detta.

Definition 5.8. Fréchetfiltret: For en godtycklig mdngd I bestir Fréchetfiltret $° av komplementen till alla dnd-
liga delmdngder till I. Fréchetfiltret kallas dven ibland for co-finita filtret.

§° = {X CI:XC dr dndlig}.

Sats 5.9. For odandliga mdangder I ar Fréchetfiltret ett fritt dkta filter pd I.

Beuwis.
(i) Om A€ och B¢ ar #dndliga sa dr A°U B = (AN B)° &ndlig, och dérfér AN B € §*°
(il) AC B < B¢ C A€ sd om A€ ar dndlig ar B¢ dndlig. D.v.som A € F° och AC Bsa B € §°

Filtret &r dkta: P4 samma sétt, )° = I och I odndlig ger att ) ¢ F° O

Det &r dock klart att Fréchetfiltret inte utgor nagot ultrafilter pa N. Exempelvis dr varken méngden av alla jdmna
tal eller dess komplement, méngden av alla udda tal, element i §° da bagge dessa méngder ar odndliga.

Enligt sats finns ett ultrafilter U sddant att U D F° si allt vi behdver vissa dr att detta ultrafilter ar fritt.

Sats 5.10. Om I dr en odndlig méangd sa existerar ett fritt ultrafilter pa 1

Beuvis.
Lat alltsa 4 vara ett ultrafilter sddant att & D §°°, sadant filter existerar enligt sats

Antag att 4 dr principalt. Da har 4 nagon dndlig delmingd till 7 O A som element. Enligt definition har vi da att
A€ € §° C il Alltsa dr bade A och A€ element i 4 vilket motsédger att 4 dr ett ultrafilter. O
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Korollarium 5.11. Det finns ett fritt ultrafilter 4 pd N.

Féljaktligen har vi nu visat allt som behdvs for konstruktionen av de hyperreella talen *R i kapitel 2. Vi kommer, som
antytts i inledningen till kapitlet, att anvdnda oss av Ultrafiltersatsen igen i kapitlen 8 och 9 da vi skall konstruera
en storre icke-standard struktur som inkluderar *R.

Not 5.1. Anvindandet av urvalsaziomet (i form av Zorn’s lemma) utgor stundom en killa for kritik av icke-
standard analys pa grund av urvalsaziomets icke-konstruktiva natur. Det kan darfér vara intressant att veta att det
dr majligt att visa ultrafiltersatsen utifran ett svagare antagende dn Zorn’s lemma, ndamligen ’boolean prime ideal

theorem’. Vi redogér for bevisiden bakom detta:

Filter och ideal dr duala koncept. Betrakta daterigen definitionen av filter:
(i) AcFANBeF=ANBeF T dr sluten under snitt.
(ii) AcFNACB=Beg § dr sluten under évre delmédngder

om vi nu vinder pd’ operationerna i definitionen av filter far vi definitionen av ett ideal:
(i) AcFANBeF=AUBeF T dr sluten under unioner.
(i) AcFANADB=Beg § dar sluten under nedre delmangder

Givet ett filter § pd I kan vi alltsé associera det med ett ideal T pd I genom att lita A €T omm [\ A € F.

’Boolean prime ideal theorem’, som alltsd dr svagare dn urvalsaziomet, sdger att varje ideal kan utvidgas till ett
mazimalt ideal (definitionen av ett mazimalt ideal dr analogt med definitionen av ett mazimalt filter). Specifikt
finns alltsd ett maximalt ideal J sadant att I C J. Da kan vi helt enkelt konstruera ett ultrafilter 3 sadant att
UDF genom att lita = {A: (I'\ A) € J}.
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6 Formell logik

Denna (komprimerade) framstillning av matematisk logik och elementdr modellteori utgir fran [Feliz Mendelson]
och [Christian Bennet]. Materialet dr dock, i det narmaste, ett allmant tankegods och édterfinns i vdsentligen alla
framstdllningar av matematisk logik och dven i flertalet ldrobocker i icke-standard analys, om dn i nagot forkortad

form. Sanningsdefinitionen som introduceras dar Alfred Tarskis.

6.1 Varfor vill vi ha formella metoder?

Leibniz kontinuitetslag, sasom den presenterats i kapitel 1.1, &r antagandet, eller kanske battre uttryckt det in-
formella axiomet, att “obegrinsade och infinitesimala tal lyder under samma lagar som vanliga reella tal”. Detta
tillimpades i ett flertal bevis i kapitlen 4 och 5, i form av ett axiom som refererades till som transferprincipen.

Vi har i kapitel 2 konstruerat obegrinsade och infinitesimala tal i form av de hyperreella talen *R - problemet vi
star infor da vi vill bevisa Leibniz kontinuitetslag &r alltsa vad som avses med "lyder under samma lagar” i utsagan.
For att finna en 16sning pa detta introducerar vi ett formellt sprak och likstiller lag med ett pastaende i detta
formella sprak. Givet det formella spraket &r det mojligt att matematiskt definiera begreppen tolkning och sanning.
Uttrycker vi da Lebniz lag som att ett uttryck i det formella spraket dr sant da det tolkas i R om och endast om
samma uttryck tolkas i *R far vi m&jlighet att matematiskt bevisa denna formulering av Leibniz lag.

Med de formella metoderna dr det dock mojligt att visa mer &n att transferprincipen géller mellan R och *R -
det dr mojligt att bevisa att alla motsvarande konstruktioner uppfyller en generell standard-princip. Detta avser
konstruktioner med avseende pa sekvenser av mingder av reella tal, sekvenser av funktioner pa reella tal, och sa
vidare, definierade analogt med de sekvenser av reella tal som presenterades i kapitel 2. For att astadkomma detta
skall vi anvéinda oss av en mingdteoretisk modell till matematisk analys - vilken vi kommer att kalla ett matematiskt
“universum” och utifran denna modell konstruera ett icke-standard universum. Att vi kan bygga upp icke-standard
analysen fran méngdteorin dr intressant i sig da det visar att standard och icke-standard matematik alltsa kan sta

pa samma grundvalar.

Sa for att uppna dessa tva ting: att konstruera ett icke-standard universum och att visa att de matematiska objektet
dari lyder under transferprincipen bérjar vi med att definiera forsta ordningens logik (FOL). Denna kommer att
anvindas for att formellt definiera vad detta ett matematiskt pastaende eller en matematisk lag kan vara samt for
att uppritta en mingdteoretisk modell. Utifran detta kommer vi pa ett enkelt sdtt kunna jamfora pastaenden om
reella tal med pastdenden om hyperrella tal samt &ven generellare mellan matematiska objekt i standard respektive
icke-standard universa efter dessa introducerats. Nar detta dr klart kommer vi kunna avgoéra exakt vad den avsedda

tolkningen av ett matematiskt pastaende i denna kontext dr och utifran detta bevisa transferprincipen.
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6.2 Syntax

Med begreppet syntax avses hur en utsaga, det vill sdga for vara dndamal en matematisk formel, far se ut. Detta ar
i sig helt oberoende utav den avsedda tolkningen av symbolerna i formeln. Formler kommer att besta av symboler
vilka kombineras enligt vissa formationsregler. Nedan presenteras alltsa begynnelsevis férekommande symboler i

det formella spraket samt hur de kombineras for att bilda formler.

Symbolerna i FOL delas in i kategorier av logiska och icke-logiska symboler samt markdrer. Enligt praxis har de

logiska symbolerna en bestdmd tolkning medan tolkningen av de icke-logiska symbolerna ar kontextberoende.

Definition 6.1. Typer av symboler
Logiska symboler:
Konnektiv : =, \,V,=, &
Kvantifikatorer : V, 3
Identitetssymbol : =
Icke-logiska symboler:
Individkonstanter : cg, cy, ...
Funk:tionssymbolefﬁ: o fi..sneN
Relationssymboler : R, R}, ...,n € N
Markérer
individvariabler : zg,z7,...,n € N
parenteser :), (

Vi kommer att forhalla oss ganska 16st till exakt vilka symboler som &r tillatna enligt ovan. Exempelvis kommer
dven y, z, ... anvindas som symboler for variabler, stilligheten hos funktioner kommer séllan att goras explicit, et

cetera.

3n &r stélligheten hos f" respektive R™. (Med en n-stillig funktion eller relation avses en funktion av n argument respektive en
relation mellan n objekt).
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Beroende pa vilken teori eller vilken axiomatisering av en viss teori som studeras kan de icke-logiska symbolerna i
syntaxen variera. Vi definierar att ett lexikon £ ar en mingd av icke-logiska symboler.

Vad géller teorin for R respektive *R kan vi forestilla oss att Lr och L«ginnehaller symbolerna +, *, < eller liknande
beroende pa vilket matematiskt problem vi &mnar studera, samt utdver detta, namn pa alla individkonstanter (det
vill séga reella respektive hyperreella tal) och elementéra funktioner definierade pa R respektive *R. (Vad som kan
anses vara ett tillrickligt lexikon for matematisk analys tas upp i kapitel 7 om méngdteori).

Givet ett lexikon £ definieras L-formler induktivt enligt foljande:

Definition 6.2. L-formler
Individkonstanter, och -variabler samt funktioner av dessa bendmns L-termer.

Om t; bendmner en godtycklig L-term dar t; = t; samt R(ty,...,t,) atomdra L-formler, dir R dr en godtycklig

n-stallig relation i L.
Om ¢; dr en atomdr L-formel, = ett konnektiv och Q) en kvantifikator sd dr —¢, (¢; * ¢;) samt Qz¢ L-formler.
Foljaktligen ar alltsd exempelvis
"We>030>0Vx(] z—cl<d—| flz)—flc)]| <e)
en formel i Ly enligt ovan, dér €,§ dr variabelsymboler och ¢ &r en individkonstant.
medan Eudoxus-Archimedes princip:
"W In(x <nAneN)"

inte dr en formel i Lg d&a N inte finns bland de namngivna konstanterna. Vi kan sjdlvklart vilja att inféra en
ny konstantsymbol N i Lr si att Eudoxus-Archimedes princip blir en Lg-formel. Notera dock att vi dnnu inte
specificerat hur Lr-formler skall tolkas och att, foljaktligen N #n si linge bara &r en symbol intet pa nagot sétt
skild fran exempelvis konstantsymbolen 7 eller 7. Hur vi l6ser detta presenteras i nésta delkapitel dir vi presenterar
tolkning av logiska och icke-logiska symboler.

En variabelforekomst i en formel ¢ kan vara fri eller bunden. Vi siger att en variabelférekomst dr bunden om den
ligger inom en kvantifikators rackvidd, en variabelférekomst som inte dr bunden benimns fri. Exempelvis dr x;

bunden och zs fri i ¢ nedan

¢ = Jx;y ($1 < 3;‘2)
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For att poangtera att en L-formel ¢ har z,...,x, som fria variabler skriver vi ofta, men inte ndédvindigtvis,
¢ = ¢(x1, ..., ). Detta skulle da innebéra:

¢ = ¢(x2) = Iz1(z1 < x2) i vart exempel ovan.

6.3 Semantik; Formella £-strukturer och tolkning

Baserat pa ett givet lexikon £, alltsd en mingd icke-logiska symboler, vill vi nu definiera formellt begreppen L-
struktur och en tolkning 7' i denna. Grundidén ar egentligen ganska bekant och det nya &dr kanske frimst sjélva
formaliseringen av begreppen. Vi presenterar forst denna intuitiva grundidé med ett exempel:

Betrakta foljande enkla £, -formel for lexikonet £y = {x,=,1}
Vrdy(z x y = 1)

De flesta av oss kommer nog att tolka formeln som utsagan att varje tal har en multiplikativ invers. Detta innebér
att vi tolkat den icke-logiska symbolen x som funktionen multiplikation och att variablerna x och y representerar
nagon form av tal samt tilldelat symbolen 1 nagra sérskilda egenskaper med avseende pa multiplikation. Det ar inte
svart att konstatera att huruvida formeln skall betraktas som sann under denna tolkning beror pa vilken typ av tal
x och y skall tillatas representera.

(Vi kan dven i forbigiende notera att formeln strikt taget inte dr syntaktiskt korrekt eftersom om X dar en funk-

tionssymbol och vi har definierat att funktionstermen skall vara pd formen x(x,y), sd kallad polsk notation).

Det &r klart att om formeln tolkas som en utsaga om reella tal skilda fran noll eller tillika rationella tal sa &r
den sann enligt det faktum att det finns (tolkningen av den logiska symbolen 3) multiplikativa inverser for alla
(tolkningen av den logiska symbolen V) nollskilda tal i R respektive Q. P4 motsvarande sétt anser vi att formeln &r

falsk om den tolkas som en utsaga om heltal.

Enligt vart exempel séger vi att R, Q, N, etc tillsammans med identifikation av symbolen x med den matematiska
operationen multiplikation, tillika symbolen = med den faktiska identitetsrealtionen samt symbolen 1 med med

talet 1 ar exempel pa Ly -strukturer.

Vi kan redan nu bérja forestélla oss att lagarna’ i kontinuitetslagen kan uttryckas som en méngd formler liknande
den ovan och pastaendet att ’samma lagar giiller’ kan motsvaras av att tolkningen av formler &r sanna i en struktur
omm de dr sanna i en annan. For att matematiskt kunna bevisa resultat om tolkningar behover vi emmellertid en

definition av begreppen tolkning och sanning.
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Definition 6.3. En L-struktur M bestar av:
En méingd D # &, domdnen till M. Denna mdngd beteckanas Dom(M).
En tolkningsfunktion T sdadan att:
T(c) € D om c dr en individkonstant i L
T(R") C D™ om R™ dr en relationssymbol i Lﬂ
T(f™) dr en funktion fran D™ till D
Normalt anvinds oftast skrivsdtten ¢, (R™)M, (f™)M fér tolkningsfunktionen istéllet for T'(c), T(R™), T(f™).

Vi later individvariablerna xg,... anta virden ur D vilket svarar mot det informella uttrycket att en L-formel
handlar om exempelvis reella tal, alltsd motsvarande det fall d& Dom(M) = R.

Vad vi nu har utgor ett sa kallat extensionellt semantiskt system, det vill siga att tolkningen av en icke-logisk £-
symbol definieras av en méngd av objekt, symbolens extension. For individkonstanter ter sig detta helt naturligt,
exempelvis later vi tolkningen av symbolen ’x’ vara talet m och vi tillater oss att skriva 7™ = 7. Generellt
tolkas konstantsymboler som de objekt de namnger. Géllande relationer och tolkningen av dessa kan en ytterligare
kommentar vara belysande: exempelvis kommer vi anvinda i matematiska strukturer en mingd, vi kan namnge den
S for ’summa’, av ordnade triplar (a, b, ¢) sddana att a +b = ¢, for att modellera operationen +. Det vill siga att

+M =S = {{a,b,c) : a+b=c} dir a,b och c representerar element i Dom(M).
Maéangden S &r alltsa symbolen +’s extension under aktuell tolkning.

Nu vill vi kunna tala om att en L-formel ¢ &r sann i en L-struktur M. Detta inbegriper utéver vad vi redan har en

metod for att tolka dven de logiska symbolerna.

Vi kan redan nu definiera tolkningen av konnektiven —, A,V,=- och < fa ett anvindbart logiskt resultat utan att

behova definiera tolkningen av kvantifikatorerna V och 3.

Definition 6.4. Tolkning av de logiska konnektiven.

Antag att ¢, 1, 1 och o ar L-formler.

4D, den kartesiska produkten av D i n dimensioner, ir méngden av alla ordnade n-tupler av element ur D.
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= dr negation, d.v.s att om ¢ = (=) ar ¢ sann omm 1) inte ar sann.

A dr konjunktion, d.v.s att om ¢ = (1 A a) dr sann omm 11 och 1y bida dr sanna.

V dar disjunktion d.v.s att om ¢ = (Y1 V 1p3) dr sann omm 1y eller 1o dr sann.

= dr materiell implikation, d.v.s att om ¢ = (V1 = ¥2) ar sann omm Y1 ar falsk eller vo dr sann.

< ar materiell ekvivalens, d.v.s att om ¢ = (1 < 2) Gr sann omm 1 och V2 bida dr sanna eller bida dar falska.

Sats 6.5. Under denna tolkning av de logiska konnektiven dr V,=, < redundanta symboler.

Bevis. Vi skall alltsa visa att vi med definition [6.4] kan ersitta varje £-formel som innehaller konnektiven V, =, <
med en ekvivalent formel som endast innehaller konnektiven — och A.

V: Vi har enligt definition att 11 V 19 &r sann omm ) eller 15 dr sann. Foljande ar logiskt ekvivalent:

inte bade 11 och vy ar falska

inte bade —); och —t)y &r sanna

—(—tp1 A —hy) dr sann, alltsd dr V en redundant symbol da den kan ersittas av en kombination av — och V.
=: P& samma sétt har vi att ¢¥; = 1o &r sann ar logiskt ekvivalent med att (-t V 1) dr sann.
& Aterigen pa samma sétt: Enligt tolkningen av konnektiven &r ¢y < 19 ekvivalent med (¢ = o A by = 1h1).

O

Vi hade kunnat begrinsa konnektiven till = och V med motsvarande redundans bevis, etc.

For att kunna hantera kvantifikatorer och fria variabler introducerar vi férst begreppet satisfiering ur vilket en

fullstéindig definition av sanning fér fér L£-strukturer naturligt foljer.
Lat S vara méngden av alla sekvenser s = (s, $1,...) av element ur Dom(M)

For en given sekvens s definierar vi nu en funktion s* som tillskriver varje term ¢ i £ ett element s*(t) i dom(M)
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e Om ¢ dr en variabel x; later vi s*(t) = s;
e Om t #r en konstant ¢; later vi s*(¢) = ¢ alltsa tolkningen av ¢; i M

e For funktioner f]* och termer ty,...,t, later vi

s (f1(to, - tn)) = (FF)M (s* (to), .. 8% (tn))

Definition 6.6. Satisfierbarhet

e Om ¢ dr en atomdir formel P"(t, ...,t,) vars tolkning dr relationen (P™)™ sd satisfierar s ¢ omm n-tupeln
(5*(t0), -, 8% (tn)) € (PM)M

e s satisfierar ~¢ omm s inte satisfierar ¢
e s satisfierar ¢ = 1 omm s inte satisfierar ¢ eller s satisfierar i

e s satisfierar Va;¢ omm for alla element ¢ i dom(M) sekvensen s = (sq, 1, .., 8(i—1)» G5 ...) satisfierar ¢ (x; kan

forekomma som fri variabelforekomst i ¢ eller inte).

e s satisfierar x;p omm s satisfierar —Vr;—¢.

Definition 6.7. Sanning
e En formel ¢ ar sann for tolkningen M (skrivs M |= ¢) omm varje sekvens s € S satisfierar ¢
e ¢ dar falsk omm ingen sekvens s satisfierar ¢
o Vi siger att M dr en modell till en médngd L-formler T' om alla varje L-formel i T' dr sann i M.

Utifran detta behover en formel ¢, tolkad i en viss struktur, varken vara sann eller falsk. Antag exempelvis att
¢ = ¢(x) ar formeln:

<1

¢ dr da en atomidr Lg-formel i enligt definition och satisfieras av en sekvens s = (sg), $1,...) om och endast om
sp < 1. Sa om vi tolkar ¢ pa talmidngden R finns bade sekvenser som satisfierar ¢ och sekvenser som inte satisfierar
¢, alltsd ar ¢ varken sann eller falsk.
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7 Maingdteoretiska modeller

Detta kapitel bygger pda material om mdngdteorin ZF om vilken det finns mycket tillgingligt material. Vi har anvint
0ss av [Hurd och Loeb] och [Robert Goldblatt].

Vi vill nu konstruera en struktur V(R) for ldmpligt lexikon £ som &r en modell till matematisk analys i vidare
bemérkelse — ett matematiskt “universum”. Alla satser fran matematisk analys skall ga att uttrycka som L-formler

och ha en sann tolkning i V(R).

Modellen definieras som en méngdteoretisk struktur vars domén &r en sa kallad superstruktur vilket vi nu skall
definiera.

7.1 Superstrukturer

Lat P(X) vara mangden av alla delméngder till X.

Definition 7.1. Superstruktur
Lit Vo(R) = R

Vi1 (R) = Vo (R) U P(Vi (R)),
Lat sedan V(R) = U, —, Va(R)

Vi séiger da att V(R) &r en superstruktur 6ver R.

Definition 7.2. Rank
Rank(a) dr det minsta n for vilket a € V,(R).

Vi véljer att kalla elementen i superstrukturen for entiteter i ett matematiskt universum. Vi infér detta begrepp
for att dra associationerna lite bort fran den géngse bilden av vad en méngd eller ett element ar da vi skall fortsétta
argumentera for att en funktion eller i princip vilket matematiskt objekt som helst kan tolkas som en mangd pa ett
tillfredsstallande sétt.
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Det dr klart att alla entiteter i V(R) av Rank > 0 &r méngder. Vi kallar de enklaste entiteterna, de av rank 0, alltsa

elementen i R, for individer och infér som konvention att dessa saknar element.

Definition 7.3. Individerna i V(R) dr urelement, d.v.s att de dr icke-tomma men saknar element fran V(R). Detta

uttrycks av féljande aziom:
Ve e Vo(R)(z #DAVy € V(R) (y ¢ x))

Detta &r i nagon mening godtyckligt, vi skulle dven kunna valt att definiera att reella tal #r ekvivalensklasser
av Cauchysekvenser om det passat varat syfte béttre, i sidant fall hade vi definierat V5(Q) = Q och bildat en
superstruktur 6ver Q helt analogt.

7.2 Lexikonet for en superstruktur

Lat Ly ®) = {€, =, [konstantsymboler for alla entiteter|}. Den avsedda tolkningen fér symbolen €’ &r relationen

)

‘att vara element i’. Mellan individer &r likhet =’ en primitiv relationﬂ medan vi definierar likhet méngdteoretiskt

(alltsa i termer av €) for 6vriga entiteter:

Definition 7.4. Twid mdngder dar lika omm de har samma element, d.v.s:
X=Y=VzeeVR)(zeX& z€Y)

Vi ska argumentera for att Ly (g) dr ett limpligt lexikon for matematisk analys i strukturen V(R). Att lexikonet
ar relativt begrénsat m.a.p antalet predikats-/relations- symboler gor att vi far ett enklare arbete att bevisa satser
om spriket ifraga da detta begrénsar hur en atomér Ly )-formel kan se ut. A andra sidan maste vi visa att vi kan

definiera Gvriga funktioner och relationer utifrdn = och €.

Vi vill att ett kvantifierat pastaende Vo € V(R) skall tolkas pa samtliga entiteter i V(R), s om en entitet &r element
i en méngd skall den &ven vara element i doménen. Uttryckt i symboler vill vi alltsa att a € A € V(R) = a € V(R)
skall gélla. Om detta giller kallar vi méngden A transitiv. Vi definierar vidare att en struktur X &r starkt
transitiv i om det fér varje méngd A € X finns en transitiv méngd B € X sadan att A C B C X.

Enligt konstruktion &r alla A € V(R) transitiva och dérmed &r alltsd V(R) starkt transitiv: Antag att a och A dr
entiteter sidana att a € A € V(R). Da &r A € V{341)(R) for nagot k. Enligt [7.1] har vi att:

5Med primitiv relation avses att relationen inte definieras utifran ’enklare’ begrepp, relationen #r grundliggande. Vi siger alltsd i
paragrafen att ’€’ och =’ mellan individer &r primitiva relationer.
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Vit1(R) = Vi (R) U P(Vk(R))
s& antingen dr A € V;(R) eller A € P(V;(R))

a € A implicerar {a} C A sa i bégge fallen &r {a} € P(V4(R))

7.3 Funktioner och relationer i V(R)

Vi har redan tidigare definierat att vi tolkar funktioner och relationer som méngder, enligt det elementéira exemplet
i[6.314t vi S (summa) vara en méngd av ordnade triplar (a,b, c) sidana att a +b = c.

Generellt géller samma resonemang for n-stélliga funktioner, att de kan uttryckas som en méngd av ordnade (n+1)-

tupler (a1, ..., an, f(a1,...,ay,)) - funktioner representeras som en typ av relationer (se [6.3)
Definition 7.5. En entitet f ar en funktion A — B om:

(i) {(a,b) implicerar a € A och b € B

(ii) {(a,b) € f och (a,c) € f implicerar b = ¢
(#ii) For alla a € A finns b € B sddant att (a,b) € f

Vi kommer inte strikt visa allt som behovs for att garantera att, som utlovat, alla matematiska entiteter finns som
méngder i superstrukturen V(R). For att visa detta méaste vi visa att superstrukturen &r sluten under kartesiska
produkter, par, et cetera. Ett sddant bevis anses dnda inte sérskilt belysanddﬂ Definitionen av relationer i V(R)

(som nu alltsd dven inkluderar funktioner) tarvar emellertid en teori om ordnade n-tupler:

Definition 7.6. Det ordnade talparet {(a,b) definieras som mangden {{a},{a,b}}.

Sats 7.7. {(a,b) = (¢,d) omm a=c ochb=4d

Bewvis. Foljande dr ekvivalent:

(a,b) = (¢, d)

6Dylika bevis aterfinns vanligtvis i introduktionsbécker till mangdteori, exempelvis Patrick Suppes ’Axiomatic Set Theory’. Pasta-
endet att dessa bevis inte ’&r sdrskilt belysande’ motiveras av att bevisen i stort bygger pd axiom som exempelvis postulerar att givet
tvé mingder finns en mingd som innehéaller elementen fran bigge dessa mingder (Unionsaxiomet).
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{{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}
({a} = {c} och {a,b} = {c,d}) eller ({a} = {¢,d} och {a,b} = {c})
(a=cochb=d)eller (a=b=c=d)

a=cochb=d O

Definition 7.8. Ordnade n-tupler (x1,...,x,) definieras induktivt som ordnade par:

(X1 ooy Tpy) = (X1 ooy Tpe1), Ty

Det foljer enkelt av ovan och induktion att definitionen av (x1,....,x,) har de egenskaper vi kraver. Tag som
exempel en ordnad trippel (a, b, c) = ((a,d), c).

Enligt satsen har vi da att (a,b,c) = (d, e, f)
omm ({a,b),c) = ({(d,e), f)
omm (a,b) = (d,e) och c= f

omm a=>bochb=ecochc=f.

Sats 7.9. Antag ait a och b dr entiteter av Rank < k. Dd dar det ordnade paret {(a,b) en entitet av Rank k + 2.

Bevis. Enligt konstruktionen av V(R) kan vi anta att a,b € Vi(R).

Detta dr ekvivalent med att {a,b} C Vi(R) sa {a,b} € V(j41)(R) da vi definierat att alla delméngder till Vi (R) &r
element i V{;,11)(R).

Klart att bade {a} och {a,b} ar delméngder till {a,b} och foljaktligen har vi att det ordnade paret (a,b) =
{{a}{a,0}} € Vi) (R)

O

Specifikt har vi da att om a, b dr individer, alltsd av Rank 0, sa &r det ordnade paret en entitet av Rank 2 och en
binér relation pa individer, som vi identifierar med en méngd av ordnade par, blir féljaktligen en entitet av Rank
3.
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Sannolikhetsmatt pa R, som skall diskuteras i senare kapitel, &r funktioner fran en méngd av delméngder av R, som vi
kallar A, till det reella intervallet (0,1). Delmangder till R ligger i V;(R), alltsa bade reella intervall och elementen
i A. foljaktligen ligger méngder av delméngder, och diribland A i V5(R). Alltsd dr A av Rank 2. Funktionen
f A — R é&r alltsd en méngd av ordnade par med element i AU R. Rang (0,1) < rang (A) har vi redan. Rank
(A) = 2 sa funktionens Rank kommer, enligt ovan, att vara Rank (A) + 2 = 4.

7.4 Lyw-formler

Som redan antytts begréinsar vi alltsa formellt relationssymbolerna i Ly (g) till = och €. Dessutom later vi lexikonet
innehalla konstantsymboler for alla entiteter i V/(R).

Enligt @ har vi att atoméra Ly (r) formler formas av termer och relationssymbolerna i lexikonet, d.v.s =, €. Déirav

foljer att alla atoméra Ly g)-formler &r pa formen:

s=tochset,
Dar alltsa s, t antingen &r variabler eller konstanstsymboler som betecknar en godtycklig entitet i V' (R).
Logiska konnektiv hanteras som for L-formler.

Vi infor en begrénsning pa hur kvantifikatorer far anvéndas for att forma Ly (g)-formler: da en kvantifikator binder

en variabel x maste variabeln vara pa formen
ret

For en godtycklig Lr-formel ¢ &r alltsa
Va € t(¢p) och Iz € t(¢) Lr-formler,

medan varken Vz(¢) eller 3z(¢) &r det.

Vi har alltsd inte tillatit ndagra funktionssymboler i Ly vy och heller inte sedvanliga relationssymboler som exempelvis
<. Enligt tidigare diskussion dr detta inte en begransning for uttryckskraften i spraket dd vi istdllet infort namn
pa alla entiteter. Detta forenklar beviset for transferprincipen som vi leder upp till men tenderar att géra spraket
mer svdrhanterligt for lisare. Av denna anledning kommer vi, oftare dn inte, att anvinda sedvanlig notation for
funktioner och anvinda oss av symboler som <, X och f; som om de var element i Ly ). Den springande punkten

dr di att de resulterande formlerna kan omvandlas till Ly (w)-formler i strikt mening.
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Vi kan illustrera detta med hjalp av ett tidigare exempel: Addition kunde definieras som en mdngd S av ordnade
triplar {a,b,c) sidana att a +b = ¢. Denna mdngd S dr nu en entitet i V(R). For att uttrycka pistiendet att
co strikt i Ly gy har vi alltsi formeln (ag,bo,co) € S men vi kommer alltsi att godta dven uttrycket

ag + bo =
ag + by = co for ldsbarhetens skull dd vi anser det klart att alla nédvindiga entiteter existerar i V(R).
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8 Icke-standard ramverk

Detta kapitel bygger pé material fran foljande kdallor: [Hurd och Loeb], [Stroyan och Luzenburg] och [Jerome Keis-
ler].

Givet tva superstrukturer V(X) och V(Y) som bada tolkar € och =, sddana att V(X) C V(Y') samt en funktion
x: V(X) — V(Y) som bevarar den matematiska strukturen hos V(X)) séger vi att trippeln (V(X), V(Y), *) bildar
ett icke-standard ramverk.

Att funktionen * : V(X) — V(Y bevarar matematisk struktur syftar till att €,= och Rank relationerna bevaras.
Denna ide om strukturbevarande axiomatiseras i begreppet monomorfi:

Definition 8.1. En injektion * : V(X) — V(Y) kallas en monomorfi om
@ ") =0

(ii) a e X = *a € *X samt *n=n,Yn € N

(iii) @ € Va1 (X)\ Va(X) = "a € Vi (" X) \ Vo (" X)

@(iv) Ombe *V(X),n>1ocha€b siac*V,_1(X)

v) Transferprincipen: Om ¢ dr en Ly x)-formel utan fria variabelférekomster sa dar tolkningen av ¢ sann i
(X)
V(X) omm tolkningen av ¢ dr sann i V(*X)

Ly (x)

V(X) - V(Y)

Tolkningen *T" av Ly (x)-formler i superstrukturen V(*X) som introduceras i diagrammet later konstantsymboler

c € Ly (x) tolkas som entiteten *c € V(*X) som definieras av *-avbildningen mellan superstrukturerna.

(Ekvivalent anvinds &ven notationen *¢ for x-transformen av ¢, resultatet av att ersitta varje konstantsymbol c i
¢ med konstantsymbolen *c, alltsa en rent syntaktisk operation. Tolkningen av *¢ blir da, analogt med tolkningen
av ¢ i V(X), pa de entiteter som namnges i V(*X)).
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Fran definition [8.1)dr det klart att exempelvis (V(R), V(R), ) om * ér identitetsfunktionen, bildar ett icke-standard
ramverk. Vi vill konstruera V(Y') stérre an V(X)) i den meningen att * : V(X) — V(Y) inte kan vara en surjektion
pa V(Y), det vill sdga att V(X) C V(Y). De entiteter b € V(Y) sddana att b # *a,Va € V(X) kommer kallas for
icke-standard entiteter. V(Y') kommer da kallas f6r en utvidgning av V(X).

Vi skall nu, utifran superstrukturen fér matematisk analys V(R), vart “standard-universum”, konstruera en ytter-
ligare superstruktur V(*R) som vi kallar for "icke-standard universum” och funktionen * : V(R) — V(*R) pa sa
vis att (V(R), V(*R), %) bildar ett icke-standard ramverk. I kommande kapitel kommer vi dven att visa att denna
konstruktion av V(*R) kan resultera i en utvidgning av V(R) - icke-standard universum ar alltsd inte entydigt

bestdmt utan kommer att bero pa valet av ultraﬁltelﬂ

8.1 Ultraprodukter

Att konstruera ultraprodukter &r en generell algebraisk metod att konstruera nya modeller till en teori givet en
eller flera modeller till denna teori. Vi redan sett exempel pa detta i konstruktionen av de hyperreella talen *R som
en ultraprodukt av identiska kopior av de reella talen R. Vi betraktade alltsd da begynnelsevis méngden av alla

sekvenser av reella tal 7,7, ..., d.v.s element i RY,

Sedan definierade vi en tolkning av identitetsrelationen ”=", dir r = s var sann i RY om r; och s; var lika nistan
overallt, vilket formaliserades av filterbegreppet. Vi visade att denna tolkning av = i RN gav upphov till ekvivalens-
klasser och vi definierade *R som méangden av dessa ekvivalensklasser.

Vi definierar nu analogt ultraprodukter allmént pa entiteter i V/(R).
Lat 4 vara ett ultrafilter pa en indexmingd I. For en godtycklig entitet S € V(R) infor vi symbolen [ S for
méngden av alla funktioner a : I — S . Pa denna funktionsméngd definierar vi {-ekvivalens =y.
Definition 8.2. i-ekvivalens
a=gbomm{i:a(i)=0b()} el

Nu definierar =¢ en ekvivalensrelation pa [[ S och ekvivalensklassen a modulo { definieras av {b: a =¢ b}.

Bevis. Beviset ir, i allt visentligt, det samma som for sats 2.1 for ekvivalensklasser i RN

Reflexivitet: Att a =¢ a ar klart da I € 4 enligt definition.

"Teorin fér ultrafilter behandlades i kapitel 5.
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Symmetri: Foljer direkt fran symmetri hos =.
Transitivitet: Observera forst att { i:a(i) =b(i)} N{i:b(i) =c(i)} C{i:a(i)=c(i)}. Enligt definition har vi
b

att U &r sluten under bade snitt och delméngder varfér om vi antar att { i : a(é) = b(i)} € Hoch { i :b(i) =c(i)} € U
sahar vi {i:a(@) =b(0)}N{i:b(i) =c(i)} € Usamt { i:a(i)=c(i)}. O

Definition 8.3. Vi definierar ultraprodukten av S som mdngden av alla ekvivalensklasser i [[S och infor sym-
bolen [[y S for denna mingd. Ekvivalensklassen for a € [[S skrivs [a] € ][] S.

8.2 Superstrukturen 6ver en ultraprodukt

Var avsikt &r alltsa att konstruera ett icke-standard ramverk (V(R), V(*R),*) dir V(*R) &r superstrukturen 6ver
ultraprodukten [, R.

Definition 8.4. Superstrukturen V (*R)
Vo('R) =TIy R

Vint1)("R) = Vo ("R) U P(V,.("R))

Lat sedan V(*R) = U, ~—, Vo ("R)

Lexikonet Ly («gy och formationsreglerna f6r Ly (-g)-formler definieras analogt med motsvarande definitioner for
superstrukturen V(R). Vi later alltsd &ven V(*R) innehalla namn pa alla entiteter i V(*R), s de enda syntaktiska
objekt som kan skilja en Ly (.g)-formel fran en Ly (g)-formel &r namn pé icke-standard entiteter.

8.3 Definition av x-avbildningen

For att aterknyta till motsvarande situation i kapitel 2, konstruktionen av de hyperreella talen, kan x-avbildningen
mellan reella och hyperreella tal definieras direkt genom att lata ett reellt tal r avbildas pa ekvivalensklassen for
den konstanta sekvensen av talet r, d.v.s

x:r—[r], Vr e R
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For att * skall vara en strukturbevarande monomorfi mellan superstrukturer krévs dock en mer komplicerad defi-
nition av *. Vi definierar * som sammansattningen av tva funktioner e och M, dir e definieras enligt samma ide
som *-avbildningen mellan reella och hyperreella talen. Malméngden till e kommer vara en tredje struktur, vilken
vi kommer kalla den ”begrénsade ultraprodukten” - alltsd inte superstrukturen V(*R) i definition

Definition 8.5. Den begrinsade ultraprodukten dver V(R).

Lat Vi_1)(R) =0

ITa VR) = Uy ([ (Va(R) \ Vet (R)))

Den begrinsade ultraprodukten &r alltsd en struktur i vilken elementen dr ’sekvenser’ av entiteter av rang n.
For (a1,as2,...) = [a] € Hg V(R) giller alltsa att a; € (Vi (X)/V(5—1)(X)), for alla i och nagot fixt n da alla
(Va(X)/Vin—1)(X)) &r disjunkta, d.v.s att vi kan séga att Rank([a]) = Rank(a;).

Definition 8.6. Avbildningen e : V(R) — HgV(R) definieras av

e(a) = [a], dir a(i) = a, for alla i €I

I den begriansade ultraprodukten har vi alltsd konstruerat, analogt med konstruktionen av de hyperreella talen i
kapitel 2, icke-standard utvidgningar genom att betrakta sekvenser av entiteter av en fix godtycklig rang. Funktionen
e associerar entiteterna i standard universum med de konstanta sekvensernas ekvivalensklasser i den begrénsade

ultraprodukten.

Vi har redan definierat en tolkning av ’=’ i ultraprodukter (def och dirmed &ven i den begrénsade ultrapro-
dukten. For att kunna tolka Ly (r)-formler behovs dven en tolkning av ’€’.

Definition 8.7. Elementrelationen modulo 3

Fér [a], [b] € H& V(R) ldter vi [a] €y [b] omm {i € [ : a; € b;} € 4L

Bevis. €y ar véldefinierad:
Antag att [a] €y [b] och &ven att a =g ¢ och b =g d.

Vi har alltsa enligt antagandet att:
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{i:a,ebteid {i:a;=c;} €hsamt {i:b;=d;} el

Filter-egenskaperna ger att snittet av dessa méangder &r ett element i i vilket &r ekvivalent med att {i : a; = ¢; Ab; = d; Aa; € b;} ¢
s

Klart att denna méngd ar {i: ¢; € d;}, d.v.s [c] €y [d]

O

Nu har vi allt som behévs for att definiera M (och ddrmed x). P4 s& vis kommer vi att hamna i en superstruktur

igen och kan anvénda vara vanliga definitioner av = och €.

Definition 8.8. M : [} V(R) — V(*R) definieras induktivt pé Rank i den begrinsade ultraprodukten:
Givet b € [y [Va(R) \ Vyio1(R)] liter vi

M([p]) = [b], forn =0

M) = { M(la)) : [a] € [Ty U Ve (R) \ Vi (R)]ocha] € [8]},

for [b] € [Tg[Va(R) \ Vet (R)] ddr n > 1.
Ly r)

V(R) : V('R)

8.4 Bevis av transferprincipen

Vi har definierat transferprincipen som punkten (v) i definition av monomorfi, alltsa:
Transferprincipen:

Om ¢ ér en Ly (g)-formel utan fria variabelférekomster sa:
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V(R) £ ¢ omm V("R) |- ¢

Detta kommer att félja som ett korollarium av Zod¥s sats.

Sats 8.9. Loss sats:
Om ¢(x1,...,xy,) Gr en formel i Ly () med x1,...,x, som enda fria variabler och [a1], ..., [a,] € H& V(R) sd gdller:

V('R) E ¢(M([a1]), ..., M([an])) omm {i € I : V(R) | ¢(a1(i),...,a, (7))} € sL

Bevis. Beviset foljer definition av begreppet sanning och anvinder induktion Gver antalet logiska symboler n
férekommande i ¢. Vi definierar da n som formelns komplexitet.

Basfall: Om n = 0 &r ¢ en atomér Ly (g)-formel. Enligt stycke 7.4 &r ¢ da pa endera av formerna t; = ¢ eller

t1 € to dir t1,ts 4r antingen konstant- eller variabelsymboler.

e Antag ¢ dr Ly (g)-formeln ¢; = t5. D& dr utvirderingen av ¢ under nigon sekvens s av element ur V(*R) pa
formen M ([a;1]) = M([az]) ddr M ([a1]) och M ([az]) antingen &r forsta respektive andra komponent i sekvensen
s om t1 respektive to dr varibelsymboler, eller tolkningen av ¢; respektive o om de dr konstantsymboler.

Motsvarande utvirdering i Hg V(R) &r pa formen {i € I :a1(i) = a2(i)} € U dér aq1(7) och az(i) &r de i:te

komponenterna av [a;] respektive [as].

Vidare kan vi anta att [a1], [az] € []Vo(R) vilket ger att M([a]) = [a], annars &r likheten méngdteoretisk

(d.v.s definierad i termer av €).
Enligt definition ar {i € I : a1(¢) = a2(i)} € Y omm a1 =y az omm [a1] = [asg].
e Antag att ¢ ar formeln x € y.

Pa samma sétt far vi uttrycken {i € I : a1(3) € a2(i)} € Uoch M([a1]) € M ([az]). Antagatt {i € I : a1(i) € az(i)} €
$L &r sann, enligt definition géaller da [a1] €y [ag] och M ([a1]) € M (Jag]) om M bevarar Rank, men det &dr
fallet enligt konstruktion (Se [8.5).

Induktionsfall: Antag sant for alla formler 1) med komplexitet < n. Enligt ricker det att visa tre fall: ¢ = ),
¢ =1b1 Aipg samt ¢ = (Fz € ¢)y

o ¢ = ). D4 &r foljande ekvivalent:

8Uttalas ”wash”. Tydligen betyder det &ven ”ilg” pa polska.
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V(R) E o(M([a1]), .., M([an]))

o ¢ =11 Aty D ér foljande ekvivalent:
V('R) | ¢(M([as]), ..., M([an]))
V('R) |= (Y1 Ap2)(M([an]), ..., M([an]))
V(R) E ¢1(M([aa]), ..., M([an])) och V(*R) k= th2(M([a1]), ..., M([an]))
enligt sanningsdefinitionen
(i € I: V(R) = (ay(i), ..., an(i))} € 4 och
(i € I: V(R) = ip(ar (i), ..., an(i))} € U enligt hypotesen
(€T V(R) = ¢(ar(i), o an(@)} N {i € T: V(R) b= v2(a1(i), ..., an (i)} € 4
da 4L &r ett filter och alltsa shutet under snitt.
(i € I+ 4py Apy(ar (i), ..., an (i) &r sann} € 4
o p= (e
Vi visar forst ena implikationen:
Antag att V(*R) |= (3z € ¢)p(M([a1]), ..., M([an]), 7))
Enligt sanningsdefinitionen finns da M ([a]) € V(*R) sadant att
V(R) = M([a)) € ¢ A (M ([ar]), ..., M([an]), M([a))) , for nagot c € V(*R).

Detta motsvarar fallet ¢ = ¥; A 15 ovan och enligt detta far vi att
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{ieI:VR)Ea(i)e€cAd(ai(i),....an(i),a(i))} € U.

Klart att denna méngd &r en delméngd till {¢ € I : V(R) |= 3z € ¢ A ¢p(a1(4), ..., an(i), )} = U. Ultrafiltret
# slutet under 6vre delméngd ger da att U € 4.

Antag & andra sidan att {i € I : V(R) 3z € c A ¢(a1(3), ..., an(i),x)} € 4.

Da finns alltsa en entitet @ € V(R) som vi med urvalsaxiomet kan vélja som vittne. Detta a satisfierar ¢
och V(R) = ¢. Vidare kan vi anta att a € ¢ for nagot c. Enligt konstruktion &r ekvivalensklassen for
sekvensen a; = a, alltsa [a] € H& V(R).

Vi har alltsa att V(*R) = M([a]) € *c A ¢(M([a1)), ..., M([an]), M([a]))

Korollarium 8.10. Bevis av egenskap (v) Transferprincipen

Lat ¢ vara en Ly w)-formel som saknar fria varibelforekomster. Da har vi enligt Loss sats att *¢ dr sann i V(*R)
omm {i €I:¢ ar sann i V(R)} € L. Sé att ¢ saknar fria variabler ger att {i € I : ¢ dr sann i V(R)} antingen ar
hela I eller (. Enligt definitionen av ultrafilter har vi att I € { och O & 4 alltsé dr *¢ sann i V(*R) omm ¢ dr sann
i V(R).

Vi vill nu visa att * som sammanséittningen av avbildningarna e och M &r en monomorfi mellan V(R) och V(*R)
enligt Da vi redan visat Transferprincipen kommer vi anvinda oss av den i beviset.

Lemma 8.11. *(A\ B) = *A\ *B for A,B € V(R)

Beuvis.

Vi kan karakterisera méngden (A \ B) € V(R) i Ly (r) med foljande formel:
r€(A\B)& (x€ ANz ¢ B)

F6jdaktligen har vi enligt transferprincipen att

r€*(A\B) & (re*ANz ¢ *B)
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karakteriserar méngden *(A\ B) € V(*R)

Sats 8.12. x: V(R) — V(*R) dr en monomorfi

Beuvis.
@) ") =0
Enligt lemmat har vi: *0 = *(A\ A) =*A\*A =10
(ii) a e X = *a € *X samt *n=n,Yn € N
Antag a € X.
Foljande ar ekvivalent:
ae X
{a} € X
{a}\ X =10
Enligt lemmat har vi da att:
0 ="({a}\X)="{a}\ "X =0.
Enligt ekvivalenserna ovan dr detta ekvivalent med att *a € *X

Att *n = n,Vn € N foljer helt enkelt av att vi definierat *n = [n] f6r individer och att bade n och [n] betecknar

talet 1
(iii) a € V1 (R)\V,(R) = *a € V11 (*R) \ V,,(*R)

Antag a € (Voi1(R) \ Vo (R)).

9ikheten i uttrycket *n = n,Vn € N ir alltsi inte relationen ’=’ i varken Ly () eller Ly («g) utan istéllet en likhet 'utifran’ sett,
som pastar att de bada entiteterna i respektive struktur utgdér namn pd samma naturliga tal n, talet n anses d& existera utanfor dessa
strukturer. Detta alltsd i motsats till det matematiska uttrycket n = (no,ni,...) vars tolkning i bade V(R) och V(*R) naturligtvis dr
falsk.
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Enligt transferprincipen dr antagandet ekvivalent med:
“a € (Vi1 (R) \ Va(R)) = "Ving1) (R)/*Va(R)

Pastar nu att *Vj,(R) C Vi,(*R). Aven detta foljer av transfer, betrakta Ly g)-formeln ¢
p=Vre PX)Vyex)(yeX)

¢ uttrycker alltsa en egenskap hos potensmingder, ndmligen att om x ar element i potensméngden till X sa ar z
en delmangd till X, det vill siga att alla element y till x &r dven element i X . Detta &r uppenbarligen sant,
alltsa har vi att tolkningen av ¢ i V(*) &r sann, med andra ord géller:

Vo € *P(X)(Vy € z)(y € *X)

D.v.s att for z € *P(X) géller att © C * X, vilket &r ekvivalent med att € P(*X) sa vart ursprungliga antagande
implicerar *a € V,,11(*X) \ V,,(*X).

(iv) Om be *Vp(X),n>1ocha€bsaac *V,_1(X)

Omedelbart fran definitionen av M.

8.5 Exempel pa tillimpning av transferprincipen
Bevis av sats 2.2: < *R,+, x <> dr en ordnad kropp med etta och nolla

Beuvis.

Bevisidén &r helt enkelt att kroppsaxiomen for R kan uttryckas i Ly (r). Vi viiljer att uttrycka dessa med sedvanlig

notation for addition och multiplikation istéllet for med de enda relationssymbolerna = och € i Ly ().
Associativitet: Vz,y,z e R((z+y)+z2=2+ (y+2) ANz xy) X z =2 x (y X 2))
Kommutativitet: Vz,y € R((z +y =y + z) A (zy = yx))

Distributivitet: Vz,y, z € R(z(y + z) = 2y + x2)
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Nolla: Vz € R(z + 0 = z), dir 0 &r en individkonstant i Dom(R)
Yz € R(z x 0=0)

Etta: Vo € R(z x 1 = z), dér 1 &r en individkonstant i Dom(R)

Additiv invers: Vo € R3y(x +y = 0)

Multiplikativ invers: Vo € (R\ 0)3y(zy = 1)

Ordningen < reflexiv: Vo,y e R(z <yVy < x)

Ordningen < antisymmetrisk: Vz,y € Rz <yAy <z =z =y)

Ordningen < transitiv: Vz,y,z e Rz <yAy < z= z < z2)

Ordningen < &r total: Vz,y € R(x <y Ay < x)

Vi vet att < R, 4, x <> &r en ordnad kropp med etta och nolla, alltsd att tolkningen av kroppsaxiomen i R ir
sanna sa enligt transferprincipen dr &ven tolkningen av kroppsaxiomen i *R alla sanna och darfoér dr < *R, +, x <>
dr en ordnad kropp med etta och nolla.
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9 Utvidgningar

Detta kapitel foljer [Hurd och Loeb].

9.1 Standard och icke-standard entiteter

Vi vill nu genomféra motsvarande argument som i kapitel 2.5, alltsa visa att V(*R) innehaller icke-standard entiteter.

Detta kommer &ven i nuvarande kontext av superstrukturer bero pa vilket ultrafilter som anvénts i konstruktionen.

Definition 9.1. b € V(*R) kallas en standardentitet om b = *a for nigot a € V(R)

Vi kallar méngden av alla standardentiteter i *A for bilden av A (under *-transformen) och infér skrivséttet:

Definition 9.2. A = {*a :a € A}

Sats 9.3. Om A € V(R) har indlig kardinalitet s ir ™A = *A

Beuvis.
Om A ar éndlig kan vi anta att A = {a1, ag, ..., an}, for ndgot n € N
Lat ¢ vara Ly g)-formeln Vo € A(x =a1 Ve =axV...Vx =a,) A (a1 € ANas € A, ..., Na, € A)

¢ ar uppenbarligen sann enligt antagandet och karakteriserar entiteten A. Enligt transferprincipen dr tolkningen
av ¢ 1 V(*R) sann. Vi har alltsa

Ve € *A(x =* a1 Va =" aa V..V ="*a,) A(Ta; € *AN *ag € *A, ..., N*a, € *A)

Alltsa att *A = {*ay, *ag, ..., *a, } = ™A O

Om nu V(*R) inte innehéller nagra icke-standard entiteter sa har vi foljdaktligen att V(*R) helt enkelt &r bilden
av V(R) och allt * gor dr att byta namn pa entiteterna. Detta &r exakt vad som intréffar ifall V(*R) konstrueras

med ett principalt ultrafilter.
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For att visa att, givet ett 1ampligt ultrafilter, vi kan konstruera ett icke-standard universum som innehaller icke-
standard entiteter kommer vi inféra begreppet "utvidgning”. I en utvidgning kommer sats gilla endast om
entiteten A har dndlig kardinalitet.

9.2 Hyperindliga mingder

Var definition av utvidgning kommer att bygga pa tolkningen av dndlighet i V(*R). For att genomféra detta behover
vi ett Ly (p)-uttryck som karakteriserar de dndliga méngderna i V(R).

Normalt, d.v.s nér vi bedriver matematik i V' (R), séger vi att en mingd A har dndlig kardinalitet ifall det existerar
en bijektion mellan A och nagot initialsegment till N. Vi skall nu se att analogin till detta i V/(*R) helt enkelt

mosvaras av en bijektion till ett initialsegment till *N, vilket 4r en uppenbar konsekvens av transferprincipen.

For att detta inte helt enkelt skall bli ett namnbyte enligt ovan kan vi tillsvidare anta att *N 2 N utifran vara
intuitioner fran kapitel 2. Detta kommer emellertid f6lja, i var formella kontext, som ett enkelt korrolarium av sats

9.11l nedan.

Definition 9.4.

Antag att A dr en entitet i V(R) av rank strikt storre dn noll. Lat dé Pr(A) vara mdangden av alla andliga delmdngder
till A. Vi kallar dé *Pr(A) i V(*R) for mangden av alla hyperéndliga delmdngder till *A.

Sats 9.5. Ldt J vara ett initialsegment till *N, J = {n € *N:n < j} for ndgot j € *N.

Antag att B € *Vi(R) dr en hyperindlig mdngd. Da finns en bijektion f : J — B i *V(34.4)(R).

Beuvis.

Enligt antagandet har vi alltsa att B € *Pg(A) for nagot A € V,,(R), n > 1.
Betrakta foljande Ly (r)-formler (uppdelade i segment for att oka lasbarheten):
VB € Pp(Vy(X)) 3j € N 3f € Vipoa(X))

Om B dr en dndlig entitet sa finns ett naturligt tal j och en funktion f
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(Vz,y e Niz,y <jlxz #y= f(z) # f(y))

f dr injektiv pa en domdn av naturliga tal mindre eller lika med j
(WbeBIx<jeN: f(x)=0)

f ar surjektiv pi B

Lat ¢ vara sammansittningen av dessa formler, ¢ uttrycker da helt enkelt att for &ndliga B géller den definition
som introducerats ovan namligen att B ar dndlig om det finns en bijektion pa nagot initialsegment {1,2,3,...,5}
av N. ¢ ar alltsd sann da formeln uttrycker var definition av dndlighet i V(R). Foljdaktligen géller alltsa enligt
transferprincipen att tolkningen av ¢ i V(*R) &r sann. Denna tolkning &r att en mingd *B &r hyperandlig om

motsvarande bijektion existerar pa nagot initialsegment till *N.

O

Enligt vart antagande att *N \ N dr icketom innebér detta att vi i ndgon mening utvidgat begreppet dndlighet fran

begrinsade till obegriansade tal genom *-transformen.
Som en foljd av satsen ovan definierar vi for hyperéndliga méngder den interna kardinaliteterﬂ som j.

Karakteriseringen av dndliga méngder som de méngder som har en bijektion pa nagot initialsegment pa N i V(R)
ar inte den enda moljliga. Definitionen dr bevisbart ekvivalent med bade Dirichlets ladprincip och Tarskis definition

av andlighet:

e Dirichlets ladprincip sdger att en mingd dr dndlig omm varje injektion fran en mingd pa sig sjdlv dven &r en

surjektion.

Enligt transferprincipen far vi da pa samma sitt att en mangd dr hyperdndlig omm varje injektion fran

méngden pa sig sjilv dven &r en surjektion.

e Tarskis definition av dndlighet siger att en méngd F' &r dndlig omm varje icke-tom delméngd till P(F') har

ett C-minimalt element.

Pa samma sétt for vi da enligt transferprincipen att F' dr hyperdndlig omm varje icketom delméangd till * P(F")

har ett C-minimalt element.

10Bjjektionen i sats dr en sd kallad ’intern’ funktion, definitionen av interna entiteter kommer presenteras i kapitel 10. Begreppet
internalitet &r dock endast intressant i kontext av en utvidgning.
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9.3 Utvidgningar

Definition 9.6. Superstrukturen V (*R) dr en utvidgning av superstrukturen V(R) med avseende pd en monomorfi

* Om:

For alla entiteter A € V(R) av Rank > 0 finns en entitet B € *Pr(A) sidan att *a € B for alla a € A, d.v.s att
en hyperindlig mangd B innehdller bilden av godtycklig entitet A under x-avbildningen.

Om ultraproduktkonstruktionen V' (*R) &r en utvidgning av V(R) beror, som redan antytts, pa valet av ultrafilter.
Detta &r analogt med att w € *R i konstruktionen av de hypereella talen i kapitel 2.5 berodde pa att ultrafiltret
inneholl alla cofinita méngder av naturliga tal. Vi konstruerar nu ett filter vilket gor V(*R) till en utvidgning av

V(R) enligt definitionen ovan.

Definition 9.7.

Lat J vara mdngden av alla icketomma dndliga entiteter i V(R) av Rank > 0. Sdé om a € J gdiller enligt definition
att det finns en entitet i b € V(R) av Rank > 0 ddr a € (Pp(b)/0). For a € J definierar vi J, = {b€ J:a C b},

Jo @r alltsda mangden av dndliga entiteter som har a som delmdngd.

Lemma 9.8. Mingden §={A C J:3a € J sidant att J, C A} dr ett fritt dkta filter pé J.

Beuis.
¥ ar sluten under snitt:

Antag att Aq, Ay € §. Enligt definition har vi d& att det finns aq,as2 € J sddana att A; D J,, och Ay D J,,.
Foljdaktligen har vi att A1 N Ay C Ju, N Jg,-

Men J,, NJa, ={b€J:a1 CbAhas Cbt ={be J:ayUay Cb} = Ju,ua,- Om a; och ay bigge &r dndliga och
icketomma ar &ven a; och ay det. Foljdaktligen ar A; N As € §

§ ar sluten under 6vre delméngd:

Antag att A; € §F och att Ay C B € J. Enligt definition har vi § = {A C J: Ja € J sadant att J, C A}. Vi har
J, € Ay och A; C B sa klart att J, C B varfor B € §.

§ ar icke-principalt:
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Antag a € J. Givet ett b € J sddant att a N'b = () géller da enligt definition av J, att a ¢ J; eftersom b ¢ a. Da
ar det klart att J, C (J/ {a}) C J varfor (J/{a}) € §. Det ar alltsa klart att om § innehaller nagon dndlig entitet
a € J sa innehaller § dven komplementet till denna entiet och dirmed, som redan visats ovan, &ven snittet av dessa,
d.v.s (. Detta strider direkt mot definitionen av § eftersom vi definierat att a € (Pr(b)/0), d.v.s att alla entiteter i
a € (Pr(b)/0) ar icke-tomma.

O

Att § &r icke-principalt visar att ett ultrafilter som innehéaller § kommer att innehélla komplementet till alla dndliga
entiteter analogt med Frechetfiltret i kapitel 5. Enligt ultrafiltersatsen garanteras existensen av ett sadant ultrafilter
U D F och vi kan visa:

Sats 9.9. Om V(*R) konstruerats med ett ultrafilter 4L O § enligt lemmat sé dr V(*R) en utvidgning av V (R).

Beuvis.
Antag att A dr en méngd i V(R) av Rank > 0.

Vi definierar en funktion I' : J — Pp(A) dir T’y = anN A. Da &r T' € [] Pr(A) och foljaktligen kan vi definiera
B = M([I'). Da & B € *Pp(A). Om x € A sa dr sjélvklart J, = {acJ:x€a} C{acJ:x€anA} = C och
foljaktligen har vi att {a € J: z € aN A} € U D § enligt definitionen av § = {C C J : Iz € J sadant att J, C C}.
Enligt var gingse notation har vi alltsa att [Z] €y [I'] vilket enligt LOs sats &r ekvivalent med *z € B. O

Som utlovat ska vi visas att var definition av utvidgning implicerar existensen av icke-standard entiteter. For att
gora detta infors ytterligare ett logiskt begrepp:

Definition 9.10. En tvd-stillig relation R kallas dndligt satisfierbar pi A C Dom(R) om det for varje andlig
mangd {x1,22,...,x,} € A finns ett y i malmangden till R sidant att (x;,y) € R for alla i < n. Vi sdger att R dr
andligt satisfierbar om den dr dndligt satisfierbar pd hela Dom(R).

Sats 9.11. Om V(*R) ar en utvidgning av V(R) sd finns for varje andligt satisfierbar relation R € V(R) ett
element ett element b i Range(*R) sddant att (*z,b) € *R for alla x € Dom(R).

Beuis.
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Lat alltsd R vara en godtycklig éndligt satisfierbar relation. Enligt definition [9.6] finns B € *Pr(Dom(R)) sadant
att for alla x € Dom(R) géller *r € B. Foljande Ly g)-formel uttrycker att R &r en dndligt satisfierbar relation i

V(R) och &r alltsa sann enligt antagande:
Vw € Pr(Dom(R))3y € Range(R)Vz € w({z,y) € R)

Enligt transferprincipen dr tolkningen av formeln i V(*R) sann, vilket visar satsen. O

Korollarium 9.12. *N\ N dr icke-tom.

Bewis. Det &r klart att < &r en dndligt satisfierbar relation pa N eftersom varje dndlig delmingd till N har ett
storsta element. For att folja terminologin kallar vi relationen < for R. Enligt sats [0.11] har vi da att det finns
b € *R sadant att *x < b for alla € Dom(R) = N. D.v.s att b &r ett obegrinsat naturligt tal och heller inte pa
formen b = *a for nagot a € V(R). O

P& entiteter av odndlig kardinaltitet 4r negationen av identitetsrelationen # éndligt satisfierbar. Av detta foljer att
x-avbildningen av varje sddan méngd innehaller icke-standard entiteter. Vi har:

Sats 9.13. Antag att A € V(R) har oandlig kardinalitet. Dé innehdller *A icke-standard entiteter.

Beuvis.

Relationen # &r dndligt satisfierbar pa A eftersom vi for varje dndlig delméngd A; C A kan vilja ett a € (A/A4;).
Klart att detta a da uppfyller a # a; for alla a; € A;. Enligt sats finns da b € *A sadant att b # *a for alla
a € A, d.v.s att A innehaller icke-standard entiteter. O

Abraham Robinsons ursprungliga konstruktion av icke-standard analys utgick fran satsen om andlig satisfierbarhet
framfor var definition av utvidgning utifran begreppet hyperéindlighet. I sjélva verket dr satsen vi just visat ekvivalent
med var definition av utvidgning vilket foljer enkelt genom att var definition av utvidgning ar kan uttryckas av en
Ly (r)-formel och att relationen R = {(x,y) : x € y Ay dr en dndlig delméngd till A} &r &ndligt satisfierbar.

Beuvis.

Antag alltsa att det for varje dndligt satisfierbar relation R finns ett element b i Range(*R) sadant att (*z,b) € *R
for alla © € Dom(R). Lat R vara relationen att vara vara element i en &ndlig delméngd till ndgon méngd A enligt
ovan. Denna relation &r alltsd dndligt satisfierbar. Enligt antagandet (alltsd sats finns da en hyperindlig
delméngd b C *A sadan att *x € b for alla = € A, alltsa var definition av utvidgning. O
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10 Interna mangder, permanens och mattnad

I detta kapitel utgar vi fran [Goldblatt] och [Hurd och Loeb].
Vi definierar en entitet i V(*R) som intern om den dr ett element i nadgon standard méngd:
a dr intern om och endast om a € *A for nagot A € V(R)

Notera att alla standardentiteter ér interna, eftersom vi har att *a € “{a}. En Ly (+g)-formel ® séigs vara intern

om dess konstanter ir interna.

Element i V/(*R) som inte dr interna kallar vi for externa. Interna mingder har manga trevliga egenskaper vilka vi
ska utforska i senare kapitel. Vi borjar med att genom en rad satser undersoka vilka méngder som &r interna och

vilka som inte &ar det.

10.1 Interna mangder

Sats 10.1. Mingden av alla interna element i V(*R) dr *V (R) = J,—, *V n(R).

Bevis. Om b € *V (R), sa ar b € *V,, (R) f6r nagot n € N vilket ger att b &r intern eftersom *V,, (R) dr standard.
Detta visar att alla element i *V(R) &r interna. Om b &r intern s har vi att b € *a dér a € V411 (R) \ V,,(R) for
nagot heltal n > 1, sd a C V,,(X) vilket ger b € *a C *V,, (R). Detta visar att alla interna element i V/(*R) finns i
*V(R). O

Sats 10.2. Varje intern mangd ar ett element i en standardmdngd som ar transitiv vilket medfor att *V(R) dr
starkt transitiv.

Bevis. Lat A vara intern och sig att A € *B for nagot B € V(R). Eftersom V(R) &r starkt transitiv sa finns det
ett transitivt 7 € V(R) med B C T. Men eftersom *-avbildningen bevarar transitivitet (vilket ses genom ett enkelt
transferargument) &r dven *T transitivt. Dessutom har vi att *B C T vilket medfor att A € *T vilket bevisar forsta
delen av satsen. Eftersom *T" &r transitiv och varje medlem av *T" &r intern sa har vi ocksd att A C *T' C *V(R)

vilket bevisar andra delen av satsen. O

Vi far ocksa foljande viktiga korollarium.

Korollarium 10.3. Varje medlem av en intern mdngd dar intern.
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Féljande sats knyter ihop interna méngder med Ly (g)-formler pa ett sitt som kommer visa sig vara intressant nér

vi ska bilde mangder som vi vill ska vara interna.

Sats 10.4 (Interna Definitionsprincipen). Lat ®(x) vara en intern Ly (-g)-formel dir x dr den enda fria

variabeln, och liét A vara en intern mdngd. Dd dr {x € A : ®(z) ar sann } intern.

Bevis. Lat ¢y, -+, ¢, vara konstanterna ®(x) och beteckna ®(z) = ®(c1, - ,cpn,x). Lat nu A c1, -+ ,cn,x €
“Vi, (R) for nagot k € N. Da é&r formeln

(Y1, 2ny € VER) ) (T2 € Vi1 (R) ) (V2 € VE(R) )[z €2 & [z € y AD(21, -+, X, )] ]

i Ly () sanniV(R). Enligt transferprincipen dr da &ven tolkningen i V' (*RR) sann, enligt detta &r {x € A : ®(x) ir sann} €
“Viey1 (R) (genom att vilja y = A, 1 = ¢ 0.8.v.). O

Sats 10.5. Om A och B dr interna mangder, si dr dven foljande det: AN B, AUB, A\ B och A x B.
Bevis. Vi bevisar forst operationen N. Betrakta foljande Ly (g)-formel (som séger att V(R) &r sluten under snitt):
(VW)Y eV, 1tR) (3Z €Vt R) (Ve € V,(R)) [z € Z 2 e WAz EY] (6)

() &r sann eftersom V(R) &r sluten under snitt och dirmed &ven tolkningen av formeln i V(*R) sann enligt
transferprincipen. Enligt denna tolkning séger formeln att om A och B &r tva entiteter i *V,, ., (R) sa finns en
entitet C'i *V,, . ; (R) som har exakt samma element fran *V,,(R) som AN B. Enligt definition (iv) géller att
alla element i A, B och C &r fran *V ,(R), vilket ger C = AN B.

Fér AU B anvinder man samma argument fast med V istéllet for A i (6). Fér A\ B sa byter vi ut € Y mot
x ¢ Y. Fallet A x B blir lite annorlunda, men inses litt om man i (6) betraktar Z € V,,42(X) och (z,y) som

{{z} {z, y}} € Vaga(X). O

I enlighet med [7.5]s& kan vi uppfatta funktioner som méingder och dirfor gar det ihop att prata om funktioner som

interna och externa.

Sats 10.6. For en intern funktion f gdller att:
(i) Om A dr en intern delmdngd till f:s domdn sd dr f(A) intern.

(ii) Om B dr en intern delmingd till bilden av f s dr f~1(B) intern.
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Beuvis.

Enligt korollarium har vi att element i interna méngder dr interna. Eftersom vi definierat funktioner i super-
strukturen som mangder av ordnade par av entiteter giller alltsa att om f : C — D &r intern sa dr alla dessa ordnade
par (a,b) interna. Enligt definition har vi att (a,b) = {{a}, {a,b}} s& pa samma sitt giller dd komponentvis att
(a,b) intern ger att elementen i paren #r interna.

Lat C = {c1,¢c2,...} och D = {dy,ds,...} for lampliga indexméangder I och J. Vi har alltsa att om f : C — D
dr intern sa &r alla ¢; och d; interna, dvs att det finns x; och y; saddana att ¢; € *x; och d; € *y; for alla 7,5 i

indexméngderna.

Lat nu X = J;c;z0ch Y = UjeJ y;. Enligt transferprincipen géller z; € X = *z; € *X, vi har alltsa att C' € *X
och D € *Y, alltsa dr bade Dom(f) och Range(f) interna.

Antag nu, for att visa (i7), att B dr en intern delméngd till Range(f). Vi skall anvéinda Interna definitionsprincipen.
Betrakta formeln:

p=3beB:(ab)ef
Enligt antagandet &r da ¢ en intern formel sa enligt interna definitionsprincipen &r foljande méngd intern:
{a € A: ®(b) ir sann} = f~1(B)

(i) visas analogt.

O
Néstfoljande tre satser kommer att leda fram till flera intressanta bevistekniker i kommande delkapitel.
Lemma 10.7. Om a € V(R) \ R dd dr *P(a) mdngden av alla interna entiteterna i P(*a)
Bevis. Betrakta foljande pastaende i V(R) som dr sann for n > 1:
(Ve € V,(R)[(Vy € 2)[y € a] & = € P(a)] (7)

[d.v.s. for alla x € V,,(R), x dr en delméngd av a om och endast om z € P]. Pastaendets transfer siger att for alla
z € *V, (R) sa giller det att = 4r en delmingd av *a om och endast om = € *P(a). Fran sats har vi att om
x ar en intern mingd i V(*R), d.v.s. z € *V(R), da dr z € *V,, (R) for nagot n € N och vi kan alltsa tillampa
transfern av pastaendet (7) pa x.
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Vi har alltsd att  dr en delméngd av *a om och endast om den &r ett element i *P(a), vilket ger *V(R) NP(*a) =
V(R)N*P(a) = *P(a) (dar *V(R) NP(*a) dr méngden av alla interna entiteter i P(*a)). O

Lemma 10.8. Varje icke-tom intern delmdangd till *N har ett minsta element.

Bevis. Vialordningsprincipen for N uttrycker att varje delmingd till N har ett minsta element och kan enkelt
uttryckas i Ly (x):
o == (VrePM)\D)[(Eyea)(vzea)ly<al.

Med transfer far vi att *¢ &r sann da de naturliga talen dr vdlordnade. Vi har enligt lemma [10.7] att alla interna
delméngderna till *N &r exakt *P(N), vilket tillsammans med *¢ visar satsen. O

Satsen kan enkelt generaliseras till *Z, dir icketomma uppat begrinsade méngder har ett stérsta element, och nedat
begrinsade ett minsta element. Nir vi nu visat nagra exempel pa interna mingder kan det vara intressant att se

pa tva externa méngder.

Sats 10.9. I en utvidgning V(*R) av V(R) dr mdngderna N och *N_(X) externa.

Bevis. Antag att *N_ € P(*N) &r intern. Enligt lemma finns det d& ett minsta b € *N
motségelse eftersom vi enligt konstruktionen av de hyperreella talen har att &ven b — 1 € *N_. Alltsad maste *N

men detta dr en

00

o0
vara extern.

Eftersom *N_ = *N \ N s har vi att om N skulle vara intern, s& skulle d&ven *N__ vara det enligt sats Alltsa

o0

maste dven N vara extern. O

Dessa tre satser ger alltsa upphov till nya bevistekniker vilka vi nu ska ga igenom men vi betonar att de ar avhingiga
pa att V(*R) &r en utvidning! Om inte gillde skulle inte gilla och skulle vara ointressant.

10.2 Permanens och Overspillning

Inom icke-standard analys anvdnder man sig genomgéaende av bevistekniker som alla grundar sig pa att “interna
méngder inte dr externa”. Pastaendet dr visserligen en tautologi, men i en utvidgning finns det flera fall dar det inte
ar sjalvklart hur man ska utnyttja detta faktum. Nedanstaende satser klargor.

Sats 10.10 (Permanensprincipen). Lit ®(x) vara en intern formel i Ly (-r) med x som den enda fria variablen.

(i) Om ®(z) ar sann for varje © € N, sd finns det ett k € "N sd att ©(b) dr sann for varje b < k i *N.
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(i) Om ®(z) ar sann for varje © € *N, sd finns det ett k € N si att ®(b) dr sann for varje b > k i *N.

007’

(i1i)) Om ®(x) dr sann for varje infinitesimalt z, sd finns det ett reellt r > 0 sd att ®(b) dr sann for alla b dar
[b| <7 i*R

Bevis. Samtliga tre bevis foljer fran sats [10.4] (interna definitionsprincipen) och lemma [10.8] (satsen om minsta

element for intern delméngd till *N).

(i) Lat A = {z € *N: =®(z) & sann i V(*R)}. D4 &r A intern enligt sats och A C *N_, enligt forutsitt-
ningen. Om A = () ar vi fardiga, annars har A ett minsta element m enligt lemma och vi kan sitta
k=m-—1.

(i) Om ®(x) Givet den interna mingden A definierad i beviset till (i), s& & A C N och har en 6vre begrinsning,
vilket — enligt en lite modiferad version av lemma [10.8] — ger att mangden har ett storsta element s och vi
kan sétta k = s + 1.

(iii) Lat A = {z € "N\ 0 : ®(x) &r sann for alla y dir |y| < 2} och anvéind (ii) pa ®'(z) := [z € A].

O
Korollarium 10.11 (Overspillningsprincipen). Lit A vara en intern delmingd till *R.
(i) Om A innehéller alla begrinsade naturliga tal, sd innehdller A ett obegrinsat naturligt tal.
(ii) Om A innehéller alla obegrinsade naturliga tal, sd innehdller A ett begrinsat naturligt tal.
(iii) Om A innehdller alla positivt infinitesimala tal, sd innehdller A ett positivt reellt tal.
Bevis. Pastaendena fas direkt fran permanensprincipen genom att sitta ®(z) = [z € A]. O

Sats 10.12 (Robinsons sekventiella lemma). Lit (s, : n € *N) vara en intern *R-vdird foljd sd att s, ~ 0 for

varje n € N. Dd finns ett obegrinsat naturligt tal w sd att s,, ~ 0 for alla naturliga tal n < w.

Bevis. Anvéind [10.10(i) med ®(n) som den interna formeln [|ns,| < 1] for att fa ett w € *N_, s& att [s,| < = om
n <w.Daérs, ~0omn € *N_ och n <w (eftersom % ar infinitesimalt for sddana n), och alltsa &r s, ~ 0 for

allan < w. O
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10.3 Uppriknelig mittnad

Den kanske mest anvindbara egenskapen hos interna méngder &r att snittet av en minskande f6ljd av interna icke-
tomma méangder ocksa ar icke-tom. Detta ger upphov till fenomenet uppriknelig mdttnad vilket vi forklarar nedan.

Sats 10.13 (Uppréknelig méttnad). Snittet av en minskande foljd
X12Xe 22X 2
av icketomma interna mdangder dr alltid icketom, d.v.s.:

) Xk #0. (8)

keN

Bewvis. I beviset kommer vi betrakta interna méngder som foljder av reella mingder, vi argumenterar alltsa delvis
i den begransade ultraprodukten Hg V(R), riktigheten i detta garanteras av LOs sats.

For varje fixt k € N, lat X* = [AQ]E sa att (A% : n € N) dr en representant i den begrinsade ultraprodukten
fér den interna méngden X* av delméngder till *R Enligt LOs sats har vi da alltsa att {n € N: A% #£ (0} € 4 och
{neN: AL D Ak} € U pa grund av motsvarande egenskaper hos X, .

Eftersom {4 &r sluten under dndliga snitt sa har vi att for varje k € N att:
J¥={neN:A, D - DAl #0} el

Notera att J; r “diagonaliseringsméngder” som uppfyller J! D J2 D ---.
Vi vill konstruera ett hyperreellt tal [s,] s& att [s,] € X* for alla k, d.v.s.

{neN:s, €A} ey VkeN.
Eftersom {n € N: k <n} € 4 for varje fixt k € N ricker det att visa att s,, uppfyller

{neN:k<n}nJ*C{neN:s,eAr}. 9)

For n € J! 1at

kn =max{k:k<nAneJ"}. (10)

HDetta k 4r samma k som indexet i , och alltsd inte en exponent. Skrivsittet anvinds p.g.a att vi &r tvungna att anvdnda dubbel
indexering.
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Vi har da att n € J*», och for detta n villjer vi ett s,, € A%» vilket — enligt hur vi definierat J*» — ger
sp € AL n Ak (11)

For att visa @) kan vi tillata s,, att vara godtycklig for n ¢ J'. Vi har nu att om k <n och n € J* sa ér k <k,
enligt och vi har s, € AF enligt . O

Denna egenskap kallas for uppriknelig méttnad eftersom det faktum att snittet ar icke-tomt implicerar att V' (*X)
ar "mattat” pa mangder. Faktum ar att detta &r ekvivalent med att vi befinner oss i en utvidgning och som kuriosa
ndmns att man dven kan skapa strukturer som &r mer méttade dn bara upprikneligt. Fran uppriknelig méattnad
foljer en méngd olika resultat av vilka vi ska visa tva.

Korollarium 10.14. Om {X,, : n € N} dr en familj av interna mangder och om X := |
det ett k € N sa alt
x=Jx.

n<k

nen Xn Grintern, dd finns

Bewis. Den hogra inklusionen ar uppenbar. For den vénstra har vi att om X & |J,, ., X, for alla k, och alltsa

N X\ X=X\ () #0,

n<k n<k

YIOY?2 - DYF={ [)(X\X,):neN
n<k

en minskande f6ljd av icketomma interna méngder. Enligt sats (10.13]) har vi da att
(Y*#0.

keN

Men vi har dven att

AvF=x\{J U x.=x\X,

keN keNn<k

vilekt dr en motségelse. O

Korollarium 10.15. Varje foljd av interna mdngder < A, : n € N > kan utvidgas till en intern foljd < A}, : n €
*N > sddan att A, = A,, for alla n € N,
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Bevis. Lat B,, = {alla interna foljder < C,, : n € *N > sadana att C,, = A,, for n < m}. D4 &r B,, en avtagande
foljd av icke-tomma méangder som dessutom dr interna pa grund av interna definitionsprincipen. Saledes ger [10.13

att det finns en foljd A, € () By, med A, = A, for allan € N. O
meN
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11 Loebmattet

I detta kapitel har vi utgatt fran [Cutland] och [Cutland et. al.].

Vi ska nu anvénda de idéer vi utvecklat till ett lite mer konkret exempel - vi ska konstruera brownsk rorelse som
skuggan av en hyperédndlig slumpvandring. Men for att gora detta behdver vi en hel del matteori. Detta dr precis
vad det later som - en matematisk teori som studerar vilka operationer som &r lampliga for att storleksbestdmma
méingder. For dndliga mingder duger det att bara rdkna elementen men for upprikneliga eller Gverupprikneliga
méangder fungerar inte detta. Istillet introduceras sa kallade mattrum bestdmda pa sa kallade algebror, vilka &r

slutna under unioner av upprikneligt manga av dess element.

En samling av interna mingder ddremot - nagot som vi ofta vill arbeta med pa grund av dess trevliga egenskaper -
ar som regel inte sluten under upprékneliga unioner. Peter Loeb upptickte 1973 att detta faktum kunde ge upphov
till ett nytt sédtt att konstruera standard mattrum utifran icke-standard storheter, nagot vi kommer utforska i detta
kapitel.

11.1 En intern algebra

For att forklara vad Loeb-mattet dr for nagot behdver vi forst och framst lite elementir matteori. Vi borjar med
begreppet algebra. Podngen med detta begrepp dr att ur en samling av delmangder utesluta de som ger upphov
till "konstiga” egenskaper. For att gora detta visar det sig att vi behover bra slutenhetsegenskaper, vilka vi nu ska
formulera.

Definition 11.1. En algebra dr en samling delmangder A till en mangd 2 sddan att
e QcA
e ABeA=AUBecA
e Ac A= A€ A

om vi dessutom har att

e (VneN)(4, €A = UNA" €A
ne

sa kallas A for en o-algebra.
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For den senare egenskapen sdger vi att A ar sluten under upprakneliga unioner. Nagra uppenbara foljder av defini-

tionen ar:

e e A

A BeA=ANBe A

A Be A= A\Be A

A Bc A= ANBk A

o (VneN)(A, e A = ﬂNAn €A
ne

Om nu A ligger i vart kiinda universum V' (R) sa séiger transferprincipen (se tidigare kapitel) att *A ocksa &r en
algebra men i V(*R). Daremot kan vi inte tillimpa transferprincipen pa defintionen av en o-algebra eftersom den
innehaller en referens till N - vi skulle da fa att algebran blir sluten under "hyperupprikneliga” unioner istéllet for

upprikneliga. Faktum ar att *A séllan en o-algebra dven om A ar det. For att se detta, 1lat (A4,, : n € N) vara en
foljd av méngder i *A med union A. Enligt definition s &r varje A, intern och om A € *A méaste A ocksa vara

intern. Enligt korollarium [10.14| har vi dd att A = (J A, for ndgot k € N, sd om A &r en genuint uppriknelig union
n<k
av (A, :n € N) (det vill sdga, A kan inte skrivas som en union av &ndligt manga méngder fran foljden) kan den

inte ligga i A. For varje intern algebra (eftersom alla element i en intern méngd &r interna) far vi alltsa f6ljande sats:

Sats 11.2. Fér varje intern algebra av mdangder A dar A, € A for alla n € N sd gdller att

Udned = J4a. = 4.

n<k

for nagot k € N.

11.2 MAatt

Né&r vi vdl har en algebra sa vill vi gérna uppskatta storleken pa de mingder som ingar diri. Beroende pa vilken
algebra man har och vilka egenskaper man vill underséka kan man behéva olika sorters funktioner som “méter” stor-
leken pa mingderna. Dessa behover dock alltid ha vissa egenskaper fér att man 6verhuvudtaget ska kunna prata om
att de "méter” storlekar. Nedan ska vi infora begreppet madtt explicit och redogora for dessa egenskaper. Eftersom

var tillampning framst kommer anvinda sig av sa kallade sannolikhetsmdatt, da vi ska modellera en slumpméssig

2Den symmetriska differensen mellan A och B ir helt enkelt deras union minus deras snitt. Kort sagt; AAB = (A\B) U (B\A).
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process, ar det just dessa vi definierar. Dessa har egenskapen att deras malméangd ar det reella intervallet [0, 1]. For
matt generellt kan dock hela R vara malméngd.

Definition 11.3. Lt A vara en algebra av delmdngder till mdangden Q. En funktion p : A — [0,1] kallas for ett
dndligt additivt sannolikhetsmdtt pa 2 om

o u(AUB) = u(A)+ u(B) for disjunkta A,B € A
Om vi dessutom har att

e For varje foljd (A, : n € N) av element i A som dr parvis disjunkta och vars union A € A sd gdller att

w(A) = >0 u(An)

neN

sd sigs  istdillet vara upprdkneligt additivt.

Notera att u:s malmingd dr det reella intervallet [0,1] &ven om algebran som den &r definierad pa skulle vara
icke-standard. Om A dr en o-algebra pa méngden ) och p ett upprikneligt additivt sannolikhetsméatt s& séger vi
att (Q, A, p) ar ett sannolikhetsrun@

Senare ska vi se att 2 kommer uppfattas som en mingd av sa kallade "utfall” — vi hinvisar h&idanefter till 2 som

just ett wutfallsrum. Vi tdnker oss att vi genomfor ett sannolikhetsexperiment nir vi tar ett w € € och mattet

1 miter sannolikheten for detta w. Alla element i A kallas nu for hdindelser - de &r mingder som samlar ihop

ett antal element i Q och u(A) méter sannolikheten for att just dessa ska hinda. For att konkretisera; ténk dig

0 ={1,2,3,4,5,6} som utfallsrummet for ett tirningsslag. Vi kan kalla A = {2,4, 6} fér handelsen "tdrningen visar
1

ett jimnt antal prickar” och rent intuitivt borde vi ha att p(A) = 3.

Hé&rndst visas nagra anvandbara resultat for dndligt additiva sannolikhetsmatt.

Sats 11.4. Lat A vara en algebra av delmdngder till mdngden Q och lit 1 vara ett dndligt additivt sannolikhetsmatt
pd A. Da galler att:

(i) (A1 U...UA,) = p(Ar) + ... + u(4y) for alla parvis disjunkta A; € A

13Vi betonar att detta inte ir en operation utan en notation, ett enkelt sitt att prata om en mingd, en algebra och ett métt samtidigt.
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(ii) om A,B € A sd u(A) = p(A\B) + n(AN B)
(i1i)) om A,B € A och A C B sd pu(A) < u(B)

(i) p(AU B) = p(A) 4+ u(B) — (AN B)

Bevis. (i) Antag att A4, ..., A, ar parvis disjunkta element i A. Eftersom p dr andligt additivt géller att pu(A; U
UA,) = p(Ar) + p(Az U ... U Ay) och resten foljer av induktion.

(ii) Eftersom A = (A\B) U (AN B) och (A\B) N (AN B) = () s& ger den #ndliga additiviteten att u(A4) =
u(A\B) + p(AN B).

(iii) Vi aberopar (ii) for att se att
w(B) = p(B\A) + n(AN B) = p(B\A) + p(A) = u(B) — p(A) = 0

(iv) Eftersom AU B = (A\B) U (B) och (A\B) N (B) = 0 sa ger den #ndliga additiviteten att u(4A U B) =
w(A\B) + p(B) vilket ger u(AU B) = u(A) + u(B) — p(AN B).

Efter denna genomgang av elementir matteori ska vi nu aterga till vart icke-standard universum.

11.3 Loebmattet

Lat p vara en intern funktion definierad sdsom i definition men med malméingden *[0, 1] istéllet for [0, 1]. Lat
A vara en intern algebra av delméngder till den interna méngden 2 som &r u:s definitionsméngd. Vi skriver *u(x)
for sh(u(x)). sh-funktionen bevarar nu dndlig additivitet (och ddrmed ocksd uppriknelig additivitet eftersom vi
dr pa en intern algebra) sa vi kallar strukturen (2, A, *u(x)) for ett standard dndligt additivt sannolikhetsmattrum
dven om det tekniskt sett inte dr ett mattrum da en intern algebra inte &r sluten under upprikneliga unioner.

Déremot ska vi nu presentera en metod som utvidgar (€2, A, *u(x)) till ett “riktigt” mattrum. Det kommer ndmligen
visa sig att ett internt “mattrum” har manga egenskaper som gor det litt att forsta rent intuitivt. De kan under
ratt omstandigheter bete sig pa nistan samma sitt som dndliga strukturer, vilket gor de vildigt litta att hantera.
Men vi behover ett sétt att gora om dem till "riktiga” mattrum for att de kunskaper om dessa som finns pa plats i
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standardmatematiken ska gélla dven vara konstruktioner.

Definition 11.5. Lit B C Q (vi har inte nédvandigtvis att B € A). Vi siger att B dr en Loeb-nollmdngd om
det for varje reellt € > 0 ezisterar en méangd A € A sddant att B C A och u(A) < e.

Uppenbarligen sa &r varje delmingd till en Loeb-nollmingd ocksa en Loeb-nollméngd. De som &r bekanta med
matteori ser att detta kommer leda till ett sa kallat fullstdndigt matt. Unionen av tva Loeb-nollméngder ses ocksa

l4tt vara en Loeb-nollméngd och vi ska se nedan att detta dven giller upprikneliga unioner.

Lemma 11.6. Lt (A, : n € N) vara en foljd U(ixundﬂ mangder i A och lit B= |J A,. Da finns det en mangd

neN
A € A sdadan att
(i) BCA

(ii) *u(A) = lim *u(A,)

n—oo

(iii) A\B dr en Loeb-nollmdngd

Om (A, : n € N) istillet ar en parvis disjunkt samling mdangder i A existerar A och B pd samma sitt men istdllet

for (i) gdller *pn(A) = 3° *u(Ay).

neN

Bevis. Lat o = lim ®u(A,). Detta grinsvirde existerar eftersom foljden dr uppat begrinsad och vixande. For
n—oo

varje n € N har vi att
1 1
Ap) <°u(Ap)+-—< —
pAn) < u(An) + - <ot
Enligt [10.15| kan vi ta en utvidgad vixande intern f6ljd av méngder i A, (A, : n € *N).[10.11| ger oss existensen av
ett obegriansat IV € *N sadant att
1
WAN) < a+ N
Lat nu A = Ay. Transferprincipen ger oss da att A,, € A for alla begrénsade n varfor (i) haller. Vidare har vi att
1w(Ay) < u(A) for varje dndligt n vilket medfor att *u(A,) < *u(A) < a varfor *u(A) = a vilket visar (ii). Slutligen
har vi att

(A\AR) = *u(An) = *u(4) = 0.

Detta tillsammans med det faktum att (A\B) C (A\A,) gor att A\B blir en Loeb-nollméngd.

MEn vixande f5ljd mangder &r en f6ljd (A, : n € N) sadan att A1 C Ay C A3 C ...
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For att visa det sista pastaendet, bilda foljden (C), : n € N) genom att sitta C; = Ay och C,, = J;_; Ax. D& &r

C,, en vaxande f6ljd i A och vi kan tillampa (i), (ii) och (iii) pa denna s& att vimed | A, = |J C, C A far:
neN neN

*u(A) = lim *u(Cn) = lim *u(|J Ax) = lim Y *pu(A) = ) *u(An).
k=1 k=1 neN

Definition 11.7.

(i) Lit B C Q. B sdgs nu vara Loebmdtbar om det finns en mdingd A € A sdidan att AAHE ar en Loeb-
nollmdngd.

(i) Samlingen av alla Loebmdtbara mdngder betecknas L(A).

(i1i) For B € L(A) definierar vi Loebmadttet p(B) = *u(A) for vilket som helst A € A dir AAB dr en Loeb-
nollmdngd.

Innan vi ska visa vart slutgiltiga resultat for Loeb-méatt, notera foljande.

e Relationen "AAB ar en Loeb-nollméngd"ar transitiv eftersom for alla mangder A, B, C géller att AAC C
(AAB) U (BAC). Detta gor bland annat att vart matt blir véildefinierat.

e Om B € L(A) och BAA &r en Loeb-nollméngd s& dr A € L(A) eftersom om CAB &r en Loeb-nollméngd sa
ar dven C'AA det enligt noten ovan, for C € A.

e Om B ir en Loeb-nollméngd sa ar pr(B) = 0 eftersom vi i definitionen av Loebmétbarhet ovan kan ta A = ()
s& att B blir Loebmétbar och ur(B) = *u(A) = *u(f) = 0. Ett liknande argument ger att ur(B) = 0 och
B € L(A) = B &r en Loeb-nollméngd.

Slutligen far vi vara tva huvudresultat i detta kapitel:

Sats 11.8. L(A) dr en o-algebra pd Q.

Bevis. Tag A€ A. D éir AANA =0 C 0 och p(@) = 0. Detta visar att A C L(A och speciellt att 2 € L(A).

15 AAB kan ses som ett matt pa skillnaden mellan mingderna A och B. En mingd &r alltsd Loebmitbar om den &r sa lik en mingd
i A att dessa Gverlappar néstan helt.
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Tag ett B € L(A). Da finns ett A € A sadant att BAA &r en Loeb-nollméngd. Dessutom A° € A och B°AA® =
BAA sa B¢ € L(A).

Lat (B, : n € N) vara en foljd av méngder dér varje B, € L(A). Vi ska visa att |J B,, € L(A). Fran definitonen
neN
av L(A) ser vi att det existerar en foljd (A, : n € N) med A, € A for varje n € N sadan att B,AA, ar en

Loeb-nollméngd. Med hjilp av [11.6ser vi latt att |J A, € L(A) och enligt noterna ovan racker det da att visa att

neN
(U Bn)A(U Ap) ar en Loeb-nollméngd.
neN neN

Tag nu ett reellt € > 0. For varje B, AA, kan vi enligt definitionen av en Loeb-nollméngd vélja ett C,, sadant att
BnAA, C C, och u(C,) < 55 vilket medfor att *u(Cy) < 57 Det ar litt att se att

(U Boa(l 4n) € | Ba2A) € | Cn.

neN neN neN neN

Lat oss nu definiera en vixande 6ljd pa foljande sétt; satt Dy = C; och D,, = |J Cg. Notera att |J C, = |J D,.

k<n neN neN
Da D,, € A sa kan vi anvinda lemma [11.6|for att se att det finns en méngd D € A sddan att |J D,, € D och
neN

s s s . s . €
p(D) = lim “u(Dn) = lim *u(\J Co) < lim 3 5
k<n k<n
vilket medfor att u(D) < e. Saledes ar ( |J Bn)A( U An) en Loeb-nollmingd och vi har visat att L(A) &r en

neN neN
o-algebra.

Sats 11.9. uy ar ett upprikneligt additivt matt pé L(A).

Att pur,(0) = 0 féljer direkt av att () ir en Loeb-nollméingd. Andlig additivitet &r ocksa litt att visa ty om A, B € L(A)
och C,D € A ar sddana att AAC och BAD ar Loeb-nollméngder sa ar ocksa (AU B)A(C'UB) en Loeb-nollméngd

eftersom
(AUB)A(CUD) C (AAC)U (BAD,).

Saledes ar
$L(AUB) = *u(C'U D) = *u(C) + *u(D) = i (4) + . (B).

Lat oss nu visa den upprékneliga additiviteten. Tag en parvis disjunkt f6ljd (B, : n € N) med B,, € L(A) och 1at

(A, : m € N) vara en f6ljd som i beviset ovan. Lat oss dessutom anta att foljden A,, ocksd &r parvis disjunkt. Da
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far vi att pr(J Bn) = pr( U A,) enligt foregdende bevis och enligt lemma [11.6| existerar A € A sa att
neN neN

pr( U An) =0+ pr( U Ap) = pr(A\ U Ap) +ML(U Ap) = pr(A)

neN neN neN neN

enligt den dndliga additiviteten och

pr(A) =p(A) = “u(A,) =Y *u(Bn).

neN neN

Om nu (A, : n € N) inte &r parvis disjunkt si bildar vi en ny disjunkt foljd genom att lata A} = A; och
Al = A,\ U Ag. Notera darefter att B,AA! C |J BirAAg och att |J A, = |J A, och upprepa argumentet

k(n k<n neN neN
ovan.

For detta matt géller nu ytterligare en egenskap. Denna ger en &n god intuitiv bild av p;, och kommer att komma,

till anvindning senare.
Sats 11.10. For varje B € L(A) och varje positivt € € R finns det mingder B~, BT € A sidana att
(i) B~ C B C BT och

(ii) pr(BY) —e < pr(B) < pr(B7) +e

Bevis. Tag ett reellt € > 0. Enligt definitionerna av Loebmétbarhet och Loebnollméngd sa tar vi ett A € A sadant

att AAB C C € A med u(C) < e. Da giller att
H(A) < p(A\C U C) = p(A\C) + u(C) < p(A\C) + ¢

och
(AU C) < u(A) +pu(C) < p(A) +e

Eftersom vi ocksa har att
A\C C A\(AAB)C B

och
BCAU(AAB)C AUC

s& foljer satsen om vi sitter B~ = A\C och BT = AUC.
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11.4 Ytterligare matteori

For att kunna jamfora var konstruktion av Loebmattet med etablerade matt pa standardsidan ger vi hér en myc-
ket kort introduktion till Lebesguemattet och Borelalgebran. I var definition av méatt ovan antog vi att dessas
malméngd alltid var intervallet [0,1]. Har ska vi dock gbra en mycket kort exkursion och hantera matt som kan

anta alla reella virden. Egenskaperna for dessa ar vésentligen likadana, f6r en mer detaljerad diskussion se [Folland].

Definition 11.11. Den minsta o-algebran pd R som innehdller alla dppna intervall kallas for Borelalgebran och

betecknas B. Dess element kallas for Borelmdngder.

Definition 11.12. Det upprikneligt additiva mdtt A som dar definierat pa alla Borelmdngder och for vilket gdller
att A((a,b)) = b — a for alla dppna intervall (a,b) kallas for Lebesguemdttet.

Detta matt dr unikt och skapar en ny algebra pa foljande sétt.

Definition 11.13. En mdngd B C R sdgs vara Lebesguemdtbar om det for varje positivt reellt € existerar en
sluten mdangd C C B och en dppen mdingd D D B sidana att \(D\C) < €. Samlingen av dessa mingder dr ocksd
den en o-algebra kallad Lebesguealgebran och betecknas L.

Inte bara mangder utan ocksa funktioner kan ségas vara métbara:

Definition 11.14. En funktion f : A — R med sdgs vara Lebesguemdtbar om det for varje Borelmangd B gdller
att f~1(B) € L dir A ir en Lebesguemdtbar mingd med A C R. En funktion f : Q — R sdgs vara Loebmditbar
om det for varje Borelmingd B giller att f~1(B) € L(A) dér Q dr intern med en intern algebra A.

Not 11.1. Lésaren kan sikert komma att undra varfor vi inte talar om A-mdatbara funktioner - vi ska ndamligen
behandla funktioner fran (Q, A, p) till *R ddir A dr en intern algebra (och sdledes inte en o-algebra). Anledningen
till detta dar att s linge funktionen dr intern ar dess inversa bild av en intern méangd intern enligt[10.6l Givet en
o-algebra till *R som dr "tillrackligt rik” pé interna mdangder sa dr alltsé alla interna fuktioner pa en algebra A
som bestdar av alla interna delmdngder till en intern mangd Q A-mdtbara. Vi visar inte detta hdr utan hanvisar till

exzempelvis [Albeverio et. al.].

Vi séger ocksa att trippeln (R, L, \) dr ett Lebesguemdtirum. Dessa begrepp ger upphov till den s kallade Le-
besgueintegralen, vilken inférdes efter att man upptéickt flera funktioner som inte 13t sig integreras pa normalt
“Riemann-vis” men som "borde” vara lika med noll. Lebesgueintegralen klarar av fler sorters funktioner och den kan
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dven generaliseras till alla mattrum. Vi definierar den pa foljande vis:

Definition 11.15. Ldt f vara en Loeb- eller Lebesquemdtbar funktion. Da definieras Lebesgueintegralen med
avseende pd mdttet m som
2
n
. k 1
/fdm = nh—{lgokz2 ﬁm(f (I)).
=—n

k=1

dir I dr intervallet (%

, %) Vi kallar f for (loeb- eller lebesgue-)integrerbar om grinsvirdet for [ | fldm exzisterar-.

Lebesgueintegralen delar manga egenskaper med Riemannintegralen. Bland annat dr den en linjir funktion och
Overensstimmer med Riemannintegralen pa alla funktioner som &r Riemannintegrerbara. Vi avslutar med att info-
ga en mycket anvindbar sats som giller godtyckliga mattrum (dér integralen dr Lebesgueintegralen):

Sats 11.16 (Chebyshevs olikhet). Ldt f vara en mdatbar reellvird funktion pdé mdttrummet (2, A,m) och g en
reellvird mdtbar vizande och icke-negativ funktion pd mdalmdngden till f. Dé gdller atﬂ

1
mi{w € Q: fw) 2 1) < o5 /Q g(f)dm

16Detta &r en generalisering av den “vanliga” olikheten, P(|X — u| > ko) < 1%2 dédr X &r en slumpvariabel med standardavvikelsen o
och vintevirdet p
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12 Hyperandliga sannolikhetsrum

I foljande kapitel kommer vi framforallt att utgd fran [Albeverio et. al.], [Anderson] och [Loeb]. Flera satser och
observationer kommer att limnas utan bevis, men for den intresserade dr de likartat formulerade inklusive bevis i
litteraturen.

Vi kommer i detta kapitel att introducera sa kallade stokastiska processer. Detta begrepp dr nagot som de flesta
som l&st grundliggande sannolikhetsteori dr bekanta med — det anvéinds oftast nidr man pa nagot sitt vill modellera
en slumpmaéssig hindelse som ror sig 6ver ett tidsintervall.

Fordelen med icke-standardanalys, som vi ska utforska, dr att “rummet” som de slumpméssiga hindelserna sker i kan
byggas upp pa ett séitt sa att det i mangt och mycket beter sig som #ndliga méngder — vi anvinder de hyperéndliga
méngder vi definierat i avsnitt Samtidigt har vi visat hur ett sddant rum kan omvandlas till ett Loebméttrum
med allt vad vi vill ha av méatteoretiska egenskaper.

I nésta avsnitt skall vi definiera precis vad vi menar med ett hyperdndligt sannolikhetsrum for att dérefter ga vidare
med stokastiska processer. Vart arbete kommer till slut leda fram till ett konkret exempel i nésta kapitel.

12.1 Hyperindliga sannolikhetsrum och tidslinjer

En viktig struktur far vi genom att kombinera vara idéer om mattrum och hyperéndlighet. Givet en hyperéndlig
méngd Q och en tillhérande intern algebra A sa definierar vi det hyperandliga rdknemattet P genom att for varje

intern mingd A C Q sétta P(A) = % = > I—é‘ dér |- | & den interna kardinaliteten hos méangder. Existens och

weA
valdefinierbarhet foljer med transfer fran det dndliga till det hyperdndliga fallet. Man kan likna denna konstruktion

med att rdkna antalet element i A och jamfora detta med antalet element i €2 - kanske det mest intuitiva sittet att
hantera storleksbegreppet.

Definition 12.1. Ldt Q vara en hyperindlig (och sdledes intern per definition) mdngd med tillhorande intern
algebra A och lat P vara det hyperindliga riknemdttet pi A med P(2) = 1. Dd sdiger vi att trippeln (Q, A, P) ar
ett hyperdandligt sannolikhetsrum.

Ett viktigt exempel pa ett hyperdndligt sannolikhetsrum far vi genom foljande konstruktion. Valj ett N € *N,

satt At = % och 14t
T = {0, At,2A¢, ..., NAt = 1}.
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Detta blir sa att siga en “hyperindlig motsvarighet” till det reella intervallet [0, 1] som innehaller alla rationella tal
givet att N = n! for nagot n € *N, (detta visas latt genom ett transferargument). Faktum ar att sh : T — [0, 1]
ar surjektiv - inget irrationellt tal ingar i T men f6r varje irrationellt tal r € [0, 1] finns ett unikt ¢ € T' sddant att

t < r < t+At (men detta visas inte hér, se [Albeverio]). Denna konstruktion kallar vi for den hyperdndliga tidslinjen.

Till hyperandliga sannolikhetsrum (Q, .4, P) kan vi som i avsnitt associera ett Loebmattrum. Vi gor om det
hyperédndliga sannolikhetsrummet til ett standard &ndligt additivt mattrum och sedan till ett Loebméattrum genom

att ta skuggan av P och sedan upprepa processen i [I1.3}
(Q,A,P)— (QA4,°P)— (Q L(A), Pp).

Naturligtvis kan detta ocksé goras med T istéllet for Q s& att (7', A, P) associeras med (T, L(A), Pr).

12.2 Stokastiska processer och lyftningar

Med dessa begrepp pa plats dr det dags att introducera tva sannolikhetstermer.

Definition 12.2. Vi bérjar med tvd sd kallade stokastiska processer.

(i) Fér ndgot standard sannolikhetsrum (S, B, u) definierar vi en standard stokastisk process x som en av-
bildning x : Q x [0,1] — R.

(ii) Fér den hyperandliga tallinjen T och nédgot hyperdndligt sannolikhetsrum (2, A, P) definierar vi en hyperdnd-
lig stokastisk process som en intern avbildning X : Q x T — *R.

Vart mal med det hir avsnittet dr att fran en hyperandlig stokastisk process fa en standard stokastisk process genom
att pa nagot sitt “plocka ut standarddelen” ur den hyperéndliga stokastiska processen. Dessa stokastiska processer
ar funktioner av tva variabler s& vi skall alltsa “approximera hyperédndligt i tva led” fér att uppna vart resultat. Vi
ska titta pa hur métbarheten bevaras mellan de olika rummen men dven hur vi kan relatera olika integraler med

varandra.

Vi ska visa néstan alla steg vi gor i ”2-led” men inte nagra steg i ”T-led”, detta pa grund av det faktum att T och
[0, 1] har olika méatt férknippade med sig sd vi méste pa nagot sitt dversitta mellan Loebmattet och Lebesguemét-
tet. De bevis som krivs for detta gar utanfor ramen for detta arbete.
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Not 12.1. Nar vi vill ta skuggan av ett hyperreellt objekt A nedan kommer vi i likhet med skriva *A = sh(A)

Vi gar vidare med att underscka nér skuggan av hyperandliga stokastiska processer dr méatbara i Q-led och T-led.

Vi borjar med att definiera sa kallade lyftningar.

Definition 12.3.

(i) Lat f : Q@ = R och F : Q — *R. F kallas for en lyftning av f om F dr en intern funktion och om {w €  :
SF(w) # f(w)} ar en Loeb—nollmdngﬂ.

(i) Lat f : [0,1] — R och F : T — *R. F kallas for en lyftning av f om F dr en intern funktion och om
{t €T :°F(t) # f(°t)} ar en Loeb-nollmdingd.

Vi far nu foljande tva resultat varav det andra l&mnas obevisat (se tidigare diskussion).

Sats 12.4.

(i) Lat (92, A, P) vara ett hyperindligt sannolikhetsrum. och (2, L(A), Pr) dess associerade Loebmdttrum. En
funktion f:Q — R dr Loebmdatbar om och endast om f har en lyftning F : Q0 — *R.

(i) Lat ([0,1], B, 1) vara Lebesque-mdattrummet och (T,L(A), P) Loebrummet associerat med den hyperindliga
tidslinjen T'. En funktion f : [0,1] — R dr Lebesgue-mdtbar om och endast om den har en lyftning F : T — *R.

Bevis. <)

Lat F vara en lyftning av f : 2 — R. Tag ett standard dppet intervall B med radien %, n € N, kring en godtycklig
punkt r € R, det vill séiga By /,,(r) = {r' € R: [r—7r'| < 1}. Viska visa att f~'(By,,(r)) ir en Loebmitbar méngd.
Lat nu U ={w € Q: °F(w) = f(w)}. Observera att

PrU%) = PL{w € Q: °F(w) # f(w)}) =0
enligt definitionen av en lyftning. Tag s ett w € U. Da géller att

f(w) € Bunr) = |r—"Flu)| < 5 < “lr—Fw) <+

— |r— F(w)| <

3
-

17Vi siger att *F(w) = f(w) ndstan éverallt.

~
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for nagot m € N. Den forsta ekvivalensen foljer per definition, den andra och tredje genom rakneregler fér skuggor,
sats [3.3] Det viktigaste &r att vi ersétter en extern egenskap med en intern egenskap!

For nu ger sats att {w € Q: |r — F(w)] <2 — L} € A och i likhet med beviset till sats sa har vi att

U{we:|r— Fw) < % - %} € L(A) = UN £ (Byyn(r) € L(A).
meN

Eftersom
un f_l(Bl/n(r))Af_l(Bl/n) = f_l(Bl/n) nu* - Ue

dr en Loeb-nollméngd (da Pr(U¢) = 0 ) ger diskussionen efter Definition att f~'(B1,) € L(A) varfor f ér
Loebmétbar.

=)

Lat nu Np, Ns... vara en uppriknelig oppen topologisk baﬂ till R. Lat B,, = f~1(N,) € L(A) enligt antagande.
Enligt |11.10| kan vi hitta A, ,, € A sadana att Pr(B,) < P(A,m) + % och 4, ., € A, m+1 € B,. Da blir

B,\UA,m en Loeb-nollmingd och eftersom dessa ar slutna under upprikneliga unioner dr C = (J(B,\ U An,m)

ocksa en Loeb-nollméngd. Vi ska nu hitta en intern funktion F' siddan att *F(w) = f(w) 6verallt utom pa C.

For varje n € N1at P, ,,, = {alla interna funktioner F': Q — *R : F(Ag,;) C *Ny, for alla k < n,l < m}. Varje Py, m
ar icke-tom och Interna Definitionsprincipen ger att den &r intern vilket innebér att det existerar ett F' € [\ Ppm
d4 snittet av en foljd avtagande icke-tomma interna méngder ar icke-tomt. Tag nu ett w ¢ C och sedan ett n
sadant att f(w) € N,. Da har vi att w € B,, varfor det finns ett k sadant att w € A, ; eftersom vi lat w ¢ C.
Alltsa ar F(w) € *N,, pa grund av definitionen av Py, ,, och F(w) € (\{*N,, : f(w) € N, } eftersom argumentet
kan upprepas for varje n. Saledes ligger F(w) i (den hyperreella versionen av) alla reella intervall kring f(w) och
darmed drar vi slutsatsen att *F(w) = f(w) 6verallt utom pa C.

O

Not 12.2. Bewviset av den andra delen i satsen ovan baseras pd del 1 och det faktum att alla Lebesguemdtbara
mdangder i [0,1] har Loebmdatbara motsvarigheter i T och de har samma mdatt! Pa ett satt kan vi alltsd siga att
Lebesguemattet pa [0, 1] dr ekvivalent med (Loebversionen av) rdkneméattet pa T - ett mycket intressant faktum

vars bevis tyvarr gar utanfor detta arbete.

18Detta 4r en term inom topologin som inte nirmare definieras hir. Det som vi beh6ver veta #r att det &r en samling mingder som
“tacker” R och att varje 6ppet intervall kan skrivas som en union av ett godtyckligt antal element i basen. Att en uppréknelig sddan bas
existerar ar ett kdnt resultat fran topologin.
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12.3 Hyperindlig integrationsteori

Nér vi nu ar klara med hur vi ska hantera méatbarhet for stokastiska processer sa behdéver vi, for att kunna anvén-

da vara processer till nagot, en teori kring integration. Denna visar sig vara sirskilt elegant i var hyperindliga vérld.

Definition 12.5. Ldt (2, A, P) vara ett hyperindligt sannolikhetsrum ddr P dr raknemdttet och A algebran av alla
interna mdngder. Lit F : Q — *R wvara en intern funktion. Vintevdirdet, E(F), av FE definieras som E(F) =

F(w)
> 7]
weN

Den hyperéndliga summan %Q % existerar och dr vildefinierad genom ett transferargument, vilket gor var integ-
w
rationsteori sérskilt enkel. De som &r bekanta med sannolikhetsteori tycker sidkert att var definition av vintevirdet

dr underligt eftersom de flesta bara sett det definierat for s kallade diskreta och kontinuerliga slumpvariabler.
Faktum &r dock att var definition ligger nirmare den allménna definitionen av vintevirdet. De som inte dr bekanta
med sannolikhetsteori kan ténka sig vintevirdet av en funktion fran ett utfallsrum till den reella linjen som det
“genomsnittliga” viardet av funktionen vid manga sannolikhetsexperiment.

Vi behover nu ett sitt att "Oversitta'vart vintevirde med den vanliga Lebesgue-integralen. Vi borjar med foljande
definition.

Definition 12.6. Ldt (2, A, P) vara ett hyperindligt sannolikhetsrum ddr P dr raknemdttet och A algebran av alla
interna mdangder lit och F : Q) — *R en intern funktion. F sdgs vara S-integrerbar om

(i) E(|F]|) dar ett begransat hyperreellt tal och

(ii) for A € A gdller att P(A) ~0 = %7“{)‘ ~ l
weA

Foljande sats knyter samman tankarna om S-integrerbarhet och vart vantevdrde. Som vanligt avstar vi fran att

bevisa den andra delen.

Sats 12.7.

(i) Lit (2, A, P) vara ett hyperindligt sannolikhetsrum. och (2, L(A), Pr) dess associerade Loebmdttrum. En
funktion f : Q — R dr Loeb-integrerbar om och endast om f har en S-integrerbar lyfining F' : Q — *R. I detta
fall gdller att E(F) ~ [ f(w)dPy,

Q

19H4r kan man tinka sig F som en slumpvariabel, ndgot vi ska beskriva nirmare i nista kapitel.
20Notera att operationen | - | har tva olika betydelser i uttrycket, som absolutbelopp av F(w) samt som intern kardinalitet av €.
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(i) Lat ([0,1], L, 1) vara Lebesgue-mdattrummet och (T, A, P) den hyperindliga tidslinjen. En funktion f :[0,1] —
R dr Lebesgue-integrerbar om och endast om den har en S-integrerbar lyftning F : T — *R. I detta fall har vi
1
att E(F) ~ [ f(r)dp.

For att bevisa detta behdver vi ga igenom en serie lemman. Vi borjar med att infora sa kallade dndliga funktioner.

Definition 12.8. Vi sdger att en intern funktion F dr dndlig om den dr begrinsad av nagot naturligt tal, det vill

saga F : Q — *[—n,n] for nigot n € N.
Dessa dndliga funktioner har féljande viktiga egenskap, vilken formuleras som ett lemma.

Lemma 12.9. Lit F vara en dndlig funktion. Dé géller att E(F) ~ [ *F(w)dPy.

Q
Beviset av detta ar inte alltfor svart men ganska langt, varfor vi inte redovisar det hér. Beviset bygger pa observa-
tionen att integralen respektive vintevirdet av en konstant pa en delmingd till  bara #r konstanten ganger Pp-
respektive P-mattet av delméngden. Dérefter kan vi approximera vintevirdet ovanifran och loebintegralen under-
ifran med hjalp av enkla funktione@ och vi kan visa att dessa approximationer ligger godtyckligt ndra varandra
varfor resultatet foljer. For en mer detaljerad beskrivning, se exempelvis [Loeb]. Vi far efter detta foljande karak-

teristik for S-integrerbara funktioner.

Lemma 12.10. En funktion F : Q — *R dr S-integrerbar om och endast om det existerar en foljd av dndliga
funktioner (F,, : n € N) sddana att *E(|F — F,|) — 0 nar n — oo

Bevis. =)

Antag att F': ©Q — *R ar S-integrerbar. Vi ska nu definiera en foljd av éndliga funktioner pa foljande séatt: for varje
n € °N definierar vi
F(w)if |[F(w)| <n
Fo(w) = ¢ nif F(w) >n
—n if F(w) < —n

Da dr F, en &ndlig funktion om n € N. For m € *N, sa har vi att

P({w e Q: |F(w)| > m}) < —B(F) ~ 0

1
m

21Enkla funktioner &r mitbara linjirkombinationer av funktioner som #r konstanta pa givna delmingder till ©
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pa grund av Chebyshevs olikhet och E(|F|) < oo. Vi har ocksa att

LT D S

weF(w)>m

pa grund av P({w € Q : |F(w)| > m}) ~ 0, S-integrabiliteten och icke-standard versionen av konvergens.
<)

Antag nu att vi har en foljd sasom den formuleras i satsen och anta vidare att sup,|F,| < n (annars kan vi
bara justera vart index). SE(|F — Fn|) ~ 0 for N € *N, ger att . % ~ 0 for obegrinsade N varfor
F(w)>N

B(F)=sh( > 1gh <o
F(w)<N

Lat € > 0 vara ett godtyckligt reellt tal. Vilj nu ett n € N sadant att *E(|F' — F,|) < 5. Tag dérefter ett A € A

med P(A) < 5. Da har vi att
pRLARS SN L I
ol = 2o T2 )

Saledes medfor P(A) ~ 0 att > % ~ 0.
weA

Lemma 12.11. Antag att F : Q — *R dr S-integrerbar. Di dr °F Loebintegrerbar och *E(F) = [ *FdPy,
Q

Bevis. Vi anvéinder Lemma for att vilja en foljd av dndliga funktioner F,, sadan att *E(|F — F,|) — 0 nér
n — oo. Varje °F,, &r Loebintegrerbar. For varje e € R, medfor detta att Pp({w € Q: |F — *F,| > €}) — 0 nér
n — oo. Detta siger vi innebar att *F,, — °F i matt.

Dessutom medfér Lemma [12.9] att

/|5Fm = “Fn|dPp = "E(|Fy — Fol) < °E(|F = F|) + °E(|Fn = F|) = 0
Q

nidr m och n — oo. Detta betyder att *F, &ar en Cauchyfoljd i Ll(Q,L(A),PL)@ D& séger en sats fran stan-
dardanalyse att SF € L'(Q,L(A), P) varfor *F #r Loebintegrerbar och [*FdPy = lim,_ .o [ *F,dP; =
Q Q

My, oo “E(F,) = *E(F). O

22Ftt funktionsrum bestaende av alla funktioner pa loebméattsrummet vars absolutbelopps integral &r begransad.
23Riesz-Fischers sats ger att Lp-rummen ir fullstindiga.
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Lemma 12.12. Ldt f: Q — R vara en Loeb-integrerbar funktion. Dé har f en S-integrerbar lyftning F : Q) — *R

Bewis. Vi borjar med att lata

nom f(w)>n
fa(w) = § f(w) om | f(w)] < n

—nom f(w) < —n

forn e N

Den s4 kallade Dominerade konvergenssatse'ﬂ ger nu att [ |f — f,|dPr — 0 nér n — oo. Eftersom f, (w) &r dndlig

Q
och Loebmitbar sa ger oss Sats [12.4) dndliga Iyftningar F), av f,. Lemma [12.9] gor att

SE(|Fy - Fl) = / Fo = fuldPL — 0
Q

nér m och n — oco. Vi kan da med hjilp av [10.11] vélja ett N € °N__ sadant att *E(|F,, — Fy|) — 0 nir n — oo.
Lat FF = Fy. Vi ser med hjélp av Lemma [12.10| direkt att F' &r S-integrerbar sa Lemma [12.11] ger att °F &ar
Loebintegrerbar och att

/|SF—f|dPLs/ |SF—SFn|dPL+/ F, — fldP,
Q Q Q
= SE(|F—Fn|)+/ |fn—f|dPL — 0
Q

nir n — oo. Eftersom vinsterledet &r oberoende av n sa ar [, |*F — f|dPy = 0. Saledes & F en S-integrerbar

lyftning av f. O

Slutligen bevisar vi nu forsta delen av Sats [12.7]

Bevis. < foljer direkt av Lemma|12.11] For =, tag enligt Lemma [12.12|en S-integrerbar lyftning, F', av f. Da ger
Lemma [I2.17] att *F &r Loebintegrerbar och

SE(F) = / SFdP, = / fdpPy
Q

Q

eftersom Lebesgueintegralen dr noll pa nollméngder. O

24se exempelvis [Folland].
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Det som aterstar dr att visa en sats mycket lik Sats men som utgér fran en intern hyperreellvéird funktion F
istéllet for en reellvird funktion f.

Sats 12.13. Ldt (2, A, P) vara ett hyperindligt sannolikhetsrum. och (2, L(A), Pr,) dess associerade Loebmdttrum.
Lat F : Q — *R wara en intern och icke-negativ funktion. Da dr F S-integrerbar om och endast om °F dr Loeb-

integrerbar och *E(F) = [ *FdPy,
)

Bevis. = foljer direkt av Lemma [12.11] For <, tag med hjilp av Lemma [12.12] en lyftning G till *F'. Eftersom G
ar en lyftning géller att

Pr{w : °G(w) # °F(w)} = 0= PL({w: |G(w) — F(w)| > %}) =0
for alla n € N varfor )
P{w:|G(w) — F(w)| > E}) ~ 0.

Detta gor att den interna méngden
. 1 1
I'={n: P({w:|G(w) = Fw)| > ~}) < -}

innehaller alla n € N varfor den enligt [10.11| maste innehalla nagot N € *N. Vilater nu B = {w : |G(w) — F(w)| >
+} och noterar att P(B) ~ 0 samt att *F # °G enbart pa Loebnollméingden B. Pa grund av att G &r S-integrerbar
far vi att

o > *E(G) = /SGdPL - / SGdPy, = / SFAP, = /SFdPL = “E(F)
Q Q

Q\B Q\B

Vi ska nu visa den andra férutsattningen i definitionen av S-integrerbarhet. Tag sa en méngd A € A med P(A) ~ 0.
Eftersom P(A\B) ~ 0 och G &r S-integrerbar s har vi att

F(w G(w
YA X

A\B A\B
Dessutom sa ger *E(F) = *E(G) att
G(w F(w
E ~ ~ —t ~ —
(F) ~ B(G) s s
Q\B Q\B
varfor F( Fw)
w w
> g = EE) =Y =t~
B Q\B
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O

Nu ldmnar vi matteorin ddrhin och gar vidare med ett konkret exempel dér vi anvinder det ramverk f6ér transfer

av icke-standard stokastiska processer till standard stokastiska processer som vi utvecklat hér.
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13 Brownsk rorelse

I detta kapitel, dar vi framst f6ljer [Albeverio et. al.] kommer vi att konstruera s kallad Brownsk roérelse genom
skuggan av en sa kallad hyperdndlig slumpvandring. Brownsk rorelse dr en stokastisk process som kan anvindas for
att modellera flera olika fenomen inom exempelvis fysik, ekonomi. Den &r uppkallad efter botanikern Robert Brown
som 1827 upptéackte hur pollenkorns rérelse i vatten under hans mikroskop tycktes helt slumpméssig. Idag ar det
fysiska fenomenet bakom Brownsk rérelse vil forstatt men den underliggande matematiska modellen ar fortfarande
intressant och anvindbar. En kind tillimpning utanfoér fysiken dr Black-Scholes ekvation, som anvinds for att

prissitta optioner pa en aktiekurs vars rorelse dr baserad pa en Brownsk rorelse.

I standardteori brukar Brownsk rorelse implicit definieras som en stokastisk process som har vissa mer eller mindre
abstrakta egenskaper. Denna definition &r inte sdrskilt intuitiv och ett béttre alternativ skulle kunna vara att borja
med den vilkinda diskreta processen slumpvandringen och na Brownsk rorelse pa hyperéindlig vig. Efter detta vill
vi gérna visa ekvivalensen med den vanliga definitionen. Det &r detta som ska ske i detta kapitel med hjilp av det
ramverk som vi skapade i det férra. Vi borjar med att definiera var hyperandliga stokastiska process precist.

Definition 13.1. Lit T vara den hyperindliga tidslinjen och lat Q = {—1,+1}7 vilken definieras som den interna
mdangden av alla mdjliga foljder av —1:o0r och 1:0r av lingd |T| € *N. Dé definieras hyperindlig slumpvandring
B:QxT — *R som B(w,t) = >\ w(s)y/t dir w(s) dr den s:e posten i w € Q. Vi liter dven B(w,0) = 0.

Man kan se detta som att “partikeln” B ror sig en distans /At till vénster eller till hger med sannolikheten % Vi
papekar ocksa att vi anvinder konventionen
t
> X(w,s) = X(w,u) + ... + X(w,t — At) (12)
0
sa termen X (w,t) inkluderas ej i summan. Notera att i var definition innan antar s indexen 0, At, 2A¢t, ..., 1.

Not 13.1. For att motivera varfor hoppstorleken for processen dr just \//At, lit oss ersdtta detta tal med Ax i
definitionen. Vi far:
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eftersom w(r)w(s) = +£1 med sannolikheten § och w(s)? = 1. Sd vill vi att variansen av processen ska vara begrinsad

mdaste hoppstorleken vara av storleksordning //A\t.

Innan vi gar in hur Brownsk rorelse normalt definieras maste vi beskriva vad sa kallade oberoende slumpvariabler

ar for nagot.

13.1 Tre definitioner av oberoende slumpvariabler

De som &r bekanta med sannolikhetsteori kinner kanske igen sig i denna definition.

Definition 13.2. Givet ett hyperindligt sannolikhetsrum (2, A, P) samt dess associerade Loebrum (2, L(A), Pr)
sa sags funktionen X : Q — *R wvara en slumpvariabel om den dr intern och Y : Q — R vara en slumpuvariabel om

den dr Loebmdtbar.

Vi ska nu definiera tre olika versioner av oberoende for vara tva sannolikhetsrum.

Definition 13.3. Ldt (2, A, P) vara ett hyperindligt sannolikhetsrum och
(Q,L(A), Pr) dess associerade Loebrum.

i) En samling av slumpvariabler {X;};cr i Loebrummet sdgs vara oberoende om vi for varje dandlig delmdingd
{X1,...,Xn}, n € N och varje n-tipel (ay, ..., ) € R har att

n

Pr({w € QX1 (w) < a1, .oy Xpp(w) < a}) = H ({w € Q| Xp(w) < ag).

it) En samling av interna slumpuvariabler {X; }icr det hyperindliga sannolikhetsrummet sigs vara hyperoberoende
om vi for varje hyperindlig
delmdngd {X1, ..., X}, n € *N och varje intern n-tipel (a1, ..., a,) € *R har att

P({w € QX (w) < a1, ... Xp(w) < an}) = [[ P{w € QX (w) < o).
k=1

iii) Samma samling i det hyperandliga sannolikhetsrummet sigs vara
S-oberoende om vi for varje andlig delmingd {X, ..., X}, n € N och varje n-tipel (a1, ..., ) € R har att

P({w € QX1 (w) < a1, ..., Xn(w) < an}) = [[ PHw € Q Xk (w) < ).
k=1
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Nésta lemma knyter ihop tva av oberoende-begreppen.

Lemma 13.4. Ldt {X,}icr vara S-oberoende pa (2, A, P). Dé dr {*X ;}icr oberoende pd dess associerade Loebrum.
Bevis. Lat m € N och (aq, ..., ap,) € R™. Da har vi att

Pr({we Q:°X,; (w) <ag,.. X, (w) <an})

n—oo

1 1
= lim *P{weQ: X;,(w) <a; — E,...,Xim(w) < Qpy — E})

Jim sh(J] P({w € Q2 X, () < o~ })
k=1

m 1
I lim *P({weQ: X;, (w) < ay — ~})
k=1

=1

Pr({w e Q:°X,; (w) < ax})

el
Il
—

Vi har hér anvént S-oberoende i andra ekvivalensen. Resterande delar forljer av rdknereglerna for skuggor samt
Lemma Kommutativiteten for gransviardet foljer om det betraktas pa icke-standardvis. O

Den kanske viktigaste satsen for hyperoberoende slumpvariabler dr den s kallade centrala griansvirdessatsen som
av de flesta lasare sékert kéinns igen fran standard sannolikhetsteori. Satsen siger att férdelningeﬂ av genomsnittet

av en foljd av likaférdelade oberoende slumpvariabler med vintevéarde 0 och varians 1 gar mot normalférdelningen.

Sats 13.5 (Centrala grinsvirdessatsen). Ldt (X,, : n € *N) vara en intern foljd av hyperoberoende slumpuvariablar
pd (Q, A, P) med en gemensam standard fordelningsfunktion F' och med vintevdrdet 0 och variansen 1. Dd gdller,

for varje m € *N, och varje a € *R, att
1 m .
P{w e N: NG kgﬂ Xp(w) <a}) ~*¥(a)

dar

« .2
U(a) = \/%/ e 2 dx

dr den sa kallade normalférdelningen.

Vi bevisar inte detta exakt, utan ndjer oss med en skiss. Eftersom

25F¢rdelningsfunktionen #r den reellviirda funktion som ger sannolikheten fér att en slumpvariabel ska anta ett virde x € R eller
mindre. I det hir ssmmanhanget kan man se den som funktionen som riaknar alla w € Q f6r vilka X (w) < z.
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fordelningsfunktionen ovan dr standard kan vi se att skuggan av den méaste vara fordelningsfunktionen for skuggorna
av slumpvariablerna. Vi kan visa att dessa skuggor har vintevarde 0 och varians ﬂ och vi kan anvinda den vanliga
centrala grinsvirdessatsen for att uppna “samma” resultat for skuggorna. Dérefter anviinder vi transfer fran V(*R)
till V(R) for att fa vart resultat.

13.2 Den hyperindliga slumpvandringen och Brownsk rorelse

Nu &r det dags att visa vart slutgiltiga resultat. Vi borjar med en formell definition av Brownsk rorelse. Det finns
flera ekvivalenta sétt att gora detta men vi utgar fran foljande ganska vanliga definition:

Definition 13.6. En stokastisk process B(w,t) : Q x [0,1] pd ndgot Loebrum (2, L(A), Pr) sdgs vara en Brownsk
rorelse om foljande dr uppfyllt:

(i) B(w,0) =0.
(ii) B(-,t) ar en slumpvariabel (och alltsé Loebmatbar) for alla t € [0, 1].
(iii) For s <t s ar B(w,t) — B(w, s) normalférdelad med vintevirden 0 och variansen t — s.

(iv) Om
81<t1§82<t2§...§$n<tnZ.[O,].}

{B(w,t1) — B(w, $1), ..., B(w, t,,) — B(w, $5)}

en mangd oberoende slumpuariabler.
(v) {weQ:p(w,-) ar inte en kontinuerlig funktion av t } dr en Loeb-nollmangd

Dérefter foljer vart huvudsakliga resultat i detta kapitel:

Sats 13.7. Ldat B vara den hyperindliga slumpvandringen pd (2, A, P) och b(w,t) = sh(B(w,t')) ddrt' dr punkten
i T omedelbart till héger om t. Dé dr b Brownsk rorelse pd (2, L(A), Pr).

Vi borjar med beviset av de tre forsta delarna i definitionen.

26Har 4r det lampligt att anviinda den generella definitionen av vintevirde E(X) = [ X(w)dP och motsvarande definition av
Q

variansen. Detta nimns eftersom vissa ldsare kanske enbart dr bekanta med definitionerna for diskreta och kontinuerliga slumpvariabler.
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Beuvis.

(i)
(iif)

(i) Med var konvention far vi att B(w, At) = 0 och resultatet foljer direkt.
Foljer dven det direkt fran definitionen och var diskussion i foregaende kapitel.

Vi ska anvinda var version av Centrala grinsvirdessatsen men for att gora detta behover vi aterigen ga fran
en extern egenskap i Py, till en intern egenskap i P:

Pr({w € Q: b(w, °t) — b(w, *s) < a})
=P, ({weQ: SB(w t) = "B(w,s) < a})

Pr{wef:? Zwkf <a})
:hmS P{weQ: Zwkﬂ<a+ })

i 1 & a+1/n
— lim P{weQ: —> w, < L0
noe (we \/r”k:lwk_ Vt—s )

Hér har vi 1atit ¢ — s = m/At och i numrera slumpvariablerna “mellan” s och ¢. Nu f6ljer resultatet av Sats
5.0l

Vi visar detta med en skiss ndr n = 2. Det generella beviset foljer samma princip. Om vi kan visa att
{B(w,t1) — B(w, s1), B(w,t2) — B(w, s2)} ar hyperoberoende s foljer resultatet fran Lemma eftersom
hyperoberoende = S-oberoende. Summorna har inga gemensamma index pa grund av var konvention .
Den delfoljd till w € € som avgor hur stor den férsta summan &r har alltsa ingen inverkan pa den andra och vice
versa. Detta innebér att “antalet” w € Q som uppfyller B(w,t1) — B(w, s1) < ay och B(w,t3) — B(w, $2) < as
ar precis sd manga som bara uppfyller B(w,t1) — B(w, s1) < a1 multiplicerat med andelen w € £ som bara
uppfyller B(w,t3) — B(w, $3) < ae. Men detta innebér ju att

P({w e Q: B(w,t1) — B(w, s1) < a1, B(w, t2) — B(w, s2) < as})
=P({w e Q: B(w,t1) — B(w,s1) < a1})
P{w € Q: B(w,ta) — B(w, $2) < as})

vilket ar vad vi ville visa.

O

For nédsta del behover vi forst observera nagra saker. Lat oss inféra notationen AB(s) = B(s + At) — B(s). Detta
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ar alltsa steget som B tar mellan s och s+ At och har viirdet £+/Af. Saledes ir (AB(s))? = At. Vi noterar vidare

att
t

B(t)* =Y (B(s) + AB(s))* = B(s)*.

s=0
For att se detta, notera att den forsta termen i summan lagger till kvadraten for det aktuella indexet medan den
senare termen drar ifran kvadraten for det forra indexet. Nu far vi alltsa

t

E(B(t)*) = E(Y_(B(s) + &B(s))* = B(s)*)
s=0

- Xt: E(@2B(s)AB(s) + At) =Y At =t

s=0 s=0

dér vi noterat att E(2B(s)AB(s)) = 0 eftersom AB(s) antar =1 med sannolikhet 1 oavsett vad B(s) ér.

Fran detta far vi att:

t

E(B(1)") = EQY_((B(s) + AB(s))* = B(s)"))

s=0

E(4B(s)®*AB(s) + 6B(s)>B(s)? + 4B(s)AB(s)* + AB(s)%)

I
Mﬂ

'
!
[}

E(6B(s)*At + (At)?)
s=0

av samma anledning som E(2B(s)AB(s)) = 0. Vidare &r

t t

D E(6B(s)’At+ (A1)?) =Y 6sAt + (At)? = 3t(t — At) + tAt < 3t7
s=0 5=0

dér vi anvéint den slutna formeln for aritmetiska Summoﬂ Samma process ger oss att

E((B(T) = B(s))*) < 3(t — 5)° (13)

Nu &r vi redo for beviset av (v).

2T5E sAt = t(t — At)/2, se var konvention .

89



Bevis. Lat oss for varje par av heltal m,n definiera mangden

n={weQ:(3Fi<n)(3seTNI)(|B(w,s) —B(w,%)| > %

)}

dér I = (£, “L]). Vi har att b(w,-) &r diskontinuerlig om w € U ﬂ O (detta ldmnas obevisat) sa vi ska alltsa visa
att PL(U ﬂQm n) = 0. For detta ricker det med att visa att SP(Qm n) — 0 nir n — oo for alla m € N eftersom
Loeb- nollmangder ar slutna under upprékneliga unioner och snitt. Notera ocksa att

?

1
> =
n)|_m

P(Qmn) <Y PHweQ: (3se TnI)(B(w,s) — Bw, })

i<n
pa grund av P:s mattegenskaper. Detta tal dr dessutom mindre dn

23" P({we Q: [Blw,s) — Blw, -)| >

1
. n m
<n

)})

pa grund av foljande argument: Antag att |B(w, (i + 1)/n) — B(w,i/n)| < 1/m men att det finns ett s € I sddant
att |B(w, s) — B(w,i/n)| > 1/m. Tag det minsta s:et och definiera reflektionen av w :

w(t) om t < s

wit) = —w(t) om ¢t > s

Da géller ju att
|B(w', (i + 1)/n) — B!, i/n)| > 1/m

sa for varje

) 1
we{weQ:(3seTNI)(Bw,s)— Blw, %)| >~}
finns det ett ) .
"e{weQ:|B - B ,3 > —
w' € {weQ:[Blw,s) — Blw,-)| 2 )}
varfor olikheten géller. Nu far vi alltsa, med hjélp av Chebyshevs olikhet, att
i 1
P(Qun) <2 P eQ:|B(w,s)— Bw,—)| > —
(Qmn) < ; ({w |B(w,s) = B(w, )| = —)})
<2Zm (|B(w, s) — B(w £)|4)<6m4zi—@—>0
‘n - Lip2
i<n <n
nir n — oo dir vi anvint identiteten . Detta racker alltsd for att visa satsen! O
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