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Sammanfattning

Att skatta sannolikheter for extrema héndelser ar svart eftersom de sdllan intréffar
och underlaget att bygga skattningar utifran &r begrédnsat. Ofta anvinds skattningsme-
toder grundade pa asymptotiska resultat fran extremvirdesteorin som inte sjalvklart &r
uppfyllda ndr man utgar fran en verklig dataméngd. I den hér uppsatsen har en sa-
dan metod, som kallas peak over threshold-metoden, jamférts med en modifierad metod
som inte bygger pa siddan asymptotik; fastypsmetoden. I peak over threshold-metoden
skattas den betingade sannolikheten att befinna sig langt ut i svansen av en férdelning
med hjilp av en generaliserad paretoférdelning. I fastypsmetoden skattas istéllet den
betingade sannolikheten att befinna sig langt ut i svansen med en fastypsférdelning.
Resultaten fran simuleringar i denna forsta pilotstudie visar inte pa nagra tydliga skill-
nader mellan metodernas precision. Peak over threshold-metoden visar sig dock ibland
ge svansapproximationer med dndligt férdelningsstéd, vilket dr problematiskt eftersom
stickprovet sdllan kan antas ha en 6vre deterministisk begrinsning.

Abstract

Extreme events seldom occur and basic data for estimation is often limited. It is
thus difficult to estimate probabilities of extreme events. Estimation methods based on
asymptotic results from extreme value theory are widely used even though these results
are not always well motivated when dealing with real data sets. In this report such
a method, called the peak over threshold-method, has been compared with a modified
method, called the phase type-method, that is not based on such asymptotic results.
According to the peak over threshold-method the conditional probability of obtaining
a value in the tail of a distribution is approximated by means of a generalised pareto
distribution. According to the phase type-method this probability is instead approxi-
mated with a phase type distribution. The results from the simulations in this initial
pilot study do not show any evident differences between the precision of the methods.
However, the peak over threshold-method sometimes results in tail approximations with
finite distribution support. This is problematic since the sample cannot generally be
expected to have an upper deterministic limit.
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Forord

Planeringen av arbetet har gjorts gemensamt. En viktig del av materialet; Enger och Gran-
dells larobok i markovteori, Maritas Olssons avhandling om fastypsfordelningar och nagra
artiklar om fastypsfordelningar listes parallellt av alla i gruppen. Aven informationssékandet
skedde parallellt av alla i gruppen. Materialet vi hittade delade vi upp mellan oss och bytte
sedan fram och tillbaka for att alla skulle fa del av viktiga resultat.

Martin och Jari har haft storre ansvar vad géller programmerings- och simuleringsdelarna.
Dock har tillvigagangssitt och problem som uppstatt diskuterats i hela gruppen.

Att ange en huvudansvarig forfattare for respektive avsnitt blir missvisande eftersom he-
la texten har skapats i kontinuerlig dialog mellan gruppens medlemmar. Flera personer har
tillfort, lagt till och dndrat i sd gott som varje avsnitt. For mycket av texten har skapats i
dialog for att se det som ren korrekturldsning av varandras texter.

En individuell tidslogg samt en gemensam dagbok 6ver de medverkandes prestationer har
forts under arbetet.



1 Inledning

Det som definierar extrema hindelser &r att de &r osannolika. Nar man vill bedéma sanno-
likheten for osannolika héndelser &r informationen mycket begrinsad. Det gor att vanliga
statistiska metoder blir otillrdckliga och andra tillvigagangssatt krévs. Da &r det vanligt att
vinda sig till extremvirdesteorin. Dér ges en grund for att fordelningen for extrema viirden i
stora stickprov efter lamplig skalning konvergerar mot nagon férdelning i en sirskild klass av
extremvirdesfordelningar. En sddan extremvirdesférdelning kan anvindas for att géra utta-
landen om osannolika hindelser.

Teorin kriver dock att stickprovsstorleken &r stor nog for att konvergensen ska ha &gt
rum. Huruvida sa &r fallet gar i verkliga statistiska situationer inte att avgéra. Det finns
situationer dér fordelningen inte konvergerar och det finns situationer dar férdelningen vis-
serligen konvergerar men dér konvergensen &dr extremt langsam. Eftersom det handlar om sa
osannolika héndelser finns helt enkelt inte ett tillrickligt underlag for att granska konvergen-
sen. Det dr svart att uttala sig om hindelser som s& gott som aldrig hénder.

Vi har utgatt fran en variant av extremvirdesteorin dér man betingar med att virden
ar extrema. Utifran den betingade sannolikhetsférdelningen far man konvergens mot en viss
klass fordelningar som kallas generaliserade paretoférdelningar.

I fall med langsam konvergens kan férdelningen férviintas ha konvergerat for hindelser
som &r extremt osannolika. Diremot blir antagandet mer tveksamt for hindelser som &r
ganska osannolika. (Exakt vad som &r en tillrickligt extrem héndelse beror pa faktorer som
hastigheten hos konvergensen och annat som delvis faller utanfér denna uppsats. Vi nojer
oss med att konstatera att det finns hindelser som &r for osannolika for vanliga statistiska
metoder men inte tillriackligt osannolika for att uppfylla kravet pa konvergens.) I avsaknad
av annat anvinds ofta extremvérdesteorin trots brister eftersom det &r béttre att basera be-
domningar pa en teori som ger en osidker grund &n ingen grund alls.

Fastypsfordelningar, tid till absorption i &ndliga, tidskontinuerliga markovprocesser med
ett absorberande tillstand, har flera tillimpningar och kan bland annat anvindas for att
approximera andra fordelningar. Att approximera férdelningar dr av intresse i sammanhang
dér man vill géra uttalanden som stricker sig utanfér den information som finns att tillga,
sa kallad extrapolering. Speciellt skulle fastypsfordelningar kunna utgdra ett alternativ till
extremvardesférdelningar nér det anses troligt att fordelningen &nnu inte har konvergerat.
Det vill séga i fall dar héndelserna &r just ganska osannolika. Syftet med denna uppsats ar att
undersdka om fastypsfordelningar dr ett bra alternativ till extremvirdesfordelningar i sidana
situationer.

Efter en teoretisk genomgang har vi jamfoért extremvirdesmetoder baserade pa den sa
kallade peak over threshold-metoden, dven kallad POT-metoden, med en modifierad POT-
metod som anvinder fastypsférdelningar istéllet for generaliserade paretoférdelningar. En
sadan jamforelse har genomforts for sex teoretiska fordelningar. Vi har anvént véirden ovan-
for tre olika trosklar i fordelningarnas svans; 95-, 97,5- och 99-percentilen. Fér var och en
av dessa trosklar har vi med respektive metod skattat sannolikheten att befinna sig ovanfor
99,9-percentilen i den teoretiska fordelningen. Stickprovsstorlekarna har varit minst 1000.
I den teoretiska fordelningen &r naturligtvis sannolikheten en promille att ett virde finnns
bland de en promille mest extrema. Vi har darfor jamfort vilken av de tva metoderna som
ger resultat ndrmast en promille. Till sist har vi anviint metoderna pa nedeboérdsdata fran
SMHI, som en illustration av hur de anvinds i verkligheten.

I uppsatsen anviands bade begreppet kvantil och percentil. Med en a-kvantil menas att
sannolikheten att hamna ovan denna punkt &r «. For en percentil anges istéllet sannolikheten
att hamna nedanfér denna punkt.



2 Teori

I detta kapitel ges en genomgang av teorin som ligger till grund f6r var undersdkning. Kapit-
let borjar med en genomgang av begreppet felintensitet som sedan tas upp bade i avsnittet
om fastypsfordelningar och som utgangspunkt i teorin kring peak over threshold. Fastypsfor-
delningar introduceras med hjilp av markovteori. I avsnittet om extremvéirdesteori beskrivs
forst tva olika metoder och sedan sambanden mellan dem. Avslutningsvis ges argument for
att de fordelningar som anvéinds i var undersokning uppfyller villkor pa konvergens som gor
dem relevanta fér undersokningen.

2.1 Felintensiteter

For forstaelse av extremvérdesteorin spelar felintensiteter en viktig roll.

Definition 2.1. Felintensiteten for en fordelningsfunktion med kontinuerlig tithet definieras
som

1
= 1 _— < > .
h(t) Alirgo AtP(t ST <t+ AT > 1)

(Aalen et al. (2008))

Om ¢ ar tiden till ett fel intraffar sd kan man tolka felintenstieten i punkten ¢ som det for-
viantade antalet "handelser” (fel) per tidsenhet, givet att "hdndelsen” (felet) inte har intraffat
fram till tidpunkten ¢.

For felintensiteten géller h(t) = %, dar f(t) ar tdthetsfunktionen och F(t) &r fordel-

ningsfunktionen. (Aalen et al. (2008))

Man brukar inte tdnka pa felintensiteteten for annat &n positiva stokastiska variabler men
den kan definieras dven for negativa t.

Det finns en koppling mellan felintensiteten och fordelningsfunktionen.

Sats 2.2. Ladt X vara en ickenegativ stokastisk variabel med felintensitet h och fordelnings-
funktion F. Déd bestdms h och F visentligen entydigt av varandra och det gdller att

Ft)=1—e¢ Johwidy,
(Aalen et al. (2008))

I avsnittet om peak over threshold, som &r en extremvirdesmetod, anviands felintensiteten
som utgangspunkt.

Vi kommer att arbeta med en del férdelningar som &r definierade pa hela reella talaxeln.
Da géller att

Fi)=1—e" Sl hW)dy.

2.2 Fastypsfordelningar och bakomliggande markovteori

Fastypsfordelningens definition bygger pa teori om markovprocesser. Vi inleder dérfor med
en genomgang av grundliggande teori féor markovprocesser i kontinuerlig tid. I genomgangen
av markovteori utgar vi fran kompendiet Markovprocesser och kéteori av Enger och Grandell.



2.2.1 Markovitet och tidshomogenitet

En markovprocess i kontinuerlig tid med diskret utfallsrum &r en stokastisk process { X (¢),t >
0} pa ett diskret utfallsrum E = {0, 1,2, ...} som uppfyller markovegenskapen, dvs. att

Definition 2.3. En stokastisk process {X (t),t > 0} ar markovsk om och endast om

P(X(tn+1) = in-&-l‘X(tn) = i7L7X(tn—1) =in-1, "'7X(t0) = io) =
= P(X(tn+1) = ’in+1|X(tn) = in)a

nar

io,il, ~~-ain—17inain+1 e E,
0<tg <ty <...<tp_1<tp <tpyi1.

Markovegenskapen séger alltsa att sannolikheten for sista dvergangen till tillstand 4,41
endast beror pa det tillstdnd som processen befinner sig i innan hoppet (och pa tidpunkterna
tna tn-‘rl) -

De markovprocesser som ligger till grund for fastypsférdelningar &r tidshomogena. Darfor
begriansar vi framstéllningen av markovteorin till att gilla tidshomogena markovprocesser.

Definition 2.4. En markovprocess {X(t),t > 0} dr tidshomogen om och endast om

Det innebir att sannolikheten att ta sig till tillstand ,, pa tiden h givet att man befinner
sig i tillstand 4,1, &r densamma oavsett nér i processen man befinner sig i tillstand ¢, _;.

2.2.2 Absorption i en markovprocess

Ett tillstand ¢ sigs leda till tillstand j om det i ett &ndligt antal steg dr mojligt att komma
fran ¢ till 5. Ett tillstand &r absorberande om kedjan stannar i tillstandet med sannolikhet 1,
givet att den kommit dit.

Definition 2.5. FEtt tillstand som direkt eller indirekt leder till ett absorberande tillstand
kallas genomgdngstillstand.

Vi kommer hérifran bara att betrakta markovprocesser med dndliga tillstandsrum E =
{0,1,...,n}.

2.2.3 Generatorn till markovprocessen och férdelningen for hopptider

Markovprocessen kan beskrivas med hjdlp av en generator. Tiden till hopp fran det tillstand
processen befinner sig i till de andra tillstanden &r exponentialfordelad. Exponentialférdel-
ningens intensitet kan vara olika for de olika tillstanden. I ett givet tillstand ¢ kan man ténka
pa processen som att det finns hindelser A;, j € E\{i}, som kan intréffa, ddr A; = hopp till
tillstand j. Lat V; vara tiden till respektive A; intréffar. Da géller alltsa att V; ~ Exp();),
dér \; &r nagon intensitet som ges av tillstandet ¢ som processen befinner sig i innan hoppet.
Man kan ténka pa dessa V; som oberoende stokastiska variabler. Det &r bara den héndelse
som sker forst som verkligen intraffat.



Definition 2.6. Generatorn T till en markovprocess dr matrisen av dvergiangsintensiteter

A0,0 Aol 0 Aon
Ao Al o Ag
)\n,O )\n,l e >\n,n
dar
n
Nig == Aije
i

Elementet )\; ; i matrisen A &r alltsa, givet att markovprocessen befinner sig i tillstand 7,
intensiteten till variabeln V; som anger tiden tills hindelsen A; intréffar.

Den sista summationen innebir att varje rad i generatorn summeras till noll. Det har sin
forklaring i att varje rad i matrisen for Gvergangssannolikheter, som definieras i ett senare
avsnitt, summeras till ett.

Figur 1 visar ett exempel pa hur en realisering av en markovprocess kan se ut. Lingden
pa de horisontella linjerna anger hur linge processen stannade i respektive tillstand.

Figur 1: Exempel pé en realisering av en markovprocess.

2.2.4 Fastypsfordelningens definition

Nu nér vi har definierat en tidshomogen och tidskontinuerlig markovprocess, absorption, ge-
nomgangstillstand och generatorn kan vi definiera fastypsfordelningen.

Lat 7 vara tiden till absorption i en homogen tidskontinuerlig markovprocess { X (t),t > 0}
med ett andligt tillstindsrum F = {0,1,2,...,p}, dér 0 dr det absorberande tillstindet och
p antalet genomgangstillstand. Da dr 7 fastypsférdelad med parametrar som utgors av en



startvektor w = (71,7, ...,mp) dir m; = P(X(0) = i), och generatorn T for genomgangs-
tillstanden 1, 2, ... , p. Detta betecknas 7 ~ PH(m, T). Fastypsfordelningen sigs vara av
ordning p.

Startvektorn anger startsannolikheterna endast for genomgangstillstanden, detta for att
processen inte tillats borja i det absorberande tillstandet. Parametriseringen, som alltsa inne-
haller p? + p — 1 parametrar, ir inte unik. Flera parametriseringar kan ge upphov till samma
fastypsfordelning. Det finns en unik parametrisering med 2p — 1 parametrar som ges av de
2p — 1 forsta momenten (Asmussen et al. (1996)). Den tas inte upp i den hir uppsatsen
eftersom EMpht-programmet (Olsson (1996)), som anvéinds i var undersdkning for att skatta
parametrar i fastypsférdelningen, utgar fran parametriseringen (7, T).

Med ovanstaende parametrar (7, T) ges generatorn A till hela markovprocessen { X (¢),t >
0} pa foljande vis:
1 0
(o 7)

Dar 0 &r kolonnvektorn med tillstandsberoende absorptionsintensiteter, 0 en p-dimensionell
radvektor av nollor, och T generatorn for genomgangstillstanden. Viktigt for att forsta varfor
hela A ges av (w,T) &r insikten att @ = —Te, dir e dr den p-dimensionella kolonnvektorn
av ettor (Olsson (1995)).

2.2.5 Overgangssannolikheter i en markovprocess

Generatorn dr ett sitt att beskriva markovprocessen. En markovprocess med dndligt till-
standsrum kan ocksa beskrivas med hjélp av matrisen av 6vergangssannolikheter.

Definition 2.7. Matrisen for dvergingssannolikheter Py till en markovprocess dr matrisen

poo(t) poi(t) -+ ponl(t)
B pro(t) pia(t) -+ pialt)
dar
pii(t) = P(X(t+ s) = jlX(s) = i)
och

n
D pi(t)=1.
j=1

Ett viktigt resultat for 6vergangssannolikheterna ges av Kolmogorov-Chapmans sats. Sat-
sen dr egentligen mer omfattande, och endast det for denna text viktigaste resultatet redogors
for.

Sats 2.8. Kolmogorov-Chapmans sats

Lit X vara en tidshomogen, tidskontinuerlig markovprocess med p(h) = (po(h), p1(h), ..., pp(h)),
dir p;(h) = P(X(h) =), och Pp, matrisen av dvergingssannolikheter h > 0. Dé gdller att

p(s+1t) = p(s) Py, med s,t > 0. (1)



Bevis. Lat p;(s +t) vara ett godtyckligt element i p(s +t). D4 skall det visas att
pi(s+1t) = (p(s)Py); .
Men det giller att
Po; ()

15 (T
Pt :Zpi(s)pij(t)-

icE

(p(s)Pr)j = (po(h), pr(h), -, pp(h))

Pypi(t)
Dessutom géller att
p;(s+t) = [lagen om total sannolikhet] = ZP(X(S +1t) =j|X(s) =4)P(X(s) =1)
i€E
= pi(s)pi;(t)-
icE
O

Genom att derivera P; kan man fa fram system av differentialekvationer som kan visas
ha den entydiga 16sningen P, = exp(At) = >0 AL

n=0 n!

2.2.6 Fastypsfordelningens fordelningsfunktion

For att harleda fastypsfordelningens fordelningsfunktion dr matrisen for 6vergangssannolik-

heter en battre utgangspunkt &n generatorn A = <é ,2,)

Det visar sig att matrisen av 6vergangssannolikgeter P, = exp(At) kan partitioneras:

P; = exp(At)
=AM

(0 0\"
—1e Yl (0 T)
" 0 0
RO D (WY
t’rl 0 0
=T+> (—T"e T“)
—1+( 0 0 )
- Z’Zoil T’rst Z:,O:I Tn't :

1 0
R i D D )

(
= (_(exp(Tlt)e —Ie) exp(th))
(

1 0
e —exp(Tt)e ezp(Tt))
dér e ar p-dimensionell kolonnvektorn av ettor.

10



Det gar nu rattframt att hirleda férdelningsfunktionen till 7. En vanlig ansdttning ger:

F.(t)=P(r <t)=P(X(t) =0) = [p(t)l1 = [p(0+ )]s = [kolmogorov — chapman] =
[P(0)P]1 = [(0, m)P.Jy

Dér [ . ]1 betecknar forsta elementet i vektor-matrisprodukten. Vi skriver ut sista vektor-
matrisprodukten genom att anvinda var alternativa formel for P,. Vi far att

[0, 7)P,]1 = {(o,w) <e - ex;(T Ho exp((’T t)ﬂ = m(e—cap(To)e) = 1 - wexp(Toje.

Vilket alltsa blir férdelningsfunktionen. Nést sista likheten fas av att vi endast &r intres-
serade av forsta elementet i den av vektor-matrismultiplikationen resulterande vektorn. Den
sista likheten fas av att elementen i 7 summerar sig till ett. For att fa tdtheten till 7 deriverar
vi helt enkelt fordelningsfunktionen m.a.p. s och erhaller pa sa vis (Bladt (2005))

fr(t) = weap(Tt)O.

2.2.7 Exempel pa fastypsfordelningar

Hér foljer nagra exempel pa fastypsfordelningar:

Coxiansk fastypsfordelning av ordning p. Har representationen:

T = (1, 0,. ,0),
—p11 P12 0 0
0 —p22 23 0
T — 0 0 — 3,3 0
0 0 0 0 —pp,

Det gar att ordna tillstanden sa att intensiteterna satisfierar p1,1 > po2 > ... 2> ppp >0
utan att férdelningen &ndras (Cumani (1982), O’Cinneide (1989)). Detta kallas kanonisk cox-
iansk form.

Figur 2: Coxiansk fastypsfordelning av ordning 4 dér p; ;+1 ar 6vergangsintensiterna och 6; absorp-
tionsintensiteterna ¢ =1, .., 4.



Acyklisk fastypsfordelning, har efter lamplig omsortering av tillstanden en Gvertriangulér
representation:

™ = (71, T2y e, Tp)

—H11 M12 H1,3 T Hip

0 —M22 23t H2p

T = 0 0 TH33 ot H3p
0 0 0 0 —ppyp

Varje 6vertriangulér fastypsfordelning kan representeras i coxiansk form och ddrmed &ven
i kanonisk coxiansk form (Cumani (1982), O’Cinneide (1989)). Det &r den hir egenskapen
som gor att vi viljer att anvinda en coxiansk fastypsférdelning for skattning av svanssan-
nolikheterna i var undersokning. Att den coxianska fastypsfordelningen har farre parametrar
dn en Overtrianguldr gér ndmligen att kdrningen av programvaran gar snabbare. I figur 2 och
3 ses Overgangsdiagram for en coxiansk respektive en kanonisk coxiansk fordelning.

LLE! 112 LLE; T4

o¥oPeo

Figur 3: Acyklisk fastypsfordelning av ordning 4.

2.2.8 Fastypsfordelningens felintensitet

Fastypsfordelningen har felintensitet

wexp(Tt)0  mexp(Tt)
mexp(Tt)e  mexp(Tt)e

h(t) =

(2)

Dir % ir vektorn med sannolikheter att befinna sig i genomgangstillstinden vid

tiden ¢, givet att absorption &nnu inte intrdffat. Om denna vektor nar en grinsfordelning
v = (11,14, ...,1p) som bevaras da tiden ¢ — oo, ségs v vara en kvasistationdr fordelning.

Enligt foregaende avsnitt kan varje acyklisk samt coxiansk fastypsfordelning representeras

i kanonisk coxiansk form. Om man vid tiden ¢ har natt det sista tillstandet &r sannolikheten
for absorption exponentialférdelad med intensitet 6,. Vid betingning med att &nnu inte ha
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natt absorption bevaras denna férdelning da ¢ — oo. En foérdelning med all sannolikhets-
massa i det sista tillstandet, v = (0,0,...,1), &r alltsd en kvasistationér fordelning. For en
kanonisk coxiansk férdelning ar detta den enda kvasistationdra fordelningen (se appendix)
och fordelningen konvergerar mot den vid betingning med att inte ha natt absorption.

Om en kanonisk coxiansk férdelning inte har natt absorption gar den alltsd mot en expo-
nentialfordelning da ¢t — oco. Av detta foljer att dven felintensiteten gar mot felintensiteten
hos en expontentilafordelning, som ar konstant. Detta ses &ven i uttrycket (2). Det &r en
av egenskaperna hos fastypsfordelningen som gor den intressant fér svansskattningar, vilket
beskrivs nérmare i avsnittet om extremviirdesteori (Asmussen et al. (1996)).

2.2.9 Tat klass

Fastypsfordelningar &r en tét klass. Det innebér att for varje férdelning pa positiva talaxeln
finns en f6ljd av fastypsfordelningar som konvergerar mot fordelningen nér ordningen p —
0o. Dirmed kan fastypsfordelningen approximera alla positiva, kontinuerliga férdelningar
godtyckligt nira (Bladt (2005)). Aven coxianska fordelningar &r en tiit klass (Johnsson, Taaffe
(1988)).

2.3 Extremvardesteori

Extremvirdesteori handlar om att man vill fa fram sannolikhetsfordelningen for extrema vér-
den. Hir ges tva sitt att angripa problemet.

For den forsta metoden ges en kort sammanfattning av teorin i syfte att ge en vergripande
bild av viktiga problemstillningar och resultat inom extremvéirdesteori. Var undersdkning
bygger pa metod nummer tva. Forklaringen av denna &r darfor mer ingdende. Teorin kring
de bada metoderna lankas sedan samman av lampliga satser.

2.3.1 Klassisk extremvirdesteori

Ett tillvigagangssitt inom extremvirdesteori dr att studera férdelningen fér maximum i
ett vixande stickprov. Nedan ges en 6vergripande sammanfattning utan bevis eller djupare
forklaringar. Vara resonemang nedan bygger i allt vésentligt pa framstallningen i An Intro-
duction to Statistical Modeling of Extreme Values av Coles.

For n stycken oberoende, likaférdelade stokastiska variabler X7, ..., X;, med foérdelnings-
funktion F'(z) fas fordelningsfunktionen for maximum, M,, = maz(Xy, ..., X,), av:

PM, <z)=PX; <z,..,.X, <z)=P(X; <z)..P(X, <z)=(F(z))".

Om F(z) &r kiind har man alltsd fordelningen for maximum M,,. I praktiken intresserar
man sig dock for fall dér F'(z) inte dr kiind. Om man istéllet utgar fran en approximation av
F(z) véaxer felen da F(x) upphdjs till n och resultaten blir alltfor osékra.

Malet &r att approximera en fordelning fér M,, da n gar mot odndligheten. Men F(z) < 1
ger (F(x))™ — 0 da n — oo, sa fordelningen av M,, urartar. For att férdelningen inte ska
urarta maste man skala om M,,.

Klassisk extremvirdesteori handlar om att hitta fordelningar for vilka det gar att finna
foljder av omskalningskonstanter a,, och b, si att (M,, — b,)/a, gar mot en fordelning G(x)
da n gar mot odndligheten. Det handlar &ven om att hitta férdelningar G(z) som kan upp-
komma som sadana grinsvirdesfordelningar.

Det visar sig att de enda férdelningar som kan uppkomma som sadana gransvirdesférdel-
ningar dr generaliserade extremvirdesfordelningar.
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Definition 2.9. Gruppen av generaliserade extremuvdrdesfordelningar dr férdelningar med

fordelningsfunktion
G(z) = exp <— (1 + 6(20_M)>_ﬂ> ;

definierade for z > p— 5 och —oo < p < 00,0 >0,—00 < ff <00 (Falk et al. (1994)).

Nedan ges dven en sats for maxstabilitet. Det &r en egenskap vi kommer att anvinda oss
av for att koppla samman de tva extremviardesmetoderna.

Definition 2.10. En férdelning sdgs vara mazxstabil om det for varje n = 2,3, ... finns kon-
stanter a,, > 0 och b, sd att G"(anz +b,) = G(2).

En fordelning ar allstd maxstabil om varje heltalspotens > 2 av férdelningen kan skalas
om och translateras till fordelningen sjilv.

Sats 2.11. En firdelning dr maxstabil om och endast om den dr en generaliserad extrem-
véardesfordelning.

2.3.2 Peak over threshold

Metod tva ar det tillvigagangsitt som ligger till grund for var undersékning. Den gar ut
pa att studera sannolikhetsférdelningen givet att man befinner sig 6ver en hog troskel w.
Det vill sidga att understka P(X —u < t|X > u) = %@5(“) Svarigheten ligger i att
man i praktiska tillimpningar inte vet fordelningsfunktionen F'(x). Med hjilp av till exempel
centrala griansvirdessatsen kan man approximera F'(x). En sddan approximation blir dock
dalig i fordelningens svansar, dar de extrema véardena finns. En béttre metod &dr den sa kallade
peak over threshold-metoden, &ven kallad POT-metoden. I férklaringen av metoden utgar vi
fran felintensiteten istéllet for fordelningsfunktionen. Felintensiteten blir ndmligen densamma
oavsett om man betingar med att befinna sig 6ver troskeln wu eller inte. Med s = ¢ + u fas
namligen

4 P(X <s|X >u)
1-P(X <s|X >u)
(i F(s)—F(u))

ds 1—F(u)

F(s)=F(u)
(1 T T1=F(u) )

()

= 4<1 _ ng_);a()u))

f(s)

“ToRE

h(s|X >u) =

Intuitivt kan detta resultat forklaras av att felintensiteten vid tiden s kan tolkas som
intensiteten for fel givet att fel inte har intréffat fram till tiden s.

Att utgd fran felintensiteten dr majligt eftersom fordelningsfunktionen F(x), enligt av-
snittet om felintensiteter, kan karakteriseras av sin felintensitet h(x) pa intervallet [0, ¢[, dir
¢ dr den minsta punkt sddan att F'(z) = 1.Vi hoppar 6ver argumenten for att felintensiteten
alltid existerar.
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2.3.3 Betingningsstabilitet

Antag att F(z) ar en positiv fordelning med kontinuerlig, deriverbar tithet. Om felintensi-
teten h(x) uppfyller

h(u+ 7t)

= —————— for all
h(s) e or alla s,u >0 (3)
géller att
Flu+ 585) — F(u)
_ (u)
ty
F(s)=1—¢ Jo hw)dy (5)
& Pt )

—1—e Jo —mmy

r=ut it
d
_ v = 505
y=0=>z=u

S

yzsémzu—i—m

ut i
—1—e Ju " h@)dx

= o= Us T h(@)da— [ h(a)de)
1 e~ f;+m h(z)dz
- e~ Jo! h(z)da
L 1= F(u+ 555)
N 1 — F(u)
1P 1o Pt ag)
11— F(u) 1— F(u)
B Fu+ 585) — F(u)
1—F(u)

Observera att (F(u + ﬁ) — F(u))/(1 = F(u)) = P(h(u)(X —u) <ulX > u). F(s) ska
alltsa vara en omskalad version av sin betingade férdelning 6ver en hog troskel. Om kravet &r
uppfyllt kan vi anvinda F(x) for uttalanden om de extrema virden Gver troskeln som vi dr
intresserade av. Omskalningen med felintensiteten dr praktisk da en férdelning som uppfyller
villkoret automatiskt dven uppfyller villkoret att f(0) = 1. Det ger en skalparameter mindre
i felintensiteten h(t) som uppfyller dessa villkor.

Det gar att fa fram uttryck for felintensiteten h(t). Genom att anta att vi far derivera

h(t) med avseende pa ¢ och sdtta t = 0 far vi A'(0) = Z;S% Eftersom h(0) = 1 har differen-
tialekvationen 16sningarna h(¢) = 1 om h'(0) = 0 och h(t) = ﬁ fér nagon konstant A om

h(0) # 0. (Se appendix for mer detaljerade berékningar.)

Med hjélp av detta uttryck for felintensiteten kan man dven fa fram c, &ndpunkten i
intervallet for felintensiteten:

1=F(c)=1—¢ Jo mmdt
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sa

c_1
0=¢e fo At+1dt.

Vilketgerc:ooomA>Oochc:—% om A < 0.

De felintensiteter som fas fram leder till foljande fordelningsfunktioner,

1 e Jomtmds — 1 _ Tl o1 (1 AR for h(t) = L
F(t) = —e oF =1- e to =1—-(1+At)" =%, for h(t) = AL (6)
l—e Jolds =1 — e lslo =1 — e, for h(t) =1

Resultatet ovan dr den normerade generaliserade paretoférdelningen. Kravet (4) som stélls
pa fordelningsfunktionen, dvs att den &r en omskalad version av sin betingade fordelning 6ver
en hog troskel, dr en form av betingningsstabilitet. Begreppet betingningsstabilitet tillater
dven omskalning med andra funktioner dn felintensiteten och att parametrarna i fordelningen
andras.

Om vi slédpper pa kravet att f(0) = 1 si fas extra parametrar i (6). Den grupp fordelningar
som da uppfyller kraven pa betingningsstabilitet kallas generaliserade paretoférdelningar, for-
kortas gp-fordelningar och brukar parametriseras enligt f6ljande definition (Falk et al. (1994)).

Definition 2.12. Gruppen av generaliserade paretofirdelningar har férdelningsfunktion

—1
B

) = 1= (1+2m) 7 g0

l—e=, B=0
definierad fort > p da f >0 samtu<t<u—% da B < 0.
En teori som bara géller for gp-fordelningar &r i praktiken for snév for att vara anvindbar.

Man behdver kunna uttala sig om extrema virden &ven nir sddana krav pa férdelningen inte
ar uppfyllda.

2.3.4 Konvergens mot betingningsstabilitet

Antag istillet att X dr en stokastisk variabel pa reella talaxeln med férdelningsfunktion G
och felintensitet g som uppfyller:

gu—&-%
h(t) = lim 9t o)

likformigt pa varje intervall ¢ € [0, ¢].
u=oo g(u)

Da 16ser h ekvationssystemet (3):

Satt
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Da fas

u—00 g(u’)
vt g((u/))

()
= lm

uU—00 g(u)

v t

i ! ((“ +gta) t g(u’)) g(u)

xS o) o(u

Det ger att den betingade, skalade fordelningsfunktionen fér X konvergerar mot en positiv
stokastisk variabel med fordelningsfunktion F'(¢). Det vill séga

i Gt () = Glw)
FO=B "1 6w

ty
F(t)=1—e Johwidy

R g(ut =)
- (hme e >dy

e=ut

_ oy
_ dz = 5r;

y=0=z=u

_ _ _t_
y—t:>x—u+g(u)

=1l-e

: — fu+ g(tu) (z)dz
= lim (1 —e™ /= 9 )
U—r 00

= lim (1 — e~ g@yda— gty
U—r 00

et —t
o= ST g(w)da

e I e
1-Gu+ —£)
— 1 I i i
= Jm, (1 1- Gu) )
Glu+ ) -G
= lim ut 5tg) ~ G :
U—00 1-— G(u)

Kraven som stélls pa férdelningen kan goras &nnu nagot allmidnnare men det tas inte upp
i denna uppsats.

Om F(t) &r kind och troskeln w dr tillrdckligt hog kan dérfor F(¢) anvindas for att skat-
ta sannolikheten for virden 6ver troskeln. F'(t) &r betingningsstabil enligt steg 1 och alltsa
en gp-fordelning. Gp-férdelningar kan med andra ord anvindas for att skatta sannolikheter
dven i fall dar ursprungsfordelningen inte ar en gp-férdelning. Detta dr peak over threshold-
metodens centrala resultat.
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2.3.5 Sammankoppling av metoderna

Antag att Xy, ..., X,, r n stycken oberoende, stokastiska variabler med gp-fordelning F'(t).
For att kunna koppla samman POT-teorin med den klassiska extresmvéirdesteorin vill vi un-
dersoka fordelningen f6r maximum av dessa variabler.

Vi har att
P(maz(Xy,..X,) <t)=P(X; <t,..,X, <t).

Men att alla observationer dr mindre dn ¢ dr detsamma som att ingen observation &r stor-
re dn t. Sannolikheten att en observation &r storre &n t dr 1 — F'(¢), sa antalet observationer
som dr storre &n ¢ dr binomialférdelat(n,1 — F(t)). Eftersom vi intresserar oss for stora ¢
kommer sannolikheten att en observation &r storre &n ¢ vara liten, vilket betyder att 1 — F'(t)
kommer att ligga nira noll. Nar n dr stort och binomialférdelningens sannolikhetsparameter
ar liten kan man anvénda sig av poissonapproximation. Sa antalet observationer stérre &n ¢
ar approximativt poissonfordelat(n(l — F(t)).

Vi far

P(maxz(Xy,..X,) <t)
= P(noll observationer >t)
I A0)

0!
e~ (n(1=F())

- oy |
ol 22 )
el 0207)
:exp<—(1+5(t0—nﬂn)) 5>

I n#st sista likheten finner vi en generaliserad extremvirdesférdelning upphdéjd till n.
Men en generaliserad extremvirdesfordelning &r maxstabil och férdelningen upphdjd till n
ar darfor ocksa en generaliserad extremvardesfordelning. Maxstabiliteten ger darfér en ny
generaliserad extremsvirdesfordelning med parametrar p,, och o,,. Men da den generaliserade
extremvéirdesférdelningen och gp-fordelningen inte har samma stod sd maste parametrarna
uppfylla

. Hn
lim — = oo,
n—oo gy,

for att ¢ ska kunna bli < p. Detta dr inte nagot vi visar.

Resultatet innebér att maximum for manga oberoende variabler med en betingningsstabil
férdelning dr approximativt maxstabil. Det visar pa sambandet mellan de tva metoderna och
formparametern (.

Sambandet mellan metoderna géller dven at andra hallet. Vi ger en sats och ett forenk-

lat bevis for att en férdelning som konvergerar mot en generaliserad extremvirdesférdelning
har en betingad overskottsfordelning som konvergerar mot en generaliserad paretoférdelning.
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Observera att denna sats ger ett starkare resultat eftersom den inte giller endast for en ge-
neraliserad extremvirdesfordelning, utan ocksa for de fordelningar som har maximum som
konvergerar mot en sadan.

Sats 2.13. Pickands-Balkema-de Haans sats
Lit X4, ..., X,, vara en foljd av oberoende slumpuvariabler med gemensam fordelningsfunktion
F och lit M,, = maz(Xy, ..., Xn). Antag att for tillrickligt stora n gdller P(M,, < z) ~ G(z)
ddr G ar en generaliserad extremuvdrdesfirdelning med parametrar p, o1 >0 och 8. Da gdller
for tillrackligt stora u att

(X —ulX >u) = H(2),

dar H(z) dr en gp-fordelning med parametrar 8 och oq, dir oo = o1 + f(u — p).

Beuvisskiss

Lit X vara en slumpvariabel med fordelningsfunktion F. Enligt satsens antagande gdller

for tillrdckligt stora n att
1
— B
(o) ~ eap (_ (1 . M) ) |
01

for parametrar p, o1 > 0 och S.

Sa

=

nln F(z) ~ — <1+ M)

o1
Fiér stora z ger Taylorutveckling att

nlnF(z) = —(1 — F(2)).
Insdttning av detta i foregaende uttryck ger for tillrickligt stora u

ﬂ(—u))

1
1

Pa samma sdtt gdaller for y>0,

=

3=

1-Flu+tvy) =~ e

<1+/3(U+y—u)>_

19



Vilket ger att

1
1 Bluty—p) ) ?
1 <1+#)

g1

1 (1 + B(U_H))_%

o1

< Bluty—p) —7
14 —2 )
E(u—p)
1+ o

P(X >u+y|lX >u)

Q

dir oo = o1 + B(u — ). Si den betingade overskottsfordelningen ar en generaliserad
paretofordelning (Falk et al. (1994), Coles(2001)).

2.4 Argument for att fordelningarna i var undersékning konvergerar

I var undersokning har vi for ett antal teoretiska fordelningar jamfort POT-metoden med me-
toden att approximera svansen i férdelningen med en fastypsférdelning. POT-metoden, som
forklaras mer ingaende i nésta kapitel, gar ut pa att man anvidnder observationerna Gver en
troskel i ett stickprov till att skatta parametrarna i en gp-férdelning. For att POT-metoden
ska vara relevant har vi valt att undersoka teoretiska fordelningar dar vi vet att den betingade
overskottsfordelningen konvergerar mot en gp-férdelning.

Maximum for en t-férdelning (Zholud (2011)), normalférdelning, exponentialférdelning,
lognormalférdelning och paretoférdelning konvergerar alla mot en generaliserad extremvér-
desfordelning (Castillo (1988)). Enligt satsen i féregaende avsnitt konvergerar den betingade
overskottsfordelningen dérfér mot en gp-fordelning. Vi ger inga utforliga bevis for konver-
gensen hos varje férdelning utan néjer oss med att stirka uttalandet med en rad argument
for foljande fordelningar:

2.4.1 Paretoférdelningen

Paretofordelningen tillhor klassen av gp-fordelningar. Som vi skrev i avsnittet om peak over
threshold har generaliserade paretoférdelningar egenskapen att &ven den betingade Gver-
skottsfordelningen #r en gp-férdelning. POT-metoden &r i det har fallet alltsd uppenbart
relevant.

2.4.2 Exponentialférdelningen

Aven exponentialférdelningen, med fordelningsfunktion F(x) = 1—e~7, tillhdr gruppen gene-
raliserade paretoférdelningar. Hir kan vi enkelt visa att fordelningen bevaras i den betingade
overskottsfordelningen.

u) — F(u — e (tHu) _ (1 _gu e U(] — et
PX -t <ulX>9) :F(tl—i_—;(ul)r( = 1—(1—£{u) b - (i—u )Zl—e—t

2.4.3 Fastypsfordelningen

Fastypsfordelningens felintensitet gar som tidigare nidmnts mot en konstant. Det innebér att
dven den omskalade felintensiteten gar mot en konstant. Den omskalade felintensiteten gar
alltsa mot felintensiteten hos en exponentialférdelning, som &r en generaliserad paretoférdel-
ning. Kopplingen mellan felintensiteten och fordelningsfunktionen ger darfor enligt avsnittet
om extremvirdesteori att fastypsférdelningen gar mot en gp-férdelning i gréns.
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2.4.4 Normalférdelningen (0,1)

For felintensiteten hos en normalférdelad variabel med vinteviarde 0 och standardavvikelse 1
géller

p(u)
h = =~
(1) = g
dér ¢(u) ar titheten och ®(u) &dr férdelningsfunktionen (Rade, Westergren (2008)).

Sa

ht+5ty)  t+ 2

(®) t u .

~ =14+ —1dat— occ.
h(t) ¢ T 4

Sa den omskalade felintensiteten gar mot en konstant som &r felintensitetn hos en ex-
ponentialférdelning. Det ger, enligt samma argument som for fastypsfordelningen, att den
omskalade 6verskottsfordelningen konvergerar mot en gp-férdelning. I figur 4 ses hur den
omskalade felintensiteten for normalférdelningen blir flackare da tréskeln blir hogre.

1.4 T T T 1.4 T T T T 14—
1.35F b 1.35F 4 1.35F
1.3F g 1.3F 4 131
1.25F b 1.25F B 1.25F
1.2r B 1.2¢ 4 1.2F
1.15 b 1.15 1.15
1.1 b 1.1 1.1
1.05 b 1.05 1.05
e e e I v S v R VTR

(@) (b) (©)

Figur 4: Felintensiteten for den omskalade éverskottsfordelningen fér normalférdelningen ver tre
trosklar: (a) 95-percentilen (= 1.96), (b) 99-percentilen (= 2.33), (c) 99.99-percentilen (= 3.72).

2.4.5 Lognormalférdelningen (0,1)

Om X ir en lognormalférdelad variabel med véintevirde 0 och standardavvikelse 1 géller att
In X &r normalférdelad med samma parametrar. Sa

F(u)=P(X <u)=P(lnX <Ilnu) = ®(lnu)

och
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med felintensitet

Pa samma sétt som for normalférdelningen fas dérfor att

h(w)

h(t + 7t5) ~

f

(W _ _ gnw) _hu

T1-F(w) u(l-®(nuw)

In (t+ o )
b

t+ Ty
t

In

h(?)

B ln(t-|—

Int

(%)

i)l

(t+ £2) Int

In(1+ %)

:lnt+u

1

Int+u
In (14 %)

1+ o5

Int+u

u

—1dat— 0.

Sa &ven en lognormalfordelad variabel har en omskalad 6verskottsfordelning som gar mot
en gp-fordelning. I figur 5 ses den approximerade felintensiteten for den omskalade Gver-
skottsfordelningen for en lognormalférdelning Gver tre trosklar. Skillnaden i utseendet for
felintensiteten for de olika trosklarna dr knappt mérkbar, konvergensen mot en konstant
felintensitet dr uppenbarligen mycket langsam.
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Figur 5: Den approximerade felintensiteten for den omskalade 6verskottsférdelningen for log nor-
malférdelningen Gver tre trosklar: (a) 95-percentilen (&~ 5.18), (b) 99-percentilen (=~ 10.24), (c)
99.99-percentilen (~ 41.22).

2.4.6 Skattning av parametrar till stickprov

Ovan ger vi argument for att den omskalade Gverskottsférdelningen konvergerar mot en gp-
fordelning. I verkligheten skalas data inte om utan man anvinder ett stickprov av 6verskotts-
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viarden som det dr. Lat X vara en stokastisk variabel som har en 6verskottsfordelning som
omskalad med k(u) konvergerar mot en gp-fordelad stokastisk variabel Z med parametrar
B, u, 0. Da inses att det inte &dr ett problem ty

Plk(u)(X —u) <t|X >t)= P(Z <t)

|

P(k(u)(X — u) < th(w)|X > t) ~ P(Z < th(u))

T

P((X —u) <t|X >t)=~ P(Z < th(u)) =

Det innebir att man kan skatta parametrar i gp-fordelningen direkt fran ett stickprov av
overskottsvirden.

3 Undersokning med simulering

Vi utvirderar tva olika metoder for att skatta sannolikheter for virden langt ut i svansen.
Detta gors for data fran sex olika teoretiska fordelningar. I utvirderingen underséker vi hur
bra metoderna &r pa att skatta den verkliga sannolikheten att i en férdelning hamna ovanfor
qo.001 : P(X > qo.001) = 0.001. Vi har valt att para resultaten och jamfora avstandet till
0.001. Detta eftersom undersokningens omfattning &r for liten for att analysera systematiskt
fel och standardfel pa ett meningsfullt sitt. Anledningen till att en stérre undersékning inte
kunnat genomforas dr pa grund av begriansningar i EMpht-programmet, som anvinds for att
skatta parametrarna i fastypsfordelningar.

3.1 Genomgang av understkningens metoder
3.1.1 POT-metoden

POT-metoden (peak over threshold) anvéinds for att fran ett stickprov skatta sannolikheter
for extrema virden. For ett givet stickprov behaller man endast de virden som Gverstiger en
viss troskel u, vilket resulterar i ett nytt stickprov som innehaller 6verskottsvarden. I enlighet
med resultaten fran foregaende kapitel approximerar man sedan svansen over troskeln v med
en gp-fordelning. Detta eftersom en fordelnings 6verskott konvergerar i fordelning mot en
gp-fordelning, givet att den alls konvergerar.

Det ar alltsa nagot vanskligt att approximera 6verskottsférdelningen med en gp-férdelning,
eftersom det inte ar sdkert att ursprungsférdelningen har en 6verskottsférdelning som kon-
vergerar. En anledning till att &nda anvinda sig av denna approximation ar att det inte finns
nagra andra modeller att forlita sig pa, och den anvinds bland annat inom ekonomi och
meteorologi (Coles, (2001)).

En viktig fraga &r hur troskeln u ska véljas. Eftersom approximationen bygger pa ett
asymptotiskt resultat for u, borde den rimligen fungera battre da u flyttas i riktning mot
oco. Men da detta i praktiken betyder att antalet observationer som finns kvar i stickprovet
minskar dr det inte bra att vilja troskeln allt {6r hogt. Det handlar om att géra en avvigning
mellan systematiskt fel och spridning (Coles, 2001). Ar tréskeln for lag okar det systematiska
felet och &r den for hog gor det lilla antalet observationer att skattningen far stor varians.

Parametrarna i den generaliserade paretoférdelningen skattas med maximum likelihood-

metoden, genom en inbyggd funktion i MATLAB. Ett problem som kan uppsta dr att maxi-
mum likelihood-skattningarna kan ge parameteruppséittningar som gor att férdelningen har
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andligt stod, dvs. har sannolikheten noll for utfall Gver en dndlig troskel.

Eftersom sannolikheterna vi vill skatta ligger langt ut i svansen kommer andligt stod att
bli ett stort problem om stddets Gvre grins befinner sig nedanfor gg.go1-

3.1.2 Fastypsmetoden

Fastypsfordelningarnas approximationsegenskaper gor att de kan anvéndas for att approxi-
mera en fordelnings svans. Fastypsmetoden gar ut pa att skatta parametrarna till en fastyps-
fordelning fran ett stickprov av Gverskottsvirden. Vilket innebidr att man modifierar POT-
metoden genom att byta ut antagandet om 6verskottsfordelningar fran en gp-férdelning till
en fastypsfordelning av fix ordning p. Vi tror att denna ansats kanske ar ny.

Enligt avsnittet om fastypsfordelningar kan en generell fastypsférdelning approximera vil-
ken annan positiv, kontinuerlig férdelning som helst godtyckligt ndra. Enligt Asmussen et al.
(1995) fungerar ofta en approximering med en coxiansk fordelning lika bra som en med ge-
nerell fastypsfordelning. Dessutom har, som redan ndmnts, alla acykliska fastypsférdelningar
en representation i form av en kanonisk coxiansk fordelning.

Ovanstaende resultat for den coxianska klassen av fastypsfordelningar motiverar varfor
vi endast anvinder oss av dessa da vi utvirderar fastypsmetoden. Det dr en naturlig in-
skrinkning, dels med anledning av redan nidmnda resultat, dels for att minska kortiden for
programvaran, da det i en coxiansk férdelning blir avsevirt farre parametrar att skatta. Vik-
tigt att forstd &r att det vid en saddan skattning av parametrar i en fastypsférdelning inte
nodvéndigtvis existerar nagon tolkning av de olika tillstanden i den bakomliggande markov-
kedjan.

For att utvirdera metoden behaller vi precis som tidigare de observationer i ett stickprov
som Overstiger troskeln u. For stickprovet med 6verskottsvirden skattas sedan parametrarna
i en coxiansk fordelning. Parametrarna skattas med hjélp av programvaran EMpht, skriven
av Marita Olsson. EMpht anvinder EM-algoritmen for att berdkna maximum likelihood-
skattningar av parametrar. EM-algoritmen garanterar att likelihooden foér parameterupp-
sdttningen okar i varje iteration, samt att den konvergerar (Olsson (1995)). En nackdel med
EM-algoritmen &r att man inte vet om den parameteruppsittning som programmet konver-
gerar mot ar ett globalt maximum for likelihoodfunktionen. Vid anvindning av EMpht bor
man darfor kora programmet flera ganger, och i varje korning anvinda ett nytt fro for att
uppticka om man far samma skattningar eller ej. Det har vi inte gjort, eftersom det bade ar
tidsbdande att kora programmet flera ganger per stickprov och hade férsvarat jaimforbarhe-
ten mellan de tva metoderna.

3.2 Detaljer kring undersdkningen

Vi har gjort en forsta undersékning av hur rimligt resultat man far med fastypsmetoden i
forhallande till POT-metoden for ett antal teoretiska fordelningar. I undersékningen har ett
stickprov pa 1000 virden simulerats fran var och en av sex teoretiska férdelningar. Dérefter
har skattningar med POT-metoden och med fastypsmetoden av ordning 4 jamférts m.a.p.
fordelningsfunktionen i 99.9-percentilen for olika trosklar. De fordelningar som anvénts &r:

e Normalférdelning med parametrar p = 0,0 = 1.

Lognormalfordelning med parametrar = 0,0 = 1.

Paretofordelningen, f(z) = ag—z d& = > p, med parametrarna o = 3 och y = 3.

t-fordelningen med 6 frihetsgrader.
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e Kanonisk coxiansk férdelning av ordning p = 10.

e Exponentialférdelning med intensitet A = 3.

For ett givet stickprov har sedan observationer ovanfor troskeln w behéallits. Undersok-
ningen har genomforts for tre olika virden pa u. Det &r fran stickprovet av Gverskottsvirden
som parametrarna i en gp-férdelning samt en coxiansk fordelning av ordning 4 skattas. Pare-
metrarna i den coxianska fordelningen skattas iterativt med programvaran EMpht, som for
alla skattningar korts med 4000 iterationer. I fallet da data kom fran den kanonisk coxianska
férdelningen har dven parametrarna till en coxiansk férdelning av ordning 2 skattats. Det
skedde endast for det hogsta virdet pa u.

Detta resulterar i tva approximationer av fordelningens svans ovanfor w. Vi kallar dem Fy,
som dr gp-approximationen, respektive F3, som &r fastypsapproximationen. For att kunna
evaluera metoderna behovs skattningar av P(X > go.01), ddr X &r en stokastisk variabel
med samma fordelning som stickprovet och ¢ dr motsvarande kvantil. Som dessa skattningar
anvands

n' . R .
0.001 = v = P(X > qO‘OOI) ~ ;(1 — Fz (q0‘001)) =%, 1= 1,2, (7)

diar n’ ar antalet observationer i stickprovet av overskottsvirden och n antalet observa-
tioner i det ursprungliga stickprovet. Att detta dr rimliga skattningar av P(X > qo.o1) inses
enklast genom att anta att F;* ger den bésta tinkbara approximationen, ndmligen

F(s) = F(u)

G =="Fa

; s € [u, o0l

Da blir skattningarna

(-5 ()

Men eftersom man kan se n’ som utfallet av en stokastisk variabel N’ ~ Bin(n,1— F(u)),
s ir 2 &r en vinteviirdesriktig skattning av P(X > u) = 1 — F(u). Detta leder till att

m=e s (525 -« [£] (<)
=1- F(go.001) = P(X > qo.001)-

Sa 4;,i = 1,2 , &r en vantevirdesriktig skattning da svansapproximationen ar exakt. Det
ar saklart nagot som inte géller i realiteten, men ar ett beldgg for att skattningarna #r an-
vindbara om approximationerna med gp-fordelning respektive coxiansk férdelning &r bra.

Troskeln u sétts forst till 95-percentilen sedan till 97, 5-percentilen samt 99-percentilen.
For varje viarde pa u gors undersokningen pa samma ursprungliga stickprov. For vart och
ett av troskelvirdena fas alltsa ett nytt (mindre eller lika stort) stickprov av 6verskottsvirden.

For var och en av de sex fordelningarna genomfors ovanstaende undersokning 10 ganger.
Allt som allt resulterar alltsd undersokningen i 30 skattningar for varje fordelning. Skattning-
ar av P(X > qo.001) frdn samma stickprov dr beroende av varandra, Gvriga skattningar &r
oberoende.

Vi har valt att jimféra metoderna parvis. Vi undersoker med andra ord hur bra skattning-

ar de ger for samma data. Detta eftersom vi har haft en begrinsning i hur manga simuleringar
vi har kunnat gora, och samtidigt vill minimera on6dig varians i hur de presterade.
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3.3 Resultat

Hér redogors for resultatet av undersokningen som den &r beskriven ovan. Fokus ligger pa
att undersdka i hur manga fall respektive metod presterade bist. Med biist avses att ha en
skattning 4;,7 = 1,2 , som ligger ndrmast v = 0.001. Eftersom vi gor sa fa simuleringar blir
slutsatserna inte helt entydiga.

Till varje fordelning finns ett spridningsdiagram som visar skattningen fran bada meto-
derna. I spridningsdiagrammen syns virdet pa bada metoderna for alla trettio skattningar.
X- och y-axeln anger virdet pa skattningen fran POT- respektive fastypsmetoden. Siffrorna i
spridningsdiagrammen anger vilken av de tio simuleringarna som skattningen hor till. Fargen
pa siffrorna anger vilken troskel som skattningen hor till; svart betyder 95-percentilen, bla
betyder 97.5-percentilen och réd betyder 99-percentilen. Om en siffra hamnar pa diagonalen
betyder det att bada metoder har presterat lika bra. I den nedre rutan till vinster har fas-
typsmetoden presterat bist for punkter ovanfor diagonalen och POT-metoden har presterat
bést for punkter under diagonalen. I den Ovre rutan till hoger har istéllet POT-metoden
presterat bést for punkter ovanfor diagonalen och fastypsmetoden fér punkter under.

3.3.1 Normalférdelning (0,1)

For den standardiserade normalférdelningen presterade fastypsmetoden nagot béttre. Mest
anmarkningsvért i resultaten dr att en markbar majoritet av simuleringarna resulterade i Fy
med &dndligt stod. Resultatet for normalférdelningen ses i figur 6.

10

3.5 10

10

15r

Phasetype estimate

I
I
I
I
I
I
I
|
5 Il L
-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
POT estimate -3

Figur 6: Resultatet fran undersdkningen da data simulerades fran en normalférdelning. Svart siffra
= 95-percentilen, bla siffra = 97.5-percentilen och r6d siffra = 99-percentilen.
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Figur 7: Resultatet fran underskningen d& data simulerades frén en lognormalférdelning. Svart
siffra = 95-percentilen, bla siffra = 97.5-percentilen och réd siffra = 99-percentilen.

3.3.2 Lognormalférdelning (0,1)

I fallet med lognormalférdelningen presterade POT-metoden nagot bittre &n fastypsmetoden
for de tva lagre trosklarna. Resultatet for lognormalférdelningen ses i figur 7.

Vart att ndmna ar att for v = 97, 5-percentilen férekommer fyra fall dér F; har en pa-
rameteruppsattning som ger ett dndligt stod. I tre av dessa fall var POT-skattningen sdmre
dn fastypsskattningen. Samma tendens mérks for v = 99-percentilen. I fem fall har da Fy
andligt stod och tillhérande POT-skattningar var alla sdmre &n fastypsskattningarna.

3.3.3 Paretoférdelning

Foga forvanande fas hir att POT-metoden &ver lag #ir nagot béttre. Aven hir verkar POT-
metoden prestera bést for det ligsta troskelvirdet. Resultatet for paretoférdelningen ses i
figur 8.

For w = 97, 5-kvantilen fas ett fall da F}* har &ndligt stod, tillhérande POT-skattning &r

ocksa séimre in motsvarande fastypsskattning. Aven i gruppen som hor till u = 99-percentilen
blir POT-skattningen sémre i alla fall av dndligt stod.
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Figur 8: Resultatet fran undersdkningen da data simulerades fran en paretofordelning. Svart siffra
= 95-percentilen, bla siffra = 97.5-percentilen och réd siffra = 99-percentilen.
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Figur 9: Resultatet fran undersokningen da data simulerades fran en kanonisk coxiansk férdelning.
Svart siffra = 95-percentilen, bla siffra = 97.5-percentilen och réd siffra = 99-percentilen.
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Figur 10: Resultatet fran undersékningen da data simulerades fran en t-fordelning. Svart siffra =
95-percentilen, bla siffra = 97.5-percentilen och réd siffra = 99-percentilen.
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Figur 11: Resultatet frdn undersckningen da data simulerades fran en exponentialférdelning. Svart
siffra = 95-percentilen, bla siffra = 97.5-percentilen och réd siffra = 99-percentilen.
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3.3.4 Kanonisk coxiansk férdelning av ordning 10

For att utvirdera hur bra de tvd metoderna presterar nir data kommer fran en coxiansk
férdelning simulerar vi virden fran en kanonisk coxiansk férdelning med generator

0 8 0 0 0O O 0o 0 0 O
o -9 3 0 o0 O 0 0 0 O
o o -8 4 0 O O O 0 O
0o 0 0 -7 5 o 0 0 0 O
T— o 0o 0 0 -6 55 0 0 0 O
o o 0o o0 0 -5 4 0 0 O
o o o o0 O 0 -4 2 0 O
o o o o0 o0 0 0 -3 1 0
o o o o0 o0 0 0 0 -2 15
o o o o0 o0 o0 o0 o o0 -1

For det lagsta virdet pa u gav POT-metoden en béttre skattning av v i sex fall. For sam-
ma troskel erholls en svansapproximation F} med &ndligt stod, och motsvarande skattning
blev 41 = 0. For de tva hogre trosklarna gav POT-metoden béattre skattningar i tre fall. For
u = 0.025-kvantilen fick fem av svansapproximationerna Fj* #ndligt stdd, tre av dessa gav
skattningar av « som blev noll. Motsvarande resultat for © = 0.01-kvantilen blev atta fall av
dndligt stod, av vilka fem gav nollskattningar. Resultatet ses i figur 9.

For troskeln u = 0.01-kvantilen genomforde vi dven skattningar med tva coxianska férdel-
ningar av ordning 4 och av ordning 2. Vi gjorde denna undersdkningen fér 10 nya stickprov
med samma férdelning, men nu med en stickprovsstorlek pa 10000 istéllet for 1000. Var tes
var att da data kommer fran en kanonisk coxiansk férdelning s skulle fastypsmetoden med
en coxiansk férdelning av ordning 2 prestera lika bra eller bittre dn fastypsmetoden med en
coxiansk fordelning av ordning 4. En intuitiv forklaring till detta ar att for en tidig tidpunkt
sa dr det inte sdkert att den kanonisk coxianska fordelningen natt sin kvasistationéra fordel-
ning. Da &r det troligt att sannolikhetsmassan dr koncentrerad till de tva sista tillstanden
(istéllet for endast det sista tillstandet, vilket dr den kvasistationéra fordelningen).

Resultatet fran simuleringarna blev att den coxianska fordelningen av ordning 4 gav en
battre skattning av v i fem fall av tio. I tre fall blev den av ordning 2 béttre, och i resterande
tva fall var skattningarna lika bra. Det &r ett otydligt resultat men ar atminstone ingen tydlig
tendens for att en coxiansk svansapproximation av ordning 2 skulle vara sdmre. For denna
del av undersokningen visas inget spridningsdiagram.

3.3.5 T-fordelning med 6 frihetsgrader

For stickprov fran en t-férdelning med 6 frihetsgrader gav fastypsmetoden béattre skattningar
i en majoritet av fallen. For alla tre troskelvirden hade hélften av svansapproximationerna
F} &ndligt stod. I majoriteten av tillhorande jamforelser var det fastypsmetoden som gav
bast skattning av P(X > qo.001). Uppseendevickande &r att for inget av fallen da Fy fick
dndligt stod sa var stodets Gvre punkt beldgen nedanfoér gpgo1- Ingen av de skattningarna
blev alltsa noll sa som de har blivit for andra fordelningar, vilket kan ses i figur 10.
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3.3.6 Exponentialférdelning

Exponentialférdelningen ar starkt forknippad med bade fastypsfordelningar och den gene-
raliserade paretoférdelningen. I sjilva verket dr den ett specialfall i bada dessa klasser av
férdelningar.

For exponentialfordelningen visade sig fastypsmetoden prestera nagot béttre, framforallt
for de tva hogre trosklarna. I majoriteten av alla fall resulterade parameteruppséttningen for
F} i dndligt stod. T ett par av dessa fall ger POT-metoden skattningen 47 = 0. Resultatet da
data simulerades fran en exponentialfordelning ses i figur 11.

4 Tllustration av metoderna med nederbordsdata

Nedan demonstreras hur metoderna anvénds pa riktiga data. Vi vill undersoka vilka skatt-
ningar av kvantiler vi far for extrema nederbérdsméngder. Lat Z vara den maximala dygnsne-
derbérden under en vecka och ¢ tillhérande kvantil. Vi approximerar qg.01 : P(Z > qo.01) =
0.01 med hjilp av en gp-férdelning och en coxiansk férdelning av ordning 4. Detta upprepas
25 ganger.

4.1 Beskrivning av datamingden

Dataméngden kommer fran SMHI! och bestéar av ca 12 000 observationer av dygnsnederbdrd.
Den variabel vi &r intresserade av dr dygnsnederborden for Jonkoping. Data 16per fran 1965
till 1997.

Datavirdena anger mangden nederbord fran kl. 06 UTC till 06 UTC foljande dag. Virdet
-1.0 betyder 0 mm och vérdet 0.0 betyder mindre &n 0.1 mm.

4.2 Forbehandling av data

Bada metoderna forutsatter att data ar oberoende. For att bli av med en del av beroendet som
rader mellan pa varandra foljande observationer berdiknas den maximala dygnsnederborden
for sju konsekutiva dygn, hidanefter kallat veckomax. Detta resulterar i 1713 observationer
for veckomax. Eventuella trender 6ver tid och variation mellan arstider forbises.

4.3 Tillvigagangssatt

Hédanefter antas att observationerna, dvs. veckomaxen, dr oberoende. Datamingden delas
slumpmaéssigt upp i 25 olika traningsmingder och testméngder med proportionerna 10/90.
Detta for att kunna korsvalidera och fa ett matt pa hur bra de olika skattningarna &r. Test-
méangden ar stor for att kunna utvirdera hur bra kvantilskattningen blev. Observationerna i
tréningsméngden betecknas y;, i = 1,...,n, och i testméngden z;,j = 1,...,m, dar n och m
ar antalet observationer i respektive méngd.

For varje uppdelning av data genomfors foljande: Troskeln sétts godtyckligt till 12.0 mm.
Sannolikheten att Overstiga virdet 12.0 skattas med den empiriska férdelningsskattningen
1-F,(12) = M Virden 6ver 12.0 behalls och translateras ner till 0 genom subtrak-
tion med 12. Sedan skattas parametrarna i en gp-fordelning respektive en coxiansk férdelning
av ordning 4 fran tréningsmingden.

0.01
1-F,(12)
fordelningen for 6verskottet (den nyfikne kan se appendix for hirledning). For att utvirdera

Nu kan gg.o1 approximeras med Go.o1 = F~1(1— ), dér F' dr den approximerande

Thttp://www.smhi.se/klimatdata/meteorologi/dataserier-2.1102
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hur bra denna &r som skattning av ggo1 skattas sannolikeheten for P(Z > §o.01) med den
empiriska fordelningsskattningen fran testméngden:

. zi > qo.o1 +12.0
1= Fn(do.o1) = # q?nm )-

4.4 Resultat

Bade POT-metoden och fastypsmetoden skattar 0.01-kvantilen ritt bra. Resultaten visar
inte pa nagon tydlig skillnad mellan metoderna (se tabell 1). Virt att ndmnas ar att POT-
metoden fick dndligt stod i 13 fall av 25. Att understkningen pa nederbdrdsdatan &r liten
samt att “facit” saknas gor att undersdkningen blir svar att utvirdera. Den bor darfor ej ses
som en utvardering av metoderna utan som en demonstration av hur metoderna kan anvén-
das.

POT-metoden Fastypsmetoden

Medelvarde 0.015279 0.014682
Standardavvikelse 0.007089 0.007356
Stickprovsstorlek 25 25

Tabell 1: Summering av hur bra de tvd metoderna &r pé att skatta 0.01-kvantilen, i de 25 skatt-
ningarna.

4.4.1 Resultat i en av de 25 skattningarna

Hér redovisas ndrmare hur skattningarna fran de tva metoderna blir f6r en av de 25 uppdel-
ningarna av data. Figur 12 visar hur vil de tva metodernas skattade férdelningsfunktioner
sammanfaller med den emperiska férdelningsfunktionen for testméngden, som ses sa verkar
bada approximationerna bli ritt bra.

—— Empirisk fordelningsfunktion
0.1f — Gp-—fordelning i
— Fastypsfordelning

0 L L Il Il
10 20 30 40 50 60 70 80

z (mm)

Figur 12: De skattade fordelningsfunktionerna for 6verskottet samt den empiriska fordelningsfunk-
tionen for en testméngd pa 275 observationer.
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Tabell 2 visar hur vil medelvirdet och variansen av Overskottsvirdena i testmingden
overensstdmmer med de teoretiska motsvarigheterna for de bada approximerande fordelning-
arna.

Testmingd POT-metoden Fastypsmetoden
Medelvérde 18.9425 18.9508 18.9035
Varians 69.4021 85.1044 63.2604

Tabell 2: Medelviirde och varians for 6verskottet av testmingden och de bada svansapproximatio-
nerna.

5 Slutsatser for undersokningen med simuleringar

Som vi ser i tabellerna 3 och 4 var metoderna ungefir lika bra for de tva ldgre virdena pa u.
For det hogsta viardet pa u sa var fastypsmetoden Overlag battre for alla fordelningar. Tabell
3 visar dock att det for de flesta kombinationer av stickprovsférdelning och troskelvirde var
forhallandevis jamnt i antalet fall som respektive metod gav bast skattning av ~.

Troskel! Normal Lognormal Pareto t  Kanonisk cox Exponential Summa
95 4 6 8 4 6 4 32
97.5 6 7 5 4 3 2 27
99 2 3 4 4 3 2 18
Summa 10 16 17 12 12 8

Tabell 3: Antalet vinster for POT-metoden. Vinst innebir att for givet stickprov av dverskottsvirden
sé gav POT-metoden den nirmsta skattningen. ' Anger percentil for tréskeln.

Troskel! ‘ Normal Lognormal Pareto t Kanonisk cox Exponential
95 fastyp POT POT  fastyp POT fastyp
97.5 POT POT lika fastyp fastyp fastyp
99 fastyp fastyp fastyp fastyp fastyp fastyp

Tabell 4: Den metod som fér given fordelning och troskel gav bist skattning av « i flest fall. * Anger
percentil for troskeln.

Resultaten dr varken entydiga eller sérskilt tydliga. Vi hade hoppats att vi skulle kunna se
en korrelation mellan hur bra metoderna presterade och hur hogt u var beldgen, men vi har,
férmodligen p.g.a. f6r sma simuleringar, inte kunnat se nagot som tyder pa sddana monster.

Vad vi istéllet har sett ar att nidr vi i POT-metoden maximum likelihood-skattar pa-
rametrarna till den generaliserade paretofdrdelningen, sa &r det pafallande ofta som vi far
parameteruppsattningar som ger dndligt stod for den approximerande fordelningen Fy. For
vissa fordelningar dr det vanligare, speciellt for normalférdelningen, exponentialférdelningen
och t-fordelningen. Enda gangen da vi far skattningar av P(X > go.o1) som &r 0, dr da
POT-metoden ger en approximation av svansen F}* som har ett dndligt stod med 6vre punk-
ten mindre &n g go1- Det far betraktas som en otroligt dalig skattning. Det ar férvisso inte
ovanligt att vi Gverskattar gp.go1 med en faktor 2, eller ibland till och med 3, vilket alltsa
rent avstandsmaéssigt &r en sdmre skattning &n 0. Men eftersom vi vill skatta sannolikheten
for extrema hindelser, hindelser som i tillimpningar ofta &r farliga eller otroligt kostsamma,
far det ses som mycket simre med en skattning pa 0 dn en skattning pa 0.003.

Det &r inte ovanligt att bada metoderna ger skattningar av P(X > qo.001) som &r flera

ganger hogre dn 0.001. Det gor att vi far varianser som inte skiljer sig mirkbart at mellan
metoderna. Tendensen hos POT-metoden att ge skattningen noll syns alltsa inte i variansen
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pa grund av det faktum att bada metoderna ger stora positiva felskattningar.

5.1 Andligt stdd i generaliserade paretoférdelningen

I flera fall ger POT-metoden en approximation av svansen som har andligt stéd. Som re-
dan ndmnts ar detta ett problem eftersom vart uttalade mal &r att skatta sannolikheter for
extrema virden. Vi vill alltsa inte fa en Gvre grins fér stodet pa vara approximerande for-
delningar. Resultatet fran undersokningen ger anledning att tro att vissa av fordelningarna
ar mer kiinsliga for det hir &n andra. En naturlig fraga &r alltsd om det finns kvalitéer hos
fordelningarna som gor dem mer utsatta for dndligt stod vid skattning av parametrarna i
gp-fordelningen.

Alla fordelningar i var undersékning har omskalade 6verskottsfordelningar som konver-
gerar i fordelning mot betingningsstabila fordelningar, dvs. gp-fordelningar. Alltsa konver-
gerar felintensiteten for dessa omskalade Gverskottsfordelningar mot felintensiteter hos gp-
fordelningarna. Men i familjen av generaliserade paretofordelningar kan endast tre kvalitativa
beteenden hos felintensiteterna férekomma: konstant eller avtagande eller viixande. De tva
férsta svarar mot gp-férdelningar med o#ndligt stod. Den sista svarar mot en gp-férdelning
med dndligt stod. Detta inses genom att beridkna felintensiteten till gp-fordelningen:

Lat X ~ gp(up, o, 8). Da far X felintensitet

ha) f(z) L+ @)(_1”_1)
€Tr) = =
1—F(z) (1+@)71/ﬁ

- 1
- o(1+B2)°

Derivering ger h'(z) = —W. Gp-fordelningen har saledes okande felintensitet da

B < 0, konstant felintensitet da 8 = 0, och avtagande da 8 > 0. Enligt definition (2.12) av
gp-fordelning stimmer alltsa pastaendet.

I figur 13 ser vi felintensiteterna till de omskalade Gverskottsférdelningarna Gver 0.05-
kvantilen. I endast ett fall fas en 6kande felintensitet, ndmligen hos normalférdelningen. I
fallet med exponentialférdelningen &r felintensiteten konstant. Felintensiteten for den omska-
lade kanonisk coxianska fordelningen avtar mot en konstant. De resterande tre férdelningarna;
lognormal-, t- och paretoférdelningen, har avtagande felintensiteter. Férdelningarna med en
avtagande felintensitet for den omskalade 6verskottsfordelningen tenderar att ha férre fall av
svansapproximationer F}* med &ndligt stod, se tabell 5.

Asymptotiskt har alla fordelningar i var undersékning med undantag for paretoférdel-
ningen omskalade 6verskottsfordelningar med felintensiteter som gar mot en konstant. Pare-
tofordelningen ar i sig en gp-férdelning och behaller darfor sin avtagande felintensitet &ven
efter omskalning och betingning.

Troskel' | Normal Lognormal Pareto t  Kanonisk cox Exponential Summa
95 8 0 0 5 1 6 20
97.5 9 4 1 5 5 6 30
99 7 5 4 5 8 10 39
Summa 24 9 5 15 14 22

Tabell 5: Antalet fall av svansapproximationer F}* med dndligt stéd i undersdkningen per fordelning
och troskel. ' Anger percentil for troskeln.
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Felintensitet

0.5 =

u u+0.5 u+l u+l.5 u+2 u+2.5 u+3 u+3.5 u+4

Figur 13: Felintensiteter fér de omskalade Gverskottsfordelningarna. Observera att u dr respektive
fordelnings 95-percentil, varfor [u, u + 4] dr olika intervall for varje fordelning.

Konvergensen &r i regel langsam och f6r vissa férdelningar och parameteruppséttning-
ar dr den mycket langsam, se figur 5 i avsnitt 2.4.5. POT-metoden &r som méanga andra
viktiga metoder i statistik ett resultat av konvergens i fordelning. I verkligheten dr man
hénvisad till approximation, som kan lida kraftigt av den langsamma konvergensen. For nor-
malfordelningen kommer t.ex. den omskalade intensiteten Gver 0.05-kvantilen att vara tydligt
O0kande. Det &r av den anledningen inte konstigt att maximum likelihood-skattningarna ger
en gp-fordelning med Skande felintensitet och dirmed ett &ndligt stod. I tabell 5 ser vi att
normalfordelningen hade absolut flest forekomster av svansskattningar F;* med dndligt stod.
Strax direfter kommer exponentialférdelningen. Lognormal- och paretoférdelningarna, som
bada har avtagande felintensitet for den omskalade Gverskottsfordelningen, har minst an-
tal av svansapproximationer F} med dndligt stod. T-fordelningen, som ocksa har avtagande
felintensitet, sticker ut eftersom den, trots avtagande felintensitet, har ganska manga fall av
andligt stod for Fy.

Exponentialférdelningen har en omskalad dverskottsférdelning med konstant felintensitet.
En understkning av de maximum likelihood-skattade parametrarna till F;}* for fordelningen
visar att formparametern oftast har en skattning som ligger néra noll fér den ligsta troskeln.
Oftast kommer da forsta nollskilda siffran i andra decimalen. Dessa skattningar ligger alltsa
nira det asymptotiska resultatet for 6verskottsfordelningarna, da formparametern dr noll. Att
skattningen av formparametern aldrig resulterar i exakt noll beror férmodligen pa slumpen
vi dr utsatta for i och med stickproven. En annan forklaring skulle kunna vara MATLABs
numeriska skattningsalgoritm. Aven en liten avvikelse nedat fran nollan gor att stodet for
F} blir dndligt. For de hogre troskelvirdena tenderar formparameterns skattningar att ligga
langre fran noll.

De fordelningar som har omskalade 6verkottsfordelningar Gver 0.05-kvantilen med kon-
stant eller vixande felintensitet far alltsa oftare svansapproximationer F} med &ndligt stod.
Den foérdelning som sticker ut &r t-férdelningen, som far nagot fler fall med svansapprox-
imation med &ndligt stod, trots en omskalad Gverskottsfordelning som har en avtagande
felintensitet. Mdjligen kan detta forklaras med var undersdknings begrinsade underlag.

35



6 Diskussion

I kapitlen ovan har grunden for extremvirdesteori och teorin bakom fastypsférdelningar pre-
senterats. Bada omradena har resultat som kan anvindes for att motivera approximationer
av svansarna Over en troskel hos fordelningar. I ett senare kapitel har en empirisk undersok-
ning gjorts i syfte att utviirdera hur bra gp-fordelningar respektive fastypsférdelningar av
den coxianska klassen &r pa att approximera svansar Over en troskel. I bada metoderna har
varden Over troskeln anvints for att skatta parametrar hos férdelningarna. Den ursprungliga
tesen var att for en 1ag troskel dr konvergensen mot gp-fordelningen dnnu inte uppnadd. Da
borde approximationsegenskaperna hos de coxianska fordelningarna gora dessa mer l&dmpliga
for att skatta sannolikheten for extrema virden. Som redan papekats var resultatet inte helt
i linje med var tes och inte heller entydigt pa nagot vis. Detta kan dock ha sin forklaring i
undersdkningens begrinsade omfattning, framférallt gillande antalet simuleringar.

For att pa ett mer detaljerat sitt undersoka om hypoteserna haller kan en fortsattning
vara att genomféra en storre undersokning dn den som redogjorts for i foregaende kapitel.
Ett mer naturligt sitt att planera undersdkningen hade varit att basera undersdkningen pa
samma sorts simuleringar, men istéllet for att para och jimfora avstanden till 0.001 foku-
sera pa skillnader i medelvirden och standardfel mellan metoderna. For att detta ska vara
genomforbart behdver man 16sa det problem vi upplevt med implementeringen av program-
varan EMpht, si att man kan anropa den godtyckligt manga ganger i en korning. Pa sa vis
hade man fatt ett betydligt storre stickprov av skattningar att jobba med. Mer littillgéngliga
statistiska metoder hade da kunnat anvindas for att utvardera resultatet.

Som papekats tidigare &r en nackdel med EMpht-algoritmen att de resulterande skatt-
ningarna inte nédvindigtvis ger ett globalt maximum for likelihoodfunktionen, da den kan
fastna i sadelpunkter eller lokala maxima. For att f4 bukt med detta hade man beho6vt struk-
turera kdrningarna av EMpht sa att varje skattning av parametrarna i en coxiansk férdelning
hade gjorts for manga olika startfréer. Genom en sadan metod hade man haft battre kontroll
over nir skattningarna verkligen ger en maximumpunkt, t.ex. hade en stor skillnad i skatt-
ningarna mellan olika fréer indikerat att skattningarna i flera av fallen troligen inte ger en
maximumpunkt. For att gora detta hade dven en studie av EM-algoritmen i allménhet och
tillimpningen for fastypsfordelningar i synnerhet varit nédvindig.

I arbetet med att utvirdera hur bra en coxiansk fordelning &r pa att skatta olika férdel-
ningars svansarna over en troskel har en ordning pa fyra genomgangstillstand valts. Valet var
godtyckligt. I linje med tidigare férslag pa férbéttringar av undersékningen hade en nérmare
studie av de coxianska fordelningarna kunnat ge en béttre grund for valet av ordning hos den
approximerande fordelningen.

Som visats i kapitlet om undersékningen ger de approximerande gp-férdelningarna ibland
skattningen 0 av P(X > qo.01)- Det ligger i teorins natur att denna skattningen &r en
sdmre skattning #dn, sig, 0.002. For att justera undersokningen hade en transformation av
svanssannolikheter pa lampligt sett kunnat gora nollskattningar mer “kostsamma” &n andra
felskattningar.

Bland gp-fordelningarna finns inte nagon férdelning som har en vixande felintensitet i
kombination med odndligt stod. Som vi har sett ger normalfordelningen 6ver en hog troskel
u en felintensitet som &r linjart viixande. Detta trots att felintensiteten gar mot en konstant
da u — oo. Samtidigt ger de maximum likelihood-skattade parametrarna i en gp-fordelning
ett dndligt stod. Detta belyser varfor det vore bra att ha en klass av férdelningar som dven
innehaller vixande felintensiteter samtidigt som oéndligt stod.

Man skulle kunna tinka sig en dndamalsenlig modell som innehaller
i) klassen av gp-fordelningar,
ii) alla férdelningar med linjart vixande felintensitet,
iii) en fastypsférdelning av coxiansk typ av ordning k, for k fixt.
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En sadan modell verkar efter denna undersokning lidmpad att anvinda for att skatta
svansen hos fordelningar, med malet att skatta sannolikheter for extrema virden. Det vore
intressant att se en modell som innehaller &tminstone ett par av ovanstaende klasser av for-
delningar.

Ett mer Gvergripande problem nér det giller skattningen av sannolikheten for extrema
varden ar att "facit” saknas. Det dr ett aterkommande problem inom statistik, men kan anses
vara olika allvarligt i olika sammanhang. I jimforelse med till exempel centrala grénsvér-
dessatsen, dir resultaten géller for alla férdelningar, dr extremvérdesteorins resultat mindre
generella. Alla férdelningar har inte en Overskottsfordelning som konvergerar mot en gp-
fordelning. Det &r problematiskt eftersom man i verkligheten sillan har data som man vet
kommer fran en specifik teoretisk fordelning. Ett annat problem &r hastigheten hos kon-
vergensen, som varierar for olika fordelningar och parametrar. Hur rimligt antagandet om
konvergens dr beror dirfor i stor utstrickning pa ursprungsférdelningen.

Dessa problem &r viktiga att ha i atanke vid anvindning av extremvérdesteori, som alltid
bor anvindas med forsiktighet.
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A Appendix

A.1 Entydigheten hos den kvasistationira férdelningen v = (0,0, ..., 1)
for en kanonisk coxiansk fordelning

Lat Z vara en stokastisk variabel med kanonisk coxiansk fordelning. Antag att det utover
v = (0,0,...,1) finns minst en till kvasistationédrfordelning (14, vs, ...,1,), dir v; = P(Z, =
’L|Zt 7& 0) = P(Zt_;,_u = i|Zt+u 7é 0) for i = 1, ...D.

DA giller att

ety
= o= 101+ Fupfp)t (8)

Namnaren dr sannolikheten att inte ha absorberats vid tidpunkt ¢. Téljaren dr sannolik-
heten att hamna i tillstand ett och att stanna dér.

(8) ger

e~ Mt — o= (n014. Frply)t

)\11 = 1/191 + ...+ z/pﬁp (9)

Men )A;; > 6; och for en kanonisk coxiansk foérdelning géller Aj; > Aaa > ... > Ay,
vilket ger att A; > 61, ..., 6,. Dessutom géller att > "'_, v; = 1. Sa likheten (9) ger en motsé-
gelse. Alltsa kan den kvasistationidra fordelningen inte ha nigon sannolikhetsmassa i forsta
tillstandet. Att detsamma géller for tillstand 2,...,p — 1 visas med hjilp av induktion.

A.2 Mer detaljerade berdkningar for hur ett uttryck fas fram for
felintensiteten h(t):

Om 1'(0) = 0 fas

0="nr(0)= = W({t)=0 = h(t)=c
Eftersom h(0) = 1 fas darfor att h(t) = 1 for alla t.

Om 7/(0) # 0 innebér det att

Vi far att 1/h(t) = 1 + At for en konstant A ty
A =h(0)=d/dt(1/h(t))
Och
o= [ 21

Sa

At +d=1/h(t)
Dér h(0) =1 ger

1/h(t) = At + 1

Vilket ger att

1

Mt =11
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A.3 Hirledning av skattningen ¢y

Lat Z vara veckomax med fordelningfunktionen F,, X vara 6verskottet, dvs. X = (Z|Z > 12),
med f6érdelningsfunktionen F, och F' vara den approximerande funktionen till F.

Definitionen av betingad sannolikhet ger:

_ P(12<Z<qo01) _ F.(qo.o1)—F.(12)  1-F.(12)-0.01 _ 0.01
P(Z < q.01|1Z > 12) = P(Z>1q20)01 = (;{10—01172(12) =T rm =l TRy

Vi far:
q.01 = F; (1 - %) (*)

~ Om vinui (¥) erséitter I, med F' och F;(12) med den empiriska fordelningsskattningen
F,(12) sa fas:

~ F—1(1 .- 001
qo.o1 = F7 (1 1—13“”(12))

A.4 Programkod

Efter samrad med handledaren har vi kommit fram till att inte lagga in programkoden hir
eftersom den skulle ta mycket plats och var beddémning &r att den inte skulle tillféra sa
mycket.
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