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Syftet med denna studie ar att med variationsteorin som teoretisk grund undersoka undervisningen i tva
elevgrupper i arskurs 1 dar fingertalen, beskrivna av Dagmar Neuman, introducerades. Studien belyser (i) vilka
monster av variation som presenterades i undervisningen samt, (ii) hur eleverna i de respektive grupperna
eventuellt forbattrade sig. Vidare fokuseras (iii) huruvida undervisningen verkade gynna de kunskapsmassigt
svaga eller starka eleverna.

Studien &r en kvalitativ experimentell studie inspirerad av arbetsséttet i en learning study. Eleverna delades upp i
tva grupper, och utifran studiens larandeobjekt, att forsta och kunna anvanda sig av fingertal, planerades tva
lektioner for grupp A. Utifran lektionsanalys och resultat i for- och eftertest reviderades lektionsplaneringen
infor undervisningen med grupp B.

Da eleverna redan i fortestet uppvisade goda resultat kunde endast en mindre forbattring av medelvérden i bada
grupperna pavisas. Grupp A forbattrade sitt medelvérde nagot mer. Detta kan forklaras av att de tva elever som
forbattrade sitt resultat markant béada tillhérde denna grupp. Dessa tva elever tillhdrde de elever som fatt lagst
poéng i fortestet, men efter undervisningen forbattrade de sitt resultat avsevart.

| grupp A forbattrade eleverna framst sin formaga att direkt forma fingertalet 8. Fardighetstraning for denna
formaga iscensattes i undervisningen for saval grupp A som B, men i grupp B I6ste samtliga elever denna
uppgift redan i fortestet. Grupp B visar daremot en nagot stérre forbattring rérande problemldsningsuppgifter. En
forklaring till detta kan ha varit att flera kritiska aspekter varierades samtidigt i en problemlésningsuppgift som
endast forekom i undervisningen med grupp B.

Studien ar relevant for blivande och yrkesverksamma larare d& undervisningen av fingertal verkar vara ett
arbetssatt som gynnar de kunskapsmassigt svagare eleverna.



Forord

Redan under min forsta termin pa lararprogrammet blev jag inspirerad av variationsteorin.
Kanske ar det min naturvetenskapliga bakgrund som gor att jag tilltalas av det systematiska
sattet att bryta ner undervisningsinnehallet i distinkta delar. Stravan efter att géra nagot sa
komplext som larande greppbart gor variationsteorin anvandbar som teoretisk grund i ett
arbete som detta. Det har varit véldigt roligt och givande att arbeta med barnen som med liv
och lust gatt in for detta arbete. Tack for att ni ville stalla upp och lata mig fundera kring alla
de intressanta och intelligenta svar ni gav pa mina fragor. Ett stort tack aven till er
klassforestandare som uppmuntrat mig och underlattat mitt arbete.

Jag vill tacka min handledare, Angelika Kullberg, som inspirerat mig och bidragit med manga
vardefulla infallsvinklar. Det var &ven mycket uppmuntrande att Ference Marton horde av sig
for att diskutera uppsatsen.

Ett stort tack till min familj som engagerat sig i mitt projekt. Min fyradring har fatt rakna
mycket pa fingrarna denna period!
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1 Inledning

Vart tredje ar sedan 2000 genomfér OECD (Organisation for Economic Co-operation and
Development) en internationell métning, PISA (Programme for International Student
Assessment), 6ver 15 aringars kunskaper i lasning, naturvetenskap och matematik
(Skolverket, 2013). Den senaste undersokningen, PISA 2012, visar att Sverige ar det land dar
resultaten sjunkit mest sedan 2000, och att de svenska eleverna numera ligger under
genomsnittet i samtliga tre undersokningsomraden. Inom omradet matematik ar forsamringen
ungefar lika stor hos hogpresterande som lagpresterande elever. | PISA 2012 presterade 25 av
34 OECD-lander signifikant battre &n Sverige i kunskapsomradet matematik, daribland
Norge, Finland och Danmark. De asiatiska landerna Japan, Sydkorea, Singapore, Shanghai-
Kina och Hongkong-Kina dominerar stort i toppen i samtliga omraden. Att de svenska
elevernas resultat sjunkit kontinuerligt manar till eftertanke, menar Skolverket. Ett sétt att
vanda trenden skulle kunna vara att ta lardom av de lander som varit mer framgangsrika.

I lander som Kina och Japan &r det naturligt att larare i kollegialt samarbete studerar och
utvarderar sin egen undervisning (Kullberg, 2010). | Japan kallas arbetssattet for lesson study.
Med utgangspunkt i lesson study och variationsteorin har forskare fran Géteborgs Universitet
och universitet i Hong Kong utvecklat learning study, en modell for att systematiskt studera
och utveckla undervisningen. | denna uppsats ar studieupplagget inspirerat av arbetsgangen i
en sadan learning study och variationsteorin utgor den teoretiska grunden.

Forskaren Dagmar Neuman (1993) pekar pa att omkring 15 % av eleverna som barjar forsta
klass saknar en grundlaggande “kénsla for tal”. Denna procentsats dverensstimmer med den
andel elever som utvecklar matematiksvarigheter. Neuman fragar sig om det kan vara sa att
skolan inte lyckas hjalpa dem som inte redan pa egen hand lyckats narma sig en forstaelse for
tal. Hennes foljdfraga blir hur de barn som redan innan skolstarten utvecklat en
grundlaggande talforstaelse lyckats med detta. Neumans utgangspunkt ar att genom att narma
sig barnets eget satt att bilda sig en taluppfattning sa kan viktiga nycklar, for att forsta de
problem som barn med matematiksvarigheter har, upptackas.

Flera naturfolk har utvecklat system for att lata punkter pa kroppen representera antal
(Neuman, 1993). Kroppen anvéands som raknesystem, exempelvis kan antal upp till 30
representeras genom att peka pa punkter fran ena fingret langs med kroppen till andra armens
armbage. Sma barn foredrar ofta att visa antal med hjalp av sina fingrar, snarare &n med
rakneord. Dantzig menar att formagan att rakna ar knuten till vara 10 fingrar, att det ar med
hjalp av fingrarna som var rakneféardighet historiskt sett utvecklats (Dantzig i Neuman, 1993,
s. 37). Genom att anvénda fingrarna kan den kardinala och ordinala aspekten, det vill sdga hur
tal kan uttrycka savil antal sésom ordningsfoljd, knytas samman. Aven det tidigaste romerska
siffersystemet bar spar av hur fingrarna fatt representera ordning och antal (Neuman, 1993).
Symbolen | representerar da ett finger, \V avbildar en hand med fyra fingrar tillsammans och
tummen sarskiljd medan X representerar tva korsade hander.



| denna studie utnyttjas den naturliga grupperingen hos fingrarna som en utgangspunkt for att
lara barn att se tal och relationen mellan delar och helhet.

2 Teoretisk grund

2.1 Variationsteorin

Variationsteorin ar en larandeteori som vuxit fram ur en fenomenografisk ansats hos en
forskningsgrupp vid Goteborgs Universitet (Marton & Booth, 2000).

Fenomenografi grundar sig pa att olika manniskor uppfattar och forstar var omvarld pa skilda
sétt (Marton & Booth, 2000). Olika aspekter fokuseras, medan andra inte uppmarksammas
eller tas for givna. Det monster av aspekter som en individ urskiljer lagger grunden till vilken
mening den personen tillskriver fenomenet. Larande forstas inom ramen for fenomenografin
som en forandring i monstret av aspekter som samtidigt framtrader for individen, som ett
forandrat satt att se pa det aktuella fenomenet.

Hong Kong baserade professor Mun Ling Lo (2012) fortydligar att variationsteorin inte
handlar om en varierad undervisning. Variationen syftar istillet pa varierandet av egenskaper
knutna till de aspekter som forvantas vara avgorande for elever larande (Lo, 2012).

Varje dag 6verdses vi av intryck. Vi har inte mojlighet att fokusera pa dem alla, och tar darfor
in skilda intryck hogst selektivt. Variationsteorin bygger pa var formaga att fokusera pa det
som sticker ut, det som varierar. Lo (2012) lyfter exempel fran naturen, hur blommor med
klara farger sticker ut ur en gron I6vmassa for att uppmarksammas av insekter. Ett annat
exempel ar hur ett foremal i rorelse uppmarksammas mot en stillastaende bakgrund. Genom
att systematiskt variera vissa aspekter, medans andra halls konstanta kan man hjélpa
maéanniskor att rikta sin uppméarksamhet mot 6nskade aspekter.

Runesson menar att for att forsta vad nagonting ar maste man forsta vad det inte ar (Runesson,
1999). Lo uttrycker det som for att kunna bli medvetna om ett fenomen sa krévs det att detta
stélls i kontrast mot andra fenomen (Lo, 2012). Hon exemplifierar med hjalp av farger. Om
rod vore den enda fargen i var varld hade vi inte haft nagon mojlighet att uppleva fenomenet
farger. Det vore helt enkelt sjalvklart att allt vore rétt, rédheten vore ingenting vi noterade. Nu
har vi dven andra farger i var varld, och for att lara ett litet barn namnen pa dem kan vi peka
ut en rod boll och en gron boll. Men for att barnet ska kunna sarskilja fargaspekten fran bollen
underlattar det om vi dven pekar ut en rod stol och en rod knapp. Forst da kan barnet dra
slutsatser kring hur rott knyts till begreppet férg.

Inom variationsteorin betonas vikten av att variationen kan upplevas samtidigt. Lo tar som
exempel leken "finn fem fel” dar man ska finna fem olikheter hos tva forovrigt identiska
bilder (Lo, 2012). Det skulle vara betydligt mycket svarare att peka ut olikheterna om man
endast fick se en bild i taget och inte hade mojligheten att direkt jamfora dessa. Larande
maojliggdrs genom urskiljning, dar separerade fenomen stélls emot varandra, snarare &n
upprepning av manga liknande exempel.



Vikten av samtidig urskiljning exemplifieras av Runesson (1999) da hon beskriver hur ett
barn skapar sig forstaelse av tal. Samtidigt som barnet ar medvetet om talet som en position i
en rakneramsa maste hon kunna uppfatta talet som en mangd av en viss storlek. For att kunna
urskilja talet behover barnet dessutom kunna stélla det i kontrast mot andra tal; for att talet
fem ska fa en mening kravs att barnet kanner till andra tal, exempelvis fyra och sex.

2.1.1 Larandeobjektet och dess kritiska aspekter

Inom variationsteorin betonas innehallet i undervisningen. Forhallandet mellan undervisning
och larande star i centrum i variationsteoretiska studier (Wernberg, 2009). Ett specifikt
larandeobjekt fungerar som utgangspunkt (Lo, 2012). Larandeobjektet innebar saval det
direkta innehallet i undervisningen liksom de formagor som det specifika larandet indirekt
kan bidra till att utveckla pa lang sikt.

Larandeobjekt skiljer sig fran generella kunskapsmal genom att mal ofta ar stora och
overgripande, medan larandeobjekt ar vél avgransade och dessutom anpassade utifran en
specifik elevgrupp (Wernberg, 2009). Larandeobjektet &r dessutom dynamiskt i forhallande
till elevgruppen och kan férandras under arbetets gang.

L arandeobjektet kan ses utifran olika perspektiv (Wernberg, 2009). Lérarens perspektiv ar det
intentionella larandeobjektet, det lararen planerat och avser att eleverna ska lara sig. Det ar
dock inte sjalvklart att larandeobjektet behandlats pa ett sadant satt sa att det som lararen
avsag att lara ut var mojligt att urskilja for eleverna. Forskarens perspektiv ar darfor det
iscensatta larandeobjektet, det vill sdga det larandeobjekt som potentiellt varit mojligt att
uppfatta under lektionen, utifran vilka monster av variation som erbjudits. Skilda elever tar till
sig samma undervisning pa olika satt. Larandeobjektet som det uppfattas av eleven benamns
det erfarna larandeobjektet.

Varje fenomen kan ses fran olika synvinklar. Skilda erfarenheter innebar att olika manniskor
lagger marke till olika ting och urskiljer olika aspekter (Kullberg, 2010). Vilka aspekter som
kan tankas vara kritiska for att erfara ett larandeobjekt ar en central fraga inom
variationsteorin.

For varje larandets objekt finns det aspekter av innehallet i undervisningen som ar
avgorande, kritiska for elevernas larande. For att forsta/uppfatta nagot pa ett visst satt
maste vissa aspekter bli urskilda. Dessa aspekter ar kritiska for larandet (Kullberg,
2004, s.4).

Genom att upptacka nya aspekter forandras individens sétt att se pa ett fenomen. Enligt
variationsteorin definieras larande som ett nytt satt att se pa nagonting (Lo, 2012).

Magnusson och Maunula menar att sokandet efter kritiska aspekter kan fungera som ett
verktyg for att upptdcka vad man som l&rare tar for givet (Magnusson & Maunula, 2011a).
Genom att vara lyhord gentemot sina elever kan aven lararens forstaelse for larandeobjektet
fordjupas (Lo, 2012).



2.1.2 Monster av variation

Magnusson och Maunula (2011a) lyfter fram tva huvudsakliga satt for att skapa monster av
variation; separation och fusion. Principerna illustreras med hjalp av larandeobjektet en tand
lampa som exempel. Separation innebér att en aspekt av larandeobjektet skiljs ut och varieras
medan Gvriga aspekter halls konstanta. | exemplet separeras aspekten tand. Separation kan
astadkommas med hjalp av kontrast, ett motexempel, i detta fall kan aspekten tand erfaras
genom att stéllas i forhallande till en slackt lampa. Vidare kan sammanhanget varieras, i vilket
objektet ar konstant. Har uppstar en generalisering som i vart exempel kan astadkommas
genom att egenskapen tand varieras med olika ljusstyrkor. | nésta steg kan aspekten lampa
separeras och kontrasteras mot andra lysande foremal, exempelvis ett tant stearinljus.
Fenomenet lampa kan generaliseras genom att visa pa olika lampor, exempelvis elektriska
lampor och oljelampor. Slutligen kan flera kritiska aspekter varieras samtidigt, vilket bendmns
fusion med variationsteoretiska termer. | exemplet varieras olika lampor och olika ljusstyrkor
for att moéjliggora urskiljandet av olika aspekter samtidigt.

Magnusson och Maunula (2011b) menar att det tyvarr ar allt for vanligt att lararen later flera
aspekter variera samtidigt i fusion pa ett allt for tidigt stadium i undervisningen. Det ar da inte
mojligt for eleverna att urskilja vad som &r vad, och innehallet i undervisningen kan komma
att upplevas som rorigt.

2.2 Learning Study

| lander sasom Kina och Japan ar det vanligt forekommande att larare studerar och forsoker
utveckla sin undervisning i samarbetar med kollegor. (Kullberg, 2010) | Japan kallas detta
samarbete for lesson study.

Inspirerad av lesson study utvecklade Ference Marton i bérjan av 2000-talet tillsammans med
kollegor i Hong Kong ett arbetssétt kallat learning study (Kullberg, 2010). En viktig skillnad
mellan lesson study och learning study ar att den senare ar knuten till en larandeteori,
vanligtvis variationsteorin. Malet med learning study ar att framja elevernas larande, men
aven att undersoka vilka forutsattningar som kravs for larande, det vill sdga vilka de kritiska
aspekterna for ett visst larandeobjekt ar. Genom att systematiskt studera forhallandet mellan
larande och undervisning kan learning study dven vara ett verktyg for utvecklandet av larares
professionalitet.

Learning study kan alltsa ses som ett verktyg for att applicera variationsteorin i klassrummet
(Lo, 2012). En grupp med larare, vilka vanligtvis dr verksamma i samma @mne och pa samma
niva samarbetar med en forskare for att utforma lektioner kring ett larandeobjekt.

En learning study startar med att gruppen kommer 6verens om ett dmne och ett larandeobjekt
(Kullberg, 2010). Elevernas forkunskaper inom detta omrade testas och lararna planerar
gemensamt en lektion utifran de kritiska aspekter de vantar sig vara avgorande for att forsta
larandeobjektet. En lektion halls av en av de medverkande lararna. Elevernas larande
utvarderas i eftertester och/eller intervjuer och lektionen videofilmas och analyseras.
Nastkommande lektion i cykeln justeras utifran analysen. For varje lektion i cykeln stravar
lararna efter att med allt storre precision ringa in de kritiska aspekterna, och hur dessa kan
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framtrdda genom monster av variation, for att skapar forutsattningarna for att eleverna ska
lara.

En slutsats som Lo drar utifran 29 genomforda learning studies i Hong Kong, ledda av Lo,
Marton och Pong dr att det framst &r de elever med samst resultat i fortesten som verkar
gynnas av upplagget (Lo, 2012). Skillnaden mellan de med hdgst respektive lagst resultat
minskade i eftertesterna jamfort med fortesterna.

2.3 Tidigare forskning

2.3.1 Utveckling av talforstaelse

Gelman och Galistel (1978 i Lowing, 2008, s. 44f) har utvecklat en modell med fem principer
for hur barns taluppfattning utvecklas. De tre forsta principerna antas vara genetiskt nedarvda
och kan med ratt stimulans utvecklas mycket tidigt. Den forsta principen kallas
abstraktionsprincipen, vilken specificerar mojligheten att bestdmma antalet objekt i en
avgransad mangd. Ett-till-ett-principen &r den andra principen, vilken innebdr att man genom
parbildning kan avgéra om tva mangder innehaller samma antal foremal. Den tredje principen
kallas for principen om godtycklig ordning och innebar att man far samma resultat i vilken
ordning man an raknar objekten. Princip nummer fyra och fem skiljer sig fran de tre forsta da
de kraver tréning och utvecklas i en social kontext. Nummer fyra, principen om talens stabila
ordning, innebar en parbildning mellan foremal och rakneord for antalsbestamning. For detta
kravs kunskap om talens namn saval som ordningsféljd i rakneordssekvensen. Den femte
principen bendmns antalsprincipen, vilken innebér att det sist namnda rakneordet anger
antalet foremal i upprakningen av en mangd.

Aven Karen C. Fuson (1992) beskriver barns utveckling av talforstaelse, vilken hon delar in i
fem nivaer. Hennes forsta niva, “’string”("ramsa”, min 6versattning) kannetecknas av att
barnet kan rabbla rakneramsan, men orden som rabblas ar inte atskiljda, utan barnet raknar
entvatrefyrafem... | nasta niva ”unbreakable list” (”odelbar ordf6ljd”, min Gversattning) ar
rakneorden atskilda och varje rakneord kan paras ihop med ett objekt. Inom denna niva
upptéacker barnet talets kardinala aspekt, det sist uppraknade ordet talar om antalet for alla de
uppraknade objekten. | den tredje nivan breakable chain® (“delbar sekvens”, min
oversattning) behover barnet inte rakna alla objekt i bada termerna, utan kan utga fran den ena
addenden och rakna upp den andra. Den fjarde nivan benamner Fuson “’numerable chain”
("numerisk sekvens”, min oversattning) dar en metod for att halla ordning pa den andra
uppraknade addenden utvecklats, for att barnet ska veta nér hela den andra addenden &r
uppraknad. Barnet kan exempelvis sétta upp ett finger for varje raknat steg eller rékna med en
parallell rakneordssekvens. Den femte nivan kallas for ”bidirectional chain/ truly numerical
counting” ("dubbelriktad sekvens/ rent numeriskt réknande”, min dversattning). Nar denna
niva natts kan barnet dela upp de ingdende addenderna i ytterligare delar for att pa ett flexibelt
satt hantera dessa. Detta da barnet ar fortrogen med alla de delar som ett tal kan delas upp i.
For att 16sa uppgiften 7+5 kan barnet da dela upp 5 i delarna 3+2 och berékna
7+3+2=10+2=12. Nivan innebar dven att barnet kan anvanda sig av kanda talkombinationer



for att l6sa okanda. Exempelvis kan barnet anvanda sig av kunskapen att 6+6=12 for att forsta
att 6+7=6+6+1=13.

2.3.1.1 Utveckling av talférstdelse enligt Dagmar Neuman

Forskaren Dagmar Neuman arbetade under manga ar som specialpedagog inom amnet
matematik. En av hennes erfarenheter fran arbetet med barn med matematiksvarigheter ar
vikten av en djup forstaelse av talen 1-10 och relationerna dessa tal emellan (Neuman, 1987).
Dessa tal lagger grunden for vart aritmetiska system och ar en forutséttning for att kunna lara
sig de fyra raknesatten. Att vara fortrogen med talen 1-10 &r enligt Neuman att kunna se saval
talets helhet som dess inneboende delar. Talet 7 kan exempelvis delas upp i 1+6, 2+5 och
3+4. Genom att dela upp samtliga tal mellan 1 och 10 pa alla de satt som &r mojliga
framtrader 25 kombinationer. Ett barn som kan se dessa kombinationer kan losa
rakneuppgifter genom att ”se” eller ”strukturera” talen snarare an att rdkna. Detta géller &ven
utanfor talomradet 1-10. Exempelvis kan uppgiften 13-7 enkelt l6sas om man kan se delarna 7
och 31 10. Nar delen 7 dragits bort kan delarna 3 och 3 adderas.

Neuman uppméarksammade att nagra barn, omkring en elev per klass, redan vid skolstart hade
utvecklat en fortrogenhet med talen 1-10 och dess del-del-helhetsrelation (Neuman, 1987).
Andra elever hade inte tagit till sig detta begrepp i gymnasiet. Genom att utreda barns
taluppfattning vid skolstarten strévar Neuman efter att med en fenomenografisk ansats finna
barns egna satt att ndrma sig matematiken.

Neuman utgar fran en fenomenografisk ansats och beskriver och kategoriserar elevers
taluppfattning i sju 6vergripande kategorier (Neuman, 1993). Dessa sju kategorier illustreras i
figur 1.

RORELSE (2- och 3-grupper)
4
DELAR UTAN HELHET | &~
NAMN
o ‘y
OMFANG
/ DUBBLOR
DUBBELRAKNADE TAL UPPRAKNADE TAL FINGERTAL /
\ ABSTRAKTA TAL
Matematiksvarigheter De fyra raknesatten

Figur 1: Barns talutveckling, forenkling av Dagmar Neumans (1993, s. 67) illustration.



Neumans (1993) forsta kategori, uppfattning av tal som rorelse &r en tidig uppfattning dar
rakneramsan knyts till den rérelse barn har forstatt att man utfor nar man raknar. Uppfattning
har dock ingen kvantitativ innebdrd, da rakneorden &r knutna till den rérelse som utfors nar
man raknar snarare an de féremal som raknas.

Nésta steg bendmner Neuman (1993) ’delar utan helhet”. Neumans tolkning ar att barnens
taluppfattning i denna fas influerats av situationer dar man ska dela rattvist. Barn kan da
fordela i lika delar genom att lagga ut ett foremal i taget. De raknar dock inte helheten, varken
fore eller efter uppdelningen.

”Namn” &r Neumans (1993) nastkommande steg i utvecklandet av en talforstaelse. Har
fokuserar barnet pa den ordinala aspekten hos tal, barnet namnger vart och ett av de raknade
foremalen. Barnet kan vara medvetet om att helheter kan delas upp och "mater” foremalen
med en tankt talrad. | ett exempel dar 9 foremal ska delas i tva delar skulle barnet kunna
uttrycka att det finns 9 féremal i ena delen och 6 i den andra. Det finns en logik i detta svar da
barnet forstatt att det sista talet i en talrad benamner féregaende tal. Dessa inre gransnamn
framkommer i svaret da barnet benamner talen 1-6 i den tankta talraden som 6, medans talen
7-9 behaller sina ursprungliga "namn” och benamns som grupp 9.

Nasta kategori, omfang™, beskriver den kardinala aspekten av tal (Neuman, 1993,). Barnet
har forstatt att rakneorden beskriver en mangd, vilken kan vara “ganska lite”, “"mittemellan”
eller "ganska mycket”. Ett barn med denna taluppfattning skulle protestera mot pastaendet att
man kan ha 7 godisar kvar om man tappat 8 av 10. En sa stor del kan ju inte vara kvar nar
man tappat s mycket, tycks barnet resonera. Daremot har barnet inga verktyg for att exakt
bestamma hur manga den kvarvarande delen i exemplet bestar av. Efter kategorin "omfang”

foljer kategorin ’fingertal”. Denna behandlas separat i ndstkommande avsnitt.

En taluppfattning som kan I6pa parallellt med de beskrivna stegen ovan ar kategorin
dubblor’” (Neuman, 1993). Redan mycket sma barn kan uppfatta och urskilja grupper av 2,
av 3 och eventuellt av 4 foremal. Fenomenet benamns subitizing. Denna férmaga kan
utvecklas genom att barnen lar sig att organisera talraden i grupper om tva eller tre enheter.
Dessa enheter kan sedan anvandas som en sorts mental “mattstock”. Utan att rakna kan barnet
”se” pa sin tankta talrad att tva 3-grupper ger 6. Denna kunskap kan barnet utga ifran vid
I6sningen av andra uppgifter, sasom att 5+4=9 eftersom det blir ett mer an “dubblan” 4+4=8.

De konkreta forestallningarna av tal, sasom fingertal och dubblor hjalper oss att upptacka
strukturen i hur tal ar relaterade till varandra (Neuman, 1993). Sa smaningom é&r dessa
strukturer sa val forankrade i vart medvetna att behovet av konkretiseringar inte lagre behovs.
Vi bara "vet” att delarna 7 och 2 ryms i 9 och att 9-7 foljaktligen blir 2. Barnet erfar talens
ordinala saval som kardinala aspekter samtidigt. Neuman benamner denna kategori av
taluppfattning som ’abstrakta tal™.

Gemensamt for ovanstaende kategorier &r en stravan hos barnet att ”se” I16sningen pa
matematiska problem. Kategorin uppraknade tal’ skiljer sig fran de dvriga genom att barnen
har lagger fokus pa att rakna varje enskilt foremal (Neuman, 1993). Sa smaningom kan
raknandet effektiviseras, exempelvis genom att barnen inser att de kan rakna framat ifran den
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storsta termen i addition. Neuman ser dock en risk i att dverdriven rakning resulterar i
problem att na en abstrakt taluppfattning. Barn som lagger fokus pa sjalva rakningen har svart
att samtidigt erfara talens ordinala och kardinala aspekt. Detta kan var en vag som leder mot
den kategori som Neuman bendmner ’dubbelrdknade tal”’. Att dubbelrédkna innebar att
barnen parallellt med rakneramsan haller ordning pa hur manga steg de réknat genom att
anvanda tva rakneordssekvenser pa samma gang. Exempelvis kan uppgiften 7+5 losas genom
att utifran termen 7 rékna 8 (1), 9 (2), 10 (3), 11 (4) 12 (5). Har representerar talen inom
parantes den parallella rdkneramsan som barnet anvander for att veta néar de 5 enheterna ar
réknade. Ett alternativt sétt att dubbelrdkna kan vara att anvéanda sig av fingrarna for att veta
nér man raknar fardigt. Enligt Neuman &r dubbelrakning en alltfér mekaniserad metod som i
manga fall riskerar att leda till matematiksvarigheter. En gemensam namnare som Neuman
observerat hos barn med matematiksvarigheter ar deras tendens att rakna allt for mycket, med
stort fokus pa sjalva metoden. Neuman har inte observerat nagot barn som utvecklat metoden
dubbelréknade tal pa egen hand innan skolstarten.

2.3.2 Fingertal

Yngre barn tar ofta till fingrarna for att beratta hur gamla de ar (Neuman, 1993). Kanske laggs
redan har en grund for de fingertal som manga barn tycks anvéanda sig av i sin utveckling av
taluppfattning. Enligt Neuman utvecklas fingertalen genom att barn namnger vart och ett av
fingrarna enligt en ordinal princip. Till att borja med behdver barnet rakna alla fingrarna for
att ta reda pa vilket tal i rakneramsan som motsvarar ett visst finger, men sa smaningom lar
sig barnet att kdnna igen fingertalet utan att behdva rakna efter. Fingertalen kan hjalpa barnet
att knyta ihop talets ordinala aspekt med dess kardinala, da hon eller han forstar att det
namngivna fingret dven beskriver antalet av de uppréknade.

Flera sinnen involvera i barnets upplevelse av fingertalen (Neuman, 1993). Barnet kan se
fingertalet, hora dess namn i rdkneramsan, men aven kéanna dess antal i sin kropp”. ”Da man
lart sig kanna igen fingertalen kan man férmodligen ganska snabbet borja forstélla sig dem
eller "kanna dem i sina hander” (Neuman, 1993, s. 116). Genom att ta ett steg fran det
konkreta materialet, fingrarna, till att visualisera desamma tas ett steg i riktning mot en
abstrakt talforstaelse.

En stor fordel med att rakna med fingertal &r enligt Neuman dess naturliga gruppering
(Neuman, 1993). Da barnen ar sékra pa hur manga fingrar de har pa varje hand for sig och
tillsammans kan de med hjalp av subitizing, det vill séga var naturliga formaga att direkt se
grupper om 2 eller 3, urskilja fingertalen 1-10. Neuman talar om ”den odelade handen”.
Fingertalen uppfattas da som 5 plus nagot”. Pa sa vis kan exempelvis fingertalet 8 urskiljas
som “en hel hand” plus 3. Eftersom 3 &r tillrackligt litet for att direkt uppfattas behover inte
barnet rdkna efter nér det lart sig att kanna igen 8 som handen plus 3.

Fingertal kan anvéndas for att visualisera den del-del-helhetsrelation som Neuman (1993)

tillskriver stor vikt. Aven har ar principen med “det odelade femtalet” centralt. Aven om en
del &r for stor for att direkt uppfattad med hjalp av subitizing kan delen genom att placeras
forst avlasas som ett fingertal, 5 plus nagot”. Harur kan barnen erfara hur saval delar som



helhet gar att urskilja genom att se pa sina grupperade fingrar, varvid upprakning blir
overflodig.

Fuson (1992) kommenterar att Neumans observationer skiljer sig fran hur amerikanska barn
typiskt sett anvénder sig av fingrarna. Enligt Fuson anvander amerikanska barn vanligtvis en
hand for varje addend, istéllet for att, som Neuman beskriver, lata nasta addend ta vid dér den
forsta slutar, och pa sa vis skapa en majlighet att lasa av helheten som ett kant fingertal. Fuson
menar vidare att amerikanska barn framst anvander sig av att rakna pa fingrarna som ett satt
att halla ordning pa den andra addenden. Fuson konstaterar att raknandet med fingrar kan
skilja sig mellan olika kulturer. Hon ndmner hur koreanska barn viker undan och sedan
"ateranvander” fingrarna for att kunna rakna hogre tal an 10.

2.4 Styrdokument

| laroplanen, Lgr 11, fastslas att eleverna ska "ges forutsattningar att utveckla fortrogenhet
med grundlaggande matematiska begrepp och metoder och deras anvandbarhet” (Skolverket,
2011, s. 62). En valutvecklad taluppfattning ar grundlaggande for en aritmetisk forstaelse.
Fingertalen kan enligt Neuman (1993) utgéra ett viktigt stdd i denna utveckling genom att
bidra med en naturligt grupperad konkret modell. | det centrala innehallet for arskurs 1-3
beskrivs hur eleverna ska fa kunskaper om de naturliga talen samt hur dessa kan delas upp
(Skolverket, 2011). I en senare punkt ringas forstaelse for del av helhet samt del av antal in
ytterligare. Fingertalen kan vara en god utgangspunkt for att belysa relationen mellan helheten
och de ingaende delarna da dessa ar méjliga att urskilja samtidigt.

Att kunna anvénda och se sambanden mellan de fyra réknesétten ar ett ytterligare centralt
innehall for &rskurs 1-3 i Lgr 11 (Skolverket, 2011). Aven hér & medvetenhet om relationen
mellan delar och helhet en viktig aspekt for att upptacka det ndra sambandet mellan addition
och subtraktion, vilket kan upptéackas i anvandandet av fingertal (Neuman, 1993).

3 Problemformulering och syfte

Syftet med studien &r att studera undervisning dar fingertal introduceras for eleverna enligt tva
olika lektionsdesigner samt att undersoka eventuella forbattringar hos eleverna.

Studien fokuseras pa féljande problemformuleringar:

e Vilka monster av variation skapas under respektive lektion?

e Hur forandras elevernas resultat i eftertestet jamfort med fortestet efter undervisningen
i de respektive grupperna?

e Gynnar undervisningen av fingertal de kunskapsmassigt svaga eller starka eleverna?



4 Metod

Jag har genomfort en kvalitativ experimentell studie, inspirerat av arbetssattet i en learning
study dar barnens larande under videofilmade lektioner utvarderades genom for- och eftertest.
Studiens larandeobjekt ar forstaelse och anvandande av fingertal, beskrivna av Dagmar
Neuman (1987). Resultatet har analyserats utifran ett variationsteoretiskt perspektiv.

4.1 Urval

Alla elever i en klass i arskurs 1 har tillfragats om att delta i studien. Skolan och klassen
valdes utifran tillganglighetsprincipen. Jag hade god kontakt med klasslararen och skolan da
jag aven haft praktik i den aktuella klassen. Vardnadshavarna till 18 barn samtyckte till att
deras barn fick delta i studien, menpa grund av sjukdom bortfoll tva barn. Lektioner, for- och
eftertest genomfordes darmed av 16 barn. Enligt Esaiasson m.fl. (Esaiasson, Gilljam,
Oscarsson & Wangnerud, 2007) &r en slumpmassig randomisering noédvandigt for att undvika
systematiska skillnader mellan experimentgrupperna. For att framja en intern validitet har de
deltagande eleverna darfor delats i tva grupper, A och B, genom lottning.

Att for- och eftertest ar identiska mojliggor en jamfarelse av barnens formaga att losa
testuppgifterna fore och efter genomforda lektioner. Grupp A och B fungerar som kontroller
at varandra, och da de deltar i olika lektioner kan man uttala sig om vilka mojligheter till
larande som erbjods pa de skilda lektionerna.

4.2 Larandeobjekt och antagna kritiska aspekter.

Enligt Dagmar Neuman (1993) anvander manga barn naturligt sina fingrar for att konkretisera
tals ordinala saval som kardinala aspekter da de utvecklar sin taluppfattning. Handens
naturliga gruppering majliggor en direkt uppfattning av fingertalen och delar saval som helhet
kan samtidigt visualiseras. Alla barn anvander sig dock inte av fingertalen pa eget bevag. Da
jag tror att sérskilt barn som skulle kunna utveckla matematiksvarigheter i framtiden ar
behjalpta av att arbeta med fingertalen har jag valt forstaelse for och anvandandet av
fingertalen som larandeobjekt for mina lektionsserier. Genom att visa pa effektiva strategier
vill jag gora barnen medvetna om hur de utan att rakna kan 16sa uppgifter genom att se delar
och helhet pa sina fingrar.

Infor studien antog jag att foljande aspekter skulle kunna vara kritiska for forstaelsen och
anvandandet av fingertal:

e Ldrasig att se fingertalen utan att behtva rakna efter.
e ’Se” del-del-helhetsrelation i fingertalen simultant.
e Upptacka att man kan byta plats pa delarna (kommutativa lagen).

4.3 Studiens design

For att skapa en bild av elevernas forkunskaper konstruerades ett test som genomférdes fore
lektionerna i studien. Samma test upprepades efter genomférda studielektioner i syfte att
uppfatta forandringar i barnens taluppfattning och problemlésningsformaga. Testet
genomfordes muntligt och individuellt och videofilmades for att underlatta analysen. Testerna

10



har till viss del intervjukaraktar da jag fragade eleverna om hur de resonerat kring uppgifterna.
Flera av 6vningarna jag anvant kan aterfinnas i Neumans (1987) avhandling. Testet bestod av
tre delar; en gissningslek déar eleverna fick dela upp talet 9, en del dar eleverna ombads visa
ett fingertal samt en del bestaende av problemldsningsuppgifter. Testet i sin helhet presenteras
i bilaga 2.

Alla elever genomforde fortestet. Darefter lottades barnen till tva grupper, bendamnda A och
B. Tva lektioner, A1 och A2, genomfordes i grupp A utifran uppsatt larandeobjekt och
antagna kritiska aspekter. Lektion A2 genomfordes dagen efter Al och eftertestet
genomfordes darpa efterfoljande dag. De videofilmade lektionerna och testresultaten
analyserades tillsammans med min handledare, Angelika Kullberg. Lektionerna reviderades i
syfte att gora de kritiska aspekterna &n mer framtradande for elevgrupp B. Lektionerna for
denna grupp, B1 och B2, genomfordes efterfoljande dagar och eftertestet genomfordes tva
dagar efter lektion B2.

4.4 Analysprocess

Analysen av lektionerna utgar fran det variationsteoretiska perspektivet av larande. Med
utgangspunkt i de aspekter som antas vara kritiska for studiens larandeobjekt analyseras vilka
dimensioner som gors mojliga for eleverna att urskilja genom variation. Variationsmonstret
som framstalls for de respektive elevgrupperna sammanfattas och jamfors.

| analysen av for- och eftertester anvander jag mig av Dagmar Neumans beskrivning av de
faser hon kunnat urskilja for barns utvecklande av en talférstaelse. Alla elever i studien har
deltagit i bada lektionstillfallena for respektive elevgrupp samt genomfort saval for- som
eftertest. Eftersom testen fore och efter undervisningen &r identiska kan resultaten jamféras
for att se om eleverna eventuellt forbattrar sig. Pa sa vis fungerar eleverna som sina egna
kontroller.

4.5 Studiens tillforlitlighet

Denna kvalitativa studie har genomforts pa ett begransat antal barn. Enligt Esaiasson bor varje
experimentgrupp besta av minst 30-40 personer for att kunna pavisa statistiskt sakerstéllda
skillnader mellan grupperna (Esaiasson, Gilljam, Oscarsson & Wangnerud, 2007). Studien
gor darfor inte ansprak pa att resultaten ska ses som generaliserbara. En learning study utgar
alltid fran en viss grupp elever med vissa forkunskaper. Resultatet &r inte direkt versattbart
till andra elevgrupper. Andé kan resultatet fran en learning study vara anvandbart da det
belyser potentiella kritiska aspekter. Man bor dock vara medveten om att en aspekt som &r
Kritisk for en enskild elev inte nddvandigtvis ar kritisk for en annan elev (Magnusson &
Maunula, 2011a).

Det ar en komplicerad uppgift att konstruera ett test som maéter elevers kunskap och formaga
inom ett omrade. Jag har darfor utgatt fran uppgifter som Dagmar Neuman (1987) anvander
sig av for att undersoka elevers talforstaelse i sin avhandling. Da larandeobjektet i denna
studie, att forsta och kunna anvanda sig av fingertalen, framst kan beskrivas som en metod ar
det fullt mojligt att svara ratt pa alla testfragor utan att anvanda fingertal Gverhuvudtaget. For
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att 6ka studiens validitet har jag darfor genomfért testerna muntligt och individuellt. Jag hade
darmed mojlighet att studera hur varje enskild elev gick till vaga nar hon eller han l6ste
uppgifterna samt till att friga om hur eleverna resonerade i sitt rdknande.

Studiens reliabilitet starks av att saval lektioner som tester videofilmats, vilka darmed varit
tillgangliga att studera upprepade ganger under analysens gang. En svaghet i fraga om
reliabilitet ar att sdval genomforande av lektioner och tester saval som analys av dessa
genomforts av mig, analysen dock i samrad med min handledare Angelika Kullberg.

4.6 Etiska hansyn

Da eleverna i studien ar under 15 ar har skriftligt samtycke inhamtats fran vardnadshavare for
samtliga barn i enlighet med Vetenskapsradets (2002) rekommendationer. Vardnadshavarna
informerades om studiens syfte och upplagg samt att saval lektioner som for- och eftertest
kommer att videofilmas. Vardnadshavarna upplystes om videofilmerna inte kommer att
publiceras eller pa nagot annat satt finnas tillgangliga samt att rapporten kommer att
framstallas sa att enskilda barn inte kan identifieras. | samtycket framhélls att deltagande &r
frivilligt och att detta nar som helst kan avbrytas. Samtycket som vardnadshavare for samtliga
barn undertecknade finns bifogat som bilaga 1.

Infor studien berattade jag for eleverna att jag skulle skriva en uppsats om barns sétt att tdnka
kring matematik och att jag skulle halla ndgra lektioner som en del av detta. Jag forklarade att
de som ville vara med i studien skulle fa genomfora ett litet test fore och efter lektionerna som
ett sétt att utvardera dessa. Barnen blev upplysta om att lektioner och tester skulle komma att
videofilmas, men att endast jag och min handledare skulle titta pa filmerna. Jag beréattade for
barnen att deltagande i studien var helt frivilligt.

Namnen pa barnen som forekommer i rapporten &r fingerade.

5 Resultat

Resultatet framstélls i tva delar dér presentation och analys av genomférda lektioner féljs av
resultaten fran for- och eftertest pa grupp- respektive individniva.

5.1 Resultat - lektioner

Resultatdelen som behandlar undervisningen inleds med en sammanfattning av aktiviteter
under respektive lektion, se tabell 1. Darefter beskrivs genomférda lektioner och dess innehall
analyseras utifran ett variationsteoretiskt perspektiv. Det intentionella larandeobjektet i
studien ar forstaelse for och formaga att kunna anvanda fingertalen. | lektionsanalysen utgar
jag ifran vilket iscensatt larandeobjekt som varit mojligt for eleverna att erfara, utifran de
monster av variation som undervisningen erbjudit. Resultatdelen for genomforda lektioner
avslutas med en sammanfattning av de dimensioner av variation, utifran de aspekter av
larandeobjektet, som varit mojliga att erfara vid respektive lektion.
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Lektion Al

Lektion B1

Introduktion av fingertal, 10 streck pa tavlan som
utgangspunkt.

Saga vilket fingertal lararen visar.

Lararen berattar att fingertalen borjar pa ena
lillfingret och halls ihop, utan att hoppa 6ver
nagot finger.

Eleverna visar fingertal och laser av i par om tva.

Mojliga satt att dela fingertalet 8 diskuteras. Ett
snore illustrerar skiljelinjen mellan delarna.

Eleverna far i parvis underséka mojliga satt att
dela ett givet fingertal med hjalp av snoret.

Med utgangspunkt i fingertalet 5 som en del
Iaggs andra delar till for att bilda en ny helhet.

Introduktion av fingertal, 10 streck pa tavlan som
utgangspunkt.

Diskussion kring hur tal kan grupperas.

Saga vilket fingertal lararen visar.

Lararen berattar att fingertalen boérjar pa ena
lillfingret och halls ihop, utan att hoppa 6ver
nagot finger.

Eleverna formar de fingertal lararen sager.

Eleverna visar fingertal och laser av i par om tva.

Mojliga satt att dela fingertalet 9 diskuteras.
Delarna illustreras pa ett uppritat fingertal pa
tavlan.

Eleverna far dela fingertalet 8 genom att
farglagga uppritade fingertal i tva farger.

Med utgangspunkt i fingertalet 5 som en del
beskrivs av hur del och helhet kan ses samtidigt i
fingertalen.

Lektion A2

Lektion B2

Eleverna formar de fingertal lararen sager

Losa uppgiften 8-3 respektive 8-5 med fingertal.
Vilja fingrar som forenklar sa att man direkt kan

Eleverna far skrivna siffror pa fingrarna.

Eleverna formar de fingertal lararen sager.

Losa uppgiften 8-3 respektive 8-5 med fingertal.
Vilja fingrar som férenklar sa att man direkt kan
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se svaret. se svaret.

e Se sambandet mellan 9-2 och 9-7.

e  Losa uppgifter pa stencil, se bilaga 3.
e  Losa uppgifter pa stencil, se bilaga 3.

e  Muntliga problemlésningsuppgifter av typen
Oppna utsagor samt subtraktion.

Tabell 1: Lektionernas évergripande innehall och struktur.

5.1.1 Lektion A1

Lektion A1 genomférdes med nio elever i ett mindre grupprum. Eleverna var placerade runt
ett stort bord.

For att introducera eleverna till fingertalen och nyttan med dessa ritades 10 streck upp pa
tavlan. Jag fragade eleverna hur manga strecken ar. Barnen réknade efter. Sedan holl jag upp
mina tio fingrar och fragade hur manga de ar. De flesta hander akte 6gonblickligen upp i
luften. "Enkelt”, kommenterade nagon elev. Eleverna holl med om att det var lattare att veta
hur manga fingrarna var jamfort med de 10 strecken. Jag beréattade for barnen att en fordel
med att rakna pa fingrarna kan vara att man direkt kan se hur manga de 4r, utan att behdva
réakna efter.

Jag holl upp fingertal mellan 1 och 10 och barnen fick sa snabbt som mojligt séga hur manga
fingrar det var. Jag berattade att fingertal borjar pa ena lillfingret och halls sedan ihop, utan att
nagot finger hoppas dver. Jag visade 8 fingrar genom att vika in de bada tummarna, och
konstaterade att det blir 8 fingrar dven pa detta vis. Jag visade upp och poéngterade dock att
fingertalet 8 bestar av de 8 fingrarna fran lillfingret pa ena handen till och med langfingret pa
den andra handen. Darefter fick eleverna halla upp fingertal for varandra tva och tva. Eleverna
turades om att visa varandra fingertal och att saga hur manga fingrar som hélls upp.

Darefter visade jag fingertalet 8 och fragade eleverna om nagot annat fingertal skulle kunna fa
plats i detta. Jag fortydligade fragan genom att fraga hur man skulle kunna dela upp
fingertalet i tva delar. En elev foreslog att man kan dela 8 som 4-4. Jag lade handerna pa
bordet som eleverna satt runt och grupperade mina fingrar 4 och 4. For att markera de olika
delarna lade jag ett sndre i gransen mellan delarna. Jag konstaterade att delarna ar 4 och 4 och
att helheten &r 8. Da eleverna inte forstod ordet helhet forklarade jag det som det hela, det
stora eller allting tillsammans. Jag fragade eleverna vilka fler mojligheter det finns att dela
helheten 8. Eleverna foreslog 3 och 5 samt 1 och 7. Jag illustrerade svaren genom att placera
snoret enligt elevernas delning. Dérefter foreslog en elev delarna 3 och 4. Vi provade att l&gga
snoret enligt detta forslag, men néar jag fragade om det gar svarade eleverna samstammigt nej.
Eleverna grupperades tva och tva och varje par tilldelades ett tal mellan 7 och 10. De ombads
att med hjalp av sina fingrar och snoéret prova vilka delar de kunde dela upp sitt tal i.
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Istallet for att utga fran helheten utgick vi i nasta 6vning fran delen. Jag lade upp fingertalet 5
och berattade att vi nu skulle borja med delen. Jag lade till 3 fingrar och fragade hur stor del
jag just lade till. Darefter fragade jag eleverna om de kan se hur stor helheten nu &r. Jag
fortsatte att lagga till olika delar till delen 5 och eleverna fick beratta vilken del som lagts till
samt hur stor helheten blev.

Jag upplevde att eleverna under lektion A1 var ganska oroliga, och hade svart att fokusera pa
uppgiften.

5.1.1.1 Mbonster av variation under lektion A1

Denna lektion introducerade elevgrupp A till fingertalen. Att alla elever direkt visste att de har
10 fingrar, och att detta gick snabbare att konstatera, jamfort med att rakna de 10 strecken pa
tavlan behover inte innebéra att eleverna sag nyttan med att rakna med fingertal. Jag papekade
vid flera tillfallen att meningen &r att eleverna ska se fingertalen, men &r inte évertygad om att
det ar tillrackligt for att eleverna ska forsta fordelarna. Nyttan med 6vningarna behover
fortydligas.

Eleverna far trana sig att se fingertalen genom att jag visar upp varierade fingertal. Det
konkreta materialet, det vill sdga fingrarna, ar konstant. Darefter far eleverna sjélva variera
fingertalen for varandra. Denna 6vning ger eleverna mojlighet att lara sig att se fingertalen
utan att behdva rakna efter, vilket ar en av de kritiska aspekterna for larandeobjektet. For att
poangtera att fingertalen stracker sig fran lillfingret och att inga fingrar hoppas 6ver visar jag
ett exempel dar detta inte efterfoljs. Genom att visa 8 fingrar som alla fingrar férutom tva
invikta tummar skapas en kontrast. Med variationsteoretiska termer innebdr detta ett
motexempel, hur fingertalet 8 inte ser ut.

| dvningen dar eleverna far dela upp en helhet som halls konstant ar det de ingaende delarna
som varierar. Dérefter fick eleverna resonera kring vilka delar som kan laggas till en konstant
del, vilket ger en variation i helheten. Att utga ifran fingertalet 5 kan vara fordelaktigt rent
motoriskt, och ger en forforstaelse for “den odelade handen”, Neumans sétt att beskriva att
den storsta delen placeras forst for att underlatta avlasningen av fingertalen. Bada dessa
dvningar ger barnen en moéjlighet att erfara néasta kritiska aspekt, att upptacka att de samtidigt
kan urskilja delar och helhet med hjalp av sina fingertal.

Den kritiska aspekt som berdr delarnas kommutativa aspekt, hur delarna kan byta plats med
varandra, ar inte framtradande under lektion Al.

5.1.2 Lektion A2

Lektion A2 genomfordes med samma 9 elever som deltog i lektion Al. Lektionen holls i
samma grupprum, men vid detta tillfalle var mindre bord utplacerade sa att eleverna satt tva
och tva vid dessa.

Den andra lektionen med grupp A inleddes med att jag berattade for barnen att lektionen
skulle handla om hur man kan anvénda sina fingertal for att I6sa matematiska uppgifter.
Fingertalen repeterades genom att eleverna fick visa fingertalet som jag sade. Eleverna
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verkade ha tagit till sig hur fingertalen bérjar vid lillfingret och stracker sig finger for finger
over handerna, da alla visade sammanhangande fingertal.

Jag visade eleverna fingertalet 8 och fragade dem hur de skulle gora for att ta bort 3 fran
fingertalet 8. En flicka fick komma fram och visa hur hon léser uppgiften. Naturligt nog valjer
hon att ta bort de 3 fingrar som &r pa handen med just 3 fingrar. Hon sag omedelbart att delen
som blir kvar &r 5. Jag frdgade eleven hur hon skulle géra om hon ska ta bort 5 fran fingertalet
8. Flickan tog nu istallet bort handen med 5 fingrar fran fingertalet 8 vilket lamnade delen
med 3 fingrar pa andra handen kvar.

Darefter skrev jag 9-2= pa tavlan och uppmanade eleverna att l6sa uppgiften med hjélp av
fingertal. Jag fortsatt med att skriva 9-7= och fragade eleverna om man kan saga att detta ar
samma uppgift pa nagot satt. En elev réackte ivrigt upp handen och sa att det &r samma for att
9-2=7 och 9-7=2. Jag forklarar att om man vet att helheten 9 gar att dela i 7 och 2 sa kan man
I6sa dessa uppgifter valdigt enkelt.

Eleverna fick darefter 16sa uppgifter av typen 6ppna utsagor samt subtraktionsuppgifter pa en
stencil, se bilaga 3, med uppmaningen att anvénda sig av fingertalen. Stencilen hade &ven en
illustration med 10 fingrar markta med siffrorna 1-10. Da eleverna arbetade med stencilen
noterade jag att de tva flickorna i gruppen, Lina och Maja, snabbt kunde l6sa uppgifterna
korrekt, till synes utan anstrangning, dven utan att anvanda sig av fingertalen. De anvénde
fingertalen sasom jag instruerat dem till de forsta talen, men Gvergav snart metoden.

En av pojkarna, Mikael, menade att det var lattare att 16sa subtraktionsuppgifterna som han
brukade gora, utan att anvanda fingertalen. Han raknade bakat och holl koll pa stegen han
backade med hjélp av fingrarna, pa det vis som Neuman (1993) benamner dubbelrakning.
Trots att jag forsokte fa honom att préva att rakna med fingertalen ville han inte detta.

Alla elever i grupp A loste huvudparten av uppgifterna pa stencilen korrekt. Nagra elever
gjorde nagra fa misstag. En av pojkarna, Karl, tog lang tid pa sig for att I6sa uppgifterna. Han
arbetade dock konsekvent med fingertalen och sag ut att fa flyt i metoden sa smaningom.
Lugnt och metodiskt I6ste han uppgifterna med endast ett fel.

Eleverna verkade ha lattare att koncentrera sig nér de fick arbeta med stencilen individuellt.
Jag upplevde att eleverna var mer fokuserade jamfort med lektion A1, men eleverna tycktes
fortfarande nagot oroliga.

5.1.2.1 Monster av variation under lektion A2

Liksom under lektion A1 far eleverna under lektion A2 trana sig i att visa upp fingertalen sa
snabbt som mojligt. Denna féardighetstraning kan mojliggora den kritiska aspekten att se
fingertalen utan att behdva rékna efter.

| uppgiften att utifran en konstant helhet (8) ta bort forst en del (3) och darefter den andra
delen (5) finns en mojlighet att upptacka att man kan ta bort valfria fingrar, valt utifran
fingrarnas naturliga gruppering. Eventuellt skulle detta kunna ge en upplevelse av att man kan
byta plats pa delarna utifran behov. Denna kommutativa aspekt, som skulle kunna utgéra en
Kritisk aspekt, &r dock inte explicit formulerad. Det finns en inneboende mojlighet for att
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upptacka aspekten utifran uppgiftens utformning, men det forutsatter att eleven pa egen hand
lagger marke till denna.

Stencilens subtraktionsuppgifter, se bilaga, ar grupperade utifran en konstant helhet, dar delen
som dras ifran varieras. For uppgifterna av typen 6ppna utsagor &r det istéallet den givna delen
som halls konstant medan helheten varieras. Denna gruppering av uppgifterna skapar
potential for eleverna att upptacka den kritiska aspekten att de kan se helheten och delarna
simultant.

5.1.3 Andringar infér lektion B1 och B2

Infor lektionerna med grupp B ville jag fortydliga att det Overgripande syftet med Gvningarna
och fingertalen &r att kunna se tal, snarare an att behdva rakna dem. Jag ville rikta storre fokus
pa gruppering av foremal for att kunna se antal, och for att forstarka den egna insikten ville
jag att barnen sjalva skulle fa fundera 6ver hur denna gruppering kan ga till. En ytterligare
mojlig kritisk aspekt for att forsta nyttan med fingertalen skulle kunna vara att kunna se antal
utifran gruppering och monster.

Dessutom upplevde jag att tva av de tre ursprungliga kritiska aspekterna behovde fortydligas.
Jag ville forstarka mojligheten for eleverna att se helheten och delarna samtidigt. Jag var inte
riktigt n6jd med 6vningen med sndret som avgransare mellan delarna. Tanken var att snoret
skulle bidra till att visualisera delarna, men verkade snarare forvirra eleverna. | en av
grupperna diskuterade man huruvida snéret skulle réknas i likhet med fingrarna eller inte.
Ovningen byttes istallet mot att eleverna fick farglagga de maéjliga delarna pé uppritade
hander med tva farger.

Att man kan byta plats pa de ingaende delarna framgick endast pa ett indirekt sétt under
lektion A2, denna aspekt behdvde belysas tydligare.

Den kritiska aspekten att kunna se fingertalen utan att behtva rakna efter tror jag i stor
utstrackning bygger pa fardighetstraning.

5.1.4 Lektion B1
Lektion B1 genomfdrdes med 7 elever i ett grupprum. Eleverna ar placerade runt tva bord.
Fore lektionens start har jag i likhet med lektion A1 ritat upp 10 streck pa tavlan. Da jag
fragade eleverna hur manga streck det ar fick jag olika svar mellan 7 och 11. Jag konstaterade
att det var ganska svart att se hur manga streck det var och fragade eleverna om de kunde
komma pa nagot satt for att gora det enklare. Féljande diskussion utspelades:

Excerpt 1 Hur man kan se antal med hjalp av grupperingar

Larare:  Det dr ganska svart att de hur manga de ar (strecken) nér de star sa har.
Skulle ni kunna fundera lite om det skulle kunna finnas nagot annat satt sa
att det vore lattare att se hur manga det ar?
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Anna:

Léarare:

Emma:

Léarare:

Léarare:

Maria:

Léarare:

Léarare:

Jag réknar 1,2,3,4,5,1,2,3,4,5.

Okej, 1,2,3,4,5,1,2,3,4,5 (ritar streck grupperade 5 och 5 pa tavlan). Tycker
ni att det blir lattare att se dar?

Man kan gdra 4 streck och sen dra ett éver de andra.

Sé kan man gora, vill du visa pa tavlan? (Emma ritar 4 streck och ett 5:e
snett dver de 4. Pa uppmaning ritar hon det en gang till for att det ska bli 10
tillsammans ).

Ar det ndgon som kan komma pé ndgot annat satt s& att man direkt kan se
hur manga det ar?

Man kan gora sa har (ritar de 10 strecken i betydligt storre format pa tavlan).

Mmm, det blir lattare att se om man ritar dem storre s&. Ali, vill du visa?
(Ali skriver siffran 5 pa tavlan)

Smart, sa kan man ju skriva med.

En elev ritar 10 strack horisontellt pa tavlan, de dvriga strecken hade ritats vertikalt.

Léarare:

Léarare:

Ali:

Léarare:

Tycker du att det ar lattare att se om de &r pa det hallet? Ja.

Jag har ett forslag, om man gor sa har (ritar upp 10 streck i ett monster som
formar tva kvadrater plus “en halv kvadrat™). Kan man direkt se hur manga
de ar?

Det vet jag!

Om man vet att det ar 4 stycken i en fyrkant, da kan man snabbt se 4, 4 och
sa ar det 2 dar. Och da blir det ju 10 tillsammans.

Stina skriver 5+5 pa tavlan.

Léarare:

5+5 kan man skriva, det ar ocksa 10.

Anna skriver 6+4 pa tavlan.

Léarare:

Elev:
Elev:

Léarare:

Stina:

Larare:

6+4, det ar ocksa 10. Om jag gor sa har da, ska vi se om ni direkt kan se hur
manga det ar. Da gor jag lite mindre streck (ritar 10 streck i formen av tva
monster sasom 5 grupperas pa en tarning). Vad ser det dar ut som?

Regndroppar.
Ja, tarningar!

Ja, man kan ju gruppera strecken sa har. Man kan kalla det att man
grupperar nar man ritar eller skriver i sédana sma grupper. Nar ni spelar med
en vanlig tarning, brukar ni rakna prickarna da?

Nej, man ser att det ar 5 da.

Ni ser direkt vad det &r da. Och det kan man gora for att de ar i en sadan
grupp liksom, som man kéanner igen. Redan nar ni var bebisar, redan sma
bebisar kan se en grupp av 2 eller en grupp av 3. Man kan se det, man
behdver inte rakna. Och det ar det som vi ska trana pa har idag, att man kan

19



se, da slipper man att rakna. Jag behdver inte rakna 1,2,3, utan jag bara ser
det pa en gang. Samma som med tarningen, jag bara ser att dar ar fem och
dar ar fem. (Jag ritar tva hander pa tavlan). Hur manga har jag ritat har da?
Det ser ni, ni racker upp handen alla pa en gang. Hur manga &r det, Matilda?

Matilda: 10

Larare: 10 fingrar, det vet ni. Det ar val ingen som raknar efter hur manga fingrar ni
har. Det vet man pa en gang, det bara man ser. Fingrarna ar véldigt bra att
rakna med eftersom de ar grupperade liksom. Det &r 5 pa den och det vet
man fran borjan, och det &r 5 pa den andra. Om jag haller upp till exempel 3
pa den handen och 5 pa den handen och haller ihop dem, kan ni se da pa en
gang hur manga de 4r, utan att rakna efter?

Matilda: 8

Léarare: Ja. Och det hér kallas for fingertal. ... Eftersom redan bebisar kan se att det
hér ar 3 och det har ar 5 sa kan man bara ta ihop dem. Och det kan vara
valdigt anvandbart. Da kan man bara titta pa sina fingrar. Och s& kan man se
pa en gang vad det ar. Vi ska trana pa fingertalen har idag.

Eleverna fick dérefter sdga vilka fingertal jag holl upp. | nésta steg fick eleverna forma de
fingertal som jag sade. Eleverna instruerades att borja fingertalet pa vanstra lillfingret och lata
det ga langs med alla fingrar utan att hoppa 6ver nagot. Darefter fick eleverna, tva och tva,
turas om att halla upp fingertal och att se vilket fingertal som holls upp.

Jag ritade upp tva hander som visade fingertalet 9 pa tavlan. Utifran denna bild fick eleverna
fundera kring vilka sétt man skulle kunna dela fingertalet 9 pa. Jag markerade barnens forslag
med ett streck pa skissen pa tavlan. Eleverna gav forslagen 6 och 3, 5 och 4, samt 7 och 2. Da
jag dragit strecket som skiljer delarna 7 och 2 genom den hand som uppvisar 4 fingrar i
fingertalet 9 visar jag att man aven kunde ha delat efter de tva forsta fingrarna i handen med 5
fingrar. Jag motiverar detta med att om jag har handen med 5 fingrar odelad, sa vet jag att jag
dar har 5 fingrar, och kan darfor lattare lagga till de tva pa andra handen och se delen 7. Néasta
forslag fran eleverna att dela fingertalet 9 var 1 och 8. Ingen av eleverna tankte pa mojligheten
att lata den ena delen vara 0 och den andra delen 9, sa jag uppméarksammade dem pa detta.

En stencil med 5 par hander visande fingertalet 8 uppritat delades ut till eleverna. Elevernas
uppgift var att dela fingertalen pa alla méjliga satt och farglagga de tva delarna i tva olika
farger. Flera av eleverna behovde fa fortydligade instruktioner for att forsta uppgiften. 5 av 7
I6ste uppgiften sa som den var tankt. En elev missade majligheten med alla 8 fingrarna i ena
delen. En elev slutforde inte uppgiften, men farglade 2 av 5 mojliga varianter.

Lektionen avslutas med att jag utgar fran en del, fingertalet 5 och lagger till en del, fingertalet
2.

Excerpt 2 Beskrivning av hur del och helhet kan ses samtidigt i fingertalen.
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Léarare: (haller upp 5 fingrar pa ena handen och 2 pa den andra) det som &r bra med
fingertalen &r att man kan se de 5, och den andra lilla delen med 2, (for ihop
handerna) och man kan se dem tillsammans samtidigt. Det kan vara véldigt
anvandbart da man raknar, och det ska vi trana pa mer nasta lektion.

5.1.4.1 Monster av variation under lektion B1

Under den inledande diskussionen holls antalet 10 konstant, medan satten som talet kan
grupperas eller inforlivas i monster varierades. Principen att visa pa gruppering av foremal i
andra sammanhang &n grupperingen hos fingrarna, som exemplifieras i excerpt 1 med
monstret pa en tarning, kallas med variationsteoretiska termer for generalisering. Variationen
i denna diskussion bygger i hog utstrackning pa de forslag som eleverna bidrog med.
Variationen belyser att det kan vara lattare eller svarare att uppfatta ett antal utifran hur
foremalen ar grupperade samt hur véalbekanta monstren ar. Upplagget ger forhoppningsvis
eleverna chansen att sjalva upptacka om de anser att fingrarna ar ett bra satt att direkt kunna
uppfatta, eller se, antal.

Samtalet kring hur man kan dela upp fingertalet 9 i tva delar liknar i mangt och mycket
motsvarande 6vning i lektion Al. Utifran en konstant helhet soker barnen efter mojliga
varianter for att dela fingertalen. Skillnaden var att vid lektionstillfalle B1 sa utgick vi ifran
uppritade hander pa tavlan, istéllet for att jag visade pa mina egna hander.

| uppgiften att farglagga de mojliga delarna i tva farger utifran fingertalet 8 halls helheten
konstant medan barnen sjalva far undersoka hur de kan variera delarna. Variationsmonstret da
helheten varieras utifran en konstant del framtréader inte lika tydligt i denna lektion som i
lektion Al. Lektionen avslutas istéllet med en beskrivning av hur del och helhet kan urskiljas
samtidigt med hjalp av fingertalen, men nagot variationsmaénster for att belysa detta erbjuds
inte.

5.1.5 Lektion B2

Lektion B2 genomfordes i ett grupprum med samma elever som deltog i lektion B1
Lektionen inleddes med en kort repetition av foregaende lektions innehall. For att inte behdva
rakna sina fingrar erbjod jag barnen att skriva siffrorna 1-10 pa deras fingrar . De flesta

menade dock att de inte behdvde denna hjélp, endast tva barn 6nskade prova detta. Eleverna
fick fardighetstrana fingertalen genom att halla upp det fingertal jag sade.

Foljande konversation utspelade sig i ndstkommande 6vning:

Excerpt 3: Att vélja vilka fingrar som ska dras bort
Larare: Vilket fingertal har jag ritat pa tavlan nu?
Stina: 8

Léarare: (skriver 8-3= pa tavlan) Och vad star det har? 8-3. Om man ska rékna 8-3
med sina fingrar, spelar det nagon roll vilka fingrar man tar bort?
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Maria: Ja.
Léarare: Maria, vilka fingrar skulle du ta bort?
Maria: De som ér tre.

Léarare: (markerar de 3 pa handen som visar 3 fingrarna i fingertalet 8) Varfor skulle
du gora det?

Maria: For att da sa har jag ju... annars... (kommer fram till tavlan och pekar)
tillexempel om jag skulle ta bort de 3 (pekar pa fingrar fran handen med 5
fingrar), da blir det ju de kvar, de ser ju inte ut som 5 (haller upp de 2
kvarvarande fingrarna pa handen som hade 5 fingrar plus de tre fran handen
med 3 fingrar).

Larare: Precis. Horde ni alla vad Maria sa? Om vi har fingertalet 8 (visar fingertalet
8 med handerna) och tar bort dem (de 3 pa handen med 3 fingrar), da ar det
ganska latt att se direkt vad det blir va (visar de 5 kvarvarande fingrarna).
Men om vi tar bort tillexempel dem (visar fingertalet 8 och viker in pek-
lang och ringfinger pa handen med 5 fingrar), det &r ju ocksa 3 dar, da far
man nastan rdakna efter 1,2,3,4,5 da ar det inte sa latt att se det va? ... Det
kan ofta vara bra att tanka efter, vilka fingrar &r smart att ta bort nu.

Larare:  (skriver 8-5 pa tavlan) om jag skriver sa har istallet nu da. Vilka fingrar
tycker ni man ska ta bort om det star sa har da, 8-5?

Matilda:  Ta bort (tar bort handen med 5 fingrar)

Larare: Ta bort hela den handen? Ja, det verkar vél smart. Om man tar bort den, da
ar det ju latt att se de fingrarna. Om jag har 8 och ska ta bort 5, da tar jag ju
bort den (visar fingertalet 8 och tar bort handen med 5 fingrar), sa har jag 3
kvar (visar de 3 fingrarna som ar kvar).

Eleverna far darefter 16sa uppgifter pa samma stencil (bilaga 3) som anvéndes under lektion
A2 med uppmaning om att anvanda sig av fingertalen samt att férsoka se svaren snarare an att
rékna efter.

Dérefter laste jag upp vardagliga problemlésningsuppgifter for barnen, se bilaga 4. En uppgift
dar antalet applen som tva personer hade tillsammans anvandes som utgangspunkt for att
skapa 6ppna utsagor. Med information om hur manga applen den ena personen hade
uppmanades eleverna att anvanda sina fingrar for att ta reda pa hur manga applen den andra
personen hade. En elev fick komma fram och forevisa hur hon l6ste uppgiften med sina
fingertal. Jag visade d&ven med mina egna hander som exempel pa hur man kan se svaret utan
att behova rékna efter. Kontexten med gemensamma dpplen anvénds for flera olika
kombinationer av helhet och delar i alla uppgifter av typen dppna utsagor. For
subtraktionsuppgifter valdes en kontext dar en flicka har ett antal paron, men ger nagra av
dessa till sin syster. Med olika véarde pa minuend savél som subtrahend fragade jag efter
differensen, det vill sdga hur manga paron som flickan hade kvar.
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5.1.5.1 Monster av variation under lektion B2

| 6vningen dar jag fragar eleverna vilka fingrar som ska tas bort ar uppgiften 8-3 konstant,
liksom utgangspunkten fingertalet 8. Det som varierar ar vilka fingrar som tas bort som en
representation for talet 3. Insikten att man kan ta bort vilka 3 fingrar som helst ar avgérande
for en forstaelse for att delarna kan byta plast, det vill sdga den kommutativa lagen. Att man
kan tala om en kommutativ aspekt, trots att uppgiften ar av subtraktionstyp visar pa det nara
forhallandet mellan addition och subtraktion. Att man kan valja att ta bort de 3 forsta saval
som de 3 sista fingrarna i fingertalet beror pa 3+5=5+3. Harur uppstar valmajligheten. Att
man i subtraktion inte kan byta plats pa minuend och subtrahend blir naturligt da man med
fingertalen utgar fran helheten.

Ovningen med att valja vilka fingrar som tas bort utvidgas genom att delen som ska dras ifran
det konstanta fingertalet varieras. Eleverna far fundera Gver vilka fingrar de finner lampligast
att ta bort i uppgiften 8-5. Inom variationsteorin kan man har tala om en generalisering.
Helheten halls konstant, men genom att variera fingrarna som representerar delen som dras
ifran kan eleverna uppleva hur det kan vara enklare respektive svarare att se svaret beroende
pa hur fingrarna grupperats. Forhallningssattet att analysera ingaende tal for att kunna vélja
lampliga fingrar som tas bort kan anvéndas generellt for att forenkla avlasning av de
kvarvarande fingrarna. Saval som att dppna maéjligheter for att erfara den kommutativa
aspekten hos delarna kan 6vningen &ven bidra till erfarandet av att delarna och helheten kan
urskiljas samtidigt.

Uppgifterna pa stencilen ar den samma som anvandes under lektion A2, se bilaga 3.
Subtraktionsuppgifterna ar grupperade utifran en konstant helhet, minuend, dar subtrahenden
varieras, medan de 6ppna utsagorna ar grupperade utifran en kand konstant del, dar den
okéanda delen och helheten varieras.

| lektionens avslutande 6vning dar muntliga problemlésningsuppgifter (bilaga 4) 16ses med
hjélp av fingertal halls kontexten konstant, samma personer har olika antal gemensamma och
individuella dpplen. Jag formulerar alltsa uppgifterna med samma ord, medan antal i saval
helhet som delar varierar. Man skulle kunna se denna uppgift som en fusion, vilket inom
variationsteorin innebar att alla kritiska aspekter varierar samtidigt. For att pa ett effektivt satt
kunna I6sa problem med hjélp av fingertalen &r det en stor fordel att direkt kunna se
fingertalen utan att rédkna efter, vilket &r den forsta kritiska aspekten. Denna varieras i och
med att helheten, det gemensamma antalet dpplen varieras. Den andra kritiska aspekten
innebadr att se del-del-helhetsrelationen i fingertalen simultant. Genom att tilldela personerna i
uppgiften olika antal dpplen, det vill séga variera de ingdende delarna, varieras denna aspekt.
Den tredje kritiska aspekten innebar en klar effektivisering for att kunna l6sa en
problemuppgift. Med insikten att man kan byta plats pa delarna kan de ingaende talen i
uppgiften analyseras och sattet att gruppera fingrarna kan goras sa att delarna blir enkla att
urskilja utan att behtva rékna efter.

Samma resonemang kan foras kring problemlésningsuppgifterna av subtraktionstyp. Aven dar
var kontexten konstant medan minuend saval som subtrahend varierades.
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5.2 Sammanfattning av variationsmonster

De dimensioner som varierats utifran aspekter av larandeobjektet i undervisningen for

Aktivitet

Aspekt av
larandeobjektet

Dimensioner av
variation

Lektion Al

Saga vilket fingertal lararen

visar.

Se fingertalen

Fingertalen 1-10

elevgrupp A sammanfattas i tabell 2:
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Eleverna visar fingertal och
ldser av i par om tva.

Se fingertalen

Fingertalen 1-10

Majliga satt att dela Del-del-helhetsrelationen Delen
fingertalet 8 digiufeap- ELt Aspekt av Dimensioner av
snore illustrerar skiljelinjen . . . .
mellan delarna larandeobjektet variation
Lektion B1 | DREs8RPKIRZMNI tal kan Bebdelihplhetisrglabpeang | Baledtt gruppera foremal
BRdissepka majliga satt att och ménster
dela ett givet fingertal med
5igdp AncendiStertal lararen Se fingertalen Fingertalen 1-10
visar.
Med utgangspunkt | Del-del-helhetsrelationen Helheten
fingertalet 5 som en del laggs
andra delar till for att bilda en
ny helhet.
Lektion A2 | Eleverna formar de fingertal Se fingertalen Fingertalen 1-10

som lararen sager.

Losa uppgiften 8-3 respektive
8-5 med fingertal. (Vilja
fingrar som forenklar sa att
man direkt kan se svaret.)

Del-del-helhetsrelationen

(Byta plats pa delarna)

Delen

(Vilka fingrar som tas bort)

Se sambandet mellan 9-2 och Del-del-helhetsrelationen Delen
9-7.

Lésa uppgifter pa stencil, se Se fingertalen Delen
bilaga 3. Del-del-helhetsrelationen Helheten

Tabell 2: Dimensioner av variation utifran aspekter av larandeobjektet, elevgrupp A.

Motsvarande variationsmaonster utifran aspekter av larandeobjektet for elevgrupp B
sammanfattas i tabell 3:
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Eleverna formar de fingertal Se fingertalen Fingertalen 1-10
som lararen sager.

Eleverna visar fingertal och Se fingertalen Fingertalen 1-10
laser av i par om tva.

Mojliga satt att dela Del-del-helhetsrelationen Delen
fingertalet 9 diskuteras.
Delarna illustreras pa ett
uppritat fingertal pa tavlan.

Eleverna far dela fingertalet 8 | Del-del-helhetsrelationen Delen
genom att farglagga uppritade
fingertal i tva farger.

Med utgangspunkt i Del-del-helhetsrelationen (Helheten)
fingertalet 5 som en del

beskrivs av hur del och helhet
kan ses samtidigt i fingertalen.

Lektion B2 Eleverna formar de fingertal Se fingertalen Fingertalen 1-10
som lararen sager.

Losa uppgiften 8-3 respektive | Del-del-helhetsrelationen Delen
- fi . Valj . . )
8, > med mg?rta é Ja‘, Byta plats pa delarna Vilka fingrar som tas bort
fingrar som férenklar sa att
man direkt kan se svaret.
Lésa uppgifter pa stencil, se Se fingertalen Delen
bilaga 3. Del-del-helhetsrelationen Helheten
Muntliga Se fingertalen Delen
problemlosnlngsuppgﬁter av Del-del-helhetsrelationen Helheten
typen 6ppna utsagor samt
subtraktion, se bilaga 4. Byta plats pa delarna Vilka fingrar som tas bort

Tabell 3: Dimensioner av variation utifran aspekter av larandeobjektet, elevgrupp B.

Av tabellerna 2 och 3 framgar att bade elevgrupp A och B vid flera tillfallen fatt mojlighet att
trana sig pa att direkt se fingertalen saval som att sjalva forma fingertalen, bade gemensamt i
gruppen samt parvis. Denna formaga bygger pa fardighetstraning snarare dn att urskilja ett
nytt perspektiv. Aven om férmagan att direkt kunna se fingertal troligtvis utvecklas i vanan
vid att arbeta med fingertal understryks stravan mot detta mal i undervisningen. Genom att
variera saval uppvisade som elevernas formade fingertal mellan 1-10 har denna fortrogenhet
forstarkts.

Studiens larandeobjekt inbegriper saval forstaelse for som anvandandet av fingertalen. Endast
elevgrupp B far genom generalisering av gruppering och ménster hos andra foremal &n
fingrarna mojlighet att sjalva upptdcka fordelen av gruppering. For eleverna i grupp A jamfors
10 streck pa tavlan med 10 fingrar, men nagon ytterligare variation av dimensionen
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gruppering erbjuds inte. For att forsta nyttan av fingertalen skulle aspekten att se antal utifran
gruppering och monster kunna anses Kritisk.

Saval grupp A som grupp B har med hjalp av fingertalen delat en konstant helhet i mgjliga
delar. Principen for 6vningarna dér eleverna far markera delarna genom att anvanda ett snore
som skiljelinje eller farglagga delarna i tvé farger ar den samma. Ovningen byttes ut for att
askadliggora delarna pa ett tydligare satt. En annan fordel med de farglagda delarna ar att
flera mojligheter att dela helheten kan visualiseras samtidigt.

I grupp A hélls en del invariant medan den andra delen och helheten varierades. For grupp A
utmynnade denna évning i en kort beskrivning av hur helhet och delar kan visualiseras i
fingertalen samtidigt. Pa grund av tidsbrist skapades ingen variation av denna aspekt for

grupp B.

Uppgiften 8-3 respektive 8-5 togs som utgangspunkt for att illustrera hur en del dras ifran
helheten i fingertalet. | grupp A fick en elev visa hur hon for att 16sa uppgiften 8-3 drog ifran
de 3 fingrarna pa handen med 3 fingrar, f6ljt av hur hon drog ifran hela handen med 5 fingrar
for att 16sa uppgiften 8-5. | grupp B varierades &ven vilka av fingrarna som kan véljas for att
dra ifran de respektive delarna. Genom att visa resultatet da mindre lampliga fingrar far
representera delen far eleverna majlighet att erfara fordelarna med ett analytiskt
forhallningssatt i l6sningen av uppgifter. Genom att variera vilka fingrar som representerade
den bortdragna delen fick eleverna i grupp B mojlighet att urskilja hur delarna kan byta plats
med varandra. Denna aspekt av larandemalet var endast méjlig att erfara indirekt i
undervisningen for grupp A.

Saval grupp A som grupp B fick erfara hur delen varierade i subtraktionsuppgifterna och
helheten i uppgiften av typen 6ppna utsagor i arbetet med att 16sa uppgifterna pa stencilen.

Endast grupp B fick 16sa muntliga problemlésningsuppgifter dar saval helhet som delar
varierades utifran en konstant kontext. For att l6sa uppgifterna utgick eleverna fran ett
fingertal som med fordel formas utan att varje enskilt finger raknas. Detta da det stéller hdga
krav pa arbetsminnet att rakna fram fingertalet samtidigt som man haller évriga upplysningar
fran uppgiften i huvudet. Genom att dverfora talen i uppgiften till fingrarna kan del-del-
helhetsrelationen visualiseras samtidigt i fingertalet. Med en medvetenhet om att delarna i
fingertalet kan byta plats kan en analys av komponenterna resultera i att lampliga fingrar dras
ifran helheten for att astadkomma en enkel avlasning av kvarvarande del av fingertalet. Denna
problemldsningsuppgift innebar med andra ord en fusion av samtliga aspekter som antas vara
kritiska for larandeobjektet i studien.

5.3 Resultat av for- och eftertest pa gruppniva

Resultatdelen som behandlar testerna inleds med en sammanfattning av elevernas individuella
totalpodng samt gruppernas medelvarde i for- och eftertester. Darefter foljer en genomgang av
elevgruppernas resultat i de tre olika delarna av for- och eftertestet, dér resultatet i testerna
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kopplas till undervisningen i de respektive grupperna. Avslutningsvis presenteras en analys av
elevernas resultat pa individniva.

Maximalt antal podng i fOr- respektive eftertest var 9 poéng. | tabell 4 presenteras elevernas
totalpodng samt medelvérde for elevgrupp A. Motsvarande data for elevgrupp B presenteras i
tabell 5.

Fortest Eftertest Fortest Eftertest

podng poang poang poang
GRUPP A totalt totalt Skillnad GRUPP B totalt totalt Skillnad
Henrik 2 6 4 Anna 8 9 1
Lina 9 8 -1 Emma 8 9 1
Gustav 4 8 4 Maria 7 6 -1
Andreas 8 8 0 Ali 6 7 1
Maja 7 8 1 Stina 3 3 0
Therese 3 3 0 My 5 6 1
Karl 7 8 1 Matilda 7 8 1
Mikael 7 7 0 Medelvirde
Nils 8 7 -1 . i 153 - 0,6
Medelvarde 0,9 samt skillnaden dem emellan for elevgrupp B.
grupp A 6,1 7

Tabell 4: Resultat i for- respektive eftertest
samt skillnaden dem emellan for elevgrupp A.

Det framgar ur tabell 4 och 5 att flera av eleverna uppvisar htga poang redan vid fortestet. Av
totalt 16 elever har 10 elever i fortestet 7 podng eller mer av 9 mojliga poang. Att flera elever

redan i fortestet ligger nara maxpoangen begransar givetvis forbattringspotentialen. Ett nagot

svarare test skulle darfor ha kunnat pavisa eventuella forbattringar hos dessa elever.

Av de 17 eleverna &r det 7 elever som forbattrar sitt resultat med 1 poéng. 3 elever av de 17
far 1 poang lagre resultat i eftertestet jamfort med fortestet. Det ar 4 elever som far lika manga
poang i for- som eftertest. Tva elever sticker ut genom att ha forbattrat sitt resultat med 4
podang. Henrik, den elev med svagast resultat, gar fran 2 poang till 6 poang efter
undervisningen. Aven Gustav befinner sig bland de elever med lagst resultat i fortestet, men
efter att ha forbattrat sitt resultat med 4 poéang far han 8 poéng i eftertestet.

Medelvardet for grupp A (6,1) ar nagot lagre an for grupp B (6,3) i fortestet. | eftertestet ar
forhallandet det omvanda. Grupp A har alltsa forbattrat sig i nagot hogre utstrackning, och
hojer som grupp sitt medelvérde med 0,9 poéng, jamfért med 0,6 podngs héjning i grupp B.
Man hade kunnat forvénta sig att medelvardet skulle hojts mer for grupp B, da dessa elevers
undervisning férhoppningsvis utvecklats och forbattrats efter revideringen av
lektionsplanering. Enligt lektionsanalysen har undervisningen for grupp B innehallit
variationsmaonster som inte presenterades for grupp A. Att det &nda ar grupp A som hojts sitt
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medelvérde mest kan forklaras av att bada de elever som haijt sitt resultat markant fran ett
svagare resultat i fortestet ingick i denna grupp.

| tabell 6 presenteras inom vilka delar av testerna som forbattringen uppnatts for respektive
grupp.

Grupp A GruppB

Gissningslek dela pa 9 Fortest 3,7 3,1

(max poang 5) Eftertest 3,9 3,1

Skillnad 0,2 0

Visa fingertalet 8 Fortest 0,7 1
(max poang 1) Eftertest 1
Skillnad 0,3

Probleml6sningsuppgifter Fortest 1,8 2,1

(maxpoéang 3) Eftertest 2,1 2,7

Skillnad 0,3 0,6

Tabell 6: Férdelning av podng utifran testets tre delar for
grupp A respektive grupp B (medelvérde per grupp).

Tabell 6 visar att eleverna i grupp A har ett htgre medelvarde jamfort med grupp B i
gissningsleken dar 9 sma kuber gémdes i tva koppar, och eleverna fick gissa hur kuberna
fordelats. Eleverna i grupp A forbattrar sig dessutom nagot i denna testdel, vilket innebér att
gruppens medelvarde (3,9) for denna 6vning i eftertestet ar nastan 1 podang hogre an
medelvérdet for grupp B (3,1). Detta deltest &r konstruerat som ett satt att undersoka elevernas
forstaelse for del-del-helhetsrelationen. Da férmagan att se delar och helhet samtidigt i
fingertalen var en av de kritiska aspekterna som varierades pa flertal sétt i undervisningen
med saval grupp A som grupp B var det nagot férvanande att resultatet inte forbattrades mer.
En mojlig forklaring till varfor ingen storre forbéttring i deltestet kunnat pavisas skulle kunna
vara att ingen uppgift i undervisningen handlade om att gissa okanda delar utifran en kand
helhet. Uppgifterna under lektionerna gick snarare ut pa att illustrera méjliga uppdelningar,
med snore som skiljelinje respektive genom att farglagga mojliga delar i tva farger. Nastan
inga av eleverna tog till sina fingrar for att 16sa denna uppgift. De verkar inte ha gjort
kopplingen mellan hur uppdelningar av fingertalet 9 skulle kunna ha hjélpt dem att gissa pa
mojliga kombinationer.

Gallande uppgiften da eleverna ombads att lagga fram 8 fingrar utan att rakna dem en och en
har alla elever i grupp B lyckats med detta redan i fortestet. Aven grupp A har i eftertestet ett
hundraprocentigt resultat i denna del, da nagra elever som hade problem med uppgiften i
fortestet 16ser densamme i eftertestet. Att samtliga elever i eftertestet snabbt kan uppvisa
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fingertalet 8 tolkar jag som ett resultat av den fardighetstraning som utévats under lektionerna
i saval grupp A som grupp B.

| tabell 6 kan vidare avlasas att grupp B har ett nagot hégre genomsnittligt resultat (2,1) i
fortestet jamfért med grupp A (1,8) i delen av testet som bestod av problemlésningsuppgifter.
Dessutom forbattrar eleverna i grupp B sitt resultat med i snitt 0,6 poang, dubbelt sa stor
forandring jamfort med eleverna i grupp som forbattrade sitt medelvarde med 0,3 poang. En
forklaring till att eleverna i grupp B verkade utveckla sin formaga att 16sa
problemldsningsuppgifter i hogre utstrackning skulle kunna vara att det endast var under
lektion B2 som den kritiska aspekten rérande hur delarna i helheten kan byta plats varierades
och darmed var mojlig att erfara. Denna insikt kan vara betydelsefull for att underlatta
grupperingen av fingrarna pa ett andamalsenligt satt. Dessutom var det endast i
undervisningen med grupp B som en fusion av alla de uppsatta kritiska aspekterna varierades.
Att eleverna fick trana sig pa att 16sa uppgifter av problemlosningskaraktar dér saval delar
som helhet varierades, och dér dessutom varierade grupperingar av fingrarna kan férenkla
avlasningen av fingertalen, kan foérklara den tydligare forbattringen i denna del av testet hos

grupp B.

5.4 Resultat av for- och eftertest pa individniva

| denna del presenteras och analyseras resultatet fran for- och eftertest for nagra utvalda
elever. Jag har valt att fokusera pa de elever som presterade svagast i fortestet, da jag varit
intresserad av deras eventuella forbattring efter undervisningen. Ett par av de elever med en
relativt utvecklad talforstaelse far i denna del av uppsatsen representera de elever som fatt
hogre poéng i saval for- som eftertest. | resultatet presenteras elever fran grupp A saval som

grupp B.

5.4.1 Gustav (grupp A)

Gustav var en av de tva elever som forbattrat sig mest fran for- till eftertest. Gustav fick 4
poang pa fortestet och 8 poang pa eftertestet.

| fortestet raknade Gustav fram 9 sma kuber och blundade néar jag gémde dem i tva koppar.
Han borjade med att gissa att jag delat dem som 8-1, f6ljt av gissningen 1-8. I nésta forsok
borjade han med att gissa 6 kuber i den ena. For att ta reda pa hur manga det da var i den
andra tog han fram 6 fingrar. Han lade fram dessa som ett fingertal, utan att rakna varje
finger. Sedan lade han till 3 fingrar, ett i taget, tills han natt fingertalet 9. Gustav verkade inte
vara osaker pa nar han skulle sluta att lagga fram fler fingrar, utan verkade direkt se nar
antalet fingrar var 9. Han hade da raknat fram 3 fingrar och uppgav foljaktligen att den andra
delen maste vara 3. Gustavs fjarde gissning kom snabbt, 4 i varje kopp. Med detta svar
verkade det som om Gustav fatt for sig att det totalt ar 8 kuber. | nasta svar utgick han ifran 5
och lade fram ena handens fingrar. Nar han sedan pa samma satt som tidigare raknade fram ett
finger i taget stannade han vid fingertalet 8, da han raknat 3 fingrar. Min tolkning ar att
Gustav har en god forstaelse for hur ett tal kan delas i tva delar, men att han i de tva sista
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forsoken trodde att det totala antalet &r 8 istallet for 9. Det verkade dven som om Gustav var
van vid att rakna med sina fingrar da han tog till dessa spontant och direkt kan lagga fram
fingertalen 5 och 6.

| eftertestet angav Gustav de mdjliga delarna 8-1, 5-4, 4-5 samt 7-2 snabbt och sakert utan att
se pa fingrarna som han gjort i fortestet. Hans sista gissning, 8-5, var dock ingen majlig
kombination. Har gick det sa fort att jag misstanker att Gustav inte riktigt tankte efter om hans
sista svar var rimligt.

Fingertalet 8 &r nagot svarare an fingertalen 5 och 6 och néar Gustav i fortestet blev ombedd
att lagga fram 8 fingrar utan att rakna efter tittade han pa sina knutna hander och funderade en
liten stund innan han "rullade fram” fingertalet 8. | eftertestet visade Gustav upp fingertalet
nagot snabbare.

Uppgiften 3+ =8 l6ste Gustav i fortestet genom att lagga fram 3 fingrar. Han raknade sedan
fram ett finger i taget tills han natt 4 fingrar pa andra handen. Hans svar blev att han saknade
4 kronor. Antagligen avlaste Gustav de 7 fingrarna (3 respektive 4 pa varje hand) som 8. |
eftertestet borjade Gustav aterigen med att lagga fram 3 fingrar. Han raknade ett finger i taget
pa den andra handen och slutade denna gang vid rétt tidpunkt, da han sag fingertalet 8.

Gustav utgick i fortestet fran fingertalet 10 da han ska I6sa uppgiften 4+ _=10. Han nickade
med huvudet en gang for varje finger och sade 10. Han insag direkt orimligheten i sitt eget
svar och nickade pa nytt medan han tittade pa sina fingrar. Denna gang raknade han till 8 och
detta blev hans svar. Da jag fragade hur han vet det svarade han att det blir 8 om man tar bort
2. Da jag paminde om att det var 4 barn som redan har en penna raknade Gustav om pa nytt
pé sina fingrar men kom aterigen fram till svaret 8. Aven i eftertestet utgick Gustav ifrdn
fingertalet 10. Han vek in 4 fingrar och rdknade kvarvarande fingrar genom att snudda vid
dem med nasan. Han kom denna gang snabbt fram till korrekt svar.

| fortestet svarade Gustav direkt 1 pa uppgiften 10-7=_. D4 jag fragade hur han vet det tog
han fram 10 fingrar och raknar med ett finger pa de dvriga. Hans svar blev da 4. Mojligtvis
skulle felet kunna bero pa att Gustav glomde att rakna med fingret han pekade pa de évriga
fingrarna med. | eftertestet utgick Gustav aterigen ifran fingertalet 10. Han raknade nu bort 7
fingrar, ett i taget, och sag svaret 3.

Gustav visade att han redan vid fortestet hade forstaelse for del-del-helhetsrelationen. Efter
undervisningstillfallena verkar han dock ha blivit betydligt sakrare pa vilka delar som talet 9
kan delas i och hans svar kom avsevért snabbare. For att dela helheten 9 behdvde Gustav inte
langre se pa sina fingrar, som han gjort under fortestet. Min tolkning ar att Gustav tagit ett
steg i riktningen mot en abstrakt talforstaelse. Gustav visade att han redan innan
undervisningen anvénde sina fingrar for att rékna. Traningen under lektionerna kan dock ha
bidragit till att Gustav blivit sakrare pa att anvanda och direkt se fingertalen i
problemlGsningssituationer. Fran att inte ha I6st nagon uppgift korrekt i fortestet 1oser han alla
tre felfritt med hjalp av sina fingrar i eftertesten.
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5.4.2 Henrik (grupp A)

Henrik var den elev som hade lagst podng pa fortestet. Han ar dven en av de tva elever som
forbattrats mest mellan testtillfallena. Vi fortestet hade Henrik 2 poang, vid eftertestet 6
poang.

Henrik funderade lange nar han i fértestet skulle gissa mdéjliga sétt att dela talet 9. Hans
gissningar var 8-3, 0-9, 5-4, 3-5 samt 5-2, vilket ger mojliga kombinationer i tva fall av fem.
Delarna som Henrik uppgav ger en helhet i intervallet 7-11. Detta kan tolkas som att Henrik
befinner sig i den fas som Neuman benamner omfang. Henrik verkade ha en kénsla for att en
liten del bor kombineras med en stor del, alternativt kan tva delar som ar "mittemellan”
kombineras for att bilda den stora helheten 9. Henrik verkar dock inte séker pa hur han ska
kunna avgora delarna storlek exakt. Henrik tittade vid nagra tillfallen pa sina fingrar under
bordet, och da han gissade delarna 4-5 raknade han fram 4 fingrar pa ena handen. Antagligen
sag han att dessa 4 tillsammans med de 5 pa andra handen blev 9.

| eftertestet gissade Henrik pa delarna 4-5, 6-2, 9-0, 0-9 och 8-1. Fyra kombinationer blir
tillsammans 9 och den femte kombinationen ger 8. Henrik anvande sig inte av fingrarna vid
nagot tillfalle da han svarade. Hans svar kom betydligt snabbare i eftertestet jamfort med
fortestet.

Da Henrik i fortestet ombads att l1agga fram 8 fingrar utan att rakna dessa lade han langsamt
upp ett finger i taget tills han kommit till det attonde. | eftertestet kunde Henrik omedelbart
lagga fram fingertalet 8.

Pa uppgiften 3+ =8 svarade Henrik i fortestet 4. Han raknade pa fingrarna under bordet for
att komma fram till detta svar. | eftertestet konsulterade Henrik snabbt sina fingrar synligt pa
bordet, men kom fram till samma felaktiga svar som i fortestet.

Henrik rorde tyst pa lapparna och raknade pa fingrarna under bordet da han i fortestet skulle
I6sa uppgiften 4+_=10. Svaret som han kom fram till var 9. Samma svar, 9, uppgav Henrik
aven i eftertestet da han forst lagt fram 4 fingrar och sedan raknat fram ytterligare 5 fingrar,
ett i taget. Han andrade sig dock snabbt och réknade om pa fingrarna. Denna gang raknade
han de fem som han lagt till de 4 ursprungliga och kom fram till svaret 5. Antagligen trodde
Henrik hér att helheten skulle bli 9.

| fortestet svarade Henrik 4 pa uppgiften 10-7=_. | eftertestet svarade Henrik 3 pa samma
uppgift. Han utgick fran fingertalet 10, men behdvde inte rakna bort de 7 fingrarna ett i taget,
utan vek istéllet undan 3 fingrar for att forma fingertalet 7. Han kunde da se grupperingen av
de 3 fingrarna och ge ett korrekt svar.

Henrik hade i fortestet svart att ange exakta mojliga delar av talet 9, dven da han hade
forstaelse for storleksordningen. | eftertestet hade han preciserat sina svar vasentligt och
verkade ha en tydligare uppfattning om del-del-helhetsrelationen. | eftertestet kunde Henrik
direkt visa upp fingertalet 8, och behdvde inte rakna upp fingrarna ett i taget som i fortestet.
Han demonstrerade i sista problemldsningsuppgiften att han forstatt principen att direkt se pa
fingertalen snarare &n att rdkna efter. Jag tror att undervisningen om fingertal haft en positiv
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inverkan pa Henrik, delvis av anledningen att han i fortestet verkade tro att han inte borde
rakna pa fingrarna, da han gémde dem under bordet. Nar han i eftertestet tillat sig sjalv att ta
hjélp av fingrarna fullt ut gick det mycket battre.

5.4.3 Therese (grupp A)

| fortestet gissade Therese att jag delat upp talet 9 i delarna 7-8, 9-5, 3-4, 0-1 samt 2-4. Infor
den sista gissningen borjade Therese med att séga 10, men avbrot sig med ett litet skratt och
sade "nej, vad sager jag”. Therese hade alltsa klart for sig att det ar 9 sma kuber hon hade i
kopparna framfor sig och hon férstod att det inte plotsligt kunde bli fler. | tre av gissningarna
valde Therese tva efterkommande tal. Detta skulle kunna bero pa att hon sager det tal som hon
direkt tanker pa, namligen det nastkommande talet i rakneramsan. Men det skulle ocksa kunna
tolkas som att Therese i sin talforstaelse befinner sig i den fas som Neuman bendgmner namn.
De tal som Therese uppgav skulle i sa fall kunna representera talen kring den gréns som delar
den ursprungliga helheten. Aven i eftertestet gissade Therese pa efterkommande tal i tre av
fallen, namligen 5-6, 3-4 och 7-6. Dérefter gissade hon pa 3-3. Da jag fragade vad det skulle
vara i den andra koppen om det ar 9 i den ena svarade Therese 0. Hon fick alltsa lite hjalp for
denna poang. DA jag utanfor redovisat resultat frdgade Therese hur manga som skulle finnas i
den andra koppen om det ar 1 kub i den ena svarar Therese 9.

| fortestet sag Therese en liten stund pa sina knutna hander innan hon lade fram fingertalet 8.
Aven i eftertestet funderade hon en liten stund innan hon visade fingertalet 8.

| fortestet svarade Therese korrekt pa uppgiften 3+_=8. Hon uppgav dock att hon gissat sig
till svaret. | eftertestet kom Therese fram till samma korrekta svar. Nu uppgav hon dock att
hon tankt pa sina fingrar. Hon visade hur hon grupperar sina fingrar som 3 och 5 for att bilda
helheten 8.

Pa uppgiften 4+ =10 svarade Therese 5 i fortestet. | eftertestet fragade hon om hon far
rakna. Da hon raknat fram 4 fingrar kunde hon se att det ar 6 fingrar kvar, aven da hon forst
var lite osaker pa sitt svar.

For att svara pa uppgiften 10-7=_tog Therese i fortestet till sina fingrar. Hon fragade dock
aterigen forst om hon far rakna. Therese utgick ifran fingertalet 10 och drog ifran 7 fingrar
genom att rdkna dessa ett i taget. Hon kunde sedan avlésa det korrekta svaret 3. | eftertestet
svarade Therese 5 pa uppgiften. Hon beréattade att hon gissat svaret.

Therese verkar i gissningsleken ha en svag forstaelse for del-del-helhetsrelationen. Resultatet
har far mig att dra paralleller till relativt tidiga faser i Neumans kategorier av talforstaelse.
Men Thereses resonemang i problemlésningsuppgifterna tolkar jag som att hon dnda har en
mer utvecklad talforstaelse. Framforallt i eftertestets uppgift 3+ =8 visar Therese att hon kan
rakna med fingertalen och gruppera fingrarna i delar. En forklaring till de orimliga
gissningarna i gissningsleken skulle kunna bero pa att Therese inte riktigt forstatt uppgiften.
En forklaring till att Therese inte forbattrat sig efter undervisningen kan vara att hon inte var
nérvarande hela lektionerna, utan sprang in och ut i klassrummet.
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5.4.4 Maja (grupp A)

| gissningsleken gissade Maja mojliga kombinationer i fyra av fem fall i for- saval som
eftertest. Hon forstod hur hon kan dela talet 9 i tva delar, men kan troligen inte direkt se alla
mojliga satt att dela och gissade darfor pa delarna 3-7 i fortestet samt delarna 5-2 i eftertestet.

| fortestet besvarade Maja uppgiften 3+ =8 med 6. ”Det blir bara sa” fortydligade hon. |
eftertestet svarade Maja korrekt pa denna uppgift. Da forklarade hon att hon téankte sig
h&nderna framfor huvudet.

Uppgiften 4+ =10 loste Maja korrekt i saval for- som eftertest.”Jag tanker att man raknar med
handerna i huvudet”, berattade hon under fortestet. Pa eftertestet konstaterade hon att hon bara
vet att 4+6=10.

Pa uppgiften 10-7= svarade Maja korrekt i bada testen. Har forklarade Maja att hon under
fortestet tankt med siffror, pa mattespraket.

Maja har flera olika strategier for att 16sa uppgifterna. Hon anvénder inte sina fingrar rent
fysiskt, men forklarar att hon ser sina hander framfor sig. Men hon har dven lart sig vissa
tabellkombinationer utantill. Min tolkning &r att Maja ar pa god vag mot en abstrakt
talforstaelse.

5.4.5 Anna (grupp B)

Anna fick 8 poang pa fortestet och 9 poang pa eftertestet. Hon &r en av tva som fatt hogsta
mojliga poang i eftertestet.

Anna gissade endast mojliga kombinationer i saval for- som eftertest i gissningsleken. Anna
var en av fa som direkt sdg att det var 4 respektive 5 kuber i kopparna da hon véande pa dessa.
De flesta elever raknade dessa en i taget da de vant pa kopparna.

Uppgiften 3+ =8 I6ste Anna i fortestet genom att utga fran “dubblan” 4+4 som hon vet blir
8.

Anna anvande sig av att fingertalen da hon loste flera uppgifter. Hon ror inte pa fingrarna utan
ser bara pa dem och grupperar dem i tanken. Anna visade att hon har flera metoder att ta till
och hon valjer den som &r mest lamplig utifran ingaende tal i uppgiften. Annas formaga att
gruppera fingrarna i tanken far mig att tolka hennes taluppfattning som pa god vég att na en
abstrakt niva.

5.4.6 Stina (grupp B)

Stina fick 3 poéng i saval for- som eftertest.

| fOrtestet gissade Stina att jag gdmt de 9 kuberna uppdelade i delar som 5-1, 3-7, 1-4, 9-0
och 4-3. Summorna av dessa kombinationer ligger i intervallet 5-10. Att Stina tankte sig att
talet 9 kan delas i delarna 1 och 4 tyder pa att hon inte riktigt utvecklat forstaelse for del-del-
helhetsrelationen. Efter detta svar fragade jag Stina om hon mindes hur manga kuber det var
totalt. Stina kunde da uppge att det var 9. Att Stina gissar tva relativt sma tal som delar av ett
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betydligt storre tal tyder pa att Stina &nnu inte natt Neumans fas omfang fullt ut. Jag kan inte
finna nagra tecken pa att Stinas svar syftar pa inre gransnamn, enligt Neumans fas namn. |
eftertestet gissade Stina pa delarna av de 9 kuberna i de tva kopparna som 4-7, 5-2, 3-4, 5-3
samt 2-5. Ingen av kombinationerna ger summan 9, utan summorna av delarna ligger i
intervallet 7-11. Dessa svar ar mer i linje med Neumans fas omfang. Stina kombinerar ett litet
tal med ett storre tal till nagot som skulle kunna motsvara den stora helheten 9.

Da Stina ombads att lagga fram 8 fingrar i fortestet lade hon forst fram 7 fingrar. Hon sag
dock snart att det inte stdmde och korrigerade sig sjalv. | eftertestet visade Stina upp
fingertalet 8 omedelbart.

| fortestet I6ste Stina uppgiften 3+ =8 korrekt. Da jag fragade henne hur hon tankt forklarade
Stina att hon brukar se saker i luften som hon kan rakna. Aven i eftertestet gav Stina ratt svar
pa denna uppgift. Hon kunde dock inte forklara narmare hur hon kom fram till 16sningen.

Uppgiften 4+ =10 besvarade Stina med 7 i fortestet. Hon berattade hur hon ser siffror och
plustecken i huvudet nar hon raknar. | eftertestet svarade Stina 9 pa samma uppgift.

P& uppgiften 10-7=_ svarade Stina 4 i fértestet. Aterigen forklarade hon att hon ser svaret i
huvudet. | eftertestet svarade Stina korrekt pa denna uppgift. Trots upprepade fragor kunde
jag inte fa Stina att tydligare forklara hur hon tanker nar hon loser uppgiften.

6 Diskussion

Inom variationsteorin sérskiljs det intentionella, det iscensatta och det erfarna larandeobjektet
(Wernberg, 2009). | planeringen av lektioner har jag i studien utgatt fran tre aspekter som jag
antog var kritiska for elevgruppen for att forsta och kunna anvanda fingertalen, denna studies
intentionella larandeobjekt. Analysen av de genomforda lektionerna visade att de tva kritiska
aspekter som innebar att eleverna skulle lara sig att direkt se fingertalen samt att se del-del-
helhetsrelationen i fingertalen simultant varit mgjliga att urskilja genom variation av del,
helhet och fingertalen 1-10 i bada elevgrupperna. Den tredje kritiska aspekten, att delarna kan
byta plats med varandra, var dock bara mgjlig att urskilja genom variation av hur fingrarna
grupperades i undervisningen for grupp B. Dessutom tillkom en mojlig kritisk aspekt infor
lektionsserie B, da jag tillsammans med eleverna varierade satt som féremal kan grupperas pa
for att skapa mojlighet att uppleva hur gruppering och moénster kan anvandas for att direkt
kunna se antal. Det iscensatta larandeobjektet skiljer sig alltsa saval mellan grupp A och B
som gentemot det intentionella larandeobjektet.

Olika elever tar dock till sig samma undervisning pa olika satt (Wernberg, 2009). Att ett
monster av variation presenterats pa en lektion innebdr inte att eleverna nodvandigtvis
uppfattat fenomenet enligt lararens intentioner. Studiens erfarna larandeobjekt kan diskuteras
utifran elevernas resultat i for- och eftertester. Resultaten i studiens tester kan inte pavisa
nagra storre skillnader mellan grupperna A och B, trots att det iscensatta larandeobjektet
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innefattade olika variationsmadnster for de bada grupperna. | grupp A forbattrade eleverna
framst sin formaga att direkt forma fingertalet 8. Fardighetstraning for denna formaga
iscensattes i undervisningen for saval grupp A som B, men i grupp B I6ste samtliga elever
denna uppgift redan i fortestet. Grupp B visar daremot en nagot storre forbattring rérande
problemldsningsuppgifter. Har kan den undervisning dar de tre ursprungliga kritiska
aspekterna varierades i en fusion i en uppgift av problemlésningsslag, vilken endast
iscensattes under lektion B2, paverkat resultatet.

En anledning till att resultaten inte forbattrades sarskilt mycket for de flesta elever mellan for-
och eftertest var att relativt manga fick hoga poéang redan i fortestet. Neuman (1993) beskriver
fingertalen som ett stadium pa vag mot en abstrakt talforstaelse. Enligt min tolkning hade
flera av eleverna redan utvecklat en abstrakt talforstaelse. For dessa elever kan
undervisningen mojligtvis ha bidragit till att visualisera delar och helheter pa ett tydligt satt,
men i praktiken var kanske detta nadgot som dessa elever redan var bekanta med. Exempelvis
anvande sig Maja och Lina pliktskyldigt av fingertalen da de I6ste de forsta uppgifterna pa
stencilen, se bilaga 3. De forstod hur man kan anvéanda sig av fingertalen, men da de redan
verkar utvecklat en abstrakt talforstaelse évergick de snart till att 16sa uppgifterna i huvudet.

De flesta exempel pa genomforda learning studies som jag last om har ett val avgransat &mne
eller begrepp som larandeobjekt. Det kan exempelvis handla om att forsta vad densitet eller
negativa tal innebar (Maunula, Magnusson & Echevarria (2011). | denna studie utgor
forstaelse for och anvandandet av fingertal larandeobjektet. Lo beskriver hur larandeobjektet
aven innebar de férmagor som det specifika larandet kan bidra till att utveckla pa lang sikt
(Lo, 2012). I detta fall ar forhoppningen att eleverna genom att anvanda sig av fingertalen pa
sikt kan utveckla en god talforstaelse och en forstaelse for relationen mellan delar och helhet.
| praktiken kan man dock se fingertalen som en metod for att urskilja del-del-
helhetsrelationen, snarare an ett avgransat &mne eller begrepp. Att rakna med fingertal kan
vara ett satt att 16sa en uppgift, men det finns &ven andra metoder. Detta innebér vissa
problem i uppskattningen av vad eleverna lart sig. Uppgifterna i for- och eftertest kan 16sas
med fingertal, men eleverna kan &ven l6sa uppgifterna korrekt med helt andra metoder. Som
diskuterats skulle fingertalen kunna innebéra ett steg bakat for elever som redan utvecklat en
abstrakt talforstaelse och det ar foga troligt att dessa elever skulle anvéanda sig av fingertalen
for att 16sa en uppgift. En konsekvens av att larandeobjektet har karaktér av metod blir att
sambanden mellan undervisning och resultatet i for- och eftertest blir vagare. Elever kan fa
hogsta poang pa testerna utan att beréra metoden som undervisningen behandlade.

Skillnaderna mellan for- och eftertest var alltsa i denna studie begransade. Tva elever stack
dock ut, Gustav och Henrik, da de forbéattrade sitt resultat avsevart efter undervisningen.
Dessa tva elever anvande sina fingrar dven i fortestet, men verkade i eftertestet ha blivit
sakrare pa hur de kan hantera fingertalen. Henrik demonstrerar dessutom i eftertestet att han
inte behdver rakna sina fingrar ett i taget, utan att han direkt kan se delar och helhet pa sina
fingrar. Jag tolkar darfor dessa forbattringar som ett resultat av undervisningen. Gustav och
Henrik var tva av de svagaste eleverna i fortestet. Att det ar just de som star for den storsta
forbattringen &r i linje med Los (2012) beskrivning av 29 genomfdrda learning studies i Hong
Kong. Aven hir aterfinns den storsta forbattringen hos de i fortestet svagare eleverna, och
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spridningen mellan elevernas resultat har i eftertestet minskat. Jag ser det som en Klar styrka
hos arbetssattet med learning study om de elever som &r i storst behov av vagledning gynnas
mest av undervisningen déar kritiska aspekter belyses med hjalp av variation.

Om learning study kan vara ett arbetssétt som gynnar de svagare eleverna sa tyder resultaten i
denna studie pa att fingertalen kan vara en metod som gynnar desamma. Enligt Neuman
(1993) har manga elever redan utvecklat en grundlaggande talforstaelse pa egen hand. Det &r
framforallt de elever som inte gjort dessa upptackter spontant som kan ha storst nytta av
undervisning med fingertalen.

De tre mesta grundlaggande av Neumans (1993) kategorier dver talforstaelse, rorelse, delar
utan helhet och namn, fanns inte representerade i mitt material. Mgjligtvis anvéande sig
Therese av nagon slags namngivning av de sma kuberna i gissningsleken, men hennes
problemlésningsformaga tydde pa en mer utvecklad talforstaelse. En forklaring till detta kan
givetvis vara att mitt urval ar relativt begrénsat. | Neumans studie ingick ett storre antal barn.
Neumans studerade dessutom barnen direkt vid skolstarten, medan eleverna i denna studie
gatt en halv termin i skolan. Neumans studie dgde rum i slutet av 80-talet. Den pedagogiska
verksamheten i forskolan har forandrats mycket sedan dess. Numera finns dven for forskolan
en laroplan som specificerar mal att strava efter inom matematik. Man kan ténka sig att barn
kommer mer forberedda och med en mer utvecklade talforstaelse till skolan idag jamfort med
den tidpunkten for Neumans studie.

For att 16sa subtraktionsuppgifterna pa stencilen, bilaga 3, raknade Mikael, en av pojkarna i
grupp A, bakat. Han rabblade rakneramsan bakat, samtidigt som han markerade stegen han
raknat bakat genom att veckla upp ett finger. Detta sétt att anvanda fingrarna som representant
for subtrahenden &r enligt Fuson (1992) ett naturligt steg i barns utveckling av talforstaelse i.
Fusons fjarde niva, numerable chain” ("numerisk sekvens”, min éversattning) karaktariseras
av just denna formaga. Neuman (1993) daremot menar att detta satt att dubbelrakna ar en
metod som kan leda till matematiksvarigheter. Hennes poang ar att med allt for stort fokus pa
sjalva metoden, att mekaniskt I6sa matematikuppgifter, gar stravan efter att se en losning, och
rimligheten i denna latt férlorad. Fuson och Neuman ar 6verens om att dubbelrékning ar ett
stadium, snarare an ett slutmal. Men da Fuson menar att dubbelrékning &r ett naturligt steg pa
vag mot en abstrakt talforstaelse havdar Neuman att metoden kan vara en atervandsgrand. |
min studie har jag endast observerat dubbelrékning hos en elev, Mikael. Mikael fick 7 podng i
saval for- som eftertest. En anledning till att Mikael inte forbattrade sitt resultat skulle kunna
vara hans motstand till att prova att rdakna med fingertalen. Han tyckte att hans invanda
dubbelraknande var smidigare. Dubbelrékning har en naturlig begransning da strategin blir
mycket opraktisk vid rékning med stora tal. Det skulle vara intressant att folja Mikaels
talforstaelse och se vilka strategier han tar till da talomradet som operationerna ror sig i vaxer.

For att kunna vanda den negativa utvecklingen av de svenska elevernas resultat i OECD:s
PISA-métningar tror jag att larare behdver samarbeta for att utveckla sin undervisning.
Learning study kan vara ett satt att 6ka det kollegiala samarbetet och skapa grogrund for en
kontinuerlig kompetensutveckling. Genom att tillsammans finna kritiska aspekter och sétt att
synliggora dessa for eleverna inom ett begransat larandeobjekt kan formagan att undervisa pa
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ett satt som mojliggor att elever kan erfara det som lararen haft som intention att iscenséatta
utvecklas pa ett mer generellt plan. | denna studie har jag inte haft férdelen att planera och
utvardera undervisningen tillsammans med en annan lararstudent, vilken kunde ha varit
fordelaktigt. Jag har dock haft mojlighet att diskutera och utveckla idéer i samrad med
klassforestandaren i klassen dar studien genomforts saval som med min handledare, Angelika
Kullberg.

En ytterligare potentiell vinst med learning study som arbetssétt ar att uppféljning av
undervisningens resultat framhalls. Min erfarenhet fran den verksamhetsforlagda delen av
lararutbildningen ar att uppféljning av undervisningen ar nagot som ofta verkar prioriteras
bort. | en stressig vardag ligger fokus pa planering, snarare &n utvardering av elevernas
kunskaper. Jag tror att en systematisk utvérdering ar grunden for allt utvecklingsarbete, vilket
kan belysas av arbetsgangen i en learning study.

Att utveckla och férbattra sin undervisning, exempelvis genom kollegialt samarbete sasom i
learning studies, ar givetvis viktigt for alla yrkesverksamma larare. | denna studie var de tva
av de elever som presterat svagast pa fortestet som forbéattrade sitt resultat mest. Att
undervisningen av fingertal verkar vara ett arbetssatt som gynnar de kunskapsmaéssigt svagare
eleverna starker studiens relevans for blivande och verksamma ldrare.
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Samtycke malsman BILAGA 1

Anhallan om tillstand f6r att ert barn kan delta i en undersé6kning inom
ramen for ett examensarbete vid ldrarutbildningen vid Goéteborgs universitet

Jag heter Karin Kvarnero och liser den sista terminen pa lirarutbildningen vid Géteborgs Universitet.
Som de flesta av er sikert vet gor jag min slutpraktik i ert barns klass. Inom ramen f6r mitt examensarbete
planerar jag att utfra en undersokning i klassen med syfte att studera barns taluppfattning. Jag kommer
att halla ett antal lektioner med avsikt att synligg6ra relationen mellan tals helhet och delar, baserat pd
forskaren Dagmar Neumans teorier. Barnen kommer dven att fa utfra ett fértest och ett eftertest som en
utvirdering av lektionerna. Savil lektioner som f61- och eftertest kommer att videofilmas f6r att underlitta
analysarbetet. Filmerna kommer inte att visas upp, publiceras eller pa annat sitt finnas tillgingliga.
Undersokningen kommer att genomféras under perioden vecka 47-50.

Jag vill med detta brev be er som vardnadshavare om tilldtelse att ert barn deltar i denna studie. Alla elever
kommer att garanteras anonymitet. Inte heller skolan kommer att nimnas vid namn eller pd annat sitt
kunna vara mojlig att urskilja 1 undersokningen. I enlighet med de etiska regler som giller dr deltagandet
helt frivilligt. Ert barn har rittigheten att intill den dag arbetet dr publicerat, nir som helst vilja att avbryta
deltagandet. Materialet behandlas strikt konfidentiellt och kommer inte att finnas tillgidngligt f6r annan

forskning eller bearbetning,

Vad vi behéver fran er dr att ni som elevens vardnadshavare skriver under detta brev och sa snart

som moijligt skickar det med eleven tillbaka till skolan. Sitt sdledes ett kryss i den ruta som giller £6r er del:
[J Som virdnadshavare ger jag tillstand att mitt barn deltar i undersékningen

[J Som virdnadshavare ger jag inte tillstand att mitt barn deltar i undersékningen

vardnadshavares underskrift/er elevens namn

Har ni yttetligare fragor ber jag er kontakta mig pd nedanstiende adress eller telefonnummer:
Med vinliga hilsningar

Karin Kvarnero

Telefon: xxxxx

E-post: xxxxx

Handledare f6r undersékningen dr universitetslektor Angelika Kullberg, Géteborgs Universitet,
Institutionen f6r didaktik och pedagogisk profession.

Kursansvarig lirare dr universitetslektor Daniel Seldén, G6teborgs universitet, Institutionen for sociologi

och arbetsvetenskap, telefon xxxxx.



BILAGA 2

For- och eftertest

En gissningslek inleddes med att barnen fick rakna fram 9 sma trakuber. Déarefter
ombads barnen att blunda da jag gémde kuberna i tva koppar. Barnen fick fem
chanser att gissa hur manga kuber som fanns under varje kopp. Syftet med 6vningen
var att undersoka om barnen kunde se méjligheterna for hur talet 9 kan delas i tva
delar (1 poéng per kombination av delar som ger helheten 9, maximalt 5 poang)

Dérefter ombads eleverna att, utan att rékna efter, 1agga fram 8 fingrar. Fingertalet 8
var det fingertal som verkade svarast for eleverna i Neumans (1993) studie att lagga
upp. Syftet med uppgiften var att se hur vana eleverna verkade vara att anvanda
fingrarna for att rdkna, och dessutom se om de kan anvanda fingertalen utan att rakna
fingrarna ett i taget (uppvisat fingertal ger 1 poang)

Testet avslutades med tre uppgifter av typen dppna utsagor och subtraktion. Neuman
(1993) menar att dessa uppgifter ar sarskilt férdelaktiga att 16sa med hjalp av
fingertal eftersom helheten uppges i uppgiften. Dessutom upplever manga elever att
subtraktion &r svarare an addition (Neuman, 1993). Uppgifterna formulerades som
vardagliga och elevnara problemformuleringar (varje korrekt svar ger 1 poang,
maximalt 3 poang).

0 Om du har 3 kronor och du vill képa en liten leksak som koster 8 kronor,
racker dina pengar da? (Nej!) Hur manga kronor maste du ha till for att dina
pengar ska racka? (3+_=8)

0 Om fréken har 4 pennor men det kommer in 10 barn i klassrummet, hur
manga pennor till maste hon hamta for att barnen ska fa var sin penna?
(4+_=10)

o Om du har 10 godisar men tappar 7, hur manga har du da kvar? (10-7=_
Intresserad av att se om de kan rakna bakat sa langt)



Stencil - 6ppna utsagor och subtraktionsuppgifter BILAGA 3

7-2=  81= 10-8=
7-5= _ 85= _ 10-4=

7-4= 86=___  10-3=___







BILAGA 4

Problemlésningsuppgifter, lektion B2

e Kalle och Stina har tillsammans 8 applen. Kalle har 6 applen. Hur manga applen har
Stina? (6+_=8)

e Kalle och Stina har tillsammans 10 &pplen. Kalle har 4 applen. Hur manga applen har
Stina? (4+_=10)

e Kalle och Stina har tillsammans 7 applen. Kalle har 2 dpplen. Hur manga applen har
Stina? (2+_=7)

e Sara har 8 paron. Hon ger 2 paron till sin lillasyster. Hur manga paron har Sara kvar?

(8-2=)

e Sara har 5 paron. Hon ger 4 paron till sin lillasyster. Hur manga paron har Sara kvar?

(51=)

e Sara har 9 paron. Hon ger 4 péaron till sin lillasyster. Hur manga paron har Sara kvar?

(9-4=)



