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Objective: The aim of the study is to describe pupils' understanding of the mathematical
concept of function. How do pupils define the concept of function? What images of the
concept of function evoke when they solve tasks, which involve identifying and constructing
functions?

Theory: A student's thinking about a mathematical concept depends on more than just the
formal definition of the concept; therefore Tall and Vinner introduce the term concept image
to describe the role cognitive structures play when students learn about concepts. The
cognitive structure includes all mental images, associated properties and processes that an
individual associates with a given concept. According to Sfard, an individual's understanding
of mathematical concepts may have different character: an operational conception, where a
concept is conceived as a process and a structural conception, where the given concept is
conceived as an object, that is, as a whole.

Method: 16 pupils at the Science Program at two different upper secondary schools in
Sweden answered a questionnaire on the mathematical concept of function. In addition, five
of the 16 pupils in the survey group were interviewed on their understanding of the concept of
function. Tall and Vinner’s theory of concept definition and concept image and Sfards theory
of operational and structural understanding of concepts, were used to analyse the data.

Results: Four categories of the pupils’ definitions of the concept of function were identified;
Correspondence, Dependence Relation, Rule and the Graphical Representation. Every second
pupil in the survey group mistakenly believes that the equation y = 4 does not represent a
function, with the justification that the value of y is independent of the value of the
independent variable. A majority of the pupils in the survey group do not specify the
condition that a function has to assign a unique value to every number in its domain. One
consequence of this is that many pupils falsely believe that the equation of a circle represents
a function, even though it does not meet the condition of a unique functional value. Some
pupils in the survey group evoked a concept image of function involving one or several of the
following aspects: The graph of a function has to be connected. Piecewise defined functions
are rejected. A function must be represented by a single formula. Each of these images is a
potential conflict factor, which is at variance with the formal definition of the concept of
function.
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Inledning

Hosten 2011 inférdes gymnasiereformen Gy 2011 i svensk gymnasieskola. Att elever ges
mojlighet att utveckla sin forstaelse av matematiska begrepp har en framtradande plats i
styrdokumenten for Gy 2011 (Skolverket 2013). Jag har i min roll som gymnasielarare i
matematik intresserat mig for de svarigheter som vissa gymnasieelever uppvisar i samband
med forstaelse av centrala begrepp och samband mellan begrepp. Begreppet funktion &r
centralt i gymnasieskolans matematikundervisning, vilket bekraftas av ett stort antal moment,
som beror begreppet funktion i @mnesplanen for matematik. Funktioner kan anvéndas, som
matematiska modeller, for att studera kvantitativa samband mellan storheter, som varierar, till
exempel tillvéxt av bakterier i en kultur 6ver tid.

Enligt min erfarenhet, som gymnasielarare i matematik, kan vissa elevers svarigheter med
begreppen gransvarde och derivata forklaras med de svarigheter som dessa elever har med
begreppet funktion. Derivatan av en funktion definieras som gransvardet av en differenskvot.
Till exempel blir det naturligtvis svart att bestamma derivatan av en funktion med hjalp av en
differenskvot om man inte kan tolka symbolen f(x) som funktionsvardet av funktionen f i
punkten x. En god forstaelse av begreppet funktion ger forutsattningar att forsta de
narliggande begreppen gransvarde och derivata av en funktion.

Gymnasielever kan uttrycka att begreppet funktion, som introduceras pa gymnasiet i kursen
matematik 1c, dr abstrakt och svart att forsta. Jag minns ett samtal med en elev som fick mig
att fa upp dgonen for de svarigheter vissa elever kan ha med begreppet funktion. Jag hade haft
en genomgang om polynomfunktioner av grad tva for en grupp gymnasieelever som studerade
kursen matematik 2c. Vi dvade pa att rita grafer till andragradsfunktioner, nar en av mina
elever riktar sig mot mig och utbrister med frustration i rosten: Jag ser en ekvation och en
graf, men var &r funktionen som du talar om? Jag svarade att funktionen ar sambandet mellan
variablerna samt att den kan askadliggéras med en ekvation eller med en graf. Ekvationen ar
da en algebraisk representation och grafen en geometrisk representation av funktionen.

Mot bakgrund av ovanstaende, genomforde jag under hosten 2013 féreliggande studie om
elevers forstaelse av begreppet funktion. Min studie avgransas till elever pa gymnasieskolans
Naturvetenskapsprogram, eftersom det &r den mest matematikintensiva utbildningen i svensk
gymnasieskola som féljer den gymnasiereform som inférdes 2011.

Med funktion menas i foreliggande studie en reellvard funktion av en reell variabel, det vill
séga en funktions definitions- och vardeméngd &r delméngder av de reella talen. Reella tal kan
representeras av punkter pa en linje, en sa kallad tallinje. Enligt fullstandighetsaxiomet svarar
mot varje punkt pa tallinjen ett reellt tal. Delar av den matematiska terminologi som anvands i
samband med begreppet funktion i féreliggande uppsats beskrivs i en bilaga®.

! Se bilaga 1 Matematisk terminologi i samband med begreppet funktion
1



Amnesplanen for gymnasieskolans matematik

Skolverket betonar, i &mnesplanen for gymnasieskolans matematik, att undervisningen i
amnet matematik ska syfta till att eleverna utvecklar sin forstaelse av matematikens begrepp
och metoder. Skolverket lyfter fram begreppsférmaga som en av de sju férmagor som
beskrivs i &mnesplanen:

Att beskriva innebdrden av ett begrepp och samband mellan begrepp innefattar att
kunna redogora for definitioner, egenskaper och relationer hos begrepp och samband
mellan begrepp. Ett begrepps innebord, syfte och mening ges framforallt genom hur
begreppen anvénds i olika sammanhang inom matematiken eller i
tillampningssituationer (Skolverket, 2013).

For att man ska kunna kommunicera om ett begrepp behdver det representeras med olika
uttrycksformer. Begreppsformaga innebér att veta hur olika uttrycksformer kan anvandas for
olika syften. Dessutom betonar Skolverket formagan att hantera procedurer, l6sa matematiska
problem samt att utforma, anvénda och utvérdera matematiska modeller. Vidare betonas
formagan att folja, fora och bedoma matematiska resonemang samt formagan att
kommunicera matematiska tankegangar muntligt, skriftligt och i handling. Slutligen betonas
matematikens betydelse och anvandning inom andra &mnen, i ett yrkesmassigt, samhélleligt
och historiskt sammanhang (Skolverket, 2013).

Pa Naturvetenskapsprogrammets inriktning Naturvetenskap ar kurserna matematik 1c, 2c, 3c
och 4 obligatoriska. Kurserna ger 100 gymnasiepodng vardera. Skolverket anger de moment,
som ska behandlas i undervisningen for respektive kurs i centralt innehall i amnesplanen. |
foljande avsnitt listar jag de delar av det centrala innehallet, som har anknytning till begreppet
funktion:

Kursen matematik 1c

e Metoder for berdkningar inom vardagslivet och karaktarsémnena med reella tal
skrivna pa olika former, inklusive potenser med reella exponenter samt strategier for
anvandning av digitala verktyg.

e Generalisering av aritmetikens réknelagar till att hantera algebraiska uttryck.

e Algebraiska och grafiska metoder for att 16sa linjara ekvationer och olikheter samt
potensekvationer.

e Begreppen funktion, definitions- och vardeméngd samt egenskaper hos linjara
funktioner samt potens- och exponentialfunktioner.

e Representationer av funktioner i form av ord, funktionsuttryck, tabeller och grafer.

e Skillnader mellan begreppen ekvation, olikhet, algebraiskt uttryck och funktion.

Kursen matematik 2c

e Egenskaper hos andragradsfunktioner.
o Konstruktion av grafer till funktioner samt bestdmning av funktionsvérde och
nollstélle, med och utan digitala verktyg.

Kursen matematik 3c

e Begreppet absolutbelopp.
e Begreppen polynom och rationella uttryck samt generalisering av aritmetikens lagar
for hantering av dessa begrepp.



Egenskaper hos cirkelns ekvation [...].

Orientering kring kontinuerlig och diskret funktion samt begreppet gransvérde.
Egenskaper hos polynomfunktioner av hgre grad.

Algebraiska och grafiska metoder for 16sning av extremvardesproblem inklusive
teckenstudium och andraderivatan.

Samband mellan en funktions graf och funktionens forsta- och andraderivata.

Kursen matematik 4

Syfte

Egenskaper hos trigonometriska funktioner, logaritmfunktioner, sammansatta
funktioner och absolutbeloppet som funktion.

Skissning av grafer och tillhérande asymptoter.

Begreppet differentialekvation och dess egenskaper i enkla tillampningar som &r
relevanta for karaktarsamnena.

Studiens syfte &r att studera elevers forstaelse av det matematiska begreppet funktion.

Problemstallningar

1. Hur definierar elever begreppet funktion?
2. Vilka bilder av begreppet funktion visar elever nér de léser uppgifter, som handlar om

att identifiera och konstruera funktioner?



Teoriram
En tillbakablick pa funktionsbegreppets historiska utveckling

Sfard havdar att det finns en parallell mellan de svarigheter som en individ méter nar hen ska
lara sig nya matematiska begrepp och de svarigheter som har utmanat generationer av
matematiker i det forflutna, nér de forsokte formulera en definition av det aktuella
matematiska begreppet (Sfard, 1995, s. 15-16). Darfor kan det finnas skal att gora en
tillbakablick pa funktionsbegreppets historiska utveckling under de senaste 300 aren.

Kleiner beskriver funktionsbegreppets historiska utveckling som ett vaxelspel mellan tre
mentala bilder av begreppet: Den geometriska bilden, dar en funktion uttrycks med en kurva,
den algebraiska bilden, d&r en funktion representeras med en formel samt den logiska
definitionen av begreppet funktion, som ett samband mellan variabler. Av fundamental
betydelse for uppkomsten av funktionsbegreppet ndmner Kleiner foljande: Utvidgningen av
talsystemet till att omfatta reella tal; Uppkomsten av den symboliska algebran; Naturvetares
studier av kroppar i rorelse, till exempel Keplers berdkningar av planetbanorna och Galileis
studier av fallande kroppar; sammansmaltningen av algebra och geometri. Funktioner
anvandes som matematiska modeller for olika tillampade problem, till exempel problemet
med att bestdimma den funktion, som beskriver formen av en vibrerande elastisk strang.

Kleiner sammanfattar nagra av de olika definitioner av begreppet funktion, som matematiker
har anvéant under de senaste 300 aren. Den schweiziske matematikern Euler (1707-1783)
definierade begreppet funktion som ett ”analytiskt uttryck” ar 1748:

En funktion av en variabel storhet ar ett analytiskt uttryck som, pa nagot satt, ar
sammansatt av denna variabla storhet och tal eller konstanta storheter
(Kleiner, 1989, s. 3, min 6versattning).

Euler menade att ett “analytiskt uttryck” far innehdlla de fyra rdkneoperationerna; addition,
subtraktion, multiplikation samt division, rotter, exponenter, logaritmer, trigonometriska
funktioner, derivator och integraler.

Enligt Sfard foreslog Euler en annan definition av begreppet funktion ar 1755:
En storhet ska kallas en funktion bara om den beror av en annan storhet pa ett sadant
satt att om den senare storheten forandras sa ska ocksa den forra forandras (Sfard, 1991,
s. 15).

Den tyske matematikern Dirichlet (1805-1859) ville definiera begreppet funktion som ett
godtyckligt samband mellan variabler, som inte nédvéandigtvis maste etableras med ett
analytiskt uttryck eller en kurva. Han formulerade foljande definition av begreppet funktion ar
1829:

y ér en funktion av en variabel x, definierad pa intervallet a < x < b, om det till varje
varde pa variabeln x i detta intervall motsvarar ett bestamt varde pa variabeln y. Det ar
ovasentligt pa vilket satt denna motsvarighet etableras.

(Kleiner, 1989, s. 10, min dversattning)

Dirichlet definition forutsétter att funktionens definitionsmangd &r en delméngd av de reella
talen.



Den moderna definitionen av funktion formuleras med hjélp av mangdteori; en funktion &r ett
samband mellan tva mangder, som till varje element i den forsta mangden ordnar ett entydigt
bestamt element i den andra mangden. Bourbaki® formulerade en mangdteoretisk definition av
ett generellt funktionsbegrepp som galler for tva godtyckliga méangder E och F, som inte
nddvéndigtvis ar delméngder av de reella talen.

Lat E och F vara tva mangder, som kan vara lika eller olika. En relation mellan ett
variabelt element x i E och ett variabelt element y i F kallas ett funktionssamband i y om
det for alla x i E finns ett unikt y i F som ar i den givna relationen med x. Vi ger namnet
funktion till den operation som pa detta satt associerar med varje element x i E det
elementy i F som &r i den givna relationen med x; y kallas vérdet av funktionen i
elementet x och funktionen sags vara bestamd av det givna funktionssambandet. Tva
ekvivalenta funktionssamband bestdmmer samma funktion. (Kleiner, 1989, s. 299, min

Oversattning)

Begreppsdefinition och begreppsbild

Tall och Vinner introducerar termen begreppsbild for ett givet matematiskt begrepp for att
beskriva den roll, som den larandes kognitiva strukturer spelar for larande om matematiska
begrepp. En individs begreppsbild bestar av den samlade kognitiva struktur i individens
medvetande som associeras med ett begrepp. Strukturen omfattar alla mentala bilder,
associerade egenskaper och processer som en individ associerar med ett begrepp.

Definitionen av ett begrepp &r de termer som anvands for att specificera begreppet. En individ
kan konstruera en personlig definition av begreppet, som kan avvika fran den formella
definition, som accepteras i den matematiska gemenskapen i stort. Den personlig definition &r
en del av individens begreppsbild.

En individs frammanade begreppsbild &r den del av begreppsbilden som dr aktiverad vid ett
tillfalle. Vid olika tidpunkter kan olika delbilder frammanas, som verkar komma i konflikt
med varandra. Om olika delar av begreppsbilden frammanas samtidigt kan det uppsta en
konflikt i individens kognitiva struktur. Tall och Vinner kallar den del av begreppsbilden, som
kan komma i konflikt med en annan del av begreppsbilden, for en potentiell konfliktfaktor. En
allvarlig typ av potentiell konfliktfaktor ar nar en del av begreppsbilden &r i motsatsstallning
till den formella definitionen av begreppet. En sadan konfliktfaktor kan hindra larandet av en
formell teori.

Tall och Vinner exemplifierar sin teori med begreppet funktion och gransvardesbegreppet. De
formulerar foljande definition av funktion, som liknar Bourbakis definition fran ar 1939:

En funktion &r en relation mellan tva mangder A och B, dar varje element i A ar
relaterad till precis ett element i B (Tall & Vinner, 1981, s. 153, min dversattning).

Individer som har studerat funktioner kanske inte kommer ihag definitionen av begreppet.
Individens begreppsbild kan innehalla andra aspekter av begreppet an definitionen, till
exempel att en funktion maste kunna representeras med en regel, en formel, en graf eller med
en vardetabell. En funktion kan ocksa uppfattas som en process, som avbildar ett element i

2 Bourbaki ar en kollektiv pseudonym for en grupp matematiker som var verksamma i Frankrike. Bourbakis
definition formulerades ar 1939.



mangden A till ett element i mangden B. Ingen eller alla ovan ndmnda aspekter kan finnas i
individens begreppsbild. En larare kan ge den formella definitionen av begreppet funktion och
arbeta med det allménna funktionsbegreppet en kortare tidsperiod for att sedan &dgna en langre
tid at att enbart ge exempel pa funktioner som &r givna med formler. | ett sadant fall kan
eleven utveckla en begrénsad begreppsbild. Eleven kan arbeta med denna begrénsade
begreppsbild, som kan vara tillracklig i ett begransat sasmmanhang. Nar eleven i framtiden
moter funktioner, som &r definierade utanfor detta begransade sammanhang, kan det visa sig
att begreppsbilden ar otillracklig (Tall & Vinner, 1981, s. 151-154).

Tall diskuterar empirisk forskning om universitets- och collegestudenters larande om bland
annat begreppet funktion i samband med den reform, som pé engelska kallas "New Math”,
som var ny pa 1960-talet, men som senare dvergavs-. Tall beskriver att kursplaneforfattare, i
samband med reformen, gjorde ett modigt férsok att bygga begreppet funktion pa en formell
definition, som formulerades med hjalp av mangdteori. Tall menar att studenter har mycket
svart att ta till sig en sédan formell mangdteoretisk definition. Aven om man ger studenter en
sadan formell definition, s& kommer studenters erfarenhet av exempel pa funktioner, som ar
givna med en formel, att fa manga studenter att utveckla en begreppsbild, dér en funktion
maste vara given med en formel. Ett problem med reformen "New Math”, menar Tall, ir att
studenters tdnkande om matematiska begrepp beror av mer an bara de termer som anvands i
begreppets definition. Studenters begreppsbild paverkas ocksa av de matematiska erfarenheter
som studenter gor innan de moter begreppets formella definition. |1 samband med det forsta
motet med en begreppsdefinition &r det nastan oundvikligt att studenter bara moter ett
begransat antal exempel pa det aktuella begreppet, som paverkar deras begreppsbilder pa ett
satt som kan komma att orsaka framtida kognitiva konflikter (Tall, 1992¢, s. 499).

Schwarz och Hershkowitz beskriver ett tillvagagangssatt for att forklara de mekanismer som
styr larande av begrepp. Nar elever forsoker forsta ett givet begrepp finns nagra specifika
exempel, som &r mer centrala &n andra. Dessa specifika exempel, som kallas prototyper,
anvands for att beddma om andra exempel ska inga i den kategori, som definieras av det
aktuella begreppet.

Forskarna argumenterar for att linjara funktioner och andragradsfunktioner anvands som
prototypexempel for begreppet funktion, genom att andra exempel pa funktioner bedéms med
hanvisning till dessa prototypexempel, i stallet for till den formella definitionen av begreppet
funktion. Det ar dock viktigt att notera att pa grund av de svarigheter det innebér att rita
funktionsgrafer utan lampliga hjalpmedel, har linjara funktioner och andragradsfunktioner
vanligtvis varit de enda funktioner som undervisats systematiskt i skolan. Det &r en 6ppen
fraga huruvida hanvisningen till linjara funktioner &r ett resultat av deras centrala roll i
undervisningen eller ett resultat av deras inneboende prototypiska egenskaper, till exempel att
grafen &r en rat linje, som bestams av tva punkter samt att mellanliggande varden kan
bestdmmas med linjdr interpolering. Forskarna anvinder begreppet ”Prototypicality” i
betydelsen den del av begreppsbilden, som visar vilka funktioner som anvénds och hur dessa
funktioner anvands. Begreppet indikerar huruvida vissa funktioner ér de enda, som elever
anvander i ett visst sammanhang, i den meningen att de inte kan konstruera andra funktioner i
detta sammanhang eller om dessa prototypexempel anvénds for att eleverna tycker om att

% Under 1960-talet inleddes forsok att reformera skolmatematiken i Amerika och i Europa. | Sverige kallas
reformen den ”nya matematiken”. Ambitionen i Sverige var att ersitta skolans skolmatematik med vetenskapens
(riktiga) matematik. Entusiasmen for den “nya matematiken” ebbade ut mot slutet av 1970-talet (Lundin, 2008,

5. 369-374).



anvanda dem. Begreppet Prototypicality” indikerar dessutom om anvandningen av
prototypexempel gor det mojligt for eleverna att hantera nya exempel. Det beddms genom de
exempel eleverna refererar till, de metoder som de anvénder, vilka hanfor sig till specifika
exempel (t.ex. linjar interpolering), samt genom de kopplingar eleverna gér mellan det
aktuella problemet och de exempel som aberopas for att 16sa problemet. Dessutom innefattas i
vilken grad frammanade exempel och motiveringar beror pa sammanhanget (Schwarz &
Hershkowitz, 1999, s. 367 - 374).

Operationell och strukturell begreppsforstaelse

Sfard formulerar en teori for att beskriva karaktaren av individers forstaelse av matematiska
begrepp, till exempel tal och funktion. Enligt Sfard kan en individs forstaelse av ett
matematiskt begrepp ha olika karaktar; en operationell forstaelse, dar ett begrepp uppfattas
som en process samt en strukturell forstaelse, dar det givna begreppet uppfattas som ett
objekt. Den operationella och den strukturella forstaelsen av ett givet begrepp kompletterar
varandra och beskrivs som en dubbelnatur. Férmagan att se ett begrepp, bade som en process
och som ett objekt, ar oumbérlig for att fa en djup begreppsforstaelse. Hon anser att den
strukturella forstaelsen av ett givet begrepp ar mer abstrakt an den operationella och bor
darmed betraktas som en mer avancerad fas av begreppsutvecklingen. Darmed kommer den
operationella forstaelsen av begreppet att utvecklas fore den strukturella, nar en individ
tillagnar sig ett nytt matematiskt begrepp. Till exempel kan begreppet rationellt tal forstas
operationellt som resultatet av en division av tva heltal, men ocksa strukturellt som ett ordnat
par av hela tal. Med ett strukturellt tankande forstar man talet som ett objekt, som kan
representeras med en punkt pa en tallinje.

Begreppet funktion kan forstas operationellt som en berakningsprocess, men ocksa
strukturellt som en méangd av ordnade par. Den algebraiska representationen av en funktion
kan tolkas operationellt som en berdkningsprocess, men &ven strukturellt som en statisk
relation mellan tva storheter. Sfard jamfor med tolkningen av symbolen ” = ” i en ekvation.
Likhetstecknet kan dels tolkas strukturellt som en statisk identitet mellan ekvationens bada
led, dels operationellt som ett kommando for att utfora de berdkningar som finns i ekvationen.
Den grafiska representationen av en funktion framjar ett strukturellt tankande (Sfard, 1991, s.
4-10).

Sfard anvander funktionsbegreppets historiska utveckling for att argumentera for att de
matematiska begreppen har uppfattats operationellt langt fore de strukturella definitionerna
och representationerna konstruerades. Hon ser begreppet funktion som resultatet av ett
sOkande efter en matematisk modell for fysikaliska fenomen, som beskrivs av variabla
storheter. Den nyligen uppfunna algebraiska symbolismen anvandes av bland andra Euler, nar
han ar 1747 definierade begreppet funktion som ett sé kallat “analytiskt uttryck”. Enligt Sfard
uttrycker bade Eulers definition fran &r 1747 och den senare definitionen fran 1755% en
operationell forstaelse av begreppet funktion. Hon ser funktionsbegreppets utveckling som en
lang foljd av mestadels misslyckade forsok att skapa en strukturell definition av begreppet
funktion. Alla misslyckade forsok att 6versétta operationell intuition till en strukturell
definition ledde slutligen till Bourbakis strukturella definition, som formulerades med hjalp av
mangdteori (Sfard, 1991, s. 14-15).

Enligt Sfard &r det en lang och svar process att utveckla en strukturell forstaelse av ett
begrepp. Hon urskiljer tre faser i processen att tilldgna sig ett matematiskt begrepp. De tre

* En storhet ska kallas en funktion bara om den beror av en annan storhet pa ett sddant satt att om den senare
storheten forandras sa ska ocksa den forra forandras.



faserna motsvarar tre grader av struktur. Forst finns det en process, som utfors pa bekanta
objekt. Sedan utvecklas idén om att vénda processen till en sjalvstandig storhet och slutligen
ska den larande tillagna sig formagan att se den nya storheten som en helhet, som liknar ett
objekt. Sfard kallar den sista fasen “’reification”. De tva forsta faserna kallar hon
“interiorization” respektive ”condensation”. Sfard beskriver de tre faserna med exemplet
negativa heltal. Forst finns det en process; subtraktion som utfors pa mangden av naturliga tal.
Nar man subtraherar ett storre tal fran ett mindre tal vacks idén om en ny matematisk storhet;
negativa heltal. Dessa tal kan adderas och multipliceras med varandra och med de gamla
bekanta naturliga talen. En individ har nétt “reification” nir hen kan uppfatta negativa heltal
som abstrakta och rent imagindara konstruktioner. Individen betraktar nu de negativa heltalen
som en delmangd av heltalsringen, det vill séga som en del av en talstruktur, som uppfyller
axiomen i den algebraiska struktur som kallas ring.(Sfard, 1991, s. 18-20).

Sfard argumenterar for att det finns paralleller mellan de matematiska begreppens historiska
utveckling och en individs begreppsutveckling. Hon anvéander bade ett historiskt och ett
psykologiskt perspektiv, nar hon argumenterar for sin teori. Hon beskriver algebrans
utveckling som aterkommande forsok att vanda berakningsprocesser till matematiska objekt
samt som en standig kamp for att na reification”. Sfard havdar att en individ troligtvis
kommer att erfara liknande svarigheter i att lara sig algebra, som generationer av matematiker
motte under de perioder som algebra utvecklades (Sfard, 1995, s. 15-17).

Empiriska studier om begreppet funktion

Vinner och Dreyfus undersoker den forstaelse som college-studenter® och larare p& junior
high school uppvisar av begreppet funktion med hjalp av en enkét i en kvantitativ studie. Jag
beskriver endast den del av studiens resultat som beskriver college-studenternas forstaelse.
Den enkat som forskarna anvéande i sin kvantitativa studie bestar dels av uppgifter om att
identifiera funktioner bland nagra givna kurvor, dels av konstruktionsuppgifter dar
studenterna ska ge en definition av en funktion som uppfyller ett givet villkor.

Forskarna undersdker dels vilka definitioner av begreppet funktion som college-studenterna

formulerar fore en kurs i matematisk analys, dels vilka bilder av begreppet som studenterna

anvander nér de l6ser uppgifter dar man ska identifiera och konstruera funktioner. Forskarna
identifierar foljande kategorier av studenternas definitioner av begreppet funktion (Vinner &
Dreyfus, 1989, s. 359-360).

1. En funktion &r ett samband mellan tva méangder som till varje element i den forsta
méangden ordnar precis ett element i den andra mangden.

En funktion &r en beroenderelation mellan tva variabler.

En funktion ar en regel. En regel férvantas ha nagon regelbundenhet.

En funktion ar en operation eller en transformation av variabler.

En funktion ar en formel, ett algebraiskt uttryck eller en ekvation.

En funktion identifieras med en grafisk eller symbolisk representation.

S

Foljande aspekter av begreppet funktion kommer till uttryck i studenternas svar pa forskarnas
enkat:

e Om en relation ordnar exakt ett vérde till varje element i sin definitionsméangd sa ar
det en funktion.

e Om grafen gor ett sprang sa ar relationen diskontinuerlig i en punkt i sin definitions-
méngd.

> College motsvarar rskurs tvé& och tre p& det svenska Naturvetenskapsprogrammet.
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e Om definitionsmangden delas i tva delomraden sa géller olika regler for de olika
delomradena. Som en konsekvens av detta kan grafens karaktar forandras i
évergangen fran ett delomrade av definitionsmangden till ett annat.

e En relation kan ha en punkt dar den allméanna regeln inte géller.

Nagra studenter anvander en aspekt for att forkasta en given relation som varande en funktion,
medan andra studenter anvander samma aspekt for att acceptera den (Vinner & Dreyfus,
1989, s. 361).

Tva uppgifter i forskarnas enkat ar att identifiera grafer till en styckvis definierad och
diskontinuerlig funktion respektive till en styckvis definierad och kontinuerlig funktion.
Nagra studenter anser att en funktion maste vara kontinuerlig och nagra tycker att en styckvis
definierad och kontinuerlig funktion inte kan definieras med hjalp av tva olika regler pa tva
delomraden av sin definitionsmangd, utan den maste kunna definieras med hjélp av en formel
som géller for hela funktionens definitionsméangd.

Cirka halften av studenterna svarar ja pa fragan om det finns en funktion vars varden ar lika
med varandra. Cirka héalften av de som svarade ja, motiverar sitt svar med ett korrekt exempel
pa en konstant funktion. Nagra studenter som svarar ja pa fragan, ger ett exempel pa en sadan
funktion med en formel som innehaller x:

y =%/, ellery = x°.

Enligt forskarna uttrycker en sadan student en operationell forstaelse av begreppet funktion;
man maste utfora en operation med x for att erhalla motsvarande y-varde (Vinner & Dreyfus,
1989, s. 362-364).

Viirman, Attorps och Tossavainen analyserar vilken karaktar som hogskolestudenters
begreppsbilder om begreppet funktion har. Dessutom undersdker forskarna hur dessa
begreppsbilder &r relaterade till begreppets historiska utveckling. Studien resulterade i
foljande kategorisering av studenternas definitioner av begreppet funktion, som till viss del ar
inspirerad av den kategorisering som gors i Vinner och Dreyfus (1989, s. 359-360).

1. En funktion &r ett samband, eller en beroenderelation, mellan tvd mangder som till
varje element i den forsta méngden ordnar exakt ett element i den andra méngden.

2. En funktion &r en "maskin” eller en eller flera operationer, som transformerar variabler
till nya variabler.

3. En funktion ar en regel, en formel eller ett algebraiskt uttryck.

4. En funktion identifieras med en av sina representationer; en kurva, ett tal eller en graf.

5. Ett meningslost svar (Viirman et al., 2010, s. 11-12).

Kategori 1 har en strukturell karaktar, medan kategori 2 och 3 har en operationell karaktar i
Sfards betydelse. Kategori 4 och 5 representerar inte en matematisk definition. De tre forsta
kategorierna foljer funktionsbegreppets historiska utveckling i omvénd kronologisk ordning:
Eulers tidigare definition fran &r 1748 passar i kategori 3, medan Eulers senare definition fran
ar 1755 passar i kategori 2. Bourbakis definition fran ar 1939 passar i kategori 1. Dirichlets
definition borde hanforas till kategori 3, men den ar ocksa relaterad till kategori 1, pa grund
av villkoret ”... som till varje element i den forsta mangden ordnar exakt ett element i den
andra mangden.” i definitionen av kategori 1.

Totalt beaktades 34 studenters definitioner av funktionsbegreppet i studien. Endast tre
studenters definitioner klassificerades i kategori 1. De studenterna formulerade en strukturell
definition av funktionsbegreppet. 19 studenter klassificerades i nagon av de operationella
kategorierna 2 eller 3. Tolv studenter misslyckades med att ge en anvéandbar definition av
begreppet funktion. Studenterna tillfragades ocksa om nagra givna uttryck representerar y
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som en funktion av Xx. En tredjedel av studenterna anser att ekvationen y = 3 representerar en
funktion, medan cirka tva tredjedelar av studenterna anser att ekvationen f(x) = 3 gor det.
Tva tredjedelar av studenterna trodde att cirkelns ekvation x? + y? = 4 representerar en
funktion. Cirka 90 % av studenterna i undersokningsgruppen accepterade féljande styckvis
definierade funktion:

:{—3omx<0
e*omx >0

En uppgift i studien var att avgora om det finns en funktion som uppfyller bada villkoren:

e Om x &r ett heltal sa ska funktionen ha ett varde som inte &r ett heltal.
e Om x inte &r ett heltal sa ska funktionen ha ett heltalsvarde.

Hypotesen om att en sadan funktion existerar forkastades av flera studenter med motiveringen
att en funktion maste definieras med en formel, som galler for hela funktionens
definitionsméngd, trots att de hade accepterat andra styckvis definierade funktioner i andra
uppgifter (Viirman et al., 2010, s. 12-16).

Hansson underséker matematiklararstudenters syn pa begreppet funktion. Han later
lararstudenter rita begreppskartor 6ver de natverk av associationer, som studenterna urskilde
utifran tre givna matematiska samband: y = x + 5, y = mx?2, xy = 2. De tre sambanden kan
associeras med olika matematiska begrepp som studenter méter i sin skolgang. Hanssons
syfte ar att undersoka hur lararstudenternas syn pa begreppet funktion kommer till uttryck i de
begreppskartor som de utformade (Hansson, 2006, s. 19).

Flertalet av lararstudenterna ser inte att ekvationen y = x + 5 utifran funktionsbegreppet kan
uppfattas som att den innehaller tva variabler och att ekvationen darmed representerar en
funktion. Studenterna visar inte en utvecklad syn pa begreppet funktion som ett objekt med
flera egenskaper, till exempel jamn, kontinuerlig eller deriverbar. Studenternas begreppsbild
ar inte en rik kognitiv struktur i samband med y = x + 5. Lararstudenternas begreppskartor ar
rikt férgrenade, men de visar inte alltid meningsfulla relationer mellan olika begrepp. Vissa
studenters begreppskartor innehaller triviala delar, som inte &r relaterade till matematik, pa
bekostnad av matematiska begrepp och relationer mellan begreppen. Vissa delar uttrycker
enbart algoritmisk kunskap och den matematiska terminologin anvandes ibland felaktigt.
Begreppet funktion uttrycks ofta med en operationell karaktar som en beroenderelation
mellan variabler, dar nagra studenter anger entydighetsvillkoret for en funktion; att ett vérde
pa variabeln x ger ett entydigt bestamt funktionsvarde. Ingen av studenterna anger begreppen
definitionsméngd eller vardemangd som delar av begreppet funktion. Det finns en tendens att
studenternas kognitiva strukturer ar uppdelade i olika omraden, med fa kopplingar mellan
omradena, vilket forhindrar studenterna fran att skapa rika kognitiva strukturer for begreppet
funktion (Hansson, 2006, s. 30-33).

Hansson menar att lararstudenter bor ges moéjlighet att resonera om funktioner i vardagliga
sammanhang genom att stalla frdgan om en relation uttrycker y som en funktion av x, till
exempel “En bil x har fiargkoden y.” eller ”En pojke x har y som far.” Syftet med detta &r att
ge studenterna mojlighet att utveckla sin begreppsbild om funktioner, sa att bilden dven
inbegriper funktioner, vars definitionsmangd &r nagot annat &n tal och som inte kan
representeras av formler. Hansson beskriver en forséksundervisning, dér studenter gavs
mojlighet att resonera om funktioner i vardagliga sammanhang. De studenter som deltog i
forsoksundervisningen resonerade om funktioner i olika sammanhang och med fler
representationer an den grupp som inte deltog. De studenter som inte deltog i
forsoksundervisningen associerade funktioner med reellvarda funktioner i en reell variabel
och uppfattade en funktion som en formel, ett algebraiskt uttryck eller en ekvation.
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Lararstudenterna motiverar funktionsbegreppets betydelse i matematik med att funktioner kan
tillampas i olika sammanhang, speciellt inom naturvetenskap (Hansson, 2006, s. 34-36).

Larobtcker om begreppet funktion

| detta avsnitt beskriver jag hur de larobdcker, som eleverna i undersékningsgruppen anvande,
behandlar begreppet funktion samt narliggande begrepp.

Matematik 1c

Eleverna som deltog i min studie anvande en larobok skriven av Alfredsson, Brating, Erixon
och Heikne (2011a), nér de laste Naturvetenskapsprogrammets forsta matematikkurs,
matematik 1c. I laroboken formuleras foljande definitioner av begreppen variabel respektive
funktion:

Om en bokstav i ett uttryck kan anta olika varden kallas den en variabel

(Alfredsson et al., 20114, s. 10).

Om sambandet mellan tva variabler x och y ar sadant att varje x-vérde, enligt nadgon
regel, ger ett bestamt y-varde sa kan vi séga att y ar en funktion av x. En funktions
tillatna x-varden kallas funktionens definitionsméangd. De vérden pa y, som de tillatna
x-vardena ger, kallas funktionens vardemangd. (Alfredsson et al., 2011a, s. 288)

Nar jag i foreliggande uppsats hanvisar till den formella definitionen av begreppet funktion sa
menar jag larobokens definition, om inget annat anges i texten. I laroboken for kursen
matematik 1c beskrivs fyra olika representationer av begreppet funktion. Med hjalp av ett
exempel representeras en funktion med ord, med en formel, med en vérdetabell och med en
graf. Laroboken har olika 6vningsuppgifter, dar funktioner representeras med de ovan
namnda uttrycksformerna, men inga exempel pa vare sig diskontinuerliga funktioner eller
styckvis definierade funktioner. Det finns endast en évningsuppgift i laroboken, dar konstanta
funktioner ingar. Daremot ingar nagra uppgifter, som problematiserar kravet pa entydigt
funktionsvarde; att varje x-varde ger ett bestamt y-varde (Alfredsson et al., 2011a, s. 288-
301).

Matematik 2c

I kursen matematik 2c studeras andragradsfunktioner, exponentialfunktioner och deras
inverser; logaritmerna. Malet ar att konstruera grafer samt att bestaimma storsta respektive
minsta vérde till andragradsfunktioner, som har eller saknar reella nollstéllen.
Andragradsfunktioner och exponentialfunktioner anvands som modeller for olika
tillampningar, till exempel for att beskriva en kastparabel eller for att studera forandring av
antal individer i en population.

Matematik 3c

Det finns en orientering kring begreppet kontinuerlig funktion i den larobok, som mina elever
anvande i kursen matematik 3c. Begreppet kontinuerlig funktion definieras pa foljande satt i
laroboken:

Anta att en funktion &r definierad i ett intervall. Om grafen & sammanhéngande och inte
har nagra "hopp" ar funktionen kontinuerlig i intervallet (Sjunnesson, Holmstrom, &
Smedhamre, 2012, s. 168).
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| den larobok, som eleverna pa den andra skolan anvande, nar de laste kursen matematik 3c,
formuleras foljande definition av begreppet kontinuerlig funktion:

De funktioner vars graf kan “ritas utan att lyfta pennan” kallas for kontinuerliga. Med
matematikens sprak kan vi saga att en funktion ar kontinuerlig i en punkt x om

|f(x + h) — f(x)| kan goras godtyckligt litet genom att valja ett tillrackligt litet A. Om
detta géller for alla x i definitionsméngden &r funktionen kontinuerlig. (Alfredsson,
Brating, Erixon, & Heikne, 2011b, s. 40)

Matematik 4

I den larobok, som mina elever anvénde néar de l&ste kursen matematik 4, infors begreppet
sammansatt funktion av tva givna funktioner, som benamns inre respektive yttre funktion.
Begreppet sammansatt funktion infors for att man vill kunna derivera en sammansatt funktion
med hjalp av kedjeregeln. Laroboken infor begreppet invers funktion, som exempel ges
logaritmfunktionen med basen tio, som &r invers funktion till exponentialfunktionen med
basen tio. Absolutbeloppet definieras som en styckvis definierad funktion. Forfattarna visar
en metod for att skissa grafer till rationella funktioner. Dessutom ingar flera dvningsuppgifter
pa att skissa grafer till polynomfunktioner av gradtal upp till och med fem i laroboken
(Gennow, Gustafsson, & Silborn, 2013).

Hdogskola

Naturvetenskapsprogrammet &r ett hogskoleférberedande gymnasieprogram. Darfér kommer
jag att som jamforelse till gymnasieskolans begreppsdefinitioner, betrakta den definition av
begreppet funktion som ges i Rodhe och Sigstams larobok, som anvands pa inledande
matematikkurser pa vissa universitet och hogskolor. Rodhe och Sigstam formulerar sin egen
version av Dirichlets definition av begreppet funktion:

En variabel y dr en funktion av en variabel x, om till varje varde som x far anta, ar

ordnat endast ett av de varden som y far anta (Rodhe & Sigstam, 2002, s. 88).
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Metod
Instrument

Jag valde att undersoka elevers forstaelse av begreppet funktion med hjalp av en enkat med
matematikuppgifter kring begreppet. Dessutom intervjuade jag fem elever med utgangspunkt
fran deras svar pa enkaten. Min forhoppning var att intervjuerna skulle ge mig fordjupad
kunskap om elevernas forstaelse av begreppet funktion. Jag kan identifiera féljande fordelar
med att anvanda en enkat: Alla respondenter far samma formulering av fragorna.
Respondenterna kan inte diskutera uppgifterna med varandra om alla genomfor enkéten
samtidigt. Darmed undviks att respondenterna paverkar varandra, nar de besvarar fragorna.

Enkat

Med avsikt att samla in data konstruerade jag en enkat® med matematikuppgifter, som handlar
dels om att identifiera funktioner bland nagra givna formler respektive kurvor, dels om att
konstruera funktioner med nagra givna egenskaper. Uppgifterna utformades med avsikt att
undersoka elevers forstaelse av begreppet funktion. Jag avslutar enkéten med att eleverna
ombeds att ge sin definition av begreppet funktion. Uppgifterna 1, 2 och 5 i min enkat har jag
konstruerat sjalv. Idéerna till uppgifterna 3 och 4 har jag hamtat fran Tall (1992¢).
Uppgifterna 6 och 7 har utvecklats av Vinner & Dreyfus (1989, s. 359) och Oversatts till
svenska. Uppgifterna anvands ocksa av Viirman et al. ( 2010).

Intervju

En halvstrukturerad livsvarldsintervju ar en teknik for att forsta ett &mne ur respondenternas
eget perspektiv. Det &r en specifik intervjuteknik, som har ett syfte. Intervjun &r varken ett
Oppet samtal eller en sluten enkaét, utan en professionell intervju med syfte att forsta
respondenternas livsvarld, som &r varlden sasom den upplevs oberoende av och fore
forklaringar. Den utgar fran en intervjuguide, som kan innehalla forslag till intervjufragor
(Kvale & Brinkmann, 2009, s. 43-44). Jag anvénde halvstrukturerad intervju som en teknik
for att forsta elevernas forestallningar om det matematiska begreppet funktion, ur elevernas
perspektiv. Jag utarbetade en intervjuguide’ som férberedelse for att genomféra mina
intervjuer.

Urval

Jag valde att genomfora min studie pa gymnasieskolans Naturvetenskapsprogram, inriktning
Naturvetenskap, eftersom det &r den mest matematikintensiva utbildningen i svensk
gymnasieskola som foljer Gy 2011. Pa Naturvetenskaps-programmet, inriktning
Naturvetenskap, ar kurserna matematik 1c, 2c, 3c och 4 obligatoriska (Skolverket, 2011, s.
252).

Elever i svensk skola moter begreppen variabel och linjar funktion redan i grundskolans
arskurs 7-9. Elever som studerar gymnasieskolans Naturvetenskapsprogram mater begreppet
funktion i kursen matematik 1c. | kursen studeras reellvarda funktioner av en reell variabel,
speciellt behandlas linjara och exponentiella funktioner. Eleverna fordjupar sina kunskaper
om funktioner i de efterféljande matematikkurserna, genom att de moter nya klasser av
funktioner som beskrivs med olika representationer. De tillampar sina kunskaper om
funktioner genom att arbeta med modelleringsproblem, dér funktioner anvands som

® Se Bilaga 2 Enkét
’ Se Bilaga 3 Intervjuguide
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matematiska modeller inom bland annat &mnena fysik, kemi, ekonomi och populationsbiologi
(Skolverket, 2013).

Jag valde att genomfora studien med hjilp av en sa kallad tillgédnglig grupp” av elever, dels
pa den gymnasieskola, dar jag arbetar som matematiklarare, dels pa ytterligare en
gymnasieskola. Jag gjorde alltsa inte ett slumpmassigt urval. De tva gymnasieskolorna ligger i
tva olika kommuner pa ett inbdrdes avstand av cirka 60 km. Det ar troligt att eleverna pa den
ena skolan inte har kontakt med nagon elev pa den andra skolan. Eleverna i urvalet pa min
skola gick andra eller tredje aret pa Naturvetenskapsprogramet. Jag var deras matematiklarare
vid undersokningstillfallet. De sju eleverna i arskurs tva hade vid undersokningstillfallet
slutfort kurserna matematik 1c och 2c. Jag hade vid undersokningstillfallet aldrig visat nagot
exempel pa en styckvis definierad funktion och aldrig talat om begreppet kontinuerlig
funktion med mina elever i arskurs tva. De sex eleverna i arskurs tre hade vid
undersokningstillfallet slutfort kurserna matematik 1c, 2c, 3¢ och 4. Jag hade visat nagra
exempel pa styckvis definierade funktioner och behandlat momentet kontinuerliga funktioner
for mina elever i arskurs tre nar de laste kursen matematik 3¢ under hosten 2012.

Jag fick kontakt med en matematiklarare pa den andra skolan via en fore detta kollega. De
elva eleverna pa den andra skolan, som deltog i min studie genom att besvara enkéten, gick
vid undersokningstillfallet andra aret pa Naturvetenskapsprogrammets inriktning
Naturvetenskap. De hade vid undersdkningstillfallet slutfort kurserna matematik 1c och 2c
och pabdrjat matematil 3c. Matematiklararen pa den andra skolan hade namnt begreppet
kontinuerlig funktion och visat ett exempel pa en styckvis definierad funktion, som var
diskontinuerlig, for sina elever fére undersokningstillfallet.

Genomfdrande

Jag genomforde studien under hostterminen 2013 med hjalp av elever pa tva olika
gymnasieskolor, som ligger i tva olika kommuner i véstra Sverige. Elevgrupperna besvarade
enkaten pa sin egen skola och vid olika tidpunkter. De fick anvanda 30 minuter for att besvara
enkéten och inga hjalpmedel var tillatna, utdver skrivmaterial och linjal.

Sex elever pa min skola, varav tre i arskurs 2 och tre i arskurs tre, samt elva elever pa den
andra skolan besvarade enkaten. Jag intervjuade fem av mina egna elever. En elev pa min
skola, som besvarade min enkat ville inte bli intervjuad. Jag intervjuade dem var for sig, efter
att de hade besvarat enkéten. De enskilda intervjuerna genomfordes i ett av grupprummen pa
den skola déar jag arbetar. Under intervjun, som pagick mellan 20 och 30 minuter, fick
eleverna anvénda sin enkat, skrivmaterial och linjal som hjalpmedel. Jag spelade in
intervjuerna med en diktafon.

Pilotstudie

Jag genomférde en pilotstudie med en av mina egna elever som laser tredje aret pa
Naturvetenskapsprogrammet. Eleven besvarade samtliga fragor i den ursprungliga enkéten.
Pa grundval av den information, som elevens svar gav, diskuterade jag uppgifterna i enkaten
med min handledare. Vi beslutade att byta ut en berakningsuppgift och ersétta den med
uppgift 2, som testar forstaelse av begreppet definitionsmangd till en funktion. Den tredje
uppgiften i enkaten modifierades nagot. Den reviderade enkéaten, som anvandes i studien finns
som bilaga. Jag genomforde inte nagon intervju i min pilotstudie.
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Forskningsetik

Enligt Kvale och Brinkmann bor de som deltar i en forskningsstudie informeras om syftet
med studien. En forskare bor &ven informera deltagarna om hur forskningsstudiens
konfidentialitet ska sékerstéllas (Kvale & Brinkmann, 2009, s. 87-88).

| samband med att enkaten delades ut till eleverna informerade jag om att syftet med studien
ar att studera elevers forstaelse av matematiska begrepp. Tillsammans med enkéten foljde det
forsta missivbrevet®, dar jag ber de deltagande eleverna om deras samtycke till att f& anvénda
deras enkater i forskningssyfte. Jag delade ut det andra missivbrevet® till de elever, som var
villiga att delta i den intervju, som jag ser som en uppféljning pa enkéten. | bada missivbreven
informeras om att jag kommer att folja vetenskapsradets forskningsetiska principer med dess
krav pa information, samtycke, konfidentialitet och nyttjande.

For att sékerstélla forskningsstudiens konfidentialitet kommer jag inte att avsldja uppgifter
som kan identifiera de deltagande eleverna. Till potentiellt identifierbara uppgifter raknar jag
fornamn, efternamn och klassbeteckning. Eftersom det ar en ojamn férdelning av pojkar och
flickor i undersokningsgruppen kommer jag att skriva hen” istéllet for han eller hon i min
resultatredovisning.

Validitet och reliabilitet

Validitet i en studie ar beroende av forskarens hantverksskicklighet genom att hon
kontrollerar, ifrdgasatter och teoretiskt tolkar sina resultat. Reliabilitet i en studie ar en fraga
om resultat kan reproduceras av andra forskare (Kvale & Brinkmann, 2009, s. 263-266).
Fragan om validitet i min studie handlar om mina instrument mater gymnasieelevers
forstaelse av begreppet funktion. Jag och min handledare har tillsammans arbetat fram den
enkat, som jag anvande i min studie. Vi har bedémt att uppgifterna i enkaten méater
gymnasieelevers forstaelse av begreppet funktion. Med hjalp av en pilotstudie har jag
undersokt om enkatuppgifternas formulering kan missuppfattas. Jag har under min studietid
tranat pa att intervjua gymnasieelever och jag har spelat in alla intervjuerna med en diktafon.

Analys

Endast de enkater, dar minst fyra uppgifter besvarats, analyserades i min studie. Jag
analyserade elevernas begreppsbilder av funktion, speciellt analyserades relationen mellan
elevens personliga definition av begreppet funktion och dévriga delar av elevens begreppsbild.
En enkat, dar endast tva av uppgifterna besvarats, beaktades inte i min studie. Det aterstod da
16 enkater for analys.

Vissa elever forvaxlar termerna andragradsfunktion och andragradsekvation. Om det ar
uppenbart att en elev talar om en funktion, men sager eller skriver andragradsekvation, sa har
jag i min analys tolkat termen andragradsekvation som andragradsfunktion. I min analys har
jag tolkat de geometriska termerna kurva och linje i sin vardagliga betydelse, som att en kurva
ar krokt och en linje ar rak (rat).

® Se Bilaga 4 Forsta missivbrevet
% Se Bilaga 5 Andra missivbrevet
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Resultat

De 16 elever som besvarade min enkat dr kodade med en bokstav i det svenska alfabetet, fran
A till F respektive fran K till T. De sex elever som ar kodade fran A till F &r mina egna elever.
De tio eleverna pa den andra skolan &r kodade med bokstaverna K till T. Jag har dessutom
intervjuat fem elever, A, B, C, D och F. Elev E ville inte bli intervjuad.

Respondenternas definitioner av begreppet funktion

| detta avsnitt presenteras de fyra kategorier av elevernas personliga definitioner av begreppet
funktion, som jag har identifierat i min analys av enkatsvaren. Varje kategori atfoljs av ett
eller tva exempel fran de definitioner som eleverna formulerade i enkéaten. | fyra av de 16
enkater som analyserades anger eleverna inte nagon definition av begreppet funktion.

1. Samband: En funktion ar ett samband mellan tva variabler, med eller utan
entydighetsvillkoret: ”For varje x-varde sa ska y-vardet vara entydigt bestdmt”. Fem
elever anger villkoret att y-vardet ska vara entydigt bestamt, medan tva elever inte
anger entydighetsvillkoret.

”En funktion &r ett samband mellan vérdet pa y och x. Den hjalper dig att bestimma
y nér du vet x och tvartom.” (K)
ett samband mellan x och y dar det finns hogst ett y-vérde per x-virde.” (N)

2. Beroenderelation: En funktion uttrycker ett beroende mellan tva variabler. Det finns
tre elever i kategorin.

”Nar det finns ett y-varde for varje x-vérde. y-vardet &r beroende av x-virdet.” (L)
3. Regel: En funktion &r en regel. Det finns en elev i kategorin.
”En regel som visar hur x forhaller sig till y.” (M)

4. Graf: En funktion identifieras med sin grafiska representation. Det finns tre elever i
kategorin.

”En graf dér det till varje X-vérde finns ett y-vérde...” (O)

Delar av en begreppsbild om funktion

| detta avsnitt beskrivs de delar av begreppsbilden, som de deltagande eleverna uppvisar, nér
de besvarar enkéten. En och samma elev kan uppvisa en eller flera delar av sin begreppsbild
om funktion.

y maste vara beroende av x

Tio elever av 16 anser att varken ekvationen y = 4 eller den grafiska representationen av
denna konstanta funktion uttrycker en funktion.

... eftersom y inte férandras beroende pa x-vardet. (P)
... har ¢j varierande y-varden och beror darfor ej pa x. (B)
y ar inte en funktion av x. Det finns ingen x-term med i uttrycket. Inte séker dock da det

fortfarande finns ett y-vérde for varje x-vérde. (L)
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De tio eleverna uppvisar att y maste vara beroende av x som en del av sina begreppsbilder om
funktion. Endast tre elever tycker att ekvationen y = 4 representerar en funktion, men bara en
av dem formulerar en korrekt motivering:

For varje x-varde sa blir y alltid 4. (Q)

Fyra elever av 16 tycker att grafen till den konstanta funktionen representerar en funktion,
men endast en elev formulerar en korrekt motivering:

For varje x finns ett y. (Q)

En elev tycker att man kan skriva om ekvationen y = 4 sa att den representerar en funktion:
Finns inget x-varde, ar ingen funktion. Daremot om vi lagger till ett x, sd att y = 4x°, sa
blir det en funktion. (N)

Elevens uttryck &r ekvivalent med den ursprungliga ekvationen y = 4, men elevens
omskrivning visar att hen har krav pa minst ett x i ekvationen, for att den ska kunna
representera en funktion. Delbilden y maste vara beroende av x framtrader mycket tydligt i
elevens begreppsbild om funktion. Elev N uppvisar en operationell forstaelse (Sfard, 1991) av
begreppet funktion; man maste utféra en operation med variabeln x for att erhalla
motsvarande y-vérde.

Krav pa entydigt funktionsvarde

15 av de 16 eleverna i min studie tror att cirkelns ekvation x? + y? = 9 representerar en
funktion. En vanligt forekommande motivering &r att ekvationen representerar en funktion

eftersom y &r beroende av x. Nagra elever bestammer den positiva losningen y = v9 — x2 till

ekvationen, men glémmer att beakta den negativa I6sningen y = —v9 — x2. Elev D &r den
enda elev i min studie som anger entydighetskravet for en funktion i samband med cirkelns
ekvation.

Sju elever av 16 genomskadar att den S-formade kurvan i uppgift 5b inte representerar en
funktion och formulerade en korrekt, eller nastan korrekt, motivering:

... eftersom det for vissa x finns mer &n ett y. (Q)
Det finns flera y-vérden for varje x-vérde. (N)

De sju eleverna uppvisar kravet pa entydigt funktionsvarde som en del av sina begreppsbilder
om funktion. De 6vriga eleverna saknar detta entydighetskrav i sina begreppsbilder.

Sammanhéngande graf

Tre elever av 16 anger som krav pa en funktion att dess graf maste vara sammanhangande:
Grafen blir inte sammanhangande och &r darfor ingen funktion. (N)
Grafen beskriver inte y som en funktion av x eftersom grafen ar delad. (A)

De tre eleverna uppvisar “sammanhéngande graf” som en del av sina begreppsbilder om
funktion. Fem andra elever accepterar att en icke sammanhéangande graf kan representera en
funktion. Tre av dem anvéander termen “diskontinuerlig” funktion:

y &r en diskontinuerlig funktion for vissa x varden. (P)

De fem eleverna visar att ”icke ssmmanhéngande grafer” ar en del av deras begreppsbilder
om funktion. Enligt k&nd matematisk teori géller foljande: Grafen till en kontinuerlig
funktion, som &r definierad pa ett reellt intervall & sammanhangande.
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Styckvis definierad funktion

Tio elever av 16 uppvisar styckvis definierad funktion” som en del av sina begreppsbilder
genom att acceptera den styckvis definierade grafen i uppgift 5¢ eller ndgot av de styckvis
definierade uttrycken i uppgift 3c eller 3d som varande funktioner. Elev F definierar dessutom
en styckvis definierad funktion som uppfyller bada villkoren i uppgift 6 i min enkat. En elev
som saknar “’styckvis definierad funktion” i sin begreppsbild, argumenterar for att grafen i
uppgift 5¢ inte representerar en funktion:

Grafen beskriver inte en funktion eftersom grafen bade innehaller réta linjens ekvation
och en andragradsekvation. (A)

En funktion maste representeras med en formel

Ndgra elever gor ihardiga forsok att bestamma en formel som géller for hela funktionens
definitionsméngd och som uppfyller bada villkoren i uppgift 6 i min enkat:

e Om x &r ett heltal sa ska funktionen ha ett varde som inte &r ett heltal.
e Om x inte &r ett heltal s& ska funktionen ha ett heltalsvéarde.

Elev K provar med f(x) = 0,5x + 0,25. Formeln uppfyller det forsta villkoret, men det andra
villkoret uppfylls bara for vissa varden pa variabeln x. Elev A undrar om det gar att bestimma
en formel for den kurva som hen har ritat genom de sex givna punkterna i uppgift 4 i min
enkét. De tva eleverna visar delar av en begreppsbild, dér en funktion maste kunna
representeras med en formel som galler for hela funktionens definitionsmangd. Elev F ar den
enda elev som ger ett korrekt exempel pa en styckvis definierad funktion, som uppfyller bada
villkoren i uppgift 6 i enkéten.

Linjara funktioner

Fyra elever av 16 ritar enbart en rat linje genom de tva givna punkterna i det 6vre
koordinatsystemet i uppgift 4. For dessa elever frammanas bilden av en rét linje nar de ser tva
punkter i ett koordinatsystem, vilket visar att linjara funktioner dominerar Gver andra klasser
av funktioner i deras begreppsbilder om funktion.

En funktions definitionsmangd

10 elever av 16 svarar ja pa fragan om det finns en funktion som inte ar definierad for x = 3
och konstruerar ett korrekt exempel pa en sadan rationell funktion, som uppfyller ovanstaende
villkor. Dessa elever kan anvanda begreppet definitionsmangd i en specifik situation. De
uppvisar definitionsméangd som en del av sina begreppsbilder av funktion.

Fordjupad analys av fem elevers begreppsbilder

| detta avsnitt redovisas en fordjupad analys av fem elevers begreppsbilder om funktion. Jag
beskriver en del av respektive elevs begreppsbild sa som den visar sig i elevernas svar pa
enkaten och under intervju. Elevens personliga definition av begreppet funktion &r en del av
elevens begreppsbild. Jag har intervjuat elev A, B, C, D och F. Elev E ville inte bli intervjuad.
Det &r jag som &r intervjuaren (1) i samtliga dialogcitat nedan.

Elev A

Elev A gar andra aret pa Naturvetenskapsprogrammet och har slutfort kurserna matematik 1c
och 2c. Intervjuaren pekar pa ekvationen x? + y2 = 9 i elevens kopia av enkéaten och fragar
om ekvationen uttrycker y som en funktion av x. Ja, svarar eleven utan att tveka. Intervjuaren
ber eleven att undersoka antalet I6sningar till ekvationen y? = 9 — x2 for x = 0. Hen
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kommer fram till att ekvationen har tva losningar, men haller fast vid sin uppfattning att
ekvationen representerar en funktion, trots att y-vérdet inte ar entydigt bestdmt for x = 0.

Intervjuaren pekar pa den S-formade kurvan i uppgift 5b i enkaten och fragar om kurvan
beskriver y som en funktion av x. Elev A sdger, med viss tvekan, att det ar en
tredjegradsfunktion och accepterar att det blir tre olika funktionsvérden for x = 0.

I: Vad &r funktionens vérde for x = 0?
A: Det ar tre olika varden.

I: Kan det vara tre olika varden?

A: Ja.

Min tolkning av ovanstaende dialog &r att elev A inte visar att kravet pa entydigt
funktionsvarde ingar i hens begreppsbild for funktion.

Intervjuaren pekar pa ekvationen y = 4 i uppgift 3b i elevens kopia av enkéaten och fragar:
I: Uttrycker ekvationen y = 4 en funktion?
A: Nej. Det &r flera olika x-varden som har samma y-vérde.
I: Finns det nagon regel som séager att olika x-varden inte kan ha samma y-varde?
A: Definitionsméngd och vardemangd, kanske.
I: Vad &r definitionsmangden?
A: Vi har inget x-varde. x &r allt. [skrattar] Alla tal.
I: Vad ar vardemangden?
Ay =4,
I: Ary en variabel?
A: | det har fallet: Nej, y kan inte variera.

Elev A uppfattar begreppet funktion som att y maste vara beroende av vérdet pa den
oberoende variabeln x, darfor accepterar hen inte den konstanta funktionen. Hen anger
korrekt definitions- och vardeméngd till den konstanta funktionen, &ven om hen inte tror att
det ar en funktion. Hen uppfattar begreppet variabel som en storhet som maste kunna anta
olika vérden. Variabeln y kan variera inom den konstanta funktionens vardeméngd, som
endast bestar av talet fyra. Darfor ar y trots allt en variabel i detta exempel.

Intervjuaren visar funktionsuttrycket for signumfunktionen for eleven utan att rita grafen och
utan att anvanda termen signumfunktion, eftersom det i sa fall skulle vara givet att det ar en
funktion. Elev A ritar en korrekt graf till signumfunktionen pa ett separat papper.

I: Vilka krav stéller man pa en funktion?
A: [10 sekunders tystnad] Det maste finnas en definitionsméangd och en vardeméangd
och det ska vara en och samma linje. Det hér ar tva olika rata linjer. [Elev A pekar pa
grafen till signumfunktionen.] Det betyder att det ar tva olika funktioner.

Intervjuaren visar uppgift 4 dar man ska rita en graf genom sex givna punkter och fragar:
I: Hur manga olika grafer kan man rita som gar genom alla sex punkterna?

19



A: Det gar inte med tva parallella rata linjer, for det blir inte en graf, for de sitter inte
ihop. Var for sig ar det en graf, men tillsammans &r de inte en graf.

Om den sonderbrutna och styckvis linjara grafen i uppgift 5d skriver hen att Grafen
beskriver inte y som en funktion av x eftersom grafen &r delad. Funktionerna har samma k-
varde (parallella) men inget annat & gemensamt.”

Ovanstaende tre citat visar att grafen till en funktion alltid ar ssmmanhéngande i elevens
begreppsbild om funktion. k-virde”, i det sista citatet ovan, syftar pa parametern Kk i réta
linjens ekvation som brukar formuleras y = kx + m. Hen skriver ”Funktionerna” i plural,
vilket jag tolkar som att hen ser den styckvis linjara grafen som tva olika funktioner.

Elev A tycker inte att den styckvis definierade funktionen i uppgift 3c representerar en
funktion eftersom “den bestér av tva olika réta linjer med olika lutning och riktning.” Det &r
tva olika funktioner, enligt elev A. Hen skriver sa har om den styckvis definierade funktionen
i uppgift 5¢c som har en sammanhangande graf som bestar av en krokt kurva och en halv rat
linje (en strale). ”Grafen [i uppgift 5c] beskriver inte y som en funktion av x eftersom grafen
bade innehaller rata linjens ekvation och en andragradsekvation”. Styckvis definierade
funktioner ingdr inte i elevens begreppsbild om funktion.

Hen har missuppfattat uppgift 4, dar man ska undersoka, om det gar att rita grafen till en
funktion som géar genom alla de sex givna punkterna. Hen far ett nytt forsok och ritar da en
kurva, som ser ut att vara graf till ett femtegradspolynom, genom alla de sex givna punkterna.
Hen &r dock missnojd med sin graf.

I: Vad &r du missnojd med?
A: Jag vet inte. [skrattar] Jag vet inte om det finns en bra funktion till sjalva kurvan,
men det gar att rita en graf pa det sattet.

Elev A saknar en formel till sin funktion. Hen identifierar en funktion med en formel.
Foljande tanke finns i elevens begreppsbild: Om det ska vara en funktion s maste man kunna
bestamma en formel for funktionen.

I: Vad &r en funktion?
A: En funktion. [skrattar] Man ska kunna rita en graf, det ska finnas en
definitionsméngd och en vardemangd till en funktion.

I elevens begreppsbild finns endast sadana funktioner vars grafer man kan rita pa papper. Hen
anger definitions- och vardemangd som varande tva delar av en funktions definition, vilket ar
korrekt.

| enkéten formulerar hen sin personliga definition av begreppet funktion: I en funktion ska
det finnas ett samband mellan ett visst x-vérde och ett visst y-varde.” Elevens personliga
definition av funktion liknar Dirichlets definition, men att y ska vara entydigt bestamt av
funktionen for ett givet varde pa x, ingar inte i elevens definition. Kravet pa entydigt
funktionsvérde inbegrips inte heller i elevens begreppsbild. Hen uppvisar nagra potentiella
konfliktfaktorer i sin begreppsbild, dar en funktion maste kunna representeras med en formel;
man ska kunna rita grafen till funktionen; grafen ska vara sammanhéangande samt att y maste
vara beroende av vardet pa den oberoende variabeln x.
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Elev B

Elev B gar tredje aret pa Naturvetenskapsprogrammet och har slutfort kurserna matematik 1c,
2¢, 3¢ och 4. Intervjuaren pekar pa ekvationen y = 4 i uppgift 3b i enkaten och fragar om
ekvationen uttrycker y som en funktion av x.

B: Nej. Det blir ett konstant varde vid fyra, oberoende av vad x &r, x finns inte ens med.

Elev B tycker inte att ekvationen y = 4 representerar en funktion eftersom y &r oberoende av
X. Hen tycker inte heller att grafen till y = 4 i uppgift 5a representerar en funktion eftersom y-
vardet dr konstant och oberoende av x.

Intervjuaren visar funktionsuttrycket for signumfunktionen for eleven utan att rita grafen och
utan att anvanda termen signumfunktion, eftersom det i sa fall skulle vara givet att det ar en
funktion. Intervjuaren pekar pa funktionsuttrycket for signumfunktionen och fragar om det
uttrycker y som en funktion av x. Efter 30 sekunders tystnad svarar eleven:

B: Jag skulle saga att y-vardet forandras beroende pa vad x ér.

Elevens svar pa intervjuarens fragor visar att y maste vara beroende av vardet pa den
oberoende variabeln x finns som en del av elevens begreppsbild om funktion.

Elev B har ritat en styckvis konstant och diskontinuerlig graf genom de tva givna punkterna i
det 6vre koordinatsystemet i uppgift 4 i enkaten. Intervjuaren ber eleven att titta pa det undre
koordinatsystemet i samma uppgift och fragar hur manga grafer man kan rita som gar genom
alla de sex givna punkterna i koordinatsystemet.

B: Jag dr inte saker pa om man kan gora diskret funktion har.

I: Vad &r en diskret funktion?

B: Det blir hopp. Den &r inte kontinuerlig som alla andra grafer. Det blir mellanrum
mellan vardena.

Elev B sager diskret funktion, men menar diskontinuerlig funktion. | ovanstaende dialogcitat
uppvisar eleven diskontinuerlig funktion i sin begreppsbild om funktion. Elev B accepterar
dessutom den styckvis linjara grafen i uppgift 5d som en funktion, &ven om hen visar en viss
osdkerhet om vad y-vardet blir i diskontinuitetspunkten.

Intervjuaren pekar pa ekvationen x? + y2 = 9 i uppgift 3a i elevens kopia av enkaten och
fragar om ekvationen uttrycker y som en funktion av x. Elev B svarar:

B: Ja, for om man réaknar pa det sa varierar y beroende pa x.

I: Vad ar y-vérdet for x = 0?

B: plus och minus tre.

I: Ar det ett problem att du fick tva y-vérden for x = 0?

B: [10 sekunders tystnad] Det &r ju en andragradsekvation, sa da ska man fa tva varden.
Nar det galler funktionen sa vet jag inte. Jag tror det blir problematiskt, samtidigt sa ar
det en funktion tycker jag.

Intervjuaren pekar pa den S-formade kurvan i uppgift 5b i enkéten och fragar om den
uttrycker y som en funktion av x. Elev B svarar:

B: Ja. Det tror jag, for man ser ju att y-vérdet varierar.
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I: Vad dr funktionsvardet i x = 0?

B: Det blir noll, minus fem och minus tio.

I: Ar det ett problem att det blir tre olika varden?

B: Jag &r inte saker om det gor nagot for funktionen. Om man tanker pa definitionen av
en funktion, sa kanske det &r ett problem, men samtidigt sa, det varierar ju anda. Det
beror pa x.

Elev B uppvisar en betydande osakerhet om kravet pa entydigt funktionsvérde i samband med
cirkelns ekvation x? + y? = 9 samt med den S-formade kurvan i de tva dialogcitaten ovan.

Hen tycker att en funktion kan representeras med ord, med en graf eller med en formel. Dock
tycker hen att det ar svart att se en funktion framfor sig om den representeras med ord, det &r
lattare om man har en formel for funktionen. Darfor forsoker hen bestdamma en formel for att
representera funktionen i uppgift 6 i enkéten.

Hen formulerar foljande personliga definition av funktion i enkéten: ”En funktion varierar i
varde beroende pa variabler och kan beskrivas som en graf. Det ar ett varde som ar
konsekvent for olika virden pé variabeln.” Under intervjun framkommer det att elev B menar
att y-vardet ar entydigt bestamt, nar hen séger att en funktion maste ha “ett viirde som &r
konsekvent for olika virden pa variabeln x”. Jag tolkar elevens definition som att en funktion
ar en beroenderelation, dér y-véardet ar entydigt bestamt samt att den kan representeras med en
graf.

Elev B uppvisar potentiella konfliktfaktorer i sin begreppsbild mellan a ena sidan en
betydande osakerhet om kravet pa entydigt funktionsvarde och & andra sidan en del av sin
personliga definition av funktion “att funktionsvardet maste vara entydigt bestimt”. Hen visar
dessutom foljande delar av sin begreppsbild: y maste vara beroende av vérdet pa den
oberoende variabeln x samt att en funktion kan vara diskontinuerlig.

Elev C

Elev C gar andra aret pa Naturvetenskapsprogrammet och har slutfort kurserna matematik 1c
och 2c. Eleven (C) uppmanas av intervjuaren (I) att rita kurvan som har ekvationen

x% + y? = 9 i uppgift 3a. Hen ritar en ratvinklig triangel, dar langden av kateterna betecknas
x respektive y. Hypotenusans langd &r tre langdenheter.

I: Uttrycker ekvationen y som en funktion av x?

C: Ja.

I: Hur manga l6sningar har ekvationen y? = 9 — x2 for ett givet varde pa x, till exempel
x=07?

C: Tva. Tre och minus tre.

I: Ar det ett problem att man far tva y-varden?

C: Sidan av en triangel maste vara positiv.

Elev C associerar ekvationen x? + y?2 = 9 till Pythagoras sats i en ratvinklig triangel och inte
till en cirkel. For eleven ar bade x och y positiva tal eftersom de ar kateter i en ratvinklig
triangel. A andra sidan anser hen att ekvationen har tva l6sningar, en positiv och en negativ.
Om man har bestamt sig for att x > 0 och y > 0 sa ar det korrekt att y representerar en
funktion av x.
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Hen skriver sa har om fragan om den S-formade kurvan i uppgift 5b representerar en funktion
av x: ”Nej. [Det &r inte en funktion.] x kan inte ga baklanges.” Hen ger en annorlunda
beskrivning av en konsekvens av kravet pa entydighet hos ett funktionsvarde. Hen forbinder
de sex givna punkterna i uppgift 4 i godtycklig ordning och inte fran vanster till hoger. Eleven
motsager nu kravet pa entydighet hos ett funktionsvéarde som hen uttryckte sdsom att x inte
kan ga baklanges, i samband med den S-formade kurvan i uppgift 5b.

Pa fragan om ekvationen y = 4 uttrycker en funktion svarar eleven ja:
I: Uttrycker y = 4 en funktion av x?
C:lJa. f(x) = y.yérlika med fyra. f(x) = 4.
I: Hur manga variabler finns det?
C: Alla x som géller for den funktionen. [Elev C missforstar fragan.]
I: Ar x en variabel?
C: Ja.
I: Vad &r definitionsmangden?
C: Vad som helst. Alla tal.
I: Ary en variabel?
C: Nej. y ar fyra. Det star i uppgiften.
Intervjuaren visar nu funktionsuttrycket for signumfunktionen for eleven.
I: Om vi tittar p& den hér funktionen. Ar detta en funktion av x?
C: Nej. Det ar tva funktioner.
I: Hur manga variabler finns det har? [Intervjuaren pekar pa signumfunktionen.]
C: [viskar] Vad betyder variabel?
I: Ja. Vad ar en variabel?
C: Det &r ett tal. Alla tal.
I: Finns det nagra variabler har? [Intervjuaren pekar pa signumfunktionen.]
C: Ja, nej, ja, formodligen x.
I: Ary en variabel? [Intervjuaren pekar pd y i signumfunktionen.]
C: Nej, for det kan vara tva tal, minus ett och ett.

Elev C accepterar den konstanta funktionen, vilket implicerar att sddana funktioner finns i
elevens begreppsbild. Eleven &r konsekvent i sin felaktiga uppfattning att x, men inte y ar en
variabel, vilket avspeglas av att hen missforstar intervjuarens fraga "Hur manga variabler
finns det?” Eleven svarar med de tillatna vardena pa x: Alla x”. Eleven inser under intervjun
att hen inte forstar begreppet variabel och fragar intervjuaren vad en variabel &r. Hen
identifierar begreppen variabel och en funktions definitionsmangd, vilket framgar av att hen
besvarar bada frdgorna ”Vad ér en variabel?” respektive Vad ér definitionsmidngden?” med
samma fras “alla tal” samt av att hen anser att X, men inte y ar en variabel. Min tolkning &r att
elev C forstar begreppet variabel som en storhet som maste kunna variera. | samband med
funktioner &r x den oberoende variabeln och y &r den beroende variabeln.
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Pa fragan om hur manga olika grafer man kan rita som gar genom de tva givna punkterna i
uppgift 4 svarar eleven: En, for att det ska vara en linje och det finns tva punkter.” Hen tar
for givet att man ska rita en rat linje genom de tva givna punkterna. Tva punkter frammanar
en rét linje i elevens begreppsbild, vilket visar att hen anvéander linjara funktioner som
prototypexempel (Schwarz & Hershkowitz, 1999) pa funktioner. Min hypotes ar att eleven
inser att tva punkter bestimmer en och endast en rét linje.

Elev C svarar pa fragorna om de styckvis definierade funktionerna i uppgift 3¢ och 3d
uttrycker y som en funktion av x: ”Nej. For det ar tva funktioner.” Min tolkning ar att styckvis
definierade funktioner inte ingar i elevens begreppsbild om funktion. Eleven har inte métt
nagra sadana funktioner i de kurser som hen har studerat.

Pa fragan om man far lyfta pa pennan, nar man ritar en graf genom de sex givna punkterna i
uppgift 4 svarar eleven: ”Nej, for da blir det tva olika ekvationer. Det blir inte en. ”Eleven
svarar pa fragan om den diskontinuerliga funktionen i uppgift 5d beskriver y som en funktion
av x: ”Nej. For det ar tva linjer. De kopplar inte ihop till varandra. Det ar tva delar. ”Min
tolkning av de tva citaten ovan &r att diskontinuerliga funktioner inte ingar i elevens
begreppsbild om funktion. Diskontinuerliga funktioner ingar inte i de kurser som hen har
studerat. Sadana funktioner behandlas forst i kursen Matematik 3c.

Pa fragan om den styckvis definierade funktionen i uppgift 5¢ ar en funktion svarar eleven:
”Nej. Den vénstra delen [som ser ut att vara en andragradskurva] ar inte en linje. Det blir inte
en funktion, kanske tva funktioner.” Hen stéller ett krav pa en funktion. Man ska kunna
bestamma en formel for den, men det gar inte i uppgift 5¢c eftersom “andragradskurvan ar inte
en linje sa man kan inte fa en funktion av den”. Har identifierar eleven en funktion med en
formel; grafen representerar en funktion endast om man kan bestamma en formel for den.

Elev C definierar en funktion som ett samband mellan tva tal, som brukar kallas x och y. Atty
ska vara entydigt bestamt for ett givet varde pa x, aterfinns inte i elevens personliga
definition, men kravet pa entydigt funktionsvarde ingar i elevens begreppsbild, sasom den
kommer till uttryck under intervjun. Elevens personliga definition av funktion ar en potentiell
konfliktfaktor i begreppsbilden.

Elev D

Elev D gar andra aret pd Naturvetenskapsprogrammet och har slutfort kurserna matematik 1c
och 2c. Under intervjun utspelas foljande dialog mellan intervjuaren (1) och eleven (D):

I: Uttrycker ekvationen y som en funktion av x? [Intervjuaren pekar pa ekvationen
x% + y? = 9 i elevens kopia av enkéten.]
D: Det ar inte en funktion for ett x-vérde kan inte ha tva olika y-varden.

Elev D anvander kravet pa entydigt funktionsvarde for en funktion, for att motivera att cirkeln
inte &r graf till en funktion. Motiveringen ar korrekt.

Hen forbinder de sex givna punkterna i uppgift 4 till en sammanhangande graf i godtycklig
ordning, inte nodvandigtvis fran vanster till hoger.

I: Ar det en graf till en funktion?
D: Nej.
I: Varfor ar det inte en funktion?
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D: For att ett x-varde kan fa tva olika l6sningar. Kolla har! [Hen visar tva punkter pa sin
kurva med samma x-vérde men olika y-vérden.]

Elev D anvander aterigen kravet pa entydigt funktionsvarde for att forkasta sin egenhandigt
ritade kurva.

Eleven skriver om ekvationen y = 4 i uppgift 3b: ”Ekvationen y = 4 &r en funktion, y = 4
medfér y = 2x omx = 2say = 2 -2 = 4.” Eleven ger ratt svar, men med fel motivering om
varfor y = 4 ar en funktion. De tva funktionerna ar lika, endast nar x = 2. Resonemanget
bygger pa den felaktiga uppfattningen att en funktion maste vara beroende av x, till exempel
representeras med en ekvation som innehaller x.

| foljande dialog som utspelas om grafen till y = 4 i uppgift 5a framkommer det att eleven
inte accepterar en rat linje som graf till en funktion. Hen anser att grafen till en funktion maste
vara bojd.

I: Ar grafen [y = 4] en funktion?

D: Nej. Det &r ett koordinatsystem. Vi har en graf. Vi har ingen kurva.
I: Har vi en linje?

D: Ja. Det ar konstant hastighet. Om vi talar om hastighet.

I: Varfor ar hastigheten inte en funktion av tiden?

D: [...] Den skapar inte en kurva.

I: Maste en kurva vara bojd?

D. Ja, sa tanker jag.

I elevens begreppsbild ar horisontella linjer separerade fran begreppet funktion. Foljande ar
matematiskt korrekt: En funktion kan representeras med en graf. Varje icke-vertikal rét linje
ar graf till en funktion.

Elev D har forsokt rita en andragradskurva genom de tva givna punkterna i det dvre
koordinatsystemet i uppgift 4, men har misslyckats med att fa sin kurva genom bada
punkterna. Den gar bara genom en av punkterna.

I: Kan man rita en rat linje nar man ska rita en graf till en funktion? [Néar man ritar en
graf genom de tva givna punkterna i uppgift 4.]

D: Nej.

I: Varfor kan man inte rita en rét linje? [Genom de tva givna punkterna i uppgift 4.]
D: Da pratar man om koordinatsystem och da ar y = kx + m.

I: Ar y = kx + m en funktion?

D: Nej. En funktion &ry lika med f i parentes x.

I skolans matematikkurser brukar den algebraiska representationen av en linjar funktion
skrivas pa formen y = kx + m. For elev D é&r ett koordinatsystem ett system med en rét linje
inritad. Hen gor en distinktion mellan rata linjer och funktioner. Elev D uppvisar en
begreppsbild, dar rata linjer &r separerade fran begreppet funktion.

| enkéten formulerar hen sin personliga definition av funktion; ’Varje x-vérde motsvarar ett y-
vérde. Ett y-varde kan ha tva olika x. Visar till exempel minskning eller 6kning av fart eller
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temperatur.” Elevens andra villkor, “Ett y-varde kan ha tva olika x”, kan uttryckas som att en
funktion inte behover vara injektiv. Det &r korrekt att det finns funktioner som inte ar
injektiva, till exempel andragradsfunktioner.

Elev D uppvisar foljande delar av sin begreppshild om funktion: y maste vara beroende av
vardet pa den oberoende variabeln x. Funktionsvardet maste vara entydigt bestamt. Réta
linjer ar separerade fran begreppet funktion. Hen uppvisar potentiella konfliktfaktorer mellan
a ena sidan sin definition av funktion; varje x-varde motsvarar ett y-virde” och a andra sidan
att en rat linje inte representerar en funktion.

Elev F

Elev F gar tredje aret pa Naturvetenskapsprogrammet och har slutfort kurserna matematik 1c,
2¢, 3c och 4. Elev F genomfor foljande steg nar hen léser ut y ur ekvationen x? + y2 = 9
I uppgift 3a.

y2 =9 —x2 5y =9 —x2

Elev F ar medveten om att ekvationen har tva lsningar, men véljer anda bara den positiva
roten till ekvationen med motiveringen att: ”Det kédndes naturligt att rikna med positiva y-
varden.” Hen skriver om den positiva roten att: "’y kan uttryckas som en funktion av x
eftersom det visar ett samband mellan variablerna. Funktionsvérdet ar beroende av vardet pa
x.” Nar eleven har bestamt sig for att endast beakta den positiva roten till ekvationen, sa ar det
korrekt att ekvationen representerar en funktion.

Hen skriver om den S-formade kurvan i uppgift 5b: ”Grafen beskriver inte y som en funktion
av x da ett x-varde kan ge 3 y-varden. For x = 0 finns 3 olika funktionsvérden. For en
funktion kan det bara finnas ett funktionsvarde for varje x-varde.” Hen formulerar en korrekt
motivering for att den S-formade kurvan inte representerar en funktion. Elevens resonemang
bygger pa kravet pa entydighet hos ett funktionsvarde.

Om graferna i uppgift 5¢ och 5d skriver hen att: ”Graferna beskriver y som en funktion av x
eftersom bada graferna visar ett samband mellan x och y, pa sa satt att ett x-varde ger ett y-
vérde.” Ordet ett” ar understruket i elevens enkét, vilket jag tolkar som ett och endast ett” y-
varde. Med stdd av citaten ovan, & min tolkning att kravet pa entydigt funktionsvarde ingar i
elevens begreppsbild om funktion.

Om ekvationen y = 4 i uppgift 3b skriver hen: ”Ekvationen [y = 4] uttrycker inte en
funktion, eftersom att det fér en funktion kréavs tva eller flera variabler. Ekvationen beskriver
endast en likhet mellan y och talet fyra. y ar bestdmd och inte en variabel. Variabeln x finns
inte ens med i ekvationen [y = 4].”

Under intervjun utspelas foljande dialog mellan intervjuaren (1) och eleven (F) om ekvationen
y =4.

I: Hur manga variabler finns det i ekvationen? [y = 4]
F: En, nej, ingen, kanske, y ar bestamd.

I: Ary en variabel?

F: Nej. Den kan inte variera. Det ar bara en likhet.

Om den horisontella linjen y = 4 i uppgift 5a skriver hen: ”Grafen visar inget samband
mellan variablerna x och y eftersom funktionsvardet inte ar beroende av véardet pa x, som en
funktion dr.” Hen tycker alltsa att varken den algebraiska eller den grafiska representationen
av den konstanta funktionen uttrycker ett funktionssamband. Elevens resonemang baseras pa
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den felaktiga uppfattningen att y maste vara beroende av variabeln x. Hen har forstatt
begreppet variabel, som en storhet som maste kunna anta olika vérden.

Citaten ovan indikerar att konstanta funktioner inte ingar i elevens begreppsbild. Att derivera
uttrycket y = 4, samtidigt som det inte betraktas som en funktion blir mycket problematiskt,
vilket tydligt illustreras i foljande dialog:

I: Kan man derivera y = 4? [Intervjuaren pekar pa den horisontella linje vars ekvation
ary = 41 uppgift 5a.]

F: Hm. Nja. Det kanske bara blir noll. Det kanske inte gar dverhuvudtaget.

I: Varfor gar det inte? Vad betyder derivata geometriskt?

F: Jag tittar pa lutningen i punkter. Om lutningen i alla punkter &r noll sa borde val
derivatan ocksa bli noll.

I: Ar y' [derivatan av y] en funktion?

F: [30 sekunders tystnad] Den berattar ju bara att lutningen i en punkt ar noll. Den ar
inte beroende av vilken punkt eller vilket x-varde det ar. Den visar bara pa att en
derivata &r noll.

I: Ar y' inte en funktion?

F: Nej, jag ar oséker. [Tystnad].

Hen betraktar alltsa inte heller derivatan av y som en funktion, eftersom den ar oberoende av
variabeln x. Hen far alltsa svarigheter med att derivera en viktig klass av funktioner, de
konstanta funktionerna. Jag argumenterar for att det ar nédvandigt att ha en strukturell
forstaelse av begreppet funktion for att kunna forsta begreppet derivata av en funktion. Om
man bara har en operationell forstaelse av funktion s kommer derivata av en funktion att
uppfattas som en process, som appliceras pa en annan process. Med en strukturell forstaelse
av begreppet funktion kan derivata av en funktion forstas som att derivationsoperatorn
appliceras pa ett funktionsobjekt och ger ett nytt funktionsobjekt, derivatan av funktionen.

Om uttrycken i uppgifterna 3c och 3d skriver hen:

Oomx <0 {30mx<0

ochy =
xomx >0 Y= W2omx >0

Funktionerna [ y = { ] uttrycker y som en funktion

av x eftersom vardet pa y ar beroende av vardet pa x.

Uppgift 6 i enkaten lyder s hir: ”Finns det en funktion som uppfyller féljande tva villkor?
Om x &r ett heltal s& ska funktionen ha ett varde som inte ar ett heltal. Om x inte &r ett heltal
sd ska funktionen ha ett heltalsvirde.” Hen svarar:

Domx <0

1 ;
~ omx ar heltal
xomx =0

Ja, exempelvis y = { eftersom den liknar y = {

0 om x inte ar ett heltal
Hen anger ett korrekt exempel pa en styckvis definierad funktion som uppfyller bada
villkoren i uppgift 6. Hen har métt sadana funktioner i kurserna matematik 3c och 4, till
exempel absolutbeloppet som funktion av x. P& basis av de hens svar ar min tolkning att
styckvis definierade funktioner ingar i hens begreppsbild om funktion. Aven det svar som hen
anger i uppgifterna 5¢ och 5d stéder denna slutsats: ”Graferna beskriver y som en funktion av
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x eftersom bada graferna visar ett samband mellan x och y, pa sa satt att ett x-varde ger ett y-
virde.”

I enkéten anger hen sin personliga definition av funktion: ”En funktion &r ett samband mellan
tva variabler, dér x ar den oberoende variabeln och y ar den beroende. En funktion har bara ett
y-varde for varje véarde pa x.” Elevens personliga definition av funktion liknar Dirichlets
definition. Att vardet pa y ska vara entydigt bestamt av funktionen for ett givet varde pa x
framgar tydligt i elevens definition. Styckvis definierade funktioner, men inte konstanta
funktioner ingar i elevens begreppsbild. Att hen inte accepterar konstanta funktioner ar en
potentiell konfliktfaktor i begreppsbilden.
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Diskussion
Metoddiskussion

Hosten 2012 genomforde jag en pilotstudie, dér jag anvénde begreppskartor for att undersdka
vilka begreppsassociationer gymnasieelever far, nar de I6ser ett givet modelleringsproblem
enskilt. Eleverna fick forst i uppgift att 16sa det givna modelleringsproblemet och sedan
uppmanade jag dem att rita en begreppskarta, som innehaller alla begrepp, som de associerar
med det givna problemet. Jag fick dock inte ut sa mycket information om elevernas
begreppsbilder ur deras begreppskartor, som jag hade forvantat mig. Jag hade med ett
exempel pa en begreppskarta om nagra datorrelaterade begrepp i min pilotstudie. Jag valde att
inte ge eleverna en begreppskarta med matematiska begrepp, eftersom det skulle kunnat
paverka vilka begrepp de tog med i sin begreppskarta. Eleverna som deltog i den pilotstudien
hosten 2012 hade, mig veterligen, ingen tidigare erfarenhet av att utforma begreppskartor om
matematiska begrepp. Daremot har gymnasieelever lang erfarenhet av att besvara
matematikprov. Infér hostterminen 2013 bestdmde jag mig for att utforma en enkédt med en
struktur, som liknar ett matematikprov. Hosten 2013 genomfdrde jag en ny pilotstudie med
denna provliknande enkét med avsikt att undersoka elevers forstaelse av ett specifikt begrepp,
namligen funktionsbegreppet. En reviderad version av enkéten aterfinns som bilaga till
foreliggande uppsats.

Eftersom en enkat inte sager allt om en elevs begreppsbild kompletterade jag den information,
som enkaten gav, med att intervjua fem av de elever som hade besvarat enkaten. Jag valde att
intervjua elever pa den skola dér jag arbetar som matematiklarare. Jag intervjuade bara elever
som hade mig som matematiklarare, eftersom jag utgick ifran att de troligen har fortroende
for mig och darmed vagar dela med sig av sina tolkningar och funderingar om begreppet
funktion. Nagra av de fem elever, som blev intervjuade, uppvisade intressanta potentiella
konfliktfaktorer mellan olika delar av sina begreppsbilder (Tall & Vinner, 1981). Jag tror inte
att narvaron av en diktafon namnvart paverkade elevernas svar under intervjuerna, da de inte
verkade vara spanda eller nervésa infor eller under intervjun. Jag tror inte heller att mina
foljdfragor under intervjuerna paverkade elevernas svar, eftersom avsikten med mina
foljdfragor endast var att klargora elevernas argumentation.

Jag anser mig inte ha haft nagra forutfattade meningar om mina elevers begreppsbilder om
funktion. I min analys utgick jag endast fran det som mina elever uttrycker nér de besvarar
enkéten och fran vad de uttalar under intervjun. Det finns dock en risk att mitt beslut, att lata
mina egna elever delta i studien, har inverkat pa studiens resultat. Mina elever befinner sig i
en beroendestallning eftersom jag ar deras larare. Nagon elev kan ha avstatt fran att delta i
min studie for att hen trott att hen riskerade sankt matematikbetyg, om hen misslyckades med
enkaten. En annan elev kan ha sett en mojlighet att hoja sitt betyg genom att delta i min
studie. Det kan alltsa ha blivit ett skevt urval av elever med olika installning till betyg, trots
att jag har betonat att deras medverkan i min studie inte ar ett betygsunderlag. Min avsikt var
inte att studera samband mellan attityder till betyg och forstaelse av begreppet funktion.

Jag valde att ta med elever som gick andra eller tredje aret pa min skola i urvalet pa grund av
att det ar sa fa elever pa Naturvetenskapsprogrammet pa min skola. Det ar sju elever i arskurs
tva och sex elever i arskurs tre pa skolan dar jag arbetar som matematiklarare. Tre elever fran
vardera arskursen deltog i den del av studien, som genomfordes pa min skola. Eleverna i
arskurs tva respektive arskurs tre hade vid undersokningstillfallet olika forkunskaper i
matematik. Eleverna i arskurs tre hade mott fler klasser av funktioner och arbetat med fler
problem dar funktioner anvands som matematiska modeller. De hade haft langre tid for att
utveckla sin forstaelse av begreppet funktion. Eleverna i arskurs tva pa min skola hade vid

29



undersokningstillfallet inte studerat nagra exempel pa diskontinuerliga funktioner. De hade
heller inte métt begreppet absolutbelopp eller nagra andra exempel pa styckvis definierade
funktioner vid undersokningstillfallet. Eleverna pa den andra skolan hade sett ett exempel pa
en styckvis definierad funktion fore undersokningstillfallet.

Jag delade upp den del av min studie, som genomfordes pa min skola i tva steg, forst
besvarade eleverna en enkat och sedan genomférdes intervjuer. Min tanke var att nagra av de
elever, som inte vill bli intervjuade, &nda kunde delta i det forsta steget genom att besvara
enkaten. Nagra elever fran vardera skolan framforde dsikten att enkéaten var alltfor
tidskravande och att de upplevde att det var svart att hinna med att besvara alla fragorna. Jag
haller med eleverna om att enkaten var omfattande. Jag borde ha tagit bort den forsta
uppgiften, att lasa av nollstallen till en given graf i ett koordinatsystem, eftersom den inte gav
mycket information om elevernas begreppsbilder om funktion. Nar jag konstruerade enkaten
tankte jag att det ar bra att inleda den med en enklare uppgift, som far eleverna att borja tanka
pa funktioner, innan jag problematiserar begreppet med svarare uppgifter. Fraga 4b i min
enkat lyder: ”Hur manga olika grafer kan man rita som gar genom punkterna? Motivera ditt
svar!” En elev ritade tva parallella linjer genom tre av de sex givna punkterna, samt tre
parallella linjer genom tva av punkterna. Under intervjun framkom det att hen har uppfattat
fragan som: Hur manga olika grafer kan man rita som gar genom nagra av punkterna? Jag
kunde undvikit denna missuppfattning genom att formulera fragan som: ’Hur manga olika
grafer kan man rita som gar genom alla punkterna?”

Generaliserbarhet

Jag genomforde studien med hjilp av en sa kallad tillgénglig grupp”, eftersom jag inte hade
de tidsméssiga eller ekonomiska resurser som behdvs for att undersoka ett storre
slumpmassigt urval. Mitt resultat som baseras pa 16 gymnasieelever pa Naturvetenskaps-
programmet &r inte vetenskapligt generaliserbart till den storre populationen elever i Sverige,
dels pa grund av att urvalet ar for litet, dels for att urvalet inte ar slumpmaéssigt. Jag har visat
vilka begreppsbilder om funktion, som finns representerade i min undersékningsgrupp. Dock
ar min mangariga erfarenhet som gymnasielarare i matematik att manga gymnasielever har
uppvisat liknande begreppsbilder om funktionsbegreppet, som jag sag i min undersokning.

Resultatdiskussion

| detta avsnitt diskuterar jag mina resultat samt jamfor dem med de resultat som Vinner och
Dreyfus (1989); Hansson (2006) respektive Viirman et al. (2010) redovisar i sina empiriska
studier. Vinner och Dreyfus undersoker collegestudenter i Israel, vars utbildning kan sdgas
motsvara andra och tredje aret pa det svenska Naturvetenskapsprogrammet. Hansson
respektive Viirman et al. undersoker lararstudenters forstaelse av funktionsbegreppet.

Diskussion av respondenternas definitioner av begreppet funktion

Eleverna i min studie anger sina personliga definitioner av begreppet funktion i enkéten. Min
analys av elevernas definitioner resulterar i en kategorisering bestaende av fyra kategorier,
som jag benamner; Samband, Beroenderelation, Regel samt den Grafiska representationen av
funktion. En svarighet med att analysera elevernas definitioner &r att de &r vagt och informellt
formulerade. Elevernas definitioner i form av en kortfattad utsaga sdger bara lite om deras
forstaelse av begreppet funktion.

Min forsta kategori ”En funktion &r ett samband mellan tva variabler” kan ségas ha, vad
Sfard (1991; 1995) kallar, en operationell karaktar, men &ven en strukturell karaktar. Ett
funktionssamband kan representeras med en ekvation, som enligt Sfard, kan tolkas bade
operationellt och strukturellt. 1 sin argumentation for detta jamfor Sfard med tolkningen av
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symbolen ” =" i samband med ekvationer. Likhetstecknet kan dels tolkas operationellt som
ett kommando att utfora de berdkningar som finns i ekvationen, dels strukturellt som en
jamvikt mellan ekvationens bada led (Sfard, 19991, s. 6). Den definition som Alfredsson
(2011a) formulerar i elevernas larobok ar, bortsett fran att en funktion ska representeras enligt
en regel, av liknande karaktar som definitionerna i min forsta kategori. Detta kan vara en
forklaring till att den ar den enskilt storsta kategorin.

Eleverna i min andra kategori, Beroenderelation, formulerar definitioner av begreppet
funktion, som kan sagas ha vissa likheter med Eulers definition av funktion fran ar 1755. Det
kan dock vara problematiskt att jamféra mina elevers definitioner med Eulers definition,
eftersom eleverna respektive Euler arbetar med olika funktionsbegrepp. Eleverna i min studie
har det funktionsbegrepp, som deras larobok definierar: En funktion ar ett samband mellan
tva variabler x och y, som ar sadant att varje x-varde, enligt nagon regel, ger ett bestamt y-
varde (Alfredsson et al., 2011a, s. 288). Eulers definition ar att en storhet beror av en annan
storhet pa ett sadant satt att om den senare storheten forandras sa ska ocksa den forra
storheten forandras (Sfard, 1991, s.15). Eleverna preciserar inte vad de menar med att y-
vardet ar beroende av x-vardet i sina definitioner, medan Euler preciserade innebdrden av att
en storhet beror av en annan storhet; om den senare storheten férandras sa ska ocksa den
forra storheten forandras. Dessutom saknar flertalet elever i min studie villkoret att det till
varje varde pa variabeln x motsvarar ett entydigt bestamt varde pa variabeln y. Aven det
narliggande begreppet variabel skiljer sig at mellan Eulers respektive elevernas
begreppsramar. Sfard menar dels att Eulers definition av funktion fran ar 1755 har en
operationell karaktéar, dels att en elev maste na fram till Bourbakis definition av funktion for
att sagas ha natt en strukturell forstaelse av begreppet (Sfard, 1991, s. 14-15). Darmed kan
man sdga att elevernas definitioner i den andra kategorin inte har en strukturell karaktar.

Kategori 3 dr ”En funktion &r en regel”. Det dr vért att notera att endast en elev i min studie
definierar funktion som en regel, trots att larobokens definition betonar att en funktion &r ett
samband mellan tva variabler x och y, som &r sadant att varje x-varde, enligt ndgon regel, ger
ett bestdmt y-varde (Alfredsson et al., 2011a, s. 288, min kursivering). Jag har aldrig betonat
att en funktion maste representeras med en regel i min undervisning. Enligt Dirichlets
definition av funktion fran ar 1829 &r det ovasentligt pa vilket satt ett funktionssamband
etableras (Kleiner, 1989). Det &r alltsa onddigt att formulera kravet pa att en funktion maste
representeras med en regel sasom Alfredsson et al. (2011a) gor i laroboken.

Definitionerna i kategori 4, en funktion &r en graf, ar en korrekt definition av funktion om
man lagger till villkoret att det till varje varde pa x ska finnas ett bestamt vérde pa y. Man kan
formulera en méngdteoretisk definition av begreppet funktion som mangden av ordnade par
(x,y), dér det inte far finnas tva olika ordnade par med samma forstakoordinat. Den méangden
av ordnade par &r precis funktionens graf.

Min kategorisering av elevernas definitioner av begreppet funktion bestar alltsa av de fyra
kategorier som beskrivs ovan. Vinner och Dreyfus (1989) identifierar sex kategorier av sina
respondenters definitioner i sin kvantitativa studie. Vinner och Dreyfus kategori Samband
liknar Bourbakis definition av funktion som ett samband mellan tvd mangder. Denna kategori
har en strukturell karaktar. Min kategori Samband ar ett samband mellan variabler och inte
mellan mangder, vilket ar naturligt eftersom mina elever inte har studerat mangdlara pa
gymnasiet. Eleverna i min studie har studerat begreppen definitions- och vardemangd, som &r
delar av den formella definitionen av funktionsbegreppet, trots att de inte har studerat nagon
méngdlara. Det kan leda till problem for vissa elever nér de i samband med funktioner ska
forsta tva mangdbegrepp, utan att forst ha studerat mangdlara. Om Skolverket hade valt att
ldgga in de tre generella begreppen; mangd, delméngd och element i en mangd, i d@mnesplanen
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for kursen matematik 1c, sa tror jag att eleverna skulle ha haft battre forutsattningar att forsta
begreppen definitions- och vardemangd och i forlangningen battre mojligheter att forsta
funktionsbegreppet. Att till exempel kunna uttrycka att x &r ett element i en funktions
definitionsméngd, som &r en delmangd av mangden av de reella talen, kan vara ett steg mot en
strukturell forstaelse av begreppet funktion. Darmed inte sagt att det ar lampligt att anvanda
Bourbakis méngdteoretiska definition av begreppet funktion i kursen matematik 1c, eftersom
man da riskerar att aterupprepa de misstag som gjordes i samband med den “nya
matematiken” pa 1960-talet. Enligt Tall har universitetsstudenter extremt svart att forsta en
mangdteoretiskt formulerad definition av begreppet funktion. Den kognitiva rekonstruktion,
som ar nodvandig for att forsta den mangdteoretiska definitionen ar mer kravande &n att forsta
det processrelaterade funktionsbegreppet (Tall, 1992e, s. 499).

Forutom de kategorier jag identifierar i min studie har Vinner och Dreyfus identifierat
ytterligare tva kategorier; Operation respektive Formel. | kategorin Operation definieras
funktion som en operation eller transformation. | kategorin Formel definieras funktion med en
formel, ett algebraiskt uttryck eller en ekvation, det vill sdga med den algebraiska
representationen av funktionsbegreppet. Enligt Sfard kan den algebraiska representationen
tolkas bade operationellt och strukturellt (Sfard, 19991, s. 6). Det ar anmarkningsvart att
ingen elev i min studie definierar begreppet funktion som en formel. Min hypotes &r att
formler associeras till skolamnet fysik och inte till begreppet funktion. Jag tror inte att
eleverna betraktar fysikformler som funktioner.

Viirman et al. identifierar fem kategorier av sina studenters definitioner av begreppet
funktion, dar forskarna har slagit samman kategorierna Samband och Beroenderelation till en
kategori, som enligt forskarna har en strukturell karaktér. Jag saknar forskarnas andra
kategori: ”En funktion &r en "maskin’ eller en eller flera operationer, som transformerar
variabler till nya variabler” i min kategorisering. Den kategorin &r troligen fraimmande for
mina elever, eftersom varken jag eller laroboken ndmner funktionsmaskiner. Den tredje
kategorin dr “En funktion &r en regel, en formel eller ett algebraiskt uttryck” (Viirman et al.,
2010, s. 11). Forskarna pastar att deras tredje kategori har en operationell karaktar, men enligt
Sfard kan den algebraiska representationen av en funktion tolkas bade operationellt och
strukturellt (Sfard, 19991, s. 6). | den fjarde kategorin identifieras en funktion med den
grafiska representationen och i den femte kategorin har studenterna angivet ett meningslost
svar.

Diskussion av delar av begreppsbilder om funktion

| detta avsnitt diskuterar jag de delar av begreppsbilder, som eleverna i min studie uppvisar, i

relation till de teorier som formuleras av Sfard (1991) samt Tall och Vinner (1981). Dessutom
jamfér jag mina elevers begreppsbilder med de resultat som redovisas i studier av Vinner och
Dreyfus (1989); Hansson (2006) respektive Viirman et al. (2010).

y maste vara beroende av x

Tio av 16 elever i min studie tycker inte att ekvationen y = 4 representerar en funktion.
Eleverna motiverar sitt stallningstagande med att y-vardet &r oberoende av x eller med det
ekvivalenta argumentet att det inte finns ndgon term, som innehaller variabeln x i ekvationen.
Dessa tio elever uppvisar en del av en begreppsbild, som Tall och Vinner (1981) kallar en
potentiell konfliktfaktor, som ar i motsatsstélining till den formella definitionen av begreppet
funktion, som deras larobok formulerar: Om sambandet mellan tva variabler x och y &r
sadant att varje x-varde, enligt nagon regel, ger ett bestamt y-varde sa kan vi séga att y ar en
funktion av x (Alfredsson et al., 20113, s. 12). Elev L i min studie tycker inte att ekvationen

y = 4 representerar en funktion, eftersom det inte finns nagon term, som innehaller x i
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ekvationen. En del av hens begreppsbild om funktion &r att y maste vara beroende av vardet
pa den oberoende variabeln x. Hen uppvisar potentiella konfliktfaktorer i sin kognitiva
struktur; a ena sidan sin begreppsbild och a andra sidan en del av sin personliga definition av
funktion; att det finns ett y-varde for varje x-varde.

Nar det galler fragan om respondenterna accepterar konstanta funktioner sa ar det en god
dverensstammelse mellan mitt resultat och de resultat som redovisas savél av Vinner och
Dreyfus (1989) sasom av Viirman et al. (2010). Cirka hélften av studenterna i Vinner och
Dreyfus studie tycker att det finns en funktion vars varden ar lika med varandra. Nagra
studenter formulerar exempel pa en sadan funktion med en formel, som ytligt sett ser ut att
innehalla den oberoende variabeln x: y = X/, eller y = x° (Vinner & Dreyfus, 1989, s. 364).
Bada funktionerna ar forstas oberoende av variabeln x. Elev N i min studie tycker inte att
ekvationen y = 4 representerar en funktion, men att man kan skriva om ekvationen till

y = 4x°, sa att den representerar en funktion. Delbilden y maste vara beroende av vardet pa
den oberoende variabeln x framtrader mycket tydligt i elevens begreppsbild. Elev N visar vad
Sfard (1991) kallar en operationell forstaelse av begreppet funktion; man maste utfora en
operation med variabeln x, for att erhalla motsvarande y-varde. Cirka tva tredjedelar av
studenterna i den studie som redovisas av Viirman et al. anser att ekvationen y = 3 inte
representerar en funktion (Viirman et al., 2010, s. 15).

Min hypotes 4r att respondenterna tolkar utsagan y beror av x bokstavligen som att y maste
vara beroende av vardet pa den oberoende variabeln x for att beroenderelationen ska
representera en funktion. Troligen har deras matematiklarare uttalat frasen y beror av x i
samband med funktioner, som representeras algebraiskt. Risken med att anvénda vaga och
informella formuleringar, nér man definierar ett begrepp, &r att vissa elever missuppfattar
begreppet. Vissa elever i min studie har en alltfor begransad forstaelse av funktion, eftersom
de inte accepterar konstanta funktioner.

Jag argumenterar for att vissa elever forkastar den konstanta funktionen y = 4, eftersom de
har missforstatt begreppet variabel. Variabel finns i elevernas begreppsbilder som en storhet,
som maste kunna variera. Detta kan vara en konsekvens av foljande olyckliga formulering av
definitionen av variabel i elevernas larobok: ”Om en bokstav i en ekvation kan anta olika
vérden kallas den en variabel” (Alfredsson et al., 2011a, s. 10). Min hypotes &r att eleverna i
min studie resonerar ungefar sa hér: y kan bara anta vardet fyra, men en variabel maste
kunna anta flera olika véarden. Alltsa &ar y inte en variabel. Det finns alltsa inga variabler i
ekvationen, som darmed inte kan representera en funktion.

Det ar matematiskt korrekt att den beroende variabeln y kan variera inom den konstanta
funktionens vardemangd, som endast bestar av talet fyra. Darmed &r y trots allt en variabel.
Den oberoende variabeln kan variera inom mangden av reella tal, som ar den konstanta
funktionens definitionsmangd. Detta bor lararen problematisera i undervisningen, nar
begreppet variabel introduceras.

Krav pa entydigt funktionsvarde

15 av de 16 eleverna i min studie tror att cirkelns ekvation x? + y2 = 9 representerar en
funktion, trots att den inte uppfyller kravet pa entydigt funktionsvarde. Endast cirka tva
tredjedelar av studenterna i den studie, som redovisas av Viirman et al. (2010) tror detta. En
trolig forklaring till skillnaden i resultat &r att studenterna har last fler matematikkurser &n
mina gymnasieelever. En hypotetisk gymnasieelev kan resonera ungefar sa har: Eleven ser att
cirkelns ekvation innehaller ett x och ett y och resonerar att da maste det finnas ett samband
eller ett beroende mellan x och y och déarmed representerar ekvationen en funktion. Elev B
tycker att cirkelns ekvation x2 + y? = 9 representerar en funktion, eftersom “y &r beroende
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av x”. Hen uppvisar potentiella konfliktfaktorer mellan & ena sidan sin begreppsbild, dar hen
inte beaktar kravet pa entydigt funktionsvarde och a andra sidan sin personliga definition av
funktion att y-virdet ska vara entydigt bestimt”.

Nar elev F 16ser ut y ur cirkelns ekvation x? + y? = 9 valjer hen att endast beakta den

positiva roten y = v9 — x2, med motivering att det kdndes mer naturligt att ta den positiva
roten. Min hypotes om varfor hen endast véljer den positiva roten, ar att nar vi i kursen
matematik 4 beraknade cirkelns area med hjalp av en integral, sa raknade vi endast med den
ovre halvan av cirkeln. Det finns dock inget stod for min hypotes i min empiri.

Sju av 16 elever i min studie genomskadar att den S-formade kurvan i uppgift 5b i min enkat
inte representerar en funktion. En forklaring till att fler elever beaktar entydighetskravet i
samband med den S-formade kurvan, &n i samband med cirkelns ekvation, kan vara att den S-
formade kurvan representeras grafiskt, medan cirkeln representeras algebraiskt med en
ekvation. Det framkom under intervjuerna att nagra elever inte ser en cirkel i den algebraiska
representationen av cirkeln. Eleverna har troligen fatt entydighetsvillkoret forklarat for sig
just genom att lararen har ritat olika grafer och provat hur manga ganger en vertikal linje skar
den aktuella grafen. Om nagon vertikal linje skar grafen i tva eller flera punkter sa
representeras inte en funktion. Det kan vara enklare att forsta entydighetsvillkoret i den
visuella grafen &n i den algebraiska representationen av cirkeln.

Sammanhéngande graf

Négra studenter i den studie som redovisas av Vinner och Dreyfus (1989) anser att en
funktion maste vara kontinuerlig. Nagra elever i arskurs 2 i min studie uppvisar en
begreppsbild, dar grafen till en funktion maste vara ssmmanhéngande. Dessa respondenter
uppvisar potentiella konfliktfaktorer, som &r i motsatsstallning till ett teorem i matematisk
analys: Om en kontinuerlig funktion &r definierad pa ett reellt intervall sa ar dess graf
sammanhangande. Eleverna i arskurs 2 har i undervisningen, nastan enbart studerat
funktioner, vars grafer ar sammanhangande. Begreppet kontinuerlig funktion ingar inte i
nagon av kurserna matematik 1c eller 2c, utan forst i matematik 3c (Skolverket, 2013). Tre
andra elever i arskurs 2, som gar pa den andra skolan, anvander begreppet diskontinuerlig
funktion i enkéten, trots att begreppet inte ingar i de kurser eleverna har studerat; matematik
1c och 2c. Matematiklararen pa den andra skolan hade visat eleverna ett exempel pa en
diskontinuerlig funktion vid ett tillfalle pa en lektion. Den larobok, som anvéndes pa den
andra skolan, formulerar en formell definition av begreppet kontinuerlig funktion utgaende
fran gransvardesbegreppet (Alfredsson et al., 2011b, s. 40). Den larobok, som jag anvénde,
har en mer intuitiv formulering av kontinuerlig funktion; Om grafen ar sammanhéangande och
inte har nagra "hopp" ar funktionen kontinuerlig (Sjunnesson et al., 2012, s. 168). Jag anser
att en larobok dels ska formulera en formell definition av ett begrepp, dels ge eleverna
mojlighet att utveckla en intuitiv forstaelse for det aktuella begreppet.

Styckvis definierad funktion

Cirka halften av eleverna i min studie uppvisar styckvis definierade funktioner i sina
begreppsbilder. Flera respondenter i den studie som redovisas av Vinner och Dreyfus (1989)
tycker inte att en funktion kan definieras med tva olika regler pa tva olika delomraden av sin
definitionsméangd. Respondenterna tycker att funktionen maste definieras med hjalp av en
formel som géller for hela funktionens definitionsméngd. Respondenterna uppvisar en
begreppsbild dar styckvis definierade funktioner saknas. Cirka 90 % av studenterna i den
studie som redovisas av Viirman et al. (2010) accepterar styckvis definierade funktioner.

En forklaring till diskrepansen mellan de olika studierna kan vara att studenterna i den studie
som redovisas av Viirman et al. har sett fler exempel pa styckvis definierade funktioner. En
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annan tankbar forklaring ar att Viirman et al. anvander symbolen f(x) i sina uppgifter om
styckvis definierade funktioner, medan jag anvander symbolen y i min formulering av
motsvarande uppgifter i min enkéat. Vinner och Dreyfus (1989) anvander inte nagon
symbolisk representation i sina uppgifter, utan de formulerar uppgifterna med ord. Min
hypotes &r att anvandandet av symbolen f(x) kan leda respondenternas tankar till att en
funktion representeras, oberoende av vilket uttryck som aterfinns i ekvationens hogerled. Min
hypotes blir &n mer trolig, nér jag jamfor de olika resultat som redovisas av Viirman et al.
Endast en tredjedel av studenterna anser att ekvationen y = 3 representerar en funktion,
medan cirka tva tredjedelar av studenterna anser att ekvationen f(x) = 3 gor det. Forskarnas
resultat beror alltsa av vilken symbolisk representation som anvandes i uppgifterna i deras
enkat.

Skolverket (2013) betonar i amnesplanen for kursen matematik 3c en orientering kring
kontinuerliga funktioner samt i kursen matematik 4 begreppet absolutbelopp som styckvis
definierad funktion. I den larobok som mina elever anvande i kursen matematik 3c ges nagra
exempel pa styckvis definierade funktioner, som ar diskontinuerliga i en eller flera punkter i
sin definitionsmangd (Sjunnesson et al., 2012).

En funktion maste representeras med en formel

Flera respondenter i de studier som redovisas av Vinner och Dreyfus respektive Viirman et al.
tycker att en funktion maste kunna representeras med en formel, som galler for hela
funktionens definitionsmangd. Jag far ett liknande resultat nar nagra elever i min studie gor
ihardiga forsok att bestdmma en formel, som galler fér hela funktionens definitionsmangd och
som uppfyller bada villkoren i uppgift 6 i min enkéat. Dessa elever uppvisar potentiella
konfliktfaktorer, som ar i motsatsstallning gentemot den formella definitionen av begreppet
funktion. Detta ar naturligt eftersom en majoritet av eleverna i min studie aldrig har sett nagra
exempel pa styckvis definierade funktioner i undervisningen. Flera av lararstudenterna i
Hanssons studie identifierar begreppet funktion med den algebraiska representationen av en
funktion. De studenter som inte deltog i Hanssons forsoksundervisning uppfattade en funktion
som en formel, ett algebraiskt uttryck eller en ekvation (Hansson, 2006, s. 30-33).

Linjara funktioner

I skolans matematikkurser brukar den algebraiska representationen av en linjar funktion
skrivas pa formen y = kx + m, vilket kallas rata linjens ekvation. Elev D i min studie
uppvisar under intervju en begreppsbild, dar rata linjer ar helt separerade fran begreppet
funktion. Hen uppvisar darmed en potentiell konfliktfaktor, som star i motsatsstallning till
hens personliga definition av funktion: Varje x-varde motsvarar ett y-varde. Med avsikt att
forsta hur denna potentiella konfliktfaktor har kunnat uppkomma genomfér jag en kritisk
granskning av hur elevernas larobok i matematik 1c hanterar linjara funktioner. | laroboken
anvands termen linjar funktion, men symbolen f(x) anvands aldrig i samband med réta
linjens ekvation (Alfredsson et al., 20114, s. 296-297). Jag anser att laroboksforfattarna skulle
betonat att rata linjens ekvation representerar en funktion, genom att inkludera nagra exempel,
dar en linjar funktion representeras symboliskt som f(x) = kx + m, for nagra varden pa
parametrarna k och m.

Skolverket (2013) betonar i &mnesplanen for matematik skillnader mellan begreppen funktion
och ekvation. Vissa elever i min studie forvéxlar termerna funktion och ekvation. Detta kan
forstas med att symbolen x anvands i tva olika betydelser, dels som obekant tal i en ekvation,
dels som oberoende variabel i samband med funktionsbegreppet. Flertalet studenter i
Hanssons studie ser inte att ekvationen y = x + 5, utifran funktionsbegreppet, kan uppfattas
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som att den innehaller tva variabler och att ekvationen darmed representerar en funktion
(Hansson, 2006, s. 30).

Nagra elever i min studie ritar enbart en rat linje genom tva givna punkter i ett
koordinatsystem. For dessa elever frammanas bilden av en rét linje, nar de ser tva punkter i ett
koordinatsystem, vilket indikerar att de anvander linjara funktioner som prototypexempel for
begreppet funktion. Detta &r i linje med de resultat, som Schwarz och Hershkowitz (1999)
redovisar i sin artikel.

En funktions definitionsmangd

Ingen av studenterna i Hanssons studie och endast en elev i min studie anger definitions-
méangd som varande en del av en funktions definition. Elev A formulerar en definition av
funktion, dar definitionsmangd ingar som en del av definitionen. Hen anger dessutom korrekt
definitionsméngd foér den konstanta funktionen y = 4. Flera elever i min studie konstruerar ett
korrekt exempel pa en rationell funktion, som inte ar definierad for x = 3. Pa en direkt
uppmaning kan dessa elever anvanda begreppet definitionsmangd, men de skulle troligen inte
uppfatta begreppet definitionsméngd som en del av en funktions definition.

Hansson drar slutsatser om sina studenters begreppsbilder om funktion utifran vad de inte
skriver i sina begreppskartor om definitionsméangd. Hanssons slutsatser aktualiserar fragan om
vilka slutsatser man kan dra om det som studenterna utelamnar i sina begreppskartor. Kanske
kan man dra slutsatsen att studenterna har sapass dalig forstaelse av funktionsbegreppet att de
inte associerar det till det relaterade begreppet definitionsméngd.

Slutsats

Min analys av enkéatsvaren resulterade i féljande fyra kategorier av elevernas definitioner av
begreppet funktion; Samband, Beroenderelation, Regel samt den Grafiska representationen.
Cirka hélften av eleverna i undersékningsgruppen anser att varken ekvationen y = 4 eller den
grafiska representationen av denna konstanta funktion uttrycker en funktion. En vanligt
forekommande motivering ar att y-vérdet inte ar beroende av vérdet av variabeln x. Eleverna
tolkar utsagan y beror av x bokstavligen i betydelsen att y maste vara beroende av x for att en
funktion ska representeras. En majoritet av eleverna i undersékningsgruppen anger inte
villkoret att en funktion maste ha ett entydigt funktionsvérde, nar de formulerar sina
definitioner. En konsekvens av detta blir att eleverna tror att cirkelns ekvation representerar
en funktion, trots att den inte uppfyller kravet pa entydigt funktionsvarde.

Négra elever i undersokningsgruppen uppvisar en eller flera av foljande delar av sina
begreppsbilder om funktion: Grafen till en funktion maste vara sammanhangande. Styckvis
definierade funktioner accepteras inte. Begreppet funktion identifieras med den algebraiska
representationen; en funktion maste kunna representeras med en formel, som galler for hela
funktionens definitionsmangd. Var och en av de ndmnda delarna ar potentiella
konfliktfaktorer, som ar i motsatsstallning till den formella definitionen av begreppet
funktion.

Didaktiska konsekvenser av min studie for undervisning om funktion

Jag anser att matematiklarare maste vara medvetna om de potentiella konfliktfaktorer, som
deras elever uppvisar och anpassa undervisningen till sina elevers begreppsbilder. Det kan
vara bra for elevers forstaelse av begreppet funktion att méta en stor variation av exempel pa
funktioner, inklusive linjara funktioner, funktioner som ar styckvis definierade och
diskontinuerliga samt konstanta funktioner. En forklaring till varfor eleverna i min studie inte
accepterar konstanta funktioner kan vara att de tolkar utsagan y beror av x bokstavligen som
att y maste vara beroende av x for att en funktion ska anses representeras. Nar
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matematikldrare anvander utsagan y beror av x for att beskriva ett givet funktionssamband
kan de vid nagot tillfalle ocksa betona att konstanta funktioner faktiskt ar funktioner, till
exempel genom att betona att variabeln y kan vara oberoende av variabeln x och anda kan en
funktion representeras. Nar funktionsbegreppet introduceras kan lararen ocksa problematisera
begreppet variabel, till exempel genom att sdga att variabeln y i ekvationen y = 4 kan variera
inom den konstanta funktionens vardemangd, som i detta exempel bestar av ett enda tal.

Elever kan bli mer flexibla i sitt tinkande om funktioner om de far mojlighet att 6va
oversattningar mellan olika representationer av en funktion; algebraisk med en ekvation,
geometrisk med en graf, numerisk med en vardetabell eller beskrivning av en situation med
ord. Det ar ocksa bra for elevens flexibilitet att man i matematikundervisningen anvander
olika symboler for en funktion, till exempel f eller g och dessutom anvénder olika symboler
for den oberoende variabeln, till exempel x, z eller t. L&raren kan anvénda symbolen f(x) i
samband med réta linjens ekvation samt betona att réta linjens ekvation representerar en
funktion, for att undvika en situation, dar elevers begreppsbilder om funktion saknar linjara
funktioner.

En majoritet av eleverna i min studie beaktar inte entydighetsvillkoret for en funktion: att det
for varje x i definitionsmangden finns ett entydigt bestamt funktionsvarde, i samband med
cirkelns ekvation och den S-formade kurvan i min enkét. Matematiklarare kan problematisera
entydighetsvillkoret for en funktion i undervisningen, till exempel med dvningsuppgifter
liknande de som jag anvénder i min enkat.

Matematiklarare kan introducera begreppen mangd, delméngd och element i en méngd, i
samband med att funktionsbegreppet introduceras. Detta ger eleverna forutsattningar till en
béttre forstaelse av begreppen definitions- och vardemangd och i férlangningen av begreppet
funktion, eftersom dessa bada mangdbegrepp ingar i den formella definitionen av
funktionsbegreppet. Det ar vasentligt att begreppen definitions- och vardemangd ingar i
elevernas begreppsbilder om funktion for att de ska ha mdjlighet att nd en djupare forstaelse
av funktioner. Daremot ar det inte lampligt att introducera funktionsbegreppet med Bourbakis
mangdteoretiska definition. Bourbakis definition forutsatter en strukturell forstaelse, som
eleverna inte kan uppna innan de har uppnatt en operationell forstaelse, enligt Sfard (1991).
Darfor maste eleverna forst mota en definition, som kan forstas operationellt, till exempel
som ett samband mellan tva variabler, innan de méter Bourbakis definition.

Jag haller med Hansson om att man i undervisningen bor problematisera begreppet
definitionsméngd genom att &ven studera funktioner vars definitionsmangder inte ar tal, till
exempel 7bil x har fargkoden y”, dér definitionsméngden ar “alla svenskregistrerade bilar 1
Transportstyrelsens databas” eller dktenskapsrelationen” dir definitionsméngden ér
”méingden av alla min som &r gifta med en kvinna”. Den senare relationen &r en funktion om
man inte tillater polygami. Om varje man &r gift med precis en kvinna och omvant, varje
kvinna &r gift med precis en man sa blir funktionen injektiv. "Homodktenskapsrelationen” ar
ytterligare ett exempel, som kan ge upphov till diskussioner om begreppet funktion.
Ovanstaende exempel pa funktioner, dér definitionsméngden inte ar tal visar att det finns
funktioner, som inte kan representeras med formler. Uppgift 6 i min enkaét &r ett exempel pa
en funktion dar definitionsmangden &r tal, men funktionen kan &nda inte representeras med en
formel, som géller for hela funktionens definitionsméngd.

Forslag pa fortsatt forskning

Det vore intressant att folja en grupp gymnasieelever i en longitudinell studie under ett eller
tva av de tre gymnasiedren och undersoka om deras forstaelse av funktionsbegreppet mahanda
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kan stérkas av att anvanda exempelvis GeoGebra eller motsvarande digitala hjalpmedel for att
visualisera funktioner och &ndra funktioners egenskaper.

Ett annat forslag &r att genomféra en forsoksundervisning, som ar inspirerad av den
forsoksundervisning som Hansson beskriver i sin studie, dar man dven studerar funktioner
vars definitions- och vardeméngder inte ar tal, till exempel ”bil x har fargkoden y”

(Hansson, 2006). Jag kan da underséka om forsoksundervisningen inverkar pa elevernas
forstaelse av begreppet funktion, till exempel med féljande metod for att fa syn pa en del av
elevernas begreppsbilder: En elev i undersokningsgruppen far ett antal papperslappar med
olika termer, som ar kopplade till ekvationen y = 4x, till exempel funktion, definitionsméangd,
vardemangd, variabel, X, y, tal, konstant, intervall, varde, ekvation, formel, graf, vardetabell,
uttryck och koordinatsystem. Elevens uppgift ar att pussla ihop lapparna till en begreppskarta,
som utgar fran y = 4x. Jag har genomfort en pilotundersokning, dar det visade sig att
gymnasieelever har svart att utforma begreppskartor. Genom att hjalpa eleverna med pa
forhand givna matematiska termer far jag fram mer information om deras begreppsbilder och
slipper dra slutsatser om begrepp, som eleverna kanske har glomt att skriva in i sin
begreppskarta. Dock bor en sadan undersékning kompletteras med djupintervjuer av eleverna.

Mitt tredje forslag pa fortsatt forskning ar att studera hur elevers forstaelse av
funktionsbegreppet inverkar pa deras forstaelse av begreppet derivata av en funktion. I detta
sammanhang kan Sfards teori om operationell och strukturell forstaelse av begrepp vara
anvandbar. Det ar nodvandigt med en strukturell férstaelse av funktion, som ett objekt, for att
forsta derivata av en funktion. Man betraktar da derivata som en operator, som appliceras pa
ett funktionsobjekt och ger ett nytt funktionsobjekt, derivatan av funktionen. Jag argumenterar
for att det ar mycket svart for en elev att fa en djupare forstaelse av begreppet derivata sa
lange det finns potentiella konfliktfaktorer i hens begreppsbild om funktion. Anta att en elev
dels tror pad att derivatan av en funktion &ar en ny funktion, dels att eleven inte accepterar
konstanta funktioner (vilket ar en potentiell konfliktfaktor). Da kommer eleven att uppleva en
konflikt n4r hen samtidigt moter y = 4x och y = 4. A ena sidan maste y = 4 representera en
funktion, eftersom den &r derivatan av funktionen y = 4x. A andra sidan tror eleven inte att

y = 4 representerar en funktion, eftersom hen inte accepterar nagra konstanta funktioner. Den
konflikt, som nu har manifesterats kan antingen leda till forvirring hos eleven och férhindra
en djupare forstaelse av begreppet derivata, eller sa inser eleven att en konstant funktion
faktiskt ar en funktion. Darmed har eleven korrigerat sin begreppsbild om funktion; en
tidigare konflikt i elevens begreppsbild existerar inte langre och eleven har fatt en djupare
forstaelse av funktionsbegreppet.
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Bilaga 1 Matematisk terminologi i samband med
begreppet funktion

Med tal menas i foreliggande studie reella tal, om inget annat anges.

En variabel &r en symbol, som betecknar en storhet som varierar.

En funktion fran A till B innebdar att mangden A &r funktionens definitionsméangd och
funktionens vardeméangd &r en delméngd av mangden B.

Den kartesiska produkten av tva icke-tomma méngder A och B, som betecknas A X B,
definieras som mangden av alla ordnade par av ett element i A och ett element i B.

Grafen till en funktion f, fran A till B, & mangden av alla ordnade par (x, f(x)) dar x tillhor
funktionens definitionsmangd. Grafen ar en delméngd av den kartesiska produkten A X B.

Om v ar en funktion av x sa kallas x oberoende variabel och y kallas beroende variabel. Man
kan, nagot oegentligt, uttrycka detta som att y beror av x, vilket inte utesluter att y ar
oberoende av X.

En funktion séags vara styckvis definierad om den representeras av olika uttryck pa olika
delmangder av sin definitionsmangd.

En funktion vars vérden &r lika for alla tal i funktionens definitionsmangd kallas en konstant
funktion.

En funktion kallas injektiv om den avbildar tva olika tal i definitionsméangden pa tva olika tal.
Ett nollstalle &r ett tal i funktionens definitionsmangd, dar funktionen antar vérdet noll.

I skolmatematiken brukar funktioner som kan skrivas pa formen y = kx + m kallas for
linjara funktioner, trots att det inte &r matematiskt korrekt. Jag kommer att folja
skolkonventionen och anvéanda termen linjar funktion om en funktion vars graf ar en rat linje.

Signumfunktionen S(x) definieras som
_(—1lomx <0

S(x)—{ lomx >0

Signumfunktionen &r inte kontinuerlig for x = 0.

Absolutbeloppet av x definieras som
x| = {—xomx <0
xomx =0
Dirichlets funktion definieras som
com x ar rationell
D =
(x) { d om x ar irrationell

Har ar c och d tva olika reella tal. Dirichlets funktion var det férsta exemplet pa en funktion
som inte dr given av ett eller flera “analytiska uttryck”, i Eulers mening. Funktionens graf kan
inte ritas och den ar diskontinuerlig dverallt (Kleiner, 1989, s. 10).

40



Bilaga 2 Enkat

L6s uppgifterna utan hjalpmedel. Skriv dina l6sningar har i detta hafte.
Forklara sa noga du kan! Skriv din kod har:

1) | koordinatsystemet nedan visas grafen till funktionen y = g(x). Bestdm ur grafen de
varden pa x som uppfyller ekvationen g(x) = 0. Beskriv hur du tanker!

2) Finns det nagon funktion som inte ar definierad for x = 3? Motivera ditt svar!
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3) Vilka av nedanstaende ekvationer uttrycker y som en funktion av x? Motivera ditt svar!

ax?+y*=9

b)y =4

0) _{00mx<0
Y= xomx >0
_(3omx <0

d)y_{xzomeO
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4) a) Ar det mojligt att rita grafen till en funktion som gér genom punkterna i
koordinatsystemen nedan?
b) Hur manga olika grafer kan man rita som gar genom punkterna? Motivera ditt svar!

>» <
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5) Vilka grafer beskriver y som en funktion av x? Motivera ditt svar!
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6) Finns det en funktion som uppfyller féljande tva villkor?
Om x ér ett heltal s& ska funktionen ha ett varde som inte ar ett heltal.
Om X inte &r ett heltal s& ska funktionen ha ett heltalsvarde.
Motivera ditt svar.

7) Vad ar en funktion enligt din uppfattning? Forklara sa noga du kan!
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Bilaga 3 Intervjuguide
3a) Hur ser kurvan ut? Kan du rita kurvan? Vad kallas den kurva du har ritat?

Hur manga losningar har ekvationen y? = 9 — x2, for ett givet fixt varde pa x?
Hur ménga I6sningar har ekvationen y? = 9?
3b) Hur manga variabler finns det i ekvationen y = 4?

Ary en variabel?

—1,omx <0
L,omx =0

Laty = {
Ary en funktion av x?

Hur manga variabler finns det?

Vad dr en variabel?

4a) Kan man rita en annan graf genom de bada givna punkterna?

Hur manga grafer kan man rita genom de tva punkterna?

4b) Hur manga grafer kan man rita genom alla de sex givna punkterna?
Maste man rita grafen utan att lyfta pennan?

5a) Beskriver grafen y som en funktion av x?

Om nej: Varfor &r det inte en graf till en funktion?

Hur manga variabler finns det?

5b) Beskriver grafen y som en funktion av x?

Vad &r £(0)?

Kan f(0) ha flera olika vérden?

Om ja: Ar det ett problem?

7. Vad ar en funktion?
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Bilaga 4 Forsta missivbrevet
Hej!

Jag tanker skriva en magisteruppsats i matematikdidaktik pa Goéteborgs universitet. Du kan
hjalpa mig att samla in material till min uppsats genom att svara pa fragor i en enkat som
handlar om matematik.

Jag foljer vetenskapsradets forskningsetiska principer med dess krav pa information,
samtycke, konfidentialitet och nyttjande. Du kan lasa mer om dessa principer pa

http://www.codex.vr.se

Av forskningsetiska skal maste du ge ditt skriftliga medgivande for att kunna delta i min
studie. Genom att delta i studien sa ger du mig ratten att anvanda det material som du
producerar, men du kan ndr som helst avbryta din medverkan i studien.

Mikael Borke
Gymnasielarare i matematik och fysik

o Ja, jag vill delta i studien
o Nej jag vill inte delta i studien

Elevens underskrift:
Namnfortydligande:
Datum:
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Bilaga 5 Andra missivbrevet
Hej!

Jag tanker skriva en magisteruppsats i matematikdidaktik pa Goéteborgs universitet. Du kan
hjalpa mig att samla in material till min uppsats genom att delta i en intervju. Jag kommer att
stalla fragor som utgar fran dina svar pa min enkat som du nyligen har besvarat. Jag kommer
att gora ljudupptagning av intervjun.

Jag foljer vetenskapsradets forskningsetiska principer med dess krav pa information,
samtycke, konfidentialitet och nyttjande. Du kan lasa mer om dessa principer pa

http://www.codex.vr.se

Av forskningsetiska skal maste du ge ditt skriftliga medgivande for att kunna delta i en
intervju. Genom att delta sa ger du mig ratten att anvanda hela eller delar av intervjun i min
uppsats, men du kan nar som helst avbryta din medverkan i studien.

Mikael Borke
Gymnasielérare i matematik och fysik

o Ja, jag vill delta i intervjun
o Nej jag vill inte delta i intervjun

Elevens underskrift:
Namnfortydligande:
Datum:
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