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En het debatt bade i media sdval som i den offentliga sektorn har pa senare ar varit svenska elevers sjunkande
matematikkunskaper. Varldsomfattande undersokningar fran PISA och TIMSS har legat till grund for en uttalad
oro 6ver vad som hénder med svenska elever och skolan i sig. Ett av de mest fundamentala begreppen inom
matematiken ar Funktionsbegreppet, vilket introduceras i skolan redan i sjunde klass. Samtidigt ar det ocksa ett
komplext begrepp med en omfattande historisk bakgrund. Saledes kommer detta projektarbete dels &gnas at en
litteraturstudie av funktionsbegreppet, men ocksa at en matematikdidaktisk undersokning dar gymnasieelevers
forstaelse for och kring funktionsbegreppet studeras.

Syftet med projektarbetet ar delvis att skdrpa vara egna amneskunskaper kring funktionsbegreppet och darmed
forebereda oss infor var framtida roll som gymnasielérare i matematik. Vidare ar tanken att nyttja dessa nyvunna
kunskaper i den didaktiska studien, vars syfte ar att undersoka hur eleverna uppfattar funktionsbegreppet och
problematisera konceptuell och procedurell kunskap inom funktionsbegreppet.

Med grund i Raymond Duvals tidigare arbete har vi gjort en undersokning for att bygga vidare pa tidigare kun-
skap om matematiska representationer av funktioner och som denne kallar byten av representationer inom sam-
ma eller inom olika register; treatments och conversions. Anledningen till detta ar just vikten av att kunna byta
mellan olika ”synsitt” eller representationer inom matematiken for att na forstaelse. Duval skriver “conversion is
basically the deciding factor for learning”. Vidare tar vi avstamp i Rittle-Johnson och Alibalis forskning om just
vad som skiljer konceptuell och procedurell kunskap, vilket vi ocksa forséker utréna genom gruppintervjuer med
gymnasieelever. Slutligen analyserar vi resultaten och for tankarna framat om hur undervisningen i skolan fak-
tiskt borde se ut.

Undersokningen visar att elever till stor del har en felaktig bild av funktionsbegreppet, vilket ar en trolig foljd av
kursplanernas innehall och vanligt forekommande laromedel utformade efter dessa. Vidare visar studien att ele-
vernas bristande forstaelse for funktioner verkar hamma deras mer procedurella kunskaper.
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Inledning

Trenden talar sitt tydliga sprak, svenska elevers kunskaper i matematik minskar. Matematik-
kunskaperna hos femtondringar i den svenska skolan blir sémre och samre. Detta visar resul-
taten fran PISA 2012 dar Sverige ar det land bland OECD-landerna som har den samsta tren-
den mellan &ren 2003 och 2012." Nar det galler avancerad matematik p& gymnasiet visar en
rapport fran TIMSS Advanced 2008 att svenska elever presterar laga resultat i jamforelse med
andra lander.? Vidare fortsétter trenden dt samma héll, TIMSS 2011 tyder pd att elevernas
kunskaper sjunker ytterligare och detta géller bade de lagst presterande och de hogst preste-
rande eleverna.®

Med ovanstdende i atanke kanner vi att det ar viktigt som blivande larare i matematik att ta
tillfallet i akt och fa ut s& mycket som majligt av detta examensarbete. Vi dmnar darfor att
dels forsoka vassa vara egna amneskunskaper genom en litteraturstudie samtidigt som vi vill
gora en egen, mer pedagogiskt inriktad undersokning, dar vi tittar pa didaktiken inom mate-
matiken. Amnet som vi valt &r ett valdigt brett och djupt begrepp inom matematiken som &ven
utgér en central och viktig del i gymnasiematematiken, ndmligen funktionsbegreppet.

Arbetet kommer saledes att anta en tvadelad struktur dar vi i den forsta delen gor en ren litte-
raturstudie av funktionsbegreppet, ur bade ett historiskt och modernt perspektiv. Vi kommer
avsluta den forsta delen med en redogérelse 6ver skolans &mnesplaner samt uppbyggnaden av
laromedel som anvands i den svenska gymnasieskolan. | den andra delen kommer var egen
undersokning vara central. Vi kommer dar presentera det insamlade materialet, jamfora tidi-
gare forskning med den egna undersokningen, for att sedan dra slutsatser och formulera pro-
blem for framtida forskning. Avslutningsvis kommer vi dven presentera vara egna reflektioner
kring projektarbetet, funktionsbegreppet och de didaktiska stallningstaganden som vi tagit till
oss under arbetets gang.

! Skolverket. PISA 2012. 15-aringars kunskaper i matematik, lasforstaelse och naturvetenskap. Stockholm:
Skolverket. (2013)

2 Skolverket. TIMSS Advanced 2008. Huvudrapport. Rapport nr 336. Stockholm: Skolverket. (2009)
¥ Skolverket. TIMSS 2011. Stockholm: Skolverket. (2012)
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Syfte och fragestillningar

Syftet med projektarbetet, i sin helhet, ar att undersoka och fordjupa vara kunskaper inom
funktionsbegreppet. Detta kommer dels att innebara en presentation och en fordjupning av det
matematiska begreppet och dels en studie dar vi kopplar funktionsbegreppet till skolan och
undersoker didaktiska aspekter av funktionsbegreppet. Mer specifikt &r syftet med den didak-
tiska studien att undersoka hur eleverna uppfattar funktionsbegreppet och problematisera kon-
ceptuell och procedurell kunskap inom funktionsbegreppet. Den didaktiska undersdkningen
kommer att genomforas utifran foljande fragestéllningar:

> Vad har elever for forstaelse for funktionsbegreppet?

» Hur hanterar eleverna byten av funktionens olika representationsformer i samma re-
spektive olika register?*

> Med avseende pa funktionsbegreppet, hur ar forhallandet mellan elevernas procedurel-
la och konceptuella kunskap?

> Hur ser elever pa procedurell kontra konceptuell kunskap, och med detta i atanke, vad
ar deras asikt om undervisningen?

* Nar de exempelvis hanterar en algebraisk procedur (samma register) respektive nar de till exempel tolkar en
graf till en formel (byte av register). Se mer ingaende forklaring under rubriken Representationsformer och ma-
tematisk forstaelse s. 23
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DEL I: Funktioner

| Del I kommer funktionsbegreppet presenteras. Tanken ar att forst presentera uppkomsten
och forandringen av funktionsbegreppet ur ett historiskt perspektiv, for att sedan behandla den
moderna definitionen av funktionsbegreppet. Avslutningsvis kommer ocksa en kortfattad 1a-
romedel- och kursplansstudie for att ge en inblick i hur funktionsbegreppet presenteras i da-
gens gymnasieskola. Syftet med Del | ar dels att ge lasaren en bra inblick i funktionsbegrep-
pet, och ett uppfriskande av gamla kunskaper, och dels for att forbereda lasaren infér Del 11 -
den didaktiska undersdkningen.

Historisk bakgrund

Som en bakgrund till kommande arbete om funktionsbegreppet kommer hér en redogorelse
for funktionsbegreppets historiska utveckling. Svarigheterna, som det innebar att nagorlunda
kortfattat presentera en redogorelse av processen bakom det matematiska begreppet, bestar av
nodvandigheten att salla bland; information, intressanta matematiker och den mangd av nar-
liggande matematisk utveckling som ligger bakom framstegen inom funktionsbegreppet.

Det forsta narmandet till ett funktionsbegrepp kan harledas till sumererna, ett kulturomrade
som fanns mellan 3500-2000 f.v.t. i det nuvarande Irak. Tabeller med kvadratrotter och iakt-
tagelser av himlakroppar, i samband med tid, har hittats nedskrivna, inristade med kilskrift pa
lertavlor. Foga forvanande har man aven i den grekiska kulturen hittat liknande tabeller med
beroende storheter. H&r beskrivs dven metoder for att berdkna det man skulle kunna kalla for
ett "funktionsvarde" utifrdn en oberoende variabel. Framférallt finns efterlamningar av mate-
matikern Ptolemaios (100-talet). Historisk forskning kring Ptolemaios beskrivningar, av dessa
beroende storheter, tyder dels pa att det fanns en forstaelse som tydligt liknar det moderna
funktionsbegreppet och dels att denna kunskap varken var ny eller enbart forstadd av Ptole-
maios.® Processen, genom vilket funktionsbegreppet definieras, ar inte oproblematisk och
aven fast man tidigt hade en forstaelse av grunderna bakom funktionsbegreppet dréjde det
lange innan man enades om en nagorlunda entydig definition.

For att forsta funktionsbegreppets utveckling behéver man ocksa férsta den forandring som
sker inom algebran och anvandandet av bokstaver och matematiskt symbolsprak. Tidigare har
algebra och symboler néstan uteslutande anvénts till att berdkna ekvationer, dar symbolerna
enbart syftade till att beteckna okanda tal, men i Europa under 1500-talet sker en forandring,
da man aven barjar formulera generella svar i form av en formel. Matematiska symboler bor-
jade, med andra ord, &ven anvandas som variabler, ett viktigt steg i utvecklingen av funk-
tionsbegreppet.®

Det ar sa sent som pa 1600-talet da matematiker som Galileo Galilei och Johannes Kepler,
genom problem som pendelrérelser, fallrérelser och planetrorelser, borjar ndrma sig formule-

® Haggstrom, Johan (2005), Nordisk Matematisk Tidsskrift, 53 (2 ) s. 82-92, Begreppet funktion i historisk be-
lysning. s. 85
® Haggstrom, J. Nordisk Matematisk Tidsskrift, 53, s. 85
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ringen av ett tidigt funktionsbegrepp.” Galileo uttryckte sig i sina undersékningar om t.ex.
fallande kroppar pa ett satt som tydligt beskriver en funktion: "The spaces described by a
body falling from rest with a uniformly accelerated motion are to each other as the squares of
the time intervals employed in traversing these distances".?® Senare skriver Galileo dven dessa
pa symbolisk form (s = kt?).° Under den har tiden borjar funktioner allts& uttryckas i grafer,

formler och tal.*°

Under 1600-talet borjar det &ven formuleras ett funktionsbegrepp. T.ex. skrev den skotska
matematikern James Gregory definitionen att en funktion ar en mangd som genom en algebra-
isk procedur, eller andra operationer, ger en annan méangd, en definition som visserligen
snabbt glomdes bort.*! | slutet av 1600-talet och i borjan av 1700, var framstaende matemati-
ker som Isaac Newton, John Bernoulli och G.W. Leibniz verksamma, alla med stor paverkan
pa utformandet av det moderna funktionsbegreppet. Leibniz beskrev funktioner som mangden
given av de olika punkterna pa en kurva, en kurva som var given av en ekvation. Han anvande
begrepp som konstanter och variabler. Bernoulli, som var en av de forsta att tydligt formulera
en definition av funktionsbegreppet, anammade Leibniz uttryck "funktion av x" for att beskri-
va mangder som &r beroende av olika variabler: ”[a function is] a quantity composed in any
manner of a variable and any constants™*? (Bernoullis definition frén 1718). Fér en generell
funktion bérjade Bernoulli anviinda X eller &, som han senare dndrade till ¢x.**

Euler, som senare utvecklade funktionsbegreppet, definierade ocksd han, inledningsvis, att
funktionerna var tvungna att kunna skrivas med hjalp av en analytisk formel, av variabler och
konstanter. Senare, rattare sagt ar 1755, andrade Euler sin definition till: ”a quantity should be
called a function only if it depends on another quantity in such a way that if the latter is
changed, the former undergoes change itself”, vilket bortser kravet pa att en funktion ska
kunna skrivas med en formel.** Euler introducerade aven funktionsbeteckningen f(x), vilken
vi anvander an idag.”

Vid mitten av 1700-talet uppstod oenighet, mellan Euler, d'Alemberts och Bernoulli, i fragan
om huruvida en funktion var tvungen att enbart beskrivas med ett uttryck eller en formel,
istallet for t.ex. olika funktioner i olika intervall av en kurva. For att illustrera problemet, sa ar
funktionen nedan ett exempel pa hur man kan skriva det med en formel:

_{x,omx<0
x2,omx >0

" Haggstrom, J. Nordisk Matematisk Tidsskrift, 53, s. 85, Kline, Morris (1972), Mathematical thought from an-
cient to modern times, New York, Oxford University press, s. 338

¢ Kline, M, Mathematical thought from ancient to modern times s. 338

° Kline, M, Mathematical thought from ancient to modern times, s. 338

19 Haggstrom, J. Nordisk Matematisk Tidsskrift, 53, s. 86

1 Kline, M, Mathematical thought from ancient to modern times, 5.339

12 Boyer, Carl Benjamin, A history of mathematics, 2. ed., Wiley, New York, 1989, 5.462

B3 Kline, M, Mathematical thought from ancient to modern times, s.340

Y Haggstrom, J. Nordisk Matematisk Tidsskrift, 53, s. 87

5 Haggstrom, J. Nordisk Matematisk Tidsskrift, 53, s. 87
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Grélet mellan de samtida matematikerna uppstod i samband med ett problem angaende vibre-
rande strangar och den funktion som skulle beskriva detta. Tva I6sningar, eller funktioner,
presenterades. Bernoulli som hade en ldsning skriven som en enda formel (som i exemplet
ovan) och d'Alemberts 16sning som innehdll flera olika funktioner. Stor oenighet radde och
4ven andra matematiker deltog senare i diskussionerna.’® Genom diskussionen kring vibre-
rande strangar problematiserades aven nar funktioner skulle anses som kontinuerliga eller
diskontinuerliga. Euler, som i lésningen av funktionen till de vibrerande strangarna holl med
d'Alembert, att l6sningen skulle besta av olika funktioner pa kurvans olika intervall, menade
ocksa att en kurva bestaende av flera "sammanvavda" funktioner skulle anses diskontinuerlig.
Som exempel kan vi aterigen se den presenterade funktionen ovan, som Euler skulle ansett
vara uppbyggd av tva "sammanvévda" funktioner och kallat funktionens kurva for diskonti-
nuerlig (men som man med modern terminologi hade definierat som en kontinuerlig funktion
med en diskontinuerlig derivata).!” Upplésningen av kontroversen fick vanta anda till den
franske matematikern Fourier visade, med hjélp av summan av trigonometriska funktioner, att
en funktion kunde besté av olika formler p& olika intervall av funktionen.'® Han poangterade
aven att han hade avgjort dispyten mellan matematikerna - till fordel fér Daniel Bernoulli.*®

Dagens definition av funktionsbegreppet kan mdjligen harledas till den tyske matematikern
P.G.L. Dirichlet, som ar 1837 definierade en funktion som:

If a variable y is so related to a variable x that whatever a numerical value is assigned to x there is
a rule according to which a unique value of y is determined, then y is said to be a function of the
independent variable x.%°

Den tydliga kopplingen som funktioner lange hade till fysiken, dels genom att de framstaende
matematikerna ocksa var fysiker och dels genom de problem som funktionsbegreppet véxte
fram ur (t.ex. fallrorelser och vibrerande strangar), borjar mer och mer férsvinna genom att
funktionsbegreppets definition blev mer och mer abstrakt. Universitetslektorn J. Haggstrém
beskriver det som att funktionsbegreppet "matematiserades™ under 1800-talet. Nagot som gor
begreppet svarare att forsta, samtidigt som det Gppnar for "att betrakta en funktion som ett
objekt i sig pa vilken man kan operera”.”* Som exempel, betrakta funktionen:

_ { 0,om x ar irrationell
" | 1,om x ar rationell

Den s.k. Dirichlets funktion som inte ar kontinuerlig i nagon punkt, en funktion som 1700-tals
matematikern aldrig skulle stéta pa i jakten pa att forklara beroendesamband mellan fysiska

18 Haggstrom, J. Nordisk Matematisk Tidsskrift, 53, s. 87

" Kline, M, Mathematical thought from ancient to modern times, s. 506

18 Haggstrom, J. Nordisk Matematisk Tidsskrift, 53, s. 87

9 Kline, M, Mathematical thought from ancient to modern times, s.677

2 Sjerpinska, A. (1992). On understanding the notion of function. In Harel & Dubinski (1992), s. 46
1 Haggstrom, J. Nordisk Matematisk Tidsskrift, 53, s. 89-90
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och geometriska storheter.?? Det ar detta mer abstrakta, och matematiserade begrepp som
foljande framstéalining kommer att behandla, ndmligen det moderna funktionsbegreppet.

Funktioner - Definitioner

Forstaelse for var tidigare syn pa vad funktioner ar och hur de verkar, ar viktig for att pa ett
djupare plan kunna handskas med begreppet idag. Men kanske anda viktigare &r att satta sig
in i den moderna begreppsbilden och medféljande definitioner.

Let A and B be sets. A function (also called a map) f from A to B, denoted f: A — B, is a subset
F < A x B such that for each a € A, there is one and only one pair in F of the form (a; b). The
set A is called the domain of f and the set B is called the codomain of f.?

"En funktion fran en mangd M till en mangd N ar en regel som till varje objekt i M pa ett entydigt
satt ordnar ett objekt i N. Verkan av en funktion F pa ett objekt A i M betecknas F(A) och kallas
vardet av F i A eller bilden av A under F. Det &r ett objekt i mangden N. - Mangden av alla objekt
i M pa vilka funktionen F tillats verka kallas definitionsmangden fér F och skrivs D.. Mangden av
alla férekommande funktionsvarden i N kallas vardemangden och betecknas V."*

Definitionerna séger egentligen samma sak men terminologin och teckenanvéndning skiljer
sig &t. Ett tydligt exempel &r att i den 6vre definitionen av Bloch® anvands orden domain
(doman) och codomain (kodoméan), som aven betyder definitionsmangd och malmangd, vilket
vi ocks aterfinner i den nedre definitionen.”® | den nedre av definitionerna behandlas &ven
begreppet vardeméngd. Den forsta funktionen i figur 1, nedan, illustrerar skillnaden mellan
begreppen malméangd och vardemangd. Notera hur vardemangden ar de varden som "traffas"
(1, 2 och 4) och darmed utgér vardemangden endast en delméangd i malméangden som innefat-
tar samtliga véarden i B, 1, 2, 3 och 4.

A B A B
a 1 a [ e o\ 1
b 2 b 2
c o |3 C 3
d\ e 4 d\ e 4
(1) (1)

Figur 1. lllustration av definitions- och m&lmangd®’

Som vi ser i definitionen; "... till varje objekt i M pa ett entydigt satt ordnar ett objekt i N"
maste varje x i definitonsmangden ge nagot exakt varde f(x) i malméangden. Detta illustreras

22 Haggstrom, J. Nordisk Matematisk Tidsskrift, 53, s. 89

% Bloch, Ethan D., Proofs and fundamentals: a first course in abstract mathematics, 2nd ed., Springer, New
York, 2011 5.131

2 persson, Arne & Boiers, Lars-Christer, Analys i en variabel, 2. uppl., Studentlitteratur, Lund, 2001, s. 37

% Bloch, Ethan D - Professor i matematik vid Bard College

% Aven svenska definitioner anvander begreppen doman och kodomén, se t.ex. Vretblad, Anders & Ekstig, Kers-
tin, Algebra och geometri, 2., [omarb. och utdk.] uppl., Gleerup, Malmg, 2006, s. 83

" Hamtad fran Bloch, E, Proofs and Fundamentals, s. 132
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i figur 1 dar (i) ar en funktion men inte (ii) eftersom d i defintionsméangden inte avbildas pa
nagot varde i malmangden, B i (ii). Dessutom avbildas a pa tva varden i malméangden och
ordnar darmed inte ett entydigt véarde i malmangden.

Det essentiella i funktionsbegreppet ar att en funktion maste besta av tre komponenter for att
fa klassificeras som en funktion. Dessa ar definitionsmangd, malmangd samt nagon form av
regel som beskriver ett samband mellan definitionsmangden och malméangden.?® Regeln be-
hover inte vara i form av en matematisk formel, vilket kommer klargoras langre fram. Nagot
som éar viktigt att fortydliga ar att utan definierade definitions- och malmangder ar det alltsa
inte en funktion, savida inte kontexten goér mangderna sjalvklara. Vi belyser detta med ett
exempel:

f(x) =+x?2—-6x+5

For att ovanstaende ska raknas som en funktion maste vi definiera definitions- och malmangd.

f(x) =+/x%2—-6x+5, fi(=0,1]U[5x) > R

Till exempel kan vi definiera funktionen enligt ovan om vi vill att malméangden skall vara R.
Definitionen f: R — R hade inte fungerat pa ovanstaende funktion eftersom alla reella tal x
mellan 1 och 5 ger ett negativt rotuttryck och darmed komplexa vérden som hamnar utanfor
den definierade malmangden, vilket illustreras grafiskt i figur 5, som hittas nagra sidor framat.

Markbart blir sdledes att tva funktioner med samma regel, t.ex. samma matematiska formel,
inte kan raknas som samma funktion om definitions- och malmangd skiljer sig &t.2° I exemplet
nedan kan vi alltsa inte betrakta funktionerna f (x) och g(x) som samma funktion dven om de
ar tillsynes lika.

fxX)=x* fR->R, gx)=x%> g:N->R

Ett vanligt satt att illustrera en funktion &r
med hjalp av en lada, dar sjalva ladan ar
funktionen. Vi matar in ett varde x i funk-
tionslddan och ut kommer resultatet f(x).
Ladan foljer en given regel och darmed é&r
resultatet, f(x), direkt beroende av det som
stoppas in, x. Lat funktionen i detta fall vara
f(x) =x%f:R->R. Om vi exempelvis _ . - f(x)
stoppar in talet 4 i var lada, kommer ladan ge Figur 2. Funktionsladan

0ss svaret 16.

2 Bloch, E, Proofs and Fundamentals, s.131
2 Bloch, E, Proofs and Fundamentals, s.136
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Ett exempel pa en funktion som inte hanterar siffror ar en funktion som ger en persons biolo-
giska mamma, dar definitionsmangden &r alla personer och malméngden ar alla personers
mammor. Skulle vi stoppa in prinsessan Estelle i var funktion sa skulle den ge oss kronprin-
sessan Victoria.*® Detta kan definieras som en funktion eftersom vi har en regel dér vi kopplar
alla personer till sin biologiska mamma och vi har bade en definitionsméangd och en mal-
mangd. Noterbart ar att malméangden inte nddvandigtvis maste utgoras av alla mammor utan
kan precis lika garna utgoras av alla personer pa jorden. Detta illustreras tydligt i figur 1,
funktion (i), dar alla personer maste ha en biologisk mamma men alla personer pa jorden be-
hover inte vara en mamma. 3:an i malmangden kan alltsa vara antingen en man eller en kvin-
na som inte fott barn. Eftersom inte alla varden i malmangden maste finnas representerade
kan vi valja malmangden till alla personer istallet for alla mammor. Vi kan alltsa definiera
funktionen m: P — P dar P &r alla personer pa jorden.

For att problematisera detta kan vi forsoka ta en funktion som kopplar varje person till perso-
nens syster. Vi inser att alla personer inte har en syster och darmed maste vi mer noggrant
definiera definitionsméngden till alla personer som har en syster. Viktigt att notera att perso-
nen i definitionsmangden ytterligare maste definieras, eftersom en person med flera systrar
hade genererat flera varden i malméangden, vilket &r felaktigt. Gor vi inte om den tidigare de-
finitionen, utan har kvar definitionsmangden som alla personer, far vi inte en funktion efter-
som alla vérden i definitionsmangden inte ar definierade.®! Jamfér med figur 1, funktion (ii).

Injektiva och surjektiva funktioner

The function f is injective (also called one-to-one or monic) if x x # y implies f (x) # f (y) for
all x,y € A;equivalently, if f (x) = f (y) impliesx=yforall x,y 2 € A.¥

En injektiv funktion ar en funktion dar alla varden i definitionsméngden ger ett unikt vérde i
malmangden, d.v.s. tva varden i definitionsméngden kan inte ge samma varde i malméangden.
Exempelvis ar var tidigare namnda "barn - mamma-funktion”, m: P — P, inte injektiv efter-
som flera personer kan ha samma mamma.

The function f is surjective (also called onto or epic) if for every b € B, there exists some a € A
such that f (a) = b; equivalently, if f (A) = B.®

En surjektiv funktion &r en funktion déar alla varden i malméangden finns representerade. Om vi
aterigen ser till vart barn - mamma exempel far vi en surjektiv funktion om vi definierar
malméangden som alla mammor. Hade vi daremot definierat funktionens malmangd till alla
personer hade funktionen inte varit surjektiv. Vi inser har hur betydande definitionen av defi-
nitions- och malméangd ar och att tva funktioner definitivt inte kan betraktas som samma funk-
tion om definitions- och malméangd skiljer sig hos funktionerna.

% [llustreras i Bilaga 3. Diskussionsuppgifter i intervju (Uppgift 5)
% Bloch, E, Proofs and Fundamentals, s.136
%2 Bloch, E, Proofs and Fundamentals, s.155
® Bloch, E, Proofs and Fundamentals, s.155
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Funktioner som ar bade injektiva och surjektiva kallas bijektiva. For att var barn - mamma -
funktion skall klassas som bijektiv maste vi definiera definitionsmangden som alla personer
som inte har nagot syskon och malméangden som deras mammor.

A B A B A B

injective surjective byjective

Figur 3. lllustration av injektiva, surjektiva och bijektiva funktioner®

Sammansatta funktioner

Inom matematiken ar det ofta valdigt anvandbart att kombinera tva eller flera funktioner till
en sammansatt funktion. Lat oss exempelvis leka med tanken att vi vill ha en funktion som
ger oss en persons mormor. Istallet for att gora en ny funktion kan vi anvanda var mamma-
funktion, m: P — P tva ganger, vilket ger den sammansatta funktionen: m(m(x)) : P - P
eller m o m : P - P (utldses > m boll m «).®

Let A,Band C besets,and let: A - B and f : B — C be functions. The composition of g and f is
the function f o g : A — C defined by (f o g)(x) = f(g(x)) for all x € 4.%°

X

Vi ser i definitionen av en sammansatt funktion
ovan att den forsta funktionens malmangd maste
motsvara den andra funktionens definitions-
mangd for att de ska kunna sammansattas till en
ny funktion. Viktigt att tdnka pa &ar ocksa att
proceduren har inte foljer vart vanliga satt att
tanka nar vi laser fran vanster till hdger. Har gor
vi istallet operationen till héger forst vilket illu- _
streras i figur 4. | vart fall i figuren benamns

g(x) som den inre funktionen och f(x) som Figur 4. Sammansatt funktion f(g(x))
den yittre.

o)™

Funktioner som grafer

Ofta askadliggors funktioner som behandlar reella tal med hjalp av grafer i ratvinkliga koor-
dinatsystem. Y-axeln brukar dd motsvara funktionens varde, f(x). Vi atervander nu till ett av

vara inledande exempel, namligen funktionen: f(x) = Vx? —6x + 5, : (—o0,1] U [5,0) -

% Hamtad fran Bloch, E, Proofs and Fundamentals, s. 155
% Vretblad, A & Ekstig, K, Algebra och geometri, 2006, s. 87
% Bloch, E, Proofs and Fundamentals, s 146
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R, och &skadliggér denna med hjalp av en graf.®” Tack vare grafen blir det nu extra tydligt hur
viktigt definitionen av definitions- och malmangd blir. Vi ser hur kurvan “forsvinner" i inter-
vallet 1 < x < 5, vilket intraffar just for att definitionsvarden mellan 1 och 5 ger varden utan-
for var definierade malmangd, R.

f()

104

-5 0 5 10

Figur 5. Graf till funktionen f(x) = yx2 —6x+5, f:(—o,1JU[5,0) - R
Invers funktion

Lét f vara en funktion med definitionsméngd D, och vardemangd V. Inversen till f beteck-
nas f~* och har definitionsmangd V; och vardemangd D;. Definitionsméngd och vardeméngd

inverteras och byter alltsa plats nar man gar fran funktion till dess invers. Vidare har en funk-
tions invers foljande egenskaper:

Df—l =V

Ve-1 = Dy
s=f) o t=f"1(s)
U f®)=t, te Dy
f‘l(f(s)) =5, SE V38

Grafer ar aven vaéldigt anvandbara nar man vill askadliggora en invers till en funktion. Inver-
sen till en funktion gar namligen att finna i en spegelbild, man séager att funktionen f och dess
invers, =1 &r spegelsymmetriska med avseende p& linjen g(x) = x,g: R —» R.*° | figur 6
illustreras hur funktionen f(x) = e”*, f: R —]0,[ speglas i g(x) = x, g: R — R och bildar
dessinvers [~ '(x) =1Inx ,f 110,00 R.

¥ Se figur 5
% persson, A & Baiers, L, Analys i en variabel, 2. 2001, s 88
% persson, A. & Boiers, L., Analys i en variabel, 2. 2001, s 90
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169)

104

Figur 6. lllustration av invers funktion 1

For att en funktion skall vara inverterbar méste den vara injektiv.*° Detta faller sig naturligt
eftersom om sa inte vore fallet skulle en invers f~1(x) vara tvunget att ge tva olika véarden for
samma instoppade varde. Funktionen f(x) = x2, f: R — R &r inte injektiv eftersom tva x-
varden kan ge samma y-varde och darmed ar funktionen inte heller inverterbar. Men om vi
justerar definitionsmangden till / (x) = x?, /:]0,c[— R &r den injektiv och har ddrmed ocksa
en invers, A

f(x)
A

2+

Figur 7. Illustration av invers funktion 2

Derivatan av en funktion

Inom matematiken uppkommer ofta fragestéallningar om hur snabbt nagonting férandras. For
att kunna svara pa denna typ av fragor behover vi ett matematiskt verktyg som mater just
denna forandringshastighet. Vi valjer att klargora detta med ett exempel: Lat f(x) beteckna
hojden hos ett foremal som kastas rakt uppat. Vi mater hojden i meter och tiden i sekunder.
Om vi vet precis hur f(x) ser ut borde det ocksa vara mojligt att svara pa fragan hur snabbt,
uttryckt i meter per sekund, foremalet faller/stiger vid en viss punkt x,. Det bor alltsa finnas
ett uttryck bildat med hjélp av f(x) som mater hojdforandringen per sekund i en given punkt
x, under foremalets bana. For att kunna hitta detta uttryck borjar vi med att konstatera att fran
punkten x, till en narbeldgen punkt x, + h har héjden andrats med: f(x, + h) — f(x,) meter.
Vi kan da dra slutsatsen att hojdskillnaden i intervallet x, till x, + h i genomsnitt ar:

“0 persson, A. & Boiers, L., Analys i en variabel, 2. 2001, s. 88
! Se figur 7
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f(xo +h) — f(xo)
h

Detta uttryck innebar i sig inget precist svar pa fragan om férandringshastigheten i punkten
Xo. Men ju mindre intervallet blir mellan punkterna (d.v.s. desto mindre vérde pa h) ju narma-
re det verkliga vardet kommer vi. Vi kan skriva detta som ett gréansvérde:

li f(xo +h) — f(x)
m

h-0 h

Om detta gransvarde existerar har vi nu ett uttryck for att besvara var tidigare fraga om for-
andringshastigheten i punkten x,. Det ar nu latt att se hur viktig vart ovanstaende uttryck dr,
da de kan beskriva férandringshastigheten i alla liknande fragestallningar. Med hjélp av nagra
tillagg bildar detta uttryck derivatans definition:

Antag att funktionen f &r definierad i en omgivning av punkten x,. Om gransvéardet:

i L &0+ 1) = f(x0)
im

h—0 h

existerar sa sages f vara deriverbar i punkten x,. Gransvardet kallas derivatan av f i x, och be-
tecknas:

, af
fixo), oo (ko) eller Df(xo)
X
Om en funktion f ar deriverbar i varje punkt i sin definitionsmangd sager vi kortfattat att f ar deri-

verbar. Funktionen x — f'(x),x € Dy kallas derivatan av f. For denna finns bland annat beteck-
af

ningarna f’, o Df.
I samband med diskussionen av en funktionskurva y = f(x) anvands ocksa y’ och %‘42
tangent
R tangent
fx) £(x)
S
Df(x) Df(x)

Figur 8. Grafisk illustration av derivata

| figur 8 illustreras ett par av derivatans anvandningsomrade med hjélp av ett konkret exem-
pel. Funktionen f(x) = —x? + 3x + 1 beskriver ett kastat foremals hojd 6ver marken pa pla-

“2 persson, A. & Boiers, L., Analys i en variabel, 2. 2001, s. 187-188
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neten Nermurion® efter x sekunder. L&t oss saga att vi ar intresserade av foremalets hastighet
efter en sekund, det vill saga vid punkten P. Ett alternativ ar att ta reda pa kurvans lutning vid
exakt den punkten med hjélp av tangents lutning, eller k-varde. Men samtidigt kan vi ocksa
anvanda oss av derivatan, Df (x) = —2x + 3, som efter en sekund ger oss vardet 1 pa y-
axeln.* Det vill saga efter en sekund ar foremalets hastighet 1 m/s uppat.

Ett annat anvandningsomrade for derivatan &r nar en andragradsfunktions max- och/eller mi-
nimivarde skall avgoras. Sag att vi &r intresserade av att veta foremalets maximala hojd i kas-
tet. Detta gors enkelt med hjalp av derivatan eftersom att vid den tidpunkt nar foremalet nar
hogst hojd ar hastigheten exakt 0. Derivatan &r 0 nar x ar 1,5 och darmed ar det ocksa efter 1,5
sekund som maximal héjd, 3,25 meter, uppnés.”> Notera hur en derivata av derivatan,
Df(x) = —2x + 3, ger hastighetens forandringshastighet, det vill sdga acceleration. | detta
exempel blir accelerationen en konstant, —2 m/s?, eller 2 m/s? i riktning mot marken.

Funktioner i gymnasieskolan

Nedan foljer en kort redogorelse for hur de olika kursplanerna behandlar funktionsbegreppet
och hur det presenteras i vanligt forekommande laromedel i den svenska gymnasieskolan.

Funktioner i ldroplanen

Funktionsbegreppet introduceras for forsta gangen i slutet av grundskolan, arskurs 7-9. Elever
skall da ha forstaelse for rata linjens ekvation och hur funktioner anvands for att undersoka
forandring, forandringstakt och andra samband. I gymnasieskolan behandlas funktioner un-
dantagslost i alla kurser fran matematik 1a till matematik 4. I kurs la-1c behandlas linjara
ekvationer, olikheter och potensekvationer. Fran och med 1b stalls krav pa forstaelse av funk-
tionsbegreppet samt definitions- och vardeméangder. Vidare introducerar 1b-kursen represen-
tationer av funktioner i flera former, t.ex. i form av ord, gestaltning, funktionsuttryck, tabeller
och grafer.*

| kurs 2 stélls hégre krav pa elevernas forstaelse av egenskaper hos funktioner, det racker inte
langre med linjara ekvationer, olikheter och potensekvationer utan eleverna skall aven kunna
beskriva egenskaper hos andragradsekvationer och exponentialekvationer. Kurs 2b introduce-
rar dven konstruktion av grafer vilket eleverna nu skall behdrska, med och utan digitala verk-

tyg .47

I kurs 3b och 3c introduceras begreppet derivata och vikten av funktioner blir djupare an tidi-
gare och fokus laggs pa forstaelse mellan grafer, dess funktioner och derivata. Orientering
mellan kontinuerliga och diskreta funktioner behandlas ocksa. "Egenskaper hos trigonomet-

*% For att ge en tydligare grafisk illustration valdes en fiktiv planet med en annan gravitation &n Jordens.

* Se figur 8 - Punkt Q

% Se figur 8 - Jamfor punkt R och S.

%6 Skolverket, Laroplan, examensmal och gymnasiegemensamma dmnen fér gymnasieskola 2011, (Gy 2011)
Stockholm, 2011

*7 Skolverket, Laroplan, examensmal och gymnasiegemensamma amnen for gymnasieskola 2011, (Gy 2011)
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riska funktioner, logaritmfunktioner, sammansatta funktioner och absolutbeloppet som funk-
tion" behandlas i kurs 4, berdkningar av ovanstaende funktioner med hjalp av derivata och
integraler genomsyrar kursens arbete. Matematik 5 behandlar uttryckligen inte funktioner,
4ven om grafteoretiska problem och differentialekvationer bl.a. behandlas.*®

Funktioner i Idromedlen

Héggstrom problematiserar framstéllandet av funktionsbegreppet i laromedel for grundskolan
saval som gymnasieskolan. Han papekar att definitionerna varierar kraftig fran ett laromedel
till ett annat med férklaringen att forfattarna anpassar sig till malgruppen.*® For att skaffa oss
en mer aktuell bild av nyare laromedel, utformade efter den nya laroplanen Gy 2011, gjorde vi
ett eget nedslag i vanligt forekommande laromedel. Vi har framst fokuserat pa tva serier, Ori-
go och Matematik 5000, mer exakt de bocker i serierna som ar anpassade fér gymnasiepro-
grammen: ES, EK, SA och HU, eftersom dessa utgor malgruppen i var undersokning.*

Matematik 5000

Om sambandet mellan tva variabler x och y ar sddant att varje x-varde, enligt ndgon regel, ger ett
bestamt y-varde, kan vi saga att y ar en funktion.*

Efter definitionen av en funktion i Matematik 5000 1b foljer ett konkret exempel dér arean av
en kvadrat skrivs som en funktion av sidan. Exemplet illustreras och beskrivs pa fyra olika
satt: tabell, graf, ord och formel. Som avslutning definieras aven begreppen definitions- och
vardemangd.®® Aven de tva efterféljande bockerna i serien Matematik 5000, 2b och 3b, tar
upp och repeterar definitionerna fran forsta boken och fortydligar likt Matematik 5000 1b med
hjalp av exempel.*®

Origo

Serien Origo, som anvands av vara undersokningsdeltagare, skiljer sig fran Matematik 5000-
serien gallande behandlingen av funktionsbegreppet.>* Skillnaden blir tydlig i hur funktions-
begreppet presenteras, och framstalls genom serien, men ocksa i sattet att definiera begreppet.
Origo 1b definierar en funktion som:

[...]ett samband eller ett beroende mellan tva variabler. Man sager att y &r en funktion av x, om
det till varje vérde pa x endast finns ett bestamt varde pé y.>

“® Skolverket, Laroplan, examensmal och gymnasiegemensamma amnen fér gymnasieskola 2011, (Gy 2011)

%9 Haggstrom, J. Nordisk Matematisk Tidsskrift, 53, s. 82-84

*0 Se DEL II, rubriken Metod. Férkortning for Estetiska, Ekonomiska, Samhéllsvetenskapliga och Humanistiska
programmet.

>! Alfredsson, Lena, Matematik 5000. Kurs 1b grén, Larobok, 1. utg., Natur & kultur, Stockholm, 2011, s. 316

52 Alfredsson, L, Matematik 5000. Kurs 1b gron, Larobok, 2011, s. 316

%% Alfredsson, Lena, Matematik 5000. Kurs 2b grén, Larobok, 1. utg., Natur & kultur, Stockholm, 2011, s. 22-23,
Alfredsson, Lena, Matematik 5000. Kurs 3b gron, Larobok, 1. utg., Natur & kultur, Stockholm, 2011, s. 38

> Se DEL II, rubriken Metod, dér urvalsgruppen presenteras.

% Szabo, Attila, Matematik Origo. 1b, 2. uppl., Bonnier utbildning, Stockholm, 2011, s. 178
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Vi ser hur Origo anvander orden samband och beroende medan Matematik 5000 anvénder
ordet regel. Aven andra termer har anvants i laromedel for att beskriva en funktion, exempel-
vis: avhildning, relation och entydig tillordning.

| 6vrigt skiljer sig aven upplagget mellan serierna Origo och Matematik 5000 da den senare
kontinuerligt repeterar funktionsbegreppets definition genom seriens tre forsta bocker. 1 Ori-
go-seriens andra bok, Origo 2b, tas inte nagon allman definition av funktionsbegreppet upp
over huvud taget. Daremot redogdrs tydligt mer specifika egenskaper hos en andragradsfunk-
tion s& som nollstallen, symmetrilinje, max- och minvarde.>” Trenden fortsatter dven i den
tredje boken i serien dar allmanna egenskaper hos en funktion lamnas utanfor och istéllet gar
boken direkt in pa definitioner och egenskaper hos begreppet derivata.”®

Matematik 3000

For att fa ett vidare perspektiv gjordes dven ett nedslag pa laromedel utformade enligt Lpf 94,
och mer exakt Matematik 3000, en serie laromedel forfattarna sjalva ar bekanta med. Motsva-
rande serie for Matematik 3000, den anpassad for programmen ES och SA, foljde ytterligare
ett nytt upplagg och hade, olikt de tva andra studerade serierna, ett tydligt inslag av progres-
sion nér det géllde funktioner. Den forsta boken, Matematik 3000 kurs A skriver: "Vi sager att
'y é@r en funktion av x'. En funktion kan beskrivas pa olika sétt, t.ex. med en vardetabell, med
en graf eller med en formel.">® Deras bok fér kurs B har en mer tydlig definition och beskriver
en funktion som "En regel som till varje x-varde ger exakt ett y-vérde kallas en funktion. Vi
sager da att y ar en funktion av x".°° Darifran tas ett stort steg till den tredje boken, Matematik
3000 kurs C, dar begreppen funktion, definitionsmangd och vardemangd tydligt definieras.®* |
den sistnamnda finns &ven en kort historisk redogérelse av funktionsbegreppet dar matemati-
kerna Euler, Cantor och Dirichlet och deras arbete med funktioner presenteras. Har poangte-
ras aven egenskaper hos en funktion som eleverna inte stott pa i laromedlen tidigare som ex-

empelvis att "elementen i de olika mangderna inte behéver vara tal".®?

Avslutande kommentar till funktioner i gymnasieskolan

Det kan tyckas mérkligt att laromedel inte har mer noggranna och korrekta definitioner av en
funktion men om vi studerar laroplaner och kursplaner for den svenska gymnasieskolan ter
det sig ganska naturligt. Att begreppet malméangd, som utgdr en av tre bestandsdelar for att
nagot 6ver huvud taget kan klassas som en funktion, inte ens namns i ovan berérda laromedel
ar en foljd av att begreppet inte heller aterfinns i kursplanerna. Att sedan begreppet funktion
ar standigt aterkommande i de olika kursplanerna och huruvida det bor innefatta en korrekt

% Haggstrom, J. Nordisk Matematisk Tidsskrift, s. 84

> Szabo, Attila, Matematik Origo. 2b, 2. uppl., Sanoma Utbildning, Stockholm, 2012, s. 58

*% Szabo, Attila, Matematik Origo. 3b, 2., [rev. och omarb.] uppl., Sanoma utbildning, Stockholm, 2013, s. 102
% Bjork, Lars-Eric (red.), Matematik 3000: matematik tretusen. Kurs A, 1. uppl., Natur och kultur, Stockholm,
2000, s. 282

% Bjork, Lars-Eric (red.), Matematik 3000: matematik tretusen. Kurs B, 1. uppl., Natur och kultur, Stockholm,
2000, s. 30

81 Bjork, Lars-Eric, Brolin, Hans & Ekstig, Kerstin (red.), Matematik 3000: matematik tretusen. Kurs C, [L&ro-
bok], 1. uppl., Natur och kultur, Stockholm, 2000, s. 33

82 Bjork, L, Brolin, H & Ekstig, K, Matematik 3000: matematik tretusen. Kurs C, 2000, s. 55
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definition kan diskuteras. Avsaknaden av en korrekt definition leder latt till en felaktig bild av
begreppet, speciellt nar en uppgift uppmanar elever att "Ange definitionsmangd till funktio-
nen y = vx", utan att varken namna mal- eller vardemangd.®® Enligt facit ar korrekt svar
x = 0 vilket delvis ar sant, forutsatt att laroboken utgar fran att malméangd och/eller vérde-
mangd utgdrs av de reella talen, R. Aven fast laroboken gér den forutsattningen kvarstar pro-

blematiken kring definitionsméangden. Definitionsméangden till regeln y = +/x gar att definiera
pa oandligt manga satt, bara inom R, vilket resulterar i oandligt manga majliga funktioner.

Eftersom laromedlen utformade utifran Lpf 94 verkar lagga storre vikt vid funktioners egen-
skaper och kring sjalva funktionsbegreppet an de laromedel utformade efter Gy 2011, kan vi
anta att sa aven ar fallet med laroplanerna. Men nér vi studerar det centrala innehallet i Lpf 94
ser vi att de tva kurserna Matematik A och Matematik B inte innehaller sarskilt stort fokus pa
ovanstaende. A-kursen séager att eleverna ska “kunna tolka och hantera algebraiska uttryck,
formler och funktioner.”® Men inte mycket mer, detta gar att jamféra med Gy 2011 som i
kurs 1b uttryckligen staller krav pa eleverna att forsta sjalva funktionsbegreppet med defini-
tionsméngd och vérdemangd.®® | Matematik B laggs tyngre fokus pé forstaelse for funktioner,
mer uttryckligen att: “kunna forklara vad som kénnetecknar en funktion samt kunna stilla
upp, tolka och anvéanda nagra icke-linjira funktioner som modeller for verkliga forlopp”, vil-
ket &r ungefar vad som efterfrégas i kurs 2b.°® Matematik C behandlar en djupare forstelse av
funktioner och introducerar begreppet derivata, dar fokus ligger pa arbete med derivatans de-
finitioner och forstaelse for dessa.t’” Jamfort med kurs 3b i Gy 2011 &r det valdigt likt, mojli-
gen beskrivs mer uttryckligen nagra element tydligare i Lpf 94, men skillnaden &r liten. Nar
man studerar det 6vergripande syftet mellan kursplanerna ar Gy 2011:s karna om funktioner
att eleverna skall kunna “anvénda och beskriva innebdrden av matematiska begrepp samt
samband mellan begreppen”. Lpf 94 trycker & andra sidan pa att eleverna skall utveckla sin
formaga att hantera matematiska begrepp och reflektera éver sitt eget anvandande av dessa
begrepp. | vara 6gon &r skillnaden mellan dessa laroplaner i frdga om funktioner inte vidare
stor, &ven om de nya kursplanerna kanske lagger nagot storre vikt vid den djupare forstaelsen
av sjéalva begreppen.

Séledes, ar det latt att stalla sig frdgan hur denna stora skillnad i definitionen av funktionsbe-
greppet, har uppkommit mellan laromedlen? Fragan &r daremot desto svarare att svara pa.
Kanske dr det som H&ggstrom menar; att en stor historisk splittring av definitionerna, helt
enkelt leder forfattarna till att anvanda olika utgangspunkter.®® Haggstrom skriver aven att
forfattarna givetvis riktar sig till malgruppen vilket vi, nar vi jamfor laromedlen, inte tydligt
kan se i det har fallet. Dessa skillnader mellan la&romedlem kanske snarare har sitt ursprung i
individuella forestallningar och preferenser snarare &n rationella val?

% Szabo, A. Matematik Origo. 1b, 2011, s. 183

% Skolverket, Laroplan for de frivilliga skolformerna (Lpf 94). Stockholm: Utbildningsdepartementet. 2008
% Skolverket, Laroplan, examensmal och gymnasiegemensamma amnen for gymnasieskola 2011, (Gy 2011)
% Skolverket, Laroplan for de frivilliga skolformerna (Lpf 94). Stockholm: Uthildningsdepartementet. 2008;
Skolverket, Laroplan, examensmal och gymnasiegemensamma amnen for gymnasieskola 2011, (Gy 2011)
%7 Skolverket, Laroplan for de frivilliga skolformerna (Lpf 94). Stockholm: Uthildningsdepartementet. 2008
% Haggstrom, J. Nordisk Matematisk Tidsskrift, s. 82-85
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DEL II: Undersokningen

| Del 11 presenteras den didaktiska undersékningen. Syftet &r att undersoka hur eleverna upp-
fattar funktionsbegreppet och problematisera konceptuell och procedurell kunskap inom funk-
tionsbegreppet. Detta kommer presenteras i form av metod, tidigare forskning och teori, en
resultatdel och slutligen diskussion och slutsatser. Utdver undersékningens syfte &r aven for-
hoppningen att genom elevernas resonemang, resultatet och diskussionen, ytterligare fordjupa
presentationen av funktionsbegreppet.

Metod

For att fa en statistisk grund gallande en eventuell korrelation mellan elevernas formaga att
I6sa funktionernas representationsbyten, sa kallade treatments och conversions-uppgifter,
valdes en kvantitativ enkatundersokning.®® Korrelationen mellan elevers formaga att 16sa tre-
atments och conversions-uppgifter undersoks med syfte att ta reda pa om det ena leder till det
andra, for att sedan koppla detta till procedurell och konceptuell forstaelse. Uppgifterna i en-
katen strukturerade vi samtidigt pa ett sddant satt att elevernas svar skulle ge oss information
om vanliga misstag i elevernas procedur och forstaelse. Var enkatundersékning har vi valt att
kombinera med en kvalitativ metod via semi-strukturerade gruppintervjuer. Valet grundas i att
vi ville at elevernas perspektiv, eller som det uttrycks i Metodpraktikan: “veta hur ménniskor
sjdlva uppfattar sin virld”.”® Detta gor intervjuer till en given del i studien eftersom vi &mnar
komma at det eleverna sjalva "tycker och tanker" om funktioner och undervisningen kring
detta begrepp. Saledes utgdrs den kvalitativa metoden av en respondentundersokning.”

Urval och deltagare

Da arbetet grundar sig i begreppsforstaelsen av funktioner forefoll det sig naturligt att gora
studien pa gymnasieelever. Mer specifikt riktar sig studien mot Matematik 2 da denna kurs
lases pa de studieforberedande programmen SA, EK, NA och TE.” Av rent praktiska skal, for
studiens genomforande, lampade sig tva EK-klasser som laser Matematik 2b som undersok-
ningsobjekt. Anledningen till urvalet var att av de skolor och larare vi var i kontakt med kénde
ingen larare att de hade mdojlighet att ta av sin undervisningstid. Totalt genomférde 27 elever
enkatundersokningen och utav dessa deltog tolv i intervjuer i grupper om tre. De intervjuade
eleverna var sex tjejer och sex killar. Samtliga elever deltog frivilligt pa tid som inte var
schemalagd.

Vi utgar ifran att eleverna har gatt igenom stora delar av det centrala innehallet for kurs 2b,
eftersom eleverna var i slutskedet av kursen. Detta innebar att de nyligen kommit i kontakt
med linjara funktioner och andragradsfunktioner, bade som graf, formler och ekvationslos-
ning utifran dessa. Kursen innehaller ocksa att eleverna ska ha en forstaelse for egenskaper

% Se Figur 9, dar begreppen conversions och treatments presenteras.

" Esaiasson, Peter, Gilljam, Mikael, Oscarsson, Henrik & Wangnerud, Lena (red.), Metodpraktikan: konsten att
studera samhalle, individ och marknad, 4., [rev.] uppl., Norstedts juridik, Stockholm, 2012, s. 228

™ Esaiasson et al, Metodpraktikan: konsten att studera samhélle, individ och marknad, 4, 2012, s. 228

"2 Férkortning for Samhallsvetenskapliga, Ekonomiska, Naturvetenskapliga och Tekniska programmet.
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hos andragradsfunktioner och konstruktionen graf till funktion. Detta stimmer &ven Gverrens
med elevernas egen uppfattning om vad de last om funktioner.

Avgrdnsningar

Pa grund av den ringa omfattningen gor var studie inga ansprak pa att skapa en generaliseran-
de bild av forstaelsen hos Sveriges gymnasieelever, utan ar endast fokuserad pa att ge en han-
visning om svarigheter och forstaelse hos de elever som innefattas av urvalet. Férhoppningen
ar att utifran resultaten &nda kunna bidra till en diskussion och en méjlighet att problematisera
de didaktiska aspekterna kring funktionshegreppet. Den egna studiens relevans bestar alltsa
bl.a. av mdjligheten till en inblick i funktionsbegreppet, utifran en grupp elevers égon.

Vi har inledningsvis valt att lagga stor vikt i Duvals teorier i tidigare forskning vilket vi for-
sokt ha som grund for undersokningen. Enkéten baseras till stor del pa Duvals forskning om
skillnader mellan treatments och conversions. Men da resultaten pd denna del av undersok-
ningen varken starkte eller avvisade de teorier vi hade i ansprak att forska vidare kring, har vi
aktivt valt en mindre aterkoppling i diskussionen till denna del av tidigare forskning &n vad vi
tankt fran borjan. Sagas bor dock att Duvals teorier om representationer fortfarande ar funda-
mentalt for funktionsbegreppet, de far bara inte sa stor plats i diskussionen som de till synes
kanske borde ha. Relevansen att fortfarande ha med dessa delar i undersokningen ar dels att
séttet som funktionsbegreppet problematiseras, genom Duvals forskning, bidrar till en valdigt
intressant aspekt av arbetet och dels att resultatet av enkéten fortfarande kan anvéandas i dis-
kussionen kring elevernas forstaelse och procedurhantering.

Genomférande

Under intervjuerna utgick vi fran var intervjuguide.” Vid skapandet av intervjuguiden och
vara fragor utgick vi fran de grundtankar som tas upp i Metodpraktikan med ett koncept med
uppvarmningsfragor, nagra huvudfragor, sa kallade tematiska fragor och tillhérande uppfolj-
ningsfragor.” Vi genomférde dven en testintervju for att ytterligare kunna forbattra intervju-
guiden, detta genom att undersoka hur fragorna uppfattades av en respondent och vilka foljd-
fragor som forefaller sig naturliga.

Under genomférandet avvek vi visserligen fran intervjuguiden i det faktum att vi inte kande
behovet av nagra uppvarmningsfragor da vi precis genomfort enkaten och presenterat arbetet
for eleverna. Dérmed gjordes beddmningen att de var bekanta med oss och "varma i klader-
na". Intervjuerna genomfordes i grupprum eleverna brukar arbeta i for att de skulle kénna sig
bekvama i situationen. Efter att eleverna tillfragats, och samtyckt, spelade vi in intervjuerna,
som sedan transkriberades. Samma intervjuledare holl i samtliga intervjuer som alla tog runt
30 minuter var. En bit in i intervjuerna delades ett papper ut till eleverna med en definition av

" Se Bilaga 2. Intervjuguiden
™ Esaiasson et al, Metodpraktikan: konsten att studera samhélle, individ och marknad, 4, 2012, s. 264-265
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en funktion.” Definitionen delades ut efter att elevernas forforstaelse for funktionsbegreppet
lokaliserats med syftet att ge stod till eleverna under diskussionsuppgifterna.’®

Tidigare forskning och teori

| det kommande avsnittet presenteras tidigare forskning som anses relevant for hur elever for-
star och lar sig matematik. Tanken &r att presentera ett teoretiskt ramverk, som kan vara till
stod for den egna studiens diskussion och slutsatser. Kortfattat sa kommer det att presenteras
tva olika aspekter av det matematiska larandet, dels en studie dar byten mellan matematiska
representationsformer presenteras och dels en studie dar det undersoks och problematiseras
kring begreppen konceptuell och procedurell forstaelse, samt hur dessa paverkar varandra.
Studierna, som vid forsta anblick ar olika, har dven manga berdringspunkter och dven en
gemensam karna, namligen matematisk forstaelse och hur detta paverkar elevernas larande.

Representationer och matematisk forstdelse

"Representation and visualization are at the core of understanding in mathematics” skriver R.
Duval, professor i matematik, och han &r 1&ngt ifran ensam i sitt stallningstagande.’” Forskare
som Pape & Tchoshano, Goldin & Shteingold delar hans uppfattning.” Men aven organisa-
tioner som NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) uttrycker vikten av repre-
sentationsformer:

Representations are necessary to students' understanding of mathematical concepts and relation-
ships. Representations allow students to communicate mathematical approaches, arguments, and
understanding to themselves and to others. They allow students to recognize connections among
related concepts and apply mathematics to realistic problems.™

Men vad ar da en representation och vad ar olika representationsformer? Vi ser exempelvis
funktionen f(x) = x? — 4, f: R - R som vart objekt, denna har en algebraisk representation
som &r just f(x) = x% — 4, f: R > R, men ocksa en grafisk representation i form av grafen i
figur 9:

y é

Figur 9. Graf till funktionen f(x) = x> —4,f:R > R

"> Se Bilaga 4. Definitionsblad till elever under diskussionen

’® Se Bilaga 3. Diskussionsuppgifter i intervju

" Duval, Raymond. Representation, vision and visualization: Cognitive functions in mathematical thinking.
Basic issues for learning, 1999, s. 3

"8 Pape, S. J., & Tchoshanov, M. A. The role of representation(s) in developing mathematical understanding.
Theory Into Practice, (2001), 40(2), 118-127., Goldin, G. & Shteingold, (2001). System of representations and
the development of mathematical concepts. In A. Cuoco & F. R. Curcio (Eds.), The roles of representation in
school mathematics (pp. 1-23).Yearbook 2001. Reston, VA: NCTM

" National Council of Teachers of Mathematics. http://www.nctm.org/standards/content.aspx?id=26862
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Med detta exempel ser vi alltsa att manga objekt kan ha flera olika former av representationer,
t.ex. kunde &ven ovanstaende exempel representerats med en tabell. \Vart att notera ar att den
skriftliga notationen av funktionens regel, i vart fall funktionen f(x) = x> — 4,f: R > R &r
en representation av sjélva funktionen, inte det objekt vi undersoker. Funktionen i sig ar ob-
jektet och inte nagon av dess representationsformer. Men att ge en definition pa vad en repre-
sentation ar for nagot ar svarare. Duval skriver att “Representation refers to large range of
meaning activities: steady and holistic beliefs about something, various ways to evoke and to
denote objects, how information is coded”, vilket &r ett ganska generellt och vagt uttalande.®
Huvudsakligen ar en representation en beskrivning eller tolkning av ett objekt och det ar den
ingangen vi har i féljande avsnitt.

For att ur ett didaktiskt perspektiv kunna gora en kartlaggande studie mellan konceptuell och
procedurell kunskap inom funktionsbegreppet kravs det bade att vi skapar oss en bild av vad
representationsformer ar och hur de verkar, men ocksa att vi klargor distinktioner av flera
begrepp. Som Duval skriver har forskning pa de didaktiska aspekterna av matematisk forsta-
else hos elever lett till ett valdigt differentierat féalt gallande definitioner kring matematisk
forstaelse.2! Enligt Duval s& finner alla dessa distinktioner uttryck i olika former av kognitiva
variabler.®? | foljande avsnitt skall vi férsoka lagga en grund for en kognitiv forstaelse av ma-
tematiska representationer samt vissa viktiga distinktioner hos dessa.

Duval gor uppdelningen mellan tva sorters kognitiva representationer. De som medvetet pro-
duceras i ett semiotiskt system, t.ex. meningar, grafer, diagram, ritningar osv. Gentemot den
sorts representationer som omedvetet framkommer for oss som drommar, visuella minnen,
men ocksa “bilder” skapade av fysiska objekt s& som kameror, speglar m.m.%® Detta ger oss
en tydlig distinktion vilket vi vaéljer att benamna som semiotiska och omedvetna representa-
tioner.

| de flesta andra falt finns det mojlighet att fa forstaelse for begrepp utan skapade representa-
tioner.>* | matematiken &r det narmast oméjligt i de flesta fall, man kan ha en intuitiv férstael-
se for vad tyngdkraften ar och hur den verkar, men en intuitiv forstaelse for vad derivata ar
och hur det behandlas kréver representationer i form av grafer och representationer i form av
matematiska definitioner. Saledes ar det vitalt med semiotiska representationer och som Du-
val skriver finns det ingen annan mojlighet att vinna forstaelse for matematiska koncept annat
an genom skapandet av semiotiska representationer.®® Duval valjer ocks att kategorisera des-
sa representationer i sa kallade register, vi kommer nedan bara att studera dessa register hos
de utifran ovan definierade semiotiska representationsformerna.

Duval gor skillnad pa vad han bendmner som mono- och multifunktionella register. Inom ett
monofunktionellt semiotiskt system sker de flesta processer genom algoritmer och representa-

8 puval, R. Representation, vision and visualization: Cognitive functions in mathematical thinking. 1999, s. 3
& Duval, R. Representation, vision and visualization: Cognitive functions in mathematical thinking, 1999, s. 1
8 Duval, R. Representation, vision and visualization: Cognitive functions in mathematical thinking, 1999, s. 1
& Duval, R. Representation, vision and visualization: Cognitive functions in mathematical thinking, 1999, s. 2
# Duval, R. Representation, vision and visualization: Cognitive functions in mathematical thinking, 1999, s. 3
8 Duval, R. Representation, vision and visualization: Cognitive functions in mathematical thinking, 1999, s. 1
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tionerna ar saledes berakningar, grafer och diagram. Inom ett multifunktionellt system galler
motsatsen, processerna sker aldrig genom algoritmer.?® Ett exempel p& detta 4r elementar
geometri, dir saknas algoritmer for att “rikna” fram geometriska lagar och regler, utan forsta-
elsen kommer pa annan satt. Vidare raknas sprakliga framstallningar till multifunktionella da
de pa samma sétt inte gar att standardisera i sin framstéallning.

Vidare kategoriserar Duval bade mono- och multifunktionella register som antingen diskursi-
va eller icke-diskursiva. Duval skapar har en tydlig distinktion mellan diskursiva och icke-
diskursiva operationer. Diskursiva operationer tacker in alla sprakliga framstéllningar, bade
muntliga forklaringar och nedskrivna teorem men ocksa matematiska bevis i ett symboliskt
system. De icke-diskursiva kannetecknas av skisser, monster, grafer, diagram och geometris-
ka figurer som kan skapas med verktyg, alltsa operationer som inte uttrycks sprakligt utan
endast visuellt.?” Duval menar att fsrmagan att véxla mellan olika representationsformer, bade
inom samma och olika register, ar ett maste for att na forstaelse vid inlarning av ett matema-
tiskt begrepp.®

REPRESENTATIONS resulting from one the three

NON-DISCURSIVE

kinds of DISCURSIVE OPERATIONS: REPRESENTATION

1 Denotation of objects (names, marks...) (Shape configurations

55 lati , 1D/2D, 2D/2D,
Statement of relations or properties 3D/2D)

3.Inference (deduction, computation...)

Most processes
are algorithmic

Only written: impossible to tell orally otherwise
than by spelling

P S

MULTI-FUNC IN NATURAL LANGUAGE: two non ICONIC: drawing,
TIONAL equivalent modalities for expressing sketch, pattern g
REGISTERS: | lsssz=sssas [—
— ORALLY explanations, F
P
o | | W gmmmoviconc
made into nERmmmRmERI® Yeometrical figures
algorithms AT WRITTEN (visual): theorem, proofs ... which can be
. constructid with toolf
A :
« Hransitional AUXILIARY Representations
. No rules of combination (free support)
MONO-FUNC | =
TIONAL . IN SYMBOLIC SYSTEMS D2 COMBINATION OH
REGISTERS: D1 AND D0 SHAPES,

oriented (arrows) or
=) not.

Computation, proof

Diagrams, graphs

Figur 10. Klassifikationstabell Gver representationer

8 Duval, R. Educational studies in mathematics. 2006, s. 109

8 Duval, Raymond. A cognitive analysis of problems of comprehension in a learning of mathematics. Educa-

tional studies in mathematics. 2006, 61(1-2), 103-131, s. 108
8 Duval, R. Educational studies in mathematics. 2006, s. 125
8 Hamtad fran Duval, R. A, Educational studies in mathematics. 2006, s. 210. Treatments illustreras av krokta
pilar och conversions av raka pilar

och register®
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Vixlingar inom och mellan register

Duval menar att det finns tva olika sorters véaxlingar som kan goras inom semiotiska represen-
tationer: treatments och conversions.” Treatments ar véxlingar mellan representationsformer
inom samma register. Det kan exempelvis vara skiftningar mellan decimalform och brak;
0,4+ 0,2=2/5+1/5. Men det kan ocksa vara grafiska forandringar i samma register, till
exempel att forandra en parallellogram till en rektangel.**

X

|

|

| 5 /
| > |

Figur 11. Parallellogram till rektangel

Conversions ar véaxlingar mellan representationer som innebér byte av register men att samti-
digt bibehalla objektet som behandlas. Till exempel att ga fran en funktion uttryckt i algebra
till grafen som representerar funktionen eller att ga fran vanligt sprak till att skriva ner vad
som sags med bokstaver.”? Utifran detta ar conversions mer komplexa da de skiftar register,
detta leder till flera svarigheter da ett byte av register forst kraver en identifikation av det re-
presenterade objektet i bada register och dessa representationsformer har vildigt ofta inget
gemensamt.®®

Duval hanvisar till forskning han sjalv gjort fran 1988 som visar féljande resultat pa nedan-
stdende uppgifter som behandlar igenkannande.”* Eleverna har fatt uppgiften att skriva ner
formeln for funktionen som visas i grafen, fragorna ar flervalsfragor med svarsalternativ som
exempelvis: y =x, y=—x, y=x+1.

Students aged 15-16

N

y after a lesson on linear
4 i functions
1 x — Y=x
; Recognition 60%
yT
2
] I y= 2x 25%
; 1 X

Figur 12. Igenkénnande uppgift95

% Duval, R. Educational studies in mathematics. 2006, s. 211

°1 Se figur 10

%2 Dyval, R. Educational studies in mathematics. 2006, s. 112

% Duval, R. Educational studies in mathematics. 2006, s. 112

% Duval, R. Educational studies in mathematics. 2006, s. 113

% Hamtad fran Duval, R. Educational studies in mathematics. 2006, s. 113
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Duval séger att om eleverna fatt samma uppgifter fast med ett omvant registerbyte, d.v.s.
uppgiften att konstruera en graf till funktionen y = x och y = 2x, hade resultatet varit dver
909%.% | skolan &r uppgifterna valdigt sallan baserade pd igenkannande utan bygger oftare pa
proceduren att, som i exemplen med grafer, placera ut punkter i ett koordinatsystem och dra
linjer daremellan.®” Duval menar vidare att denna lokala forstéelse ar underkastad den hogre
forstaelsen som kravs for att behandla objektet som kvalitativa visuella variabler. Duval skri-
ver att: “If treatment is the more important from a mathematical point of view, conversion is
basically the deciding factor for learning.”®® Darmed lagger han verkligen tyngd p& vikten av
undervisning som ger elever férmaga att utféra just conversions.

Konceptuell och procedurell kunskap

En central fraga i matematikdidaktik ar hur sambandet mellan procedurhantering och forstael-
se samspelar, vilken som ger béast resultat for eleverna och darigenom hur matematiklarare pa
bésta satt bor lagga upp sin undervisning.

| artikeln Conceptual and procedural knowledge of mathematics - does one lead to the other?,
skriven av B. Rittle-Johnson och M.W. Alibali, presenteras en studie inom amnet, dar fokus
ligger pa hur dessa olika kunskaper paverkar varandra. | studien definieras konceptuell kun-
skap som: "explicit or implicit understanding of the principles that govern a domain and of the
interrelations between pieces of knowledge in a domain”, medan den procedurella kunskapen
syftar till en handlingssekvens vid 16sning av ett problem.® Fastan dessa tva sorter av kun-
skap definieras olika, anses de ocksa som sammanhéngande, svarskilda, och att utvecklingen
av de bada kunskaperna inte sker skilt fran varandra.*®

Studiens resultat visar pa att det finns ett tvariktat samband mellan konceptuell och procedu-
rell kunskap. Detta genom att eleverna som fick konceptuella instruktioner ocksa utvecklade
sin procedurhantering och pa samma sétt sag man en utveckling av den konceptuella forstael-
sen hos eleverna som fick procedurella instruktioner. | studien forklaras sambandet med ordet
iterativt, som betyder studsande eller upprepning, och syftar t.ex. till att en vunnen konceptu-
ell kunskap kan leda till utvecklad procedurell kunskap, som sen i sin tur ytterligare ckar pa
den konceptuella forstaelsen. Darfor kan utvecklingen av den konceptuella och procedurella
kunskapen, under vissa omstandigheter, beskrivas som att den utvecklas jamsides av var-
andra, istallet fér individuellt.”*

| studien presenteras tva forklaringar till att den konceptuella kunskapen forbéattrar elevernas
procedurhantering, dels att en storre konceptuell kunskap leder till att eleverna sjélva kan
identifiera ndr deras procedur ar felaktig och dels genom att brister i den konceptuella kun-

% puyval, R. Educational studies in mathematics. 2006, s. 113

% Duval, R. Educational studies in mathematics. 2006, s. 113

% Duval, R. Educational studies in mathematics. 2006, s. 103

% Rittle-Johnson, B., & Alibali, M. W. Conceptual and procedural knowledge of mathematics: Does one lead to
the other?. Journal of educational psychology, (1999), 91(1), 175, s. 176

100 Rittle-Johnson, B., & Alibali, M. W. Conceptual and procedural knowledge of mathematics, 1999, s. 176

101 Rittle-Johnson, B., & Alibali, M. W. Conceptual and procedural knowledge of mathematics, 1999, s. 185
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skapen kan begransa elevernas mojlighet till en korrekt procedurhantering. Nagot som i sa fall
innebdr att en 6kad konceptuell forstaelse till viss del kan hindra elever fran ett inkorrekt till-
vagagangssatt i procedurhanteringen. Bade dessa "forklaringar", till sambandet att konceptuell
kunskap leder till 6kad procedurell kunskap, ligger i elevernas mojlighet att koda, och forsta
det matematiska problemet, vilket &r viktigt for att kunna hantera matematik.'%?

Pa fragan om hur den procedurella kunskapen utvecklar den konceptuella, presenteras ocksa
tva mojligheter. Den forsta méjligheten &r att den procedurella kunskapen begransar forstael-
sen av ett koncept, i den meningen att man genom en korrekt procedur kan dra slutsatser och
utesluta felaktig konceptuell forstaelse. Den procedurella kunskapen blir alltsa ett stod till att
hitta och forsta det matematiska konceptet. Det andra mojliga sattet, for den procedurella kun-
skapen att paverka den konceptuella forstaelsen, ar att eleverna tillslut blir sapass sékra vid
procedurhanteringen att deras hela matematiska kapacitet inte &r upptagen, vilket kan leda till
tankar kring varfor proceduren fungerar, nagot som i sin tur kan 6ka den konceptuella forsta-
elsen. Pa liknande satt kan det inom ett nytt matematiskt omrade for eleverna véckas tankar
om det bakomliggande konceptet nar tva tillsynes liknande problem l6ses med tva olika pro-
cedurer.*®

| studien kommer Rittle-Johnson och Alibali ocksa fram till slutsatsen att samspelet mellan
konceptuell och procedurell kunskap inte ar symmetrisk, i den meningen att de elever som
utvecklade den konceptuella kunskapen fick storre paverkan pa den procedurella kunskapen,
an tvartom. Alltsa, eleverna som utvecklade den procedurella kunskapen fick forstas ocksa en
viss konceptuell forstaelse, dven om detta visade sig vara mer begransat. Problem som elever-
na stotte pa, som fatt de procedurella instruktionerna, visade sig vara svarigheter att anvanda
sig av den larda proceduren om uppgifterna skilde sig fran de presenterade uppgifterna (aven
om I6sningsmetoden i princip var densamma). Svarigheterna bestod av att anpassa den proce-
durella kunskapen till det nya problemet. Den konceptuella kunskapen ledde daremot ofta
aven till en korrekt procedurhantering, explicit beskrivs det i resultatet att eleverna som fatt de
konceptuella instruktionerna i lika hog grad som de elever som undervisats i proceduren, ut-
forde en korrekt 16sning till problemen. Det var framférallt i de uppgifterna som krévde att
eleverna gjorde sma forandringar i proceduren som eleverna med de konceptuella instruktio-
nerna fick ett battre resultat. Genom detta dras slutsatsen i artikeln att dven om de bada kun-
skaperna ibland utvecklas gemensamt har den konceptuella kunskapen storre inverkan pa den
procedurella kunskapen.®*

102 Rittle-Johnson, B., & Alibali, M. W. Conceptual and procedural knowledge of mathematics. 1999, s. 186
103 Rittle-Johnson, B., & Alibali, M. W. Conceptual and procedural knowledge of mathematics. 1999, s. 187
104 Rittle-Johnson, B., & Alibali, M. W. Conceptual and procedural knowledge of mathematics. 1999, s. 185-186
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Resultat och analys

Har presenteras och kommenteras resultaten fran undersokningen huvudsakligen atskilda, det
vill sédga svaren fran enkéaten under en rubrik (Enkét) och resultaten fran intervjuerna under en
annan (Gruppintervjuer). Resultaten kommer sedan diskuteras mer genomgaende under rubri-
ken Diskussion och slutsatser.

Enkdt

| genomgangen av enkatuppgifterna kommer det i figurforteckningen beskrivas vilka uppgif-
ter som har klassats som treatments och conversions-uppgifter. | slutet av resultatredovisning-
en fran enkaten presenteras dven losningsfrekvensen pa treatments och conversions-
uppgifterna mer specifikt.

Antal elever Fordelning av antal ratta svar

10

8

6

Antal ratt

Figur 13. Histogram dver fordelningen av antal rétta svar i enkaten.

Fragal Fraga 2 Fraga 3 Fraga 4 Fraga 5
a 43% d 43% c 50% d 43% d 39%
b 32% c 32% d 21% c 32% a 32%
d 25% a 14% b 18% a 11% b 18%
o 0% b 7% a 11% b 11% C 7%
blankt 0% blankt 4% blankt 0% blankt 4% blankt 4%
Fraga 6 Fraga 7 Fraga 8 Fraga 9
b 25% b 61% C 39% C 43%
a 21% a 18% b 25% b 36%
d 21% C 11% d 21% a 14%
C 18% d 11% a 14% d 7%
blankt 14%'* blankt 0% blankt 0% blankt 0%

Figur 14. Tabeller dver svarsfordelningen i procent.

106

105 Att s& ménga som 14 % inte valde ndgot svarsalternativ kan ha sin férklaring i att en svart linje fran kopiatorn

delvis skymde svarsalternativen.
105 Ratt svarsalternativ ar i fet stil med grén bakgrund.
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Figur 13 och 14 ger en Gverblick av resultaten fran enkaten. | figur 13 visar ett histogram hur
eleverna presterade medan tabellerna visar svarsférdelningen pa respektive fraga. For att lasa-
ren enkelt ska kunna folja kommentarerna till respektive fraga foregas kommentarerna av
frdgan frén enkéten. Enkaten finns i sin helhet som bilaga.'?’

\3&'

1) Vilken funktion stammermed grafen?

Oyv=3+15x O v=15+3x 0O y=2—-3x O vyv=3—-2x

Figur 15. Fraga 1 fran enkatundersokningen (conversion-uppg.)

| enkatens forsta fraga valde 75 % av eleverna alternativ a eller b, vilket tyder pa att de tittar
pa linjens skarningspunkter med koordinataxlarna. Det vore intressant om vi hade vént pa det
och skrivit uppgiften pa den form de kanner igen; y = kx + m istéllet for y = m + kx for att
se om detta staller till problem. Att doma av svaren &r det fa som hittar ratt svar genom sin
forstaelse for k och m-véarde. Inte heller strategin att valja ut en punkt och satta in koordina-
terna i funktionen, for att se om det stimmer, l&r ha anvénts.

2) Berdkna nollstillena till funktionen: v = x? — 8x + 12

O Ooch8 O -2och-6 0O -3och4 O 2oché

Figur 16. Fraga 2 fran enkatundersokningen (treatment-uppg.)

Det korrekta alternativet var ocksa det mest valda i fraga 2, men intressant nog svarade dnda
1/3 av eleverna alternativ c, vilket var en majoritet av de med felaktigt svar. Med tanke pa
storleken pa urvalet kan det helt bero pa slumpen men det ar intressant att 6vervaga den sva-
righet eleverna annars kan ha. Det felaktiga svaret ¢ kan uppkomma vid ett inkorrekt forsok
att faktorisera funktionen for att hitta nollstéllena, vid en faktoruppdelning med (x + 3)(x —
4). Kanske fokuserar eleverna primart p& funktionens grad och g-vardet'®® nar de faktorise-
rar? Det dr dock vart att ndmna att funktionens grad blir korrekt men g-vardet blir negativt.
Saledes ar graden av forstaelse sannolikt 1ag och slumpen spelar troligen roll i resultatet.

197 Se Bilaga 1. Enkatundersékning - Funktioner
%8 ) fallet x> + px +q =0
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3) Vilken funktion stdmmer med tabellen? : :
1 5
2 8
3 13
ODy=2x+4 Oy=2x>—-x+4 Oy=x2+4 Oy=4+x

Figur 17. Fraga 3 fran enkatundersokningen (treatment-uppg.)

Halften av eleverna valde ratt alternativ i fraga 3, medan 6vriga réster fordelades jamt mellan
de tre felaktiga alternativen. Detta kan tolkas som att de som inte vet hur de ska komma fram
till svaret och helt enkelt gissar. Eventuellt att de testar de tva 6versta sambanden pa alternativ
d och déar marker att det stammer.

4) Funktioneny = 3 + bx — 2x? gar genom punkten (2, 5). Bestam vardet pa b.

49
5

Figur 18. Fraga 4 fran enkatundersokningen (treatment-uppg.)

Ob=9 O b= Ob=-7 O b=5

5) Vilken grafen stammer med funktionen: v = 2 + x — x?7?

Figur 19. Fraga 5 fran enkatundersokningen (conversion-uppg.)

Fler elever klarar fraga 4 an fraga 1 och 5. Strategin att satta in en punkt, som anvands i fraga
4, skulle ocksa ga att anvanda i fraga 1 och 5 dar eleverna ska koppla en funktion till ratt graf.
Det tyder pa att eleverna inte anvander den strategin utan istallet forsoker att se svaret bara
genom att titta pa grafen och anvanda sig av de kunskaper de har som t.ex. "plustecken fram-
for x2 = glad mun". Detta syns tydligt i fordelningen mellan svarsalternativen i uppgiften 5
dar en klar majoritet, 71 %, valde antingen alternativ a eller d, de med "ledsen mun".

6) Bestam symmetrilinjenfary = (x +3){x — 9)

O3 O 6 O -3 O —6

Figur 20. Fraga 6 fran enkatundersokningen (treatment-uppg.)

| fraga 6 ses ingen tydlig koppling mellan elevernas forstaelse och det ratta svaret, resultaten
tyder pa att eleverna har en obefintlig eller minimal forstaelse for hur man bestammer en
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symmetrilinje. Alternativt kan de bestimma en symmetrilinje nér de utgar fran en andragrads-
funktion pa formen Ax2 + Bx + C = 0, men saknar forstdelsen for att de kan multiplicera
ihop parenteserna, alternativt misslyckas att multiplicera ihop dem.

7) Kalle slapper ett dgg fran ettfonster 20 m dver marken. Aggets hojd y meter dver marken efter x sekunder
beskrivs av formelny = 20 — 5x2. vilken graf nedan beskriver ballens fall?
Oa Ob Oc Od
¥ ¥ ¥ y
x X X X

Figur 21. Fraga 7 fran enkatundersokningen (conversion-uppg.)

61% av eleverna har ett korrekt svar pa fraga 7, vilket ar det bésta resultatet i enkéten. Dock
forde vi en diskussion om denna fraga i en av klasserna efter enkaten och det framkom att
valdigt manga hade stora svarigheter att forsta det fysikaliska forlopp som forenklar forstael-
sen i fragan. Manga elever ansag att det bara var 16jligt att ndgot skulle falla snabbare ju lang-
re det fOll. Ett missforstdnd av gravitationen uppvisades ocksd, en elev uttryckte sig: "Men
gravitationen ar ju lika stor hela tiden! Da maste agget falla lika snabbt hela tiden.” Har visar
eleven en annu inte utvecklad forstaelse av acceleration.

8) Summan av tva tal &r 26. Det enatalet &r x. Vilket alternativ nedan &r en funktion av talens produkt y?

0Oy =x(x—26) 0O yv=(26—x)x 0O y=26—x7 O y={x—-26)(26—x)

Figur 22. Fraga 8 fran enkatundersokningen (conversion-uppg.)

Endast 25% av eleverna uppvisade ett korrekt svar pa enkatens attonde uppgift, medan 39%
valde alternativ c. Statisktiskt ar det svart att dra ndgon slutsats men eleverna tycks intuitivt ha
narmare till alternativet y = 26 — x2 an det korrekta y = (26 — x)x. Uppgiften kan majligt-
vis visa pa svarigheten som uppstar nar eleverna tvingas byta representationer mellan olika
register. Detta eftersom svarigheten i uppgiften ar att tolka den nedskrivna forklaringen av
sambandet och sedan formulera det med en formel.
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9) Vilken funktion stammer med grafen? 4

ODy=3x—x*-1 0O y=-2x—3+x° Oy=x*+3x—3 Oy=x+x*—1

Figur 23. Fraga 9 fran enkatundersokningen (conversion-uppg.)

Alternativ a som har ett negativt x2-varde valdes av ganska fa elever. Narmare 80 % av ele-

verna valde alternativ b eller ¢ som har C-vardet, —3 gemensamt.109 Det verkar i resultaten
som att utga ifran C-vardet dr den metod eleverna anvant sig av i uppgiften. Dock tyder den
jamna fordelningen mellan alternativ b och c pa att forstaelsen for att berakna eller forsta
symmetrilinjen saknas, pa samma sétt som i uppgift 6.

Losningsfrekvensen pd byten av representationer

Losningsfrekvensen pa treatments och conversions-uppgifterna forehdll sig valdigt lika i re-
sultatet for enkaten; 39,29% for treatments och 35,71% for conversions. Utifran detta gar det
att saga att det antingen &r svarighetsgraden och elevernas formaga for att 16sa de tva sorter-
nas uppgifter véldigt likvardiga, eller sa ar elevernas formaga for det ena eller andra hogre,
men uppgifternas svarighetsgrad olika. | den hér typen av test gar det inte att se vilket som
forehaller sig riktigt. Dock kan vi underscka korrelationen med losningsfrekvensen fran elev
till elev. Detta gjordes med hjalp av ett X2-test (chi-tva-test) kallat oberoende test.** Testet
gav vérdet 22,52 vilket nar det jamférs med en tabell dver X2-férdelningskvantiler! &r
aningen for 1&gt for att ge utslag med 90% konfidens.'? Vi testade 4ven korrelation via Excel
genom ett korrelationstest med resultatet 0,3958 vilket inte gar att dra mycket slutsatser fran
mer an att var data verkar vara svagt positivt korrelerad.

Representationsbyte - funktion till graf och graftill funktion

De tva uppgifterna som behandlade conversion fran funktion till graf hade en sammanlagd
I6sningsfrekvens pa 46,43% medan uppgifterna som behandlade conversions fran graf till
funktion hade 30,36%. Detta ar ingen 6vervaldigande skillnad men eleverna tycks i detta fall
ha nagot lattare att ga fran funktion till graf 4n den igenkannande typen av uppgiften av graf
till funktion.

99 fallet y = Ax?> + Bx + C

110 Britton, Tom & Garmo, Hans, Sannolikhetslara och statistik for larare, Studentlitteratur, Lund, 2002, s. 352
111 Britton, T. & Garmo, H., Sannolikhetslara och statistik for larare, 2002, s. 394
12 /idare utfordes dven ett X 2-test i Excel for att f4 ett exakt varde for signifikansnivan som gav oss 84,3%
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Gruppintervjuer

| denna del kommer resultatet av vara intervjuer presenteras. Intervjuerna skedde i grupper
med tre elever och en intervjuledare. Intervjuerna tog ca 30 minuter vardera. Intervjuerna be-
stod kortfattat av tre olika delar; fragor om funktionsbegreppet, uppgifter som berérde elever-
nas forstaelse for funktioner och fragor om hur elever varderar och uppfattar konceptuell re-
spektive procedurell kunskap i skolan.

Vad dr en funktion?

Vi inledde gruppintervjuerna med att fraga eleverna om de kunde forklara vad som ar en
funktion. Inledningsvis beskrevs en rad olika exempel pa funktioner, bade korrekta och inkor-
rekta forslag. Manga forslag handlade om att en funktion &r ett samband, en forandring eller
en linje i ett koordinatsystem.

Till exempel uttryckte sig manga elever i stil med: "- Det ar val nagot som beskriver nagon-
ting" eller en mer precis forklaring; "~ Den beskriver nagonting, typ. Det ar ingen ekvation for
man kan inte l6sa ut den, utan man anvénder den for att 16sa ut”. En del elever uttryckte det
ocksa som en forandring. En elev beskrev funktioner som; - Man beskriver en utveckling av
en handelse, kanske... 6ver tid" och en annan elev beskrev det som; - Ja, det skulle jag vilja
saga att en funktion ar. Till exempel nar man har vikt eller kilopris och nar nagot forandras
och hur priset 6kar i forhallande till vikten." Majoriteten av elever beskrev daremot funktioner
som antingen en linje i ett koordinatsystem eller som den réta linjens ekvation, y = kx + m.
Exempelvis: "- ... en funktion, jag hade sagt nat slags streck i koordinater” eller - Man tanker
ju pa linjer direkt ... Ar det inte det har y = kx + m, eller ja, det ar ju den rata linjen".

Pa fragan om en ekvation ar en funktion radde det ocksa spridda asikter bland eleverna.
Manga elever svarade ett blankt ja, medan andra svarade nej. | ett elevsvar framkom proble-
met med att skilja de bada at, eleven forklarade det som att: "- ... de har ett x och ett y varde,
och det finns en okdnd i en ekvation, det kdnns som att... Det ar val ett samband i en ekva-
tion, det maste vara ett samband i en funktion!". Endast ett fatal elever kunde tydligt formule-
ra skillnaden mellan en ekvation och en funktion, en elev forklarade det som: - En ekvation
ar en utrdkning, du har ju en konstant i den. Det har du inte i en funktion, den &r mer generell
dar du kan ha olika vérden, en ekvation har alltid ett varde".

Eleverna uppmuntrades att forsoka formulera en definition av begreppet funktion, nagot som
visade sig svart. Ett talande citat fran elevernas forsok att uttrycka en definition av funktioner:
"~ Jag vet inte. Har aldrig fatt den fragan att beskriva en funktion. Jag vet ju vad en funktion
kan beskriva, men jag vet inte hur jag ska definiera en funktion". I manga fall kunde eleverna
enas om att det kravdes en regel eller ett samband, med vilket majoriteten syftade pa en ma-
tematisk formel, nagot som vi aterkommer till i féljande avsnitt.
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Som tidigare ndmndes, i arbetets metoddel, valde vi att under intervjuerna presentera en ned-
skriven definition av funktionsbegreppet.™* | samband med genomgangen av definitionen
framkom att ca hélften av eleverna kande till begrepp som definitions- och vardemangd, och
kunde kortfattat forklara vad det var, medan ingen hade hort talas om funktionens malmangd.

Diskussionsuppgifter - Ar detta en funktion?

Under gruppintervjun behandlades aven sex olika diskussionsuppgifter, utifran tanken att ele-
verna skulle diskutera och komma fram till om det var en funktion, hur den i sa fall bor defi-
nieras och vad de uppfattade som problematiskt med de olika uppgifterna.** I kommande
avsnitt presenteras de olika uppgifterna och elevernas diskussion kring dem.

Forsta uppgiften eleverna fick undersoka var y = v/x.!*® De allra flesta elever tolkade formeln
som en mojlig funktion, med motiveringar som: "- Det beror ju pa vad y och x har for varde. x
ar ju alltsa att y ar lika med roten ur x. Sa y ar typ tre och x &r nio sa blir det ju samma tal.
Men jag vet inte om det blir en funktion for det?". Liknande tankar fran andra elever: "- Ja,
det tycker jag, det ar ju anda y = x, fast roten ur x." och "- Ja, r det inte det nar man samman-
kopplar y och x?". Resonemang som kan tolkas som att eleverna har en forstaelse for att en
funktion kraver en regel som kopplar samman tva méangder, t.ex. x-varden och y-vérden. Aven
om rottecknet, av_manga, ansags problematiskt. De som svarade nej pa fragan, huruvida
y = +/x kan anses vara en funktion, uppfattade &ven de rottecknet som problematiskt. Nagra
elever argumenterade for att det inte var en x2-kurva och darfér ingen funktion, att y = /x
blir en rat linje och andra for att det verkar omojligt att skriva den pa formen y = kx + m.

Att definiera definitions- och malméngden for y = +/x visade sig vara svart for en majoritet
av eleverna. Vissa aspekter som framkom var dels en svarighet for forstaelsen av just begrep-
pen definitions- och malméangd och dels brister i den matematiska forstaelsen. Brister i den
man att ett negativt tal under roten ger komplexa vérden, vilket kommer kriva att y = v/x
maste definieras for att uppfylla kraven pa en funktion. Nagot som bara ett fatal elever, ofta
med hjalp av intervjuledaren, kunde beskriva och hur det kommer paverka hur funktionen
definieras. En elev beskrev problemet med att definiera funktionen kan bero pa att: "- Man
kanske inte alltid far ut ett jamnt tal". Nagra elever uttryckte aven en forvirring nar det gallde
att sambandet mellan y = +/x, t.ex.: "Det &r ju inget tal, sa jag fattar inte hur man ska fa det
till en funktion. Det gar ju inte att sétta in det nagonstans direkt" och "...det finns ju inga siff-
ror, det &r svart att ta roten ur x. Ja, for vad blir ens x?".

Néar y = x? + 4x + 8 presenterades svarade daremot samtliga elever att det var en funktion.
Ingen uttryckte nagot behov av definitions- eller vardemangd och inte heller nagra problem
kring att definiera funktionen. Skillnaden pa elevernas reaktioner pa de olika formlerna kan
mojligtvis forklaras genom att eleverna arbetade med andragradsfunktioner och att rottecknet
uppfattades som valdigt frammande.

113 Se Bilaga 4. Definitionsblad till elever under diskussionen
114 5e Bilaga 3. Diskussionsuppgifter i intervju
115 Se Bilaga 3. Diskussionsuppgifter i intervju - Uppgift 1
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X ¥y
2 5
1 -2
4 8
7 5
3 17

Figur 24. Diskussionsuppgift 2 fran intervju.

Den andra uppgiften som presenterades var en tabell, med x- och y-vérden.'® Tabellen hade
inget uppenbart samband mellan sina x- och y-varden. Aven har fragade vi eleverna om de
trodde att det var en funktion. Elevernas forsta reaktion var, i sa gott som samtliga svar, posi-
tiv till att det var en funktion. Olika forslag gavs daremot till varfor det var en funktion. Nagra
elever papekade att man skulle kunna se det som punkter i ett koordinatsystem; "- Ja, det &r
val olika koordinater. Blir det inte en funktion om man skulle rada upp alla koordinaterna i ett
koordinatsystem?" och "- Om jag skulle kolla om det ar en funktion da skulle jag rita upp alla
punkter i ett koordinatsystem och se vad det blir. Da ser man ju om det &r en fullstandig and-
ragradsfunktion”. Medan andra elever argumenterade for att man borde kunna hitta en mate-
matisk formel som beskrev tabellen och att man da kunde fastsla att det var en funktion: "- Ja,
det blir ju typ en san har sen (pekar pd y = x2 + 4x + 8 som presenterades tidigare)... Den
behdéver ha en funktion for att vi ska fa ut nagot av den (med funktion syftade eleven pa en
matematisk formel)". En elev papekade att man borde hitta "Sambandet mellan dem".

Eleverna fick sedan fragan om regeln, som sammanbinder vara tva mangder i en funktion,
verkligen maste vara en matematisk formel. Det tillades ocksa att vardena i tabellen inte kun-
de formuleras som en matematisk formel, iallafall inte pa nagot enkelt sétt, och att vardena
var slumpade. Nér intervjuledaren aterigen stallde fragan, om det da verkligen var en funk-
tion, var det manga elever som bytte asikt. En grupp som tidigare svarade ja, andrade sig till:
"~ Det finns ingen sammankoppling mellan x och y. Ja, da ar det val inte en funktion". En an-
nan grupp resonerade tillsammans att:

Elev: - Kluring.
Elev: - Ar det inte att det alltid ska vara lika-med?
Elev: - Det borde ju inte ga att satta ett lika-med-tecken mellan dem iallafall.

Aven hir aterfanns kommentarer om att det kanske gér att skriva pa formen y = kx + m.

Nar eleverna informerades om att det faktiskt var en funktion och att det finns ett tydligt sam-
band mellan x- och y-vérdena, tillfragades de om de kunde forklara sambandet. Endast ett
fatal elever svarade att tabellen i sig binder samman vara tva mangder. | en av grupperna for-
klarade eleverna sinsemellan:

Elev: - Jo, ndr x 4r 2 da ary = 5.
Elev: - Vad ar det for regel man hanvisar till da?
Elev: - Tabellen.

116 Se Bilaga 3. Diskussionsuppgifter i intervju - Uppgift 2
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Samtliga elever kunde daremot identifiera definitions- och malmangden som vardena som
hénvisades i tabellen.

| den tredje uppgiften fick eleverna fragan om graferna kundes tolkas som funktioner och i sa
fall varfor.™'” De uppmuntrades &ven att jamfora de bade graferna for att forsoka formulera
skillnaderna.

T —

Figur 25. Diskussionsuppgift 3 fran intervju.

Aven har var reaktionerna fran eleverna valdigt skilda, manga tolkade béda som funktioner
medan andra var sdkra att ingen av graferna var en funktion. Generellt sett inledde eleverna
med att kommentera formen pa graferna, t.ex. "- Kan det vara tredjegradsfunktioner?" eller, i
stil med; "- Det har jag aldrig jobbat med". Manga kommenterade ocksa den uppenbara likhe-
ten mellan graferna, men svarade nastan intuitivt pa fragan om det var nagot sarskilt de reage-
rade pa: "- Den andra ar ju helt skev", "- Den gar ju inte rakt ner", "- Pa snedden gar ju den".
Aven fast manga noterade att den hogra, av de bada graferna, sag felaktig ut, sa var det endast
ett fatal, narmare bestamt tva elever, som sjalva formulerade att skillnaden var att den ena
grafen genererade flera y-varden for samma x-varde och att den andra, tvdrtom, genererade
samma y-varde for olika x-varden. En skillnad man maste anse vara essentiell i funktionsbe-

greppet.

Efter en liten diskussion, ledd av intervjuledaren, angaende definitionen av funktioner kunde
alla enas vilken av graferna vi kunde anse vara en funktion (den till vanster). Problemen som
eleverna stotte pa kan majligtvis tolkas vara en effekt av att tredjegradsfunktioner var obekant
for manga och att definitionen av en funktion, att varje x-varde maste generera exakt ett y-
varde, inte var inforstadd.

X Y A B A B
a 1 a 1
b 2 b 2
c 3 c 3
d 4 d 4

M (i)

Figur 26. Diskussionsuppgift 4 fran intervju™®.

17 se Bilaga 3. Diskussionsuppgifter i intervju - Uppgift 3. Notera att bada graferna utgér fran samma x3- graf
men den hogra figuren &r vriden 90° moturs.
18 (i) och (ii) &r hamtade fran Bloch, E, 2011, s. 132
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| den fjarde uppgiften presenterades tre grafiska funktioner (se figur 26)."° Forst diskuterades
funktionen till vénster, dar fargerna i de olika geometriska figurerna ar regeln som samman-
binder méangderna. Att presentera en funktion grafiskt var tillsynes, baserat pa elevernas reak-
tion, nagot de inte tidigare sett. Reaktionen av manga var antingen att det mer kéndes som
dagis eller geometri, an en fraga om funktioner. Efter den inledande forvaningen borjade ele-
verna analysera figuren.

Tva av grupperna noterade dels att tva av vara x-varden genererar samma y-varde och dels att
alla y-varden inte "traffades”, vilket ledde till argumenterande inom grupperna, t.ex. i den ena
grupperna uttryckte sig eleverna:

Elev: - Nej, det kanns taskigt har att den lila inte har ndgon kompis.

Elev: - Har gar ju tva x-varden till samma y-varde. Nej, juste, det var ju det den fick.
Elev: - Det kdnns som det lika gérna skulle kunna vara en funktion.

Elev: - En funktion med férger.

Elev: - De hor ju ihop pa nagot sétt. Vi ser det pa fargen.

| en annan grupp sa eleverna:

Elev: - Nej det tror jag inte. Det blir ju tva 6ver, vad gér man med dem d&? (eleven pekar pa de dverbliv-
na y-vardena).

Elev: - Det blir som tva x d&, och man kunde ju ha tva x-varden till samma y.

Elev: - Fast det blir ju samma x da.

Elev: - Jag tror det blir samma som pé den, och da funkar det ju (eleven pekade pa den korrekta grafen i
exemplet ovan).

Det &r intressant att notera att eleverna, vars inledande reaktion ar att figuren inte ar en funk-
tion, resonerar sig fram med hjélp av de tidigare exemplen, for att sedan konstatera; "En funk-
tion med férger".

| de tva andra grupperna kom sambandet, och att figuren var en funktion, snabbt upp. I en av
grupperna formulerade en elev sina tankar med: "- x- och y-vérde och det har vi ju for det kan
vara olika saker. x och y behover inte bara vara siffror, sa det skulle ju kunna vara en funk-
tion". | den sista gruppen anvande man ocksa tidigare uppgifter som grund for sitt argumente-
rande for att fargerna racker som en regel for att definiera en funktion: "Ja, det ar ju som om
regeln dar skulle vara en tabell".

Uppgiften problematiserade fragan om en funktion verkligen behdver skrivas med en mate-
matisk formel och &ven om grupperna tillslut enade sig om att det &r en funktion, var det
manga elever som var skeptiska. En elev papekar att: "~ Alltsa vi har ju alltid raknat sa, men
jag tror inte det behdvs". Gruppen samtycker och beslutar sig att figuren kan antas vara en
funktion. Eleverna uppmuntrades dven att foérsoka formulera funktionen matematiskt, vilket
visade sig vara svart. Pa uppmaningen svarade en elev att: "- Det blir ju samma farg. Men det

119 Se Bilaga 3. Diskussionsuppgifter i intervju - Uppgift 4
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blir ju inte ”matte-sprak”. Det blir mer dagis.”, vilket kan sammanfattas som den generella
asikten hos eleverna.

| de foljande tva exemplen pa grafiska funktioner (figur 26, i och ii) klarade samtliga grupper
att forklara vilken som var en funktion och vilken som inte var en funktion. I manga fall kla-
rade eleverna ocksa att beskriva varfor och vad skillnaden var i de bada figurerna. | en grupp
konstaterades det att: "- De ar ju valdigt lika", "'- Det kan vara en funktion, inte den. Det blir
ju for manga y:n pa den, och det gick la inte", resonemang vilket ocksa aterfinns hos de andra
grupperna. | samtliga grupper kunde &ven eleverna koppla samman problematiken med att ett
x-varde genererade fler y-vérden till den felaktiga grafen, som presenterades tidigare under
intervjun.

e, e
Figur 27. Diskussionsuppgift 5 fran intervju.

Diskussionsuppgift 5 presenterades med fragan om eleverna kunde identifiera vilken regel
som gallde och aven hur man bér definiera definitions- och malmangden.'?® Det stdrsta pro-
blemet som eleverna stétte pa var det ologiska i att man "stoppade” in ett barn och "fick ut"
mamman, istallet for tvartom, vilken kan tolkas vara mer intuitivt. Framforallt var det en
grupp som visade pa problem med att formulera regeln, just p.g.a. detta. Annars var eleverna
snabba pé att forstd vad, eller rattare sagt vem, som gémde sig under fragetecknet.*** Ett illu-
strerande exempel fran en konversation i en av grupperna, dar intervjuledaren guidar gruppen
genom fragan:

Intervjuledare: - Hur hade ni beskrivit den har funktionen?

Elev: - Funktionen av ett barn &r lika med mamman.

Intervjuledare: - Kan det bli ndgot strul med definitions- och malméangden har?
Elev: - ...N4, egentligen inte, for du har ju ett x och ett y.

Intervjuledare: - Har alla x ett tillhérande y?

Elev: - Nej...

Intervjuledare: - Finns det nagra barn vi inte kan stoppa i?

Elev: - Ett barn som inte &r hennes?

Intervjuledare: - Ja, men vad hade vi fatt ut da?

Elev: - En annan mamma.

Eleverna hade svarigheter med att formulera definitions- och malmangd, méjligtvis fortfaran-
de beroende pa en viss osakerhet i begreppen, dessutom kopplat till en ny sorts uppgift. |
manga grupper fick eleverna hjélp och forklarat for sig att man mycket val kunde definiera
bade definitions- och malmangd till "alla personer”, eftersom alla personer har en mamma.

120 ge Bilaga 3. Diskussionsuppgifter i intervju - Uppgift 5
121 Se figur 16
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For att testa eleverna ytterligare dndrades regeln till att man istéllet “stoppade” in en kvinna
och "fick ut" kvinnans barn och fragade aterigen hur vi bor definiera definitions- och mal-
mangd och vilka problem som kan uppsta.

| den nya fragestallningen visade eleverna bade kreativitet och en forstaelse. Mojligen till en
foljd av det tidigare exemplet, "mamma-funktionen”, som eleverna gick igenom med mycket
vagledning av intervjuledaren. En annan mojlighet &r att hjalpen av intervjuledaren inte 6kade
forstaelsen, utan enbart visade eleverna hur de kunde uttrycka sambandet som alla forstod.
For i det nya, och mgjligtvis mer komplicerade exemplet, forstod mer eller mindre samtliga
elever problemen man stétte pa nar man skulle definiera definitions- och malmangd. Olika
I6sningar presenterades fran olika grupper. Ett exempel fran en grupp dar en elev uttrycket det
som: "- Att vi bara tar mammor... Som bara har ett barn".

Ytterligare exempel pa losningar, fran en annan grupp, framkommer i en konversation mellan
intervjuledaren och eleverna:

Intervjuledare: - Om vi hade stoppat in en kvinna da och vill ha ut hennes barn?
Elev: - Det hade inte funkat.

Intervjuguide: - Varfor inte?

Elev: - Varje kvinna behover inte ha ett barn.

Intervjuledare: - S& hur hade vi behovt definiera kvinnorna?

Elev: - Varje kvinna som har ett barn (ingen betoning pa ett).
Intervjuledare: - Du har helt ratt men finns det ndgot mer Kriterium?
Elev: - De som har fler barn.

Elev: - Da rubbas det.

Elev: - Deras forsta barn da.

Intervjuledare: - Hur hade vi alltsd kunnat definiera funktionen?
Elev: - Varje mamma som har ett barn och det forsta barnet.

| en tredje grupp kommer man med ett liknande forslag:

Elev: - Det hade ju kunnat finnas flera barn, eller?
Elev: - DA far man ju flera, alltsé... (pekar mot den grafiska funktionen dar ett x-varde gav flera y-varden).
Elev: - Man kan bara fa de barnen som ar ensambarn, eller?

Har ser vi en intressant koppling att eleverna uttryckligen forstod sambandet mellan de olika
presenterade funktionerna och en forstaelse for problematiken nar ett x-varde ger flera y-
varden.

Intervjun avslutades med en sjatte uppgift som gick ut pa att eleverna skulle bestamma vilken
graf som beskrev en presenterad funktion.?* Funktionen utgick fran det narmast klassiska
exemplet med en bonde som bygger en hage, se figur 27, dar hagens area, y, beror pa hagens
sidor, x. Bonden har 10 m staket till sitt forfogande.

1225e Bilaga 3. Diskussionsuppgifter i intervju - Uppgift 6
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Figur 28. Diskussionsuppgift 6 fran intervju.

Bland eleverna radde det stor enighet om vilken graf som beskrev funktionen, den tredje fran
vanster. Ofta svarade eleverna valdigt snabbt vilken det borde vara. Det svara for eleverna
visade sig snarare vara att uttrycka varfor det var ratt svar: "- Det ar den. Pa grund av att den
bara ligger pa x-axeln, den gar inte nedanfor. Och det beror pa att... nej det vet jag inte". Mer
konkreta forslag som eleverna gav handlade om att: "- Arean kan ju aldrig bli negativ."”, "-
men han har ju 10 meter till sitt staket” och "- Den finns inte, det betyder ju att den fortsatter
nerat i en osynlig del. Da &r det ju ingen hage (eleven syftar till en av de felaktiga alternati-
ven)". En elev forsokte dven analysera den medféljande matematiska formeln, y = 10x —
2x2, i ett forsoka att fa svar pa fragan: "- Vi har 2x2, sa har vi tillrackligt hoga tal sa tar ju
den ut den (eleven syftar pa 10x). Da far vi ju ett storsta vérde, ett svar som det kan bli. Da

borde det betyda att den fortsatter ner".

Det dr ingen av eleverna som anvander ord som definitions- eller malméangd, inte heller nagon
som kopplar resonemanget till vad som kravs for att definiera funktionen. En av grupperna far
daremot fragan hur man hade behovt definiera funktionen, vilket ger svaren:

Elev: - Definitionsméangden far ju vara mellan 0 och 5.

Intervjuledare: - Hur vet du det, om du forsoker forklara med ord?

Elev: - Han kan ju inte ta bort staket som han inte har och sa hade han ju max 10 meter.
Elev: - Han har ju inte mer &n 10 meter.

Foljden av detta blev en diskussion déar det diskuterades vikten av att anpassa funktionen till
det aktuella fallet och att definiera den darefter. Sa d&ven om manga elever inte explicit ut-
tryckte sig med de passande definitionerna, sd visade manga, i det har fallet, pa forstaelse for
begreppen och hur de anvénds.

Elevernas uppfattning om forstdelse kontra procedur

Elevernas svar ar kraftigt differentierade i fragan, dock tenderade flera elever att instinktivt
pavisa vikten av forstaelse; ”Att man forstir”, “Forstaelse tycker jag”, ”Jag tror det dr att ha
forstaelse” och ”Om man vet vad man réknar dr det mycket enklare”. I flera grupper verkade
dock detta intuitiva svar baseras mer pa en inrotad begreppsbild av forstaelse som nagot dver-
ordnat och finare, snarare an pa reflektion. | majoriteten av grupperna efterféljdes ovanstaen-

de stallningstagande av reflektioner och funderingar. I en grupp lat som féljer:

Elev: - Nej, det kdnner inte jag. Lattare att bara memorera formlerna, sa bryr jag mig inte om varfor det ar
sd, bara man kan anvanda formlerna.
Elev: - Vissa grejer kan man ju inte forsta heller, men om man inte forstar sjalva formeln och det kommer
samma formel fast helt olika s& [...]

41



MMGL99 Det funktionella funktionsbegreppet VT 2014

Flera elever papekar att; det gar ju inte forsté allting”, som ett argument till varfor procedurer
ar nodvandiga. Detta kan tolkas som att eleverna pavisar vikten av processer som verktyg for
forstaelse.

De flesta grupper narmar sig nagon slags kompromiss efter sina diskussioner dar de anser att
”man behover bada. Jag hade inte klarat det utan nagot av det.” Dock vager fortfarande vérdet
av forstdelse tungt och nagon pavisar att: Det svéra ir ju att forstd. De latta ar ju att lara sig

proceduren. Alla kan ju lara sig proceduren. Men alla kan inte lira sig att forstd.” Nagon an-
nan menar att forstaelsen foregas av procedur: ”Det dr ju bara att nota tills det sitter”.

Eleverna har lite olika asikter dven pa fragan vad de anser ar viktigast for att lyckas pa natio-
nella proven. Vissa menar att forstaelse ar viktigt medan andra anser att det ar mest procedu-
rer som skall genomforas. | ett par grupper tycks distinktionen mellan procedur och forstaelse
vara vag.

Manga elever 6nskar att undervisningen vore mer fokuserad pa fragor om forstaelse och var-
for man anvander procedurer istéllet for, som en elev uttrycker det; ”Inte bara; sdhér ska man
rdkna om det kommer ett sant hér tal”. Vidare pavisar eleverna vikten av variation i undervis-
ningen da de anser undervisningen for snarlik fran en lektion till en annan. Flera elever klagar
pa larobockerna och menar att de ar otydliga. Vidare uttrycker en elev att:

Facit visar ju bara vad det blir, de sager ju inte riktigt varfor det blir s, de har ju inte utrakning-
en till det. Det hade nog varit battre om de haft utrakningen eller alltsd att de inte redovisat ndgot
svar utan metoden hur man gar tillvaga istallet. Det tror jag hade varit béttre.

Nagra elever menar att kontinuiteten i matematiken ir for dalig i skolan, “Jag tror det vore
battre om man hade mer matte, lite matte varje dag.”, detta med framsta anledning att det bade
ar svart men ocksa omotiverande for eleverna att rakna matte i hemmet, sa far de inte gora det
i skolan hamnar de latt efter.

Pa fragan om matematikundervisningens upplagg framjar forstaelse svarar en elev:

Nej! Det ar valdigt mycket, for mycket det har med att bara rakna. For de har svarare uppgifterna
till exempel, de handlar ju bara om att man ska bestdmma samband och visa och bevisa olika sa-
ker och sant dar och det l1ar man sig inte, det gick inte vi igenom liksom. Alltsd, var larare ar val-
digt bra, sa han &r jatteduktig sa sétt men just det har, kommunikationen i matte, den tycker jag vi
inte far 6va pa riktigt tillrackligt mycket om man inte gér det pa egen han da.

Med kommunikationen menar eleven i det har fallet forstaelse for samband och diskussion
kring hur man tanker och l6ser mer komplexa uppgifter. Det finns ytterligare elever som pa-
pekar bristen pa fokusering pa forstaelse och bara en elev tycker att det framst ar forstaelse
som fokuseras i undervisningen.
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Diskussion och slutsatser

| diskussion och slutsatser kommer studiens resultat sammanfattas och diskuteras. Resultaten
kommer aven att analyseras kopplat till arbetets tidigare delar, som; funktionens definition,
funktioner i gymnasieskolan och tidigare forskning. Férhoppningen ar att beréra och besvara
den egna studiens fragestéllningar samt vacka didaktiska tankar kring hur funktionsbegreppet
kan presenteras i gymnasieskolan.

Byten av funktionens representationer

Elevernas formaga gallande treatments och conversions foreféll sig véldigt lika och kan, som
papekas i resultat, bero pa manga faktorer. Intressant ar dock att jamfora resultaten med tidi-
gare forskning, Duval papekar att conversions ar mer komplexa da de kraver att man kanner
igen objektet i bada registren, vilket ofta kan vara svart.'?* Detta uttalande ger en lagre forvan-
tad andel ratta svar vid conversions-uppgifter, vilket vi inte funnit i var enkat.

Vidare gjorde vi ett forsok att analysera korrelationen mellan conversions och treatments.
Med grund i Duvals ovanstaende standpunkt, likval som var egen, ar normalt conversions mer
komplexa uppgifter, eftersom de kraver att man byter register. Dock finns risken med ett sa-
dant har korrelationstest att det till viss del faller i kategorin latta/svara uppgifter istallet for
treatments/conversion. Med andra ord kravs i ett sddant har test en hogre grad korrelation an
normalt, for att faktiskt pavisa ett tydligt samband, d& elever som klarar ”svéra” uppgifter
hogst sannolikt dven har ldttare for “latta” uppgifter. Séledes kan vi med 0,40 som korrela-
tionsresultat inte sdga nagonting om huruvida forstaelse for conversions eller treatments &r en
grundsten for det andra.

Det finns fyra uppgifter i enkaten som vécker hogre intresse for diskussion én évriga. Namli-
gen de uppgifter som ar conversions och behandlar vaxlingar mellan graf till funktion och
funktion till graf. Dessa uppgifter ar speciella bade i det faktum att de &r conversions men
ocksa for att de internt skiljer sig at i riktningen av registerbytet. Tidigare forskning av Duval
(1988) pekar tydligt pa att eleverna har klart svarare for att hantera vad Duval kallar for re-
cognition”, att ga fran en graf till en funktion eller avldsa punkter. Eleverna i Duvals under-
sokning klarade till 60% att ga fran funktion till graf men endast till 25% det motsatta. Vara
resultat ligger i enlighet med Duvals dven om resultaten inte alls &r lika tydliga. Vara resultat
gav 46% fran funktion till graf kontra 31% for motsatt byte. Duval presenterar en teori till
orsaken:

In standard teaching, the tasks offered are never recognition, but simply reading tasks that require
only a process of placing points guided by local understanding and not a process of global inter-

pretation guided by understanding of qualitative visual variables.?*

123 pyval, R. Educational studies in mathematics. 2006, s. 112
124 Duval, R. Educational studies in mathematics. 2006, s. 113
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Nér vi studerat flera larobocker kan vi koppla till det Duval sager, en klar majoritet av uppgif-
ter bygger pa dvergangen fran funktioner och punkter till grafer. Saledes &r det helt naturligt
att eleverna uppvisar en nagot hogre formaga i detta registerbyte.

Sé& vad kan man dra for slutsatser kring ovanstaende? Bade korrelationen och vara X?2-test
tyder pa att kopplingen mellan de olika formerna av uppgifter inte ar sa stor, som vi kanske
forvantat oss. Eleverna uppvisar svarigheter i majoriteten av de olika representations- och
registerbyten som behandlas i uppgifterna, sa méjligen kanske uppgifterna var for svara for att
pa ett effektivt satt kunna undersoka vad vi letade efter. Men mer sannolikt ar dessa elevers
forstaelse for bade funktionsbegreppet, och de mer procedurella uppgifterna i boken, lite for
lag for att pa ett tydligt satt ska kunna dra slutsatser om hur dessa olika sorters kunskap sam-
verkar mot nagon djupare forstaelse. Det ar visserligen intressant att, om inte annat, poangtera
att jamforelsen mellan "recognition”- uppgifter gav ett resultat som stdmde Gverrens med tidi-
gare forskning. Sjalvklart finns det aspekter som spelar in i resultatet, som det laga antalet
enkater som delades ut, vilka uppgifter som var svarare &n de andra eller att det i resultatet
inte var storre skillnad (46% respektive 31%). Anda ger det kanske en fingervisning; att ele-
ver har storre svarigheter att ga fran graf till funktion.

Elevernas forstdelse for funktionsbegreppet

Pa fragan "vad &r en funktion?" svarade eleverna valdigt olika. Det visade sig vara svart for
eleverna att ge en tydlig definition pa en funktion, vilket kan bero bade pa en bristande forsta-
else for funktionsbegreppet men ocksa, som en elev uttryckte det, att de" ... aldrig fatt den
fragan att beskriva en funktion. Jag vet ju vad en funktion kan beskriva, men jag vet inte hur
jag ska definiera en funktion". Av de manga exemplen som framkom, pa vad som skulle kun-
na vara en funktion, visade eleverna pa valdigt varierad forstaelse for funktionsbegreppet.
Generellt sett kan elevernas forstaelse for funktionshbegreppet forklaras som att manga vet vad
en funktion kan vara men inte vad en funktion ar. Anledningen till detta kan vara att deras
larobok i manga fall behandlar funktioner som nagot som genererar olika rakneexempel, men
séllan skriver eller problematiserar funktionsbegreppets definition.

Majoriteten av eleverna visste att det maste finnas ett samband, eller en regel, mellan de tva
mangderna i en funktion. Det som visade sig svart for eleverna var att definiera hur samban-
det kan se ut. | de allra flesta fall uttryckte eleverna under intervjun, atminstone inledningsvis,
att sambandet ar en matematisk formel. | manga fall beskrev eleverna explicit sambandet som
en andragradsfunktion eller, &nnu mer férekommande, som den réata linjens ekvation. Aven
om eleverna i vissa fall beskriver samband, eller en korrekt procedur for att identifiera en ma-
tematisk formel, som mycket val kan vara regeln i en funktion, maste det anda anses som att
de i manga fall har svart att forsta konceptet. Under intervjun blev detta tydligt i samband med
flertalet av uppgifterna, men kanske framforallt nér eleverna skulle forklara regeln i samban-
det y = +/x och i uppgiften med tabellen.'® For att besvara fragan huruvida det var en funk-
tion eller inte, var det manga elever som ville 16sa problemet med hjalp av att skriva det pa
formen y = kx + m. Detta som svar pa funktionens vara eller icke-vara. Aven i de grafiska

125 ge Bilaga 3. Diskussionsuppgifter i intervju - Uppgift 1 och 2
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funktionerna k&mpade eleverna med enkelheten som band samman mangderna. Dér var det
inte heller fragan om en matematisk formel, utan enbart en grafisk tillhorighet till antingen
mangden x eller y.

| definitionen av en funktion finns dven kravet att regeln endast genererar ett y-vérde for varje
x-vérde, nagot som eleverna i undersokningen hade svart med. Antagligen hade de inte tidiga-
re stott pa nagon uppgift som behandlar den har typen en av problematik, en problematik som
framforallt uppkommer i fragor som ror forstaelsen for funktionsbegreppet. Detta marktes
tydligt nar eleverna visades graferna under gruppintervjuerna.*?® Manga elever kommenterade
att den felaktiga grafen var "knepig" eller "konstigt vand", men ingen kunde sétta fingret pa
problemet. Ingen kunde heller hénvisa till definitionen av en funktion, for att komma fram till
ett svar. Sa i majoriteten av elevernas 6gon uppfattades den felaktiga grafen som konstig men
anda korrekt. Pa foljande uppgifter uppfattades det dven som eleverna hade stora problem
med att halla isar om det var x-vardena som var tvungna att bara generera ett y-varde, eller
tvartom, nagot som vittnar om att forstaelsen for grafer som funktioner, och deras egenskaper,
inte heller &r sjalvklara for eleverna. Detta, framforallt, med tanke pa att eleverna aktivt arbe-
tade med grafer av andra graden, dar tva x-varden ofrdnkomligen kommer att generera samma
y-varde, vid stora delar av funktionens intervall.

Sammanfattningsvis kan elevernas forstaelse kring regeln i en funktion, majligtvis, vara till-
racklig for att l6sa uppgifter i boken, men otillracklig for en djupare forstaelse for funktions-
begreppet. Aterigen, sd kan de bakomliggande anledningarna hénvisas till laromedlens upp-
lagg dar fragorna generellt sett later eleverna jobba med funktioner pa bestamda former, med
samband som antingen beskrivs som en rat linje, andragradsfunktioner och senare i matema-
tikundervisningen dven som potens- och exponentialfunktioner.

Eleverna visade en viss forstaelse for begreppen definitions- och vardemangd, samtidigt som
ingen hade hort talas om malmangd, vilket har en forklaring i bade kursplanerna fér matema-
tik och i laromedlen. Anledningen till att man inte ens namner begreppet malmangd i kurspla-
nen ar oklart, en mojlighet ar att det beror pa att man, p.g.a. kursplanens innehall och sattet
som funktioner snarare anvands for att generera rakneuppgifter, anser malmangd som ett
éverflodigt begrepp, nagot som ocksa bidrar till tolkningen att forstaelsen for funktioner inte
uppmuntras i matematiken pa gymnasiet.

Aven om eleverna visade en forstaelse for begreppen, definitions- och vardemangd, uppvisade
inte eleverna formagan att faktiskt kunna definiera en funktion. Nagot som blir tydligt i ex-
emplet med y = +/x, dér eleverna stotte p& uppenbara svérigheter med att koppla begreppen
definitions- och malméangd till problemet. Avsaknaden av en koppling mellan en uppfattning
om begreppen och det praktiska anvandandet av dem tyder pa en svag forstaelse for funk-
tionshegreppet. Andra exempel som pavisar detta ar att eleverna under intervjuerna séllan
talade om hur funktionerna definierades, om det inte patalades av intervjuledare, utan lade
istallet allt fokus pa att forklara regeln som sammanbinder de tva mangderna. Det tydligaste

126 ge Bilaga 3. Diskussionsuppgifter i intervju - Uppgift 3
45



MMGL99 Det funktionella funktionsbegreppet VT 2014

exemplet pa detta var efter eleverna hade uppmuntrats att diskutera definitions- och mal-
mangd till exemplet y = +/x, dé eleverna fick frigan om de anség att y = x2 + 4x + 8 kun-
de tolkas som en funktion. Da svarade samtliga elever ja, utan tvekan. Ingen uttryckte heller
nagot behov av att definiera, eller ens underscka, hur funktionen skulle definieras.

Mojligtvis kan exemplet anses trivialt, eftersom y = x? + 4x + 8 kan definieras som
f:R = R, vilket kan dppna upp for en diskussion huruvida det verkligen finns ett behov att
skriva ut definitions- och malmangd. Samtidigt uppfattades det som att eleverna under grupp-
intervjuerna per automatik sag forbi eventuella behov av att definiera en funktion, vilket
egentligen uppgor en viktig och sjalvklar del i funktionsbegreppet. Aterkopplar man till det
tidigare avsnittet om funktioner i laromedlen beskrivs det uppgifter som handlar om att ele-
verna ska definiera y = +/x, utan att varken namna vardeméngd eller malméangd, vilket maste
anses direkt avgorande for definitionsmangden. | manga fall dar funktioner “genererar" rak-
neuppgifter, ndmns inte heller hur funktionen definieras, utan enbart en regel (generellt sett en
matematisk formel). Att det genom detta byggs upp en kollektiv missuppfattning hos elever-
na, angaende funktionsbegreppet, kan knappast framsta som markligt utan snarare som en
sjalvklarhet.

En gemensam faktor, som bade kan hanvisas till resultatet i enkaten och gruppdiskussionen,
ar att eleverna i manga fall forsoker besvara fragor, som beror en mer konceptuell kunskap,
med en procedur. Som exemplet, som presenterades tidigare, da manga elever tenderade till
att forsoka svara pa fragan "ar detta en funktion?" med hjalp av att hitta den rata linjens ekva-
tion (dven om uppgiften i fraga inte var linjar), istallet for att argumentera utifran deras kon-
ceptuella kunskaper, som de pavisat att de till viss del besitter. Enligt B. Rittle-Johnsons och
M.W. Alibalis artikel conceptual and procedural knowledge of mathematics - does one lead
to the other? kunde en 6kning i den procedurella kunskapen dven utveckla den konceptuella
forstaelsen. Detta dels p.g.a. att eleverna genom den procedurella hanteringen, i takt med en
sékrare hantering av proceduren, aven bdrjade anvanda den matematiska kapaciteten till att
analysera varfor proceduren fungerade. Dels att man genom en korrekt och saker procedur,
kunde utesluta felaktiga konceptuella pastaenden.*?” Under gruppintervjun pévisade sharare
eleverna det motsatta, eftersom deras procedurella kunskaper i manga fall inte gick att appli-
cera pa uppgiften i fraga.

| artikeln presenterades ocksa vinningarna med att forst utveckla elevernas konceptuella kun-
skap, eftersom den annars kunde hdmma elevernas procedurhantering, eftersom de inte sjalva
kunde forsta skillnaden mellan de olika exemplen och darigenom inte heller kunde &ndra sin
procedur.'?® Resonemanget kan mycket val kopplas till den egna studiens resultat, dar elever-
na i manga fall kunde en procedur men inte kunde applicera den pa ett korrekt satt. Forstael-
sen for funktioner var ofta inte tillracklig och deras procedurella kunskap uppfattades som
tydligt hammad av bristerna i den konceptuella forstaelsen hos eleverna, framforallt inom
funktionsbegreppet men dven inom andra matematiska omraden, som t.ex. algebra.

127 Rittle-Johnson, B., & Alibali, M. W. Conceptual and procedural knowledge of mathematics. 1999, s 187.
128 Rittle-Johnson, B., & Alibali, M. W. Conceptual and procedural knowledge of mathematics. 1999, s. 186.
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Som en avslutande observation sa upplevdes eleverna i undersékningen som véldigt snabba
pa att fa en grundlaggande forstaelse for funktionsbegreppet. | resultatet fran gruppintervjun
uppfattas en genomgaende progression av den konceptuella kunskapen hos eleverna, med
avseende pa funktionshegreppet. Detta markes tydligt pa exempel som de grafiska funktio-
nerna och framforallt p& mamma-funktionen,'?® dar eleverna visade att de pa ett behjalpligt
séatt kunde definiera de olika funktionerna. Det mest talande exemplet & mamma-funktionen,
dar eleverna tog sig an en uppgift de inte tidigare stott pa och visade att de kunde uttrycka sig
bade kreativt och korrekt.

Skolan, funktioner och den konceptuella kunskapen

Studiens resultat kan sammanfattas som att eleverna i undersékningen har problem med funk-
tionsbegreppet, och aven uppgifterna som utgar fran funktionsbegreppet, nagot som kan kon-
stateras utifran resultatet fran bade enkaten och gruppintervjuerna.

| enkaterna marktes den bristande forstaelsen pa uppgifter dar eleverna med enkla medel hade
kunnat 16st uppgifterna om de bara forstod konceptet. Pa den forsta uppgiften pa enkéaten sva-
rade endast 25% av eleverna rétt, dar tillfragades elever om de kunde bestamma vilken formel
som passade till den linjara grafen. Det laga resultatet tyder pa en oforstaelse for graf till for-
mel, dven av enkla varianter. Detta eftersom svaret, med forstaelse for grafer och formler,
nastan maste anses vara trivialt, speciellt med tanke pa de presenterade svarsalternativen.
Aven uppgifterna 5 och 9, i enkaten, stiarker denna tolkning. P& uppgift 5 och 9 svarade 32%
respektive 36% av eleverna ratt, ett resultat som kan tolkas som lagt, eftersom man med en
grundlaggande forstaelse for egenskaperna hos en x2- graf kan utesluta halften av alternati-
ven. Det ar vart att notera att i uppgift 5 svarade 39% pa det andra alternativet som ocksa vi-
sade en negativ x2- graf, ett resultat som majligtvis tyder pa en procedurell kunskap hos ele-
verna (det klassiska exemplet med glad och ledsen mun som en positiv respektive negativ x2-
graf, ar en maojlighet). Aven i uppgift 9 ser vi ett liknande resultat. Samtidigt kan vi konstatera
att manga elever ar oférmogna att dra fortsatta slutsatser, dven efter deras inledande konstate-
rande vilka grafer de kan utesluta, vilket vi tolkar som bristande forstaelse. Detta eftersom det
hade kravts ytterligare procedurer att koppla till elevernas ursprungliga tanke, t.ex. att berdkna
grafens nollstélle, hitta och tolka symmetrilinjen eller sétta in en punkt och testa sig fram.
Resonemanget kan dven kopplas till Duvals tankar om att elevernas mojlighet att kunna utfora
conversions, byten av representationer dar man tvingas byta register, ar en viktig del bade i
den matematiska forstaelsen men ocksa i det matematiska larandet.**

En intressant observation ar att eleverna pa uppgift 7, dar man skulle valja en graf som
beskrev ett textexempel om ett fallande dgg, svarade 61% rétt. Resultatet talar emot resone-
manget att eleverna visade pa bristande forstaelse, samtidigt som det hdga resultatet kanske
kan forklaras genom kurvans intuitiva form, och absurditeten som de andra kurvorna beskri-
ver, om man nagonsin sett ett dgg falla mot marken.

129 ge Bilaga 3. Diskussionsuppgifter i intervju - Uppgift 4 och 5
30 pyval, R. Educational studies in mathematics. 2006, s. 103
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Aven i gruppintervjuerna var elevernas forstaelse for funktionsbegreppet 1g, ndgot som redan
har diskuterats. Det framsta argumentet for detta ar att bara enstaka elever vid den inledande
fragan, om de kunde definiera en funktion, hade ett nagorlunda konkret svar. Manga svar vi-
sade snarare pa oférstaelse och ett prov p& en hammad procedurell kunskap. Aterigen, &r det
vart att podngtera att eleverna visade pa en stor potential att lara sig att forsta begreppet, efter-
som manga vid gruppintervjuns slut uttryckte sig, som sagt, bade kreativt och korrekt.

Det kan diskuteras huruvida elevernas svarigheter med definitionen av en funktion kan bero
pa upplagget i kursplanen och elevernas laromedel, dar funktionsbegreppet snarare anvands
for att generera uppgifter. Sattet som laromedlen presenterar funktionsbegreppet ar bade otyd-
ligt, ytligt och ibland &ven felaktigt generaliserat. Som tidigare har namnts i projektarbetet har
utrymmet for forstaelsen for funktionsbegreppet successivt fatt mindre plats i laromedlen, en
namnvard utveckling som mycket vél kan ligga till grund for elevernas bristande forstaelse.

Uppgifterna med funktioner, i de presenterade laromedlen, tenderar att bli ekvationslésning,
dar funktionen endast bidrar med siffror eller ett sammanhang till uppgiften. Uppgiften kan
handla om att berakna k-varden, nollstéllen och andra ekvationsldsningar. De fa exemplen dar
laromedlen faktiskt problematiserar definitionen av en funktion blir ibland felaktigt generali-
serade, p.g.a. bristerna i det presenterade funktionsbegreppet. Med detta syftar vi pa otydlig-
heten i presentationen av funktionens tre bestandsdelar: en regel, som kopplar samman vara
tva varden, en definitionsmangd och en malmangd. Det &r dven problematiskt att uppgifter
och exempel i laromedlen, i regel, inte heller definierar funktionernas definitions- och mal-
mangd, ndgot som antagligen beror pa platsbrist, snarare an att definitions- och malmangden
ar sjalvklara for eleverna. Mojligt ar att detta leder till en kontinuerlig vanférestalining om
den faktiska definitionen av en funktion och att det istéllet projiceras en bild dar funktionsbe-
greppet ar forvirrande likt t.ex. en ekvation. Genomgaende i laromedlen &r alltsa funktionsbe-
greppet marginaliserat och darigenom, enligt var tolkning, otydligt for eleverna under stora
delar av matematikundervisningen. | resonemanget ar det aven viktigt, eller snarare skram-
mande, att paminna sig om att detta marginaliserade och otydliga funktionsbegrepp &nda mas-
te anses vara en av de centrala begreppen inom matematikundervisningen pa gymnasiet.

Hade ett utdkat funktionsbegrepp i skolan, dar forstaelse for begreppet varderades hogre, lett
till ett battre elevresultat, &ven om man varit tvungen att lagga mindre tid pa procedur? Detta
ar nagot som den egna studien inte tydligt kan besvara, samtidigt som resultat och teori defini-
tivt ger upphov till en diskussion kring &mnet. Det som framférallt talar for att utoka den kon-
ceptuella forstaelsen hos eleverna ar att det genom resultatet pavisas nagot som vi tolkar som
en hdmmad procedurhantering, déar eleverna inte har tillrdckligt med kunskap for att kunna
anpassa proceduren till uppgifterna. Manga elever forsokte 16sa majoriteten av uppgifterna
under intervjun genom en felaktig procedur och dven resultatet pa enkéaten vittnar om brister i
den konceptuella forstaelsen. Manga elever uttryckte ocksa under gruppintervjuerna dels en
onskan om att matematiken mer skulle inrikta sig mot forstaelse och dels en generell uppfatt-
ning om att en konceptuell kunskap ar viktigare an en procedurell kunskap, vilket &ven argu-
menteras for i tidigare forskning och teorier.
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Sammanfattade slutsatser

Forhoppningen med studien var att problematisera de didaktiska aspekterna av procedurell
och konceptuell kunskap i samband med hur man lar ut funktionsbegreppet. Detta har vi for-
sokt att gora genom att undersoka elevernas kunskap och forstaelse, genom enkaten, gruppin-
tervjun och ett teoretiskt ramverk. Vi har dven undersokt elevernas laromedel och hur dessa
presenterar funktionsbegreppet. Slutsatser som studien har natt ar att eleverna inte har en dju-
pare forstaelse for funktionsbegreppet, vilket kan bero pa hur det presenteras i larobdckerna.
Vi har aven forsokt argumentera for att en 6kad konceptuell kunskap hade gagnat eleverna
eftersom att deras procedurhantering i manga fall verkade hammas av bristande forstaelse.
Detta kan hjélpa eleverna att lyckas battre med matematik som berdr funktionsbegreppet.

Under den egna undersokningens gang har det funnits tid att reflektera och diskutera vad som
kunde ha gjorts annorlunda. Mycket av bade de positiva och negativa aspekterna i arbetet
handlar om arbetets metod. Vi valde att genomfora bade en enkatundersokning och ett antal
gruppintervjuer. Detta har lett oss till mojligheten att undersoka ett brett spektrum inom funk-
tionsbegreppet, vilket vi ar ndjda med. A andra sidan, det vi vinner i vart storre spektrum tap-
par vi i specificitet. Detta marks framforallt i enkédten dar vi undersokt ett litet urval, denna
storlek kunde som bast, med lite tur, ge oss tendenser av svarigheter och liknande hos elever-
na. Men i vart fall gav den ett ganska intetsagande resultat. Denna svaghet beror framst pa
vart val att gora arbetet bredare och tidsbristen som féljer med arbetet. DA vi genom intervjun
har fatt fram manga intressanta aspekter av elevernas svarigheter hade just detta, elevernas
specifika svarigheter i inlarningsprocessen av funktioner, varit ett bra objekt for en kommande
enkat och kommande forskning.

En given del i framtida forskning vore att kvantifiera undersokningen. Vidare kan det finnas
intresse i att undersoka hur en 6kad konceptuell undervisning kring definitioner av funktioner
har paverkat elevernas resultat. En annan mycket intressant gren av forskningen vore att un-
dersoka hur larare ser pa och undervisar om funktionsbegreppet och ocksa hur mycket denna
undervisning skiljer sig fran larare till larare.
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Avslutande reflektion

Det var det! Projektarbetets bada delar ar presenterade och skadan, om nagon, ar skedd. Den
ursprungliga tanken att dela in arbetet i tva delar, en matematisk och en didaktisk, har efter
basta formaga efterfoljts. Tanken, som var att presentera funktionsbegreppet sa intressant och
ingaende som majligt, hoppas vi har mottagits val. Upplagget av arbetet speglar var vilja och
idé att inte bara presentera funktionsbegreppets matematiska delar, som historia och definitio-
ner, utan dven lata eleverna vrida och vanda pa begreppet. Detta med en férhoppning att ni
som lasare, som antagligen ocksa &r intresserade av undervisning inom matematik, skulle fa
annu en intressant infallsvinkel pa funktionsbegreppet.

Den inledande del I var svarformulerad p.g.a. funktionsbegreppets otroliga vidd, for det ar
onekligen ett centralt begrepp som inom matematiken aterkommer for jamnan. Det svara blev
alltsa att salla bland informationen och att forsoka avgransa sig i sitt sékande for intressanta
exempel och narliggande matematiska omraden. Delar som har valts bort, helt eller delvis,
kan t.ex. vara en utékad del om funktioners kontinuitet, mer ingaende om derivatan och all-
mant mer komplexa exempel och fragestallningar. For den intresserade finns har stora mojlig-
heter till vidare kunskap, ndgot som vi absolut uppmuntrar till att gora fortsatta upptackter i,
for amnet ar onekligen intressant. Avgransningarna i det presenterade funktionsbegreppet
harstammar ifran var idé att presentera funktionsbegreppet pa ett forstaeligt satt, mer anpassat
till en gymnasielarare an en professor. Det har tanket influerade &ven vara val av exempel,
som vi i manga fall anser kan vara anpassade till elever i en gymnasieskola, som t.ex. diskus-
sionsunderlag eller uppgifter som utmanar elevernas forstaelse.

| del Il var den didaktiska understkningen i centrum. Vi kallar den didaktisk, kanske inte for
att den direkt gav oss ett tydligt handlingsschema vid utlarning av funktionsbegreppet, men
snarare for att den vacker tankar om hur man kan lagga upp undervisningen, och presenterar
elevernas uppfattning, av funktionsbegreppet. Den belyser dven svarigheter som eleverna i
undersokningen stotte pa i de olika uppgifter, ndgot som sékerligen dven kan vara intressant
for larare i andra klasser, kurser och skolor.

Som avslutning vill vi garna presentera vara sammanfattade tankar om undervisning kring
funktionshegreppet pa gymnasieskolan, tankar som har véxt fram under arbetet med projektet.
Forst och framst vill vi ta tillfallet i akt att lyfta fram vara egna lardomar, for vi har verkligen
lart oss mycket om funktionsbegreppet, ur manga av begreppets olika aspekter. Genom detta
vaxer aven forstaelsen fram hur vardefullt det &r som matematiklarare att besitta en bred kun-
skap om de olika matematiska omradena, om inte annat for att mojligora att eleverna far en
intressant, omvéxlande och kompetent undervisning.

Genomgaende i arbetet har vi skrivit om de brister, som vi upplever finns, i kursplanen och
larobdckernas presentation och behandling av funktionsbegreppet. Detta ar nagot som vi defi-
nitivt kommer att ha i atanke nar vi undervisar om funktionsbegreppet, helt enkelt for att fa
funktionsbegreppet konsekvent och begripligt. Med andra ord, for att ge eleverna méjlighet
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till forstaelse av funktionsbegreppet och inte bara se det som en uppgiftsgenerator i en varld
av ekvationslésning och algebra.

Under arbetets gang har vi aven stott pa valdigt trevliga exempeluppgifter, som vi presenterat
I de tidigare delarna och, kanske framférallt, i den kommande intervjuguiden som finns som
bilaga. Det var aven véldigt givande att sitta och diskutera matematik med eleverna, vilket
gjordes under gruppintervjuerna. Ar gruppdiskussioner ett underskattat, eller outnyttjat, satt
att lara ut matematik till eleverna? Ja, kanske framférallt om man vill skapa en larandesitua-
tion dar man uppmuntrar till en matematisk forstaelse, istallet for procedurhantering (och det
eviga raknandet i de olika laromedlen). Sjélvklart beror det pa faktorer som individ och klass,
men utifran vara erfarenheter sa uppskattades det av bade oss och eleverna. Elever som ocksa
explicit uttryckte att de hade uppskattat undervisning mer inriktad pa forstaelse for matematik.

Den sista punkten vi vill presentera, och den som ocksa varit drivande i arbetet, &r just huru-
vida en undervisning mer inriktad pa konceptuell forstaelse hade gynnat elevernas arbete med
funktionsbegreppet. | den didaktiska undersokningen fick vi ett underlag att diskutera elever-
nas konceptuella och procedurella kunskap for funktionsbegreppet, nagot vi visserligen inte
kunde dra vetenskapligt sékerstallda slutsatser utifran, men inte desto mindre byggdes det
under arbetet upp en kansla av att elever har véldigt dalig forstaelse for funktioner och att
detta borde forbattras for ett battre resultat i &mnet. Det ar ocksa detta som blir vart sista, och
kanske viktigaste, didaktiska stallningstagande, format utifran vara egna erfarenheter och tan-
kar under arbetets gang. Vi tror, och kommer att planera var undervisning utifran, att en dju-
pare forstaelse for funktionsbegreppet ar vart att aktivt efterstrava i undervisningen.

Med dessa nyvunna kunskaper inom funktionsbegreppet, och dess didaktiska aspekter, har vi
tagit oss ett steg narmare Det funktionella funktionsbegreppet.
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Ett stort tack till...

...de duktiga, snalla och oerhort trevliga elever som frivilligt stallde upp i var undersokning
...den otroligt hjalpsamma och positivt installda larare som hjélpte till med undersékningen
...var valdigt kunnige handledare
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Bilaga 1. Enkdtundersokning - Funktioner

Namn . Klass

1) Vilken funktion stammer med grafen?

e

0Oy=3+1,5x O y=15+3x Oy=2-3x Oy=3-2x
2) Beréakna nollstallena till funktionen: y = x2 — 8x + 12
0O Ooch8 0O -2och-6 0O -3och4 O 2och6
X Y
3) Vilken funktion stimmer med tabellen? 0 4
1 5
2 8
3 13
ODy=2x+4 O y=2x2-x+4 0O y=x%+4 0Oy=4+x
4) Funktionen y = 3 + bx — 2x? gar genom punkten (2, 5). Bestam vardet pa b.
0Db=09 O b="= ODb=-7 ODb=5

5) Vilken grafen stammer med funktionen: y = 2 + x — x2?
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O a Ob 0O c Od

6) Bestam symmetrilinjen for y = (x + 3)(x — 9)

O3 O 6 O -3 O —6

7) Kalle slapper ett 4gg fran ett fonster 20 m dver marken. Aggets hojd y meter Gver marken
efter x sekunder beskrivs av formeln y = 20 — 5x2. Vilken graf nedan beskriver bollens fall?

0O a Ob Oc Od
v LY Ly y

8) Summan av tva tal ar 26. Det ena talet ar x. Vilket alternativ nedan ar en funktion av talens
produkt y?

Dy=x(x—-26) Oy=Q26—x)x O y=26—x> 0Oy=(x-26)(26—x)

9) Vilken funktion stimmer med grafen?

Dy=3x—x*—1 0O y=-2x—-3+x*0 y=x*+3x—-3 0O y=x+x*-1
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Bilaga 2. Intervjuguiden

Gruppintervjuer med 3-4 elever. Eleverna indelar sig sjalva i grupperna. 20-40 minuter.

Inledande fragor:

+ Presentation och informering (informera om sekretess, presentera oss och uppgiften).
+ Vad ar en funktion?

+ Vad krdvs for att det ska vara en funktion?

+ Aren ekvation en funktion? Ar en tabell en funktion?

+ Definitionen: En funktion kraver en regel som sammankopplar tva mangder, t.ex. x-
och y-varden. Varje x-vérde ska ge exakt ett y-véarde, men det kan finnas flera olika x-
varden som ger samma y-varde. For att det ska vara en funktion maste dven "x- och y-
vardena" vara definierade, det som kallas definitionsmangd och malméngd.

Hur mycket har ni arbetet med funktionsbegreppet i skolan?

Hur har ni jobbat med funktioner (t.ex. inom vilka omraden)?

+ +

Fragor om koncept/procedur:

+ Vad upplever ni som viktigast for att lyckas i skolan - forstaelse eller procedurer?
(Undervisning, klara uppgifterna i boken och prov).
+ Hur tycker ni att det borde vara, vad hade ni velat andra pa?

Ar det har en funktion? (se Bilaga 3. Diskussionsuppgifter i intervju)
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Bilaga 3. Diskussionsuppgifter i intervju

1y =+x och y =x*+4x +8.
2)

X y

2 5

1 -2

4 8

7 5

3 17
3)

31 3

8
X Y A B A B
1 a [ e . 1
2 b 2
C . 3 [ 3
d . 4 d . 4

(1) (ii)
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5)
f / l
?
6)
En bonde har 10 meter till sitt staket. Arean y
av en rektangular hage beror pa bredden x
enligt funktionen: y = 10x — 2x2. Vilken
graf &r lampligast for att beskriva sambandet X X
mellan bredd och area? o V'’ o
f 1
J F F | Fi Fi
i i1 I i
¥ ¥ ¥ y

59



MMGL99 Det funktionella funktionsbegreppet VT 2014
Bilaga 4. Definitionsblad till elever under diskussionen

For att nagot skall klassas som en funktion maste foljande 3 villkor uppfyllas:
1. En funktion kraver en regel som sammankopplar tva mangder, t.ex. x- och y-vérden.
e Mangderna behéver nddvandigtvis inte utgdras av siffror. Mangderna kan exempelvis
besta av bokstaver eller figurer.
e Regeln behover inte vara en formel. Den kan till exempel lika gérna beskrivas med ord

eller flja en tabell.

2. For att det ska vara en funktion maste dven "x-vardena" vara definierade, det som kallas
definitionsméangd.

e Varje x-vérde ska ge exakt ett y-véarde, men det kan finnas flera olika x-vérden som
ger samma y-vérde.

3. For att det ska vara en funktion maste dven "y-vardena" vara definierade, det som kallas
malméangden.

e Varje y-vérde behover inte finnas representerat.
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