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Det decimala positionssystemet kan idag anses vara lika sjalvklart inom matematikundervisning pa hogstadie-
och gymnasieskolan som att vi manniskor har tio fingrar. Det &r séllan det decimala positionssystemet diskute-
ras och ifragasatts. Daremot vet vi att det inte alltid forstas helt och fullt av elever och det behdver larare vara
medvetna om eftersom en forstaelse av positionssystemet ar vasentlig for att eleverna ska utvecklas vidare inom
matematik.

En betydande del av syftesbeskrivningen for matematikdmnet i LGR11 behandlar matematikens historia. Syftet
med detta arbete ar darfor att gora en dvergripande presentation av de talsystem som utvecklats genom historien
och darefter diskutera deras for- och nackdelar utifran tre inriktningar; olika typer av talsystem, berakning i
olika talsystem samt hur dessa tillampas idag. Slutligen diskuterar vi vilka didaktiska fordelar kunskap om talsy-
stem, dess uppbyggnad och utveckling har hos l&rare och elever.

Arbetet &r en litteraturstudie och visar att det genom historien har funnits flertalet taltecken och talsystem som
anvants i olika kulturer. Vi finner stora skillnader bland dem men &ven likheter dd babylonierna, kineserna,
mayafolket och indierna skilt fran varandra utvecklade positionssystem. De anvande sig av olika taltecken men
utvecklade samma system for att uttrycka tal i skrift. Innan positionssystem var utvecklade var talsystemen
additiva eller hybrida och dessa tre talsystem jamfors i arbetet. Positionssystemet ar det mest fordelaktiga dé det
&r det enda i vilket vi kan utféra avancerade berdkningar, men fortfarande idag anvands dven additiva system,
exempelvis nar det handlar om pengar, och det hybrida systemet, nar vi uttrycker tal muntligt.

Vi inser att det & mycket inom matematiken vi tar for givet som egentligen inte alls &r det. Det &r en insikt vi
tror kommer hjalpa oss framéver i vart kommande yrkesliv. Med matematikhistoria i ryggen, forstaelse for att
det finns olika berdkningsmetoder vars fordelar &r olika, kunskap om att vi dagligen lever i olika slags talsystem
kan vi pa ett battre satt fora vidare matematiken till kommande elever.
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1. Inledning

| december 2013 holl Skolverket en mycket uppmarksammad presskonferens dar de svenska
15-aringarnas resultat i PISA 2012 presenterades. PISA ar en undersokning som genomforts
vart tredje ar sedan ar 2000 i flera lander, bland annat flera OECD-lander. Resultatet 2012 var
nedslaende for Sverige da slutsatsen var att svenska elever forsamrats sedan forra undersok-
ningen inom alla omraden som PISA mater, kunskaper inom matematik, naturvetenskap och
lasforstaelse. Inom matematik var resultatet 2012 det samsta sedan matningarna startade och i
jamforelse med andra lander har Sverige ocksa haft den snabbast nedatgaende trenden i ma-
tematikresultaten (Skolverket, 2013). Denna nyhet uppmérksammades i alla nyhetsfléden och
efterdyningarna i kronikor, sociala medier och debattprogram blev stora. Aven om manga
nyheter faller i glomska ar detta en nyhet som fortfarande idag, ett halvar senare, finns i med-
vetandet hos bade medier, politiker, tjansteméan och allménhet.

PISA ar en av anledningarna till att matematikundervisningen i svenska skolan aterigen har
kommit hogt upp pa agendan hos allméanheten. Dock avsatte regeringen redan innan denna
rapport 649 miljoner till fortbildning for matematikléarare, det som kallas Matematiklyftet.
Denna satsning fran regeringen som Skolverket tillsammans med NCM, Nationellt centrum
for matematikundervisning, fatt i uppdrag att verkstalla géller fortbildning av matematiklara-
re pa samtliga av skolvéasendets nivaer bortsett fran forskola och forskoleklass, det vill saga
fran lagstadiet till vuxenutbildning. Denna markering kan ses som ett satt for regering och
Skolverket att matematikundervisningen i skolan behéver lyftas, aktualiseras och att larare far
mojlighet att utvecklas didaktiskt.

Under var verksamhetsforlagda utbildning under lasaret som varit fick vi som lararstudenter
mojlighet att delta i Matematiklyftet. En diagnostisk uppgift som under denna period pa vara
skolor stalldes till hogstadieeleverna handlade om vilket tal som ar storst 0,1 eller 0,010. Har
provades elevernas forstaelse av positionssystemet och det var tyvérr inte alltid sjalvklara
svar fran eleverna dven om denna fraga kan anses vara grundlaggande. Darmed fick vi upp
ogonen for hur viktigt det ar att forsta grunderna i det positionssystem vi anvéander idag.

Efter att under en langre tid ha last matematik kan positionssystemet tas sa for givet att vi
slutar reflektera 6ver dess historia, uppkomst och hur man pa annat satt skulle kunna beteck-
na tal. Med denna uppsats vill vi ifragasatta vart eget sammanhang och ta ett utifranperspek-
tiv samt fordjupa oss i det avsnitt av laroplanen i matematik som belyser den historiska och
kulturella betydelse som matematik haft for mansklighetens historia. Nar Laroplan for grund-
skolan, forskoleklassen och fritidshemmet 2011 (LGR11) beskriver syftet med grundskolans
matematikundervisning upptar det historiska perspektivet en betydande del av texten dar fol-
jande finns att lasa:

Undervisningen ska ge eleverna forutsattningar att utveckla kunskaper om historiska sammanhang
dér viktiga begrepp och metoder i matematiken har utvecklats. Genom undervisningen ska elever-
na dven ges mojligheter att reflektera 6ver matematikens betydelse, anvandning och begransning i
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vardagslivet, i andra skoldmnen och under historiska skeenden och darigenom kunna se matema-
tikens sammanhang och relevans. (LGR11, s. 62).

Da den historiska aspekten av matematiken &r betydande i LGR11 kan vi tolka detta som att
matematikens historia bor fa en tydlig plats i undervisningen. Darfor ar var forhoppning att
denna uppsats kan bli en hjalp att fordjupa kunskap om matematikens historia och da framfor
allt talsystemen. Var férhoppning &r att den ska vara till nytta for bade verksamma och bli-
vande matematiklarare for att fa en dverblick av matematikhistorien.

2. Syfte och fragestillningar

Syftet med detta arbete &r att Overgripande presentera de talsystem som olika historiska kultu-
rer utvecklat och anvéant genom tiderna. Vi vill férdjupa var kunskap om olika talsystem och
jamfora dess styrkor och svagheter samt se hur denna kunskap kan vara till en hjélp i vart
framtida arbete som matematiklarare. Vart syfte preciseras i féljande fragestallningar:

e Vilka olika talsystem och taltecken har varit framtrddande i vérldshistorien och hur
har de vuxit fram?

o Vilka styrkor och svagheter har de olika talsystemen utifran tre inriktningar; olika ty-
per av talsystem, berdkning i olika talsystem samt hur dessa tillampas idag?

e Vilka didaktiska fordelar har kunskap om talsystem, dess uppbyggnad och utveckling
hos larare och elever?

3. Lashdanvisningar

Nedan ger vi lashanvisningar genom att forklara vissa begrepp vilka kan uppfattas tvetydiga
for l&saren.

Decimalt system
Ett decimalt system har talet tio som bas. Det behdver nddvandigtvis inte vara ett positions-
system utan kan vara ett talsystem av annan typ.

Kultur
Begreppet kultur syftar i denna uppsats till folkstammar som odlat och brukat ett jordomrade,
utvecklat nagon form av skriftsprak, byggt stader och utvecklat teknologi.

Nollan
Ett tecken som star “ingenting”, fér tom mangd och tom plats i ett positionssystem.
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Talbas

Talbasen utgdr en grund i positionssystemet. | vart decimala positionssystem &r talbasen tio
vilket innebar att det finns tecken for alla tal upp till nio samt for nollan. Talbasen &r i posi-
tionssystemet det ldgsta talet som inte kan representeras av ett ensamt taltecken. Talsystem
kan ha olika talbaser, exempelvis det binara positionssystemet som har talbas tva dar enbart
taltecknen 1 och 0 &r giltiga.

Taltecken/Siffra

| denna uppsats ar dessa tva begrepp likstallda, vi valjer dock att till storsta del anvanda oss
av taltecken. Problemet med att anvanda ordet siffra &r att det snabbt kopplar till dagens siff-
ror.

Tom méangd
| uppsatsen star begreppet tom méangd star for ingenting, det & en mangd som inte innehaller
nagra element, exempelvis 10 — 10 ger den tomma méangden.

Tom plats

Ett tecken i positionssystem som visar att storleksordningen inte ska representeras. Detta kan
anvandas oberoende av talbas. Ett exempel: talet 503 i vart decimala positionssystem dar vi
har 3 ental, alltsd 3 x 10° = 3, 0 tiotal, alltsd 0 x 10 = 0 och 5 hundratal, alltsd 5 x 10% =
500. Detta ger att 500 + 0 + 3 = 503. H&r anvands nollan som ett tecken fér tom plats.

Arangivelser

Da uppsatsen innehaller en hel del arangivelser anger vi i storsta mojligaste man om det ar ett
artal fore eller efter Kristus. | de fall som det i texten star exempelvis 1500-talet menas 1500-
talet e.Kr.

4. Metod

Denna uppsats ar en litteraturstudie av talsystemens historia. Da en stor del av var uppsats
bestar i att beskriva olika kulturers utveckling av talsystem har en méangd olika matematikhis-
torikers verk studerats och lasts. Den matematikhistoriker vi framst anvént oss av ar Georges
Ifrah och hans verk Raknekonstens kulturhistoria - fran forntiden till datadldern som anses
vara ett av de mest gedigna verken inom sifferhistorik. Utver det har tva svenska matema-
tikhistoriker Bo Goran Johansson och Jan Thompson och hemsidan The MacTutor History of
Mathematics archive av University of St Andrews i Scotland varit kallor i vart arbete. Andra
historiker har anvants till mer specifika &mnesomraden. Sokord som anvants i vart arbete med
uppsatsen har varit matematikhistoria, talsystem, talbaser, berdkningstekniker, raknebord.
Utdver detta har vi anvant mer specifika sokord kopplade till olika talsystem.
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Avgrdnsningar

De avgransningar som gjorts har framst berott pa att informationen varit mattad da vi sokt i
andra kallor, det vill séga dessa har inte bidragit till ndgon ytterligare information. | resultatet
presenteras atta kulturers talsystem vilket givetvis ar en avgransning da det genom historien
funnits manga fler talsystem. Anledningen till att vi valjer dessa atta kulturer ar for att det ar
de vi idag har mest kunskap om. Varfor vi valt att inte ta upp en del talsystem kan dels bero
pa att de anvants av en liten skara manniskor och/eller under kort tid eller dels att vi idag har
sa lite bevis att det riskerar bli enbart spekulation.
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5. Del I - Talsystemens historia

| resultatet nedan presenteras de atta talsystem som vi valt att i denna uppsats fokusera pa.
Innan det ges en inledning till en kategorisering av talsystem vilken vi fortséattningsvis i upp-
satsen anvéander 0ss av.

5.1 Introduktion till talsystem

De talsystem som kommer beskrivas i denna uppsats kan kategoriseras i tre kategorier; addi-
tiva talsystem, talsystem av hybridtyp och positionssystem. Nedan féljer en kort och exempli-
fierande redogdrelse for var och ett av systemen for att underlétta lasning.

Additiva talsystem
| varje talsystem krévs att det finns taltecken vilka tilldelas varden. Darfor behover vi forst av
allt bestdmma vilka taltecken som ska anvéandas i det additiva talsystem som nu byggs upp.

1 10 100 1000

| ett additivt system upprepas de taltecken som additivt tillsammans bildar det tal vi dnskar
representera. Nedan foljer nagra exempel pa hur olika tal kan skrivas.

11 L

(10 + 1)

248 BEBOLAOOQ PP

(100 +100+10+10+10+10+1+1+1+1+1+1+1+1)

4132 FHRFRBLOLO S S

(1000 + 1000 + 1000 + 1000 + 100 + 10+ 10+ 10+ 1 + 1)

Ovan har alla tal skrivits med taltecknen sorterade i storleksordning men da vi enbart adderar
de taltecken som finns nedskriva har ordning inte avgorande betydelse, vilket betyder att talet
11 kan skrivas bade £ och # 2. Att vélja taltecken, dér varje tecken ar en potens av tio,
ar inte nddvandigt i additiva system. Det & mdjligt att tilldela taltecken godtyckliga varden.
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Talsystem av hybridtyp
Ett hybridsystem anvénder till skillnad fran det additiva systemet bade addition och multipli-
kation for att representera ett tal. Lat oss forst bestamma vara taltecken.

S KO & T O m B E LB OE

1 2 3 4 5 6 7 8 8 10 100 1000

Nér ett tal skrivs i hybridsystem tecknas det med hjalp av tecken for 1-9 kombinerat med
tecken for tiopotenserna. Talet 5251 skrivs som % #3< @ %2 alltsd 5 1000 2 100 5 10 1.
Multiplikationsprincipen galler dar ental foljs av en tiopotens samt addition mellan dessa
produkter. Detta ger att % #3<@ %2+ motsvaras av 5 x 1000 + 2 x 100 + 5 x 10 + 1.
Nedan foljer nagra exempel pa hur tal i hybridsystem kan skrivas med ovan namnda tecken-
konvention.

11 S F
(1% 10 +1)

248 XKaE &2 B
(2% 100 + 4 X10 + 8)

4132 o LB OO XK
(4 x1000 + 1 X100 + 3 x 10 + 2)

Med angivna tecken enligt listan ovan kan vi hér alltsa uttrycka alla tal upp till 9999. For att
uttrycka storre tal &n detta kréavs att ett nytt tecken for 10 000 infors.

Positionssystem

Positionssystemet och ar det talsystem vi anvander idag. Likt de tidigare beskrivna systemen
behover vi forst av allt bestdmma vilka taltecken som representerar vilka tal och darmed be-
stams ocksa basen i talsystemet. Utdver dessa taltecken kraver ett fullvardigt positionssystem
aven ett tecken for den tomma méangden, det som i vart decimalsystem ar nollan.

S KO &Y O ® E O

1 2 3 4 5 6 7 8 g 0
{tom mangd)
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| detta talsystem spelar positionen pa taltecknen en avgorande roll for vilket tal som represen-
teras. | talsystemet behdver det ocksa bestammas vilken position som har vilket varde, exem-
pelvis huruvida entalen ska skrivas langst till hoger, som i vart decimalsystem, eller langst till
vanster. Vi bestammer oss for att anvanda samma konvention som decimalsystemet, alltsa att
entalet skrivs langst till hdger och darefter ar varje position till vanster om denna véxande
med en tiopotens.

11 s
(110" + 1x10)

248 XKé*H
(2x102 + 4x10" + 8x10)

4132 ¢ XK
(4x103 + 1x102 + 3x 10! + 2x100)

Tecknet for den tomma méangden (nollan) fyller en viktig roll for att vi ska kunna sérskilja tal
som exempelvis 43 fran 403 och 430. Utan tecken for den tomma méangden skulle dessa tal
representeras pa samma satt vilket de nu inte gor.

43 9
(4% 10" + 3x100)

403 & O
(4%102 + 0x 10" + 3x109)

430 & >0
(4x102 + 3x 101 + 0x 100)

Talbaser i positionssystemet

| det decimala talsystemet ar tio var talbas, det vill siga grunden for vart talsystem. Detta
innebér att varje position representerar en potens av tio. Exempelvis i talet 278, star 2 for
hundratalen det vill sdga 102, 7 star for tiotalen alltsa 10 och 8 star for entalen, 10°. Men
likvél kan ett annat tal valjas till var bas, exempelvis sex. De taltecken som é&r giltiga i detta
talsystem ar da 1-5 samt tecken for den tomma méangden, 0. Varje position i denna talbas re-
presenteras nu av en potens av sex, 6°, 6!, 62 och sa vidare. For att vara tydliga med vilken
bas vi befinner oss i kommer vi nedan beteckna tal enligt f6ljande. [...tredje position, andra
position, forsta position, nollte position]tapas.

Talet 1234 i vart decimala positionssystem kan svara for vart exempel och skrivs nedan som
[1, 2, 3, 4]0 och 14 skrivs alltsd som [1, 4], dér index visar vilken talbas vi befinner oss i.
For den som vill skriva om [1, 4]y, i talbas sex behdver féljande goras:

10
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Tag alla 14 element och forsok sa langt det gar att sortera dem i hogar om sex element. De
element som blir 6ver, det vill sdga de resterande elementen som i detta fall tva, nedtecknas
pa den nollte positionen. Darefter forsoker vi att gruppera hdgarna i grupper om sex, alltsa i
grupper om totalt 6 X 6 = 36 clement. De hogar som blir ”6ver” &r det antal som antecknas
pa den forsta positionen. Pa samma satt fortsatter vi tills vi inte kan gruppera mer.

Antalet hogar antecknas ~ Antalet element antecknas
pa den forsta positionen  pa den nollte positionen

Pa detta sétt gors omvandlingen: [1,4]io = [2,2]sex

Samma resonemang gar att anvanda i en hogre talbas. Hur kan vi exempelvis skriva
[4,1,3,2]s, i talbas sextio (som &r en talbas vi kommer stota pa framdver).

[4,1,3,2],i0 = 4 X 103 + 1 X 10% + 3 x 10 + 2 x 10°
=1 %602 + 8 X 60" + 52 x 60° = [1,8,52]sextio

11
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5.2 Sumerer och babylonier

For omkring 6000 ar sedan upptradde ett folk, som kallas sumererna, i de nedre delarna av
Mesopotamien (nutida Irak). Var detta folk har sitt ursprung ér det fortfarande ingen som vet,
men omkring 4000 f.Kr. bosatte de sig vid floderna Tigris och Eufrat och bérjade uppbyg-
gandet av en stor och betydande mesopotamisk kultur (Ifrah, 2001a, s.205). Sumererna ver-
kade fram till ca 2000 f.Kr. da elamiter ifran 6st och amoriter i vést stortade den davarande
sumeriska dynastin Ur II1. Ifran detta véxte den babyloniska kulturen fram (Ifrah, 2001a, s.
206). Det som sumererna utvecklat inom skrift och matematik tog babylonierna éver och
fortsatte utveckla (O'Connor & Robertson, 2011).

PV = -

huvud, hjassa  kvinna, skdte  vatten, strém, vag  berg, frammande land

¢ U v

man nétkreatur brod
Figur 1: Sumeriska skrifttecken.

Skrivkonsten ar en utav den moderna manniskans viktigaste uppfinningar. Med skrivkonsten
har kulturer kunnat véxa, information kunnat sparas och tankar fatt en helt ny mojlighet till
askadning. Den allra aldsta skrift som hittats ar fran omkring 4000 f.Kr. och skriven av sume-
rerna i nedre Mesopotamien (Ifrah, 2001a s. 122). Pa den tiden anvandes lertavlor som da-
gens papper, ndr dessa tavlor var fuktiga trycktes olika streck och tecken in i leran och sedan
fick tavlan torka. Tecknen som hittats gar att beskriva som bilder av foremal, se figur 1. Den
sumeriska skriften ar alltsa vid denna tidpunkt av ideografisk karaktar (Ifrah, 2001a s.123).

Dessa tecken liknar det ord som det star for, men har inte bara en betydelse. Det tredje teck-
net i figuren kan betyda bade “vatten”, “strom” och “vag” (Ifrah, 2001a s.123-124). En skrift
utformad pa detta vis sags vara ett forstadie till skriften som den ses pa idag. Det skrivna or-
det ska formedla nyanser, perspektiv och preciseringar som det talade ordet formedlar. Detta
ar dock svart att astadkomma med en skrift bestaende av tecken som byggs pa bilder av fo-
remal, som dessutom hade flera olika betydelser (Ifrah, 2001a s.125-126). Tvetydigheten hos
skrifterna gor att det ar troligt att skrifterna skapats som minnesanteckningar for de redan
insatta, detta for att kunna hanga med i den standigt vaxande kulturen (ibid.). De allra flesta
skrifter inkluderar ocksa sammanfattningar av rakenskaper, exempelvis byten av varor, an-
tingen langst ner pa lertavlan eller pa baksidan. Detta vittnar om att skriften anvandes mycket
i ett raknande syfte (ibid.).

12
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Taltecken

Namngivelse av siffrorna

Sumererna anvande sig av ett sexagesimalt talsystem, alltsa ett talsystem som bygger pa ba-
sen sextio. FOr att ge namn till alla tal anvdndes en form av “trappteknik”. Namnen byggs upp
med hjalp av olika trappavsatser, grundenheter, och kan jamféras med det decimala systemets
1, 10, 100, 1000 osv. Men i det sexagesimala talsystemet ar trappavsatserna istéllet 1, 10, 60,
600, 3600, 36000, 216000 osv. Grundenheterna okar alltsa vaxelvis med tio och sex, som
ségs vara hjélpbaser till det sexagesimala systemet och finns for att hjélpa minnet (Ifrah,
2001a s.128-129). Namngivningen startar med att alla tal mellan 1 och 10 fick egna namn,
sedan anvéandes dessa for att formulera namnen upp till nasta grundenhet 60. 1 och 60 har
samma namn, detta gor rakning nagot otydlig ibland men man tror anledningen till detta var
talet 60:s betydelse som “det stora talet 1”. Processen borjar nu om upp till nésta grundenhet,
600. Har ges 600 ett nytt fristiende namn och processen bérjar om till nasta grundenhet. Tan-
ken ar alltsa att anvanda redan formulerade namn for att skapa nya, vilket & samma upp-
byggnad som vi har i det decimala systemet (ibid.).

Varfor basen sextio?

Sumererna ar den enda folkgrupp som skapat och anvant ett talsystem med basen sextio. Pa
fragan om vart denna talbas kommer ifran finns inget sakert svar, det finns endast hypoteser.
Dock anser Ifrah (20014, s.145-146) att det finns en hypotes som &r mest trolig, denna bygger
pa en kombination av tva olika talsystem - med basen fem respektive tolv. Kombination skul-
le alltsd kommit d& sumererna bosatte sig i nedre Mesopotamien dar det redan fanns en be-
folkning. Bland de ord sumererna har for talen 1 - 10 kan en kvarleva av basen fem antydas,
vilket innebdr att den tidigare befolkningen antas haft basen tolv. Kombineras dessa baser ar
basen sextio en mojlighet (ibid.).

Tecknen och additionssystem

Gemensamt med den ideografiska ~ Sumeriska taltecken innan kilskrifiens genomslag

skriften utvecklades olika taltecken

for att kunna anteckna antal av olika P O D @ O @
slag. Detta tog plats ca. 3200 f.Kr. ! 800 3800 38000
vilket gor de sumeriska taltecknen de
éldsta kénda taltecknen (Ifrah, 2001&’ Sumeriska taltecken efter kilskriftens genomslag

s.123). De tecken som fanns kopplas Y A V Vél Q Q
till de grundenheter som byggde upp

namnen pa de olika talen. Varje 1 10 60 3600 36000
grundenhet hade sitt eget tecken,

detta illustreras i figur 2. Figur 2: Taltecken i det sumeriska talsystemet.

| figuren ser vi att efter Kkilskriftens genomslag ca. 2600 f.Kr. andrades tecknens utseende
drastiskt. Notera att sumererna endast anvande sig av tva olika tecken, som kombinerades pa
olika vis for att skapa de olika taltecknen (McLeish, 1991, s.38). Symbolerna for 1 och 10 &r
alltsa de enda “siffrorna” som fanns, som gar att jamfora med siffrorna 0 - 9 i det decimala
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systemet. Resterande siffror, inklusive grundenheterna, byggdes sedan upp av endast dessa
tva tecken (Ifrah, 2001a, s.131).

Sumerernas sexagesimala talsystem var vid denna tidpunkt ett additionssystem. Alla talteck-
en som fanns adderades alltsa ihop pa lampligt satt for att skapa alla méjliga tal (Ifrah, 2001a,
s.136). Tecknen grupperades efter storlek och skrevs forst i par, senare tre och tre. Additions-
systemet hade har tva omraden som gjorde anvandandet problematiskt. For det forsta innebar
systemet att stor plats behdvs for nedskrivandet av tal, detta tillsammans med faktumet att
alla rakenskaper skrevs pa klumpiga lertavlor gjorde att de sumeriska skrivarna vid sidan av
additionssystemet skapade en subtraktionsmetod. Denna fungerar pa liknande vis som var
nutida subtraktionsrikning, sa talet 9 skrevs ut sa som vi skriver berdkningen “10-1”. Minus-
tecknet, som ser ut som ett ungefarligt vinkelratt horn, fungerar som vart minustecken (Ifrah,
20014, 5.137-138). For det andra sa ar det problematiskt att bade 1 och 60 skrivs som en kil
vinklad at samma hall. For att forsoka undkomma att 1 och

60 forvaxlas skrevs kilen som betydde 60 nagot stérre. Dock

var det ocksa problematiskt att skriva 2 och 61, da detta latt W V‘Y
kunde se ut som samma tal. Mellanrum mellan tecknen var

darfor ocksa viktigt (Ifran, 2001a, s.139). Det lades till ett 2 61

nagot storre mellanrum mellan tecknet for 60 och tecknet for

1 61 &n vad det ar mellan de bada tecknen for 1i 2, se figur ~ Figur 3: Jamforelse mellan
3 taltecken for 2 och 61.

For att rakna antal foremal sa anvande sumererna sig forst av stenar i olika storlekar, som
hade olika vérde. Detta system visade sig vara problematiskt da det kravs manga stenar av
lika storlek. Sumererna skapade darfor sa kallade talpjaser av lera. Varje grundenhet fick sin
egen form pd en talpjas och utseendet tros vara grunden till utseendet av de taltecken (innan
Kilskriften) som anvands i skrift (Ifrah, 2001a, s. 154). Forst anvandes dessa talpjaser till rak-
ning av antal och var vildigt viktiga vid byten av varor eller vid annan typ av handel, da de
markerade hur mycket ena parten hade kvar i skuld till den andra parten (Ifrah, 20014, s.161).
Men nir skriften utvecklades och det istillet gick att “skriva ner” talpjéserna pa lertavlor sa
behovdes de inte langre i detta syfte, dock anvandes de fortfarande for att rakna (Ifrah, 2001a,
5.164,191).

Positionssystem

Runt 1800 f.Kr., alltsd nar babylonierna tagit 6ver den sumeriska kulturen, borjade ett posi-
tionssystem utvecklas. Systemet byggs upp sa som det decimala systemet med stigande varde
for positionerna fran hoger till vanster, men babylonierna anvande basen sextio (O'Connor &
Robertson, 2011). Dar positionernas vérde i det decimala systemet bygger pa 10°, 10', 107,
10° och s4 vidare, bygger positionernas varde i det sexagesimala systemet pa 60°, 60*, 60
60° och s& vidare. Talen 1 till 59 gar allts& har att jamfora med véra tal 1 till 9 och de skrivs
fortfarande med hjalp av additionsprincipen. Det ar nér fler siffror ska laggas in som positio-
nernas varde blir viktig. Alltsa ar det ifran 60 och uppat som systemet blir positionellt (Ifrah,
2001a, s.221). For att skriva 75, som Overstiger 60 och alltsa kraver utskrivning positionellt,
skrevs ett tecken for 60 i forsta positionen och tecken for 15 i nollte positionen. Talet 75
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skrivs alltsa som 1 x 60 + 15 (Ifrah, 20014, s.222). | inledningen till resultatet finns tydliga-
re genomgangar kring hur positionssystemet fungerar och hur man vaxlar mellan olika baser.
| ett positionssystem har hjélpbaserna tio och sex inte langre en passande roll. Det finns lang-
re ingen anledning att ha dessa som hjalp, sa positionerna var denna hjalp istéllet. Talet 1859
som kan skrivas som 30 x 60 + 59 skrevs i positionssystemet som [30;59] sexiio-

Nollan och braken

Varken sumererna eller babylonierna hade nollan, men babylonierna skapade senare ett teck-
en for tom plats. Avsaknaden av ett tecken for tom plats mérktes inte forran positionssyste-
met utvecklades och det drojde ytterligare 1500 ar innan konceptet tom plats faktiskt upp-
fanns av de babyloniska larda (Ifrah, 20014, s.225). Utan ett tecken for tom plats sag exem-
pelvis 101, 11 och 110 ut pa samma sétt och for att veta vilken av dessa som syftades pa be-
hovde kontexten vara kand. Detta gjorde teoretisk matematik svartolkad (Thompson, 1996,
s.49). Det blev alltsa problematiskt att skriva tal som i ndgon position behovde visa “ingen-
ting”, talet [24,0,9]sextio Kunde tolkas som [24,9]sexiio, Vilket ger stora skillnader i varde (Ifrah,
20014, 5.226). Precis nar tecknet for tom plats skapades ar svart att datera men runt 300 f.Kr.
vet vi att ett sadant tecken anvandes, en dubbelkil lutad till vanster. Detta tecken lades till i de
storleksordningar dar det inte fanns nagon potens av sextio (Ifrah, 2001a, s.229).

Innan inforandet av tecken for tom plats.

«F W «¥ W

| | | | | L |

[24, 0 , @ ]5. [ 24 ! 9 ]sex‘to

Efter inforandet av tecken for tom plats, ca 300 T.Kr.

«FONW <« W

sextio [ 24 1 9 ]sgxtb

Figur 4: Illustrering 6ver hur inférandet av nollan foréandrade det baby-
loniska skrivsattet.

Detta tecken for tom plats, som anvéandes bade i och i slutet av uttryck, tros vara historiens
forsta (Ifrah, 2001a, s.230-231). Dock var detta tecken alltsa inte en fullvardig nolla fér den
stod alltsa inte for den tomma méngden, utan ett satt att teckna tal tydligare. Tecknet for tom
plats anvandes aldrig som svar pa fragan “Vad blir 10 — 10?” (ibid.).

Nar positionssystemet utvecklades fanns det ocksa utrymme att utveckla betydelsen av bra-
ken. | additionssystemet hade varje meningsfullt brak fatt sitt eget tecken, men nu utvidgade
babylonierna istallet positionssystemet till att innehalla positioner med negativ potens av sex-
tio, alltsa brak med potenser av sextio i namnaren. Brak markerades inte pa ett speciellt satt
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vid denna tid (alltsa inte som exempelvis med brakstreck; 63—0). Det fanns ingen anledning att

gora detta da namnaren alltid var en potens av sextio, det var positionen av braket som var
fingervisare om vilken storlek ndmnaren hade (Johansson, 2013, s.16). Detta blev dock pro-
blematiskt i det babyloniska positionssystemet da det inte i en talmangd fanns nagra marke-
ringar for nar heltalsdelen av talet slutade och nar brakdelarna startade (O'Connor & Robert-
son, 2011). Darfor kunde ett tal, som [4,25,13]sextio i figur 5, tolkas pa flera olika sétt.

¥ o«FF «m T« «TT

| | | | | I
= 4x602 + 25x 60" + 13 = 4x60" + 256 + 13x607

¥

=4 + 25x60" +13x602

Figur 5: Exempel pa forvaxling av storleksordningar i det
babyloniska talsystemet.

Faktumet att 1 och 60 hade samma tecken gjorde inte problemet lattare. Det fanns ingen tyd-
lig urskiljning for vilken storleksordning som talet i fraga syftade pa, for nu finns det ingen
“sista placering” som entalen var innan braken infordes. Aven i detta problem fick samman-
hanget vara raddningen for vilken storleksordning som var aktuell (Ifrah, 20013, s.228).
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5.3 Egyptierna

Den egyptiska kulturen ar en utav de aldsta. Placeringen vid Nilen och de langa perioderna av
fred gav kulturen majlighet att utvecklas mycket och snabbt vilket ocksa gjorde kulturen
langlivad (Johansson, 2013, s.31). Egyptens storhetstid stracker sig ifran den tidiga dynastis-
ka tiden vid ca 3000 f.Kr. till da greken Alexander den store tog éver och gjorde Egypten till
en grekisk provins ca 330 f.Kr. Under denna tid hann den egyptiska kulturen langt inom
manga omraden, bland annat byggkonst, jordbruk, skrift och matematik.

Redan arhundradena innan 3000 f.Kr. borjade egyptierna utveckla ett skrift- och talteckensy-
stem som byggde pa ideografiska symboler kallade hieroglyfer, detta var ungefar samtidigt
som sumererna utvecklade sin ideografiska skrift. Det finns olika asikter om huruvida den
egyptiska matematiken varit influerad av andra kulturer eller inte. Mdjligen har egyptierna
influerats av sumererna, men detta &r inte bekraftat. Ifrah menar att det allra troligaste ar att
den egyptiska skriften och matematiken utvecklats fristaende ifran nagon influering, speciellt
ifran babylonierna da det finns stora skillnader mellan de olika talsystemen (Ifrah, 2001a,
s.242). Ett ideografiskt system tenderar bli tvetydigt da den bygger pa bilder som kan tolkas
pa olika satt eller helt enkelt hade olika betydelser, detta gallde dven hieroglyfer. Det &r ocksa
svart att med bilder uttrycka abstrakta ord som inte har en konkret avbildning (Ifrah, 2001a,
s.243). De hieroglyfer som anvandes forestallde manniskan och djur i atskilliga positioner
som ska forestalla olika ord. Riktningen som tecknen ska lasas i beror pa hur tecknen &r
skrivna. Da tecknen som forestéller exempelvis en manniska blickar at vanster ska texten
lasas fran hoger till vanster och vice versa (Johansson, 2013, s. 31-32)

Vad vi vet om den egyptiska matematiken kommer till storsta del ifran Rhindpapyrusen, men
dven ifran ett fatal andra kortare dokument. Eftersom egyptierna skrev pa émtaliga papyrus
och laderbitar har manga dokument forgatts i historien. Rhindpapyrusen &r en avskrift av ld-
re dokument vars ursprung inte kanns till och den nedtecknades 1650 f.Kr. Den bestar av
hoplimmade ark som tillsammans blir fem meter langt. Pa papyrusen gar det att urskénja hur
egyptierna anvande sig av matematik da den beskriver 87 matematiska problem och dess 16s-
ningar (Johansson, 2013, s.35). Problemen &r ofta praktiska och beskriver en vardaglig situa-
tion, som hur det gar att dela 7 limpor bréd mellan 10 man (Johansson, 2013, s.38).

Taltecken

Egyptierna anvande ett strikt decimalt additivt talsystem. | figur 6 visas de tecken for talen
som fanns - 1, 10, 100, 1 000, 10 000, 100 000 och 1 000 000. Ifrah (2001a, s.249) menar att
tecknens utformning har kommit ifran olika traditioner, dar en del av tecknen har sitt ur-
sprung i symbolik och andra i de fonetiska ljuden av vad tecknet avbildar och talet som teck-
net star for. Det fanns inga tecken for addition, subtraktion, multiplikation eller division dven
om alla dessa riaknesitt utovades 1 Egypten. Det fanns inte heller tecken for “lika med” och
egyptierna hade varken tecken for tom plats eller tom méngd (McLeish, 1991, s.48-49).
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N ¢ T 0 Yy

1 10 100 1000 10 000 100 000 1000 000

Figur 6: Taltecken i det egyptiska talsystemet.

Brak

| den egyptiska matematiken anvandes enbart stambrak, vilket &r brak som endast har 1 i tal-
jaren. Alla andra brak skrevs som en summa av stambrak (Johansson, 2013, s.36). Dock var
bréket % ett undantag och var ett mycket viktigt verktyg i berakningar, detta brak hade ocksa
ett speciellt eget tecken. Istallet for vart satt att skriva brak med ett snedstreck sa skrev egyp-
tierna till tecknet for mun ovanfor vad vi skulle kalla nd&mnarens vérde, se figur 7. Senare har
detta dven representerats med en prick dver talet (Johansson, 2013, s.37).

? |11 T
hieroglyfiskt tecken
for mun % } E L
3 2 3 3
<> > <2 <> <>
|1 == LI == 111 I\
|| |1 == 1
1 1 1 1 1
5 6 7 8 ) 0

Figur 7: Hur de egyptiska stambraken illustrerades.

| utskrivning av brak stalldes stambraken i storleksordning och samma stambrak fick inte
anvandas tva ganger i en summa, varje brak hade ocksa flera maéjliga summor. Allt detta
gjorde omskrivning till stambraken mer komplicerad (ibid.). Manga utav dessa summor fanns
i tabeller och deras omskrivning var forutbestdmd. | Rhindpapyrusen finns tabeller éver hur

brak pa formen % skulle skrivas om till stambrak och dessa anvandes vid berakningar (Jo-
hansson, 2013, s.38).

Egyptiernas matematik var bristande pa flera plan, men trots detta kunde de rdkna relativt
komplicerade problem, bland annat de som presenteras i Rhindpapyrusen. For att uppréatthalla
en sadan massiv kultur som den egyptiska maste larda ocksa kunna losa problem inom bygg-
nation, administration och annan allman planering. Dock skilde sig egyptiernas brakberak-
ningar avsevart fran andra kulturers pa grund av deras ovanliga satt att behandla brak, som
kan ha sin grund i att egyptierna pa denna tid inte hade nagra mynt. Mycket réakning gjordes
darfor pa saker som i teorin gar att dela i oandligheten, som brod och sackar med korn. Detta
gar inte att géra med mynt, som manga andra kulturer utvecklat sin matematik kring (McLe-
ish, 1991, s.50).
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5.4 Grekerna och romarna

Antikens Grekland var den dominerande kulturen i medelhavsomradet fran 500 f.Kr. och
fram till var tideraknings borjan. | grekernas kultur var kunskap nagot som i sig hade ett hogt
varde. Deras passion var att soka kunskap och det var viktigt att kunskap och religion aldrig
skulle vara nagot som stod i konflikt med varandra (Heath, 1965, s.10). En av de forsta gre-
kiska matematikerna, Thales, som var verksam omkring 600 f.Kr. hdmtade sin inspiration
bade fran egyptierna och babylonierna och dven fortsattningsvis inspirerades grekerna av
bada dessa kulturer (Johansson, 2013, s.59; Heath, 1965, s.8). Thales utforskade geometriska
problem och det ségs ocksa att han vann respekt bland folk i mellersta Asien genom att be-
rékna och forutsédga en solférmorkelse (Thompson, 1996, s.115). Den storsta delen av den
matematiska utvecklingen som skedde bland grekerna var dock av teoretiskt art. Kanske be-
rodde detta pa en grekisk varldssyn som tydligt praglades av Platons uppdelning mellan prak-
tiskt kunnande och teoretiskt vetande dér det teoretiska vérderades hogre an det praktiska
(Johansson, 2013, s.60). Platon menade att kunna utfora berékningar visserligen visade att en
person hade talang for att lara sig andra saker men att berakningar enbart ar en forberedelse
for den sanna vetenskapen (Heath, 1965, s.13). Detta betydde att det fanns en distinktion mel-
lan vad som ansdgs vara finare matematik, den teoretiska, och den matematik som ansags
vara for simpelt folk vilket var de praktiska berdkningarna som hanvisades som géromal for
barn och slavar.

Det klassiska verket Elementa bestar av tretton bocker skrivna omkring 300 f.Kr. och ar en
sammanfattning av det matematiska kunnandet i det datida Antikens Grekland. Elementa &r
det enskilda verk som sedan varit mest dominerade inom matematiken fram till 1800-talet
och det var forst da som det borjade granskas kritiskt (McLeish, 1991, s.94; Heath, 1965,
5.358). Grekerna sag den teoretiska matematiken nastan som nagot gudomligt, darfor blev
Elementa en gudomlig bok. Pythagoras, som vi vanligtvis kéanner till pa grund av Pythagoras
sats, var grundare till en religios sekt som studerade tal och utforde olika religitsa riter kopp-
lade till matematiken (McLeish, 1991, s.87). Elementa innehdll inga berdkningar som kan
anses materiella da berakningar inte var av intresse for den tidens greker. Elementa fokuserar
istallet pa bevisforing och teori (Johansson, 2013, s.71). Euklides brukar tillskrivas forfattar-
skapet till Elementa dven om det i arabiska skrifter ndmns att en annan grek vid namn Apol-
lonius skulle ha skrivit det mesta och sedan skickat materialet till Euklides. Darefter ska Euk-
lides som ké&nd geometriker granskat materialet och publicerat i sitt namn. Araberna menar att
det ar sa Euklides fick sitt namn kopplat till detta verk (Heath, 1965, s.356). Elementa skiljer
sig en hel del fran ett liknande verk i Kina, Nio bécker om raknekonsten dar algoritmer &r
viktiga och berdkningarna forklaras utforligt.

Senare far staden Alexandria i Egypten ta 6ver Atens roll som den grekiska varldens centrum
och dar finns en grekisk matematiker vid namn Diofantos som &r verksam och publicerar
verket Arithmetica omkring 250 e.Kr. Detta verk skiljer sig vasentligt fran Elementa da det
innehaller en mangd berakningar och lésningar av specifika problem. Verket har notationer
for tal och operationer som gor det mojligt att uttrycka tal algebraiskt (Johansson, 2013,
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s.166; McLeish, 1991, s.98). Diofantos har skrivsatt for negativa termer, han anvénder sig
inte av negativa tal utan kan enbart uttrycka en subtraktion av ett mindre tal fran ett storre.
Aven om Diofantos tidigt skriver algebraiska uttryck ar hans skrivsatt inte sarskilt likt de vi
anvander oss av idag (Johansson, 2013, s.166).

Parallellt med den grekiska kulturen vaxer &ven Romarriket vaxer fram, en kultur med poli-
tiskt och kulturellt centrum i staden Rom. Fran cirka 100 f.Kr. blir det en betydande maktfak-
tor kring Medelhavet. Givetvis paverkas romarna av grekerna men nagot av grekernas fram-
gangar inom matematik kan vi inte se inspirerat romarna da det i Romarriket inte finns nagra
omskrivna framstaende matematiker. Vi vet att grekerna och romarna anvande samma rakne-
brade men i Ovrigt vet vi lite om romarnas matematik och deras eventuella bidrag till den
matematiska utvecklingen (Ifrah 2001a, s.289-308). Detta ar nagot som kan forklaras med att
romarnas talsystem inte var tillrackligt valutvecklat for att féra utvecklingen framat. McLeish
menar ocksa att den kristna kyrkan hade daligt inflytande pa romarna och darefter européerna
nar det galler vetenskap och forskning (1991, s.149). Tyvarr uteblev manga matematiska
framsteg i medelhavsomradet under romarnas tid och darefter i Europa vilket ocksa brukar

kallas “den morka medeltiden” dédr knappast ndgra framsteg gjordes inom vetenskapen
(McLeish, 1991, s.100).

Taltecken

| den grekiska vérlden var det manga olika talsystem som anvandes da varje stad hade sitt
eget matt-, vikt- och penningsystem (Ifrah, 2001a, s.275-282). Dock utgick grekerna fran ett
decimalt talsystem, nagot som sedan tidigare anvants av flera kulturer 6ver hela varlden
(Heath, 1965, s.26). Ett av de forsta talsystem som fick spridning utanfor den egna staden var
det som anvéndes av atenarna pa 500- och 400-talet f.Kr. Atenarnas system, det attiska talsy-
stemet, var ett additivt talsystem med tecken for siffrorna 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000, 5000,
10000 och 50000 och illustreras i figur 8.

I r A F H i X E M P
1 5 10 50 100 500 1000 5000 10000 50000

Figur 8: Taltecken i det attiska talsystemet.

Tecknet for 1 var ett streck medan darefter tecknen for 5, 10, 100, 1000, 10000 var begynnel-
sebokstaven for rakneordet, nagot vi skulle kunna jamféra med att vi skrev siffran 5 med
bokstaven F, som i fem. Utformningen av tecknen fér 50, 500, 5000 var en kombination be-
gynnelsebokstaver dar multiplikationsprincipen anvandes for att beskriva talen. Exempelvis
skrevs symbolen for 50 som en kombination av 5 och 10 och sa vidare (Ifrah, 2001a, s.275).
Grekernas talsystem utvecklades troligen utifran de talsystem som kretensare och hettiter
anvénde omkring 1500-1400 f.Kr. och som var helt additiva och decimala talsystem. Greker-
na ville dock forenkla sitt talsystem och inforde darmed ett sérskilt tecken for hjalpbaser, sa
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som 5, 50 och sa vidare. Men pa grund av dessa hjalpbaser omintetgjordes talsystemets maj-
ligheter till utveckling. Det praktiska, som grekerna ansag positivt, var att det kravdes farre
tecken att skriva tal med hjalpbaser. Darmed begransade grekerna sig ytterligare manga ar-
hundraden till att vara beroende av raknebrédet for att kunna gora berékningar (Ifrah, 2001a,
s.282; Johansson, 2013, s.66).

Dock ansags aven det attiska systemet ha for manga tecken. Darfor utvecklades det alfabetis-
ka talsystemet, ett nytt additivt system som byggde pa det grekiska alfabetet och som om-
kring 200 f.Kr. kom att i de flesta delarna av antikens Grekland ersétta det attiska talsystemet
(Heath, 1965, s.35). De nio forsta bokstéverna i alfabetet stod i tur och ordning for siffrorna
ett till nio. Nastkommande grekiska bokstaver stod fér 10, 20...90 och de dérefter kommande
for 100, 200...900 (se figur 9 nedan).

a B vy oeF (no

10 20 30 40 50 60 70 a0 90

P C T VL Q Y Y & Y

100 200 300 400 500 600 700 800 900

Figur 9: Taltecken i det grekiska alfabetiska talsystemet.

Da talsystemet var additivt fanns inget behov av nollan och med detta talsystem kunde tal
upp till 2000 skrivas med maximalt tre tecken. For att i en text markera for lasaren att det var
ett tal och inte en bokstav sérskiljdes dessa med hjalp av ett streck ovanfor den grekiska bok-
staven da bokstaven representerade ett tal (Heath, 1965, s.31-37). Tusental, det vill saga talen
1000, 2000...9000, skrevs som ental men med en apostrof bredvid den grekiska bokstaven.
Exempelvis forstod lasaren att en apostrof bredvid bokstaven beta betydde 2000 istéllet for
talet 2. Med dessa tecken kunde alltsa alla tal upp till 9999 beskrivas och alla dessa tal ingar i
det som senare omnamns som den elementéra klassen. Apollonios som var verksam omkring
200 f.Kr. utvecklade sedan ett system for att beskriva &nnu storre tal genom att infora ett
tecken for tiotusental (10%), tiotusental tiotusental (10* x 10* = 108) samt for tiotusental
tiotusental tiotusental (10* x 10* x 10* = 10'2). Med hjélp av de forsta elementara tecknen
(for tal upp till 9999) och med tecken for 10*, 10, 10' kunde alla tal upp till 99 990 000
skrivas. Den grekiska vetenskapsmannen och matematikern Arkimedes hade behov av att
skriva annu storre tal. Han presenterar i sitt verk Boken om sand hur antalet sandkorn skulle
kunna rymmas i ett klot med en radie lika stor som fran jorden till fixstjarnorna. Istallet for att
som Apollonios system anvanda 10* tankte Arkimedes sig att anvanda 10° som en bas. Men
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trots att detta skrivsatt innebar stérre mojligheter att skriva stora tal sa vann det inte mark hos
grekerna som istéllet fortsatte anvénda sig av Apollonios system (Ifrah, 2001a, 5.332-334;
Heath, 1965, s.41). Det alfabetiska talsystemet anvandes langt in pa medeltiden i de ostra
delarna av medelhavsomradet (Ifrah, 2001a, s.333-335). Man kan givetvis stélla sig fragan
varfor grekerna inte kom langre i utvecklandet av talsystem och svaret pa den fragan ar saker-
ligen komplex, men vi far inte gldmma att den grekiska matematiken framst var teoretisk dar
berdkningar, siffror och tal inte var primart intressant bland manga greker (O'Connor & Ro-
bertson, 2011).

Romarnas talsystem som véxte fram cirka 500 f.Kr. och till viss del lever kvar annu idag har
inte sitt ursprung i grekernas talsystem. Istallet kan det romerska talsystemet harledas langt
tillbaka till anvandningen av karvstockar under forhistorisk tid dér jagare och andra samlare
pa sa satt bokforde antalet djur i sin hjord eller liknande. | Europa ar det &ldsta fyndet ett
vargben som hittades i Tjeckien och dateras till att vara 30 000 ar gammalt (Thompson, 1996,
s.16). Dessa forhistoriska personer utvecklade ett sétt att markera det femte och tionde
strecket for att systematisera och pa sa vis utveckla en form av additivt talsystem (Ifrah,
2001a, s.298). De tecken som vi idag kénner till som romerska ser ut enligt figur 10.

I v X L C D M
1 5 10 50 100 500 1000

Figur 10: Taltecken i det romerska talsystemet.

Talsystemet var till en borjan helt additivt. Men bland vissa larda romare anvandes ocksa en
form av subtraktionsprincip dar talet fyra kunde skrivas som IV istéllet for I111, ddrmed blir
tecknens ordning avgoérande och nagot som maste tas hansyn till vilket annars inte ar fallet i
additiva system (Ifrah, 20014, s.288). Som skrivsatt kunde detta underlatta samtidigt som det
dock begransade mojligheterna till att anvanda talsystemet for att gora berakningar. Darmed
var romarna beroende av sitt raknebord. Senare upptéckte dock romarna hur deras tecken
(upp till 1000) begransade dem att skriva stora tal och de inférde en form av multiplikations-
princip. Tal med ett streck dver sig skulle multipliceras med 1000. For att skapa &nnu storre
tal infordes fler konventioner men problemet var att det blev for manga konventioner vilka
tillslut skapade en hel del forvirring. Ifrah (2001a, s.303) menar att systemet tillslut blev sa
komplicerat och otillfredsstallande att det inte langre dog for rékneoperationer. Trots detta
var romarnas talsystem det som kom att rdda och dominera i Europa fram till 1500-talet
(Ifrah, 20014, s.310).
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5.5 Kineserna

De aldsta fynden av kinesiska skrift- och taltecken ar fran Shangdynastin cirka 1500-1100
f.Kr. I slutet av 1800-talet gjordes arkeologiska fynd i Xiao dun, den by som var huvudorten
for de sista kejsarna i Shangdynastin. Det som da hittades var skoldpaddeskal och ben som
den tidens spaman ristat skrifter pa. Dessa ben och skal hettades upp for att spamannen sedan
skulle kunna spa i de krackeleringar som blev. Bland dessa har det bland annat hittats tecken
for antalet personer som stupat i ett krig (Ifrah, 2001a, s.393; Thompson, 1996, s.76; O'Con-
nor & Robertson, 2011)

Sedan Shangdynastin har matematiken i Kina utvecklats utan namnbar paverkan fran andra
civilisationer da landet ligger tamligen isolerat med hav i syd och Gst och bergsomraden i de
ovriga vaderstrecken. Detta trots att det i Kinas historia finns folkgrupper, sa som mongoler-
na, vilka kommit fran bergsomradena och invaderat landet. Men istéllet for att patvinga kine-
serna sin kultur har dessa folkgrupper anammat och inlemmats i Kinas. Pa det sattet har det
kinesiska spraket, tankesattet och dven matematiken levt vidare och fortsatt att sjalvstandigt
utvecklas (O'Connor & Robertson, 2011). Det var forst pa 700-talet som utbytet med andra
civilisationer startade pa allvar. Det var under denna tidsperiod som den sa kallade Sidenva-
gen, ett natverk av handelsvagar som strackte sig fran Europa i vast till Kina i 6st, hade sin
guldalder.

Nio bdcker om réknekonsten ar ett mycket ként kinesiskt matematiskt verk med okénd forfat-
tare som innehaller 246 matematiska problem, svar pa dessa och hur uppgifterna l6ses. Den
aldsta kopian som hittats &r fran cirka 200 e.Kr. men verket sammanfattar den samlade ma-
tematiska kunskapen i Kina fran 900-100 f.Kr. Detta klassiska verk har haft liknande stall-
ning i det kinesiska samhallet som grekernas Elementa och var en naturlig del av utbildning-
en av det kinesiska rikets tjansteméan. En viktig skiljelinje mellan Elementa och Nio bdcker
om raknekonsten ar att den senare fokuserar pa berékningsteknik och algoritmer till skillnad
fran den forsta som fokuserar pa bevisféring (Johansson, 2013, 5.175-176).

McLeish (1991, s.62) menar att en av de stora anledningarna till att matematiken i Kina ut-
vecklades langre &n den gjorde under samma tidsperiod i vasterlandet ar att matematik i Kina
ansags vara en viktig syssla vilken borde utféras av rikets mest begavade. Detta kan stéllas i
kontrast till vasterlandet, exempelvis bland egyptier och greker dar praktisk matematik sa
som berakningar ansags vara en sysselsattning for slavar. Kineserna anvande matematiken for
att l0sa praktiska problem och det var av hdgsta vikt att Kinas kejsare var omgiven av perso-
ner som kunde utfora korrekta berédkningar for att hans rike skulle blomstra.

Taltecken

Redan 1450 f.Kr. vaxer det klassiska kinesiska talsystemet fram. Det ar ett talsystem bestaen-
de av tretton tecken. Dar finns tecken for 1-9 samt 10, 100, 1000, 10000, se figur 11 nedan.
Dessa tecken anvands fortfarande idag och vi kan anta att det varit ett stabilt och framgangs-
rikt system for matematiken i Kina (Ifrah, 2001a, s.396).
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Figur 11: Taltecken i det klassiska kinesiska talsystemet.

Detta dr ett talsystem av hybridtyp dar blandade tal kan framstéllas som en kombination av
addition och multiplikation (Ifrah, 2001a, s.395). Kina anvande sig av ett decimalt system
alltsd med talet tio som bas och likt andra talsystem av hybridtyp finns inget behov av ett
tecken for den tomma méangden, nollan. Parallellt med dessa taltecken anvénde kineserna
ocksa tecken som var lite krangligare att skriva. Detta var ett satt att forsvara eventuell for-
falskning. Skrivsattet anvandes framst av bankirer i skrifter som var offentliga handlingar sa
som kope- och séljebrev, checkar och kvitton (Ifrah, 2001a, s.392). Under tiden det klassiska
systemet anvéndes borjade vissa kinesiska matematiker utesluta tecknen for 10, 100, 1000
och 10 000 och pa det séttet togs steg narmre ett positionssystem. Detta forde dock med sig
vissa problem da exempelvis talet 606 skrevs ut pa samma sétt som 66 eftersom det inte for-
ran langt senare fanns ett tecken for nollan (Ifrah, 2001a, s.474).

Fran Handynastin 200 f.Kr. - 200 e.Kr. har man hittat de forsta fynden av raknestavar vilka
kineserna borjade anvénda tillsammans med réknebréden for att utfora berakningar. | sam-
band med detta utvecklades nya beteckningar for tal, det som kallas kinesernas vetenskapliga
talsystem (Ifrah, 20014, s.517). Raknebradena anvéndes for att utfora berékningar och bestod
av rutor i vilka kineserna lade raknestavar gjorda av bambu. Ett tal representerades av rékne-
stavar utlagda pa raknebradet dar vérdet for dem var beroende av vilken ruta de lades i, alltsa
en form av positionssystem. Kinesernas raknebrade byggde pé ett decimalt positionssystem
dar vardet for rutan langst till hoger var utlagda raknestavar multiplicerat med 10°, vardet for
rutan nast langst till hoger var antalet raknestavar multiplicerat med 10 och s vidare. Talet
ett representerades med en stav och varje tal upp till fem representerades av lika manga stavar
som talet sjalvt. Taltecknen var pa sa vis ideografiska bilder da en raknestav motsvarade talet
ett, tva raknestavar talet tva och sa vidare upp till talet sex dar fem stavar ersattes med en stav
pa tvars, se figur 12 nedan (Ifrah, 2001a, 5.407,414).

e T omomom

1 2 3 7 8 9

Figur 12: Taltecken i kinesernas vetenskapliga system.

Raknebrédet anvandes till att bérja med enbart vid utrdkningarna men allt eftersom bdrjade
kineserna aven flytta ribborna fran raknebordet och anvanda dem i matematiska texter istallet
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for de klassiska tecknen for tal. Detta forde med sig en del problem da Il kunde tolkas som
talet tva eller elva. For att den forvéaxlingen inte skulle goras infordes en konvention att var-
annan position skulle ha alternerande riktningar pa ribborna, se figur 13.

ental, hundratal o.s.v.

Enheter i udda spalt d.v.s. | ” I” I"l ”"l | " "l
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Enheter i jamn spalt d.v.s.
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Figur 13: Konvention inférd for att forhindra forvéaxling.

Talet ett representerades av en lodrat ribba i forsta rutan medan 10 representerades av en vag-
rat ribba i andra rutan. Pa detta satt kunde talet utlasas korrekt d&ven om stickorna lades utan-
for bradan. Dock vet vi inte om en vagrit ribba representerar talet tio, tusen eller hundratusen,
nagot som Mei Wen Ding papekar i sitt matematiska problem fran 1600-talet (Ifrah, 2001a,
s.404). Eftersom ribborna far olika varden beroende pa i vilken ruta pa raknebordet de ligger
ar kinesernas vetenskapliga talsystem ett nastintill helt utvecklat positionssystem. Sa lange
raknebradet anvandes fanns inte ndgot behov av en nolla da den tomma rutan markerade en
tom mangd. Problemet uppstod forst da ribborna flyttades fran raknebradet. Det var nér sva-
ret nedtecknas utanfor bradet som nollan kom att behdvas. Det ar forst pa 700-talet under
Tangdynastin som tecknet for den tomma mangden, nollan kommer till Kina via Sidenvégen.
Det var de indiska buddhistiska missiondrerna som tog med nollan och detta under en tidspe-
riod nar Kina blomstrade bade vetenskapligt och teknologiskt (Ifrah, 2001b, s.86; Thomson,
1996, s.76). | ett kinesiskt astronomiskt verk som publiceras nagon gang mellan 718 och 729
e.Kr. skriver forfattaren “Varje gang ett tomrum upptrader i en spalt placerar man en punkt”
(Ifrah, 2001b, s.86). Ett matematiskt verk publicerat 1713 klargor att tecken fér 10, 100, 12000
och 10 000 for alltid ar borta och hybridsystemet ar forkastat for att istéllet fullt ut ersattas
med positionssystemet.

Aven om kineserna under lang tid inte hade ndgot tecken for noll kunde de utan problem rak-
na med det som de kallar “utan extra”, en tom plats pa rdknebordet. Men kineserna anviande
sig ocksa av negativa tal och det ar i Nio bocker om raknekonsten vi moter rakneregler for
hur man riknar med “utan extra” och med negativa tal. Liu Hui som skrev en kommentar till
verket 263 e.Kr. har forklarat hur negativa tal representeras av roda stavar pa raknebradet till
skillnad fran positiva som representerades av svarta stavar (Johansson, 2013, s.205,209). Nas-
ta gang efter detta som vi finner nagra liknande réakneregler for negativa tal och nollan ar hos
Diofantos 200 e.Kr. (Johansson, 2013, s.205-206).

Raknebradet ar en viktig del av matematiken under lang tid i Kina och férekommer lange i
samma form. Under 1300-talet ersatts den dock successivt med kulramen som finns kvar och

25



MMGL99 Tio fingrar VT 2014

anvands bland gemene man dven i dagens Kina. Fordelen med detta nya hjadlpmedel for be-
rakningar ar att den inte &r sa skrymmande da berékningar enbart gors pa en och samma rad, i
ovrigt sker berdakningarna pa samma sétt som pa raknebradet (O'Connor & Robertson, 2011).
Den var enklare att hantera och berékningarna gick snabbare att gora, alltsa mer praktisk och
for vardagsbehovet (Johansson, 2013, s.170).

Kulramen har levt kvar lange som ett viktigt hjalpmedel for forséaljare, bankirer och andra i
behov av att rakna bade i Kina men ocksa Japan och Sovijet. Ifrah (2013, s.419) berattar om
en van som vid valutavaxling sdg tjanstemannen forst berakna med en miniraknare for att
sedan kontrollera svaret med sin kulram. Den kinesiska kulramen bestod som standard av
femton metallstanger vilket gjorde att den hade kapacitet att rékna tal upp till storleksord-
ningen 10, Kulramen bestod av kulor fastsatta pa
metallstangen vilket gjorde det smidigare att ha med
an ett raknebrade med l6sa ribbor. Precis som talet
sex pa ett raknebréade representerades av en ribba pa
tvars var varje metallstang avdelad i tva delar dar en
kula pa den ovre delen (se figur 14) motsvaras av

- - —y

talet fem. Precis som man pa raknebradet uttrycker : :
talet 6 som 5+1 gors det dven pa samma satt pa kul- 6 3 0 2 71 5 & 0 ¢
ramen.

Figur 14: Kinesisk kulram (Abakus,
2013).
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5.6 Mayakulturen

Mayakulturen var en av de kulturer vilken véxte fram och blomstrade i Amerika under férco-
lumbiansk tid, det vill sdga innan européerna anlande till den nya varlden (Ifrah, 2001a,
s.431). Mayakulturen véxte fram omkring 400 f.Kr. och hade sin storhetstid mellan 200-900
e.Kr. Overgivna och évervuxna stader i djungeln med enorma pyramider och andra byggna-
der har vittnat for eftervarlden om mayakulturens kunskap inom arkitektur, byggteknik och
konst. Utover detta har forskare ocksa funnit att mayakulturen hade stor astronomisk kunskap
och utan paverkan av den gamla varlden kunnat utveckla matematiken langt (Ifrah, 2001a,
s.429; McLeish, 1991, s.137). Tack vare att mayakulturen utvecklade ett skriftsprak vilket
bestod av hieroglyfer, likt egyptiernas ideografiska skriftsprak, blev det mojligt for dem att
utveckla ett talsystem. Detta kan stallas i kontrast till deras grannkultur inkakulturen som
utifran vad vi vet idag aldrig utvecklade nagot skriftsprak och darmed inte heller nagot talsy-
stem (Ifrah, 20013, s.446).

Européernas iver att “kristna” den inhemska befolkningen i Amerika nar de kom till den nya
varlden resulterade i att munken Diego de Landa 1541 brénde i stort sett alla mayakulturens
skrifter. Det finns enbart tre texter som man idag kénner till som inte brandes. Daribland en
text vilken kallas Codex Dresdensis och som framst ar astronomisk och gett oss manga led-
tradar till mayakulturens matematik. Nagra ar efter bokbalet insdg de Landa vilket illdad
bokbalet var och sonade detta genom att nedteckna en kronika pa spanska om mayafolket,
deras sprak och kultur. Det verket har gett eftervarlden stor kunskap om mayakulturen. 1 kro-
nikan nedtecknade han bland annat nagra hieroglyfer som hjélpt eftervarlden att tolka de tre
texterna som klarade sig fran bokbalet men dven andra fakta i hans kronika har blivit en kalla
till kunskap om mayakulturen for oss idag (McLeish, 1991, s.137; Ifrah, 2001a, s.443). Ut-
ifran det vi idag vet, vilket &r litet i jamforelse med manga andra historiska kulturer och civi-
lisationer, verkar matematiken i mayakulturen néstan uteslutande anvants for astronomiska
berdkningar vilket i sin tur tjdnade ett religiost syfte. Astronomin var darmed en syssla férbe-
hallen de larde, det vill saga prasterna. Genom astronomi tolkades gudarnas sinnesstamning
och beroende pa denna kunde kommande tidsperiod antingen fyllas av hopp och vélgang eller
av elande och fortvivlan. Prasternas tolkningsforetrade gav alltsa dem mojlighet till stort
maktutévande pa 6vriga folket (Ifrah, 20014, s.451; McLeish, 1991, s.140).

Taltecken

Mayafolkets praster och larde byggde upp ett positionssystem med talbas tjugo. Till skillnad
fran det decimala systemet som utgar fran manniskans tio fingrar utgick mayafolket fran to-
talt tjugo fingrar och tar som manniskan har (Ifrah, 2001a, s.439). Talen 1-19 skrivs additivt
med hjélp av punkter, se figur 15, dér varje punkt har vérdet ett och varje vagratt streck var-
det fem.
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Figur 15: Taltecken i mayafolkets talsystem.
Mayakulturen har ocksa ett tecken for tom plats, en o0
) . I . - — 12 x 18 x 201
snacka som fick en viktig betydelse i det positionssy-
stem som mayakulturens larde utvecklade (Ifrah,
2001a, s.449). Mayafolkets talsystem ar ett positions- eeee 4% 201
system dar sammansatta tal skrivs lodréatt dar den
oversta siffran i raden ar av hogsta ordningen. Se ex- -
— 11 % 20°

empel i figur 16.

Figur 16: Talet 4411 i mayafolkets tal-

| ett strikt vigesimalt positionssystem tjanar talet tjugo system.

som bas och varje position representeras av en tjugopo-

tens. Nollte positionens vdrde motsvaras av talet multiplicerat med 20°, dérefter motsvaras
forsta positionens vérde av talet multiplicerat med 20" och talet i andra positionen multiplice-
rat med 202 Men i mayakulturen ska talet i den andra positionen multipliceras med 18 x 20
istallet for 20° (Ifrah, 2001a, s.447; O'Connor & Robertson, 2011). Detta ar ndgot som vid
forsta anblick kan verka markligt da aritmetiska berdakningar i detta system blir svara att
genomfora pa grund av systemets inkonsekvens. Vi skulle finna systemet mindre praktiskt
och inte sa anvandbart men bland mayakulturens larde var detta nagot mycket anvandbart da
18 x 20 = 360 syftar till antalet dagar under ett mayanskt solkalenderar. | talsystemet star
den nedersta positionen for antalet dagar som gatt, andra for antalet manader och tredje for
antalet ar (McLeish, 1991, s.142). Talet i figur 16 betyder alltsa tolv solar, fyra manader och
elva dagar. Vi skulle kunna jamfora detta med var digitala klocka som har lite speciella reg-
ler, allt fOr att det ska passa klockan och i det sammanhanget ar det otroligt praktiskt &ven om
det inte &r lika anvandbart i andra sammanhang.
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5.7 Indierna

Vedaskriften &r den aldsta skrift om hinduism som hittats (O'Connor & Robertson, 2011) och
den ar daterad nagra arhundraden innan var tideraknings borjan. Med denna skrift startar vi
beskrivningen dver indiernas matematik. Den vediska tiden stracker sig fran 1400 - 400 f.KTr.
och det &r under denna tid hinduismen véxer fram och véxer sig stark. Till Vedaskriften finns
det bilagor och en av dem &r den sa kallade Sulbasutran. | denna finns olika matematiska
utrakningar, till exempel beskrivs hur storleken pa altaret skulle vara och hur det skulle kon-
strueras for att gora gudarna nojda. Bilagan innehaller aven flera exempel pa sa kallade
pythagoreiska tripplar (till exempel 3,4,5) vilket visat att indierna tidigt hade kunskaper inom
geometri (McLeish, 1991, s.126). | och med dessa regler kring religidsa konstruktioner var de
matematiska tillampningarna viktiga for indierna. Begrepp som evighet och odndlighet fann
de mycket spannande och de intresserade sig tidigt for stora tal. Indierna skapade begreppet
“matematisk o#ndlighet” (Ifrah, 2001b, s.100) och de hade ocksa namn for stora tiopotenser.
Till exempel utgjorde 107 en koti och 10**° utgjorde en paduma (Ifrah, 2001b, 5.102). Ifrah
(2001b, s.105) menar att det troligen ar sa att indierna borjade med dessa spekulationer kring
stora tal runt ar 200 e.Kr.

Vedaskriften ar en viktig skrift om indiernas matematiska historia. Dock finns det inte sarskilt
mycket material som berattar om den matematiska utvecklingen i Indien och det material som
finns &r ofta svart att datera. Indierna skrev pa bark och i och med det har mycket ocksa for-
svunnit (Johansson, 2013, s.226). Den aldsta kanda skriften ifran Indien ar fran 2500-1500
f.Kr. men har ej kunnat tydas (Ifrah, 2001b, s.36). Forst fran ca 250 f.Kr. finns skriftsprak
som nu kan tydas. Ett av de skriftsprak som funnits ar branmiskriften, men varifran det skrift-
spraket har kommit &r idag okéant. Indierna skrev fran vanster till hoger och det var anpassat
for ljuden i sanskrit som ar brahminernas sprak. Brahminerna var de harskande préasterna efter
1500 f.Kr. (Thompson, 1996, s.64). Detta sprak beharskade bara brahminerna och de vakade
over det sa att det inte skulle komma andra till del. Kastsystemet hade kommit till Indien och
kunskapen skulle inte spridas till de som befann sig i lagre kaster.

Taltecken

Omkring ar 200 f.Kr. fanns det i Indien siffror som byggde pa additionsprincipen i ett deci-
malt system. Symboler fanns dven for alla tiotal, hundratal, tusental och tiotusental sa det
hogsta talet det fanns ett tecken for var 90 000 (Ifrah, 2001b, 5.68,72). Detta system var inte
anpassat for stora tal, det var ett additivt system men det var till och med svart att addera tal i
detta system (Ifrah, 2001b, s.72). Tecknen kallades fér brahmisiffrorna och under forsta
arhundradet sag de ut som i figur 17 nedan.
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Figur 17: Taltecken i brahmisystemet.

Ifran brahmisiffrorna kom nya grenar av taltecken och de kan idag delas in i tre tydliga grup-
per av skriftsystem som fortfarande anvénds; de nord- och centralindiska skriftsystemen, de
sydliga skriftsystemen och de orientaliska skriftsystemen (Ifrah, 2001b, s.39).

I norra och centrala Indien utvecklades mellan 300-500 e.Kr. brahmisiffrorna och de nya
tecknen kom att kallas guptasiffrorna. (Ifrah, 2001b, s.42). Férutom att taltecknen har foérand-
rats har aven fler taltecken lagts till for att kunna skriva storre tal och hdr kan man forestalla
sig tal s& stora som 10*?* (Ifrah, 2001b, 5.99). Guptasiffrorna illustreras i figur 18:

- = = % b £ 19 s 3

Figur 18: Taltecken i guptasystemet.

Aven guptasiffrorna utvecklas vidare med flera olika grenar och en gren ar nagarisiffrorna
som utvecklades 600-1000 e.Kr. (Ifrah, 2001b, s.98). Det ar idag de siffrorna som ar de van-
ligast forekommande i Indien (Ifrah, s. 188). Mellan gupta och nagari fortsatter taltecknen
utvecklas teckenmassigt men ett tecken laggs aven till. Det tillkommer en symbol for tom
plats och det ar aven nar nagarisiffrorna anvands som positionssystemet utvecklas (Ifrah,
2001b, s.43). Figur 19 visar hur nagarisiffrorna sag ut under 1000-talet och vissa av dessa
siffror kan kannas igen i de siffror som anvands idag.

T 23 84 £ 9w e o
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Figur 19: Taltecken i nagarisystemet.

Brahmisystemet var som tidigare ndmnts ett additivt system men allteftersom berakningar
blev svarare och nya sétt att rakna kom borjade indierna anvéanda sig av ett positionssystem.
Det decimala positionssystemet anvéndes i Indien under slutet av 500-talet vilket vi kdnner
till genom ett donationsbrev som har hittats dar artalet 594 var uttryckt i ett decimalt posi-
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tionssystem (Ifrah, 2001b, s.75). Men Ifrah (2001b, s.95-96) vill &ven mena att det fanns med
langt tidigare dn sa da han hanvisar till en avhandling fran ar 458 e.Kr. om den jainitiska
kosmologin. Dar anvandes nollan och aven det decimala positionssystemet och utifran detta
menar Ifrah att vart moderna talsystem maste tillkommit langt tidigare.

Indierna anvéande nollan bade som en symbol for den tomma mangden och for tom plats och
redan i borjan av var tiderdkning samlade indierna de filosofiska begreppen for noll under
rubriken “tomheten”. I och med positionssystemets utveckling hamnade begreppet noll pa
400-talet aven under en rubrik som hade med tomrummet mellan enheter att géra. Detta gjor-
de att begreppet innan 600-talet var en fullvardig nolla och Ifrah (2001b, s.194) menar att
dessa vidare tankar kring nollan maéjliggjorde for algebrans uppsving. Brahmagupta skrev ar
628 e.Kr. en text om nollan efter att forst ha definierat den som ett tal subtraherat med sig
sjalvt. Ifrah (2001b, s.121) menar att den moderna algebran i denna text foddes ty Brahma-
gupta generaliserade matematiken. Oversitts skuld och tillgéng till negativa och positiva tal
framkommer hur indierna tankte kring och hanterade det.

En skuld minus noll &r en skuld

En tillgdng minus noll &r en tillgang

Noll minus noll &r ingenting

En skuld dragen fran noll &r en tillgdng medan en tillgang dragen fran noll &r en skuld
Produkten av noll och en skuld eller en tillgang &r noll

Produkten av noll med sig sjalv &r noll

Produkten eller kvoten av tva tillgéngar &r en tillgéng

Produkten eller kvoten av tva skulder &r en tillgang

Produkten eller kvoten av en skuld och en tillgdng ar en skuld

Produkten eller kvoten av en tillgang och en skuld ar en skuld (Ifrah, 2001b, 5.121)

Indierna var poetiska och anvénde dven flera olika ord pa sanskrit for att uttrycka samma tal.
Exempelvis kunde talet atta uttryckas med gaja som star for de atta elefanterna, naga som
star for orm och murti som star fér formerna (Ifrah, 2001b, s.88). Dessa vaxte fram parallellt
med siffrorna under de forsta arhundradena (Johansson, 2013, s.229) och Ifrah (2001b, s.87-
91) ger detta exemplet:

Manen apsider i en yuga:

elden. tomrum. ryttarna. Vasu. ormen. havet,

och i dess avtagande nod:

Vasu. elden. de forsta manniskorna. ryttarna. elden. tvillingarna.

Elden star for tre, tomrum star for noll, de forsta manniskorna for tva och aven de andra or-
den star for en siffra som ar kopplad till ordet. Det ar alltsa symbolord (Ifrah, 2001b, 5.87)
och det gor att texten ovan kan dversattas med (Ifrah, 2001b, s.89):

Antalet varv som ménen apsider gor i en yuga ar 488203,
och antalet varv i dess avtagande nod &r 232238.
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Ifran “elden. tomrum. ryttarna. Vasu. ormen. havet” far vi alltsd fram siffrorna 3 0 2 8 § 4
vilket for oss kan kénnas bakvént. Men siffrorna skrevs i ordningen med stigande tiopotenser
fran vanster till hoger och gav alltsd 3 x 10° + 0 x 10* + 2 x 102 + 8 X 10® + 8 x 10* +
4 x 10° = 488203. Har ar det positionssystemet som anvinds och “metoden med talsymbo-
ler pa sanskrit var spridd i Indokina och Indonesien redan fran slutet av 500-talet e.Kr.”
(Ifrah, 2001b, s.91). Med detta menas att indierna troligen anvande sig av detta system langt
innan det.

Det ar ifran de olika orden for noll pa sanskrit som tecknen for noll kommit ifran (Ifrah,
2001b, 5.190). Ordet sunya star for noll och betyder tomrum och ordet bindu som ocksa star
for noll betyder punkt. Utifran bindu blir tecknet for noll en punkt och utifran sunya en ring
utan innehall. Det fanns alltsa tva olika tecken for noll och runt om i Indien varierade dven
tecknen for siffrorna. Ifran brahmisiffrorna bildades manga olika grenar som gav nya tecken
till siffrorna (Ifrah, 2001b, s.48). Siffrornas tecken var skilda ifran varandra pa olika platser
och det gjorde orden for siffrorna pa sanskrit &n mer anvandbara eftersom siffersymbolerna
inte var enhetliga. An idag &r det inte ett enhetligt siffersystem i Indien ty de olika grenarna
som bildats har levt vidare. Till exempel anvéands en punkt for siffran noll fortfarande i det
muslimska Indien (Ifrah, 2001b, s.28-32,224). Sindhisiffrorna ar en annan utveckling flera
steg efter brahmisiffrorna och anvénds i en region vid floden Sindh (Ifrah, 2001b, s.29,225).
De siffrorna anvands i ett positionssystem dar nollan tecknas som en ring, men de andra siff-
rorna ser annorlunda ut an vara men det finns dnda vissa likheter.

Denna del om indierna avslutas med ett aritmetiskt problem som Ifrah (2001b, s.112) ger
exempel pa. Ett problem skrivet pa vers vilket var mycket vanligt bland indierna. Sahar lyder
problemet:

Ett halsband brast under de &lskandes lek.

En rad av péarlor lossnade fran det.

Var sjatte péarla foll till golvet,

var femte stannade pa deras lager.

Var tredje rdddades av flickan,

var tionde av hennes élskade.

Pa remmen fanns sex parlor kvar.

Sé&g mig hur manga pérlor det fanns pé de lyckligas halsband!

32



MMGL99 Tio fingrar VT 2014

5.8 Araberna

De arabiska nomaderna levde till en bérjan pa handel med bland annat kryddor och parfymer
(Ifrah, 2001b, 5.261-263,273). Skriftsprak och rakning var da inte utvecklat hos dem utan det
borjade utvecklas ungefar 100 ar efter profeten Muhammeds dod 632 e.Kr. Det var da ara-
berna borjade erévra stora omraden och genom dessa erévringar fick de kontakt med andra
nationer och kulturer och med det nya kunskaper som de tog till sig och anvéande sig av. Ara-
berna ville vara med och sprida och gora kunskapen fran olika kulturer tillganglig och starta-
de ett gediget Gversattningsarbete dar matematiska skrifter fran den babyloniska, egyptiska,
kinesiska och grekiska kulturen dversattes till arabiska (McLeish, 1991, s.166). Flera univer-
sitet upprattades i den islamiska varlden och vélfyllda bibliotek fanns det nu gott om (Ifrah,
2001b, s.261-263,273).

Araberna var 6ppna for kunskaper fran de andra kulturerna, till skillnad fran de kristna i Eu-
ropa, och mottog till exempel hjalp av brahminer fran Indien nar de ville tillagna sig indiernas
vetenskap (McLeish, 1991, s.149). Ifrah (2001b, s.262) namner att “de muslimska erévrarna
hade torstat efter den kunskap som fanns hos de underkuvade folken, och hade i sina religiGsa
texter en regelritt maning till studier och forskning.” I och med att araberna tog till sig kun-
skaper fran olika kulturer och olika vetenskaper finns det idag en varldsomspannande veten-
skap, tidigare fanns det en grekisk vetenskap, en persisk vetenskap och sa vidare. Men nu
samlades allt ihop till en helhetsbild.

...sa blandades i matematiken grekiska metoder med indiska, ibland till och med i kombination med ba-
byloniska procedurer, och senare procedurer av kinesiskt ursprung. Detta visar att araberna, med det ut-
préglat syntetiserande tdnkande som k&nnetecknade dem, kunde forena den strdnga systematiken hos det
antika Greklands matematiker och historiker med den indiska vetenskapens praktiska karaktér. Detta var
forklaringen till de stora framsteg de gjorde inom aritmetik, algebra, trigonometri och astronomi (Ifrah,
2001b, 5.268).

Taltecken

Araberna tog till sig indiernas siffror och det kan ha agt rum sa tidigt som 700 e.Kr. (Ifrah,
2001b, s.282-283). Araberna tog till sig indiernas astronomi och med det larde de sig indier-
nas taltecken och raknemetoder. Men det var inte alla som pa en gang uppskattade de indiska
siffrorna utan vissa av araberna var konservativa och stannade kvar vid att rdkna som deras
fader gjort. De fortsatte anvanda sig av fadernas réknemetoder, fingerrakning och anvénda sig
av rakneord de hade sedan tidigare (Ifrah, 2001b, s.297).

Araberna kopierade till en bérjan indiernas nio siffror och de liknade lange siffrorna i naga-
ristilen, men allt eftersom forandrades siffrorna for att mer passa det arabiska skrivsattet
(Ifrah, 2001b, s.286). Aven nollan tog araberna till sig ifran indierna och den aterfinns béade
som en punkt och som en cirkel i olika delar av arabernas omraden (Ifrah, 2001b, s.191-192).
Araberna tog dock inte till sig de indiska siffrorna helt pa en gang utan de anvandes mesta-
dels for att underlatta rakningen (Ifrah, 2001b, s.300). Allmanheten tog till sig siffrorna snab-
bare &h &mbetsmannen som gérna rdknade med de nio forsta bokstdverna i det arabiska alfa-
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betet. Lange anvande araberna flera olika tecken och symboler for tal, man hittar det sa sent
som pa 1500-talet (Ifrah, 2001b, 5.300-301).

Ghubarsiffrorna ar en grupp taltecken som araberna i vést anvande sig av (Ifrah, 2001b,
5.289) och de #r ursprunget till vira “arabiska siffror” som senare kommer till Europa. Aven
ghubarsiffrorna kommer ifran Indien och de ar en utveckling av nagarisiffrorna (Ifrah, 2001b,
s.15). Troligen kom de till araberna i vast via kringresande kpman som inte kunde undga att
lara sig hur det raknades pa de platser de besokte (Ifrah, 2001b, s.293). Ghubarsiffrorna for-
andrades och har kan de mer och mer k&nnas igen med de siffror vi anvénder oss av idag. |
figur 20 illustreras hur taltecknen sag ut nar al-Banna al-Marrakushi skrev dem, omkring ar
1300 e.Kr. (O'Connor & Robertson, 2011).

P2 3 &Y 6 7 % 9

1 2 3 4 5 8 7 8 9

Figur 20: Taltecken i ghubarsystemet.

En viktig arabisk matematiker ar Al-Khwarizmi som levde i borjan av 800-talet (O'Connor &
Robertson, 2011). Han skrev en bok om hinduiska siffror som &r av stor betydelse for de in-
diska siffrornas spridning till vésterlandet (Thompson, 1996, s.312). Termen al-Jabr finns i
bokens titel och det ar darifran vart uttryck algebra kommer (McLeish, 1991, s.157). I boken
ger Al-Khwarizmi en grundldggande introduktion till férsta och andragradsekvationer och i
den skrivs talen med ord, inte s som vi dr vana. Till exempel skriver forfattaren “kvadrater
lika med rotter” (Thompson, 1996, s.312) och det skulle vi idag kunna skriva som exempelvis
x? = 2x (ibid.). Al-Khwarizmi raknar dock inte med negativa tal da det var obekant for ho-
nom (Thompson, 1996, s.313).

Innan den boken skrev Al-Khwarizmi en annan bok som behandlade algoritmer, till exempel
addition, subtraktion och konsten att berdkna roten ur ett tal. Dessa algoritmer tillsammans
med siffrorna fran indierna gjorde rakningen sa enkel att abakusen inte langre var nddvandig
da det nu kunde arbetas direkt med talen (McLeish, 1991, s.151). Boken har i arabiska biblio-
tekskataloger kallats Boken om addition och subtraktion med indiska metoder och &r en
sammanfattning av det Al-Khwarizmi fatt veta fran olika hall, men framst ifran indierna
(McLeish, 1991, s.153). I boken talar han dven om brakréakning. Han talar om sexagesimala
brak, multiplikation med stambrak och det ar samma system som vi anvander idag (McLeish,
1991, 5.156).

Till Europa

Araberna har bidragit med mycket till matematikens utveckling och vi ska avsluta denna del
med att kort beratta hur arabernas matematik togs vidare till Europa. Dér den sedan fortsatte
utvecklas till den matematik vi har idag. Européerna blev under 1100-talet mycket intressera-
de av arabernas vetenskaper (Ifrah, 2001b, s.351). Precis som araberna hade oversatt texter
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till arabiska borjade kristna nu dversatta texter som fanns pa arabiska till latin och de rakne-
metoder som nu fanns hos araberna ville fler och fler lara sig mer om. En man vid namn Leo-
nardo fran Pisa, kdnd som Fibonacci, besokte Framre Orienten och det muslimska Afrika och
“dar tréffade han arabiska rdkneméstare som forklarade sitt talsystem och sina rdknemetoder,
algebrans regler och geometrins grundprinciper” for honom (Ifrah, 2001b, s.351). Fibonacci
skrev sedan en avhandling om det han lart sig som var av stor betydelse for ”de ’arabiska’
siffrornas spridning och algebrans utveckling i Vasteuropa”. Avhandlingen hade namnet Li-
ber abacci och den var en introduktion till de hinduiska siffrorna och hur det rdknades med
dem (Thompson, 1996, s.336).

Det var inte enkelt for européerna att ta till sig de arabiska siffrorna flera personer forsokte
innan Fibonacci lyckades (Thompson, 1996, s.336). Det namn Fibonacci gav hans avhandling
kan ses som en del av detta da det 6versatt heter Fri abacus. Det indiska sattet att rakna var sa
enkelt att dven vanliga enkla manniskor kunde borja ldra sig att rakna. En man som sag de
stora fordelarna sags aven ha sagt att matematiken blev sa enkel att till och med kvinnor kun-
de borja rakna (Ifrah, 2001b, s.353). Manga man kande att deras makt riskerade att forsvinna
och dari 1ag problemet. Trots det vann de arabiska siffrorna mark dven om det tog lang tid
innan de helt accepterades.
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6. Del II - Jamforelser

| detta avsnitt av uppsatsen gors jamforelser av de olika talsystemen utifran tre inriktningar.
Den forsta inriktningen ar 6vergripande da vi gor en jamférelse mellan additiva system, sy-
stem av hybridtyp och positionssystem. Dessutom behandlar vi fragan kring nollans betydelse
samt vad hjélpbaser eventuellt kan bidra med.

Inom den andra inriktningen lyfter vi hur olika kulturer utfért berakningsprocesser, sa som
multiplikation och division. Olika system for berakning har utvecklats oberoende av varandra
vilket leder till skillnader i hur berakning har gatt till genom tiderna och nagra av dessa tar vi
upp och jamfor. Vidare behandlar vi anvandningen av brak, samt jamfor kinesernas satt att
berdkna kvadratroten ur ett tal med tillvagagangssattet vi idag skulle anvanda oss av, om vi
inte har nagot digitalt hjalpmedel tillgangligt.

Vi kan an idag finna spar av aldre talsystem i var vardag och detta tar vi upp i var tredje in-
riktning och funderar kring hur de olika kulturernas talsystem é&r tillampbara idag. Har kom-
mer vi ocksa diskutera fordelar och nackdelar hos skilda talbaser.

6.1 Olika typer av talsystem

For att fa en 6verblick av de talsystem vilka vi presenterat tidigare i denna uppsats foljer ned-
an en tabell som kategoriserar talsystemen.

Additiva system karvstocksystemet

sumeriska talsystemet

tidiga babyloniska talsystemet
egyptiska systemet
brahmisystemet

guptasystemet

attiska talsystemet

grekiska alfabetiska talsystemet
romerska talsystemet

System av hybridtyp klassiska kinesiska talsystemet

Positionssystem senare babyloniska systemet
kinesernas vetenskapliga talsystem
nagarisystemet

ghubarsystemet

mayafolkets talsystem

Tabell 1: Oversikt av olika sorters talsystem.
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6.1.1 Det additiva systemets enkelhet
Nagon gang i manniskans historia uppkom ett behov av att nedteckna tal for att hjalpa manni-

skans begréansade minne. Det kunde exempelvis vara for att kunna dokumentera antal bo-
skapsdjur eller fangade byten. | de forsta talsystemen som var additiva var addition av sma tal
enkelt att genomfora. Dock kan det behdva goras vissa omvandlingar, exempelvis da vi i det
egyptiska systemet adderar sex och sju. Svaret kommer att innehalla tretton tecken for ett dar
tio kan erséttas av ett tecken for 10. | detta enkla fall &r det ingen storre svarighet att 16sa men
vid addition av tal innehallande manga taltecken kommer den som adderar &nda behdva ord-
na och gruppera sina taltecken for att géra teckenomvandlingar. Dédrmed tappar det additiva
systemet sin podng i att ordning inte spelar roll. De additiva systemen &r enkla att forsta och
att utfora enkla additioner i men har en stor nackdel da vissa tal blir skrymmande att skriva,
vilket dock kan avhjalpas genom att infora fler taltecken. Vi kan se detta genom ett exempel
nar sumerer och romare ska skriva talet 56, se figur 21 nedan.

Sumeriska taltecken Romerska taltecken

4?? LVI

Figur 21: Sumerers och romares sétt att skriva talet 56.

Romarnas fordel var att talet inte kravde sa stort utrymme, nackdelen var att det manga tal-
symboler som den som laser talet maste kanna till. Detta ar dilemmat med de additiva syste-
men. Det behdvs ett antal olika taltecken som gor att det inte kravs for manga tecken for att
uttrycka ett tal samtidigt som det inte gar att ha alldeles for manga taltecken da det blir svart
att minnas dem alla. Det grekiska alfabetiska talsystemet hade dock minnesregler for sina
taltecken da det fanns ett logiskt samband med det grekiska alfabetet. Den som kunde rabbla
det grekiska alfabetet kunde darmed enkelt minnas vilket taltecken som representerade vilket
tal. Brahmisystemet hade lika manga tecken som det grekiska, skillnaden &r att dessa, vad vi
vet, enbart var abstrakta och inte hade ndgon koppling likt de grekiska.

Romarna utvecklade i sitt additiva system en subtraktionsprincip, vilket gjorde att man kunde
skriva talet fyra som 1V istéllet for 111l. Detta var dock inget som anvéndes av gemene man
utan nagot man hittar i skrifter som ar val genomarbetade (Ifrah, 2001a, s.288). Denna sub-
traktionsprincip underlattade, da tal som skrevs med denna princip inte blev sa skrymmande.
Samtidigt forsvarade detta system mojligheten att genomfora berakningar, da ordning i vanli-
ga additiva system inte spelar nagon roll, men att de nu gor det.

| vissa additiva system moter vi multiplikationsprincipen i utformningen av vissa tecken.
Multiplikationsprincipen ar en viktig grund for talsystem av hybridtyp och finns redan i vissa
additiva system. Exempelvis ar sumerernas tecken for 600 &r en kombination av tecknet for
10 och tecknet for 60. Likasa ar grekernas tecken for 50 en kombination av tecknet for 5 och
10.
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Grekiska talsystemet Sumeriska taltecken
5 X 10 = 50 10 x 60 = 600

Figur 22: Exempel pa hur taltecken multiplikativt kombineras for att
skapa nya taltecken.

Dessa talsystem ar fortfarande additiva aven om talsymbolernas utformning bygger pa multi-
plikation.

6.1.2 Hybridsystemet - ett steg ndrmre positionssystemet

Aven om vi i denna uppsats enbart presenterar ett hybridsystem, namligen kinesernas klassis-
ka system, har det funnits flertalet hybrida talsystem genom historien. Férdelen med hybrida
system ar att de inte kraver lika manga upprepande tecken for att uttrycka ett tal som additiva
system gor. Har kan nagra grundtecken, 1-9 i det decimala systemet ateranvandas pa flera
positioner och genom att ha olika tecken for tiopotenser gar det latt att utlasa talets varde.
Talsystem av hybridtyp underlattar da farre taltecken behovs an i ett additivt system men be-
gransas anda av att varje tiopotens kréaver ett nytt taltecken. Jamfort med additiva system é&r
det i hybrida system enklare att uttrycka stora tal men trots detta begrénsar det hybrida sy-
stemet 0ss.

Vara rakneord ar en form av ett hybridt talsystem. Var muntliga framstallning av talet 5 231
ar inte att vi sager fem-tva-tre-ett utan istallet uttrycker vi talet som fem-tusen-tva-hundra-tre-
tio-ett. Den muntliga framstéllningen har alltsa manga likheter med ett hybridsystem dar var-
je del av ordet motsvaras av ett eget tecken. Hybridsystemet kan alltsa ge oss storre forstaelse
for vad exempelvis siffran 5 ar vard i talet 5231. Vid storre tal &n tusental gors dock en grup-
pering. Talet 15 231 sager vi namligen inte som ett-tiotusen-fem-tusen-tva-hundra-tre-tio-ett
utan har grupperas tusentalen som femtontusen. P4 samma satt kommer ocksa miljontalen att
grupperas. Om denna gruppering inte skulle ske skulle det bli Iangt att exempelvis sdga talet
91 351 231 som nio-tio-miljon-en-miljon-tre-hundratusen-fem-tiotusen-ett-tusen-tva-hundra-
tre-tio-ett istallet kan vi saga nittioen-miljon-tre-hundra-fem-tio-ett-tusen-tva-hundra-tre-tio-
ett.

Né&r de hybrida talsystemen forsokts forenklas har det varit ett steg ndrmre ett positionssy-
stem. Det ar inte mojligt att ge en kultur eller ett folk &ran for att de upptéckte eller uppfann
positionssystemet. Ifrah (2001a, s.474-475) menar att positionssystemet &r nagot som upp-
tackts flertalet ganger. Forst av babylonierna som byter ut sitt omfattande additionssystem till
det sexagesimala positionssystemet, darefter av kinesiska forfattare som forkortar och férenk-
lar sina hybrida taluttryck genom att utesluta tecknen for tiopotenserna. Sedan &ven av maya-
folket som likt kineserna uteldmnar tiopotenserna i detta hybridsystem. Ifrah (2001b, s.87)
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menar &ven att det &r troligt att indiernas positionssystem var en helt inhemsk uppfinning.
Positionssystemet har ingen begransning i att det behdvs oandligt manga tecken utan har
kravs det enbart lika manga tecken som var talbas. Utifran detta kan vi uttrycka alla tal. Posi-
tionssystemet ger oss ocksa frihet att vélja en talbas som ar lamplig for vart syfte vilket gor
det flexibelt.

FORDELAR NACKDELAR
ADDITIVA TALSYSTEM | Enkelt att forsta Stora tal blir skrymmande att
Enkelt att gora enkla addi- skriva ut
tioner Infors for manga taltecken kan
Talets varde ar oberoende det bli svart att minnas vad alla
av taltecknens ordning. star for
TALSYSTEM AV HY- Inte lika skrymmande att Kraver ett nytt tecken for varje
BRIDTYP skriva ut tal som i additivt tiopotens.
system
Har direkt koppling till vara
rakneord
POSITIONSSYSTEM Med ett fatal tecken kan alla | Kraver forstaelse for varje posi-
tal uttryckas tions varde.
Enkelt att uttrycka stora tal
Latt att gora svara operatio-
ner

Tabell 2: For- och nackdelar med olika typer av talsystem

6.1.3 Hjdlpbaser

| flertalet talsystem som presenterats fanns hjélpbaser, det vill sdga tecken for tal som inte ar
en potens av den aktuella talbasen. Sumererna och romarna ar exempel pa kulturer som an-
vande detta. Dessa hjalpbaser underlattade utskrivning av tal men vid berakningar kunde vis-
sa problem uppsta. Nedan foljer en jamforelse av additionen 167 + 287 i ett additivt talsy-
stem dar vi forst anvander hjélpbaser (5, 50) och sedan gér samma berdkning utan dessa.

il
S U oo 6 B
1 5 10 50 100
Med hjélpbaser i vart additiva system

Steg ett: Gruppera alla taltecken och skriv Bé2" .+ + BB 6L » 7
lika tecken bredvid varandra. —EEB LAV » 0 F P
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Steg tva: Vaxla, det vill saga tva tecken for

50 blir ett tecken for 100, tva droppar blir =ﬁﬁ@g&gg VLR o F &
en telefon och tva tecken for 5 blir ett teck-
en for 10.

Steg tre: Vaxla, fem tecken for 10 véxlas R E|
till ett tecken for 50. e e C

Steg fyra: D inga fler vaxlingar kan géras BB BB 6.~~~

har vi fatt vart svar.

Utan hjdlpbaser i vart additiva system

Steg ett: Gruppera alla taltecken och skriv =B 000 F 7 75 F 7577 +
lika tecken bredvid varandra. BERELALLLOANN PP

Steg tva: Vaxla, det vill sdga tio tecken for L R e WeWoWoloWoWoNoNe oW Wollol

ett kan ersattas av ett tecken for tio samt _
att tio tecken for 10 kan ersattas med ett b bl St

tecken for 100 och s& vidare.

Steg tre: Da inga fler vaxlingar kan géras B B B @ X000 & F » 7
har vi fatt vart svar.

For- och nackdelar med hjdlpbaser

Fordelen med hjalpbaser ar att talet kan skrivas mer kompakt (Ifrah, 2001a, s. 280). Som vi
ser ovan kan talet 287 skrivas med nio tecken om vi anvénder hjalpbaser till skillnad mot sjut-
ton tecken utan hjélpbaser. Vid berékningen ovan kommer systemet utan hjélpbaser vara enk-
lare att anvanda da det i alla steg véxlas tio tecken till ett tecken. Med hjélpbaser behéver man
halla ordning pa om man ska vaxla tva eller fem i nasta steg, nagot som kan forsvara berak-
ningen. Dock &r det svart att undvika hjalpbaser i talsystem med en hdg bas, s& som sumerer-
nas, eftersom det ar otympligt att vaxla sextio tecken i varje vaxling.

Vart penningsystem ar ett additivt system med hjélpbaser da vi inte enbart har sedlar och
mynt i valorer av tiopotenser. Vi har &ven sedlar och mynt i valdrer fem, tjugo, femtio samt
femhundra vilka fungerar som hjélpbaser. En fordel med dessa valorer &r att antalet sedlar och
mynt blir farre och pa det séttet underlattas kontanthanteringen. I oktober 2015 kommer Sve-
riges Riksbank ge ut nya sedlar dar dven nagra nya valorer kommer finnas med. Istéllet for att
det idag finns atta valorer av sedlar och mynt kommer det i det nya systemet finnas tio valorer
dar tvakronan och tvahundralappen blir nya tillskott (Sveriges riksbank, 2012). Euron har
femton olika valorer och med det nya svenska systemet kommer dessa valutor ha samma
hjalpbaser, med undantag for att valorer for de svenska 6rena saknas.

Aven om penningsystemet finns i var vardag ar det f& personer som skulle utféra avancerade
berdkningar med hjalp av detta additiva system. Nar vi ska berédkna den totala kostnaden for
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exempelvis fyra hons som kostar 167 kr/hdna anvénder vi oss séllan av sedlar och mynt for att
komma fram till den totala kostnaden. Istallet skulle de flesta av oss stélla upp talet och med
vart positionssystem utféra berakningarna. Darmed slipper vi fundera pa hur manga femkro-
nor som kan véxlas till nasta valor, eller hur manga tjugolappar det gar pa en hundralapp.

6.1.4 Nollans betydelse i olika talsystem

Det &r svart att tanka sig ett talsystem idag utan en nolla, men tecken fér en tom plats eller den
tomma méngden har inte alltid varit en sjalvklarhet. N&r talsystemen borjade utvecklas var
nollan ett frammande och ibland helt onddigt koncept och i de kulturer som borjade med eller
endast hade ett additivt system fanns ingen nolla. Dock ar detta inget problem i just ett addi-
tivt system da tal skrivs genom att lagga ihop s& manga tecken av varje sort som behdvs. Du
adderar aldrig med noll och aven fast 101 innehaller en nolla skrivet i ett positionssystem
finns inte den nollan skriven i ett additionssystem. Det finns alltsa ingen anledning att marke-
ra ut tom plats eller tom mangd vilket innebar att det inte heller finns ndgon anledning att ha
en nolla. Darfor begransar avsaknaden av nollan de additiva systemen for att utvecklas vidare,
for nollan &r grundldggande for den matematiken vi kanner till idag. Men avsaknaden av nol-
lan begrénsar inte anvandandet av systemet i sig.

Né&r babylonierna utvecklade positionssystemet och nar kineserna skrev sina siffror utan rak-
nebradet blev nollans avsaknad tydlig. Nar talens position relativt varandra syftar pa talets
storlek blir nollan, eller den tomma platsen, viktig for talets storlek. I borjan férsokte babylo-
nierna se forbi det problemet och fortsatte skriva tal utan en nolla, vilket ledde till stora tvety-
digheter. Problemet forsokte kringgas med stérre mellanrum, men en tom plats ar svartolkad.
Ar det en nolla? Tva nollor? Och ju fler nollor ju stérre mellanrum och risken &r stor att man
istallet laser det som tva separata tal. Ett annat problem ar att ett mellanrum inte kan laggas
till i slutet av ett tal, som i 1 000.

Den babyloniska nollan ar en produkt av detta problem, men som vi tidigare namnt var den
inte en fullvardig nolla utan var enbart ett tecken for tom plats. Indierna som utvecklade sin
nolla mycket senare hade mycket stérre tankar och idéer kring nollan och dess betydelse. De-
ras nolla representerade inte bara tom plats utan ocksa den tomma mangden, vilket var ett steg
langre an babyloniernas nolla. Indiernas nolla var mer &n bara en nédldsning for att minska
forvirring i utskrivande av tal, deras tecken for noll betydde ingenting. Men dven mayakultu-
ren hade en fullvérdig nolla. Detta innebdr att det inte var en otillracklig nolla som hindrade
det vigesimala talsystemet ifran storre utveckling. Istallet var det systemets inkonsekvens som
satte kappar i hjulen da den andra positionens vérde inte 4 20% utan 18 x 20. Darmed kunde
inte nollan anvéndas i matematiska berékningar (Ifrah, 2001a, s.449-450).

Varfor kom indierna och mayakulturen sa mycket langre an babylonierna med nollans bety-
delse? Ifrah (2001b, s.191) talar om hur indierna tankte pa nollan ur flertaliga filosofiska per-
spektiv och menar att detta kan vara anledningen till indiernas framgang i omradet. De funde-
rade kring begreppen ingenting, tomhet, rymden och himlen och kopplade dessa till nollan.
Mojligen ar filosofin nyckeln till den stora utvecklingen av nollan. Den fullvardiga nollan,
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som bade markerar den tomma platsen och den tomma mangden, kraver en del tankearbete for
att bli begriplig. Vad betyder egentligen ingenting? Och hur markeras ingenting med nagon-
ting?

| historien har manga olika talsystem skapats och provats och manniskan har letat efter det
mest effektiva. Vi har testat oss fram genom tiderna vilket lett oss till positionssystemet, som
forbattrades avsevart med uppfinnandet av nollan. Nollan var “rdkneméstarnas senkomna men
mest storartade skapelse” (Ifrah, 2001a, s.480). Nollan gjorde det mdjligt att ta mycket storre
steg i raknekonsten och detta kombinerat med ett positionssystem och abstrakta mer latthan-
terliga taltecken skapade grunden till det talsystem vi anvander idag (Ifrah, 2001a, s.481).
Utan dessa matematiska uppfinningar hade matematiken inte alls varit d&r den &r idag och det
innebdr att alla varldens civilisationer inte heller hade varit dar vi ar idag.
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6.2 Berakning i olika talsystem

Matematiken &r ett utav de verktyg manniskan anvant sig av genom tiderna for att bygga upp
civilisationer. Utan matematiska berakningar hade byggnationer, olika typer av handel, kon-
troll dver boskap och befolkning och mycket annat blivit betydligt svarare och vi hade inte
kommit lika langt i utvecklingen som vi har gjort idag.

Genom féljande beskrivningar av olika berdkningsprocesser kommer olika begrepp att anvén-
das. Vi ar vana att vid multiplikation tala om faktorer, men i detta arbete finns det en poang i
att halla isar sjalva faktorerna. Vi kommer nedan att benamna den forsta faktorn som multipli-
kator och den andra som multiplikand. Liknande bendamning géller for taljare och ndmnare i
division, taljaren kallas har for dividend och ndmnaren kallas divisor.

6.2.1 Multiplikation

Egyptisk multiplikation

Egyptierna hade ett fungerande, men nadgot komplicerat, satt att utféra multiplikationer. Alla
multiplikationer med 10 som multiplikand var latta att utfora dd man endast behévde byta ut
alla befintliga tecken till tecken av en storre storlek (Ifrah, 20014, s.263). Men nar andra mul-
tiplikationer skulle utféras anvande egyptierna en process som endast innefattade successiv
addition och fordubblingar, den kunde ocksa innefatta tioférdubblingar. Problemet 87 x 18
hjalper till att illustrera processen och &r ett problem som skulle kunna uppstatt i forntida
Egypten da man exempelvis skulle vilja rakna ut hur manga far som finns da 18 bonder har 87
far var.

For att utfora multiplikationen anvands tva kolumner - i den vénstra skrivs forst 1 och i den
hogra forst 18, det vill saga multiplikanden. Sedan stegas fordubblingar i varje kolumn nedat
och en lista arbetas fram. Fordubblingarna avslutas innan ett hogre tal &n multiplikatorn 87
framkommer i vanster kolumn.

/1 18
/2 36
/4 72
8 144
/16 288
32 576
/ 64 1152

| nésta steg ses till den vénstra kolumnen och dar markeras med snedstreck alla de rader som
behovs for att tillsammans bilda summan 87. Samma rader i den hégra kolumnen adderas
ocksa ihop och darifran kommer svaret pa multiplikationen.
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Vanster kolumn: 64+16+4+2+1=287
Hoger kolumn: 1152 + 288+ 72 + 36 + 18 = 1566
87 X 18 = 1566

Det har sattet att utfora en multiplikation skiljer sig ifran de andra talsystemen och &r darfor
lite speciell, dock finns det en tydlig koppling till det bindra talsystemet som har en viktig roll
i dagens samhalle. Det binara talsystemet har talbasen tva och det innebéar att det endast &r
siffrorna 0 och 1 som anvands. Positionernas varde i det bindra systemet 6kar med en for-
dubbling, vilket &r precis vad som hander i férdubblingen i den vénstra kolumnen ovan. Ko-
lumnerna nedan visar pa kopplingen mellan férdubblingarna och det binéra talsystemets posi-
tioner. Vi kan alltsa med hjalp av férdubblingskolumnen skriva om tal - i detta fall tar vi 87
och 18 - till det bin&ra talsystemet.

For talet 87: /1 20 1 For talet 18: 1 0
/2 2! 1 /12 1
/4 22 1 4 0
8 23 0 8 0
/16 24 1 /16 1
32 2° 0
164 2° 1

Varje markerad rad i férdubblingskolumnen markerar ocksa den position som i det binara
talsystemet betyder en 1:a. Vi ser alltsd att 87 skrivs som [1010111]wz och 18 skrivs som
[10010]y4 i det binara talsystemet. Denna liknelse gar att dra ett steg till da multiplikation i
det binara talsystemet och egyptisk multiplikation bygger pd samma princip. Nedan beskrivs
detta utifran multiplikationen 45 x 11. Till vanster i figur 23 stélls den binara multiplikatio-
nen upp och for tydlighetens skull finns dversattningen mellan de binéra talen till det decima-
la systemet inom parentes bredvid. Till hoger visas den egyptiska multiplikationen.

Binar multiplikation Egyptisk multiplikation
101101 45) 1 45
= 1011 (11) 1 %0
101101 (45)
1011010 (90) 4 180
+ 101101000 (360) /8 360
111101111 (495)
Vanster kolumn: 1+2+8=11
Héger kolumn: 45+ 90 + 360 =495

Figur 23: Jamforelse mellan egyptisk multiplikation och multiplikation i det binéra talsystemet.
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| egyptisk multiplikation markeras de rader som ska adderas ihop for att ge svaret, i detta fall
45 + 90 + 360 = 495. Dessa tal ar ocksa de som adderas ihop i den binara multiplikationen.
Dessa bada processers likhet bygger pa talbasen tva i det binara talsystemet och den successi-
va fordubblingen i egyptisk multiplikation.

Multiplikation med rdknebrdde

Egyptiernas satt att berdkna multiplikation med hjélp av successiv fordubbling kan anses vara
av en ganska egen art. Nar vi istéllet tittar pa andra historiska kulturers satt att utfora berak-
ningar, sa som babylonier, kineser, indier, greker och romare, utférs de med hjalp av nagon
form av réaknebrade. Raknebradena sag lite olika ut men huvudprincipen ar ett fysiskt hjalp-
medel bestaende av ett bord eller brade med kolumner eller rutor samt 16sa foremal, s som
exempelvis raknestenar, kulor, bambupinnar etcetera. Kinesernas rdknebrade upptradde forst
under Handynastin och det finns gott om fynd som visar att bade greker och romare anvéande
sig av raknebord for berakningar (Ifrah, 2001a, s.304-307). Nagon form av raknebord fanns
aven hos indierna dar araber efter att ha tagit till sig indiernas réknekonst beskrev indiernas
sétt att rakna (Ifrah, 2001b, s.209).

Nedan kommer vi presentera hur kineserna anvénde sitt raknebrade for att utféra multiplika-
tion och darefter beskriva likheter och skillnader i hur romarna och indierna gjorde desamma.
Vad galler grekernas anvéndning av raknebord vet vi for lite for att kunna uttala oss om
(Heath, 1965, s.46). Aven babyloniernas sitt later vi bero da det inte &r bekraftat att de anvén-
de raknebrade aven om Ifrah lagger fram bevis for att det till stérsta trolighet var sa (2001a,
5.195).

Vi kan anta att kineserna skulle kunna méta samma problem som egyptierna, att behéva be-
rakna det totala antalet far i det fall det finns 63 bonder med 47 far var, alltsa utfora multipli-
kationen 63 x 47. Lat oss nu utfora denna berékning med hjélp av ett raknebrade.

Steg 1: Uppstéllning av tal. 4 7
Multiplikanden skrivs i rutorna pé éversta raden langst mot hogra kanten av
réknebrédet. Déarefter [amnas en blankrad dér svaret kommer véxa fram och
pa raden under det skrivs multiplikatorn dar entalssiffran i multiplikatorn

skrivs rakt under den hogsta siffran i multiplikanden. A 3
L _ . L 4 | 7

Steg 2a: Multiplikation mellan siffran av hdgsta ordning i multiplikanden

respektive multiplikatorn. 2 4

Multiplicera 4 x 6 och skriv svaret i blankraden med entalet i svaret direkt

ovan siffran av hdgsta ordning i multiplikatorn. B 3
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Steg 2b: Multiplikation mellan siffran av hégsta ordning i multiplikanden 1 7
och siffran av nast hégsta ordning i multiplikatorn.

Multiplicera 4 x 3 och skriv svaret i blankraden ovan pa samma sétt som i 2 3 2

forra steget adderat till svaret som redan finns dar, det vill sdga 240 +

12 = 252. 6 3

Steg 2c: Multiplikation mellan siffran av hégsta ordning i multiplikanden och siffran av ordning x i multiplika-
torn.

Upprepa steg 2 tills siffran av hdgsta ordning i multiplikanden har multiplicerats med siffror av alla ordningar i
multiplikatorn.

Steg 3: Forflyttning av multiplikator. 7
Ta bort siffran av hogsta ordning i multiplikanden och flytta multiplika-

torn ett steg at hoger. Overga till multiplikation av siffran av nast hogsta 2 5 2
ordning i multiplikanden. 5 9
Steg 4a: Multiplikation mellan siffran av nast hogsta ordningen i multipli- 7
kanden och siffran av hogsta ordningen i multiplikatorn

Multiplicera 6 x 7 och skriva svaret i blankraden ovan pd samma sétt som 2 9 4

i forra steget adderat till svaret som redan finns dar, det vill sdga 252 + 6 3
42 = 294.

Steg 4b: Multiplikation mellan siffran av nast hdgsta ordning i multipli- f
kanden och siffran av nast hogsta ordningen i multiplikatorn

Multiplicera dérefter 3 x 7 och skriv svaret i blankraden ovan pa samma 2 9 6 1
sétt som i forra steget adderat till svaret som redan finns dér. Det vill sdga

2940 + 21 = 2961. 6|3

Steg 4c: Multiplikation mellan siffran av nast hdgsta ordning i multiplikanden och siffran av ordning x i multi-
plikatorn

Upprepa steg 4 tills siffran av nést hdgsta ordning i multiplikanden har multiplicerats med siffror av alla ord-
ningar i multiplikatorn.

Steg 5: Forflyttning av multiplikator/avslutning.

Ta bort siffran av nést hdgsta ordning i multiplikanden och flytta multi-
plikatorn ett steg &t hoger om s& ar mojligt och verga till multiplikation 21916 |1
av siffran av nasta ordning enligt stegen ovan. Om det inte finns nagot
mer att multiplicera med &r svaret det som &r kvar.

Alltsa hade bonderna gemensamt 2961 far.

Indierna raknade pa liknande satt. Multiplikatorn stalldes under multiplikanden pa samma sétt
som hos kineserna och berékningen innehdll samma steg. Daremot hade indierna inte rutor
utan arbetade i kolumner. Flera siffror kunde alltsa dyka upp i samma kolumn. Till skillnad
fran kineserna hade indierna inte en sarskild svarsrad utan vid berakningen dyker svaret upp
pa multiplikandens rad vars siffror allt eftersom ersétts med vara svarssiffror. Steg 3 hos kine-
serna innebar darfor for indierna enbart forflyttning av multiplikatorn. (Ifrah, 2001b, s.315-
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317). Det kinesiska systemet kan darfor vara lattare att folja an indiernas da det tydligt syns
vilka siffror som tillhér multiplikanden och vilka som tillhér svaret da produkten véaxer fram
pa en egen rad. Det som daremot hande hos indierna var att de tog bort dven kolumnerna och
ersatte de platser som hade kunnat bli tomma med ett tecken for tom plats, nollan. Indierna
hade skapat sitt positionssystem och det forstods fullt ut nér de plockade bort kolumnerna vid
berdakning (Ifrah, 2001b, s.318).

Som tidigare ndmnts vet vi mycket lite om hur grekerna anvande sina rdknebraden men vi kan
anta att grekernas och romarnas tillvagagangssatt paminner om varandra da dessa kulturer
levde sida vid sida i samma geografiska omrade. Romarnas satt att anvanda raknebradet pa-
minner om det kinesiska med skillnaden att kinesernas ldgger ut sina tal i rutor medan det
romerska raknebradet &r uppbyggt av kolumner.

Pa romarnas raknebrade har varje kolumn ett specifikt varde. Da romarna lagger tre rakneste-
nar i kolumnen langst till hoger star detta for talet tre. Laggs samma antal raknestenar i den
andra kolumnen fran hoger sida sett har raknestenarna vérdet 30 vilket galler bade for multi-
plikanden och multiplikatorn. Detta ar nagot som skiljer det kinesiska och romerska raknebra-
det at da multiplikatorn hos kineserna inte ligger i rutor som motsvaras av talets varde. For
romarna skulle en utléggning av réknestenar likt i steg 1 betyda att multiplikatorn &r vard 630
och inte 63. Om romarna skulle multiplicera 47 x 63 skulle multiplikatorn likt multiplikan-
den ligga langst till héger. Romarna var darfor alltid tvungna att vara medvetna om att nar de i
detta fall tog 6 x 4 var det 60 x 40 de rdknade och darmed skulle svaret laggas ut som tva
réknestenar i kolumnen for tusental och fyra raknestenar i kolumnen for hundratal.

Romarna raknade multiplikation fran vanster till hoger, likt indierna och kineserna, vilket
innebar att de borjade med att multiplicera de stora talen. Det &r tvart emot hur vi gor idag da
vi borjar med multiplikation av ental for att sedan arbeta oss till stérre och storre ordningar.
Om man bortser fran romarnas sétt att rakna fran vanster till hdger och deras raknestenar kan
vi se att var multiplikation idag sker pa samma satt som romarnas. | grunden &r detta ocksa
samma sétt som kinesernas dock med skillnaden att kineserna flyttade multiplikatorn under
berékningarna. En fordel med det romerska raknebordet ar anvandningen av stenar vilka kan
sparas och i nésta delresultat enbart adderas, detta gor det mojligt att folja delresultat i multi-
plikationen vilket inte var méjligt pa kinesernas raknebrade dar mittenraden modifierades och
svaret successivt vaxte fram. Det ar darfor pa kinesernas raknebrade omdjligt att hitta eventu-
ella felberdakningar da delresultaten inte syns.

Romarnas réknebréden som till en borjan var stora och otympliga utvecklades till mer nétta
och bérbara rakneverktyg. Vaxtavlan ar ett sadant exempel som anvéandes i Rom och bestod
av en platta med svart vax vilken romarna skrev pa och suddade med en sa kallad stylus, ett
verktyg i jarn som anvéandes for att bade rita och stryka ut vad som tidigare ritats. Ett annat
verktyg var en sandfylld ram dar man med en smal pinne ritade sina kolumner och spalter.
Redan omkring var tiderdknings borjan tros dessa rakneverktyg ha anvants bland romarna och
pa 800-talet finns beskrivningar av desamma i europeiska skrifter (Ifrah, 2001a, s. 312).
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Multiplikation pa papper

Raknebraden ar inte nagot vi vanligtvis anvander oss av idag nar vi utfor berdkningar utan
berdakningsprocesserna fortsatte utvecklas. Araberna utvecklade ett satt att multiplicera pa
1200-talet som sedan formedlades till Vasteuropa (Ifrah, 2001b, s. 326-327). Till skillnad fran
tidigare anvénde araberna nu penna och papper som hjalpmedel vid multiplikationen vilket
gav till foljd att alla delresultaten vid berékning bevarades. Har nedan presenteras hur denna
process anvands.

Vi véljer multiplikatorn 78 och multiplikanden 34 och gor ett rutmonster med tva kolumner
och tva rader. Antal rader och kolumner beror pa antalet siffror i multiplikatorn och multipli-
kanden. Multiplikatorn skrivs ovanfor rutsystemet, siffran av hogs-

ta ordning forst och siffran av lagsta ordning (alltsa entalen) sist. r 8
Multiplikanden skrivs till héger om rutsystemet dar siffran av 4
hogsta ordning skrivs vid raden langst ner och siffran av lagsta 3
ordning till héger om forsta raden.
7 8
Efter detta dras i varje ruta en diagonal ifran 6vre vanstra hornet. 2 8 4
Dérefter multipliceras talen med varandra. Vi tar 7 x 4 = 28 och 3
skriver pa detta satt:
7 8
Resterande tal multipliceras pa samma sétt med varandra. Om |2 8 3 2/ 4
nagon storleksordning saknas skrivs 0 pa den platsen. 5 1 5 4| g
7 8
Dérefter adderas siffrorna i varje diagonal och man bdérjar med 5 a 3 214 — 2
diagonalen langst upp till hoger. Vi far alltsa 2, 8 + 3 + 4 = 15, T2
24+ 1+2=5, 2. Nar vi far talet 15 lagger vi till tiotalssiffran anoN]? — 5
som minne till nasta diagonals summa, alltsa till summan 5 som \L \L
istallet bli summan 6. Resultatet utlases sedan fran vanster till 2 5

hoger och darefter nedifran och upp, vilket ger oss 2652 som pro-
dukt.

| denna berakningsprocess spelar det ingen roll vilket tal vi borjar multiplicera med da alla
produkter har sina egna platser. Det gor berédkningen enkel. Alla delresultat finns kvar, inget
stryks langs vagen vilket ar en fordel dven med romarnas raknebrade och egyptiernas succes-
siva fordubbling. Att kunna se delresultaten gor att vi i efterhand kan kontrollera vara svar
vilket kineserna inte kunde gora. Pa grund av det vet vi idag inte hur alla kulturer réaknat da
det i manga fall enbart &r svaret som finns bevarat. Genom historien syns att matematik till en
borjan var sapass komplicerad att den forbeholls kulturens mest larde. 1 och med att olika sy-
stem arbetades fram blev den mer avancerade matematiken enklare och enklare for vanliga
manniskor att ta del av och lara sig om.

48



MMGL99 Tio fingrar

6.2.2 Division

Pa en lertavla, daterad till ar 2650
f.Kr., finns den aldsta k&nda nedskriv-
na divisionen (Ifrah, 2001a, s.190-
193). Problemet berdr hur manga per-
soner som 1 152 000 sila (ett sume-
riskt rymdmatt) korn kan delas ut till,
om varje person ska fa 7 sila var. For
att genomfora denna division anvande
sig sumererna av sina talpjaser och det
forsta steget ar att dela upp dividenden

i lampligt antal av olika talpjaser. | var ‘

000000
OIORIOIO0,
QOOIOIOIIOI0)

VT 2014

| Férsta resten
blir 4

9990

009000

@

division kan vi dela upp 1 152 000 i Férsta kvoten blir 4

32 talpjaser som vardera ar vdrda 36  Figur 24: Illustration over tillvagagangssattet i den aldsta

000 alltsa 1152000 = 32 X  sumeriska divisionen.

36 000. De har 32 talpjaserna delas
sedan in i grupper om 7 vilket illustreras i figur 24.

Den forsta kvoten beskriver att 4 x 36 000 personer
kan fa 7 sila korn var. Den forsta resten representerar de
personer vi har kvar att tilldela 7 sila korn. Men for att
gora detta maste vi véxla in de 4 talpjaser av varde 36
000 till 40 stycken talpjaser av varde 3600. Nu tillampas
samma metod som tidigare, vi far da ut en ny kvot som
beskriver ytterligare personer som kan fa 7 sila korn.
Denna process upprepas tills det inte finns nagon rest,
eller tills det inte gar att véxla till en mindre talpjés.
Sumererna utforde varje steg och lade i varje steg bort
sd manga talpjaser som kvoterna gav, addition av dessa
gav till slut svaret. | figur 25 gar att utléasa kvoterna och
resterna i alla steg som gors.

Sumererna anvande sig inte av tabeller pa det sattet som
illustreras har, men vi har valt att ha med en tabell for
beskrivning och férenkling. Det slutgiltiga svaret ges
genom att addera réatt antal talpjaser, detta antal kom-
mer alltsa ifran kvoterna. Resultatet blir:

Talpjds Kvot Rest
@ | ..
36 000
O | s | s
3600
| .|
600
Pl .|
60
O
10 > 1
> 1 3
1

Figur 25: Tabell dver alla steg i den
sumeriska divisionen.

36000 x4+3600x54+600x4+60x2+10x5+1x1=164571

Alltsa ar svaret pa den aldsta kanda nedskrivna divisionen att 1 152 000 sila korn gar att dela
ut till 164 571 personer sa att varje person far 7 sila korn. Dock far man inte glomma bort
resten. Det sista steget ger en rest som varken gar att dela upp i grupper om sju eller att véxla
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till andra talpjaser. Det innebér att divisionen 1 152 000/7 har en rest pa 3, en rest som sume-
rerna inte hanterade vidare som ett braktal.

6.2.3 Tal i brakform

Till skillnad fran sumererna som genomforde den &ldsta divisionen kunde kineserna, nar de
genomforde divisioner, fortsatta att arbeta med den rest de fick fram och resten uttrycktes da
som ett brak (Johansson, 2013, s.173-174). Sattet att uttrycka brak i decimalform fanns inte
men brak, delar av en helhet, har funnits med i flertalet kulturer. Hade kineserna raknat sam-

ma division som sumererna hade de alltsa fortsatt och lagt till braket ; till svaret. Resten 3 i
berdkningarna blir alltsa taljaren i braket och divisorn 7 blir namnaren.

Om resten inte ar forkortad sa langt som majligt gors detta genom att hitta den storsta gemen-
samma delaren, som beskrivs i Nio bocker om réknekonsten (Thompson, 1996, s.87). Hade

divisionen gett resten % hade den storsta gemensamma delaren hittats genom successiva sub-
traktioner. Vi tar 91 — 49 = 42, 49 — 42 = 7 osv. Denna process ger 0ss en tabell och dar
ser vi att den storsta gemensamma delaren ar 7, vilket for att vi kan forkorta g till %

491497 |\ 7 | T | T | T |7

91(42|42|35(28 (21|14 | 7

Stora likheter finns med det sétt vi anvander oss av idag, Euklides algoritm, som finns i Ele-
menta (Thompson, 1996, s.222-225). Grekerna, som till skillnad fran kineserna var mer teore-
tiska, anvande sig av denna algoritm dven for att bestimma om tal var relativt prima. For gre-
kerna var det de teoretiska tankarna kring tals gemensamma delbarhet och motsatsen, irratio-
nella forhallanden, som var det intressanta (Johansson, 2013, s.118). Kinesernas anledning
daremot var att det var mer tillampbart da braken var forkortade sa langt som majligt.

Det drojde ganska lang tid innan européer borjade rakna med brak dar namnaren var en potens
av 10, men det var det som bidrog till att systemet med decimaler utvecklades. Babylonierna
var forst med att ge brakdelarna ett rationellt teckensystem dar namnaren var en potens av 60.
Dock fanns det flera nackdelar i sattet de skrev braken pa da de latt kunde missforstas om man
inte tog hénsyn till sammanhanget (Ifrah, 2001b, s.362). Det teckensystem vi idag anvander
kommer ifran indierna, de skrev brak ungefar som vi gor idag men utan ett brakstreck vilket
araberna lade till senare (Johansson, 2013, s.281).

Pa 1500-talet togs ett avgdrande steg av belgaren Simon Stevin da han skrev talet 679,567
som 679(0) 5(1) 6(2) 7(3). Detta innebar “679 fullstindiga enheter, 5 decimalenheter av forsta
storleksordningen (eller tiondelar), 6 decimalenheter av andra storleksordningen (hundrade-
lar), och 7 decimalenheter av tredje storleksordningen (tusendelar)” (Ifrah, 2001b, s.363).
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Skrivsattet utvecklades sedan till att talet skrevs: 679 567 dar siffran 9 (alltsa entalssiffran)
hade en liten cirkel precis ovanfor sig. Den ersattes sedan av dagens decimalkomma i bérjan
av 1600-talet da det var viktigare att rakna mer exakt och med mer an enbart heltalsdelen
(Ifrah, 2001b, s.363)

Det finns flera positiva saker med decimalerna. Det enklare att addera med decimaltal &n med
tal i brakform eftersom addition med brak kraver att namnarna ar lika, men star talen i deci-
malform &r det bara att addera. Vid anvandande av decimaltal ar det dven enklare att se vilket
tal som &r storst. Att saga vilket brak som ar storst av 13/27 och 17/37 ar mycket svarare &n
att saga vilket tal som &r storst av 0,4815 och 0,4595. Detta gor ocksa att det blir mycket latta-
re att se en successiv forandring dar vi har tal i decimalform, exempelvis om vi vill félja en
kurva. Utvecklandet av decimaltal var darfor ett stort steg for matematiken.

6.2.4 Bestimma kvadratroten ur stora tal

Att bestamma kvadratroten ur ett stort tal &r nagot som an idag kraver en komplicerad berak-
ning. Trots detta gjordes berakningar av kvadratroten redan pa babyloniernas tid, da detta var
praktiskt att anvanda bland annat inom geometri. Manga utav de mer komplicerade berak-
ningarna utfordes med hjalp av de stora och utforliga tabeller som de larda skapat. Svar pa
berdkningar av sorten 1 — % ficks genom att i en tabell se vad % behover kompletteras med
for att na 1. Har utfors alltsa en subtraktion med hjalp av en tabell ver addition, samma reso-
nemang anvandes ocksa vid division da tabeller 6ver multiplikation anvandes. Med samma
princip l6ste babylonierna dven andragradsekvationer och roten ur med en stor tabell av kva-
drater. Skulle \/[20,25]sexti0, /[1225] 40 , 10sas tittade skrivaren i tabellen och sokte efter de
tal som kvadrerat gav svaret [20,25]sextio, [1225]¢0, Vilket &r [35]sextior [35] 1o (O'Connor
& Robertson, 2011). Denna metod kan ses som ett forhistoriskt satt att berdkna roten ur, efter-
som berakningen inte gar att utféra om svaret inte “redan finns” i form av tabellerna.

| det kinesiska verket Nio bocker om raknekonsten finns foljande problem presenterat: “Givet
en area pa 55 225 (kvadrat-)bu. Sig: vad ér kvadratens sida” Direfter foljer en utforlig be-
skrivning av hur man beraknar detta med hjalp av rdknebradet och réaknestavar. Huruvida en
hjalprad, den som nedan kallas shang, ursprungligen fanns med &r oklart men Sun Zi, som pa
400-talet kommenterar verket, menar att sa var fallet (Johansson, 2013, 186-190).

For att 10sa detta problem behdvs en hel del skicklighet vad géller hanteringen kring sitt rék-
nebrade. Vi anvander oss av fyra rader pa raknebradet déar svaret kommer vaxa fram pa den
oversta raden shang. Pa andra raden, som kallas shi, lagger vi ut det givna talet vilket vi ska
dra kvadratroten ur. Den tredje raden, fang fa, motsvaras av divisorn och den nedersta raden,
xia fa, hjélper oss att veta vilka kolumner som &r aktiva i berédkningarna, vilket alltid &r ko-
lumnerna till vanster om raknestickan samt den rakt ovan.
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shang
Steg ett: Skriv upp talet pa raden shi och placera en ? ? 2 2 5 | shi
raknesticka i rutan langst till hdger pa raden xia fa.
fangfa
1 xia fa
shang
5 5 2 2 5§ | shi
Steg tva: Flytta den lanade raknestickan tva platser i taget
s langt som mojligt till vanster sd att den fortfarande star fangfa
under talet.
1 xia fa
2 shang
) ) 5 5 2 2 5 | shi
Steg tre: Uppskatta roten ur forsta siffran till narmsta
lagre heltal och skriv det i rutan for hundratal pa raden fangfa
shang.
1 xia fa
2 shang
Steg fyra: Ange det skattade talet direkt 6ver lanestickan )
. 5 5 2 2 5 | shi
pa raden fang fa.
2 fangfa
1 xia fa
Steg fem: Subtrahera sedan produkten av det skattade
talet och fang fa fran shi. 2 shang
Kommentar: Hittills har vi alltsd skattat hundratalssiffran
i roten ur. Nu ska vi skatta tiotalsiffran och dérfor beho- 1 S 2 2 5 | shi
ver vi flytta var Ianestav tva steg at hoger. Men innan det
lite forberedelser. 2 fangfa
1 xia fa
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2 shang
Steg sex: Fordubbla fang fa och flytta ett steg at hoger. 1 5 2 5 5 shi
Flytta darefter lanestaven tva steg at hoger.
4 fangfa
1 xia fa
Steg sju: Nu ska vi uppskatta tiotalssiffran. Siffran kan ) 3 ]
inte vara storre &n 15/4. Testa forst med ndrmsta heltal shang
under denna kvot. Dock maste subtraktionen i steg nio
vara mojlig vilket kan betyda att ett lagre heltal far véljas 1 5 2 2 5 |sni
och ange det nya skattade talet i kolumnen ovan lanesta-
ven pé rad fang fa. 4 3 fangfa
1 xiafa
2 S shang
Steg atta: Subtrahera den skattade siffran multiplicerat
med fang fa fran shi 152 — 3 x 43. Om det ger ett negativ 2 3 2 5 | shi
resultat s behdvs den skattade siffran minskas och vi
borja om fran steg sex. 4 3 fang fa
1 xiafa
2 3 shang
2 3 2 5 shi
Steg tio: Addera den skattade siffran till fang fa.
4 6 fang fa
1 xia fa
2 3 shang
Steg elva: Flytta lanestaven i raden xia fang tva steg at 2 3 2 5 |shi
hoger. Flytta fang fa ett steg till hdger.
4 6 fangfa
1 xia fa
Steg tolv: Skatta sedan entalssiffran. Siffran kan inte vara 5 3 5 | shang
storre an 232/46. Testa forst med narmsta heltal under
denna kvot pa samma satt som i steg sju och ange det nya 2 3 2 5 |shi
skattade talet i kolumnen ovan lanestaven pa rad fang fa.
4 6 fangfa
1 xia fa
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2 3 5 shang
Steg tretton: Subtrahera den skattade siffran multiplicerat .
med fang fa fran shi (2325 — 5 x 465). Om det ger ett sh!
negativ resultat s behovs den skattade siffran minskas och
S o 4 6 5 fangfa
vi bdrja om fran steg sex.
1 xia fa

Da shi nu ar tom har vi fatt fram vart svar pa raden shang. Alltsa ar V55 225 = 235.

Det som hénder i stegen ovan kan vid forsta anblick verka vara magi men genom att titta
narmre forstar vi att varje steg har ett matematiskt syfte. Vi borjar med att skatta hundratalet i
kvadratroten och i steg fem tar vi sedan bort detta i kvadrat (det vill saga 200%) frén raden shi.
Nésta steg ar att gora en lite mer exakt skattning av kvadratroten. Detta genom att skatta
hundratal och tiotal. Nasta skattning &r alltsd 200 + 30 och da vi ska subtrahera detta i
kvadrat maste vi beakta den dubbla produkten da (200 + 30)2? = 2002 + 2 x 200 x 30 +
302. Den forsta termen subtraherade vi redan fran shi i steg fem. Resterande, 2 x 200 x 30 +
302, subtraheras i steg nio. Darefter fortsatter vi pa samma satt tills vi har uppskattat alla siff-
ror. Att vi tidigare i steg sju kunde uppskatta nastkommande siffra genom att ta 15/4 beror pa
att 15 000 i detta fall &r den dubbla produkten och den sista kvadraten. Det vill sdga 2 X
200 x nagonting + nagonting x nagonting och detta ndgonting kan absolut inte vara storre
an att 2 x 200 x nagonting blir mindre an 15 000. Alltsa 15000/4000 = 15/4.

Idag anvander de flesta av oss miniraknare for att 16sa kvadratroten ur stora tal men att 16sa
samma problem utan minirdknare kraver mer av oss. Ett vanlig metod &r att testa sig fram

vilket kan géras pd mer eller mindre effektiva sétt. Att forsoka losa uppgiften v237169 och
bérja med att prova 12, 2% och sa vidare skulle inte vara sarskilt effektivt. Ett mer effektiv satt
att prova sig fram ar att inse att kvadratroten ur 237 169 maste vara mindre an 1000 men sam-
tidigt storre an 100. P& detta satt kan vi fortsatta och prova oss fram och stegvis ringa in talet
och finna en l6sning.

Kinesernas tillvagagangssatt bygger ocksa pa vissa uppskattningar men ar mer. Den algoritm
som kineserna anvande ar mycket lik den som idag presenteras pa internetsidor sa som wiki-
pedia med mera (Methods of computing square roots, 15 maj 2014). Skillnaden &r att wikipe-
dia och andra anvénder sig av penna och papper dér kineserna enbart hade tillgang till ett rak-
nebrade. Detta ger oss mojligheten att bevara delresultat pa ett annat sétt &n vad som var moj-
ligt for kineserna. Dessutom anvénds sjalvklart moderna tecken som rottecknet och de arabis-
ka siffrorna. Likheter finns, da xia fa finns med i den moderna algoritmen, men dér inte som
raknesticka utan istallet som utritade prickar som begransar vilka siffror som &r aktiva. | ¢v-
rigt sker algoritmen pa samma satt forutom att steg sju ovan pa wikipedia beskrivs som
4_ x _vilket ska vara mindre &n 152 och vi fragar oss vilken siffra som ska sta pa strecken.
Detta steg & matematiskt samma som kinesernas, men uttrycks lite olika i text.
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Detta &r ett vittnesbérd om hur otroligt val utvecklad matematiken var aven for mycket lange
sedan. Aven om vi sett en exponentiell kurva av teknologisk utveckling de senaste aren ska vi
vara medvetna om att den matematik som ligger till grund for denna utveckling har funnits
som kunskap hos manniskan i flera tusen ar.

55



MMGL99 Tio fingrar VT 2014

6.3 Tillampningar

Som vi i avsnitt 6.1 skrev om finns det fordelar och nackdelar med alla talsystem. | detta av-
snitt tar vi utgangspunkt utifran talsystemens styrkor och presenterar och diskuterar hur delar
av olika talsystem lever kvar idag och vad de anvénds till.

6.3.1 Karvstocken

Ménsklighetens forsta talsystem, karvstocken, kan anses vara ett primitivt sétt att anteckna tal
pd. Att andra talsystem skulle sla ut detta primitiva satt ar latt att tro men faktum ar att karv-
stocken finns kvar an idag, 30 000 ar efter att den forst hittats anvand. Vad ar det da som gor
karvstocken till ett talsystem som fortfarande ar anvéndbart? Fordelen med karvstocken &r att
den bevarar delresultat langs rakningens gang. Den &r ocksa, utifran att strecken grupperas pa
samma satt, latt att jamféra med en annan karvstock och visuellt syns snart vilken karvstock
som har flest streck. Ett vardagsnara exempel &r poangrékning vid brannbollsmatch. Att fora
protokoll i en sadan match gors enklast med karvstocksstreck. Da kan poangraknaren folja
delresultaten och aven jamfora med det andra laget. Skulle vi istéllet skriva upp podngen med
vara arabiska siffror skulle det behdva goras en rakneoperation for att se vem som leder, vil-
ket vi slipper med karvstockssystemet. | figur 26 nedan gar det med en snabb blick i karv-
stockssystemet latt att se vilket lag som har mest podng medan det grekiska systemet kraver
att vi adderar ihop alla tecken. Dock &r fordelen med det grekiska systemet att man latt kan se
hur méanga ganger som varje lag fatt poang, nadgot som karvstockssystemet inte visar.

Karvstockssystemet Grekiska bokstavssystemet

Lag 1 Lag 2 Lag 1 Lag 2

H\H M ”‘H m aydpa appap
M(\( W | vaaaa | aaaya

a

Figur 26: Brannbollsprotokoll i olika talsystem.

6.3.2 Olika talsystem som dnnu anvinds

Det sexagesimala talsystemet levde kvar hos de grekiska astronomerna och fordes vidare av
arabiska och judiska astronomer till Europa (Ifrah, 20014, s.234). Vi kan se detta i cirkelns
antal grader och i var tidematning. Dygnet har 24 timmar, varje timme bestar av 60 minuter
och varje minut bestar av 60 sekunder och denna uppdelning har en direkt koppling till det
sexagesimala talsystemet (Ifrah, 20014, s.236). Skrivs en tid som 3 timmar, 17 minuter och 35
sekunder pa modernt vis kan vi dock inte skriva om detta till det sexagesimala systemet direkt
pa grund av oregelbundenheten i basen da ett dygn &r 24 timmar och inte 60 timmar. Men
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minuter och sekunder byggs upp som potenser av 60. Oregelbundenheten som uppstod vid
overgangen mellan timmar och dygn beror troligen pa att indelningen av dygnet, som ar en
obestridlig tidmé&tning, gjordes forst och bestdmdes till 24 timmar. Sedan delades dessa tim-
mar in pa ett satt som var kant, darav 60 minuter och 60 sekunder. Detta kan jamféras med
oregelbundenheten i mayafolkets talbas som bygger pa att vardet 18 x 20 i andra positionen
passar battre emot arets antal dagar an 20 x 20. Systemet for var tideméatning och mayafol-
kets talsystem har alltsa anpassats till en praktisk tillampning.

Fram till 1700-talet hade manga olika mattsystem utvecklats i Europa och de skiftade fran
omrade till omradet. Under franska revolutionen i slutet av 1700-talet gjordes ett forsok till
standardisering av matt- och viktsystem vilket resulterat i det metriska systemet, som grundar
sig pa langdenheten meter. Innan denna reform var det vanligt att mattenheter baserades pa
talbasen tolv, men det fick ge vika for det metriska systemet. Under samma tidsperiod gjordes
ett forsok att infora decimaltid, det vill sdga att dygnet istéllet skulle besta av 10 decimaltim-
mar X 100 decimalminuter x 100 decimalsekunder. Detta for att det skulle underlatta tidsbe-
rakningar men det skulle krava en omdefiniering av hur lang en sekund skulle vara. Tid var
nagot som blivit djupt rotat i befolkningen och 1803 valde man att aterga till det gamla sattet
att rakna tid, i multiplar av 24 och 60 sa som vi fortfarande gor. Att gora om tiden till deci-
maltid gick alltsa inte men daremot har vara matt- och viktenheter levt kvar fram tills idag
(Ifrah, 2001a, s.71-73, Decimaltid, 2014, 4 januari).

Det romerska talsystemet lever ocksa kvar men dock i en liten utstrackning. Det finns med
mer i sprakliga sammanhang &n i matematiska da de romerska siffrorna ofta anvands som
ordningstal. Exempelvis skriver vi fortfarande oftast Karl XII och inte Karl den 12:e. | dvrigt
lever det romerska talsystemet i en tynande tillvaro.

6.3.3 Olika basers for- och nackdelar

Den decimala talbasen har haft framgang i manga kulturer och talsystem. Talbasen tio ater-
finns i de flesta av de talsystem vi presenterat i detta arbete. Vad beror det pa att talbasen tio
fatt sddan genomslagskraft? Troligen ar svaret sa simpelt som att det beror pa antalet fingrar
pa manniskans hand, da handen tjanat som det forsta hjalpmedlet till berakningar. Utifran
detta ar det ocksa enkelt att forsta att exempelvis romarnas hjalpbas fem kan héarledas till anta-
let fingrar pa en hand. Ingen kan veta hur vart talsystem skulle sett ut om vi istallet hade haft
sex fingrar pa varje hand, antagligen hade talbasen tolv varit den gangse. Ifrah menar namli-
gen att “valet” av talbas tio inte gjorts utifran att den skulle vara den optimala talbasen utan att
det snarare ar en konsekvens av hur manga fingrar manniskan har (2001a, s.69,79). | vart tal-
system idag &r tio talbasen men det finns manga fordelar med att vélja andra talbaser i ett po-
sitionssystem. Nedan presenteras nagra talbasers for- och nackdelar.

Det bindra talsystemet - enkla rakneoperationer

Idag &r det binara talsystemet med talbas tva grunden for all digital teknik. Detta pa grund av
dess hardvara som &r en uppbyggnad av mangder av strombrytare som antingen leder eller
inte leder strom, 1 eller 0. Nackdelen med ett binart talsystem ar att det kan kravas manga
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siffror for att skriva storre tal, manga strombrytare i datorns varld. Talen och antalet strombry-
tare blir skrymmande vilket marktes i de férsta datorerna da strombrytarna var stora. Men allt
eftersom strombrytarna blivit mindre och bytts ut mot mindre transistorer sa &r de skrymman-
de talen inte langre ett problem.

Det binara talsystemet kraver enbart att sma additions- och multiplikationstabeller memoreras
for att utfora matematiska operationer. | det decimala positionssystemet &r tabellerna 10 x 10
tal till skillnad fran det binara positionssystemet dar 2 x 2 tal racker att memorera. Darmed &r
det enklare att genomftra matematiska operationer i ett binart talsystem.

Det duodecimala systemet - med mdnga delare
En egenskap att forespraka for en talbas skulle vara att den har manga delare. Talbasen tio har

tva delare, 2 och 5, vilket gor att manga brak skrivna i decimalform far en oandlig decimalut-
veckling. En talbas som &r lampligare &n tio, utifran onskemalet om fler delare, ar tolv. Det
vill séga ett duodecimalt positionssystem. Nackdelen &r att de multiplikations- och additions-
tabeller vi behdver memorera skulle bli nagot storre an i det decimala talsystemet. Det skulle
alltsa krava lite mer av det manskliga minnet an idag. Daremot skulle talbasen tolv, som é&r
delbar med 2, 3, 4 och 6, ge fler tal med en andlig decimalutveckling i duodecimala systemet,
se tabell 3 nedan.

o Decimal- Duodecimal-

Braktal
systemet systemet

1 0,5 0,6

2

% 0,33333333... 0,4

1 0.25 03

4

% 0,2 0,24972497...

% 0,16666666... 0,2

; 0,142857143... | 0,186A35186A35...

1 0,125 0,16

8

1

5 0,11111111... 0,14

Tabell 3: Decimalutveckling i det decimala- samt duodecimala

systemet. A representerar 10 och B representerar 11.
Om vi utgar fran den praktiska fordelen att skriva tal i decimalform skulle det alltsa vara latta-
re att duodecimalt berdkna det exakta vardet av §+% an vad det ar att gbra samma sak i det

decimala systemet. Det duodecimala systemet finns till viss del i var vardag da det gamla mat-
tet dussin bygger pa talbasen tolv. Detta kan tolkas som att vi manniskor forstatt att det finns
fordelar att rakna element i grupper om tolv. Att det ocksa anvants just som ett matt pa exem-
pelvis agg, ar kanske inte heller helt orimligt da det ar lattare att dela upp tolv &gg i tva, tre,
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fyra och sex grupper till skillnad fran att dela upp tio &gg pa samma sétt. En annan fordel med
att anvanda det duodecimala talsystemet skulle ocksa gora att klockans timmar och arets ma-
nader var samma i antal som var talbas.

For att dven fa med fem som en delare skulle vi likt babylonierna kunna anvanda talbasen
sextio, da 60 ar delbart med 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20 och 30. Sjalvklart &r det ur en delbar-
hetsaspekt battre, men additions- och multiplikationstabellerna blir véldigt stora och svara att
lara sig utantill, och vi har tidigare ndmnt att babylonierna hade tabeller som hjélp for rékning.
Darmed kan talbasen sextio anses vara en nagot osmidig talbas.
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7. Del 111 - Didaktisk diskussion

| denna del kommer vi att utifran laroplanerna och det vi tidigare i uppsatsens del | och 1 tagit
upp diskutera hur matematikhistoria kan appliceras i skolans matematikundervisning. Vi lyf-
ter nagra punkter som under arbetets gang har blivit tydliga for oss forfattare och som vi tror
kan vara till hjalp &ven for andra matematiklarare.

Ldroplanerna

En viktig del av matematikundervisningens syfte i grundskolan, vilket vi redan i inledningen
av detta arbete uppmérksammat, ar att eleverna ska ges “...forutséttningar att utveckla kun-
skaper om historiska sammanhang dar viktiga begrepp och metoder i matematiken har utveck-
lats.” (LGR11, 2011a, s.62). Skolverket ger det historiska perspektivet en betydande del av
textutrymmet i syftesbeskrivningen av matematikundervisningen och darmed kan larare inte
avfarda detta som nagon form av Gverkurs.

| det centrala innehallet beskrivs hur detta ska realiseras i de olika aldersgrupperna. Som en
punkt i det centrala innehallet for ak 1-3 finns (LGR11, 2011a, $.63):

“Hur positionssystemet kan anvindas for att beskriva naturliga tal. Symboler for tal och sym-
bolernas utveckling i nagra olika kulturer genom historien.”

Vidare i ak 4-6 (LGR11, 2011a s.64):

“Positionssystemet for tal i decimalform. Det bindra talsystemet och talsystem som anvénts i
nagra kulturer genom historien, till exempel den babyloniska.”

Och i ak 7-9 (LGR11, 2011a s.65):
“Talsystemets utveckling frn naturliga tal till reella tal. Metoder for berdkningar som anvénts
1 olika historiska och kulturella ssmmanhang.”

Forstaelse kring talsystem och dess historia finns alltsd med som en rod trdd och progression
genom hela grundskolan. Men daremot foljs detta inte at lika tydligt i gymnasieskolans ma-
tematikkurser 1a, 1b och 1c. Det enda som syftar till den historiska anknytningen &r att det
ska finnas “matematiska problem med anknytning till matematikens kulturhistoria (Laro-
plan, examensmal och gymnasiegemensamma amnen for gymnasieskola (LGY11), 2011b s.
93). Har antas elever vara sa fortrogna med positionssystemet att det inte langre behover be-
arbetas och aktivt arbetas med.

Utifran bade LGR11 och LGY11 marks att en forstaelse av den matematiska historien &r vik-
tig, viktigare &n i Laroplan for det obligatoriska skolvasendet, forskoleklassen och fritids-
hemmet (Lpo94) dér det historiska perspektivet i matematik inte var lika framtradande (Skol-
verket, 2011c). Larare behdver darfor idag pa ett tydligare satt dn innan ha goda kunskaper
om den matematiska historien. Det ar bra for lararen att ha en bred bild déver matematiken,
exempelvis vara medveten om att det finns manga olika historiska metoder for att utfora rak-
neoperationer.
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Det ar av storsta vikt att larare pa mellanstadiet har en god forstaelse for positionssystemet da
det centrala innehallet syftar till att elever ska utveckla och utvidga sina talbegrepp fran natur-
liga tal till rationella tal och dessutom l&ra sig att uttrycka tal i decimalform. Mycket under-
visningstid behdver darfor anvandas for att eleverna ska fa en forstaelse for positionssystemet,
bade till vanster och hoger om decimalkommat. Som vi senare aterkommer till kan den inkon-
sekventa sprakliga framstallningen av decimaltal gora det svarare att forsta positionens varde i
decimaltal. Figur 27 visar en bild som ofta aterfinns i larobocker nar man talar om positions-
systemet.

tiondelar hundradelar tusendelar

S

v

hundratal tiotal ental
Figur 27: lllustration av decimala positionssystemet.

Positionssystemet &r nagot som hogstadie- och gymnasielarare inte ska behva undervisa om
da elever ska ha med sig denna kunskap fran mellanstadiet, men verkligheten ser inte alltid ut
som det centrala innehallets malsattning. Hogstadielarare moter elever i svarigheter att losa
olika matematiska problem och &ven om det inte &r tydligt for lararen kan detta grundas i att
en elev inte forstatt positionssystemet. En risk ar att lararen forutsatter att forstaelsen for posi-
tionssystemet finns med frdn mellanstadiet och ser inte att det ar dar problemet ligger. Det &r
viktigt att som larare ha orienterande kunskap om vad som undervisas i lagre aldrar. Dels for
att kunna koppla tillbaka och dels for att vid tillfallen det kréavs ge grundldggande undervis-
ning till de elever som behdver det. Detta géller pa alla nivaer av matematikundervisning, da
matematik hela tiden &r en progression.

Att muntligt uttrycka tal

Aven om positionssystemet ar det talsystem som dominerar idag finns de andra tva typerna
fortfarande tydligt narvarande i manniskors vardag. Additionssystemet anvander vi 0ss av
varje gang vi hanterar kontanter, dar mynt och sedlar &r vara talpjaser eller taltecken. Hybrid-
systemet finns i var muntliga framstallning av tal: fem-hundra-sju-tio-atta. Trots detta &r
manga inte medvetna om att vi i vardagen vaxlar mellan alla de olika typerna av talsystem vi
behandlat i detta arbete.

Det kan tyckas markligt att vi i vart positionssystem muntligt uttrycker tal genom ett hybrid-
system, men skulle man vilja andra pa detta skulle problem uppsta. Ett tal, 571, uttrycks idag
muntligt som fem-hundra-sju-tio-ett, men utan det hybrida inflytandet skulle vi s&ga fem-sju-
ett. Har kan det vara svart att se nagot problem, men om talet ar mycket storre blir det svart att
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fa en uppfattning om hur stort talet ar. Exempelvis kan talet 57 097 365 i positionssystemet
muntligt uttryckas som fem-sju-noll-nio-sju-tre-sex-fem. For att kunna uppfatta talets stor-
leksordning maste dhdraren nu halla reda pa vilka siffror som ségs och hur manga siffror som
sags. Detta for att sedan gora en analys och fa en uppfattning av talets storlek. Vet ahoraren
inte hur manga siffror det var kan denne inte bestimma talets storlek. Samma problem uppstar
inte om talet muntligt uttrycks enligt ett hybridsystem, da talets storlek redan fran borjan av-
slojas: fem-tio-sju-miljoner-nit-tio-sju-tusen-tre-hundra-sex-tio-fem.

Vart muntliga uttryckssatt andras daremot nar vi ska uttrycka tal muntligt innehallande deci-
maler. Det finns inte langre en kontinuitet i hur talen uttrycks och vi blandar de olika syste-
men. Hur uttrycks 301,024 muntligt? De hela delarna innan decimalkommat ségs enligt det
hybrida systemet, men efter decimalkommat héander nagot. Talet skulle bland annat kunna
sdgas som: tre-hundra-ett-komma-noll-tva-fyra eller tre-hundra-ett-komma-noll-tjugo-fyra.
Efter decimalkommat finns ingen entydig muntlig framstéllning utan decimaltalen framstalls
enligt positionssystemet, eller s blandas de olika systemen. | artikeln Tiobasmaterial - for tal
i decimalform skriver Lena Trygg om elevers svarighet att forsta positionernas storlek i deci-
malutvecklingar. Elever har svart att stalla decimaltal i storleksordning och manga menar att
0,9 &r mindre an 0,10 (2013, s.1-2). Detta kan verka markligt och orovackande men att pro-
blemet uppstar &r inte alls konstigt om vi ser till de olika satt man muntligt kan uttrycka den
decimala delen av talet. Uttrycker man talen som noll-komma-nio och noll-komma-tio &r det
latt att tolka det forsta som mindre an det andra, 9 ar ju mindre an 10. Da har eleven inte for-
staelse for vad de olika positionerna betyder. Sager man istéllet noll-komma-nio och noll-
komma-ett-noll markeras positionerna och talens storlek gentemot varandra blir tydligare.
Som lérare ar det viktigt att vara medveten om detta da spraket alltsd kan vara ett hinder for
eleverna att helt forstd positionssystemet. Alltsa bor lararen tanka pa hur denne talar i sin un-
dervisning och vara sa tydlig och konsekvent som moéjligt géllande decimaler. Larare bor ock-
sd samtala och problematisera detta tillsammans med eleverna.

Att utféra berdkningar och férsta positionssystemet

Att forsta positionssystemet ar av storsta vikt for att en elev ska kunna utveckla sina matema-
tiska fardigheter. | flera historiska kulturer har kolumner eller rutsystem underlattat forstael-
sen av siffrornas varden pa olika positioner. Detta ar nagot som vi dven idag ser i skolans
varld da elever lar sig att rakna pa rutat papper. Rutornas syfte ar for dagens elever samma
som for datidens matematiker, att underlatta och halla isér talens storleksordningar, se figur
27. Vi anser att detta ar bra, men det ar viktigt att eleverna blir sa fortrogna med positionssy-
stemet att de skulle kunna rakna pa ett blankt papper. Vi ser att detta var ett viktigt steg i hi-
storien, nar indierna under berakningar tog bort kolumnerna. Det var da de helt och fullt for-
stod innebdrden av positionssystemet.

| var jamforelse har vi presenterat nagra olika kulturers satt att utféra multiplikation och de
olika tillvagagangssatten har for- och nackdelar. En fordel med bade den egyptiska och kine-
siska multiplikationen &r att det tydligt syns att rakneoperationerna division och multiplikation
ar varandras inverser. Deras uppstéllning av talen mojliggor for eleverna att fa en tydligare
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forstaelse av de bada operationerna och hur de hanger samman vilket inte alls syns pa de upp-
stallningar av multiplikation och division som vi idag lar ut till elever.

Vi har namnt att det inte gar att veta hur alla kulturer raknat da det i manga fall enbart &r sva-
ren som nedtecknats. Detta kan exempelvis bero pa att berakningar skedde pa raknebraden dar
delresultaten inte bevarades. Nar papper och penna bérjade anvandas blev berdkningarna mer
kompakta och delresultaten under berakningar sparades, sa som arabernas berakning av mul-
tiplikation. En stor fordel med detta ar att vi kan kontrollera vart resultat i efterhand. Nagot vi
markt under var verksamhetsforlagda utbildning &r att larare ofta far papeka att eleverna ska
visa sina utrakningar och i raknehéaftet inte enbart skriva svaret. Kanske ar det sa att eleverna
anvander nagot digitalt hjalpmedel vilket medfor att det blir lattare att snabbt ta sig igenom
utrdkningen utan att behova forsta vad det ar som gors. En risk med detta ar att eleverna far
annu svarare att forsta positionssystemet da det ar vid berakningsprocesser det blir sa tydligt.

Goda kunskaper i matematikhistoria gor det mojligt for lararen att forsta att vart decimala
positionssystem inte alltid har varit det gallande. Matematiken ska inte ses som nagot veder-
taget utan som en mansklig uppfinning som skulle kunna blivit annorlunda om exempelvis
vara hander haft annat antal fingrar eller om det metriska systemet aldrig blivit en framgang.
Att det decimala systemet idag kanns sa naturligt &r for att vi utvecklat det sa langt och det har
blivit en del av vart omedvetna och forgivettagna, en del av var kultur. Det maste finnas en
forstaelse hos larare om att positionssystemets fordelar vager tungt mot dess nackdelar och att
det darfor vid avancerad matematik &r positionssystemet som ar det mest framgangsrika. Dér-
emot ar valet av talbas mer en konsekvens av historien. Egentligen skulle nagon annan talbas
vara lika mojlig att anvénda sig av.

63



MMGL99 Tio fingrar VT 2014

8. Slutsats

Det finns en méngd olika taltecken och talsystem som framtréatt i olika kulturer genom aren
som gatt. Allt eftersom utbytet mellan kulturerna blivit storre har taltecknen och talsystemen
utvecklats och deras anvéndning har blivit mer och mer konsekvent. Men vi kan fortfarande
finna tillfallen dar andra taltecken &n de arabiska siffrorna anvénds. Likasa finns det ocksa
tillfallen idag dar vi finner andra talsystem an det decimala positionssystemet, sasom karv-
stockssystemet. Varfor taltecknen blivit som de blivit & av manga olika anledningar. Vissa
vet vi dn idag inte hur de har kommit till medan andra ar mer sjalvklara da vi ser att tecknets
antal streck motsvarar talet. De olika typerna av talsystem anvands fortsatt idag; additiva tal-
system vid kontanthantering, talsystem av hybridtyp ndr vi muntligt uttrycker tal och posi-
tionssystemet nér tal uttrycks skriftligt och berédkningar genomfors. Trots att alla tre typer av
talsystem fortfarande anvands &r positionssystemet helt klart det mest fordelaktiga da posi-
tionssystemet &r det enda i vilket vi kan utféra avancerade berékningar.

Samma tydliga utveckling géller inte for “valet” av talbas och taltecken. Dér &r det snarare
tillfalligheter och tillganglighet som varit avgorande. Aven idag finns rester av olika talbaser
och det &r konsekvenser av historien. En av anledningarna till detta kan vara att olika kulturer
kom olika langt inom skilda omraden av matematiken och darfor blev det deras satt som levde
vidare. Grekerna anvénde babyloniernas talsystem vid astronomiska berdkningar och detta &r
grunden till att cirkelns gradantal blev 360. Vi kan tanka oss att om vi idag hade bdrjat funde-
ra kring “ett helt varv”’ och hur ménga grader det innebér skulle vi formodligen valt nigot
annat gradantal. | ett decimalt positionssystem hade vi mer troligt valt 100 grader, eller kan-
ske 400 grader for att fa fler delare. Trots detta lever 360 grader kvar, mycket som en konse-
kvens av att vi har arbetat med detta gradantal under lang tid i historien. Ja, vi har vant oss vid
det precis som med mycket annat. Vi har ocksa vant oss vid talbasen tio och ser den som all-
deles sjalvklar. Den ar grundlaggande i all matematik inom skolan men bygger pa tillfallighe-
ten att manniskan har just tio fingrar.

Vi inser att det & mycket inom matematiken vi tar for givet som egentligen inte alls &ar det.
Det ar en insikt som kommer hjélpa oss, och forhoppningsvis dven lasare av denna uppsats,
framéver i ett kommande yrkesliv som matematiklarare. Med matematikhistoria i ryggen,
forstaelse for att det finns olika berakningsmetoder vars fordelar ar olika, kunskap om att vi
dagligen lever i olika slags talsystem kan vi pa ett battre satt fora vidare matematiken till
kommande elever.
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