T"O

CHALMERS | (%) GOTEBORGS UNIVERSITET

&)

Geometri 1 hoga dimensioner
Busemann-Petty-problemet

Examensarbete for kandidatexamen i matematik wnd Gdteborgs universitet
Jessica Andersson

Alexandra Baumann

Kristoffer Boman

Institutionen fér matematiska vetenskaper
Chalmers tekniska hogskola

Goteborgs universitet

Goteborg 2014






Geometri 1 hoga dimensioner

Busemann-Petty-problemet

Ezxamensarbete for kandidatexamen i matematik vid Géteborgs universitet
Jessica Andersson  Alexandra Baumann

Examensarbete for kandidatexamen i matematik inom matematikprogrammet vid Gdoteborgs
universitet

Kristoffer Boman

Handledare: Elin Gétmark Matematiska Vetenskaper
Elizabeth Wulcan = Matematiska Vetenskaper
Examinator: Maria Roginskaya

Institutionen fér matematiska vetenskaper
Chalmers tekniska hogskola

Goteborgs universitet

Goteborg 2014






Sammanfattning

I detta kandidatarbete har vi fordjupat oss i ett par problem inom konvex geometri som har intresserat
matematiker sedan mitten av 1900-talet, ndmligen Busemann-Petty-problemet och Shephards problem.
Busemann-Petty-problemet stiller foljande fraga: Om det for alla hyperplan H genom origo géller att
volymen av snittet mellan den konvexa kroppen K och H &r mindre &n eller lika med volymen av snittet
mellan den konvexa kroppen L och H, f6ljer det da att volymen av K &r mindre dn eller lika med volymen
av L? I Shephards problem tittar vi pa volymen av projektionen av konvexa kroppar pa hyperplan istéllet
fér volymen av snitten mellan konvexa kroppar och hyperplan.

Innan vi fordjupar oss i dessa problem behéver vi ha en forstaelse fér vad som héinder 1 héga dimensioner,
vilket inte alltid foljer intuitionen. Ett exempel dr att volymen av den euklidiska bollen med fix radie okar
upp till dimension 5 och sedan minskar. Volymen for den euklidiska bollen gar till och med mot noll d&a
dimensionen gar mot o#éndligheten. Det ricker inte med att studera euklidiska bollen for att fa en forstaelse
av hur kroppar beter sig i htga dimensioner sa vi har fokuserat pa ytterligare tva kroppar, niamligen kuben
och korspolytopen. Vi har ocksa studerat fenomen som volymkoncentration, innehallna och omslutande
sfarer samt Johns sats.

Abstract

This bachelor thesis has its focus on a few problems in convex geometry which have interested mathe-
maticians since the middle of the 20th century, namely the Busemann-Petty and Shephards problem. The
Busemann-Petty problem asks the following question: If it for all hyperplanes H through the origin holds
that the volume of the intersection between the konvex body K and H is less than or equal to the volume
of the intersection between the konvex body L and H, is it true that the volume of K is less than or equal
to the volume of L? In Shephard’s problem we look at the volume of the projection of convex bodies onto
hyperplanes instead of intersections between convex bodies and hyperplanes.

Before treating these problems we need to have a better understanding of how things act in high
dimensions, which is not always intuitive. An example is that the volume of the Euclidean ball with fixed
radius increases up to the 5th dimension but then decreases. The volume in fact tends to zero as the
dimension tends to infinity. It is not enough to study the Euclidean ball to form an understanding of how
bodies act in high dimensions so we have chosen to focus on two other bodies, namely the cube and the
cross-polytope. We have also studied phenomena like concentration of volume, sandwiching and enclosing
spheres, and John’s theorem.
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Forord

Arbetet &r i forsta hand en litteraturstudie med inslag av egna resultat. Eftersom de olika delarna av teorin
ar ganska sammanhéngande sa har vi alla behovt studera litteraturen enskilt. Vi har haft regelbundna méten
varje vecka dér vi diskuterat materialet, jobbat i grupp med att 16sa vissa problem, samt jobbat med rapport-
skrivning. Jessica har tagit pa sig det 6verhdngande ansvaret fér det administrativa upplagget av rapporten,
sa som versionshantering via dropbox och strukturen pa dokumentet. Hon har dven varit drivande med att
planera méten. Huvudfokus i studien har legat pa tva artiklar [I] och [2] som handledarna har rekommende-
rat. Medlemmarna har sjalvstéindigt hittat egna kéllor vid behov. Alexandra har varit ansvarig for all grafik
utom figur 2] som Kristoffer har producerat och figur som Jessica har gjort. Kristoffer och Jessica har
statt for den storre delen med att komma pa idéer och att 16sa problem men Alexandra har varit bidragande.
Medlemmarna ar huvudforfattare till foljande kapitel och avsnitt. Kapitel och avsnitt inom parentes innebér
att medlemmen haft en mindre roll.
Kristoffer: (1), @,
Jessica: [} 2B, B-L1 [ .23 [ B B.1} E.2 B3 1 0.1} 0.3 B3
Alexandra: (1), 2 B3 (. 6 6.9 ©2).53
Vidare har medlemmarna producerat material som inte kommit med i rapporten. Mer detaljer finns i loggbok
och dagbok.

Vi vill dessutom tacka Elin Gétmark och Elizabeth Wulcan for deras givande och entusiastiska handledning
av arbetet.



1 Inledning

Malet med detta kandidatarbete dr att detaljerat ga igenom bevisen av tva satser inom konvex geometri,
namligen Petty-Schneiders sats och Lutwaks sats. Vi har i vart arbete inte bevisat alla de satser vi tar upp da
fokus har legat pa andra delar. For att na vart mal behover vi borja med att ldra oss mer om vad som hinder
med olika konvexa och symmetriska kroppar nir dimensionen blir hég da det inte alltid foljer intuitionen.
Darfor har vi i del I studerat egenskaper hos tre objekt, ndmligen kuben, korspolytopen och euklidiska bollen.
Vi har tittat pa deras volym och pa hur volymen av skivor och skal av dessa kroppar beror av dimensionen.
Vi har ocksa valt att fordjupa oss i Johns sats som séger att for varje konvex symmetrisk kropp K finns en
unik ellipsoid inuti K av maximal volym. Satsen ger dven villkor fér nér denna ellipsoid &r den euklidiska
enhetsbollen. Vi har ocksa studerat fragan om man kan approximera den euklidiska bollen med polytoper.

Ar 1956 formulerades tio problem som handlade om konvexa origo-symmetriska kroppar i R™ av Herbert
Busemann och Clinton Myers Petty [4]. Det forsta av dessa var det sa kallade Busemann-Petty-problemet.
Lat oss infora lite notation for att kunna formulera Busemann-Petty-problemet.

Lat V™ (K) beteckna den n-dimensionella volymen av kroppen K. En méngd N siigs vara konvex om det
for alla punkter z,y € N uppfyller villkoret Az + (1 — X\)y € N {or alla A € [0, 1], det vill siiga linjestycket
mellan = och y ligger helt innehallet i N. En konvex kropp &r en konvex méngd med ett icketomt inre. Lat
A beteckna méngden av alla konvexa kroppar i R” och lat " beteckna méngden av alla konvexa kroppar
i R™ som ar symmetriska med avseende pa origo. Da ar " C Z™. Ett hyperplan delar R™ i tva halvrum.

Problem 1 (Busemann-Petty). Antag att K,L € " sadana att
VUK NH) <V HLNH)
for alla hyperplan H som gar genom origo. Féljer det da att
V" (K) <V"(L)?

Busemann och Petty visade sjilva att detta antagande stimde for godtyckliga n om K &r en euklidisk
boll [B]. Fér andra konvexa kroppar i JZ," &r pastaendet sant for n < 4 men inte i allménhet for n > 4 [5].
Ett relaterat problem &r Shepards problem. Lat oss inféra ytterligare notation for att kunna formulera detta
problem.

Lat S™~! beteckna enhetssfiren i R™, alltsa

Pt = {z € R" | || = 1}.

For u € S"~1 14t E, beteckna det hyperplan som i#r ortogonalt mot u och gar genom origo. Lat K|E, vara
bilden av K € J¢™ under den ortogonala projektionen pa F,.

Problem 2 (Shephard). Om K, L € £ och
V'Y K|E,) < V" YL|E,)
for alla uw € S™ 1, foljer det dé att
VMNK) < VY(L)?

Problemet kan till exempel hittas i [2], 5.232]. Petty [6] och Schneider [7] visade, oberoende av varandra, att
Shephards problem i allménhet inte dr sant. De lyckades dven, ett ar efter att Shephards problem formulerats,
visa att pastaendet &dr sant om kroppen L begrinsas till att vara en projektionskropp, vilken defineras i
del II. Projektionskroppen av en kropp K € #™ skriver vi som IIK och vi later II" = {IIK | K € #"}.
En translation ar en forflyttning i nagon riktning, det vill sdga en translation &r bilden under avbildningen
flz)=z+a,acR[9.

Sats 1.1 (Petty-Schneider). Antag K € #™, L € II". Om det for alla u € S"~1 gdller att
V'Y K|E,) < V'THLIB), 1)

sa dr V'(K) < V™(L). Dessutom giller V*(K) = V™(L) om och endast om K och L dr translationer av
varandra.



Lat "™ beteckna mingden av alla stjirnkroppar och 1at .#™ beteckna méngden av alla snittkroppar av
stjirnkroppar. Vi limnar definition av stjirnkropp och snittkropp till del II. Det giiller att £ C ™. Ar
1988 visade Lutwak att svaret pa Busemann-Petty-problemet &r ja i alla dimensioner om K € 4™ och L € ™
[2]. Mer allmént bevisade Lutwak foljande sats.

Sats 1.2 (Lutwak). Om K € 4", L € 9™ och
VrYKNE,) <V"YLNE,) 2)
for alla w € 8", sd dr V*(K) < V"™(L). Dessutom géller V*(K) = V"(L) om och endast om K = L.

I del II visar vi att Shephards problem &r sant i 2 dimensioner for konvexa kroppar K och L. Vi visar
Petty-Schneiders sats, sats genom att f5lja Lutwaks bevis [2] kapitel 9]. Vi visar att Busemann-Petty-
problemet #r sant i 2 dimensioner f6r konvexa kroppar K och L och avslutar med att ge ett bevis for sats[I.2]
som foljer Lutwaks [2] kapitel 10]. Beviset av Petty-Schneiders sats och beviset for Lutwaks sats, sats har
liknande struktur.



2 Forberedande material och notation

En konvex mingd M kan beskrivas utifran stodjande hyperplan och stédjande halvrum. Hyperplanet séigs
vara stodjande till M om M &r helt innehallen i ett av de tva halvrummen samt om M har atminstone en av
sina randpunkter pa hyperplanet. Slutna halvrum H; som innehaller M kallas stodjande halvrum och M kan
beskrivas som () H;.

En polytop i R™ kan definieras som en méngd begréinsad genom ett dndligt snitt av halvrum. En fasett
ar en sida av denna polytop av dimension n — 1.

Gammafunktionen definieras som -

T (t) :/ 'l dx
0

och kallas dven for Eulers integral av typ tva. Det finns tva egenskaper hos I' (¢) som vi vill uppmérksamma
lite extra.

1. Om n ar ett positivt heltal sa ar
I'(n)=(n-1)\ (3)

2. Lat t € R4. Det foljer genom partialintegration av I" (¢) att
trE)=T(+1). (4)

En dilatation &r en forstoring eller en férminskning kring en given punkt med hjilp av en skalfaktor [10].
Att tva kroppar dr homotetiska betyder att de kan vara bade dilatationer och/eller translationer av varandra
[12).

Lat (e;)7 vara standardbasen till R”. Lat 0K beteckna randen till kroppen K. Nér vi skriver dV menas
det n-dimensionella volymelementet och dA”~! #r motsvarande areaelement. Vi kommer ibland att skriva
V(K) istéllet for V™ (K).

Vi kommer anvénda oss av olika L,-normer nér vi méter langden pa vektorn x = (21, 22,...,z,) 1 R™ for
att pa ett enkelt sétt kunna beskriva nagra av de kroppar vi kommer diskutera. Ly,-normen i R" ar definierad
for p < oo enligt foljande:

n l/p
[Ixllp = (Z $k|p> ,PER,.

k=1

Lo-normen eller maxnormen ar definierad enligt féljande:

[x[loo = max |-

Sats 2.1. Maznormen dr grinsvirde for ||x||, da = halls fix och p — .

Bevis. Fran uttrycket (>, _, |xk|p)1/p far vi olikheten

1/p n p 1/p
p < p < . p .
(i) "< (Sir) < (s )

Eftersom (maxi<g<p |xk|p)1/p = maxi<k<n |Tx| och lim, o (n - maxi<x<n |xk|p)1/p = maxi<k<n |Tk| sa foljer
satsen fran instdngningssatsen. O

Bollen i R™ med radie R i L,-normen betecknar vi som
By (R) = {x e R" [ |[x]], < R}.
Vi kommer skriva B (1) som B);. En sddan boll kommer ha en rand som vi betecknar
Syt (R) = {x e R" | [Ix||, = R}.

Exempelvis ér en kub en boll i L,-normen. En boll i Li-normen kallar vi en korspolytop (eng. cross-polytope),
se figur (1} Bollen i Ly-normen &r den vanliga euklidiska bollen. Vi kommer beteckna volymen av B) (R) med
V*(R) och arean av dess rand med A7~ '(R).



Figur 1: Korspolytopen i 3 dimensioner, B3.



Del 1



3 Volym av bollen i L,-normen

Lat oss studera volymen av bollar i olika Ly-normer i dimension n for att fa en uppfattning om vad som
hiinder i hoga dimensioner. Det &r ként [I3] att det allméinna uttrycket for volymen av B (R) &r:

(250 (1+1))
VR =S (5)
(3+1)
Figur [2|illustrerar detta for olika normer och dimensioner da R = 1.

Lat oss titta mer specifikt pa kuben, korspolytopen och euklidiska bollens volym i godtycklig dimension i
kommande avsnitt.

Volym av bollar

Volym

Dimension

Figur 2: Volym av bollar for olika normer och dimensioner.

3.1 Rekursiv formel for berikning av bollars volym

Vi tar nu fram en rekursionsformel som beskriver volymen av en boll B}(R). Denna kan anvindas for att ta
fram slutna formler fér volymerna av de olika bollarna.

Sats 3.1. Volymen av B} (R) kan berdknas med den rekursiva formeln
R y
Ve = [ vt (= ) da, ®
dap < oo ochn>2. 1Ly gdiller specialfallet
R
vam) = [ v (Ryds, g
R

Bewvis. Volymen Vp"(R) beréknas med en integral 6ver x,-axeln déar integranden beskriver de tvarsnitt av
dimension n — 1 i B(R) som é&r ortogonala mot denna axel. Som bekant bestar B} (R) av alla punkter som
uppfyller

n 1/p
(Z |$k|p> < R. (8)
k=1



Lat oss nu fixera x,, och l6sa ut de fria variablerna i . Vi erhaller da

n—1 1/p
(Z Iwk|p> < (R~ |anl")'". 9)
k=1

1/p
Tviirsnittet som innehéller punkten x,, bestar alltsa av mingden {x € R™ | (Zz;ll |xk|p> < (RP — |z |P) /7Y
Vi kéinner igen detta som By~ ((RP — |2, |P)"/?) vilket har volym vyt ((R” — |a:n|p)1/p>, s om vi integrerar

lings xp-axeln far vi

R 1/
Vpn(R) = /Rv;]nfl ((RP _ |xn|p) P) dxn,

vilket bevisar forsta delen av satsen.
Andra delen foljer eftersom volymen av en kub &ar integralen fran — R till R ldngs alla axlar, men vi visar
nu dven hur det foljer fran ovanstaende resonemang. Nér |z,| < R gar det att visa att

lim (R? — |z, [")"/? = R, (10)

p—0o0

° . . n—1 1/]) . ..
och fran sats [2.1| vet vi att lim,_, (Zk:l |:ck|p) = maxi<k<n—1 |Tx|. Eftersom @ giller for alla p och

giller, foljer det att (9) blir maxi<g<n—1|zk| < R f6r Loo-normen. Vi kan nu beskriva tvérsnittet som
innehaller punkten z, som mingden {x € R" | maxi<g<n—1|zx| < R} istéllet, som vi kénner igen som
BZ'(R). Volymen av Bj'(R) ges dirfor av

R
VI(R) = / V21 (R) dx,.
-R
Da B;(R) bestar av linjesegmentet —R < z < R for alla p, sa inses det litt att Vp1 (R) =2R.
Sats 3.2. Det giller att V,'(R) dr proportionell mot R™ och Ag_l(R) dr proportionell mot R~ 1.

Bewvis. Satsen foljer genom induktion. Basfallet n = 1 &r klart eftersom Vg (R) = 2R. Antag att pastaendet
ar sant for n — 1 och p < oco. Da géller, for nagon konstant k,,_1:

Vo i (R) = kno1 - R*
Detta medfor att

() i (o () (00 ()Y,

Enligt sats (3.1) har vi
R R 1/p
n _ n—1 _ 1/p _ pn—1 n—1 _ Tn\P
VI(R) = /Rvp ((Ri” 2P) )dmn R /_RVP ((1 (T?,) ) )dxn.

Variabelby(et t - xn/R ger nu
‘/ R — R ! ‘/ -1 tp 1/p t ‘1 ]]

vilket bevisar forsta delen. Sista likheten foljer fran @ Sambandet géller dven for p = oo enligt den slutna
formeln for V2 (R) som visas i ndsta avsnitt. Andra delen foljer genom att betrakta volym som en integral av

area, fOR Ar=Y(r)dr = V}(R), vilket enligt analysens fundamentalsats och ger

n— d n n— n
ArN(R) = RV (B) =nR V(). (12)

O
Fran far vi direkt att A?~'(1) = nV;*(1). Dérmed kan vi skriva som

AN (R) = R A1), (13)



3.1.1 Volym av kub och korspolytop

Vi undersoker nu vad sats siger om volymen av kuben och korspolytopen. Det foljer direkt fran @ att
VZ(R) = (2R)™. En enkel riakning fran sats ger

(2R)? (2R)°
. CRrR)™ L «
Detta leder oss till hypotesen att V*(R) = 7 vilket &r i Sverensstdmmelse med ).
n!
(2R)"
Sats 3.3. Korspolytopen har volym V{*(R) = -
n!

. e . . . . 1 n—1 (ZR)H—l o
Beuvis. Satsen foljer genom induktion, dir basfallet #r Vi'(R) = 2R. Antag att V" (R) = Rk Satter
vi in detta i @ sa far vi

R R -1 n
2(R—zp))" 2R
Ve = [ vt R e, <2 [ BT, - 2
—R 0 (n — 1) mn.
dér vi i andra likheten anvander symmetri. O

3.2 Volym av euklidiska bollen

Vi tar hir fram en sluten formel for volymen av den euklidiska bollen. Istéillet for att anvénda oss av rekur-
sionsformeln s& anvinder vi en mer vanligt forekommande metod. Vi borjar med att betrakta ett resultat
rorande gaussiska integraler.

Sats 3.4. Integralen ffooo e~ /2dx har virdet /2.

Da den primitiva funktionen av integranden inte kan uttryckas i elementéra funktioner sa kan inte inte-
gralen utvirderas direkt. Integralen kan &nda rdknas ut genom en elementir metod som forst utarbetades av
Poisson. Om man kvadrerar integralen si kan den skrivas som en dubbelintegral éver R?. Denna kan losas
genom byte till poldra koordinater:

2m e’} [e%s}
// 6_1/2(m2+y2)dxdy = / / e 2rdrdg = 27r/ re~ " 2dr = 2.
R2 o Jo 0

Satsen foljer fran detta. Vi kommer att anvinda detta resultat i féljande sats som ér vilkénd och vi féljer
beviset i [11].

Sats 3.5. Volymen av BY(R) dr
VP(R) = — _R".

Bevis. Betrakta funktionen

n n —1/2
1 2 x?
fz1,...,x,) = exp (—2 E_lxi> = (1:[16 l) .

Denna funktion &r symmetrisk kring origo och dédrmed invariant under rotation. Funktionen &r ocksa inte-
grerbar, sa integralen av f(x) i R”™ kan skrivas som itererade enkelintegraler enligt Fubinis sats. Diarmed kan
vi integrera funktionen &ver hela R™ pa foljande vis:

/ de:H/ e~ 2dx; = (2m)"/2. (14)
” i=17Y ~®

I sista likheten har vi anvént sats Genom att integrera f over en sfir Sy ' (r) med areaelement dA sa

far vi -
/ fdv = / / e /2d Adr.
0 SEt(r)



Enligt giller A1 (r) = "1 AZTH(1), sa

/ / 67T2/2dAdT:/ 67T2/2/ dAdr:Ag_l(l)/ e~ /2= gy
0o JSpT(r) 0 SEt(r) 0

Vi gor nu variabelbytet ¢ = g och far da

A;“l(l).zn/%l/o e /P ha = ApTi(1) - 22T (g> = (2m)""

dér sista likheten foljer fran . Darmed ser vi att

B 9 n/2
470 = Ty

2
Slutligen sa beriknar vi volymen av bollen genom att integrera areaelementen:

R R
9 n/2 9 n/2 n/2
V3'(R) :/ A5~ Y (r)dr :/ T = SR = R,

0 o T(35) n(3) T+
O
Sats 3.6. Vi har att VJ'(R) — 0 ndr n — oo.
Bevis. Om vi later n — oo kommer I'(n) bete sig ungeftir som n!, se (3)), och vi ser att
. N . T .
O

4 Kroppars innehallna och omslutande sfirer

I detta kapitel ska vi titta pa den minsta sfir som omsluter S7'(R) och ST *(R) samt den storsta sfir som
far plats inuti S77'(R) och ST '(R). Lat Ryms beteckna radien for den minsta omslutande sfiren och lat
R;npn, beteckna radien for den storsta sfiar som far plats inuti kroppen.

4.1 Kuben

For att hitta Ropms till S 1(R) behover vi veta vilka punkter pa S !(R) som befinner sig lingst bort fran
origo. Dessa punkter #r hornen i S 1(R) och det inses att punkterna har koordinaterna (+R, ..., +R). Deras
avstand fran origo blir R,,,s. Vi far att

Rom,s: \/R2++R2:\/HR

For att hitta R;,; vill vi hitta de punkter pa S !(R) som ligger ndrmast origo. Det #r punkterna pa
S7-1(R) som ligger pa koordinataxlarna och det inses liitt att punkterna har koordinaterna +Rey, ..., +Re,,.
Punkternas avstand fran origo ar R, sa

Rinh =R.

Den omslutande sfiarens radie kommer att 6ka med dimensionen medan den innehallnas radie kommer att vara
fix. Figur [3|illustrerar den minsta omslutande samt den storsta innehallna sfiren till S7"*(R) i 2 dimensioner.

4.2 Korspolytopen

Lat oss nu titta pa den minsta omslutande samt stérsta innehallna sfiren till ST~ (R). De punkter pa S7~*(R)
som ligger lingst bort fran origo blir punkterna pa koordinataxlarna och det inses att punkterna har koordi-
naterna +Req,...,tRe,. Alltsa ar

Roms = R.



radie R
| ==—=radieR
e radie sqr(z)"R

~

Figur 3: Kuben med omslutande och innehallna sfirer.

Punkterna pa S{“l(R) som ligger nérmast origo kommer vara punkterna som ligger i mitten av varje
kvadrant pa ST!(R). Det inses litt att dessa punkter har koordinaterna (+R/n,...,+R/n). Sa

B = (B) o (B) - 2

Den innehallna sfarens radie kommer att minska med dimensionen medan den omslutandes radie kommer
att vara fix. Figur [4] illustrerar den minsta omslutande samt den stérsta innehallna sfiren till SP~!(R) i 2
dimensioner.

T T
= radie Risqri(2)
= radie R

= radie R

Figur 4: Korspolytopen med omslutande och innehéllna sfirer.

5 Volymkoncentration

Vi undersoker nu volymen av olika delar av bollarna. Vi kommer att titta pa ett tunt skal ndra kroppens yta
samt skdrningen av kroppen med en tunn skiva genom origo. Vi kommer att visa att volymen koncentreras i
skalet pa samtliga bollar da n — oo medan volymen koncentreras i skivorna nér n — oo for nagra av bollarna.

5.1 Skal vid randen

Vi tar forst fram ett uttryck for volymen av ett tunt yttre skal med tjocklek e dér kropparnas rand utgor
skalets yttre rand.

Definition 5.1. Lat Dy (R, ¢) beteckna volymen av e-skalet B (R) \ By (R — ¢).
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For p < oo far vi
D;}(R,E) = V;," (R) — V;J” (R—¢).

Vi anvéinder tidigare resultat for att beridkna tre specialfall. Da p = oo far vi
DL (R,e) =V2(R) = VL (R—¢)=(2R)" = (2(R—¢))"

som #r volymen av e-skalet 1 kuben, samt da p =1 fas
n

DY (R,€) = Vi"(R) = Vit (R—<) = 2 (R" — (R —<)")

som dr volymen av e-skalet i korspolytopen. For euklidiska bollen blir volymen av skalet

n
T2

D3 (R.) = Vi (R) = ViR —2) = 5oy

(R" = (R—2)").

Volymen hos B} (R) koncentreras vid randen i hoga dimensioner vilket ses genom féljande sats.

Dy (R, €)
Sats 5.2. Det gdller att ———— — 1 ndrn — oo.
Vi (R)
Beuts.

Dp(R,e)  R'W(1)—(R—¢)" V(1) _,_(R-c= "
ViR) RV (1) - _( R ) '

Detta uttryck ndrmar sig 1 da n — oo och det foljer att massan koncentreras vid randen av dessa objekt. [

5.2 Skivor genom origo

Vi undersoker nu hur stor andel av volymen som ligger i smala skivor genom origo, speciellt da n — oc.

Del’ineitjion 5.3. Lat G}(R,¢) beteckna volymen av e-skivan som utgors av méngden {z € B}(R) | —§ <

Da p = oo far vi
e/2
GL(R,e) = / V2 Y (R)dz, = (2R)" e
—e/2
Detta dr volymen av den skiva som skir B (R) pa dess “smalaste” omrade och volymen av snittet gar mot
oéndligheten néir n — oo om R > 1/2. Det f6ljer da att volymen av alla snitt med skivor genom origo i BY (R)
med R > 1/2 och med bredd ¢ gar mot oéndligheten. Andelen av den totala volymen som G? (R, ) utgdr ar

G"(R,e) (2R)" ¢ ¢

VZ(R)  (2R)" 2R’

Alltsa &r andelen volym i en sadan skiva oberoende av dimensionen f6r B (R).
For p =1 far vi

G(R,e) = 2/08/2 VLR — 2,) day = % (R (- g)") (15)

som dr volymen av den skiva som gar 6ver korspolytopens “bredaste” omrade. Andelen av den totala volymen
som GT(R,¢) utgor &r

VIR) GR" R

n!

Denna kvot gar mot 1 da n gar mot odndligheten, vilket betyder att volymen koncentreras i skivan.
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6 Johns sats

En ytterligare aspekt av konvexa origosymmetriska kroppars beteenden visas i foljande sats, som bevisades
av Fritz John 1948 [g].

Sats 6.1 (Johns sats). For varje K € Z™ finns en unik ellipsoid, €yq., innehdllen i K, av mazimal volym.
Ellipsoiden €pmqq dr BY om och endast om

1. B CK
2. det for nagot m finns enhetsvektorer (u;)7, u; € 0BF NIK, och positiva tal (c;)T, sa att

i) > ciu; =0

i) > ci(x,u;)? = |z|? for alla x € R™ wilket dr ekvivalent med att x =Y ¢;{z, w;)u; for alla x € R™.

Vi ska ej bevisa satsen men for att illustrera satsen i R™ kan vi ta ett enkelt exempel. En konvex kropp
vars maximala ellipsoid utgérs av enhetsbollen &r kuben med centrum i origo och sidan 2. I den kuben kan vi
vilja u; till att vara ey, ..., +e,. Nir dessa adderas blir summan 0 om alla ¢; = 1/2. Aven villkor 44) #r da
uppfyllt.

Om kroppen istillet &r en rektangel i R? med hérn i punkterna (—1,2), (1,2), (1, —2) samt (—1, —2) skulle
de enda u; som ligger i snittet 0BY N 0K vara (—1,0) och (1,0). Sa villkor 4) &#r uppfyllt men inte villkor
ii), ty enbart vektorerna (—1,0) och (1,0) spinner inte upp R2. I detta fall &r inte €,,4, B3 utan ellipsoiden

2
2 y) =1
x+(2 .

Det finns dven en analog till sats som séiger att varje K € ™ omsluts av en unik ellipsoid, €5, av
minimal volym [I} s.15].

7 Approximation av den euklidiska bollen

I detta kapitel studerar vi hur vél det gar att approximera B med symmetriska polytoper i olika dimensioner
och materialet kommer fran [I]. Alla kroppar i detta kapitel 4r symmetriska och konvexa med avseende pa
origo. For att kunna jimfora avstand mellan tva kroppar inleder vi med foljande definition.

Definition 7.1. Givet tva symmetriska och konvexa kroppar K och L, lat d = d(K, L) vara det minsta d sa
att det existerar en linjar avbildning 7' sadan att

T(L)yc KcdT(L).
Vi kallar d(K, L) avstandet mellan K och L.

Polytoper som kan omvandlas, genom en linjir avbildning, till samma polytop bildar en ekvivalensklass.
Avstandet d i definition bildar ett multiplikativt avstand mellan alla sadana ekvivalensklasser. Om vi
tar log d istéllet sa far vi ett additivt avstand som blir en metrik pa méngden av alla ekvivalensklasser. Da K
och L dr ekvivalenta blir det multiplikativa avstandet d = 1, medan det additiva blir log(1) = 0.

Exempel 1. Vad blir avstandet mellan B}, och B3? For BY ar avstandet fran origo till punkten ldngst bort
V/n och for BY &r avstandet 1, som vi sag i avsnitt Vi sag ocksa i avsnitt att den storsta innehallna
sfiren i B &r BY och att den minsta omslutande dr BY (y/n) = /nBY. Det foljer att

d(BL, By) = vn.

Sats 7.2. Lat K vara en symmetrisk polytop i R™ med d(K, BY) = d. Da har K minst e/ (24%) fasetter. For
varje n finns en polytop med 4™ fasetter vars avstand fran bollen dr hogst 2.

12



Satsen bevisas i [I} s.9]. Nér K har m fasetter #r alltsa avstandet till BY atminstone d = /ﬁ().

Om vi tar snittet av en kub i dimension m med ett linjart underrum av dimension n far vi en polytop i R™
med som mest 2m fasetter. Detta beror pa att kuben &r ett snitt av 2m halvrum i R™. Det finns alltsa endast
2m halvrum som underrummet kan skéra, och varje sadant halvrum kan bidra till som mest en fasett. Det
existerar snitt i B vars avstand fran BY &r litet och dimensionen pa dessa snitt #r hogst ungefér log(m) [T,

5.9]. Ett snitt som har avstand d fran B} har enligt sats [7.2| minst e™/ (24) antal fasetter, dir n dr dimensionen

pa skérningen. Vi har dérfér olikheten e/ (24%) < 2m. Fran detta far vi n < 2d%log(2m), vilket betyder att
dimensionen for snittet dr som mest ungefir log(m) om snittet ska ha litet avstand fran BY.

Det gar ocksa att snitta B]* med ett linjart underrum av dimension n sa att snittet har litet avstand till
B [1I, s. 19]. Dimensionen n maste vara ungefir m/2 och inte mer [T, s. 20].

Sats 7.3. For varje n finns en ortogonal transformation T for vilket snittet BT N T BT omsluts av den

euklidiska bollen med radie 32/+/n.

Satsen bevisas i [II, s.20]. En av de saker man kan titta pa for att f& en intuitiv bild av satsen #r antalet
fasetter. Till exempel har kuben 2n fasetter och en korspolytop 2™ stycken. For att kunna approximera bollen
behovs exponentiellt manga. Vi kan inse att satsen inte kan gélla for kuben da den inte har exponentiellt
manga fasetter. Korspolytopen som dock har exponentiellt manga fasetter dr inte heller néira bollen. Om man
déremot roterar korspolytopen och ser pa B N'T' B} sa kommer det att likna en boll mer. For en korspolytop
i tva dimensioner B? &r den bista avbildningen T vi kan vilja, en rotation pa /4 radianer. Snittet mellan
B? och TB? blir en oktagon, se figur [5| och @

Figur 5: Snittet ger en oktagon

Figur 6: Oktagon

Kan vi fa nagot som liknar en sfir oavsett vilken kropp vi startar med? @.S-satsen nedan séger att oavsett
vilken kropp man bérjar med kan man fa nagot som ligger nira en sfar genom att kombinera operationerna
snitt och konvext holje.

Sats 7.4 (QS-satsen). Det existerar en oberoende konstant C, sd att det for varje K € J£* finns linjira
avbildningar @ och S samt en ellipsoid £ sa att

¢ C KNSK C Cg,
dir K = conv (K UQK).

@ S-satsen kan hittas i [T, s. 25].
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8 Shephards problem och Petty Schneiders sats

I detta kapitel visar vi att Shephards problem, problem [2] &r sant i 2 dimensioner. Vi ger ett bevis fér Petty-
Schneiders sats, sats [[.I} och vi introducerar ett avsnitt med definitioner och lemman fére som behovs for
beviset.

8.1 Shephards problem, problem [2}, i dimension 2

Sats 8.1. Om K, L € 2 och
V(K|E,) < V' (LIE,)

for alla u € S*, sd dr
V3(K) < V*(L).

Bevis. Notera att K|E, och L|E, &r linjesegment. Dérfor &r V(K|E,) och V(L|E,) lingden av respektive
linjesegment. Eftersom V1 (K|E,) < V1(L|E,) giller och kropparna &r centrerade s& ér

K|E, C L|E,,. (16)

LAt af1(u) vara vektorn som ér ortogonal mot u med |af(u)| = V(K|E,)/2 och 1at ags(u) = —ax(u). Lat
lk1(u) vara linjen som &r parallell med u och gar genom agi(u). Notera att lx1(u) dr stodjande hyperplan
till K. Lat nu Hg1(u) vara det stodjande halvrummet till K som definieras av [k (u), det vill séiga

Hi(u) = {z | z-ari(u) < lag(w)*}.

Definera pa samma sétt [go(u), Hgo(u), api(u), apa(u), lp(u), lpe(u) och Hpi(u), Hpa(u).
Lat II, vara den ortogonala projektionen pa E,, sd att I1,(K) = K|E,. D& &r II;'(K|E,) = Hg1(u) N
Hpeo(u) och T Y (L|E,) = Hra(u) N Hrz(u). PA gund av dr det sant att

I, N (K|E,) C I (LIE,)
och da ar
(Hi1(u) N Hi2(uw)) € (Hra(u) N Hez(u)). (17)

En sluten konvex méngd dr snittet av dess stodjande halvrum, sa vi inser att (), (Hzx1(u) N Hgo(u)) beskriver
kroppen K pa grund av att K &r symmetrisk kring origo. Pa samma sétt beskriver (), (Hri(u) N Hra(u))
kroppen L. Fran detta och att géller for alla u € S* far vi att K C L. Det foljer att VZ(K) < V2(L).

O

8.2 Projektionskroppar och mixad volym

I detta avsnitt hittas definitioner och lemman som behovs for beviset av sats [[.I] och materialet kommer fran
2.

Vi paminner lésaren om att £ betecknar mangden av alla konvexa kroppar i R” och att £ betecknar
méngden av alla konvexa kroppar i R™ som &r symmetriska kring origo. Stédfunktionen hx : R" — R
associerad till en konvex kropp K definieras som hy(x) = max{z-y | y € K}. Notera att hx () dr bestdmd
av z-viirden pa S"~!. For K,L € #™ giller det att K C L om och endast om hx < hy, [2, ekvation (1.1)].
Lat K € # ™. Da dr projektionskroppen I1K av K definerad som den kropp som har stédfunktionen

hik(u) = V' YKI|E,), (18)

for uw € 8”71, Vi vet att det existerar en sadan kropp K pa grund av ett resultat av Minkowski. Projektions-

kroppen dr konvex om K #r konvex. Vi paminner ldsaren om att [I" = {IIK | K € J#™}. Lutwak visar

[2, 5.249] att denna klass dr lika med II" = {IIK | K € 2"}, det vill siiga varje projektionskropp dr en

projektionskropp av nagon origocentrerad konvex kropp. Det géller att II" C £ C ™ [2, s. 249)].
Minkowskisumman av kropparna K, ..., K, € ™ definieras som

K1++Kn:{x1++xn ‘ JI,’GKZ'}.
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For K € #™ definieras multiplikation med en skaldr A € R™ som
AK ={X\z | ze€ K}.

Volymen av minkowskikombinationen A1 K + -+ + A\ K, for K; € ™ och A; > 0 dr ett homogent polynom
[2, s. 238] av grad n:

VWKL 4+ MKy =Y v(Kiy o K )i - gy (19)
Om vi kréver att koefficienterna v(Kj,, ..., K;, ) dr symmetriska i K;; sa &r v(K;,, ..., K;, ) entydigt bestdimda
och da kallas v(K;,, ..., K;, ) for mizad volym (se till exempel [2, 5.238]). Vi later v; (K, L) beteckna den mixade

volymen av (n — i) stycken K och i stycken L.

Lemma 8.2. Lat K;,L; € ™ vara sadana att K; C L;. Da dar
v(Ky,...,K,) <v(Li,...,Ly).
Bewvis. Vi borjar med att visa
v(Kq,...,Kp-1,K) <v(Kq,...,K,_1,L)

om K C L. Vi vet att for konvexa kroppar K och L sa ar

1
V(Kl, .. .7Kn,1,L) = ﬁ/ ) hL(u)dS(Kl, . .,anl;'u/% (20)
Sn—

se till exempel [2, ekvation (1.7)]. Vi paminner ldsaren om att K C L om och endast om hx < hy, vilket
tillsammans med ger

1

1
—/ hi(w)dS(Ky,...,Ky_1;u) < —/ hrp(w)dS(Ky, ..., Ky_1;u),
n Jgn—1 n Jgn-1

som kan skrivas som
V(K17~ . 7Kn—1aK) < V(K17~ .. 7Kn—1aL)~

Eftersom K; C L; och den mixade volymen &r symmetrisk foljer det att
v(Ky, ..., Kno1, Kp) <v(Kq, ..., Kno1,Ly) <v(Kip,...,Kn—9,Lp_1,Ly) <...<v(lq,...,L,), (21)
det vill séiga v(Ky,...,K,) <v(Li,...,Ly). O

En konvex kropp A siigs ha en positiv kontinuerlig krokningsfunktion fa : S"~! — (0,00) om det for varje
konvex kropp K géller att v1(A, K) har integralrepresentationen

(A, K) = l/an fa(uw)hg (uw)dS(u), (22)

n

se till exempel [3] 5.2]. For u € S"~1 dr ljuskraften or,(u) av en konvex kropp L den (n — 1)-dimensionella
volymen av den ortogonala projektionen av L pa hyperplanet som dr ortogonalt mot u. Om A har en positiv
kontinuerlig krokningsfunktion f4 sa ar

ra =5 [ e ulfa@as). 23)

se till exempel [3], s.3]. Vi har ocksa att
hHK =0K, (24)
se till exempel [3] s.3].

Lemma 8.3. Det gdller att
v (L, IIK) = vy (K, IIL).

Detta ér lemma 6 i [3] och vi f6ljer beviset i den artikeln.
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Bewvis. Ekvation ger att

(L, TK) = - /S  fe(@hng(wdS(w).

n
Pa grund av (24) sa far vi
1
[ fwekast)
n Jgn-1

och ger
l/sn_l fL(U)%/Sn—l lu - v|fx (v)dS(v)dS(u).

n

Vi flyttar nu ut konstanten 1/2 samt dndrar integrationsordningen och far

1
o [ Fe) [ el (dS@ds(e).
n Jogn—1 Sn—1
Vi anvénder aterigen ekvation och far

1
= /S fr@)or(o)ds()

n

Genom ekvation far vi att

l/Snil fK(’U)hHL(U)dS(U),

n

vilket &ar lika med
%1 (K, HL) .

Det vill siga 14 (L, IIK) = vy (K, IIL). O
Lemma 8.4. For en kropp K € Z™ gdller det att v(K,...,K) =V(K).
Bevis. Lat Ay =1 och A\; =0 for j # 1. Da &r

V(EKD) =VMEKL + -+ XK.

Fran vet vi att detta kan skrivas som

ZV(KiN .. -7Ki"))\i1 c ')\i",

vilket ar lika med
V(Kla RS Kl)

da alla utom A7-termen innehaller en faktor 0. O
Sats 8.5 (Minkowskiolikheten). For K,L € ™ dr
v (K, L)* > V(K)"'V(L),
ddr likhet gdller om och endast om K och L dr homotetiska.
Satsen ar vilkdnd och vi visar den endast i specialfall.

Exempel 2. Vi ger hir tre exempel pa minkowskiolikheten f6r mixad volym da n = 2. Vi har de tre kropparna
kuben B2, bollen B3 och korspolytopen B?. Det ir litt att se att

V(aB% + 3B3) = 4a* + 2 - 4aB + 7 3%,

V(aB?% +~vB?) = 40® + 2 - 4ay + 2v?

och
V(yB} + BB3) = 29* +2 - 2273 + 73,

se ﬁgur respektive@ Det foljer att v(B2,, B?) = 4, v(B%,, B}) = 4 och v(B%, B3) = 21/2. Vi far att

v(B2,B3)? =16 > 47 = V2V,
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v(B%,B?)?=16>8=2-4=V2V?

samt

v(BY, B3)? = (2v2)? =8 > 21 = V17,
vilket bekréftar sats for de tre kropparna B2, B2 och B?.

Figur 7: Minkowskisumman av kuben och bollen.

Figur 8: Minkowskisumman av kuben och korspolytopen.
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Figur 9: Minkowskisumman av korspolytopen och bollen.

8.3 Bevis av Petty-Schneiders sats, sats |1.1

Beviset foljer Lutwaks [2 kapitel 9].
Da V(K) = 0 &ar satsen trivial s antag att V(K) # 0. Fran och antagandet att giiller for alla
u € S"1 far vi

hnk < hnr. (25)

Vi paminner ldsaren om att da H,G € ™ giller det att H C G om och endast om hy < hg vilket
tillsammans med och IT" C Z™ ger

K C IIL. (26)

Eftersom L € II" existerar det en konvex kropp L sadan att L = IIL. Fran , lemma och I C ™
foljer det att

v (LK) < vy (L,1IL). (27)
Om vi skriver om detta med hjalp av lemma far vi
v (K, TIL) < vy (L, I1L).
Pa grund av att L = 1L géller det att
n(K,L) < (L, L). (28)
Fran lemma [8.4] far vi att hogerledet i #r lika med V (L), alltsa
v(K, L) < V(D). (29)
Vi héjer upp ekvation till n pa bada sidor:
v(K, L)" < V(L)".
Minkowskiolikheten for mixad volym, sats [8.5] ger da att
V(E)" V(L) < w(K,L)" < V(L)",
dér den forsta olikheten kriver att K och L &r homotetiska om likhet ska gélla. Division med V(L) ger

V(K" t<v(@)"
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Om vi tar (n — 1)-roten av bada sidor erhaller vi
V(K) < V(L).

Fran sats [8.5] géller likhet mellan K och L om och endast om de dr homotetiska. Homotetiska kroppar av
samma volym maste vara translationer av varandra. Beviset &r darmed klart.

9 Busemann-Petty-problemet och Lutwaks sats

I detta kapitel visar vi att Busemann-Petty-problemet &dr sant i 2 dimensioner. Vi ger ett bevis for Lutwaks
sats, sats och vi introducerar ett avsnitt med definitioner och lemman fére som behovs for beviset.

9.1 Busemann-Petty-problemet, problem [1}, i 2 dimensioner
Sats 9.1. Antag att K och L dr konvexa kroppar i X2 sadana att

VHKNH)<V'(LNH) (30)
for alla hyperplan H som gar genom origo. Da dr
VE(K)<V?*(L).

Beuvis. Notera att K N H och LN H ar linjesegment som ar symmetriska kring origo samt ligger ldngs samma
linje. Dérfor #r V1 (K N H) och V(LN H) lingden av respektive linjesegment. D& K och L ir centrerade
kring origo och giller, sa foljer det att

KNHCLNH. (31)

Notera att K = |J(K N H), respektive L = |J(L N H), dér unionen &r 6ver alla hyperplan H genom origo. Da
géller for alla hyperplan H medfor det att K C L. Da K och L &r symmetriska kring origo foljer det att

V2(K)<V?(L).

9.2 Snittkroppar och dual mixad volym

I detta avsnitt hittas definitioner och lemman som behovs for beviset av sats Materialet i detta avsnitt
kommer fran [2].

En stjirnformad mdingd dr en mingd M i det euklidiska rummet R™, sadan att det existerar en punkt
O € M sa att det for alla punkter x € M finns ett linjesegment fran O till  som ligger i M. Vi kallar detta
for en stjirnformad mangd med avseende pa O. For en kompakt méangd K € R™ vilken &r stjarnformad med
avseende pa origo defineras den radiella funktionen som px (u) = Maz{\ >0 | € K} for u € S"~ L. For
K,L € ™ giller det att K C L om och endast om px(u) < pr(u) for u € S~ [2 s. 240]. Om px (u) &r
kontinuerlig ar sa &r K en stjdrnkropp. En stjarnkropp &r antingen en punkt eller har ett icke-tomt inre. Vi
paminner ldsaren om att " betecknar mingden av alla stjarnkroppar. Lat .* beteckna méangden av alla
stjarnkroppar som ar symmetriska med avseende pa origo.

Lat K € ™. Da &r snittkroppen IK definerad som den stjarnformade mingd som har den radiella
funktionen

prx(u) = V" HEKNE,)

dér w € S"~1. Man inser att den radiella funktionen maste vara kontinuerlig da K € .#". Dérfor kommer 1K
vara en stjirnkropp. Vi paminner ldsaren om att .#" betecknar méngden av alla snittkroppar av stjarnkroppar.
Det &r sant att " C 7" C ", se till exempel [2] s.251]. For att ge en uppfattning om vad en snittkropp
ar ger vi foljande exempel.

Exempel 3. Den radiella funktionen for snittkroppen av B2, det vill siiga I B2, ér PIB2 (u) = VY(B3nE,) = 2.
Vi inser att den radiella funktionen av B3(2) #r konstant lika med 2, det vill siga pBg(g)(u) = 2. Darfor &r

IB2 = B3(2). Mer allmiint #r snittkroppen for symmetriska kroppar i 2 dimensioner samma som kroppen fast
skalad med en faktor 2 och roterad 7/2 radianer.
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Om z1,...,2, € R" si dr den radiella summan x1+ - - -+, definerad som den vanliga vektorsumman av
T1,...,T, € R® om alla x; ligger i ett endimensionellt underrum till R™ och som nollvektorn annars. Den
radiella minkowskisumman av kropparna K, ..., K, € ™ defineras som

Kl‘?"'lKn :{xl'T_"'_T'xn ‘ Xy EKi}'
For K € ™ defineras multiplikation med en skaldr A € R som
A ={\z | z€ K}.

Volymen av radiella minkowskikombinationen \; K- o FNK, for K j € ™ och \j > 0 &r ett homogent
polynom [2] s.240] av grad n:

VMK F MK = 0Ky KA - A (32)

n

Om vi kréver att koefficienterna (K, , ..., K;, ) dr symmetriska i K;, sa dr v(K;,, ..., K;, ) entydigt bestamda
och da kallas V(K;,, ..., K;, ) for dual mizad volym (se till exempel [2, s.241]). Vi later 7;(K, L) beteckna den
duala mixade volymen av (n — i) stycken K och i stycken L. Figur [10]illustrerar hur man kan ténka for att

rita upp den radiella minkowskisumman B2 +B3.

Figur 10: Den streckade linjen illustrerar en del av randen av B2 +B2.

Lemma 9.2. Lat K;, L; € " vara sadana att K; C L;. Da dr
UV(Ky...,Kp) <v(Ly,...,Ly).

Bevis. Enligt Lutwak [2] s.241] &r

~ 1
AE e K) = [ ey )i, (0)dS() (33)
Snfl
om Ki,..., K, € " Vi paminner lisaren om att H C G om och endast om py < pg vilket tillsammans

med (33]) ger
1 1
e @as < ¢ [ o prdsta)

n n

det vill siaga
U(Ky,...,K,) <v(Ly,...,Ly).

Foljande lemma #r lemma 8.9 i [2] och ett bevis kan hittas i [2] s.253].
Lemma 9.3. Om K,L € /" sa dr vy (K,IL) =11 (L, IK).
Lemma 9.4. For K € " giller det att V(K,...,K) =V(K).
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Bevis. Lat Ay =1 och A\; =0 for j # 1. Da &r
V(K1) =V(MK+--+ MK,

Fran vet vi att detta kan skrivas som

vilket ar lika med
g(Kla s 7K1)

da alla utom AP-termen innehaller en faktor 0. O
Sats 9.5 (Minkowskiolikheten for dual mixad volym). Om K, L € .%" sa dir
T (K, L)" < V(K)"'V(L), (34)

och om K och L innehaller mer dn bara origo gdller likhet om och endast om K och L dr dilatationer av
varandra.

Bevisidé for satsen hittas i [2].

9.3 Bevis av Lutwaks sats, sats

Beviset foljer Lutwaks i [2], kapitel 10].

Da V(K) = 0 &r satsen trivial sa antag att V(K) # 0. Fran definitionen av snittkroppar och att K €
g C .S Le S far vi att prx(u) = VP LK NE,) och prp(u) = VP Y(LNE,) for allauw € S"~1. D4
géller for alla u géller det att

PIE < pIL- (35)

Vi paminner ldsaren om att for H, G € ™ géller det att H C G om och endast om py < pg vilket tillsammans
med och ™ C /™" ger att
IK CIL.

Eftersom K € " existerar det en stjarnkropp K si att K = IK. Fran lemma vet vi att
(K, IK) < (K,IL). (36)

Lemma [9.3] ger N N
;l(KaIK) < gl(ijK)

och da K = IK far vi
gl(KaK) S Dl(LvK)

Lemma [9.4] implicerar att 11 (K, K) = V(K), sa
V(K) < (L, K). (37)

Vi hojer upp till n pa bada sidor,
V(K)" < (L, K)".

Minkowskiolikheten for dual mixad volym, sats ger da att
V(K)" <Ti(L, K)" < V(L)"'V(K),

dér likheten i den andra olikheten géller om och endast om K och L &r dilatationer av varandra. Division
med V(K) ger
V(K" < V(D)

Om vi tar (n — 1)-roten av bada sidor erhaller vi
V(K) < V(L).

Har ar likheten uppfylld om och endast om K och L &r dilatationer av varandra.
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