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Sammanfattning

Denna rapport ar ett examensarbete pa kandidatniva. Vi borjar med att introducera
de nodvindiga algebraiska koncepten som behovs. Darefter introducerar vi projektiva
plan och gar igenom de grundliggande egenskaperna fér dessa. Vi fortsétter med att
definiera och undersdka kollineationer, for att sedan konstruera projektiva plan over
kroppar. Vi ger exempel pa ett Galoisplan av ordning tre och minikvarternionplanet
Q. Dérefter behandlas koordinatisering av projektiva plan. Vi introducerar den planira
ternéra ringen och understker dess algebraiska egenskaper. Detta gor att vi avslutnings-
vis kan bevisa den fundamentala satsen fér dndlig projektiva geometri.

Abstract

This paper is a bachelor thesis in mathematics. We begin by introducing the neces-
sary algebraic concepts. We then introduce projective planes and explore some of their
fundamental properties. This is followed by an introduction and discussion regarding
kollineations of projective planes. We then give examples of Galoisplanes of order 3 and
the miniquaternion plane 2. We give a method for coordinatization of projective planes
and introduce planar ternary rings and explore their algebraic properties. This then
leads us to the proof of the fundamental theorem of finite projective geometry.



Forord

Detta &r ett kandidatarbete i matematik vid Géteborgs universitet gjort av Bogdan Dobondi
och Malin Nilsson. Arbetet riktar sig frimst mot elever med liknande studiebakgrund som
forfattarna.

Syfte

Detta arbete ger grundldggande forstaelse for vad andliga projektiva plan &r och for sam-
banden som finns, samt verkar finnas, mellan existensen av planen och deras ordning. Det
introduceras vissa algebraiska koncept, begreppet projektiva plan samt éndliga sadana.

Eftersom de dndliga projektiva planen endast verkar existera da ordningen av dem &r
en primtalspotens, ar detta nagot som understks i rapporten. Vi redogor for de satser
inom omradet som ar bevisade samt undersoker och presenterar ett viktigt resultat rorande
sambandet mellan den geometriska och den algebraiska strukturen av projektiva plan, den
sa kallade ”Fundamentala satsen for andlig projektiv geometri”.

Avgransningar

Da vart fokus ligger pa de dndliga planen, har vi inte haft mdjlighet att behandla alla
aspekter av projektiva plan. Exempelvis géller satserna 5.1 och 5.2 i konstruktionsdelen
dven om man generaliserar ordet "kropp” till ”"skevkropp”. Da den linjdra algebran som
vi tidigare studerat bygger pa att vi behandlar kroppar, och inte skevkroppar, har vi valt
att begransa oss till kroppar i dessa satser. Ar ldsaren intresserad av teorin som bygger pa
skevkroppar sa hénvisar vi till kéllorna [AS] och [LMB].

De algebraiska begreppen introduceras huvudsakligen for att mojliggora konstruktion
och undersokning av de andliga projektiva planen, och vi beror alltsa endast de koncept och
satser som ar relevanta for vara fortsatta studier av projektiva plan. Satserna i delkapitlet
” Algebraiska resultat” ar mycket viktiga for detta arbete, men ldmnas obevisade da bevisen
kréver en omfattande genomgang av andra algebraiska satser och begrepp (till exempel split-
tringskroppar). Da syftet med vart arbete inte ar algebra, utan projektiv geometri, har vi
valt att inte redogdra for bevisen, utan bara aterge satserna.

Metod och genomférande

Denna rapport har gjorts med hjélp av mycket litteraturstudier. Vi har atergett mycket av
teorin som vi last, men en stor del av vart arbete har dven legat i att fylla ut och skriva
fullsténdiga bevis till satser, da det i litteraturen ofta har uteldimnats manga detaljer eller
storre delar av beviset. Manga bevis har &ven uteldmnats helt i litteraturen (ofta lamnade
som Ovningar at ldsarna), varfor en hel del bevis ar gjorda av oss fran grunden. Manga av
de exemplen vi har med &ar ocksa sadana som vi har kommit pa sjilva, da bockerna som vi
last ofta inte har med sa mycket forklarande exempel. Vi tycker sjdlva att det &r en stor
fordel med exempel for forstaelsens skull och har darfor valt att ta med mycket forklarande
exempel och bilder i rapporten.

Som lasaren kommer att mérka har vi d&ven en del bilder i bevisen. Detta har vi valt pa
grund av att vi sjalva, nar vi studerade bevisen, tyckte att de var mycket komplicerade och
svara att hdnga med i om man inte ritade upp bilder och kunde visualisera vad som hénde.
I en del bevis behover man halla reda pa manga olika punkter och linjer pa samma gang,
vilket blir valdigt svart om man inte har en bild framfor sig.

Disposition

Da studierna av projektiva plan bygger pa en del algebra, har vi valt att i borjan av rapporten
ha ett kapitel som ger ldsaren den algebraiska bakgrunden. Detta kapitel paminner dels
lasaren om grundldggande koncept och dels introduceras vissa algebraiska definitioner och
satser som kanske kan vara nya for lasaren. I kapitel 3 introducerar vi sedan de projektiva
planen samt gar igenom grundléggande teori kring dem. I kapitel 4 - 6 gar vi igenom djupare



teori och framfor olika resultat som bland annat beror projektiva plans egenskaper, existensen
av dem och hur man kan konstruera dem, samt avslutar med den fundamentala satsen for
andlig projektiv geometri.

Forfattarnas ansvarsomraden

Bogdan har haft huvudansvaret fér delkapitlen ” Grupper, ringar och kroppar”, ” Affina plan”,
"Incidensmatriser” samt kapitlen ”Inledning” och ”Koordinatisering av projektiva plan”.
Malin har haft huvudansvaret for delkapitlen ” Algebraiska resultat” och ”Minikvaternionsys-
temet” samt kapitlena ”Projektiva plan” | ”Kollineationer” och ”Konstruktion av projektiva
plan”.

Det har forts en dagbok samt en tidslogg fér var och en av de medverkande, vari de
enskilda prestationerna redogjorts for.

Avslutningsvis vill vi passa pa att tacka var handledare Jan Stevens. Vi uppskattar
enormt mycket de fria tyglarna vi fick i boérjan, men ocksa det faktum att Jan har varit
tillgdnglig for fragor varje gang vi behovt det. Vi vill dven tacka var opponeringsgrupp,
speciellt Jenny Arkevall for hennes detaljerade och mycket uppskattade aterkoppling.
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1 Inledning

Detta arbete handlar om projektiv geometri. Matematikens utveckling har haft en stor be-
tydelse for vetenskapens utveckling, som i sin tur ligger till grund for det vi idag tar for
givet. En av matematikens stottepelare och en av de dldsta disciplinen inom matematiken &ar
geometrin. Som med mycket av den grundldggande matematiken borjar vi var resa i antikens
Grekland.

1.1 Euklides och linjerna i sanden

Nér man nédmner ordet geometri sa ténker troligtvis de allra flesta av oss pa trianglar,
fyrhorningar och cirklar. Dessa objekt var studieféremal for matematiker och vetenskapsméin
i antikens Grekland. Det &r inte svart att forestélla sig hur man i antikens Grekland stude-
rade geometri genom att rita i sanden. Denna nagot romantiska instéllning till matematiker
i antikens Grekland bara forstidrker deras bedrifter.

De allra flesta av oss studerar de vanligaste geometriska objekten innan vi kommer till
universitetet. Ritvinkliga trianglar dr som bekant centrala inom trigonometrin som lérs ut
pa gymnasiet. Den grekiske matematikern Euklides postulerade i boken Elementa fem axiom
med vilkas hjilp han och andra kunde bevisa olika geometriska samband. Vi paminner ldsaren
om dessa:

Mellan tva punkter kan man alltid dra en rét linje.

Varje begriansad rit linje kan forlangas obegransat.

)
)
(iii) Runt varje punkt kan man beskriva en cirkel med given radie.
) Alla réita vinklar dr lika med varandra.

)

Nar en rét linje skdr tva réta linjer, och de bada inre vinklarna pa samma sida om den
skirande rita linjen &r mindre &n tva rdta vinklar, s kommer de bada rita linjerna,
om de forldngs obegransat, att skira varandra pa den sida om den skérande rita linjen
som de tva inre vinklarna ligger.

Det femte postulatet dr dven kdnt som parallellpostulatet och matematiker trodde lange
att detta var overflodigt. Men, som vi ska se, &ar parallellpostulatet det som projicerar oss
in i den icke-euklidiska geometrin. Andra berémda, och fér den ménskliga civilisationens
utveckling viktiga, resultat fran antikens Grekland &r bland andra Pythagoras sats. Denna
sats betydelse for matematikens och den ménskliga civilisationens utveckling gar inte att
underskatta. [JS]

1.2 Icke-euklidisk geometri

Av Euklides postulat sa har parallellpostulatet genom tiderna varit det kontroversiella. Mate-
matiker har genom tiderna forsokt att bevisa att detta postulat dr 6verflodigt och misslyckats.
Men tiden efter medeltiden innebar en panyttfodelse for konsten och vetenskapen. Det &r foga
féorvanande att dven matematiken och, med den, geometrin kom att utvecklas under denna
period. En djupare diskussion om detta och andra vetenskapsfilosofiska fragor kan hittas i
artikeln skriven av professor Olle Hiaggstrom [OH].

I borjan av 1800-talet borjade Gauss att undersdka konsekvenserna som en #dndring av
parallellpostulatet skulle kunna medféra. Han var dock inte ensam. Det var just under denna
period som matematiker upptéckte att parallellpostulatet, om det d&ndras, ger upphov till det
vi idag kallar for hyperbolisk geometri. En mer uttommande historik om hur icke-euklidisk
geometri utvecklades ges i [IE]. Aven den sa kallade projektiva geometrin bérjade utvecklas
vidare.



1.3 Projektiv geometri

Inom den projektiva geometrin studerar vi hur olika objekt uppfattas fran olika perspektiv.
Framforallt &r vi intresserade av vilka egenskaper till ett geometriskt objekt som forblir
detsamma oavsett perspektiv. Men vad menar vi med ordet projektiv? I en artikel publicerad
pa Rutgers University’s internetsida ger Alexis Conrad ett bra exempel. Om vi betraktar ett
schackbride uppifran sa kommer vi att observera att alla linjer pa bridet dr parallella. Om
vi nu vrider schackbréidet och betraktar det fran en vinkel sa kommer det att se annorlunda
ut. De parallella linjerna &r inte lingre parallella. Betraktat ur ett geometriskt perspektiv
sdger vi att schackbridet dr projicerat pa ett annat bride. [AC]

Den tidigaste projektiva geometrin anses vara upptickt av Pappus av Alexandria (290-
350). Den franska matematikern Gérard Desargues (1591-1661) lade grunden till den moderna
projektiva geometrin genom sina upptéickter angaende projektiva plan. Fastdn Desargues
riaknas som den projektiva geometrins fader drojde det ett sekel innan andra matematiker
kom att forsta vidden av Desargues upptéckter. [AC]

Ett projektivt plan erhalls genom att man later alla parallella linjer korsa varandra i en
oandligt avlagsen punkt. I det vanliga euklidiska planet hamtar man koordinater fran R. Om
denna idé generaliseras sa kan man hiamta koordinater fran en godtycklig ring R. Om R da
skulle vara en kropp sa kallas det projektiva planet for ett kroppsplan. Skulle R vara en
andlig kropp kallas (det dndliga) planet for ett Galoisplan och det &r dessa som &r centrala
for detta arbete. Det visar sig ndmligen att Galoisplan &r nédra férknippade med projektiva
plan som uppfyller vissa geometriska egenskaper beskrivna av Desargues.

1.4 Modern projektiv geometri

En av de storsta fragorna inom projektiv geometri har varit, och dr fortfarande, existensen
av dndliga projektiva plan. Ett &ndligt projektivt plan &r ett projektivt plan som har &ndligt
manga linjer och punkter. Detta nagot ointuitiva begrepp kommer undersékas och forklaras
i detta arbete. Som vi kommer att se sa géller det att om n &r en primtalspotens sa existerar
det ett dndligt projektivt plan for alla n. Men vad géller da nér n inte &r en primtalspotens?
Ett resultat &r Bruck-Rysers sats:

Sats 1.1 (Bruck-Rysers sats). Om n = 1(mod 4) eller om n = 2(mod 4) sa kan det bara
existera ett dndligt projektivt plan om n dr en summa av tva kvadrater.

Beviset dr tdmligen tekniskt och kan studeras i detalj i [HP]. Det minsta fallet som ej técks
upp av Bruck-Ryser dr da n = 10. Det var ldnge en 6ppen fraga som till slut avgjordes 1989
efter flera ar av berdkningar med hjalp av datorer. En av de som var med och genomforde
denna berdkning var Clement Lam. Det visades att det inte existerar dndliga projektiva plan
av ordning 10. [LAM]

Lam hade jobbat linge med detta projekt och om man ldser hans redogorelse inser man
att problemets 16sning vixte fram i takt med att datorerna blev alltmer kraftfulla under
1980-talet. Lam sjalv uppskattar att det krdvdes upp mot 3000 timmar av databerdkningar
for att 16sa problemet. Det finns ett samband mellan projektiva plan och sa kallade latinska
kvadrater, och det var med hjilp av detta samband som Lam et al. kunde 16sa problemet.
Det var en kombinatorisk 16sning pa ett geometriskt problem. [LAM]

Den nutida forskningen inom projektiv geometri behandlar projektiv geometri i hogre
dimensioner och projektiva plan med varierande grad av struktur. Den moderna projektiva
geometrin stricker sig till andra matematiska discipliner sasom algebra, kombinatorik och
topologi. Projektiv geometri dr ett dynamiskt omrade och vart arbete behandlar de mest
vilstrukturerade projektiva planen. Men detta dr bara toppen pa ett fascinerande och kom-
plext isberg.

I detta arbete ska vi dérfor introducera Desargues upptéckter och bevisa ett mycket
viktigt och fascinerande samband mellan &ndliga kroppar och den geometriska egenskapen
uppkallat efter Desargues. Detta samband kallas f6r fundamentala satsen for dndlig projektiv
geometri.

Sats 1.2 (Fundamentala satsen for dndlig projektiv geometri). Lat P vara ett dndligt pro-
jektivt plan. Da dr P desargiskt om och endast om det dr ett kroppsplan.



2 Algebraisk bakgrund

Vi &mnar att i detta kapitel paminna lésaren om nagra av de algebraiska begrepp och struk-
turer som kommer att anvindas i detta arbete. Vi har valt att inte ta med alltfor mycket
exempel i detta kapitel pa grund av att det mestadels ska vara repetition for lisaren.

Da studierna av projektiva plan &r nidra sammankopplade med grupper och kroppar &r
detta nagra begrepp som vi hir behover definiera. Nagra viktiga satser ar delgruppskriteriet
samt satser som behandlar dndliga kroppar, varfor vi redogor for dessa hér. Det finns dven
ett par satser som #r mycket viktiga for vara studier av projektiva plan, men vars bevis dr
alltfor omfattande for att redogoras for héir. Dessa dr saledes samlade under delkapitel 2.2.
Delkapitel 2.3 innehaller teori om minikvaternioner, vilka vi behover for att senare konstruera
speciella projektiva plan.

Kapitlet baseras framst pa [JD], forutom sista delkapitlet som baseras pa [RK].

2.1 Grupper, ringar och kroppar

Definition 2.1. En bindr operation * pa en miangd A &r en regel som till varje ordnat par
(z,y) € A x A ordnar ett element i A, det vill siga att A x A > (z,y) — 2z € A.

Definition 2.2 (Grupp). En méingd G tillsammans med en bindr operation, (G, x), sigs
vara en grupp om det tillfredsstéller f6ljande egenskaper:

(a) slutenhet under operationen x, det vill séiga att for alla a,b € G giller att axb € G,
(b) associativitet, det vill siga att {or alla a,b,c € G giiller att a * (b*c) = (a *b) * ¢,

(c) existens av neutralt element, det vill siga att det finns ett element e € G sadant att
exg=gx*e=a, for alla g € G,

(d) existens av inversa element, det vill siga att for alla ¢ € G sa finns det ett element
g leGsadant att gxg ' =g lxg=e.

En delméngd H C G sigs vara en delgrupp till G om (H,*) i sig uppfyller villkoren for att

vara en grupp.

Lemma 2.3. Lat G vara en grupp under operationen x.

(i) Identitetselementet i G dr unikt.

(ii) Inversen till ett element g dr unikt for alla g € G.

Bevis. (i) Antag att e och f #r tva neutrala element i G. D4 e &r neutralt giller att exg = ¢
for alla g € G. Speciellt géller da att e x f = f for elementet f € G. Da f &r neutralt
géller att g x f = g for alla g € G. Speciellt géller da att e x f = e for elementet e € G.
Vifarda att f=ex f =e.

(ii) Antag att e #r det neutrala elementet i G och att g=! och ¢’ &r tva inverser till g € G.
Vifardigl=g lxe=g1lx(gxg) = (97 *9g)xg =exg =g och viser att vi
saledes fatt g~ = ¢'.

O

Lemma 2.4. Lat G vara en grupp under operationen x och H vara en delgrupp till G.
(i) Om e dr det neutrala elementet i G och f dr det neutrala elementet i H sa dr e = f.
(ii) Om h € H, h=1 dr inversen till h i H och h' dr inversen till h i H, sd dr h=* = h'.

Bevis. (i) D& f ér det neutrala elementet i H giller att f * f = f. Lat f~! beteckna det
inversa elementet till f i G. Va far da

Fhe(fxf)=1""xf &
(f Tt xf«f=e &
exf=e &

f=e



(ii) Vihar att h'«xh = hxh' = f da f &rneutrali H. Men da f = e har viatt h'xh = hxh/ = e
i H. Lemma 2.3 implicerar dock att ™! &r en unik invers till h i G, vilket medfor att

h =h"t
O

Med dessa lemman i baggaget dr vi nu redo for att formulera delgruppskriteriet.

Sats 2.5 (Delgruppskriteriet). Lat G wvara en grupp under operationen x. En delmingd
H C G dr en delgrupp till G om och endast om

(i) H#0,
(i) H dr sluten under x, och
(ii) H dr sluten under inversbildning.

Bevis. Viborjar med att visa att att en delgrupp maste uppfylla villkoren i delgruppskriteriet.
Lat H vara en delgrupp till G. Vi har da enligt axiom (c) ur definitionen av grupper att H
innehaller ett neutralt element. Alltsa #r H icke-tom. Vi har enligt axiom (a) att H &r sluten
under * och enligt axiom (d) att H &r sluten under inversbildning.

Vi méste nu visa att en delméngd till G som uppfyller kriterierna (i), (ii) och (iii) &r en
delgrupp. Antag att H #r en sadan delméngd. Enligt (i) har vi ett element h € H. Enligt
(iii) finns dven inversen h~! i H, och saledes enligt (ii) har vi att h x h™! = e € H, dér
e betecknar det neutrala elementet. Vi har alltsa att axiom (c) dr uppfyllt. Axiom (a) fas
direkt fran att H uppfyller (ii) och axiom (d) fas direkt fran att (iii) &r uppfyllt. H &rver
dven associativiteten (axiom (b)) direkt fran G. Dérmed &r H en delgrupp och beviset &r
saledes klart. O

Definition 2.6. En grupp (G, ) vars operation dr kommutativ ségs vara en abelsk grupp.

Da vi nu vet vad en abelsk grupp ir kan vi definiera begreppet ring, for att sa smaningom
kunna definiera vad en kropp &r.

Definition 2.7 (Ring). En méingd R med tva stycken binéira operationer
(a,b) — a+ b (addition)
(a,b) — ab (multiplikation)
ségs vara en ring om
e (R,+) dr en abelsk grupp,

e multiplikationen dr associativ, det vill siga att for alla a,b,c € R sa giller att a(bc) =
(ab)c, och

e multiplikationen ar distributiv éver additionen, det vill siga att for alla a,b,c € R sa
giiller att a(b + ¢) = ab+ ac och (b+ ¢)a = ba + ca.

Definition 2.8. Lat (R, +,-) vara en ring.
e R ségs vara en kommutativ ring om multiplikationen dr kommutativ.

e R sigs ha en etta om det finns ett multiplikativt neutralt element 1 sadant att for alla
a € R sa giller att la = al = a.

Definition 2.9. Lat (R, +, ) vara en ring. R séigs sakna nolldelare om det for alla a,b € R
géller att ab = 0 implicerar att a = 0 eller b = 0.

Egenskapen att sakna nolldelare innebér saledes att om en produkt av tva element i en
ring dr noll, s4 maste minst ett av elementen vara noll. Detta &r en viktig egenskap for
konstruktionen av en algebraisk kropp, vilket dr malet med denna diskussion. Vissa ringar
har nagra viktiga egenskaper.



Definition 2.10. En ring R som dr kommutativ, saknar nolldelare och har en nollskild etta
sigs vara ett integritetsomrade.

Anm. Med uttrycket nollskild etta menas att det neutrala elementet f6r multiplikation inte
ar lika med det neutrala elementet for addition, det vill sdga att 1 # 0.

Vi har nu allt som behovs for att kunna definiera den ring som har mest struktur, eller
regelbundenhet, av alla.

Definition 2.11 (Kropp). En kommutativ ring R dér (R \ {0}, ) bildar en grupp ségs vara
en kropp.

Foljande inklusion
kropp C integritetsomrade C kommutativ ring C ring

illustrerar graden av struktur hos en ring. Kroppen &r den alltsa den mest strukturerade
ringen, nagot som innebér att man i en kropp kan utfora de fyra aritmetiska operationerna
+,—, -, . Vi har till exempel att (R, +,-) éir en kropp medan (Z4, ®, ®) inte &r en kropp.

Definition 2.12 (Skevkropp). En ring R, dér (R \ {0},) bildar en grupp séigs vara en
skevkropp.

Vi har alltsa att en kropp dr en kommutativ skevkropp.
Ett till verktyg som vi behover for vara fortsatta studier av projektiva plan dr det som
behandlar sidoklasser och partitioner.

Definition 2.13 (Partition). En mingd P av icke-tomma delméngder till en annan méngd
M ségs bilda en partition om

(i) U P = M, dir P, betecknar elementen i P, och

(ii) P,NP; =0 om och endast om P; # P; for alla par av element P;, P; € P.

Definition 2.14 (Ekvivalensklass). Lat ~ vara en ekvivalensrelation pa en méngd M och
lat [m] = [x € S;x ~ m)]. [a] sigs da vara ekvivalensklassen till ~ for elementet m.

Sats 2.15. Ekvivalensklasserna [m] till en ekvivalensrelation ~ pa en mdingd M bildar en
partition av M.

Bevis. Vibehover forst visa att M = |J [m]. Da vi har att ~ &r reflexiv, giller att m € [m].
meM
Saledes dr detta uppfyllt.

Vi behover dven visa att P; N P; = () om och endast om P; # P;. Antag att P; N P; # 0.
Da finns det ett element m € M sadant att m € P; och m € P;. Lat P, = [a] och P; = [b].
Vi har da att m ~ a och m ~ b. Da ~ &r symmetrisk och transitiv leder detta till att a ~ b.
Tag nu ett godtyckligt element x € [a]. Vi har da att  ~ b och b ~ d, vilket leder till att
x ~ d da ~ #r transitiv. Saledes har vi att [a] C [b]. Pa samma séitt fas att [b] C [a]. Alltsa
giiller att [a] = [b]. Didrmed utgor ekvivalensklasserna en partition. O

Sats 2.16. Lat H vara en delgrupp till en grupp G och lat relationen ~ ges av a ~ b om och
endast om ab~' € H. Dé utgor ~ en ekvivalensklass.

Bevis. Tag ett element a € G. D& giller att aa~! = e € H. Alltsd &r ~ reflexiv. Antag att
a ~ b. D& har vi att ab=* € H och dia H #r en delgrupp maste det gilla att (ab=1)~! =
ba—! € H och saledes giiller att b ~ a. Alltsa ir ~ symmetrisk.

Antag nu att a ~ b och b ~ ¢. D& har vi att ab™',bc™' € H, och da H #r en delgrupp r
den sluten under operationen och saledes far vi att ab~'bc™! = ac™! € H och dirmed giller
att a ~ c¢. Vi har da dven att ~ &r transitiv och ddrmed ar beviset klart. O

Definition 2.17 (Sidoklass). Ekvivalensklasserna till ekvivalensrelationen ~ definierad i sats
2.16 kallar vi for sidoklasser.



2.2 Algebraiska resultat

Kommande satser ar mycket viktiga for studier av projektiva plan. Deras bevis kraver dock
en omfattande algebraisk bakgrund, vilket vi, som vi ndmnde i inledningen, inte ska redogéra
for har. Déarfor stipuleras hér satserna utan bevis.

Sats 2.18. Det existerar en kropp av ordning n om och endast om n = p™, ddr p dr ett
primtal och m dr ett positivt heltal.

Definition 2.19. Kroppen av primtalspotensordningen p™ kallas fér en Galoiskropp av ord-
ning p" och betecknas med GF (p™).

Sats 2.20. I Galoiskroppen GF(p™) gdller att (a 4+ b)P = aP + VP for alla a,b € GF(p").

Sats 2.21 (Wedderburns lilla sats). Varje dndlig skevkropp dr en kropp.

2.3 Minikvaternionsystemet

Definition 2.22 (Nérkropp). En dndlig méngd N tillsammans med operationerna addition
och multiplikation, sidgs vara en dandlig ndrkropp om

e (N,+) bildar en abelsk grupp med det neutrala elementet 0,
e (N\ {0},) bildar en grupp med det neutrala elementet 1,

e multiplikationen &r hogerdistributiv 6ver additionen, det vill siga att (a+b)c = ac+ be
for alla a,b,c € N

en-0=0forallanecN.

En #ndlig ndrkropp &r alltsa ”"néstan en kropp”. Skillnaden dr att multiplikationen inte
behover vara vinsterdistributiv 6ver additionen, och, som for skevkroppar, att multiplikatio-
nen inte behover vara kommutativ. Om en dndlig ndrkropp &ven skulle vara vansterdistributiv,
skulle den vara en skevkropp och enligt Wedderburns lilla sats skulle den saledes dven vara
en kropp.

Vart mal med detta delkapitel blir nu att konstruera en nérkropp av ordning 9 som inte
dr en kropp; det sa kallade minikvaternionsystemet. Vi borjar dock med att konstruera en
kropp av ordning 9.

Lat M vara en méngd med de nio elementena i Zs x Zs, dir Zs = {—1,0,1}. Vi bendmner
elementen som foljande:

0= (0, 0),
1= (1,0), —1= (—1,0)7
a=(1,-1), —a=(-1,1),
B= (07_1)’ —B= (07 1)a
Y= (_17_1)5 - = (171)

Vi definierar nu + enligt (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d), dér additionen i Z3 ges av:

0 1 -1
0 1 -1
1 -1 0
-1} -1 0 1

Tabell 1

Denna definition av + genererar foljande Cayley-tabell for (M, +):



+ 0 1 -1 o« —-a B -5 v —v
0 0 1 -1 o« —-a p -5 v —v
1 1 -1 0 v -8 a -y B -«
-1 -1 0 1 g8 -v v —-a o =p

1
(6%
Y| B a -4 1 —a -1 — 0

Tabell 2

Vi ser direkt att M &r sluten under addition, att 0 &r det neutrala elementet, att varje element
har en unik invers och att additionen &r kommutativ. Associativiteten drvs fran Zs. Saledes
bildar (M, +) en abelsk grupp.

Vi later multiplikationen - pa M bestdmmas av

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + cb)

dér a,b,c,d € Zs. Vi ska nu se att (M \ {0},-) &r en grupp. Identitetselementet &r (1,0) = 1,
da

(1,0) - (¢,d)=(1-¢—0-d,1-d+0-¢) = (¢,d), och
(¢,d)-(1,0)=(c-1—=d-0,c-0+d-1)=(c,d).

For ett godtyckligt element (a,b) € M \ {0} har vi att dess invers ges av ( Vi

har vidare att - 4r associativ da

a _ 7)
a?+b27 a2+4b2/"

(a,0) - ((c,d) - (e, f)) = (a,b) - (ce — df ,cf + de) =

= (a(ce — df) — b(cf + de),alcf + de) + b(ce — df)) =
= (ace — adf — bef — bde, acf + ade + bee — bdf) =

= (ac —bd,ad + bec) - (e, f) =

=

(a) ( ))-(e,f),

for alla a, b, c,d, e, f € Zs. Saledes #r (M \ {0},-) en grupp.
Multiplikationen &r kommutativ da (¢, d) - (a,b) = (ca — db, cb + da) = (ac — bd, cb + ad).
Vi har dven att multiplikationen &r hogerdistributiv 6ver additionen da

((a;0) + (¢,d)) - (e, f) = (a+c,b+d) - (e, f) =
(a+c)e=(b+d)f,(a+c)f + (b+d)e) =

(a
(
= (ae+ce—bf —df,af +cf +be+de) =
= (
= (

ae —bf,af +be)+ (ce — df,cf + de) =
a,b) - (e, f) + (¢, d) - (e, f).

Saledes &ar (M, +, -) en skevkropp. Da M innehaller endast &ndligt manga (9) element, sa
foljer det av Wedderburns lilla sats att (M, 4+, -) utgor en kropp - Galoiskroppen GF'(9), och
vi har bevisat foljande sats.

Sats 2.23. (M, +,) dr Galoiskroppen av ordning 9.



For att fortsdtta att konstruera en nédrkropp vars multiplikation inte ar vinsterdistributiv
med avseende pa additionen, ska vi forst infora ett nytt sitt att betrakta multiplikationen -
pa. Lat elementen i M betecknas:

0=0,
1 =wuP, -1 =w?,
a=wk, —a=wd,
/8 w67 75:1025
v =w, —y =w’

Cayley-tabellen for multiplikationen - blir med dessa beteckningar:

(e}
=
=
[
[=)
[N}
BN
w

. 0 w w w w w w w w
0|10 O 0 0 0 0 0 0 0
wl [0 w' w?t wt w Wb w? W' Wl
w0 wr w® w w' w? W' W W
w |0 w w w? wt W' wd w? w?
w? |0 w ow' Wb w? W W' owt wd
wl |0 wh w? W wd owt W’ Wb w!
w20 w w o w W W wr w' wd
w |0 w owd W wt W ow! wt w?
w3 |0 w w owt W' w! Wb w? Wl
Tabell 3

Notera att det med dessa beteckningar giller att w” - w® = w("T%) Mod 8 51 alla w", w* €
Nu kan vi borja konstruera en nérkropp av méngden M, vars multiplikation inte &r

vénsterdistributiv 6ver additionen. Vi later additionen vara likadan som for Galoiskroppen

GF(9). Vi har saledes redan att (M, +) bildar en abelsk grupp.

Vi definierar sedan multiplikationen x med hjélp av multiplikationen -, och later

0x&E=0,Ex0=0,V¢ € M,

w" X w® =w" - w® =w T med8 43 5 € {0,2,4,6},

w" X w® = w’ - w® =Bt med 8 g3 ¢ ¢ {1,3,5,7}.

Denna definition genererar f6ljande Cayley-tabell for multiplikationen pa M:

x |0 1 -1 a —-a p -5 v —v
0 [0 O 0 0 0 0 0 0 0

1 ]0 1 -1 a —-a p -5 v —v
-110 -1 1 —-a a -6 B - 7~

a |0 a —-a -1 1 vy =y =5 B
—a |0 —a « 1 -1 -y 7~ 5 =B
g |10 B - - ~ -1 1 a -«
-0 -8 8 v = 1 -1 —-a «

y |0 v — B8 -8 —a o -1 1
-0 —~ v -8 B8 a —a 1 -1

Tabell 4

Observera nu att multiplikationen inte &r kommutativ, da till exempel o X § = v medan
B X a = —~. Vi har dven att multiplikationen inte &r vinsterdistributiv 6ver additionen, da
ax(a+l)=axy=—-F, menaxat+axl=—-1+a=24.



Vi ser fran Cayley-tabellen att M dr sluten under x och att det for M \ {0} existerar ett
neutralt element 1 samt en unik invers till varje element déri. For att pavisa associativiteten
far vi dela upp undersokningen i olika fall. Vi borjar med att underséka huruvida w” x (w® x
wh) = (w" x w®) x wt da s,t € {0,2,4,6}. Vi far da

w” X (ws % wt) —w" % w(s—i—t) mod 8 _ w(r+s+t) mod 8 _

x wh = (w" x w) x wt,

_ ,w(rJrs) mod 8
och har saledes att associativa lagen géller i detta fall. Vi gar vidare till fallet da s € {0,2,4,6}
och t € {1,3,5,7}. Vi far

w” X (ws « wt) = w" X w(3s+t) mod 8 _ w(3r+3$+t) mod 8 _

x wh = (w" x w) x wt,

_ w(B(r+s)+t) mod 8 _ w(T+S) mod 8
och vi ser att associativiteten uppfylls dven hér. Da istéllet s € {1,3,5,7} och t € {0,2,4,6}
har vi

w" X (ws ~ ’Ll]t) = w" X w(s+t) mod 8 _ w(3r+s+t) mod 8 _

t

_ w(3r+s) mod 8 % wt = (wr % ws) x w,

och sista fallet da s € {1,3,5,7} och t € {0,2,4,6} ger oss

w” X (ws % wt) —w" X w(35+t) mod 8 _ w('r'+33+t) mod 8 _

9r+3s+t) mod 8 _ w(3r+s) mod 8 t

= ' xw' = (w" x w*) x w'.

Vi har nu visat att (M \ {0}, x) bildar en grupp. Da vi vill visa att M &r en néirkropp
fortséitter vi med att visa att multiplikationen &r hogerdistributiv 6ver additionen, alltsa att
(w" + w®) x w! = w" x wt +w® x w' giller fér alla element i M \ {0} (vi har trivialt att det
giiller om nagot av elementen &r 0). Aven detta far vi dela upp i tva fall; ¢ € {0,2,4,6} och
te{1,3,5,7}. Dat € {0,2,4,6} har vi

(wr+ws)th:(wr+ws)_wt:wr_wt+ws_wt:wrth+wsth.

Dat e {1,3,5,7} har vi

(wr+ws)><wt:(wr+ws)3_wt:(w3r+w3s).wt:w3r.wt+w35.wt:erwt_Fwszt’

dér den andra likheten kommer fran sats 2.20 (da (M, +, ) bildar en kropp).

Det ér saledes klart att (M, 4+, x), vilken vi hddanefter kommer att kalla for minikvater-
nionsystemet och beteckna M, uppfyller alla villkor fér att vara en nérkropp. Ddrmed har
vi bevisat féljande sats.

Sats 2.24. Minikvaternionsystemet M dr en ndrkropp av ordning 9.



3 Projektiva plan

Vi inleder introduktionen av projektiva plan med ett avsnitt som behandlar linjdra plan, da
detta ger lidsaren storre forstaelse for hur de projektiva planen héinger samman med euklidisk
geometri. Det forsta delkapitlet baserar sig framforallt pa killan [LMB]. Vi introducerar
sedan de projektiva planen och gar igenom grundldggande teori kring dem. Delkapitlet utgar
mest fran kéllan [RK]. Delkapitlena 3.2, 3.3 och 3.4 utgar framfor allt fran [RK]. Vi avslutar
kapitlet med ett avsnitt om affina plan, vilka &r nidra sammankopplade med projektiva plan.
Det delkapitlet baserar sig framfor allt pa [HP].

3.1 Linjara plan

Definition 3.1. Vi séger att en linje och en punkt &r incidenta med varandra om punkten
ligger pa linjen, eller ekvivalent, om linjen gar genom punkten. Tva linjer ar incidenta i en
punkt om det finns en punkt som &r incident med bada linjerna.

Vi kommer hiédanefter att anvinda versaler for beteckning av punkter och gemener for
beteckning av linjer.

Definition 3.2 (Linjéara plan). Ett linjart plan ar ett system av punkter och linjer som
uppfyller féljande axiom:

(1) Givet tva distinkta punkter finns det en och endast en linje som gar genom bada dessa,
det vill sdga att det finns en entydig linje som &r incident med bada punkterna.

(2) En linje dr incident med minst tva punkter.

(3) Det finns tre punkter i systemet sadana de ej ér incidenta med en och samma linje.
Vi kan direkt konstatera att det euklidiska planet med rata linjer &r ett linjart plan.

Exempel 3.3. Planet Z x Z med réta linjer &r ett linjart plan.

Exempel 3.4. Foljande system ér ett linjirt plan innehallande fyra punkter, ty genom varje
par av punkter gar en linje och varje linje innehaller (minst) tva punkter:

Figur 1

Exempel 3.5. Vill vi halla oss till médngden Zy X Zs bildar vi ett linjéart plan pa foljande sétt:
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B=(0,1) D=(1,1)

A=(0,0)

Figur 2

3.2 Introduktion av projektiva plan

Definition 3.6 (Projektiva plan). Ett projektivt plan P &r en méngd av punkter och linjer
tillsammans med en incidensrelation sadan att

(1) givet tva distinkta punkter finns det en och endast en linje som gar genom bada dessa,
det vill siga att det finns en entydig linje som &r incident med bada punkterna,

(2) givet tva distinkta linjer finns det en och endast en punkt som ligger pa bada linjerna,
det vill sidga att det finns en entydig punkt som &r incidenta med bada linjerna,

(3) det finns fyra punkter i systemet sadana att vilka tre av dessa man én viljer sa ligger de
€j pa en och samma linje.

Notera att dessa axiom sédkerstéller att en linje &r incident med minst tva punkter. Ett
projektivt plan &r alltsa ett linjirt plan med de extra villkoren att tva linjer maste skéra
varandra i nagon punkt (detta kommer vi ibland uttrycka att de tillsammans definierar en
entydig punkt; se nedanstaende definition). Vi kan direkt konstatera att det Euklidiska planet
inte ar ett projektivt plan, da det inte finns en entydig punkt som ligger pa tva linjer som
ar parallella.

Definition 3.7. (i) Tva punkter A och B definierar tillsammans den entydiga linjen AB
eller BA.

(ii) Tva linjer I och m definierar tillsammans den entydiga punkten [ Nm.

Exempel 3.8. Vi ser att varken det linjdra planet fran exempel 3.4 eller det fran exempel
3.5 ovan definierar projektiva plan. Systemet i exempel 3.4 uppfyller inte axiomen for att
vara ett projektivt plan, da det litt ses att det finns linjer som inte korsar varandra och
saledes inte definierar en punkt tillsammans. Detsamma géller for exempel 3.5, ty linjerna
AB och CD definierar inte nagon punkt tillsammas. Notera &ven att linjerna AD och BC
inte skir varandra i nagon punkt i planet Zo X Zs.

Definition 3.9. Tva eller fler punkter P;, i € {1,2,...,n},n > 2 siigs vara kolinjira om de
dr incidenta med en och samma linje.

Notera att tva punkter alltid &r kolinjira enligt axiom (1) ur definitionen av projektiva
plan. Vi kommer dérfor mest i fortsdttningen att prata om att punkter &r kolinjira om det
ar tre stycken eller fler.

Plan som uppfyller axiom (1) och (2) ur definitionen av projektiva plan, men inte (3),
kallas for degenererade plan. Det finns sju sadana: [AS]

1. Den tomma méngden.
2. Planet bestaende av endast en punkt.

3. Planet bestaende av endast en linje.
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4. Flera linjer och endast en punkt med vilken linjerna &r incidenta:

Figur 3

5. En linje och flera punkter som alla &r kolinjéra:

Figur 4

6. Flera linjer och flera punkter, dér alla punkter &r kolinjéira:

Figur 5

7. Flera punkter och flera linjer, dar alla punkter utom en &r kolinjéra.

Figur 6

Exempel 3.10. Det sa kallade Fano-planet dr ett system som uppfyller alla tre axiom. Hér
vill vi dven belysa att det inte i definitionen av projektiva plan ingar att linjerna behover
vara raka:

Figur 7

12



Exempel 3.11. Obsevera att nedanstaende system inte dr ett projektivt plan, ty punkterna
A och B definierar inte entydigt en linje, utan tva stycken.

A

A\

Figur 8

Definition 3.12. (i) En fyrhdérning ABCD &r en méngd av fyra punkter A, B, C och D,
sadana att man ej kan vilja tre stycken som &r kolinjira. Sidorna till denna fyrhorning
utgors av {AB, AC, AD, BC, BD,CD}. Diagonaltriangeln till denna fyrhérning dr den
vars horn ges av ABNCD, ACNBD och AD N BC.

(ii) En fyrsiding &r en méngd av fyra linjer, sadana man ej kan vilja tre stycken som &r
incidenta med en och samma punkt.

Exempel 3.13. De roda linjerna i figur 9 markerar diagonaltriangeln till fyrhérningen
ABCD.

Figur 9

Lemma 3.14. Lat P vara ett projektivt plan. P innehaller da en fyrsiding.

Bevis. Fran axiom (3) av projektiva plan har vi att varje projektivt plan P innehaller en
fyrhorning ABC'D. Antag nu att tre av sidorna AB, BC, C'D och DA &r incidenta med en
och samma punkt. Vi kan anta att det ar linjerna AB, C'D och DA som #&r incidenta med
samma punkt utan att ga miste om generaliteten i beviset. Eftersom linjerna AB och DA
bada tva gar genom punkten A samt genom punkten P, har vi att P = A, ty tva linjer
definierar entydigt en punkt. Pa samma sétt har vi att linjerna C'D och DA bada gar genom
punkterna D respektive P, vilket leder till att P = D. Vi har da att P = A och P = D,
vilket implicerar att A = D. Detta motséger att ABCD skulle vara en fyrhorning. Alltsa
maste {AB, BC,CD, DA} utgora en fyrsiding. O
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Sats 3.15. Ur ett projektivt plan P bildas ett nytt system PP genom att linjerna i P ldts vara
punkter i PP, punkterna i P lats vara linjer i PP och en punkt och en linje i PP dr incidenta
omm de dr incidenta i P. PP dr dd ett projektivt plan.

Bevis. PP uppfyller axiom (1) ty P uppfyller axiom (2) och vice versa. For att se att axiom
(3) ar uppfyllt later vi ABCD vara en fyrhérning i P. Da bildar linjerna AB, BC, CD och
DA tillsammans en fyrsiding enligt beviset till lemma 3.14, dér man alltsa inte kan vilja
tre linjer som alla &r incidenta med en och samma punkt. Med andra ord bildar punkterna
AB,BC,CD,DA € PP en fyrhorning, dir man inte kan vilja tre punkter som r incidenta
med en och samma linje (ty punkter och linjer #r incidenta i P” omm de #r incidenta i P).
Saledes uppfyller PP det tredje axiomet for projektiva plan. O

Definition 3.16. PP kallas dualplanet till P.
En direkt konsekvens av sats 3.15 blir nu den sa kallade dualitetsprincipen.

Korollarium 3.17 (Dualitetsprincipen). Lat S vara ett pastaende om projektiva plan. Da
dr det duala pastaendet, det vill siga samma pastaende men med orden "linje” och "punkt”
utbytta mot varandra, sant for projektiva plan.

Som vi kommer att se dr denna princip mycket anvéndbar vid bevisforing for satser som
anger ekvivalenta pastaenden for bade punkter och linjer.

3.3 Grundliggande egenskaper hos projektiva plan

Lemma 3.18. Lat ] och m vara tva distinkta linjer i ett projektivt plan P. Da gdller att det
finns en punkt P € P sadan att P ¢ lUm.

Bewvis. Lat ABCD € P vara en fyrhorning. Antag att det inte finns en punkt P € P sadan
att P ¢ lUm. Da ér alla punkter A, B,C, D incidenta med antingen [ eller m. Eftersom tre
av punkterna ej kan vara incidenta med en och samma linje maste tva av dem vara incidenta
med [ och de andra tva vara incidenta med m. Vi kan anta att A, B € [ och C, D € m utan
att ga miste om generaliteten i beviset. Lat da @ = AC N BD. Denna punkt existerar da
tva linjer 1 ett projektivt plan definierar en punkt i planet. Antag Q € [. Eftersom A, B € [
har vi att | = AB, alltsa géller att Q € AB. Punkterna A, B, C ar ej incidenta med samma
linje. Detta leder till att AB # AC. Att @Q € AC leder till att Q@ = AB N AC. Men vi har
dven att A = AB N AC, vilket leder till att @ = A. Vi vet dven att Q € BD, vilket nu &r
ekvivalent med att A € BD. Da har vi alltsa att A, B och D &r incidenta med en och samma
linje, vilket motsiiger att ABCD skulle vara en fyrhérning. Detta leder till att @ ¢ I.

Pa samma siitt fas att @ ¢ m. Alltsa maste det finnas en punkt Q ¢ I U m. O

Sats 3.19. Lat P vara ett projektivt plan.

(i) For tva linjer I,m € P,m # 1 sa gdiller att det finns en bijektiv avbildning mellan
mdangden av punkter pa linjen | och mdngden av punkter pa linjen m.

(i) For en linje | € P och en punkt P € P sa gdller att det finns en bijektiv avbildning
mellan mdngden av alla punkter pa l och mingden av alla linjer incidenta med P.

Bevis. (i) Vélj en punkt P ¢ [. En sadan existerar enligt axiom (3) for projektiva plan.

Varje linje genom P passerar da [ i en punkt, ty tva linjer definierar entydigt en punkt,
enligt axiom (2). Varje punkt L € [ bestdmmer tillsammans med P entydigt en linje
LP, enligt axiom (1) for projektiva plan. Alltsa har vi att det finns en 1-1 korrespondens
mellan punkterna {L; L € [} och linjerna {PL; L € [}.
Lat m,l € P,;m # [ vara tva linjer. Vilj en punkt Q € P\ (m U!). En sadan existerar
enligt lemma 4.9. Vi har nu enligt foregaende stycke att det finns en bijektion ¢ :
{QL;L € I} — {L;L € I} samt en bijektion ¢ : {M; M € m} — {QM;M € m}.
Sammanséttningen ¢ o 1) bildar da en bijektion mellan méngden av punkter pa [ och
méngden av punkter pd m (vi har att {QL; L € I} = {QM; M € m}, ty dessa dr bada
méngden av alla linjer genom Q).
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(ii) Fallet P ¢ [ visades i forsta stycket i beviset. Nu aterstar saledes att visa att det finns
en bijektion mellan méngden av alla punkter pa [ och mingden av alla linjer incidenta
med P, da P € l. Vilj en linje n sa att P ¢ n. Vi har att det finns en bijektion mellan
{L;L €1} och {N; N € n} enligt forsta delen av satsen. Vi har dven att det finns en
bijektion mellan {N; N € n} och {PN;N € n} enligt forsta stycket i beviset. Alltsa
finns det en bijektion mellan alla punkter pa [ och alla linjer genom P.

O

Anm. Observera att sats 3.19 inte séiger att det finns en 1-1 korrespondens mellan méngden
av parvisa punkter i P och méngden av linjer i IP. Dra till minnes Fano-planet:

C

Figur 10

Hir ser vi att de tva punkterna A och B tillsammans definierar linjen [. Likasa definierar
punkterna B och C linjen [, vilket kan illustreras:

Figur 11

Alltsa ser vi att korrespondensen mellan méngden av parvisa punkter i P och méingden
av linjer i P inte &r injektiv.

I fallet da en linje &r incident med &ndligt manga punkter, séig k + 1 stycken, foljer det
fran satsen ovan att alla linjer &r incidenta med k + 1 punkter, och dven att det genom varje
punkt P € P gar k 4 1 linjer. Hidanefter kommer vi att asyfta dndliga projektiva plan nér
det star projektiva plan.

Definition 3.20. Ett projektivt plan P sadant att en av dess linjer gar genom k+ 1 punkter
kallas for ett plan av ordning k.

Sats 3.21. [ ett dndligt projektivt plan av ordning k finns det k* +k+1 linjer och k* +k+1
punkter.

Bevis. Sats 3.19 tillsammans med definition 3.20 ger att alla linjer passerar genom k + 1
punkter och att k + 1 linjer passerar genom varje punkt P € P. Tag en punkt Q € P. For
alla punkter R # @ sa ligger R pa en av de k + 1 linjerna genom @, ty tva punkter maste
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definiera en punkt och det gar totalt k+ 1 linjer genom ). Da det finns £+ 1 linjer genom @
och k punkter exklusive @ pa varje sadan linje, géller att det totalt finns k(k+ 1)+ 1 punkter
i systemet, dir den adderade ettan star for @Q sjilv.

Tag nu en linje [ € P. Denna linje innehaller k£ 4+ 1 punkter. Alla linjer i det projektiva
planet maste vara incidenta med nagon av dessa punkter, ty alla par av linjer maste definiera
en punkt. Genom var och en av punkterna gar det ytterligare k linjer. Alltsa finns det totalt
k(k 4+ 1) + 1 linjer i planet, dér den adderade ettan kommer fran [ sjilv. O

Definition 3.22. Tva projektiva plan P och Q ségs vara isomorfa om det finns en bijektiv
avbildning 6 : P — Q som avbildar punkter i P pa punkter i Q och linjer i P pa linjer i Q
sadan att P € 11 P om och endast om 8(P) € 6(]) i Q.

Exempel 3.23. Vi studerar aterigen Fano-planet.

Figur 12

Om vi skriver upp systemet som en tabell pa foljande vis sa ser vi att kolumnerna bildar
linjerna i planet:

0 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 0

3 4 5 6 0 1 2
Tabell 5

Studera nu planet i figur 13 med sju punkter respektive linjer. Vi ser att dven detta plan
kan beskrivas med exakt samma tabell som planet ovan. Dessa plan ér alltsa isomorfa och ar
saledes blott tva olika framstéllningar av samma plan; Fano-planet. Fortsdttningsvis kommer
vi att framstélla Fano-planet som i aktuell figur. Jimfor denna framstéllning med exempel
3.4 ovan.

Ett tredje alternativ till bilden av Fano-planet far man om man infér kartesiska koordi-
nater, haller sig till rummet Zy X Zy och infor ytterligare tre punkter, se figur 14.
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1 2
3 6
4
Figur 13
[ ]
(0,1 1,1)
[

(0,0) (1,0)

Figur 14

Hér ser vi att de parallella linjerna tillsammans kommer att definiera punkter i odndligheten.
Jamfor detta plan med exempel 3.5!

Vi har nu sett att det finns olika sitt att visualisera Fano-planet. Vi vill nu visa att pro-
jektiva plan av ordning 2 alltid &r isomorfa och alltsa att Fano-planet &r det enda projektiva
plan av ordning 2 som finns.

Sats 3.24. Det finns ett projektivt plan av ordning 2. Alla projektiva plan av ordning 2 dr
isomorfa.

Bevis. For att bevisa detta ska vi konstruera Fano-planet och visa att konstruktionen &r
entydig. Vi borjar med en méngd av fyra punkter {A, B,C, D, E, F,G}. Genom punkten A
maste det ga tre linjer som tillsammans sammanbinder A med alla de andra punkterna, for
att uppfylla axiom (1) ur definitionen av projektiva plan. Vi har #ven att varje linje maste
innehalla tre punkter totalt enligt sats 3.21. Vi later da linjerna genom A vara ABD, ACG
och AEF.

Vi méaste ha en linje som sammanbinder B och C, fér att uppfylla axiom (1). Denna linje
BC maste da ga genom nagon av punkterna FE eller F'. Da dessa punkter inte har nagon mer
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bestdmd incidens &n att ligga pa linjen AEF, spelar det ingen roll vilken av dem vi later
ligga pa BC. Vi kan da lata E € BC (annars kan vi bara byta namn pa E och F).

Det maste &ven finnas en linje BG. Denna maste ga genom F', da B och E redan sam-
manbinds av en linje. Vidare maste vi ha en linje CD. Aven denna maéste ga genom F da C
och F redan &r incidenta med en och samma linje. Slutligen maste vi ha linjen DEG, som
sammanbinder de sista punkterna.

Genom denna konstruktion har vi nu sett att incidenserna &r forutbestdmda och det enda
man kan #ndra pa dr sjilva namnen pa punkterna. Vi kan alltsa alltid finna en bijektiv
avbildning fran ett plan av ordning 2 till ett annat, sadan att incidensrelationen bevaras.
Saledes foljer att alla plan av ordning 2 &r isomorfa. O

3.4 Delplan

Ett viktigt karaktéirsdrag betriffande de projektiva planen &r att de kan innehélla sa kallade
delplan, vilka vi hdr &mnar att definiera och utveckla.

Definition 3.25 (Delplan). Ett delplan av ett projektivt plan P éir en delméngd P’ av punk-
ter och linjer ur P, vilken sjélv uppfyller axiomen i definitionen av projektiva plan.

Sats 3.26 (Brucks sats). Om P’ dr ett delplan av ordning m till ett dndligt projektivt plan
P av ordning n, och P’ # P, sd gdller ett av féljande:

(i) m?> =n
(ii) m?>+m <n

Bevis. Antag P’ #P. Lat | € P'. Vilj en punkt P € [, P ¢ P’ (en sadan existerar ty P’ # P).
Det finns (m? +m + 1) — (m + 1) = m? punkter Q1, ..., Q2 i P’ som ej ligger pa .

Antag nu att P, Q; och Q;, i # j ar kolinjéra. Linjen PQ); skulle da innehalla tva punkter
ur P, alltsa har vi att PQ; € P’. Vi har édven sedan innan att P € [ € P, vilket implicerar
att P € P’. Detta strider mot vart val av P. Alltsa kan P, Q; och Q;,% # j €j vara incidenta
med samma linje och sdledes har vi att PQ1, ..., PQ,,> méaste vara m? stycken skilda linjer
genom P.

Genom P € P har vi dessutom att det passerar n + 1 stycken linjer i P. Detta ger oss att
n+1>m?+ 1, dir sista ettan kommer fran att [ € P’ sjilv gar genom P. Alltsd har vi nu
att m2 <n.

2 = n uppfyller uppenbarligen m? < n.

(i) m

(i) Antag nu att m? < n, d.v.s. m? +1 < n + 1. Eftersom denna olikhet séiger att antalet
linjer genom P och nagon punkt i P’ &r strikt fiirre #n antalet linjer i P genom P, maste
det alltsa finnas nagon linje k£ 3 P som inte innehaller nagon punkt i P'. Linjen k& maste
dock passera genom alla linjer i P, ty alla linjer i P’ ligger &ven i P och tva linjer i
P definierar alltid en punkt i P. Med andra ord maste k méta alla linjer i P’ i nagra
punkter som ligger i P. Vi har fiven att k maste mota linjerna i P’ i m? + m + 1 olika
punkter, ty om k skulle méta tva linjer i P’ i en och samma punkt, skulle de tva linjerna
definiera en punkt som skulle ligga i I, men enligt antagandet innehéaller & inte nagra
punkter ur P’

D& k innehéller n + 1 punkter ur P samt m? + m + 1 punkter ur P’ (som vi nyss sett),
har vi alltsa: n + 1 > m? + m + 1, vilket &r ekvivalent med att m? +m < n.

O
Av denna sats kan vi alltsa dra foljande slutsatser:

e Fano-planet har inga dkta delplan (delplan som inte #r hela planet), ty det finns inga
(icke-degenererade) projektiva plan av ordning 1.

e Om vi har ett projektivt plan av ordning 3 s& finns det inga #kta delplan, ty 22 # 3
och 22 + 2 £ 3. Fano-planet &r alltsd inte ett delplan till ett plan av ordning 3.
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e Om vi har ett projektivt plan av ordning 9 sa kan eventuella &kta delplan ha ordning
2 (ty 22 +2 <9) eller 3 (ty 32 =9).

3.5 Affina plan

Malet med denna sektion &r att utveckla &#ndliga affina plan. Affina plan kan erhallas fran
projektiva plan och utgor dirfor en aspekt i studierna av projektiva plan.

Definition 3.27 (Affina plan). Ett affint plan A #r en méngd punkter och linjer tillsammans
med en incidensrelation sadan att

(i) givet tva distinkta punkter finns det en och endast en linje som gar genom bada dessa,
(ii) en linje &r incident med minst tva punkter,

(iii) givet en linje [ och en punkt P ¢ [ si existerar det en unik linje m € A, m # [, sidan
att P € mochlnm =10,

(iv) det existerar tre icke-kolinjdra punkter.

Notera att alla affina plan uppfyller definitionen for linjira plan. Det extra axiomet, axiom
(iii), dr ekvivalent med Euklides parallellaxiom. Vi kan saledes konstatera att det euklidiska
planet dr ett exempel pa ett affint plan. Vi ser dven létt att det linjira planet i exempel 3.4
ar ett affint plan.

Exempel 3.28. Foljande system ér ett affint plan av ordning 3, ty givet nagon linje [ och
nagon punkt P som ej ligger pa linjen, sa finns det en entydig linje genom punkten som ej
korsar [. Exempelvis, givet linjen m och punkten @ i bilden nedan, sa &r n den enda linjen

genom Q som ej korsar m:
m
A<

(XX
(2

Figur 15

Vi vill nu se hur affina plan hianger ihop med projektiva sadana.

Sats 3.29. Givet ett projektivt plan P och en linje | € P sa kan vi konstruera ett affint plan
A genom att i P ta bort | och alla punkter incidenta med [. Detta betecknar vi A = P,

Bevis. Lat P vara ett projektivt plan innehallande linjen [ och punkten X € [. Lat m,n # 1
vara tva distinkta linjer incidenta med X.

Vi konstruerar ett affint plan A = P! genom att ta bort [ och alla punkter incidenta med
I. DA har vi att m € P! och n € P'. Men mNn = 0 di X € [ och siledes X ¢ P!. Tag en
punkt A € P! sadan att A € P, A # X och A ¢ m. Lat r vara linjen som forbinder X och A
i P. Nu observerar vi att A € P! leder till att » € P'. Men da &r r € P! den enda linjen i P!
som gar genom A med egenskapen att r N'm = (. Vi har alltsa tva linjer ,m € P! som inte
korsar varandra i det affina planet P’

Vi har saledes visat att det erhallna planet uppfyller axiom (iii) ur definitionen av affina
plan, och da de andra trivialt uppfylls, har vi fatt ett affint plan. O

19



Exempel 3.30. Lat P vara Fano-planet. Antag att [ € P och att A, B och C' dr de punkter
som ligger pa [. Da bildar vi ett affint plan A genom

A=P =P\ {l,A B,C).

Eftersom A konstruerats fran PP foljer det att alla linjer och punkter som finns i A dven finns
i P och att A drver incidensrelationen fran P.

Vi har sett att det i affina plan finns linjer som inte korsar varandra. I den euklidiska
geometrin sigs tva sadana linjer vara parallella. Detta leder till att vi kan definiera egenskapen
parallellism i ett affint plan pa ett naturligt sétt:

Definition 3.31. Lat A vara ett godtyckligt affint plan. Tva linjer [ € A och m € A siigs
vara parallela om [ = m eller om [ N'm = . Vi betecknar da detta med [ || m.

Lemma 3.32. Lat A vara ett godtyckligt affint plan och lat ~ beteckna en ekvivalensrelation.
Da gdller att parallellism dr en ekvivalensrelation

Beuis.

Vi ska visa att relationen ”~” definierad enligt | ~ m < [ || m &r reflexiv, symmetrisk och
transitiv.

Enligt 3.31 giller for im e A att l=m=1| m.Sal|ltyl =1 Dairl~1 det vil
siga ~ &r reflexiv.

Vidare har viViim € A:l~m < 1 || m. Men [ || m < m || I géller uppenbarligen och vi
har saledes att m ~ 1. SaVi,m € A :l ~m < m ~ [. Alltsa dr ~ ar symmetrisk.

Det aterstar att visa att ~ #r transitiv, det vill sdga visa foljande utsaga VI,m,n € A :
l~mAm~h=1~h.Viviljer ,m,h € A sa att [ || m och m || h. Antag forst att tva av
dessa linjer &r lika, det vill sdga antag att [ =m, m = heller I = h. Om [l =m sa drl || m
enligt 3.31. m || h enligt val av m och h ger att [ || h, varfor | ~ h. Pa liknande sétt har vi
att om m = h sa dr !l | h ty I || m enligt val av i och m sa I ~ h. Om | = h sa ar det klart
att [ ~ h. Alltsa haller utsagan och dédrmed &r ~ transitiv.

Antag istéllet att [,m,n ovan #r distinkta. Antag att [ [f h. D& 3P € I N h, det vill siga
punkten P &r incident med tva distinkta linjer i det affina planet A. Men detta séger emot
axiom (i7) 1 3.27. Alltsa géller [ || h, det vill sdga | ~ h. Sa ~ #r transitiv. Vi har ddrmed
visat att || dr en ekvivalensrelation. O

Definitionen av isomorfi mellan affina plan &r lik den fér projektiva plan.

Definition 3.33. Tva affina plan A och B siigs vara isomorfa om det finns en bijektiv
avbildning 6 : A — B som avbildar punkter i A pa punkter i B och linjer i A pa linjer i B,
sadan att P € 11 A om och endast om 0(P) € 0(]) i B.

Utrustade med detta verktyg kan vi jimfora affina plan, vilket kommer att leda oss till
formuleringen av ett viktigt resultat om &ndliga affina plan, vilket &r huvudmalet med detta
delkapitel. For att kunna uppna detta behover vi foljande sats.

Sats 3.34. Lat A wvara ett affint plan. Da existerar det upp till isomorfi ett unikt projektivt
plan P sadant att A = P! for ndgon linje | € P. Parallellklasserna i A betecknar vi med A*.

Bewvis. Vi borjar med att konstruera ett projektivt plan med en linje [, sadan att A = Ple.
Lat P vara en punkt och [ en linje i A. Incidensrelationen i P definierar vi genom

(i) P€liP om och endast om P €1l1iA,

(ii) en punkt P* € [ i P om och endast om [ € P* i A, dir P* &r de olika parallellklasserna,
(iii) for alla P* géller att P* € I, 1 P, och
(iv) for alla P € A giller att P ¢ [ i A.
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Denna konstruktion ger saledes att A = Pl och det aterstar dirmed att visa att P ir
ett projektivt plan. For detta &ndamal, betrakta tva godtyckliga punkter A, B € A som ér
sammanlinkande av linjen AB. Da har vi att AB ligger i A savil som i P. Pa samma séitt har
vi att tva godtyckliga punkter A, B* d&r sammanlédnkade i P av den entydiga linjen AB* € A,
som tillhor parallellklassen B*. A och B* existerar enligt lemma 3.32. Vidare har vi att tva
punkter A*, B* dr sammanlidnkade av linjen [,,. Saledes har vi att tva godtyckliga punkter
i P alltid &r sammanlédnkade av en unik linje i IP. Linjen [, € P korsar alla andra linjer i IP i
en unik punkt. Lat darfor [ och m vara tva linjer i P. Da har vi att om {Nm = P i A leder
detta till att INm = P i P, alltsa finns det en unik skéirningspunkt mellan tva linjer [ och m
iP.

Antag istéllet att INm = @ i A. Da &r [ || m vilket ger att [ och m tillhér samma
parallellklass som vi da kallar A*. Alltsa géller att A* € IN'm i P enligt (iii), vilket innebér
att tva godtyckliga linjer i P korsar varandra i en unik punkt.

Eftersom A ir ett affint plan innehaller A tre icke-kolinjira punkter X, Y och Z. Lat
XY Nlew=A"1Poch YZNI, = B*iP. Da har vi att A* # B* leder till att XY } Y Z,
vilket betyder att X, Z, A* och B* bildar en fyrhorning i P. Alltsa ar P ett projektivt plan.

Antag nu att A kan bildas ur tva olika projektiva plan, det vill siga att A = P! = P v,
Identitetsavbildningen #r dé en en isomorfi P! — P’ "' Beviset ir klart tack vare foljande:

Lemma 3.35. Twa affina plan }P’Z,IP"Z, dr isomorfa dr ekvivalent med att det existerar en
isomorfi o : P! — P'" med 1* =1'.

Bevis. Antag att 6 : P! — P'""" ir en isomorfi. Lat a vara definierad som a(X) = 6(X), for
alla X ¢ [. Vi viljer nagot Y € [ och for detta YV viljer vi en linje m genom Y sadan att
m # 1. Dérefter definierar vi a(Y) = 6(m) N1’. Da verkar « pa alla linjer h,l € P, dir h #
genom «a(h) = 0(h) och a(l) = I'. For att se att « dr en isomorfi behdver vi visa att for
Y €l 4r a(Y) oberoende av vilket m vi viiljer. Men att 0 &r en isomorfi betyder att 6 bevarar
ekvivalensklasser, det vill sdga att 6 bevarar parallellklasserna.

Antag att nu att o : P — P’ 4r en isomorfi mellan de projektiva planen P och P’ sadan
att «(l) = I’. DA har vi att « dr en injektiv avbildning fran punkterna i P till punkterna i
P’ och fran linjerna i P till linjerna i P’. Vidare har vi att « dr en isomorfi vilket betyder
att o bevarar incidensrelationen. Siledes &r P och P'' isomorfa och beviset for lemmat ir
klart. O

O

Om A = P! séiger vi att A ér det affina planet som #r associerat med P och [ € P. Vidare
sa séger vi att P 4r associerat med A upp till isomorfi. Detta foljer fran 3.34. Observera att
icke-isomorfa affina plan kan vara associerade till samma projektiva plan P. Vi dr nu redo
att definiera ordningen av affina plan.

Definition 3.36. Lat P vara ett projektivt plan av ordning n och lat A vara ett affint plan
associerat till P. D& har A samma ordning som P, det vill sdga A &r av ordning n.

3.6 Incidensmatriser

Lat B vara ett dndligt projektiv eller affint plan av ordning n. Vi betecknar punkterna i B
med Py, Ps, ..., P, och linjerna med 1,5, ..., ;. Da har vi féljande

Definition 3.37. En incidensmatris A till B &r en v x b-matris vars element a; ; &r ettor om
P; € l; och nollor om P; ¢ I;.

Exempel 3.38. Vi anvénder Fano-planet i figur 13 i exempel 3.23 for att konstruera en
incidensmatris. Vi har tidigare sett att Fano-planet innehaller sju linjer och sju punkter. Vi
definierar linjerna fran kolonnerna i tabell 5 i exempel 3.23, det vill séiga [; ges av den i-te
kollonen i 5. Da har vi att D &r ett dndligt affint eller projektivt plan av ordning sju vars
incidensmatris ges av
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100 01 01
110 0 0 1 0
0110001
101 1000
0101100
001 0110
0001011

dér raderna &r de olika punkterna och kollonerna ar de olika linjerna. Fran matrisen kan vi
alltsa utldsa att punkten 0 &r incident med Iy, I3 och I3.

Sats 3.39. Lat A vara en incidensmatris av ett dndligt projektivt plan av ordning n. Da dr
AAT = nl, + J,, dir I, ér identitetsmatrisen i v x v och J, dr en v X v-matris vars element
alla dr ettor.

Bevis. Lat elementen ur AAT vara givna av (b; ;), dér i anger raden och j anges kolonnen. Vi
betraktar forst A’s diagonalelement. Dessa &r skaldrprodukter av rad ¢ med sig sjilv. I sin tur
ar detta summan av alla nollskilda element i rad 7 ur A, da elementen antingen &r 1 eller 0.
Antalet nollskilda element i rad i dr detsamma som antalet linjer I; som gar genom punkten
P;. Enligt definition 3.20 samt sats 3.21 #r dessa n + 1 stycken for i = 1,2,...,n% + n + 1.
Pa samma sétt &r b; ;, dér ¢ # j, skaldrprodukten av rad ¢ med kolonn j ur A. Detta &r
detsamma som antalet k sadana att a;; = a;x = 1. Men vi har att a;, = 1 betyder att
P; €l och aj, =1 betyder att P; € [;,. Eftersom F; och P; tillsammans entydigt definierar
en linje, har vi att b; ; =1 da ¢ # j. Dérmed &r beviset klart. O
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4 Kollineationer

I detta kapitel introduceras konceptet kollineation av projektiva plan. Detta begrepp &r vik-
tigt for fortsatta studier av dndliga projektiva plan. Hela kapitlet baseras mycket pa kéllorna
[AS] och [RK].

4.1 Introduktion av kollineationer

Definition 4.1. En kollineation av ett projektivt plan P (eller ett affint plan A), dr en
bijektiv avbildning « : P — P som avbildarl punkter pa punkter och linjer pa linjer, sadan
att bilderna av kolinjira punkter ar kolinjéra.

Exempel 4.2. Nedan ser vi en kollineation av Fano-planet. Observera att alla punkter som
ar kolinjdra i det forsta planet fortfarande dr kolinjéra i det andra.

0 3
o
| —
1 ) l
2 4
3
Figur 16

Sats 4.3. Mingden av kollineationer av ett projektivt plan P, vilken vi bendmner med G,
bildar en grupp under sammansdttning.

Bevis. Vi anvéander definitionen av grupper for att bevisa satsen. Lat [P vara ett projektivt
plan och lat G vara méngden av kollineationer av detta. Tag tva godtyckliga avbildningar
a, B € G och lat v = a o § vara sammanséttningen av dessa. Att « &dr en bijektiv avbildning
foljer direkt fran att bade a och § dr det. For att se att  avbildar kolinjéra punkter kolinjart
tar vi tre kolinjira punkter A, B och C. Vi har, da § &r en kollineation, att 5(A), 8(B) och
B(C) #r kolinjéra. D4 &ven « &r en kollineation giller att a(8(A)) = v(A4), a(B(B)) = v(B)
och a(B(C)) = v(C) &r kolinjéira. Saledes &r v en kollineation och G dr da sluten under
sammansattning.

Vidare vill vi visa att sammansittningen #r associativ. Tag «, 8,7 € G. Vi har da att
[yo(aop))(z) = [y(aoB)l(x) = y(a(B(x))) = (v o a)(B(x)) = [(v o a) o f](z), vilket visar
associativiteten.

Definiera nu en kollineation i € G, genom x — x fér punkter eller linjer x. Detta &r da
identitetsavbildningen. Da géller for alla o € G att (w0 i)(z) = a(i(z)) = alz) = i(a(x)) =
(i o a)(x). Det &r sjélvklart att ¢ bevarar den fordrade incidensrelationen. Vi har da att ¢ r
identitetselementet i G.

Vi vill nu se att G &r sluten under inversbildning. Tag ett godtyckligt element o € G.
Definiera a~! genom

a Y(P)= P, & a(Py) = P for alla punkter P € P,
a 1) =1; & a(ly) =1 for alla linjer [ € P.

Vi har da att coa™(P) = a(a™(P)) = a(Py) = P for alla punkter P € P, samt coa™1(l) =
a(a™t(l)) = a(ly) =1 for alla linjer [ € P. Analogt for a=! o a(P) och o=t o a(l). Alltsa ér

a~! invers till a. Avbildningen a~! : P — P #r uppenbarligen bijektiv dd o : P — P &r det.
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Den fordrade incidensrelationen for o' fas direkt fran att o uppfyller den. Alltsa giller att
a1 € G och G #r siledes sluten under inversbildning.
Detta visar att (G, o) bildar en grupp. O

Anm. Med kollineationsgruppen till P menar vi G och vi betecknar dess identitetselement,
den triviala kollineationen, med 1.

Utrustade med kollineationsgruppen kan kan vi formulera nedanstaende lemma om nér
tva affina plan &r isomorfa.

Lemma 4.4. Antagl och k dr tva godtyckliga linjer i det projektiva planet P. Da gdller att
det affina planet P' dr isomorft med det affina planet P* om och endast om det existerar en
kollineation o € G, sadan att o(l) = k.

Bevis. Detta foljer direkt fran lemma 3.35. O

Definition 4.5. En central kollineation ar en kollineation « till vilken det finns en punkt P,
kallad ett centrum, sadan att o(P) = P och sadan att alla linjer som gar déirigenom ér fiza,
det vill siiga att «(l;) = I; for alla linjer I; genom P.

Detta betyder alltsa att en central kollineation endast permuterar punkterna pa varje
linje [ € P som gar genom centrumet.

L @ @ @
P ~_ 7

(07

Figur 17: En central kollineation o permuterar endast punkterna pa linjer genom centrumet P.

Definition 4.6. En axial kollineation &r en kollineation « till vilken det finns en linje [,
kallad en azel, sadan att a(l) = [ och sadan att alla punkter pa linjen #r fiza, det vill siiga
att a(P;) = P; for alla punkter P; € [.

En axial kollineation « av ett projektivt plan P dr alltsa en central kollineation av det
duala planet PP.

Sats 4.7. Varje icke-trivial central kollineation har endast ett centrum och varje icke-trivial
axial kollineation har endast en axel.

Bevis. Antag att v # i &r en central kollineation med tva centrum P och Q. Tag en godtycklig
punkt A ¢ PQ. Vi har att PA och QA &r fixa linjer da bada gar genom nagot centrum till a.
Detta medfor att A ér en fix punkt, ty om a(A) = A’ sd maste A’ € PA (da PA fix linje) och
A" € QA (da QA fix linje). Men tva linjer skiir varandra i precis en punkt enligt definitionen
av projektiva plan, och vi har redan att PAN QA = A, alltsa maste gilla att «(A) = A for
alla A ¢ PQ.

Tag nu en godtycklig punkt B € PQ och en linje I # PQ genom B. Vi har att alla
punkter B’ € [ : B’ # B ir fixa punkter enligt ovan. D& maste #ven B vara en fix punkt, da
kolinjira punkter ska mappas kolinjért enligt definitionen av kollineationer.

Att varje icke-trivial axial kollineation endast har en axel foéljer nu direkt pa grund av
dualitetsprincipen. O

Sats 4.8. Lat P vara ett projektivt plan och o : P — P vara en kollineation av P. Da gdller
att o dr en central kollineation om och endast om « dr en axial kollineation.

Bevis. Om a = i har vi trivialt att satsen giller. Antag att « # @ &r en central kollineation.
For att visa implikation at hoger maste vi visa att a har en axel.

Om det finns en fix linje [ som ej gar genom P maste denna vara en axel. For att se detta
later vi linjerna genom P betecknas m;. Dessa linjer ar fixa och séledes kan en punkt fran
en av linjerna inte avbildas pa en punkt pa en annan linje. Om [ da inte skulle vara en axel
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betyder det att nagra av punkterna m; N1 skulle avbildas pa varandra och saledes att de
skulle avbildas pa en annorlunda linje m;, vilket strider mot att de linjerna &r fixa.

mi Nl
my
P
mo
l
ms
msz N1
Figur 18

Om det finns en fix linje [ som ej gar genom P maste denna alltsa vara en axel och saledes
ar o en axial kollineation med den unika axeln [, dér entydigheten fas fran att « &r icke-trivial
samt sats 4.7.

Vi har saledes att alla fixa linjer, utom mojligtvis en, gar genom centrumet P. Da det
totalt finns n% 4+ n+ 1 linjer i det projektiva planet och endast n + 1 stycken genom P, méaste
det finnas nagon linje h som ej ér fix. Lat da A = hNa(h). Vi har att A # P ty P ¢ h (da
h ej dr fix). A och P sammanbinds av den fixa linjen AP. Detta betyder att «(A4) € PA och
a(A) € h. DA hN PA = A #r den entydiga skdrningspunkten giller att a(A) = A och séledes
har vi att A dr en fix punkt.

Tag en godtycklig punkt B € PA, B # P, B # A. Vi har da att det finns en linje k& genom
B som ej &r fix, ty det finns n + 1 linjer genom B, diar n > 2, och maximalt tva stycken av
dessa kan vara fixa.

P A
®

[ ey

Figur 19

Lat C = kN a(k). Genom samma resonemang som vi forde for A, far vi att C dr en fix
punkt. Vi har dven att C # P och C # A da k # PA och tva linjer (k och PA) entydigt
definierar en punkt, enligt definitionen av projektiva plan.

Vi har att linjen AC maste vara fix. For att se detta tar vi en godtycklig punkt Q; € AC.
Da giller att A, Q; och C &r kolinjéira. Enligt definitionen av kollineationer maste da A, a(Q;)
och C vara kolinjara. Alltsa permuteras endast punkterna @QQ; € AC och saledes ér linjen fix.
Vi far tva fall:

Fall 1: P ¢ AC. Da har vi enligt ovan att AC #r den unika axeln:

Figur 20

Fall 2: P € AC. Da har vi att C € PANk och B € PANk. Da skdrningspunkten mellan
tva linjer dr entydigt bestdmd i projektiva plan har vi att C' = B och B &r da en fix punkt.
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Figur 21

Vi har att punkterna P, A och B &r fixa punkter. Om det projektiva planet &r Fano-
planet, sa #r linjen PAB en axel. Om det inte &r Fano-planet, tag en godtycklig punkt
D e PAB,D ¢ {P, A, B}. Enligt samma resonemang som ovan har vi att det finns en icke-
fix linje m genom D. Lat E = mNa(m). Om E ¢ PAB har vi att AE och BE ér fixa, pa
samma, sitt som AC' forut bedomdes vara fix. Detta strider enligt sats 4.7 mot vart antagande
att « ej ar trivial. Alltsa maste £ € PAB och eftersom £ = PABNm och D = PABN'm
har vi att £ = D. D &r da en fix punkt. Da D valdes godtyckligt har vi att alla punkter pa
linjen PAB maste vara fixa och det &r saledes en axel.

Vi har nu visat att en central kollineation nédvéandigtvis har en axel och ddrmed dr en axial
kollineation. Att en axial kollineation &r en central kollineation fas fran dualitetsprincipen.

O

Vi har alltsa att centrala kollineationer och axiala kollineationer &r ekvivalenta begrepp.
Vi kommer mestadels i fortsdttningen att referera till en sadan kollineation som central. Det
finns tva typer av centrala kollineationer:

e kollineationer dir centrumet ligger pa axeln,
e kollineationer dir centrumet inte ligger pa axeln.

Kolla igen pa kollineationen i exempel 4.2. Vi ser att kollineationen varken har ett centrum
eller en axel.

Exempel 4.9. Betrakta den centrala kollineationen o av Fano-planet nedan. Vi ser att 0
avbildas pa 0 och att alla linjer som gar déirigenom é&r fixa, alltsa &dr detta centrumet for «.
Aven 2 och 6 avbildas pa sig sjilva, alltsa fr linjen 026 axeln. Notera att de andra linjerna,
genom 2 och 6 inte ar fixa.

0 0

Figur 22

Sats 4.10. En central kollineation o av ett projektivt plan P dr unikt bestimd av centrumet
P, azeln l och en punkt Q : Q # P,Q ¢ [ tillsammans med dess bild o(Q).
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Bevis. Tag nagon punkt A € P sadan att A # P, A# Q, A # a(Q), A ¢ 1. Linjen PA &r fix
da den gar genom centrumet P. Dérfor har vi att a(A) € PA.

Betrakta nu punkten B = AQ NI. Da [ &r kollineationens axel har vi att a(B) = B.
Eftersom A, @ och B &r kolinjdra maste &ven o(A4), a(Q) och a(B) = B vara det. Vi har da
att a(A) € a(Q)B. Men da har vi att a(4) = «(Q)B N PA, skiirningspunkten mellan tva
redan kiinda linjer. Alltsa #r «(A) entydigt bestdmd av P, I, @ och «(Q). O

Notera att denna sats leder till att alla punkter (linjer) som inte &r incidenta med axeln
eller centrumet maste avbildas pa nadgon annan punkt (linje) av en icke-trivial central kolli-
neation, ty om en sadan punkt (linje) skulle avbildas pa sig sjilv sa skulle den unika centrala
kollineation som bestdms av centrumet, axeln samt denna punkt (linje), vara identitetsav-
bildningen.

Exempel 4.11. Studera igen Fano-planet fran exempel 4.9. Givet centrumet 0, axeln 026
och en punkt med dess bild kan vi entydigt bestimma bilden av de andra punkterna. Vi kan
utga fran att vi vet att a(5) = 4. Tag da nagon annan punkt, t.ex. 3. Da 3 &r kolinjdr med
5 och 2, maste a(3) vara kolinjir med «(5) =4 och «(2) = 2. Vi har alltsa att «(3) = 1. Pa
liknande sétt kan vi bestdmma resten av punkterna.

Definition 4.12. (i) En (P,[)-kollineation &ér en central kollineation med centrumet P och
axeln [.

(ii) En homologi &r en central kollineation dér centrumet inte ligger pa axeln.
(iii) En elation dr en central kollineation déir centrumet ligger pa axeln.

Exempel 4.13. Vi har att identitetsavbildningen ¢ &r en (P,[)-kollineation for alla punkter
P € P och alla linjer [ € P.

Vi har redan sett exempel pa en (P, 1)-kollineation av Fano-planet, dir centrumet lag pa
axeln, det vill sdga var en elation. (exempel 4.9). Lat oss nu undersoka fallet da centrumet
inte ligger pa axeln, det vill sdga en homologi.

Exempel 4.14. Lat « vara (5,026)-kollineationen av Fano-planet. Tag en punkt, t.ex. 3. Da
denna &r kolinjér med 5 och 2 maste bilden «(3) vara kolinjir med a(5) = 5 och «(2) = 2,
det vill sidiga vi maste ha att «(3) = 3. Samma resonemang for de andra punkterna leder oss
till slutsatsen att (5,026)-kollineationen av Fano-planet &r identitetskollineationen.

0 0

Figur 23

Det &r ldtt att pa liknande sétt se att alla homologier av Fano-planet ar identitetkolline-
ationen.

Sats 4.15. Givet ett centrum P och en azel l har vi att mingden av alla (P,1)-kollineationer
bildar en delgrupp till kollineationsgruppen. Denna betecknar vi med Gp,-

27



Beuvis. Vi visar detta med hjélp av delgruppskriteriet.

Vi har att G(p) ér icke-tom da identitetsavbildningen ¢ trivialt &r en (P,1)-kollineation
(vilket vi papekade i exempel 4.13).

Vivill visa att G py &r sluten under komposition. Lat o och 3 vara tva (P, I)-kollineationer.
Enligt sats 4.3 vet vi att aof dr en kollineation. Vi maste da visa att ao 8 har axeln [ och cent-
rumet P. Tag en godtycklig punkt @ € I. Vi har da att (a0 8)(Q) = a(8(Q)) = «(Q) = Q.
Alltsa dr [ axeln till « o 8. Tag nu en godtycklig linje m genom P. Vi har att (a0 8)(m) =
a(B(m)) = a(m) = m. Alltsa ér P centrumet till awo 5. Déirmed dr avo 8 en (P, )-kollineation
och Gpy dr saledes slutet under komposition.

Det aterstar nu att visa att Gp;) &r sluten under inversbildning. Tag ett godtyckligt
element o € G(p,;). Definiera nu a~! genom

a Y(P) =P, & a(Py) = P for alla punkter P € P,
a () =1; & a(ly) =1 for alla linjer [ € P.

Enligt beviset till sats 4.3 &r ! nu en kollineation. For att se att det &ér en (P, [)-kollineation
betraktar vi forst linjen . Vi har att o(l) = [, vilket enligt defintionen av a~! #r ekvivalent
med o~ !(l) = [. Detta #r alltsd en fix linje. Tag nu en godtycklig punkt Q som ligger pa
I. D& har vi att a(Q) = Q, vilket dr ekvivalent med a~1(Q) = Q. Alla punkter pa linjen I
ar saledes fixa och ddrmed &r [ en axel. Betrakta nu punkten P. Vi har att a(P) = P &r
ekvivalent med a~1(P) = P och alltsd ér P en fix punkt. Tag nu en godtycklig linje m som
gar genom P. DA m &r en fix linje for a och a(m) = m #r ekvivalent med att a=*(m) = m,
har vi att m fven #r en fix linje fér a~1. Dirmed dr a1 en (P, [)-kollineation och beviset #r
klart. O

Lemma 4.16. Lat P vara ett projektivt plan, lit o € G(p;y och 8 vara tvd kollineationer av
P. Da gdller att 8o« o Bil € g(,g(p)ﬂ(l)),

Bevis. Tagen punkt X sa att X = 3(L) for ndgon punkt L € [. Vi har di att B(a(871(X))) =
B(a(L)) = B(L) = X och séledes &r B(I) axeln till kollineationen 3o« o 3~!. Tag nu en linje
m sadan att m = B(p) for nidgon linje p genom P. Vi har da att S(a(871(m))) = B(a(p)) =
B(p) = m. Diarmed dr B(P) centrumet till kollineationen och beviset ér klart. O

Sats 4.17. Lat P wara et projektivt plan och lat G ;) beteckna mdngden av alla (P,1)-
kollineationer for alla P € l. Da giller att G ;) dr en grupp under sammansdttning.

Bevis. Vi bevisar detta med hjélp av delgruppskriteriet. Férst och frimst sa géiller att Gy #
@, da id € g(u).

Lat o € Gayy och B € Gpyy, dir A, B € [, vara tva kollineationer av P. Vi maste nu
visa att sammanséittningen « o 8 av dessa ér en (C,1)-kollineation for nagot C € [. Tag en
godtycklig punkt L € [. Da giller att (o 8)(L) = a(B(L)) = a(L) = L. Alltsa har vi att
a o 3 dr en axial kollineation med axeln .

Da axiala kollineationer och centrala kollineation dr ekvivalenta begrepp enligt sats 4.8,
har vi att o har ett centrum, C'. Vi vill visa att C' € [. Vi gor detta med ett motséigelsebevis
och antar da att C' ¢ I. Tag en punkt X € BC'\ {B,C}. Da maste (X) € BC ty 8 € G,
Vi har da att a(8(X)) € AB(X)\{B(X), A} och séledes &r C, X och a(8(X)) icke-kolinjéra,
vilket motséger att C' skulle vara centrumet. Alltsa maste C' ligga pa axeln [ och saledes ér
G,y sluten under sammanséttning.

Figur 24
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Inversen o~ ! till en (I,1)-kollineation « #r en (I,1)-kollineation, da centrumet och axeln
ar samma som for « enligt sats 4.15. Diarmed ar beviset klart. O

Lemma 4.18. Ldt P vara ett projektivt plan och lit o € G4y och B € G(g,), dir A # B,
vara tvd icke-triviala kollineationer av P. Dd giller att co B € Gy, att denna dr icke-trivial

och att C # A,C # B.

Bevis. Vi har att [ dr axeln till co 8ty a(8(L)) = a(L) = L for alla L € {. Alltsa idr ao 8
en axial kollineation och enligt sats 4.8 finns det &ven ett centrum C' till denna.

Vi har att A inte dr centrumet ty tag en linje @ # I genom A. Vi har att 8(a) = o for
nagon linje a’ # a,a’ # 1, da B &r icke-trivial med centrumet B # A. (Detta framgar ur forsta
delen av beviset till sats 4.8.) Vi har ocksa att a(a’) # a da a dr en fix linje till . Séledes &r
A#£C.

Vi har dven att B inte &r centrumet ty tag en linje b # | genom B. Vi har att a(8(b)) =
a(b) #bdab#1 och A+# B #r centrumet till den icke-triviala kollineationen c.

For att se att oo 8 #r icke-trivial tar vi en punkt X ¢ I, X # A, X # B. Vi har da att
a(B(BX)) = a(BX) # BX, da linjen BX é&r skild fran [, « dr icke-trivial och BX &r saledes
inte en fix linje. U

Sats 4.19. Lat P vara ett projektivt plan. Om det finns tva icke-triviala kollineationer av P
med azeln | och centrumen A respektive B, dir A, B € 1, sa gdller att G ;) dr abelsk.

Bevis. Lat a € Gay) och B € Gy, dir A # B och A, B € I, vara tva icke-triviala
kollineationer av P. Lemma 4.16 ger nu att Soao 37! € G(8(4),8(1))> och da (3 har axeln [
och A € gller saledes att Soaof™ ! e Ga,y- Pa samma siitt fas att ao g o a"le G-

Betrakta nu kollineationen Boa o371 oa~!. D4 denna kan skrivas som 3o (aoB toa™1)
och vi far da enligt lemma 4.16 att Boa o toa™! € G(B,)- Analogt kan kollineationen
skrivas (Boao 37t oa™! och alltsd far vi att BoaoB loa™l e G- Saledes har vi att
Boaofloate Gea UG(s,y, men di A # B och ingen icke-trivial kollineation enligt
sats 4.7 kan ha fler &n ett centrum, maéste gilla att 3o oo 871 o ™! = id. Detta leder till
att foa=aof.

Det aterstar att visa att Soa = aoff da a € Gp;y och 8 € G(p;) for nagon punkt P € P.
Lat a, 8 € Gia,y for nagot A € [ vara icke-triviala och 1at v € G(p ), dér B € [, B # A. Enligt
ovan har vi da att yoa = a o och yo 8= o+. Fran lemma 4.18 far vi att centrumet till
oy inte ar A, men ligger pa [ enligt sats 4.17. Saledes kommuterar o oy med . Vi har da

Bo(aoy)=(aoy)oB=
= ao(y0p) =
—aofoy,

vilket ger oss att § o a = a o genom att kancellera -y. O

4.2 (P, 1)-transitivitet

Vi infér nu egenskapen (P,[)-transitivitet. Som vi kommer att mirka dr denna viktig for
undersokning av strukturen hos projektiva plan.

Definition 4.20. Ett projektivt plan P kallas (P,1)-transitivt om det for varje par av di-
stinkta punkter X,Y # P i P sadana att X,Y ¢ [ och PX = PY, finns en (P, [)-kollineation
a sadan att a(X) =Y.

Sats 4.21. Antag att ett projektivt plan P dr (P,1)-transitivt. Da dr P dven (a(P), a(l))-
transitivt, for alla kollineationer c.

Bevis. Lat P’ = a(P) och " = a(l). Tag tva distinkta punkter X', Y’ ¢ I, X' Y’ # P’ som
ar kolinjira med P. Vi vill visa att det finns en (a(P), a(l))-kollineation som avbildar X’ pa
Y.

Lt X =a 1(X") och Y = a~}(Y’). Vi har att =1 (P") = P och a=1(I') =1. DA a™! &r
en kollineation har vi att P, X och Y #r kolinjéira, och att X,Y ¢ [ samt X,Y # P. Da P ar
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(P, I)-transitivt finns det en kollineation 8 € G(p) sa att f(X) =Y. Lat nuy = aofo a~ L.
Vi har da att

Y(X) = a(fa” (X)) = a(B(X)) = a(Y) =Y,

vilket dr den eftersokta egenskapen hos var (a(P),a(l))-kollineation. Om vi kan visa att
v dr en (P’,l')-kollineation sa &r vi alltsa klara. Lat L’ vara ndgon punkt pa I’, och lat
L =a Y(L'). Vi har da att L ligger pa [ (d& a(l) = I') och siledes

L) = a(Bla™ (L") = a(B(L)) = (L) = L,
dir den tredje likheten kommer fran att [ &#r axeln till 8. Saledes #r I’ axeln till v. Lat nu
p’ vara nagon linje som gar genom P’, och 1at p = a~1(p’). Vi har att p gir genom P (da
a(P) = P'). Vi far att

1) = a(Bla™ () = a(B(p) = alp) =7,

dir den tredje likheten kommer fran att P &r centrumet till 3. Vi har nu visat att P’ &r
centrumet till v, och saledes finns det en (P’,1’)-kollineation som avbildar X’ pa Y’. Dirmed
ir P (a(P), a(l))-transitivt om det &r (P,1)-transitivt och « #r nagon kollineation av P. [

Da definitionen av (P,[)-transitivitet innebér att man maste ta hinsyn till alla punkter
som inte ligger pa [ eller &r lika med P, kan vi formulera foljande sats, med vilken vi bara
behover undersoka en linje och dess punkter, och ddrmed kommer vi ldttare kunna bevisa
att ett plan dr (P,[)-transitivt.

Sats 4.22. Fit projektivt plan P dr (P, 1)-transitivt om det finns en punkt Q # P,Q ¢ 1 sidan
att for varje punkt R € PQ: R# P, R ¢l finns det en (P,l)-kollineation o som avbildar Q
pa R.

Bevis. Lat P vara ett projektivt plan med en punkt P och en linje . Antag att for en punkt
Q # P,Q ¢ 1 giller det att for varje punkt R € PQ: R # P, R ¢ | finns det en kollineation
a € G(pyy som avbildar @ pa R. Vi vill visa att det for varje par av distinkta punkter,
kolinjdra med P, men varav ingen av dem dr P eller ligger pa [, finns en (P, [)-kollineation «
som avbildar den ena punkten pa den andra.

Vi borjar med fallet da de tva punkterna, som vi kallar Ry och Rs, ligger pa linjen
PQ, se figur 25. Vi vet enligt antagandena att det finns en (P,[)-kollineation « sadan att
a(Q) = Ry och att det finns en (P,l)-kollineation § sadan att 5(Q)) = Ra. Da méngden av
(P, I)-kollineationer bildar en grupp under sammanséttning enligt sats 4.15, far vi att det
finns en (P, [)-kollineation v = B0 a~! sddan att v(R;) = Ra.

Q

R’

Ry

Figur 25
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Vi vill nu undersoka fallet da de tva punkterna &r kolinjara med P, men inte ligger pa
QP. Vi tar ytterligare tva godtyckliga punkter Q1 # P och Q2 # P som ej ligger pa [, men
ar kolinjéra med P (se figur 26). Vi antar nu dven att de inte ligger pa PQ och ska da visa
att det finns en (P,[)-kollineation som avbildar 1 pa Q2. Tag en punkt R € [, som varken
dr incident med QP eller Q1Q2. Definiera R; = RQ1 N PQ och Ry = RQ2 N PQ, se figur 26.

Figur 26

Som vi har sett finns det en (P, [)-kollineation « sadan att «(R1) = Rp. Vi har att a(P) =
P, OL(QP) = QP samt Q(QlQQ) = QlQQ. Da Ql = RRl n QlQQ och QQ = RR2 N Q1Q2 far
vi att a(@Q1) = a(RR1 N Q1Q2) = RRy N Q1Q2 = Q2. Vi har saledes att det alltid finns en
(P, 1)-kollineation mellan tva punkter som uppfyller relevanta villkor, och ddrmed &r planet
(P,1)-transitivt. O

Sats 4.23. Om ett projektivt plan P dr (P,1)-transitivt och (Q,1)-transitivt for tva distinkta
punkter P,Q €1, sa dr P (R,1)-transitivt for alla punkter R € .

Bevis. Lat R € I\ {P,Q} och lat Py, P, ¢ [ vara tva distinkta punkter kolinjdra med R. Lat
sedan Iy = PPy, ls = QP och Q1 =11 Ny (se figur 27).

Figur 27

Da P ér (P, 1)-transitivt géller att det finns en kollineation f € G(p;) sadan att f(P;) = Q.
Da P dr (Q,1)-transitivt finns det dven en kollineation g € G(g,) sadan att g(Q1) = Ps.
Sammansittningen go f bildar da en kollineation enligt sats 4.3, och det géller att (gof)(P1) =
P5. Vi maste nu visa att go f € G(p ).

Att axeln ges av [ ser vi genom att ta en godtycklig punkt L € [. Denna avbildas da som
(go /)(L)=g(f(L)) =g(L) =L, da bade f och g har | som axel.

For att se att R ar centrumet ska vi visa att linjen P, Py dr en fix linje. Tag en godtycklig
punkt X € Py P5. Vi har att Py, X och R &r kolinjira. Da f &r en kollineation betyder detta
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att f(P1) = @1, f(X) och f(R) = R &r kolinjéra. I sin tur leder detta till att g(Q1) = Ps,
g(f(X)) och g(R) = R &r kolinjéra da g &r en kollineation. Alltsd har vi att linjen Py Py &r
en fix linje. Da vi vet att g o f &ar icke-trivial och att [ &r axeln vet vi att centrumet maste
ligga pa Py P;. Men enligt sats 4.17 maste centrumet ligga pa linjen [ och saledes géller att
centrumet ar [N PPy, = R.

Dérmed &r det bevisat att det for en godtycklig punkt R € [, och tva godtyckliga punkter
kolinjéra med denna, alltid finns en (R, [)-kollineation som avbildar den ena punkten pa den
andra. Enligt sats 4.22 #r da P (R, [)-transitivt for alla R € [. O

Denna sats leder oss upp till foljande definition.

Definition 4.24. Om ett projektivt plan P &r (P, 1)-transitivt for alla P € [, sa séger vi att
P &r (I,1)-transitivt. Analogt dr P (P, P)-transitivt om P &r (P,1)-transitivt f6r alla linjer
som gar genom punkten P.

4.3 Desargiska plan

I detta avsnitt ska vi behandla det viktiga begreppet Desargues-konfiguration. Plan med
sadana konfigurationer har mer struktur &n andra.

Definition 4.25. I ett projektivt plan P kallas médngden av punkter och linjer {A;, A3, A3}U
{A1 Az, A1 A3, Ay As}, diir Ay, As, Ag € P ir tre icke-kolinjéira punkter, fér en triangel.

Vi kommer i fortsdttningen att referera till en sadan triangel som triangeln A; A;As, da
det inte rader nagon tvetydighet om vilken som asyftas.

Definition 4.26. Tva trianglar A; A3 A3 och By By B3, dér ingen av trianglarnas horn ligger
pa punkten P, sigs vara perspektiva fran P, alternativt vara i centralt perspektiv fran P om
Pe A’LB’L7 xS {1,2,3}

Exempel 4.27. I figuren nedan &r trianglarna A; As A3 och By B Bs perspektiva mot punk-
ten P.

Figur 28

Vi ska nu se hur vi kan vilja tva trianglar ifran ett projektivt plan som &r i centralt
perspektiv fran en punkt P, givet en (P,l)-kollineation av planet.

Lat P vara ett projektivt plan och a : P — P vara en icke-trivial (P, 1)-kollineation unikt
bestémd av centrumet P, axeln [ och a(X) = X, X ¢ I, X # P (enligt sats 4.10). Lat
Y.Z ¢ 1,Y,Z # P vara tva punkter sadana att PXY Z bildar en fyrhérning. Vi har att
XY Z bildar en triangel, da de ej ér kolinjira. Lat Y = a(Y) och Z = a(Z). Vi har nu éven
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att XY Z bildar en triangel. D4 X € PX,Y € PY och Z € PZ harviatt P = XXNYYNZZ
och saledes ser vi att trianglarna XY Z och XY Z &r i centralt perspektiv fran punkten P.

Definition 4.28. Tva trianglar A} As A3 och By By Bs sigs vara perspektiva fran linjen I,
alternativt vara i axialt perspektiv fran [ om

(1) AlAgﬁBlBQ S l,
(ll) A1AsNB1Bs € [, och
(111) AsAsN ByBs € 1.

Exempel 4.29. I figuren nedan &r trianglarna A; As Az och By By B3 perspektiva fran linjen [.

Figur 29

Vi ser nu aterigen pa trianglarna XY Z och XY Z definierade ovan. Vi vill nu undersika
skiirningspunkterna XY NXY, XZNXZ och YZNY Z. Da P ér ett projektivt plan har vi att
skarningspunkten XY N XY #r unik. Lat L beteckna skdrningspunkten XY NI. Da [l ar axeln
for kollineationen har vi att (L) = L, varfor vi kan dra slutsatsen att XY N XY = L € I. Vi
har ocksa att P ¢ XY och P ¢ XY da PXY Z bildar en fyrhorning. Vi far da att XY N XY
ligger pa linjen .

Samma resonemang géller for de tva andra skérningspunkterna. Vi har efter detta att
XYOX'Y/, XZNXZochYZNYZ ligger pa en och samma linje (1) och saledes &r trianglarna
XY Z och XY Z i axialt perspektiv fran linjen [.

Detta leder oss fram till nésta definition:

Definition 4.30. Mingden av de tio punkterna { P; Ay, Az, As; By, Ba, B3; A1 AsNB1 By, A1 AsN
BlBg, A2A3 ﬂBng}, dar AlAQ ﬂBlBg, A1A3 mBlBg och A2A3 ﬁBng maste vara kolinjéira,
Ay A5 A3 och By By Bs perspektiva fran punkten P samt perspektiva fran linjen som samman-
binds av A1 Ay N B1 By, A1 A3 N B1 B3 och As A3 N By Bg, kallas en Desargues-konfiguration.

Vi kan nu konstatera att trianglarna XY Z och XY Z tillsammans med punkten P och
linjen [ bildar en Desargues-konfiguration.

Exempel 4.31. I figuren nedan dr punkterna ordnade for att bilda en Desargues-konfiguration.
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Figur 30

Definition 4.32. Lat P vara ett projektivt plan och lat Ay As A3 och Bi;BsBs vara tva
trianglar perspektiva fran en punkt P. P sigs da vara (P,[)-desargiskt om A1 As N B1Bs €1
och AjAs N A1As €l leder till att Ay A3 N ByBs € 1.

Notera att de tva punkterna Ay As N By By och A; A3 N By Bs alltid ér kolinjéra (ty de ér
endast tva punkter och tva punkter binds alltid samman av en linje, enligt definitionen av
projektiva plan).

Vi kan nu sammanfatta var tidigare analys av XY Z och XY Z i foljande lemma.

Lemma 4.33. Ldt P vara ett projektivt plan, o en (P,1)- kollineation av P, och A = A1 Az A3
en triangel sadan att A; # P,A; ¢ i € {1,2,3} och PA; # PA;, i # j. Da ir A =
a(Ar)a(A2)a(As) en triangel sadan att A och A dr perspektiva fran P och 1.

Sats 4.34. FEit projektivt plan P dr (P, 1)-desargiskt om och endast om det dr (P, 1)-transitivt.

Bevis. Vi borjar med att anta att P dr (P,[)-transitivt. Vi vill d& visa att det &r (P,1)-
desargiskt. Lat A1 A3 A3 och By BoBs vara tva trianglar perspektiva fran P, sddana att X =
A1As N BBy och Y = A1 A3 N By Bs ligger pa [. Vi maste da visa att Z = As A3 N By By
ligger pa I.

Da P &r (P, 1)-transitivt finns det en kollineation o € G(p;y sadan att a(A;) = B;. Vi har
da att

Ck(AQ) = Oé(A1X n AQBQ) = Oz(AlX) N Oz(AQBQ) = BlX N AQBQ = BlBQ N A2B2 = BQ7

dér den forsta likheten kommer fran att Ay € A1 X och As € A3 Bs, och den tredje fran att
punkten X och linjen A3As dr fixa. Analogt far vi

Oé(A3) = O((Aly M Ang) = a(A1Y) M Oé(A3B3) = Bly M A3B3 = BlBg n Ang = B3.
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Da vi nu har att a(A;) = B;, och X, Y € [ far vi nu enligt lemma 4.33 att Z € [ och
saledes ér planet (P,l)-desargiskt.

For att pavisa den motsatta implikationen antar vi att P dr (P,l)-desargiskt. Tag tva
godtyckliga punkter X och Y kolinjira med P och som inte ligger pa [. Vi vill visa att
det finns en (P,1)-kollineation o med egenskapen att a(X) = Y. For att gora detta far vi
forst definiera en avbildning «, vilken avbildar X pa Y, och sedan verifiera att det &r en
kollineation. D& vi vill att [ ska vara axeln definierar vi a(L;) = L; for alla L; € I, samt
a(P) = P da detta ska vara vart centrum. For att definiera o for punkter (); som ej ligger
pa [ eller pa XY, borjar vi med att lata Q; = X@Q; Nl Vi har da att Q; = QX N PQ och
saledes

a(Qj) = a(Q;X N PQ;) = a(Q}X) Na(PQ;) = Q}Y N PQ;, (1)

dér den sista likheten kommer fran att Q;- ligger pa [ och &r saledes fix, samt att linjen PQ);
ska vara fix. I figur 31 visas hur @)y definieras med hjélp av ekvation (1).

Figur 31

For att definiera a(Ry) fér punkterna R € XY kan vi anvinda nagon av de andra
punkterna @);, sig (1, som vi definierat o for. Vi later A, = RpQ1 NI, far Ry = XY NALQ1
och kan saledes definiera

a(Rg) = a(XY)Na(ArQ1) = XY N Ara(Q1), (2)

dér sista likheten kommer fran att linjen XY ska vara fix liksom punkten A € [. JAmfor
med ekvation (1). Var avbildning har nu axeln / och centrumet P. I figur 32 visas hur en
punkt R € XY definieras med hjilp av ekvation (2).
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Figur 32

Vi har nu definierat en automorfi « och det aterstar att visa (i) att a avbildar kolinjéra

punkter kolinjéirt och (ii) att « &r viildefinierad.

(i) For att se att a avbildar kolinjira punkter kolinjért far vi undersska punkter som ligger

pa olika linjer. Vi delar upp denna undersckning i olika fall.

Alla punkter som ligger pa [ avbildas kolinjéart da [ &r en axel och punkterna dérpa
definierades till att avbildas pa sig sjilva.

Tva punkter som ar kolinjara med P men ej ligger pa XY avbildas kolinjart med P
da linjerna genom P &r fixa enligt ekvation (1). Aven linjen XY har definierats till att
vara fix enligt ekvation (2) (dess punkter avbildas pa XY'), vilket betyder att punkterna
dérpa forblir kolinjéra.

Da tva punkter Q1 och Q5 &r kolinjara med X, men ej ligger pa XY, géller att XQ1Nl =
XQ2nN1:=Q och vi har da enligt ekvation (1) att

a(Q1) =a(Q@XNPQ.)=QYNPQ
och
a(Q2) = a(Q' X NPQ2) = Q'Y N PQs.

Fran detta ser vi att Y, (@) och a(Q2) alla ligger pa linjen Q'Y och ér saledes
kolinjéra (se figur 33).
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Figur 33

Vi ska nu undersoka fallet da vi har tva punkter, @1 och @2, som varken &r kolinjira
med X eller P, eller ligger pa nagon av linjerna [ eller XY. Lat Q) = X@1 N1 och
Q4 = XQ2 Nl. Det betyder att @1 = Q1 X N PQ; samt Q2 = Q45X N PQs. Vi har da

a(Q1) = a(QX NPQ1) = Q1Y NPQy
och

a(Q2) = a(QyX N PQ2) = QY N PQy.
Se figur 34.

Figur 34

Betrakta nu de tva trianglarna X@Q1Q2 och Ya(Q1)a(Q2) (se figur 35). Dessa &r per-
spektiva fran P da P € XY, P € Q1a(Q1) och P € Q2a(Q2). Vi har #ven att
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XQ1NYa(Q1) = Q) €l och XQ2NYa(Q:) = Q4 € I. Da P dr (P,l)-desargiskt
maste vi ha att dven Q' := Q1Q2 N a(Q1)a(Q2) € I. Da Q' ligger pa [ dr det en fix
punkt och vi har att a(Q’) = Q. Da vi har att @1, Q2 och Q' &r kolinjiira, samt att
a(@1), a(Q2) och o(Q’) = Q' ir kolinjéra har vi visat att kolinjira punkter alltid forblir
kolinjdra och vi kan konstatera att vi konstruerat en kollineation.

Figur 35

(ii) For att visa att a &r vildefinierad maste vi visa att vart val av punkten Q); inte spelar

nagon roll da vi definierar « for punkter Ry € XY. Lat @1 och Q5 vara tva punkter
som varken ligger pa XY, [, eller dr kolinjira med P. Vi har i enlighet med ekvation
(1) definierat punkterna a(Q1) och a(Q2). Vi delar upp denna undersdkning i tva fall;
fallet da @1, Q2 och en godtycklig punkt R € XY &r kolinjira samt fallet da de inte &r
kolinjéra.
Vi borjar med att undersoka fallet da de tre punkterna &r kolinjéra. Dra till minnes att vi
har definierat A = RQ1Nl och a(R) = XY NAa(Q1) i enlighet med ekvation (2). Men da
R, @1, Q2 och A &r kolinjéra har vi enligt del (i) i beviset att «(R), a(Q1), a(Q2) och A
ar kolinjira. Alltsa dr Aa(Q1) = Aa(Q2) och sdledes dr XY NAa(Q1) = XY NAa(Q2).
Q1 och Q9 definierar foljdaktligen samma avbildning av R. Se figur 36.
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Figur 36

Vi undersoker nu fallet da Q1 och @)- inte dr kolinjira med R. Lat oss forst definiera
X1 =RQ@1Nloch Xo = RQY>NI.Vihar da att R = XY N X;Q: och saledes ar

a(R) = XY N X10(Q1). (3)
Vi har dven att R = XY N X2Q2 och vi vill ddrmed visa att a(R) = XY N Xoa(Q2).

Studera trianglarna RQ1Q2 och a(R)a(Q1)a(Q2) (se figur 37). Dessa dr i centralt
perspektiv fran P. Vi ser att X; € RQ@; enligt definitionen av X; samt att X; €
a(R)a(Q) enligt ekvation (3). Foljaktligen har vi att RQ1 Na(R)a(@Q1) = X7 € 1. Vi
har dven enligt (i) att Q1Q2 N a(Q1)a(Q2) € I. Da trianglarna ér perspektiva fran P
och P dr (P,l)-desargiskt maste punkten RQs N a(R)a(Q2) ligga pa I. Vi vet redan
att Xo € RQ2 och Xy € [, alltsa far vi att Xy = RQ2 N a(R)a(Q2). Med detta vet vi
att Xo, a(R) och a(Q2) &r kolinjéra och, da denna linjen &r skild fran XY, har vi att
a(R) = XY N Xsa(Q2), vilket var vart énskade resultat. Vi kan konstatera att a(R)
ar samma punkt oberoende av vilken referenspunkt ); vi anvénder, och a &r saledes
véldefinierad.
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Figur 37

O

Definition 4.35. Ett projektivt plan P sigs vara desargiskt om tva trianglar dr perspektiva
fran nagon linje [ € P sa fort de &r perspektiva fran nagon punkt P € P.

Denna definition av desargiskt leder till foljande sats.

Sats 4.36. Ett projektivt plan dr desargiskt om och endast om det dr (P,l)-desargiskt for
alla par P och .

40



5 Konstruktion av projektiva plan

5.1 Projektiva plan 6ver kroppar

I detta avsnitt ska vi visa hur man kan konstruera projektiva plan ur kroppar. Vi borjar med
att konstruera affina plan. Detta delkapitel baserar sig mest pa [LMB].

Sats 5.1. Lat F wara en kropp och V wara ett 2-dimensionellt vektorrum dver denna. Da
definierar vi systemet A som féljande:

o punkterna i A dr elementen iV,

e linjerna i A dr de (hogra) sidoklasserna av 1-dimensionella delrum iV, det vill siga
att om w dr ett 1-dimensionellt delrum sa anger u+ V' linjer i A.

Da dr A ett affint plan.

Bevis. Lat P och @) vara tva punkter i A respektive element i V. Da giller att P,Q €
(P— Q)+ Q, dir (P — Q) anger det delrum som spinns av vektorn P — @ (se figur 38).

(P-Q)+@Q

Figur 38

Vi har alltsa da att det finns en linje som binder samman dessa punkter. Notera att
(P—-Q)+Q = (P — Q)+ P. Vi behover visa att denna linje &r entydig. Lat u + X vara
en linje sadan att P,Q € u + X. Da sidoklasser enligt sats 2.16 och 2.15 bildar en partition,
maste detta implicera att u+ X = u+ P = u+ Q. Da u &r ett delrum géller att P — Q € u,
alltsa u = (P — Q). Saledes dr (P — Q) + @ den entydiga linjen som férbinder P och Q.

Ett 1-dimensionellt delrum har minst tva element, alltsa dr en linje incident med minst
tva punkter.

Da V ér 2-dimensionellt finns det tva vektorer V' och W som ér linjirt oberoende. Det ér
da klart att 0, V och W inte &r kolinjéira och alltsa finns det tre icke-kolinjira punkter.

Lat v+ U vara en linje och P vara en punkt sadan att P ¢ u+ U. Lat w+ W vara nagon
linje genom P. Antag w # u. Da géller att u + w spénner hela vektorrummet V. Vi kan da
uttrycka U som en linjirkombination av tva element ur u respektive w: U = Uy + W;. Aven
W kan uttryckas som en linjairkombination av tva element ur u respektive w: W = Uy + Ws.
Da géller:
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Uy +Wy=U+U-U,=U—-U1+U €eu+U
och
U +Wi =W -Wo+W =W+ Wo+Wew+ W,

vilket implicerar att (u+U)N(w+ W) # 0. Alltsa dr w = u ett nédvindigt villkor for att
dessa linjer ska vara parallella. P € w+ W = u + W implicerar att u + W = u + P, saledes
dr u + P den unika linjen som gar genom P som inte skir u + U. O

Later vi F vara Zso respektive Zg far vi de tva minsta affina planen, se exempel 3.4 och
3.28. Vi vill nu kunna gora en motsvarande konstruktion av projektiva plan.

Sats 5.2. Lat F vara en kropp och V(F) vara ett 3-dimensionellt vektorrum dver denna. Da
definierar vi systemet P som féljande:

e punkterna i P dr de 1-dimensionella delrummen av V,
o linjerna it P dr de 2-dimensionella delrummen iV,

med P € | om det 1-dimensionella delrum som motsvarar P dr en delmdingd av det 2-
dimensionella delrum som motsvarar 1. Da dr P ett projektivt plan.

Bevis. Lat ({Xy,...,X,}) beteckna delrummet som spinns av vektorerna Xy, ..., X,. Lat
(V') och (W) vara tva 1-dimensionella delrum av V, sddana att V' och W ér linjért oberoende.
Da géller att (V), (W) € ({V,W}), dir ({V, W}) &r ett 2-dimensionellt delrum av V. Samt sa
maste alla 2-dimensionella delrum som innehaller (V) och (W) innehalla ({V, W}). Séledes
dr detta den unika linjen genom de godtyckliga punkterna (V') och (V).

En linje &r incident med minst tva punkter ty ett 2-dimensionellt rum har tva linjért
oberoende vektorer som bas.

Da V ér ett 3-dimensionellt vektorrum, finns det tre linjért oberoende vektorer Uy, Us, Us
i V. Da ér inga tre av punkterna (U ), (Us), (Us) och ({U; + Us + Us}) kolinjiira.

Lat | och m vara tva distinkta 2-dimensionella delrum till V (det vill séga linjer i P). Da
ar dim(l N'm) = 1. Alltsa definierar dessa linjerna en unik punkt. O

Vi har alltsa att det 3-dimensionella rummet V(F), dir F &r en kropp, ér ett projektivt
plan, med punkter som ges av de 1-dimensionella delrummen och linjer som ges av de 2-
dimensionella delrummen. Vi kommer i fortsdttningen att beteckna ett sadant plan med

P(F).

Exempel 5.3. Vi ser pa hur vi kan konstruera ett projektivt plan ur Z,. De 1-dimensionella
delrummen i P(Z3) &r linjer genom origo, och ges séledes av ekvationerna 0 + tv, dir v €
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1), (1,1,1)}. Vihar nu fatt sju punkter, vilket
vittnar om att det projektiva planet vi fatt i sjdlva verket dr Fano-planet. Jimfér denna
konstruktion av Fano-planet med figur 14 fran exempel 3.23.

Vi har alltsa sett att det projektiva planet definierat med hjilp av Zs dr av ordning 2.
Motsvarande giller for P(F), ddr F dr en kropp. Da vi enligt sats 2.18 vet att det finns
kroppar av primtalspotensordning leder detta fram till foljande resultat.

Korollarium 5.4. For varje tal n = p™, ddir p dr nagot primtal och m dr nagot heltal,
existerar det ett projektivt plan av ordning n.

Definition 5.5. Ett projektivt plan P(F), ddr F &r en kropp av primtalspotensordning p™,
kallas for ett kroppsplan. Ar det ett findligt plan séger vi att det &r ett Galoisplan av ordning
P

Vi ser nu ndrmre pa punkterna och linjerna i ett kroppsplan P(F). Punkterna ges av
kolonnvektorer med tre element, men dessa kommer ibland att betecknas med @ = (z : y : 2).
Notera att « och ax (vi betecknar multiplikation i 7 med hjilp av vanlig juxtaposition), dér
«a € F, bada betecknar samma punkt da det fortfarande dr samma endimensionella delrum.
Vi har att en punkt z ligger pa linjen ({x,y}) om och endast om z = ax + By f6r nagra
a, B € F. Alltsa ar punkterna x,y och z kolinjira om och endast om ekvationssystemet
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(0%
[ y 2] | B |=]0
¥ 0

har nagon icke-trivial 16sning foér «, 3,7 € F, det vill siga da matrisen [z y 2] A&r
singulédr. Vi formulerar detta som en sats:

Sats 5.6. Givet ett Galoisplan P(F) har vi att tre punkter &,y och z dr kolinjira om och
endast om matrisen [x y z| dr singuldr.

Givet en linje genom tva punkter @ = (ay : as : ag) och b = (by : by : b3) har vi att en
godtycklig punkt @ = (x : y : 2) alltsa ligger pa linjen om och endast om

a1 b1 x
az b Yy | = 0 <
as b3 z
b2 Y bl x b1 x|
aq by 2 — as by Z’—F(Ig by y’—O <
al(bgz — bgy) — ag(blz — b3SC) + a3(b1y — bgl‘) =0 <

or + py+vz =0,

for nagra a, 8,y € F, inte alla noll. En linje bestar saledes av alla punkter ¢ = (z : y : 2)
sddana att ax + By + vz = 0. Vi later en sadan linje betecknas a”a = 0.

Vi kan nu definiera kollineationer pa Galoisplan. Lat A vara en icke-singulér 3 x 3-matris,
vars element ligger i kroppen F. Vi har da att avbildningen * — Az &r en surjektiv avbildning
av punkter till punkter. For att se hur linjer avbildas noterar vi att en linjes ekvation kan
skrivas a? (A1 A)x = (T A~1)(Azx) = 0 och vi ser alltsd att punkten Az := y kommer att
ligga pa linjen a” A=ty = 0. En linje a”« = 0 avbildas séledes pa linjen a” A=tz = 0.

Vi vill nu undersoka kollineationen .4 som bestdms av matrisen

dér a # 0. Det géller da att en punkt avbildas som & = (z : y : 2) — (ax : y : z). Speciellt
har vi att punkten P; = (1 : 0 : 0) &r fix (kom ihag att @ och ax representerar samma
punkt). For att se att Py dr centrumet till A sa visar vi att Py,  och A(x) &r kolinjéra, for
nagon punkt & = (x : y : z). Vi har att

ax
y =
z

Yy 'y
z z

:0,

OO =
ISEINSI

vilket enligt sats 5.6 ger oss att P;, @ och A(x) dr kolinjéira. Vi har #iven att alla punkter
x=(z:y:z)palinjen [1 0 0] =0, vilken vi bendmner [y, r fixa, da dessa ges av

T
1 00 [y |=0 =
z
z=0 =
0
r=1Y 1,
z

varifran vi ser att Ax = x. Saledes har vi att A &r en (P, ;)-kollineation. Notera att Py # ;.

Sats 5.7. P(F) dr (Py,l1)-transitivt.
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Bevis. Idén i beviset dr att utnyttja sats 4.22 och saledes behover vi bara visa att givet
en punkt ¢ # Pi,q ¢ Iy, sa finns det till varje punkt » € qPy,r # Pi,r ¢ Iy en (Py,l)-
kollineation K sadan att (q) = q. Vi later ¢ = (1 : 0 : 1) och saledes utgors linjen gP; av
alla punkter (z : y : z) sadana att Oz 4+ 1y + 0z = 0, det vill siiga av alla punkter pa formen
(x:0:2), dir (z,2) € F x F\ {0,0}. Da alla kollineationer pa formen A kommer att vara
(Py,11)-kollineationer, elementet « far vara vilket som helst i F\ {0}, och (az : 0 : z) och
B(ax : 0 : z) representerar samma punkt fér a, 8 € F \ {0}, har vi att det finns en (Py,1;)-
kollineation som avbildar g pa (z : 0 : z) fér alla punkter (z : 0 : z), dér (z,z) # (1,0) och
dérmed &r beviset klart. O

Vi later nu B vara den kollineation som bestims av matrisen
1 3

B=]10 1

0 0

— —_ O O

dér g € F. En punkt © = (2 : y : z) avbildas da pa
ar centrum &ven till denna kollineationen, da

x+ By : y : z) och speciellt géller att Py

v V=0
z Z

Punkterna @ = (x : y: z) palinjen [0 1 0] =0, vilken vi benémner lo, dr fixa da dessa
ges av

x
0 1 0] y | =0 =
z
y=20 =
x
z=| 0 |,
z

och vi for punkter pa denna formen far

1 8 0 x x
0 1 0 0|=1|0
0 0 1 z z

Saledes dr B en (Py, l2)-kollineation. Notera att P; € lo.
Sats 5.8. P(F) dr (Pi,l2)-transitivt.

Bevis. 1dén i beviset dr igen att utnyttja sats 4.22. Vi behover alltsa bara visa att givet en
punkt q # Pi,q ¢ 1y, sa finns det till varje » € qPy,r # Pi,7 ¢ l; en (Py,ls)-kollineation
K sadan att K(q) = r. Vilater g = (0: 1 : 0) och saledes utgors linjen gP; av alla punkter
(z:y:z)didr 0z4+0y+1z = 0, det vill séiga av alla punkter pa formen (z : y : 0), dir z,y € F.
Da alla kollineationer pa formen B kommer att vara (P, l2)-kollineationer, elementet 5 far
vara vilket som helst i F, och (z+ By : y : 0) och y(x+ By : y : 0) representerar samma punkt
for 8,7y € F,~v # 0, har vi att det finns en (Py, ls)-kollineation som avbildar q pa (z : y : 0)
for alla punkter (z : y:0) dir (z,y) # (1,0) och dérmed &r beviset klart. O

Sats 5.9. Lat P och | vara en punkt och en linje i P(F).
(i) Om P &1 sa finns det en kollineation K sadan att K(P) = Py och K(I) =1
(i) Om P €1 sa finns det en kollineation K sadan att K(P) = Py och K(1) = 5.

44



Bevis. (i) Vi later P = (p1 : p2 : p3) och véljer tva punkter Q = (¢1 : ¢2 : ¢3) och

(i)

R = (71 : 79 : 73) pa linjen [. Vi konstruerar nu en matris K ! genom

pr @1 M
K'=|p @ mr
P3 g3 T3

Da P, Q och R enligt forutsittningar inte dr kolinjira, giller enligt sats 5.6 att K ! &r
icke-singulér och dérmed inverterbar. Det ér siledes rimligt att betrakta K = (K ~1)~1.
Vi later nu var kollineation K ges av matrisen K. Vi har da att P avbildas pa Py, ty

. Pr @1 T 1 p1
K7 Pi=|p q m O|=]|p | =P
P3 Q3 T3 0 D3

Vi har att linjen genom @ och R avbildas pa linjen [;, da

q1
=1 ¢ | =Q,och
q3
1
== T2 :R7

T3

K71

K71

T
_ oo OO
L
T
L

ddr bade punkten (0 : 1 :0) och (0: 0 : 1) ligger pa [, da denna ges av ekvationen
1 0 0] x=0.

Da P €1, later vi igen P = (p1 : p2 : p3). Vi véljer nu en punkt Q@ = (g1 : ¢2 : ¢q3) € 1
och en punkt R = (rq : 72 : 73) ¢ I. Vi bildar matrisen

P1 ™ q1
K'=|p rn ¢
Ps T3 q3

D4 dessa tre punkter inte dr kolinjira far vi igen enligt sats 5.6 att K ~! &r icke-singuliir,
och saledes kan vi lata kollineationen K bestimmas av K = (K ')~ Vi har enligt
samma resonemang som forut att P avbildas pa P;. Vi vet dessutom sedan innan att
Py € l5. Vi har nu att @ avbildas pa punkten (0:0:1) € I, da

0 P11 q1 0 q1
KM o0|=|p rn ¢ 0|=1| @ Q.
1 pP3 T3 g3 1 q3

Saledes avbildas P pa Py och [ pa ly och beviset dr ddrmed klart.
O

Vi ar nu redo att bevisa ena implikationen i den fundamentala satsen for dndlig projektiv
geometri:

Sats 5.10. Om P dr ett Galoisplan sa dr det desargiskt.

Bevis. Vi vet enligt sats 5.7 och sats 5.8 att ett Galoisplan P(F) alltid &r (Py,l;)- respektive
(Py,lo)-transitivt. Da vi enligt sats 5.9 har att det for alla par av punkter P och linjer !
finns en kollineation som avbildar P pa P; och [ pa [y eller ls, och inversen till denna &r en
kollineation enligt sats 4.3, sa far vi enligt sats 4.21 att P(F) dr (P, 1)-transitivt {or alla par
av punkter P och linjer [. Sats 4.34 och sats 4.36 ger oss nu att P(F) ar desargiskt. O
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5.2 Galoisplan av ordning 3

Vi ska i detta avsnittet redogéra for en allmén metod att konstruera ett projektivt plan (el-
ler delplan) givet fyra punkter, samt konstruera ett projektivt plan av ordning 3. Delkapitlet
baserar sig pa killan [RK]. Vi borjar med att redogora f6r metoden fyrhdrningskomplettering
och later da férst ABCD vara en fyrhorning.

1) Léagg forst till de sex linjer som foérbinder punkterna (se figur 39).
2) Légg till de tre skirningspunkter som inte redan finns med i systemet (se figur 40).

3) Légg till den eller de linjer som forbinder de tre nya punkterna (se figur 41).

Figur 39: Linjerna som férbinder punkterna i fyrhérningen laggs till.

Figur 40: Skdrningspunkterna ldggs till.
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Figur 41: Den eller de linjer som forbinder resterande punkter laggs till.

Notera att om E, F' och G var kolinjéra och vi endast lade till en linje i sista steget, sa har
vi hittills konstruerat Fano-planet. Befinner vi oss i ett plan av storre ordning kan vi fortsitta
processen genom att upprepa det tillvigagangssitt som redogjorts for. Om ordningen pa
planet &r dndlig kommer processen att sluta efter dndligt manga iterationer. Det resulterande
planet kommer da utgdra antingen ett dkta delplan eller hela planet som vi borjade med.

Da vart mal nu &r att konstruera ett projektivt plan av ordning 3 antar vi att £, F och G
inte &r kolinjara. Vi kan da ldgga till de sex skirningspunkterna H = BCNFG, [ = CANGE,
J=ABNEF, K=ADNFG, L=BDNGFE och M =CDNEF.

Figur 42

Vi ser nu att vi har 13 punkter och 9 linjer. Varje linje innehaller fyra punkter och
genom varje punkt gar det fyra eller fiarre linjer. Da ABC'D &r en fyrhorning och punkterna
i diagonaltriangeln E, F, och G inte dr kolinjéra i ett plan som &r av hogre ordning &n 2,
maste dessa punkter och linjer vara distinkta och saledes inga i ett projektivt plan av hogre
ordning.

Man kan dock fortfarande fraga sig om det inte finns ett projektivt plan av ordning 3 som
innehaller Fano-planet som delplan. Atererinra da att en av vara slutsatser fran Brucks sats
(sats 3.26) var att Fano-planet inte kan vara ett delplan till ett projektivt plan av ordning 3.
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Enligt sats 3.21 ska det finnas 13 punkter respektive linjer i ett plan av ordning 3. Vi
kan alltsa konstatera att vi behover infora fyra linjer for att det (mojligtvis) ska vara ett
projektivt plan. Enligt definition 3.20 samt vart papekade efter sats 3.19, har vi ocksa att
det genom varje punkt ska ga fyra linjer.

Vi kan forst notera att punkterna I och B maste sammanbindas med en linje. Da tva
linjer maste skéra varandra i nagon punkt for att uppfylla axiomen for projektiva plan, maste
denna linje BI innehalla nagon punkt fran linjen ADEK samt fran EFJM. Vi vet ocksa att
tva punkter endast far ligga pa en gemensam linje. D& B redan &r kolinjar med A, D samt
E, far vi att K maste vara den punkt fran linjen ADEK som ligger pa BI. Vi har ocksa
att B dr kolinjar med FE, F respektive J, vilket leder till att M maste ligga pa BI. Vi har
saledes att det maste finnas en linje BIK M i vart plan for att det ska vara projektivt.

Nu ser vi att punkterna I och J maste sammanbindas av en linje I.J. Genom samma
resonemang som forut vet vi att I.J maste vara incident med ADEK samt BCFEH. Vi har
att I redan dr kolinjar med A, F respektive K, vilket ger oss att D € I.J. Vi har ocksa att [
redan &r kolinjar med B, C respektive F, vilket leder till att H € I.J. Vi har nu lagt till en
andra linje DHIJ.

For att lagga till den tredje linjen noterar vi att A och M maste definiera en linje AM.
Pa samma sétt som ovan har vi att AM maste vara incident med BCEH samt EGIL. A
dr redan kolinjir med E, L samt B, alltsa maste H € AM. Vi har ocksa att A &r kolinjir
med F, I respektive G, vilket implicerar att L maste ligga pa linjen. Den tredje linjen som
vi lagger till 4r saledes AHLM.

Da vi ska lagga till den sista linjen racker det att leta efter punkter som bara ligger pa tre
linjer. De enda punkterna som uppfyller detta dr C, J, K och L, vilka da far utgora planets
trettonde linje. Vi ser ocksa att inga tva av dessa punkter &r kolinjira med varandra sedan
tidigare.

Vi &dr nu klara med att konstruera ett plan av ordning 3. Notera att varje steg av denna
konstruktion gjordes utan nagra val mellan alternativa definitioner. Detta leder fram till
foljade sats.

Sats 5.11. Det finns ett projektivt plan av ordning 3 och alla plan av ordning 3 dr isomorfa.

Vi far foljande incidensmatris for Galoisplanet av ordning 3:

A B CDFEF G H I J KL M
AFCI 1 0 1 0 O 1 0 0O 1 0 0 0 O
AJGB 1 1 0 0 0 0 1 0 01 0 0 O
AKDE 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 O
KFHG 0 0 0 0O 0 1 1 1 00 1 0 O
JFME 0 O O 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1
BHCE 0 1 1 0 1 0 O 1 0 O O 0 O
BFDL 0 1 0 1 0 1 0 O 0O 0 0 1 0
bpmMcégG 0 o 1.1 0 0 1 0 0O O O 0 1
LEIG 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0
CJKL 0 0 1.0 0 0 0 0 O 1 1 1 O
AHLM 1 0 O O O O O 1 0 0 0 1 1
pgirJj 0 0 0 1 0 0 0O 1 1 1 0 0 O
BIKM 0 1 0 0 0O O O 0 1 0 1 0 1

Ur denna matris kan vi bekréfta att axiomen for de projektiva planen haller. Vi har redan
sett att det finns fyra icke-kolinjdra punkter i planet samt sa vet vi att en linje innehaller
minst tva punkter. For att se att exakt en linje férbinder tva punkter véljer vi de tva kolonner
som motsvarar punkterna och ser att det finns en och endast en rad dir bada kolonner har
ettor. For att se att tva linjer skir varandra i exakt en punkt viljer vi de tva rader som
motsvarar linjerna och ser att det finns en och endast en kolonn dér bada raderna har ettor.

5.3 Minikvaternionplanet )

Malet med denna sektion &r att konstruera det projektiva planet € utifran var nirkropp
minikvaternionsystemet M (se avsnitt 2.3), samt undersoka detta. Vi borjar med att betrakta
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de 81 punkterna i méngden {(z,y);z,y € M} samt linjerna som ges av

y=xxp+K, (5 €M),
=\ (A eM).

Vi far 90 linjer da det finns nio stycken pa formen z = A\ och 81 stycken pa formen y =
x X p+ k. Hiadanefter kommer vi att beteckna multiplikationen x med vanlig juxtaposition.

Sats 5.12. For punkterna och linjerna definierade ovan gdller att

(i) giet tva distinkta punkter sa finns det en och endast en linje som gar genom bada
dessa, och

(i1) givet en linje l och en punkt P ¢ | sa existerar det en unik linje m # 1 sadan att P € m
och INm = 0.

Bevis. (i) Lat Py = (z1,y1) och Py = (x2,y2) vara vara givna punkter. Vi bérjar med att
anta att x; = xo. Da har vi att linjen = x; gar genom bada punkterna. En linje pa
formen y = xu + ~ kan inte sammanbinda punkterna da ett z-viirde (z1) genererar ett
entydigt y-virde, men vara punkter har tva olika y-virden. Saledes dr x = x1 den unika
linjen genom P; och P.

Antag nu istéllet att 1 # xo. Punkterna P; och P; ligger da pa en linje y = zu+ k om
och endast om y; = 1 + Kk och ys = zou + k. Detta leder oss till

Y1 — Yo =T+ K —Toll — K <= (kommutativ addition)
Y1 — Y2 =TI — Tapt <= (hogerdistibutivitet)
Y1 —y2 = (1 —22)p0
p=(z1 —22) " (y1 — ),

!

och vi ser saledes att u &r entydigt bestdmt av punkterna P; och Ps. Vi har dven att

Y1 =T+ K
R=Z1t — Y1

k=z1(r1 —22) " (41 — Y2) — Y1,

>
—

vilket visar att dven k dr entydigt bestdmd. Vi har dven att det inte kan ga nagon linje
pa formen x = A genom bade P; och P, da dessa har olika z-virden. Saledes dr det
klart att alla par av punkter binds samman av exakt en linje.

(ii) Lat punkten P ges av P = (p,q). Om linjen [ &r pa formen y = xu+ &, och P inte ligger
pa denna, sa maste det gilla att ¢ —pu # k. Vi later da linjen m vara y = zpu+ (¢—pp).
Vi har da att [ och m inte skir varandra i nagon punkt ty xu+ (¢ — pp) = xp+ « leder
till att ¢ — pu = K, vilket strider mot vart val av P. Denna linjen &r unik da en linje pa
formen x = A alltid skéir y = zp + k och da &dven en linje pa formen y = xus + Ko skir
den forre om p # pio.

Om linjen [ &r pa formen z = A sa later vi linjen m vara z = p. Linjerna skér inte
varandra da p # A (detta foljer av att P ¢ [). Denna linjen &r unik da alla linjer pa
formen y = zp + k skdr x = X\ i nagon punkt.

O

Det finns tio parallellklasser i detta system; en klass for varje p € M (vilket blir nio
stycken) for linjerna pa formen y = zu + k, samt en for linjerna pa formen x = A. Vi ldgger
nu till en punkt (u) for varje parallellklass bestaende av linjerna y = zu + &, incident med
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alla linjer déri, samt en punkt Y for parallellklassen x = )\, incident med alla linjer pa den
formen. Vi lagger dven till en linje I, som gar genom dessa punkter. Saledes har vi fatt ett
projektivt plan av ordning 9, det sa kallade minikvaternionplanet, som betecknas med §2.
Det ar viktigt att papeka att vi nu konstruerat minikvaternionplanet utifran en nérkropp,
som inte var en kropp. Detta betyder att det existerar projektiva plan som inte &r kroppsplan.
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6 Koordinatisering av projektiva plan

I detta kapitel utgar vi fran ett givet projektivt plan och visar hur man kan ge det koordinater
fran elementen i en mingd R. Metoden vi anvinder hiir kommer fran [HP] och &r inte den
enda metoden som anvéinds i detta sammanhang. Efter presentationen av koordinatiserings-
metoden kommer vi introducera den nédvandiga teoretiska ramen for att visa att ett dndligt
desargiskt projektivt plan ger upphov till en &ndlig kropp, det vill sdga en Galoiskropp.

6.1 Introduktion av koordinater

Vi har tidigare sett hur man axiomatiskt kan konstruera ett projektivt plan fran en méngd
punkter och linjer. Nu kommer vi att gora tvirtom. Vi utgar alltsa fran att vi har ett
projektivt plan och introducerar en metod for att koordinatisera planet.

Lat P vara ett dndligt projektivt plan. Enligt lemma 3.14 innehaller P en fyrsiding. Lat
O, X,Y och I vara hérnpunkterna i denna. Da bildar punkterna O, X och Y en triangel och
vi har figur 43.

Figur 43

Nu definierar vi linjerna l; := OY, Iy := OX och [y := XY. Vi har da det projektiva
planet Pl~. Genom att komplettera figuren med de linjer som fattas kan vi identifiera yt-
terligare tre punkter, ndmligen A = XI Ny, B =YINIly och J = AB Nly. Vi kan da
komplettera figuren ovan sa att vi far foljande figur:

Figur 44

Lat nu R vara en méngd av symboler sadan att 0 € R, 1 € R, o0 ¢ R och 0 # 1. Da
kan vi med hjilp av elementen i R och den extra symbolen ”(c0)” ge koordinater till planet
i figur 44.
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Vi borjar med att tilldela linjen I; godtyckliga punkter ur R. Saledes sétter vi O := (0)
och A := (1) och tilldelar de andra punkterna pa l; godtyckliga ¢ € R, det vill siga ¢ € R
betecknar punkten C' € [. Vi har nu nagot som &r analogt med den vélbekanta y-axel i ett
koordinatsystem i det euklidiska planet. For att konstruera motsvarande x-axel gar vi till
viga pa samma satt. Vi tilldelar 0 € R till punkten O och 1 € R till punkten B. Vi har da
att O = (0,0) och B = (1,0). Foér de andra punkterna pa Iy har vi att om D € Iy sa att
D # X och om D' = JD Nl sa siitter vi D' = (0,d) och D = (d,0) déir d € R. Vi illustrera
detta med foljande figur:

Figur 45

Vi har nu for alla punkter pa M € L, sadana att M # Y att om linjen som férbinder
M med (1,0) korsar I3 i (0,m) sa tilldelar vi M koordinaten (m). Detta innebér att vi da
tilldelar J koordinaten (1).

Figur 46

Anm. Observera att vi i figur 46 inte ritat in alla linjerna i det projektiva planet. Figuren
tjinar som ett exempel, varfor vi utelamnar exempelvis linjen J1I.

Vidare har vi for alla punkter F ¢ [, sadana att om X FNly = (0,y) och YENIy = (z,0)
sa tilldelar vi E koordinaten (x,y) dér z,y € R. Slutligen sitter vi X := (0) och Y := (c0)
och pa detta siitt har vi tilldelat unika koordinter (z,y), dir =,y € R, till alla punkter i Ple.
Foljande figur illustrerar metoden for att koordinatisera punkterna i IP:
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Figur 47

Vi har nu tilldelat koordinater till alla punkter i P‘ och fran diskussionen ovan framgar
det att tilldelningen endast beror pa punkterna O, X, Y och I samt det sitt pa vilket
vi tilldelade element ur R till punkter pa l; \ Y. Eftersom alla projektiva plan innehaller
en fyrhorning vars horn kan definieras vara just dessa punkter, géller denna tilldelning av
koordinater till punkter alla projektiva plan. Speciellt géller det da alla dndliga projektiva
plan.

Innan vi kan borja infora algebraiska begrepp och operationer ska vi dven tilldela ko-
ordinater till linjerna i ett projektivt plan P. Om [ € P dr en godtycklig linje sadan att
IN oo = (m)och INily = (0,k) sa sitter vil:= [m,k]. Om Y € [ men | # I sa sitter vi
l:= [k] ddr k € R bestéms av [ N1y = (k,0). Slutligen later vi I, := [00]. Pa detta sétt har
dven alla linjer i ett projektiv plan P tilldelats unika koordinater, vilket illustreras av figuren
nedan.

Figur 48

Denna diskussion har alltsa lett oss fram till féljande:

Definition 6.1. I ett (dndligt) projektivt plan har vi att (z,y), () och (c0) betecknar en
punkts koordinater medan [a, b], [a] och [co] betecknar en linjes koordinater, dir a, b, x, y dr
element i en ring R sadan att 0,1 € R, 0 # 1 medan co ¢ R.

Denna tilldelning av koordinater for punkter och linjer i projektiva plan betyder att vi
kan definiera algebraiska metoder for att undersoka strukturen av ett projektivt plan.
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6.2 Algebraiska operatorer

Utrustade med koordinater for vart givna projektiva plan kan vi da definiera en ternér
operator.

Definition 6.2. Lit R vara en godtycklig méingd. Vi definierar operatorn T'som 7' : R* — R,
T(a,b,c) =k déir a,b,c,k € R. Da sédgs (R,T) vara en terndr ring.

Om P ar ett projektivt plan till vilket vi har tilldelat koordinater fran en méngd R
enligt beskrivningen i féregaende avsnitt, sa kan vi fran incidensrelationerna i P gora foljande
definition: om a,b,c € R sa ér T(a,b,c) = k om och endast om (b, ¢) € [a,k]. Vi har da att
(0, k) ligger pa skdrningen mellan Iy och linjen som forbinder (a) med (b, ¢), vilket innebér
att T ar entydigt bestdmd och ddrmed véldefinierad.

(0,0)

Figur 49

Med denna definition av (R,T) har vi da féljande resultat:

Sats 6.3. Lat P vara ett projektivt plan vars koordinater givits fran en mdingd R sadan att
0€ER, 1€Roch0#1. OmT: R® — R enligt T(a,b,c) =k om och endast om (b,c) € [a, K]
sa har T féljande egenskaper:

(A) Fér alla a,b,c € R giller det att T(a,0,¢) =T(0,b,¢) = c.

(B) Fér alla a € R gdller det att T(a,1,0) =T(1,a,0) = a.

(C) Om a,b,e,d € R och a # ¢ sa finns ett unikt x € R sadant att T(x,a,b) = T(x,¢,d).
(D) Om a,b,c € R sd finns ett unikt x € R sadant att T(a,b,x) = c.

(E) Oma,b,c,d € R och a # ¢ sa finns ett unikt ordnat par (x,y) € R sadant att T(a,z,y) =
b och T(c,z,y) =d.

Bevis. (A) Antag att T(a,0,¢) = k. Da har vi att (0,¢) € [a, k], det vill sdga (0,c) ligger
pa linjen som binder samman (a) med (0, k). Men enligt definitionen av projektiva plan
kan denna linje bara korsa Iy i en unik punkt. Alltsa dr (0,¢) = (0, k), det vill séiga att
¢ =k och T(a,0,c¢) =c.

Antag att T(0,b,¢) = k. Da har vi att (b,c) ligger pa linjen som forbinder (0) med
(0,k). Men (b, c) ligger i snittet mellan linjerna som férbinder (0) med (0,¢) och (c0)
med (b, ¢). Enligt definitionen av projektiva plan bestar snittet av tva linjer av en unik
punkt, vilket ger att linjen som forbinder (0) med (b, ¢) maste korsa Iy i en unik punkt,
varfor vi da har att ¢ = k, det vill siga (0,¢) = (0, k) och T(0,b, c) = c. Alltsa har vi att
T(a,0,¢) =T(0,b,¢c) = ¢, for alla a,b,c € R.
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(B) Antag att T'(a,1,0) = k. Da har vi att (1,0) € [a, k], det vill sidga (1,0) &r incident med
linjen som forbinder (a) med (0, k). Men (a) dr snittet av I, med linjen som forbinder
(1,0) och (0,a). Eftersom linjen som forbinder (1,0) med (a) korsar I3 i en unik punkt
har vi att (0,k) = (0, a), det vill sédga att k = a sa att T'(a,1,0) = a.

Antag att T'(1,a,0) = k. Da ér (a,0) incident med linjen som forbinder (1) med (0, k).
Men (a,0) &r snittet av I med linjen som férbinder (1) med (0, a). Dérfor har vi att
(0,a) = (0,k) och T'(1,a,0) = a. Alltsa har vi att T'(a,1,0) = T(1,a,0) = a giller {or
alla a € R.

(C) Lat a,b,c,d € R sa att a # c¢. Da finns en unik linje som férbinder (a,b) med (c,d).
Eftersom a # ¢ sa kommer denna linje inte att passera genom (co), varfor linjen da
kommer att korsa I, i en unik punkt (m), dir m € R. Om denna linje dven korsar Iy
i (0,k) sa har vi att T(m,a,b) = T(m,c,d) = k. Eftersom (m) #r unik sa finns da ett
unikt « € R sadant att T'(x, a,b) = T'(z, ¢, d).

(D) Vi har att T'(a,b,z) = ¢ om och endast om (b, z) &r pa linjen som forbinder (a) med
(0,¢). Men for alla x € R dr (b,x) pa linjen som forbinder (co) med (b,0). Dessa tva
linjer &r incidenta i en unik punkt, varfér det da maste finnas ett unikt = € R sa att
T(a,b,z) = d.

(E) Vi har att T(a,z,y) = b om och endast om (b,z) € [a,b], och T(¢,z,y) = d om och
endast om (z,y) € [¢,d]. Men [a, b] N [c,d] bestar av en unik punkt som inte ligger pa I
eftersom a # c. Dérfor finns det ett unikt ordnat par z,y € R sadant att T'(a,z,y) = b
och T(c,x,y) =d.

O

Denna sats ger foljande definiton:

Definition 6.4. En ternir ring (R,T) som uppfyller alla villkoren i sats 6.3 séigs vara en
plandr terndr ring, som dven forkortas till PTR.

Foljande sats bestdmmer incidensrelationerna av ett projektivt plan P i termer av koor-
dinater ur R tillsammans med den ternéra operatorn 7.

Sats 6.5. Lat (R,T) vara en PTR. Da dr P ett projektivt plan om punkterna i P dr ordnade
par (z,y), dir x,y € R, tillsammans med element som har formen (x) och (o), dir x € R
och 0o ¢ R. Linjer representeras da av ordnade par [m, k], dir m,k € R, tillsammans med
element pa formen [m] och [0o] ddr m € R och oo ¢ R. Incidens definieras dd enligt

(1)
(ii) (z,y) € [k] & x =F,

(2.y) € [m, k] & T(m,z,y) = k,
(

(iii) (z
(
(00

) € [m, k] & x=m,
() (z) € [o0], for alla x € R och (00) € [k], for alla k € R,
(v) (00) € [o0].

Anm. Vi observerar att incidensrelationen i 6.3 respekterar koordinatiseringsprocessen vi
beskrev i féregande kapitel.

Bevis. Vi borjar med att visa att tva godtyckliga punkter &r incidenta med en unik linje. (C)
i sats 6.3 ger att det for alla b, d € R finns ett unikt m € R sadant att T'(m, a,b) = T(m, ¢, d).
Om a # c ligger da punkterna (a,b) och (¢, d) pa linjen [m,T(m,a,b)]. Enligt (i4) har vi att
(a,b) och (a,d) ligger pa linjen [a]. S& om (a,c) och (a,d) ligger pa [m, k], s& har vi att
T(m,a,b) =k =T(m,a,d). Men detta dr en motségelse till sats 6.3 (D). Saledes har vi visat
att tva godtyckliga distinkta punkter pa formen (a,b), dir a,b € R, férbinds av en unik linje
I sadan att [ # [00].

Lat (m) € [oo] dir (m) # (c0) och 14t (a,b) ¢ [o0o]. Alla linjer genom (m) dr antigen [00]
eller sa kan de skrivas som [m, k] fér nagot k € R. Linjen [m, k| passerar genom (a,b) om
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och endast om T(m, a,b) = k. Eftersom T &r en ternér operator dr den entydigt bestdmd av
m, a och b, sa da &r [m,T(m,a,b)] den unika linjen i P som innehaller (m) och (a,b). Men
eftersom det for alla linjer I # [oo] sadana att (co0) € I giller att | = [k], ddr k € R, har
vi att den unika linjen i P som forbinder (co) och (a,b) &r [a]. Vidare har vi att punkterna
(m1) och (mg2) &r incidenta med [oo] eftersom bara punkter pa [oo] skrivs som (m), m € R.
Dérmed har vi visat att tva godtyckliga distinkta punkter i P &r incidenta med en unik linje.

For att visa att tva linjer dr incidenta med en unik punkt betraktar vi de tva linjerna
[m1, k1] och [ma, ks]. Om my # mg har vi enligt 6.3 (F) att det finns ett unikt ordnat
par (a,b), dir a,b € R, sadant att T(mq,a,b) = k1 och T(mg,a,b) = ko. Detta innebér
att (a,b) € [m1, k1] och (a,b) € [ma,ke]. Om istéllet m; = mg sa ar (mq1) € [mq, k1] och
(mq) € [ma, ko], vilket innebér att alla par av distinkta linjer &r incidenta med en punkt.

Enligt koordinatiseringsmetoden vi beskrivit ovan har vi att alla linjer [m, k] korsar [o0]
i punkten (m), sa for att visa att linjer av typen [m, k| dven korsar alla andra linjer i P
behover vi endast betrakta snittet [m, k] N [h] ddr A # m. Vi har att [m, k] N [h] = (h, )
dér existensen av h' garanteras av 6.3 (D), och h' fas med hjilp av T'(m,h,h’) = k. Men
eftersom alla par av linjer [my], [m2] dr incidenta med (0co0) har vi att alla par av godtyckliga,
distinkta linjer i P &r incidenta med en unik punkt i P.

For att slutfora beviset behover vi visa att det finns en icke-degenererad fyrhorning i P.
Lat A = (0), B = (), C = (0,0) och D = (1,1). Da #ir AB = [o0], BC' = [0] och CA = [0,0].
Alltsa &r ABCD en icke-degenererad fyrhorning.

Vi har saledes visat att PP i sats 6.5 uppfyller axiomen i definitionen av projektiva plan
och dérmed é&r ett projektivt plan. O

6.3 Planira ternira ringars algebraiska egenskaper

For att kunna uppna malet med detta kapitel ska vi utforska de planira ternéira ringarna.
Vi borjar med att gora foljande definition:

Definition 6.6. En méngd G # () tillsammans med en binér operation - séigs vara en loop
om:

(i) a-x = b har en entydig 16sning i x f6r alla a,b € R,
(ii) y - @ = b har en entydig 16sning i y f6r alla a,b € R, och

(iii) det finns ett element e € G sadant att e -« = x - e = z for alla € G. Detta element
kallas for identitetselementet till G.

Foljande exempel &r taget fran vanliga euklidiska kroppsplan.

Exempel 6.7. Givet en lutning a och ett nollstiille (b,0) har vi fér den vilkéinda linjens
ekvation y = kx + m att

0=ab+m & m = —ab.
Givet en lutning k£ = 1 och en godtycklig punkt (a,b) sa har vi {6r y = kx + m att
b=1l-a+me&m=>b—a.

Med exempel 6.7 som motiverande exempel kan vi nu att ldgga till de binéra operationerna
addition och multiplikation till en PTR pa ett sadant sitt att (R, +) och (R*,-), dir R* =
R\ {0}, &r loopar. Detta gor vi genom foljande

Definition 6.8. Lat (R,T) vara en PTR. Da definieras additonen som a + b := T'(1,a,b)
och multiplikationen som a - b := ab := T'(a, b, 0).

Eftersom T &r en terniir operator ar bade a+b och ab entydigt bestéimda. Foljande figurer
illustrerar multiplikationen och additionen:
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0 (b,0)

Figur 50: Multiplikation i det projektiva planet. Figur 51: Addition i det projektiva planet.

Denna definition av addition och multiplikation &r alltsa inte slumpmaissig, utan ar gjord
for att stdmma 6verrens med addition och multiplikation i kroppsplan som har ett Cartesiskt
koordinatsystem. Med denna multiplikation och addition har vi féljande resultat:

Sats 6.9. Om (R,T) dar en PTR sa ir (R,+) och (R*,-), dir R* = R\ {0}, loopar med 0
respektive 1 som identitetselement.

Bevis. (i) Addition:
For alla a € R giller det att 0+ a =T(1,0,a) = a och a+0 = T(1,a,0) = a enligt sats
6.3 (A), (B). Alltsa ér 0 identitetselementet for (R, +).

Ekvationen a + = b har en entydig 16sning for « ty T(1,a,z) = b har en entydig
16sning for x enligt sats 6.3(D). Ekvationen x + a = b har en entydig l6sning for = om
och endast om T(1,a,x)=Db har en entydig 16sning fér =. Fran sats 6.3(F) har vi att det
finns ett unikt ordnat par (z,y) sadant att T'(1,z,y) = b och T(0,z,y) = a. Men sats
6.3(4) = T(0,z,y) = a har 16sningen y = a. Alltsa finns det ett unikt = sadant att
T(1,z,a) = b. Ddrmed &r (R, +) en loop.

(ii) Multiplikation:
Anta zy = 0 och y # 0. Betrakta ekvationen T'(u,y,0) = T'(u,0,0). Enligt sats 6.3
(C) finns det en entydig 16sning for w. Eftersom v = 0 &r en 16sning maste den enda
l6sningen till T'(u,y,0) = T'(u,0,0) vara u = 0. Men xy = 0 leder till att T'(z,y,0) =0
och T(x,0,0) = 0. Alltsa dr x = 0, vilket visar att R* dr sluten under multiplikation.

Ekvationen az = b har en entydig losning fér « om och endast om T'(a,x,0) = b har en
entydig l6sning for x. Sats 6.3 (E) ger att det finns ett unikt ordnat par (z,y) sadant
att T'(a,z,y) = b och T'(0,z,y) = 0. Eftersom T'(0,z,y) = 0 leder till att y = 0 sa har
T(a,x,0) = b en entydig lésning for .

Ekvationen xa = b har en entydig losning {6r z om och endast om T'(x,u,0) = b har en
entydig 16sning for x. Enligt sats 6.3 (C) har T(x,a,0) = T(x,0,b) en entydig 16sning
for « eftersom a # 0 och enligt 6.3 (A) &r T'(x,0,b) = b or alla x € R. Detta ger att
T(z,a,0) = b har en entydig 16sning i x. Alltsa &r (R*,-) en loop.

O

Foljande egenskap &dr viktig och behovs for att vi ska kunna bevisa den fundamentala
satsen for dndlig projektiv geometri.

Definition 6.10. En planir ternir ring (R, T) ségs vara linjir om T(a, b, c) = ab+ c for alla
a,b,c € R.

Genom foljande exempel illustrerar vi att ett desargiskt plan 6ver en godtycklig skevkropp
K kan koordinatiseras av en linjir planir ternér ring (K,T). Om det desargiska planet &r
andligt sa finns det ett dndligt antal linjer och punkter, varfor det da omedelbart foljer att
skevkroppen &r dndlig. Men enligt Wedderburns lilla sats &r sa alla dndliga skevkroppar
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dndliga kroppar och da foljer det att exemplet dven géller fér kroppsplan som ju dr féremalet
for detta arbete.

Exempel 6.11. Betrakta ett desargiskt projektivt plan P vars punkter dr ordnade tripplar
(2,9,2) € K2 dir (x,9,2) # (0,0,0) for alla x,y,2z € K med (v,y,2) = (vk,yk, zk) och
K 3 k # 0. Linjerna dr ordnade tripplar [, m,n] # [0,0,0] dér I,m,n € K med [l,m,n] =
[kl, km, kn] och k # 0. Incidensrelationen ges av (z,y, z) € [I,m,n] om och endast om lz +
my +nz = 0. Vi infér beteckningen att om (z,y) och (m,n) ér punkter i P sa ér (z,y)(m,n)
linjen som forbinder (z,y) med (m,n), dir z,y,m,n € K.

Lat punkterna i det desargiska projektiva planat vara givna av

[00] = [0,0,1],
(00) = (0,1,0),
(0) = (1,0,0),
(0,0) = (0,0, 1),
(1,1) = (1,1,1).

Vi later £ € K vara elementen i den plandra ternéra ringen och later alla k € K re-
presentera punkterna (0,k,1). For punkten (1,0) har vi att (1,0) = (0,0)(0) N (1,1)(c0),
vilket innebér att det dr punkten (1,0, 1), ty (1,0,1) =[0,1,0] N [—1,0, 1]. Vidare har vi att
(1) = [00] N (1,0)(0, 1), det vill séiga att (1) = (1, —1,0), dér (1, —1,0) = [0,0,1]N[~1,—1,1].
Nu ger liknande argumentation att (a,0) = (a,0,1) eftersom (a,0) &r kolinjar med (0, a) och
(1). Séledes har vi da att (a,b) = (a,b,1). Pa samma sétt &r (m) = (1, —m,0). Dualitets-
principen ger nu att [m, k] = [1,0, k].

Hérnést ska vi bestdmma den ternéra operationen T'. Lat & vara den additiva operationen
for (K,T) och ® vara den multiplikativa operationen fo6r (K,T). Da har vi for alla a,b € K
att a®b=T(1,a,b). Fran definitionen av T i sats 6.3 har vi att T'(1, a,b) = k om och endast
om (a,b) € [1, k], det vill séga att T'(1,a,b) = k om och endast om (a,b,1) € [1,1, —k]. Detta
ger nu att a+b—k = 0 sa att a+b = k, vilket alltsa visar att & &dr detsamma som additionen
for skevkroppen K.

For © har vi nu att a © b = T'(a,b,0) for alla a,b € K. Fran definitionen av T i sats 6.3
har vi att T'(a,b,0) = k om och endast om (b,0) € [a, k], det vill sidga att T'(a,b,0) = k om
och endast om (b,0,1) € [a,1, —k]. Da har vi att ab+0-1—k =0, s& att ab = k. Detta visar
att ©® dr detsamma som multiplikationen for skevkroppen K.

Slutligen ska vi bestdmma T'(m, x, y). Fran definitionen av T'i 6.3 har vi att T(m,x,y) = k
om och endast om (x,y) € [m, k]. Detta ger nu att max + y — k = 0 sa att mx +y = k. Da
har vi att T'(m, x,y) = mz + vy, det vill siga T(m,z,y) = m © x By, vilket visar att (K,T)
ar linjar enligt definition 6.10.

Exemplet visar alltsa att ett d&ndligt projektivt plan kan koordinatiseras av en linjar PTR.
Foljande sats ger de nédvéandiga och tillrackliga villkoren for att en PTR som koordinatiserar
ett projektivt plan P ska vara linjér.

Sats 6.12. Antag att (R,T) dr en PTR. Da dr (R, T) linjir om och endast om tva trianglar,
perspektiva fran (co) och sadana att

- bada har nagot horn pa [0] och
- de tva paren av sidor som innehdller punkter fran [0] méts pa [oo],

har egenskapen att en av de tre sidorna passerar genom (0) om och endast om sista sidan
passerar genom (0).

Bewvis. Lat A1 B1Cy och As BoCs vara de tva trianglarna i hypotesen sadana att Aj Ao &r
linjen o = 0, B1By dr ¢ = w och C1Cy dr x = v. Lat C3 = A1 By N A3By vara (m),
Bs = C1A1 N CyA, vara (n) och lat B1Cy N [oo] vara (0). Vidare har vi att A; = (0, a),
Az =(0,d), By = (u,b) och By = (u,¢). Nu har vi att C; = (v,b) ty C1 = C1C2N(0)B;y. Om
vi later Cy = (v, f) har vi att konfigurationen i satsen implicerar att v = f.
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(i) Antag att (R,T) &r linjéir. Eftersom A, By och C5 &r kolinjira sa & mu +b = a
och eftersom Aj,C; och Bj ér kolinjira sa dr nv + b = a. Men eftersom (R, +) #r
en loop sa har ekvationen x + b = a en entydig losning, sa alltsa &r mu = nv. Pa
samma sitt har vi att mu + ¢ = nv + f = d, ty Az, Bs och Cs ér kolinjira. Men
n=mu=mu+c=mu+ f=d=c= fty (R,+) ér en loop.

(ii) Antag att ¢ = f. Med samma méngd av kolinjdra punkter som i (¢) har vi att

T(m,u,b) =T (u,v,b) = a (4)

och
T(m,u,c) =T(n,v,c) =d. (5)

Ekvationerna 4 och 5 maste halla for godtyckliga m, u, b, n och ¢. Om vi i 5 later ¢ = 0
och n =1 har vi att mmu = v = d. Inséttning i 4 ger att T'(m,u,b) = T(1,v,b) =v+b=
mu + b, det vill sidga att (R,T) dr linjér.

Déarmed ar beviset klart. O

6.4 Den additiva och multiplikativa egenskapen hos (R,T)

Harnést ska vi undersoka den additiva strukturen och den multiplikativa strukturen av en
linjir PTR. Vi vill utveckla ett teoretiskt ramverk som vi sedan anvénder i beviset av fun-
damentala satsen for dndlig projektiv geometri. Vi borjar med att underscka den additiva
strukturen.

Sats 6.13. (R, T) dr en linjir PTR med associativ addition om och endast om P dr ((c0), [00])
transitiv.

Bevis. (=): Antag att (R, T') &r linjér med associativ addition. Om A och B &r tva distinkta
punkter kolinjira med (o0), men ej incidenta med [0o], behdver vi konstruera en ((o0), [o0])-
elation a : P — P sadan att a(A) = B. Detta gor vi genom att viilja en kollineation for
P>l som fixerar alla linjer incidenta med (00) och permuterar alla punkterna i Pl g3 att,
a(A) = B. Observera att o d4 kommer att permutera alla punkter i P som inte dr incidenta
med [oo], vilket kommer att gora [oco] till axeln i var axiala kollineation. Och eftersom «
fixerar alla linjer incidenta med (co) har vi att denna punkt blir centrum for a.

Lat dérfor A = (u,v). Da &r B = (u, w) fér nagot w € R ty (c0), A och B &r kolinjéra. Nu
har vi att det finns ett unikt a € R sadant att w = v+a och B = (u,v+a) ty (R, +) &r en loop.
Sé vi kan definiera en avbildning ay : PI°l — Pl diir (z,y) — (z,y + 2), [m, k] — [m, k +d]
och [k] ~— [k]. Vi ser att a, dr en injektiv avbildning som avbildar punkter i PI>°] pa punkter
i PI*°, och linjer i PI*) pa linjer i PI°l. Vi har &ven att «, fixerar alla linjer pa formen [k],
k € R, och att a,(A) = B.

Nu har vi att om «ay ér en kollineation av P! si ir a, en kollineation av P. S for att
bevisa satsen i denna riktningen behdver vi bara visa att o, ir en kollineation av PI°°!. Detta
ar dock ekvivalent med att bevisa att «, bevarar incidensrelationen.

Fran definitionen av T'i 6.3 har vi for x,y,m, k € R att T(m,x,y) = k om och endast om
(z,y) € [m, k], vilket &r ekvivalent med att mz 4y = k, eftersom (R, T') enligt antagande &r
linjér. Men da &r aq((z,y)) € aq([m, k]) om och endast om mx + (y + a) = k + a. Eftersom
additionen #r associativ enligt antagande har vi saledes att ma + (y +a) = (mz +y) + a och
dérfor &r ma 4+ (y 4+ a) = k + a om och endast om ma + y = k. Vidare har vi att (z,y) € [k]
om och endast om x = k, vilket ger att a,((z,y)) € aq([k]).

Detta visar att a, dr en kollineation av Pl) och dérmed dven av P. Denna kollineations
centrum dr (0o) och dess axel ér [co] och dirmed har vi visat att P &r ((00), [00])-transitiv.

(<): Antag att P &dr ((00), [00])-transitiv. Da &r P ((00), [0o])-desargiskt enligt sats 4.34.
Sats 6.12 ger da att (R, T) &r linjdr. D4 finns det for alla punkter (0,a) € [0] en ((00), [00])-
elation som avbildar (0,0) pa (0,a). Vi later 6, beteckna denna elation. Da har vi for alla
punkter (z,y) att 8,((x,y)) = (z,u) f6r nagot u € R sadant att u endast beror pa y och a.
Detta ger da att 0,((z,v)) = (x, aa(y)), ddr o, : R — R &r injektiv och a4 (0) = a.

99



Vi har séledes att 0, : R — R, (x,y) — (2, aq(y)), (m) — (m) och (c0) — (00), vilket
da dr en fullstéindig beskrivning av verkan av a, pa punkterna i P. Verkan av 6, pa linjerna
i P ges av 0,([m, k]) = [m,aq(k)], [k] — [k] och [oc] — [00] eftersom 6,((m)) = (m) och
(0, K)) = (0, (k).

Eftersom (R, T) &r linjér och eftersom «, bevarar incidensrelationen har vi att mz+y = k
om och endast om max + a,(y) = aq([k]), det vill sdga om och endast om

ma + aq(y) = aq(mz +y) (6)
for alla m,z,y € R. Med y = 0 och m = 1 har vi dérfor att

T+ aq(0) = aq(x) = 2 + a. (7)

Inséittning av a, () =z +a 1 6 tillsammans med m =1 ger att x + (y+a) = (x +y) +a
for alla z,y,a € R, det vill sidga att (R,T) har en associativ addition. Darmed har vi visat
att (R, T) &r linjér med associativ addition, vilket fullbordar beviset. O

Linjdra planéra ternéra ringar med associativ addition &r viktiga for vart &ndamal. Darfor
far de ett eget namn.

Definition 6.14. En cartesisk grupp &r en linjar planar ternér ring vars addition &r associ-
ativ.

Sats 6.15. Lat (R, T) vara en cartesisk grupp. Da gdller det att (R,T) dr vinsterdistributiv,
det vill siga att a(b+ ¢) = ab+ ac for alla a,b,c € R, om och endast om P dr ((00), [00])-
transitiv.

Bevis. (=): Antag att den vinsterdistributiva lagen haller f6r (R, T'). Vi behover konstruera
en ((00), [oc])-elation som avbildar (0,0) pa (a,0) for varje a € R. Precis som i beviset for
sats 6.13 behover vi endast betrakta en limplig kollineation av det affina planet P[], Vi
definierar saledes ay : PI°l — Pl genom ag((z,y)) = (a + z,9), [m, k] = [m,ma + k] och
[k] — [a + k]. Denna konstruktion av a, ger da att ingen av punkterna i PI°! fixeras medan
varje linje genom (0) fixeras. Precis som i beviset av 6.13 behover vi nu bara visa att a,
bevarar incidensrelationen.

Vi har att (R,T) ér linjéir ty (R, T) &r en cartesisk grupp enligt antagande. Vi har dérfor
att (z,y) € [m, k] om och endast om mz + y = k, samt att a,((z,y)) € aq([m,k]) om och
endast om m(a+x)+y = ma+k. Vinsterdistributiviteten ger nu att m(a+z) = ma+max sa
att m(a+x)+y = ma+ma+y. Att (R,T) &r en cartesisk grupp innebér enligt definition att
additionen dr associativitet. Alltsa far vi att m(a+2)+y = (ma+ma)+y = ma+ (mz+y),
didr ma + (mx + y) = ma + k om och endast om mx + y = k. Detta visar att «, bevarar
incidensrelationen och, enligt konstruktionen av «,, sa har vi att P &r ((c0), [oo])-transitiv.

(«<): Antag att P dr ((00), [oo])-transitiv. For att se att den vinsterdistributiva lagen
haller for (R, T) anvénder vi samma tillvigagangssétt som i beviset av sats 6.13. Vi definierar
0, som en ((00), [0c])-elation sadan att 6,((0,0)) = (a,0). Da har vi for alla z,y € R att
Ou((x,y)) = (aa(x),y) dér oy : R — R ér injektiv och a,(0) = a. Detta ger da en fullstéindig
beskrivning av verkan av 6, pa punkterna i P>,

Lat nu 0,([m, k]) = [m, h] for ndgot h € R. For att kunna bestdmma verkan av 6, pa
linjerna i P! behover vi bestimma h i termer av m, k och a. Eftersom (0,k) € [m, k]
har vi att 6,((0,%k)) € 0,([m,k]), det vill siga att (a,k) € [m,h]. Eftersom (R,T) &r en
cartesisk grupp sa foljer det att (R,T) #r linjdr, vilket leder till att ma + k = h sa att
Oa([m, k]) = [m, ma + K.

Nu har vi att punkten (x,y) € [m, k] om och endast om 6,((x,y)) € 0.([m,k]). Men da
har vi att ma +y = k om och endast om ma,(z) +y = ma + k. Detta ger att ma,(x) +y =
ma+ (mz+y) = (ma+ma)+y, dir den sista likheten ges av associativiteten for additionen
av (R,T). Alltsa har vi att

maa(z) +y = (ma+mz) +y (8)
for alla m, z,y,a € R. Om vi later m = 1 och y = 0 har vi att 8 blir

aq(x) =a+z. (9)
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Insdttning av 91 8 ger
m(a+z) +y = (ma+mzx)+y. (10)

Nu har vi att t +y = s+ y < t = s eftersom (R, +) &r en loop. Sa 10 ger att
m(a + x) = ma + mx, (11)
det vill sdga att (R,T) dr vinsterdistributiv. O
Cartesiska grupper som uppfyller sats 6.15 far ett specifikt namn.

Definition 6.16. En gartesisk grupp (R, T) for vilken den vinsterdistributiva lagen héaller
kallas for kvasikropp.

Att (R, +) dr en abelsk grupp &r en viktig egenskap som vi behover for att kunna bevisa
fundamentala satsen for éndlig projektiv geometri. Foér att bevisa att #r en (R,+) &r en
abelsk grupp behdover vi foljande lemman.

Lemma 6.17. P koordinatiseras av en kvasikropp om och endast om P dr ([o0], [00])-transitivt.

Bevis. (=): Antag att P koordinatiseras av en kvasikropp. Detta innebér att (R,T) &r en
kvasikropp, vilket enligt definition innebér att (R, T) &r en cartesisk grupp. Da &r P ((0), [00])-
transitivt enligt sats 6.15. Att (R, T') &r en cartesisk grupp innebér enligt definition att (R, T")
dr linjir och har associativ multiplikation. Da ger 6.13 att P dven &r ((c0), [0o])-transitivt.

Vi har alltsa att P &r ((0), [oc])-transitivt och ((c0), [0o])-transitivt. Fran koordinatise-
ringsprocessen vi beskrivit tidigare vet vi att (0) # (oc) samt att (0) € [oo] och (00) € [0].
Alltsa dr P ([oo], [00])-transitivt enligt sats 4.22.

(«<): Antag att P dr ([oo], [oo])-transitivt. Vi ska se att P d& kan koordinatiseras av en
kvasikropp.

Fran antagandet foljer det att P dr (P, [oo])-transitivt for alla val av P € [oo]. Da géller
det speciellt att P dr ((0), [oo])-transitivt ty (0) € [0o]. Men da ger sats 6.15 att (R,T') &r
en cartesisk grupp som uppfyller den vénsterdistributiva lagen, vilket dr definitionen av en
kvasikropp. Alltsa koordinatiseras P av en kvasikropp. O

Lemma 6.18. Om P koordinatiseras av en kvasikropp for nagot val av punkter X = (0)
och'Y = (00), sa kan P koordinatiseras av en kvasikropp oavsett val av (0) och (00) sa lange

(0) € XY och (0) € XY

Bevis. Antag att P koordinatiseras av en kvasikropp fér nagot val av punkter X = (0) och
Y = (00). Lat [oo] = XY. Vi ska visa att P koordinatiseras av en kvasikropp for alla val av
punkter P € [00].

Eftersom P koordinatiseras av en kvasikropp enligt antagande sé &r P ([oo], [oo])-transitivt
enligt lemma 6.17, det vill séiga att P & (P, [oo])-transitivt for alla val av P € [oo]. Lat
X'Y' € [oc] sadana att X’ # X och Y’ # Y. Detta val av X’ och Y’ dndrar inte det faktum
att P &r ([oo], [oo])-transitivt da ([oo], [oo])-transitivitet innebér (P, [oo])-transitivitet for alla
val av P € [0o]. Alltsa kan P koordinatiseras av en kvasikropp oavsett val av P € [co]. [

Vi kan nu formulera ett viktigt resultat, som kommer behovas i beviset till fundamentala
satsen for édndlig projektiv geometri:

Sats 6.19. Om (R,T) dr en kvasikropp sd dr (R,+) abelsk.

Bevis. Antag att kvasikroppen (R,T) koordinatiserar det projektiva planet P. Lemma 6.17
ger att P da #r ([oo], [oo])-transitivt. Detta innebir att P &r (P, [oo])-transitivt for alla val av
P € [00]. Eftersom (00) € [0o] kan vi vélja P = (00), vilket da innebér att P &r ((00), [00])-
transitivt.

Lemma 6.18 ger att P koordinatiseras av en kvasikropp oavsett val av punkter pa [oo].
Detta innebér att [oo] dr en axel till flera olika (P, [oo])-elationer, ddr P € [oo]. Sats 4.19 ger da
att gruppen av ([oo], [0o])-elationer, Go] (xc]); &1 abelsk. Speciellt har vi da att delgruppen
G((s0),[0))- Men alla kollineationer o € G((s0),[oc)) dr nagon av avbildningarna i 6.13. Vi
paminner ldsaren att dessa kollineationer &r o : P — P sadan att a(A) = B, definierade
enligt ag : Pl — Pl déir (2,5) — (2,9 + 2), [m, k] = [m, k + a] och [k] — [k].
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I fallet [k] — [K] foljer satsen trivialt, ty alla o € G((o0),[00]) l@mmnar [k] invariant. De andra
tva fallen kriver, emellertid, mer arbete.

I fallet (x,y) — (z,y+ 2) har vi att om o, ((z,y)) = (z,y+ 2) och ap((x,y)) = (x,y+2'),
dir z,y, 2,2’ € R, sa dr

aq(ap((z,9)) = aal(z,y +2') = (2, (y + 2) + 2)
och

ap(aa((z,9))) = a((z,y +2)) = (2, (y + 2) + 2)

dar (z,(y +2') +2) = (x,y+ (2’ + 2)) och (z,(y+ 2) + 2') = (z,y + (2 + 2)) ty additionen
ar associativ. Eftersom G (o) (sc]) 4 abelsk har vi att (z,y + (2’ 4+ 2)) = (z,y + (2 + 2)). Sa
2+ 2z =2z+ 2, det vill siiga att additionen #r kommutativ.

I fallet [m, k] — [m, k+a] har vi att om oy, ([m, k]) = [m, k+a] och ap([m, k]) = [m, k+1],
dér x,y,a,b € R, sa ar

ag(ow([m, k])) = aa([m, k + b)) = [m, (k + a) + b]
och

ap(aa([m, k])) = ap([m, k +a]) = [m, (k +b) + d].
dar [m, (k+a)+b] = [m,k+ (a+0b)] och [m, (k+b)+a] = [m, k+ (b+a)] eftersom additionen
ar associativ. Detta innebér da att [m, k + (a + b)] = [m, k + (b + a)] eftersom G((0),[o0)) &r

abelsk. Sa vi har att a +b = b+ a, det vill sdga att additionen &r kommutativ dven i detta
fall. Detta visar att (R, +) ér abelsk. O

Vi har hittills sett hur den additiva strukturen av en PTR, (R,T), hiinger ihop med
existensen av elationer i P. Harnést ska vi undersoka den multiplikativa strukturen och se
hur denna hénger ihop med existensen av homologier i P.

Sats 6.20. Ldt (R,T) vara en PTR. Da dr (R,T) linjir och har associativ multiplikation
om och endast om P dr ((0), [0])-transitiv.

Bevis. (=): Antag att &r (R,T) linjar och har associativ multiplikation. Vi vill konstruera
en ((0), [0])-homologi for alla a € R* := R\ {0} som avbildar (1,0) pa (a,0). Denna homologi
kommer ej ha [oco] som axel, sa vi kommer att visa dess existens genom att beskriva dess
verkan pa hela PP.

Lat dérfor 6, vara en ((0), [0])-homologi definierad enligt

Oa((2,y)) = (az,y),
0((m) = (ma™"),
0a((00)) = (00),
Oa([oc]) = [o0],

Oa([k]) = [ak],

0u([m, k]) = [ma™", k],

déir t = a~! #r den unika 16sningen av ta = 1i (R*,-). Fran denna konstruktion har vi da att
om 0, &r en kollineation sa dr 6, en ((0), [0])-homologi som avbildar (1,0) pa (a,0). Alltsa
behdver vi bara visa att 6, bevarar incidensrelationen for att visa satsen i denna riktningen,
vilket vi gor genom att kontrollera definitionerna av incidensrelationen i sats 6.5.

Vi har nu att eftersom (R,T) dr linjir enligt antagande sa dr (z,y) € [m, k], vilket ar
ekvivalent med att mx + y = k. Da har vi att

0.(z,y)) € 0,(Im, k]) & (ma=Y)(az) +y =k < (ma=Y)(ax) + y & (ma=!)(ax) = mz.
Enligt antagande dr multiplikationen associativ, varfor vi har att

(ma=1)(azx) = m(a"ta)r = mx.
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Alltsa har vi att 6,((z,y)) € 04([m, k]) om och endast om mx +y = k.
Fran 6.5 (i7) har vi att (z,y) € [k] &r ekvivalent med att = k. Men fran konstruktionen
av 6, har vi att 0,((z,y)) = (azx,y) och 6,([k]) = [ak], varfor

(az,y) € [ak] © ax = ak &z =k,

det vill siga 0,((x,y)) € 0,([k]) &r ekvivalent med att z = k.
Fran 6.5 (i4i) har vi att () € [m, k] dr ekvivalent med att x = m. Fran konstruktionen
av 0, har vi att (za™1) € [ma™1, k] & za™! = ma™! dér

1

i — mail <~ ma’l

a=ma tasr=m.
Alltsa har vi att 6,((z)) € 8,([m, k]) dr ekvivalent med att = = m.

Fran 6.5 (4v) har vi att (z) € [oo] for alla € R och (00) € [k] for alla k € R. Enligt
den koordinatiseringsprocess vi tidigare beskrivit, skrivs alla punkter pa [co] som (x), dér
x € R, och alla linjer genom (00) som [k]. Vi ser da att 6, bevarar detta ty 0,((z)) = za™!
och 0, ([c0]) = [o0] samt ,((00)) = (00) och 0,([k]) = [ak]. Slutligen har vi fran 6.5 (v) att
(00) € [00], vilket bevaras av 0, ty 6,((c0)) = (00) och 6, ([o0]) = [00].

Vi har alltsa visat 6, bevarar incidensrelationen pa P, vilket innebér att 6, &r den kolli-
neation vi behover och alltsa dr P ((0), [0])-transitiv.

(«<): Antag nu att P &r ((0), [0])-transitiv. Lat 6, vara den ((0), [0])-homologi som avbildar
(1,0) pa (a,0). Da bestdms verkan av 6, pa P genom tva permutationer «, och g, av R sdadana
att om (m) € [o0] sa dr 0,((m)) = ag(m) dér aq(0) = 0 och 0,((x,0)) = (B.(x),0) for alla
(2,0) med x € R. Vidare &r /3,(0) = 0 och 3,(1) = a. D& har vi att verkan av 6, pa P av

Vi har déarfor att T'(m,x,y) = T(aq(m), Be(x),y) for alla m,z,y € R. Med y = 0 har vi
saledes att

mz = aq(m)Ba(z) (12)
for alla m,z € R. Om x = 1 har vi att 5,(1) = a och da har vi fran ekvation 12 att

m = aq(m)a. (13)

Lat nu v : R* — R* sadant att v,(z) = za or alla € R*. D4 har vi fran ekvation 13 att
aq =7, ' och dirfor Ar
mx =, fa(x). (14)

Nu later vi m = a i ekvation 14 och far att axz = S,(z) ty v, ! = 1. Dérfér har vi att
ma =7, (m)(ax). (15)

Eftersom ~, dr en permutation av R* har vi for alla m € R sddana att m # 0 att det finns
ett unikt u € R sadant att m = wa. Vi observerar hir att da m € R* &r godtyckligt sa ar
dven u godtyckligt.

Insdttning av m = wa i ekvation 15 ger da

(ua)z = 7" (ua)(az) = 7, (Ya(u))(az) = u(az)

for alla u,a,z € R*. Detta visar alltsa att R har en associativ multiplikation.

For att se att (R,T) dr linjdr observerar vi att for alla m,a,z,y € R dér a # 0 sa &r
T(m,z,y) = T(ma™*, ax,y). Med m = a har vi att T(a,z,y) = T(1, az,y) = ax +y, det vill
sdga att (R,T) att &r linjdr. O
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For att kunna bevisa den fundametala satsen for dndlig projektiv geometri behéver vi
dven visa att (R,T) dr hogerdistributiv. For att kunna gora det behover vi emellertid ko-
ordinatisera dualplanet PP . Eftersom detta ér av samma ordning kan vi anviinda R for att
kooordinatisera PP. Vi betecknar punkter i P” med (x,y)’, (z)" och linjer med [m, k], [k].

Vi koordinatiserar PP genom att lata (0,0)" = [0,0], (0)’ = [0], (o)’ = [o0] och (1)" = [1],
och sedan tilldela element ur R till punkter pa [0,0] sa att (z,0)" = [z, 0]. Fran detta har vi
da att (0,0) = [0,0]', (0) = [0, [2,y] = (2, —y)", (00) = [o0]" och (k) = [K]".

Slutligen har vi att [m, —k] = (m, k)’. For att se detta resonerar vi som foljande. Vi vet
att (m, k)’ svarar mot méngden av alla linjer incidenta med en punkt i P. Vi behover finna
den punkten. Fran diskussionen ovan &r punkterna (d,0)’ och (1)" i PP givna. Vi har att
(1)) = [1], vilket innebér att (1)’ svarar mot linjen = 1 i P. Punkten (0,d)’ fas fran linjen
som forbinder (d,0)" med (1)’ skuret med linjen som férbinder (0,0)" med (co)’. Da svarar
(0,d)" mot linjen de +y =01 P. Med x = 1 har vi da att d+y = 0, det vill siiga y = —d. Vi
har saledes att den stkta skirningspunkten i PP ér (1, —d). Av alla linjer i P som ér incidenta
med (1, —d) sa maste en vara horisontell. Denna linje har da ekvationen y = —d, vilket da
ger att [0, —d] = (0,d)’. Detta ger da det vi ville, ndmligen att [m, —k] = (m, k)’

Denna diskussion har gett att (R,T") koordinatiserar PP och dr ddirmed en PTR. Detta
ger foljande relation mellan P och PP.

Sats 6.21. Om (R, T) dr en Cartesisk grupp sa ir (R, T') en Cartesisk grupp.

Bevis. Antag (R, T) ér en Cartesisk grupp. Da uppfyller (R,T) hypotesen i sats 6.12, sa
(R,T) ar linjir. Dualitetsprincipen ger da att (R, T”) uppfyller villkoren i sats 6.12. Sa (R, T")
ar linjar.

Beviset dr alltsa klart om vi kan visa att (R,7”) har en associativ addition. Fér att se
att (R,T’) har en associativ additon, 14t + vara additionen pa (R,T) och @ vara additionen
pa (R,T"). Fran definitionen av addition har vi att a + b = T'(1,a,b) for alla a,b € R. Lat
T'(1,a,b) = k. Da har vi att

T'(1,a,b) = k < (a,b) € [1,k]
< (1,-k) € [a, D).

Att T ar linjdr enligt hypotes ger da att

(1,—k) € [a,-b] & T(a,1,—k) = —b
Sa-1—k=-b
S k=a+b

Alltsa har vi for alla a,b, ¢ € R att associativiteten for (R, T) ger

(adb)Pc=(a+b)Bc
=(a+b)+c
=a+(b+c)
=a®((b+c)
=a® (b o),

det vill séga att @ ar associativ. O
Fosljande sats behdver vi for att kunna visa den hogerdistributiva egenskapen hos (R, T).
Sats 6.22. Lat (R,T) vara en kvasikropp. (R,T") uppfyller da den higerdistributiva lagen.

Bevis. Lat (R, T) vara en kvasikropp som koordinatiserar PP och (R,T”) en PTR som koordi-
natiserar P*. Lat + och - vara de binéira operationerna pa (R, T'), och @ och ® vara de binéra
operationerna pa (R,T"). Fran definitionen av multiplikation har vi att a-b = T'(a,b,0). Fran
definitionen i sats 6.3 av den ternira operatorn har vi att

T'(a,b,0) = k & (b,0)’ € [a, k]'.
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Dualt har vi darfor att
(a,—k) € [b,0) & T(b,a,—k) =0.
Att T &r linjar enligt hypotes ger
T(b,a,—k)=0cb-a—k=0<k=b-a,

vilket da &r en formel fér ® i termer av multiplikationen pa (R, T).
Fran definitionen av addition har vi att a + b = T'(1,a,b). Sa fran definitionen i sats 6.3
av den ternéra operatorn har vi att

T'(1,a,b) = k < (a,b) € [1,k].
Dualt har vi att
(1,—k) € [a,-b] & T(a,1,—k) = —b.
Att T &ar linjéar ger oss att
T(a,l,-k)=-bsa-1-k=bs k=a+},

vilket da &r en formel for @ i termer av additionen pa (R, T).
For att visa satsen behover vi visa att a © c@b® ¢ = (a ® b) ® c¢. Vi har att

a®chdbOc=bOc+a®c
=c-b+c-a
=c(a+0b)
=(a+b)Oc
=(a®b) Oc,

vilket visar att 7" dr hogerdistributiv. O

Sats 6.23. Antag att (R,T) dr en Cartesisk grupp. Da uppfyller (R, T) den higerdistributiva
lagen om och endast om P dr ((c0), [0])-transitiv.

Bevis. Om (R,T) &r en kvasikropp sa ger 6.17 att P &r ([oo], [0o])-transitivt. Men da &r
PP ((c0), (o0)')-transitivt. Detta ger da att PP &r ((00)’, [00))-transitivt och ((00)’,[0]')-
transitivt, fran vilket pastaendet i satsen foljer. O

6.5 Andliga kroppar och #ndliga desargiska plan

Utrustade med den nédvéndiga teorin &dr vi nu redo att formulera en viktig egenskap hos
desargiska plan. Denna egenskap #r den ena halvan av fundamentala satsen for dndlig pro-
jektiv geometri.

Sats 6.24. Lat P vara ett dndligt projektivt plan. Om P dr desargiskt sa dr dess plandra
terndra ring (R, T) linjir och ger upphov till en Galoiskropp.

Bevis. Antag att P ar ett dndligt desargiskt projektivt plan. Vi ska visa att den planéra
ternéra ringen (R,T) till P &r linjéir och att (R,T) ger upphov till en Galoiskropp.

Eftersom P ar ett projektivt plan innehaller det en fyrsiding enligt lemma 3.14. Lat
{0, X,Y, I} vara mingden av hérn i en fyrsiding i P. Lat R vara en mingd av symboler
sadan att 0 € R, 1 € R och co ¢ R. Alltsa kan vi nu koordinatisera P med hjilp av R
och {O, XY, I} enligt diskussionen i borjan av kapitel 6. Om T #r den ternédra operatorn
definierad i definition 6.2, sa har vi fran sats 6.3 att koordinatiseringsprocessen ger upphov
till en planér ternér ring.

Innan vi gar vidare observerar vi att antagandet att PP dr desargiskt betyder att P ér
(P, 1)-desargiskt for alla val av punkter P och linjer I. Men da &r P (P,!)-transitivt for alla
val av punkter P och linjer [ enligt sats 4.34. Detta &r en viktig observation som vi kommer
att hanvisa till i resten av beviset.
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Vi har nu fran sats 6.13 att (R,T) &r en linjir PTR ty P ér ((00), [o0])-transitiv enligt
observationen ovan. Det aterstar saledes att visa att (R,T) ger upphov till en kropp. Vi
borjar med att visa att (R,T) ger upphov till en ring (R, +, ) med binéra operationer.

Lat déarfor + och - vara den additiva respektive multiplikativa bindra operationen defi-
nierad i kapitel 6.3. For att se att (R, +,-) &r en ring behover vi visa att (R, +,-) uppfyller
villkoren i definitionen av en ring.

Vi har att multiplikationen dr associativ enligt sats 6.20 ty P &r ((0), [0])-transitivt
enligt observationen ovan. Enligt sats 6.13 har vi att additionen &r associativ, ty P ar
((00), [00])-transitiv enligt observationen ovan. Sats 6.15 ger da att (R,7T) uppfyller den
vénsterdistributiva lagen ty P &r ((0), [oo])-transitiv enligt observationen ovan, och sats 6.23
ger att (R, T) uppfyller den hogerdistributiva lagen, ty P &r ((00), [0])-transitiv enligt obser-
vationen ovan. Detta betyder alltsd att multiplikationen &r distributiv 6ver additionen. Vi
har dven att (R, T) dr en cartesisk grupp som uppfyller den viinsterdistributiva lagen, det vill
siga att (R,T) ar en kvasikropp. Sats 6.19 ger da att (R, +) dr en abelsk grupp och didrmed
har vi enligt definition 2.8 att (R, +, ) dr en ring.

Vi pastar nu att (R, +, ) dr en skevkropp. For att se detta behover vi visa att (R*,-), dér
R* := R\ {0}, bildar en grupp.

Eftersom (R,T) ér en PTR sa ger sats 6.9 att (R*,-) dr en loop (se definition 6.6). Att
multiplikationen #r sluten foljer da fran villkoren (i) och (i7) i definition 6.6. Vi har tidigare
i detta bevis visat att multiplikationen #r associativ. Fran (4i¢) i definition 6.6 har vi att det
finns ett identitetselement e € R* sddant att - e = e - = = z. Slutligen, om vi sétter b = e
i (i) och (i7) i definition 6.6, sa har vi att varje element i R* har sitt inversa element i R*.
Enligt definitionen av grupper dr (R*,-) alltsa en grupp.

Vi har alltsa att (R, +,+) ér en ring dér (R*,-) bildar en grupp, det vill séga att (R, +, )
ar en skevkropp. Vi pastar att (R, +, ) ér en dndlig skevkropp. For att se detta observerar
vi att eftersom P enligt antagande dr ett dndligt projektivt plan sa bestar det av ett dndligt
antal linjer och punkter. Dédrmed bestar R av ett dndligt antal element. Fran detta foljer det
omedelbart att (R, +,-) &r en dndlig skevkropp.

Wedderburns lilla sats ger nu att (R, +,-) maste vara en dndlig kropp. Da giller att
(R,+,-) dr av primtalspotensordning enligt sats 2.18 och alltsa #r (R, +,-) en Galoiskropp
enligt definitionen av Galoiskroppar.

Dérmed har vi visat att om P &r ett dndligt desargiskt projektivt plan sa ar dess PTR
linjar och ger upphov till en Galoiskropp. O

Syftet med detta arbete har varit att bevisa den fundamentala satsen for d&ndlig projektiva
geomtri och vi har nu den teori som behovs for att gora detta. Innan vi gor det vill vi gora
ldsaren uppmérksam pa att det fran den fundamentala satsen for éndlig projektiva geometri
dven foljer att minikvaternionsystemet, som vi definierade i kapitel 5.3, inte dr desargiskt.

Sats (Fundamentala satsen for dndlig projektiv geometri). Lat P vara ett dndligt projektivt
plan. Da dr P desargiskt om och endast om det dr ett kroppsplan.

Bevis. Lat P vara ett dndligt projektivt plan och antag att P desargiskt. Sats 6.24 ger da
att P ger upphov till en Galoiskropp. Detta ger da att P &r ett kroppsplan. Omvént, antag
istéllet att P &r ett kroppsplan. Da ger sats 5.10 att PP ar desargiskt. O

Med detta bevis har vi saledes uppnatt syftet med detta arbete.
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