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Sammanfattning

Titel: Proportionella samband — Innehillets behandling och elevernas
lirande

Forfattare:  Joakim Magnusson

Sprak: Svenska med en engelsk sammanfattning

GUPEA: http:/ /hdlhandle.net/2077/37219

Nyckelord:  storhet, férhallande, sammansatt storhet, par av storhetsvirden,
proportion, proportionalitet, statisk proportion och dynamisk
proportionalitet, variationsteori, learning study

Syftet med denna studie 4r att underséka pd vilka sitt elever utvecklar sin
formédga att resonera proportionellt. Elevers forindrade forstielse for
proportionella samband undersoks i relation till innehallets behandling under
lektioner. Detta gbrs med utgingspunkt i kartliggning av elevers svérigheter
att forsta proportionella samband och resultat fran tidigare forskning. De
innehéllsmissiga svirigheter for lirande, som lyfts fram i tidigare resultat och
som undersoks i denna studie, testas for att se huruvida de 4r kritiska dven for
de i studien deltagande eleverna, samt pa vilket sitt innehillets behandling i
undervisningen kan anpassas for att 6verbrygga dessa svirigheter.

Den empiriska studien bestar av 10 videoinspelade lektioner dir totalt tre
klasser med 62 elever i arskurs 8 och 9 och tre lirare deltog.

Att identifiera aspekter av innehillet som tycks kritiska for elever att upp-
fatta for att forstd detta innehall pd ett mer utvecklat sdtt dr av avgérande
intresse inom variationsteorin, det teoretiska ramverk som anvinds i denna
studie. Den metodologiska utgangspunkten ir learning study, vilket dr en
iterativ process dir det innehall som ska behandlas under lektionen eller
lektionerna planeras, filmas och analyseras gemensamt av forskare och lirare.

Resultaten fran denna studie visar att foljande aspekter dr kritiska for ele-
verna att urskilja: skillnad mellan multiplikativa och additiva samband, att det
finns tvd forhallanden att beakta (inom och mellan) i en proportion samt att
kunna urskilja aspekter (t.ex. proportionalitetskonstanten) vilka 4r relaterade
till tre problemlésningsstrategier: statisk, dynamisk och uppbyggnads-strategi.
Genom att separera och variera dessa aspekter mot en invariant bakgrund
underlittas urskiljningen av dessa for eleverna. Ett annat resultat dr att i vilken
ordning och med vilka virden som aspekterna separeras och varieras ir
avgorande f6r om lirande ska kunna mojliggoras.
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The aim of this study is to investigate in what ways students develop their
abilities in proportional reasoning. This is done in relation to difficulties pre-
viously found in research. Students’ changed ways of discerning the object of
learning in relation to how the content is handled during lessons is studied.
The study explores aspects critical for knowledge development amongst the
participating students in this iterative intervention.

The study comprises 10 video-recorded lessons in 3 different classes. Alto-
gether 62 students, in the age of 13-15 years, and three teachers have partici-
pated in the study.

Based on the theoretical framework of this study, variation theory, the
main interest is to identify aspects of the content in the lessons that offer
learning possibilities for the students to discern the content in a more power-
ful or developed way. The methodological approach is learning study, a cyclic
and iterative process, in which a lesson is planned, video-recorded and ana-
lysed by researchers and teachers afterwards.

The results from this study show which aspects are critical to discern; to
separate multiplicative structures from additive and to distinguish between the
ratio within and the ratio between. Furthermore they highlight aspects related
to three different problem-solving strategies: static, dynamic and finally
building up strategy. It is suggested that these aspects of the content need to
be separated from the whole and emphasised during teaching in order to
enable the students to discern them. The results also indicate that the order, in
which aspects of the content are handled during the lessons, is significant as
well as which aspects of the content vary and which are kept invariant during

teaching.
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1. Inledning

Hur elever uppfattar proportionella samband och vilka svarigheter de har med
att 16sa proportionella problem dr vil beskrivet i tidigare forskning. Likasa
finns rikligt med forslag pa uppgifter for att diagnostisera dessa svirigheter
(Misailidou & Williams, 2003) samt analyser av liromedel och pd vilket sitt
dessa liromedel lyfter fram proportionella beridkningsstrategier (Lundberg,
2011). Den hir studien har en annan utgingspunkt. Fokus ligger pa elevernas
erfarande av innehallet, pa relationen’ mellan den lirande och det som ska liras,
istallet f6r pa innehallet i sig. Utgangspunkten 4r att om vi avser att lira nigon
ndgot maste utgd fran vad personen i friga kan avseende det specifika innehall
som behandlas. Det ir i skillnaden mellan det elever kan respektive det de
anses behéva kunna som det framkommer sad som dr avgérande for fortsatt
lirande. Genom att studera elevernas innehallsrelaterade kunskapsutveckling i
klassrummet ges mojligheter att identifiera tidigare ej beskrivna svarigheter
med att forstd detta innehall. Aven nir denna grundliggande kunskap finns
kvarstir dock frigan om Aur innehallet 1 undervisningen kan behandlas for att
lirande ska mojliggoras. 1 detta arbete dr det relationen mellan innehéllets
behandling och elevernas férmiga att resonera proportionellt som studeras.
Forhoppningen ér att studien ska bli ett kunskapsbidrag till hur innehallets
behandling i undervisning kan hjilpa eleverna att utveckla sitt kunnande av
proportionella samband.

Proportionella samband 4r ett erkdnt svart och komplext matematiskt in-
nehall att undervisa om (Lobato, Orrill, Druken, & Jacobson, 2011).
Behirskandet av desamma bor enligt Vergnaud (1988) och Lamon (2007) be-
traktas som en grundliggande kunskap eftersom vardagen och de flesta arbe-
ten dr fyllda av problem av proportionell karaktir. Inom matematiska
omriden som geometri, algebra och funktioner dr forstdelse f6r proportionella
samband central. Detta avspeglas i naturvetenskapliga- och tekniska omriden
dir begrepp som procent, andel, férhallande, hastighet, likformighet, densitet,
skala, rita linjens funktion med mera behandlas (Karplus, Pulos, & Stage,

1T detta atbete anvinds den vardagliga betydelsen av begreppet relation vilket innebir en logisk eller fysisk
association. Begreppet relation dr inom matematiken férknippat med att vissa kriterier uppfylls (se Kiselman
och Mouwitz, 2008). I samband med litteraturgenomging férekommer begreppet i matematisk betydelse da
andra forskare anvinder sig av det och ska da tolkas som sadant.
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1983b; Vergnaud, 1988). Proportionalitet kan betraktas som ett troskel-
begrepp vilket Pettersson (2008) beskriver som en portal till ett tidigare
ondbart och i bérjan problematiskt sitt att betrakta nagonting pa. Procentuella
berikningar (till exempel reapris, skatt och moms) édr dven de relaterade till
begreppet. Det tycks sdledes finnas fog for att elever i skolan ges méjligheten
att utveckla sin férméga att resonera proportionellt. Proportionalitet och
proportionella samband 4dr 4dven begrepp som dterfinns 1 det centrala
innehéllet i Lgr 11. Att mojligheterna till att forbdttra elevernas resultat
fortfarande dr stora gér att utlisa i TIMMS 2007 (Skolverket, 2008) dir det
uppmirksammas att drygt hilften av eleverna i drskurs 8 har svirt for
uppgifter som behandlar proportionella samband.

Trots att mycket forskning under de senaste drtiondena bedrivits inom
omradet brottas forskningen fortfarande med fragestillningar kring det kom-
plexa lirande som utveckling av god forstielse for rationella tal och proport-
ionella samband innebir.

Of all the topics in the school curriculum, fractions, ratios, and proportions
arguably hold the distinction of being the most protracted in terms of de-
velopment, the most difficult to teach, the most mathematically complex,
the most cognitively challenging, the most essential to success in higher
mathematics and science, and one of the most compelling research sites.
(Lamon, 2007, 5.629)

Enligt Lamon (2007) finns det ett behov av ny forskning som éterupptar det
arbete som tidigare generationer pdbdrjat, eftersom det idag har utvecklats nya
pedagogiska foérhéllningssitt och metoder for att angripa problematiken. I
Sverige dr det 6ver 30 ar sedan Leif Lybeck (1981) genomférde den senaste
storre studien av hur elever identifierar och resonerar kring proportionella
samband, ett arbete som denna studie tar avstamp ifran. De proportionella
samband och elevresonemang som beskrivs i Lybecks studie aterspeglas i
Lamons (2007) beskrivning 6ver vad det innebir det att ”resonera proportion-
ellt”. Lamon (ibid.) menar att en person som kan resonera proportionellt kan
framféra argument som ger stéd f6r proportionella samband (structural relat-

ionships) mellan fyra virden dir kvoten dr konstant men virdena samvarierar

a c . . .o .
(Z = E)' Med andra ord innebir detta att personen i friga kan urskilja ett

multiplikativt férhdllande mellan tva virden och att personen med utgings-
punkt fran detta férhallande kan skapa eller identifiera samma férhallande hos
tva andra virden.
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I propose that proportional reasoning means supplying reasons in support
of claims made about the structural relationships among four quantities (say
a, b, ¢, d) in a context simultaneously involving covariance of quantities and
invariance of ratios or products; this would consist of the ability to discern a
multiplicative relationship between two quantities as well as the ability to
extend the same relationship to other pairs of quantities. (Lamon, 2007, p.
638)

I detta arbete anvinds Lamons definition av ”propotrtionellt resonemang” och
nedanstiende 4r ett exempel pa konstruktion av en uppgift som avser att un-
ders6ka den kunskap Lamon beskriver. Uppgiften 4r himtad frain TIMMS
2007 (Skolverket, 2008) och underséker om elever kan urskilja relationerna
mellan olika kvantiteter. For att vilja det ritta svarsalternativet B (se Figur 1)
krivs det att eleven kan jimfora férhallanden, och urskilja de proportionella
sambanden (4:3) mellan klass 1 och 3.

Klass Pojkar Flickor
1 12 9
2 14 11
3 16 12
4 18 15

Tabellen hir visar antalet pojkar och flickor i fyra klasser. 1 vilka tva klasser ar forhallandet mellan antalet pojkar och
antalet flickor lika?

A) 1 och 2 B) 1 och 3 C) 2 0ch 3 D) 2 och 4
Figur 1. TIMMS, 2007 (Skolverket, 2008, p. 22)

Enligt rapporten frin TIMMS, dir kvantitativa jimférelser gérs mellan linder,
viljer 32,0 % av eleverna ifrdn Sverige det ritta alternativet (B), vilket kan jim-
féras med 51,5 % av eleverna i de 6vriga 16 deltagande linderna. Det stills
ingen foljdfraga dir eleverna ombeds beskriva hur de uppfattar férhallandet
varvid kvalitativa jamforelser av hur de uppfattar begreppet férhillande kan
vara svara att identifiera. Det 4r troligen inte avsikten med storskaliga studier
som TIMMS, men i detta arbete dr det kvalitativa perspektivet av primitt in-
tresse. En elev som viljer det ritta alternativet (B) kan géra det pa felaktiga
grunder. Eleven kan tolka ett férhillande som lika antal, att antalet flickor i
klass 1 (12 st.) dr lika manga som antalet pojkar i klass 3 (12 st.). Detta svar
kan tyda pd att eleven viljer ritt alternativ pd helt andra grunder 4n att eleven
forstar proportionella samband. Olika sitt som elever pa detta sitt kan reso-
nera pa ett matematiskt icke korrekt sitt 4r dokumenterat i tidigare forskning
(se Hart, 1981; Karplus et al., 1983b). Det kan dven vara si att eleverna i upp-
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giften ovan ser lika férhallande som lika tal eftersom alternativ B dr det enda
alternativ dir ett tal (12) férekommer mer dn en ging. En tinkbar férklaring
hos elever som viljer alternativ D kan vara att det dr 4 pojkar och 4 flickor fler
i klass 4 dn i klass 2 alternativt att det dr en differens pd 3 mellan pojkar och
flickor i bada fallen. Dessa svar indikerar att elever ser en additiv férindring
mellan talen snarare dn ett multiplikativt samband. Dessa elever har eventuellt
inte urskilt de multiplikativa samband mellan virden som Lamons definition
belyser. Uppgiftens konstruktion tycks problematisk pa sa vis att alla de m&j-
liga tolkningar elever kan géra inte beaktas da svar endast markeras. Forsk-
ningen om hur eleverna uppfattar proportionella samband 4r omfattande men
det finns betydligt firre studier om hur undervisning kan hjilpa eleverna att
utveckla sin forstaelse. I detta atbete studeras med hjilp av forskningsmo-
dellen learning study elevers lirande i relation till innehallets behandling i
undervisningen.

Forskning drivs enligt Stenhouse (1981) av ett sjdlvkritiskt, systematiskt
och understkande forhéllningsitt 1 syfte att forstd. Vigen som viljs och de
kunskapsansprak som gérs kring det som funnits kan diremot variera. Forsta-
else f6r undervisning och lirande har de senaste decennierna priglats av ett
Okat intresse fOr klassrumsbaserad forskning dir dven lirarna i olika utstrick-
ning involveras. Detta kan ses som en reaktion mot att forskning om undet-
visning och lirande i allt f6r liten utstridckning beaktar de frigor och problem
som ldrare brottas med i sin dagliga verksamhet (Catlgren, 2012). Pring (2004)
podngterar vikten av att bedriva praktiknira forskning kring lirande om lirar-
yrket i forlingningen ska kunna betraktas som en forskningsbaserad profess-
ion. Lirare maste involveras sa att de fragestillningar som forskningen baseras
pé utgdr fran deras behov. Detta kan till exempel innebira att de sjilva ges
moéjligheten att ansvara for att, i den praktik de verkar, insamla data med vars
hjilp de kan soka svar pa dessa fragor (ibid.). I dag dr det, enligt Catlgren
(2012), viktigt att lirande och undervisning kring specifika lirandeobjekt
transformeras till forskningsobjekt, da lirares huvudsakliga uppgift r att ut-
forma en undervisning som mojliggdr lirande av nagot specifikt vilket hon
jamfor med klinisk forskning i medicin. Detta kriver att lirarna dr delaktiga i
att formulera forskningsfrigorna och i att designa samt analysera undervis-
ningen med avseende pa ett specifikt innehdll, varvid ocksa lirares “tysta kun-
skap” (se Polanyi, 1963) kan synliggéras. Elliot (2012) menar att modellen
learning study hatr skapat de av Stenhouse beskrivna ndédvindiga forutsitt-
ningarna for att ldrare systematiskt och kumulativt ska kunna producera peda-
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gogisk kunskap. Learning study, som dr den ansats som anvinds f6r datain-
samlingen i detta arbete, it tillsammans med till exempel design experiment,
aktionsforskning och lesson study exempel pa ansatser som strivar efter att
verka praktikutvecklande och som i olika utstrickning involverar lirare. De
har flera likheter sdsom att de ir iterativa och praktikinriktade men de skiljer
sig dven betriffande till exempel kunskapsansprik och i vissa metodologiska
avseenden. Learning study, en i sammanhanget relativt ny forskningsansats,
anvinds 1 detta arbete i relation till en specifik teoti om lidrande, vatiations-
teorin, for att utforska lirandets betingelser exemplifierat av elevers férmaga
att resonera proportionellt. Inom variationsteorin, och dven i detta atbete ir
begreppet kritiska aspekter’ centralt. Kritiska aspekter ir de aspekter av ett
innehall som eleverna behover urskilja for att utveckla en viss f6rmaga eller en
viss kunskap. I féreliggande studie anvinds dven begreppet hypotetiskt kritiska
aspekter (Olteanu & Olteanu, 2013) for att beskriva de innehallsmassiga
aspekter som enligt tidigare forskning anses betydelsefulla for elevers forstd-
else av proportionella samband. Distinktionen mellan kritiska aspekter och
hypotetiskt kritiska aspekter grundas i att det dr i m&tet mellan den ldrande
och det som ska laras som »ad som ar kritiskt, framkommer. Det 4r endast de
aspekter av innehallet som eleverna dnnu inte urskilt, men behdver urskilja f6r
att utveckla sitt kunnande, som bendmns ritiska aspekter. De utgér skillnaden
mellan det eleverna redan kan respektive behover kunna for att forstd ndgot
pa ett specifikt sitt. De hyporetiskt kritiska aspekterna dr sidana innehallsmiss-
iga aspekter som tidigare forskning kommit fram till men som é4nnu inte
provats i denna studies elevgrupp. Studien tar avstamp i tidigare forskning och
de ddri beskrivna svarigheter elever haft med att férstd proportionella
samband vilka lyfts fram och prévas i detta arbetes empitiska del.

2 Begreppen kritiska aspekter och hypotetiskt kritiska aspekter beskrivs ytterligare i teorikapitel
4.1.2.
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1.1. Syfte och fragestillningar

Syftet med detta arbete dr att underséka vilka aspekter av proportionella
samband som tycks vara kritiska och didrmed behéver synliggéras 1 undervis-
ning for att skapa méjligheter f6r de deltagande eleverna att utveckla kunskap
om proportionella samband. Skillnader mellan »7/&a aspekter som erbjuds och
bur dessa synligeérs i de olika klasserna undersoks i relation till elevernas
ldrande.
Forskningsfrigorna ir:
Pa vilket sitt dr den problematik i elevernas forstaelse av proportion-
ella samband som framkommit i tidigare forskning relaterad till kritiska
aspekter som identifieras i denna studie?
Vad i innehillets behandling i lektionerna tycks vara avgérande for ele-
vers olika erfarande av proportionella samband?
Hur férdndras elevernas erfarande av proportionella samband efter
undervisning och vilka ir skillnaderna mellan klasserna?
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2. FPorskningsoversikt av elevers
proportionella resonemang

Forsknings6versiktens huvudfokus dr att med hjilp av tidigare forskning
skapa en bild 6ver hut elever uppfattar proportionella samband, undantaget
mer formella algebraiska berikningar som till exempel korsvis multiplikation.
I kapitlet definieras ett stort antal begrepp som anvinds vid analys och plane-
ring av den empiriska studien. Begreppen speglar samtidigt komplexiteten i
utvecklandet av férmagan att kunna resonera proportionellt. Forskningséver-
sikten avslutas med en genomférd pilotstudie i linje med intentionerna i detta
arbetes huvudstudie.

Utrvalet begrinsades forst och frimst till &mnesdidaktik i relation till under-
visning och elevers olika sitt att uppfatta proportionella samband. Den pri-
mira utgingspunkten fOér sOkning av relevanta vetenskapliga arbeten var
Goteborgs universitetsbiblioteks elektroniska soksidor. Sékord som inled-
ningsvis anvindes var engelska begrepp sdsom ratio, proportion, proportional,
proportionality, proportional teasoning/relationship, multiplicative structure
och motsvarande begrepp pi svenska’. Med hjilp av dessa soksidor kunde
artiklar med vetenskapligt genomférda studier med avseende pad det specifika
innehallet identifieras. P4 nationellt centrum f6r matematik (NCM) i G6teborg
gick ett stort antal av de bocker som hittades vid s6kning i bibliotekskatalog
att finna. Efter genomldsning av detta fOrsta urval bidrog referenslistor ur
dessa artiklar och bocker till att ytterligare relevant litteratur kunde identifieras
varav en hel del publicerades i slutet pa férra seklet.

De analyser om proportionalitet som gjordes under 70- och 80 talet foku-
serade frimst elevers hanterande av formella algebraiska berikningar, vilket
dven avspeglas 1 det sprakbruk som anvindes vid sammanstillning och pre-
sentation av dessa analyser (Kaput & West, 1994). I vistvirlden har vi enligt
Lamon (2007) haft en tradition, som en rest frin den industrialiserade eran, att
i undervisningen fokusera pa att utveckla elevernas beridkningsstrategier, till
exempel i form av algoritmer. Enligt Bentley och Bentley (2011) 4r det fraimst

3 Motsvarande sOkord pd svenska dr forhéllande, proportion, proportionell, proportionella,
multiplikativa vilka s6kts enskilt eller i kombination med resonemang och samband/relation.
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procedurella 16sningar till uppgifter som presenteras i svenska textbécker, det
vill sdga att det med hjilp av ett antal exempel visas hur uppgifter ska 16sas.
Begreppsmodeller som behandlar begreppet proportionalitet verkar didremot
vara en bristvara. Bentley menar att det pd manga skolor i Sverige och andra
linder tillimpas en formelmodell som kan 16sa problemstillningar men som
inte bidrar till att eleven behéver f6rstd vad proportionalitet innebdr. Beskriv-
ningen verkar siledes Gverensstimma vil med det resonemang som fors av
bade Kaput och West (1994) samt Lamon (2007).

Vid proportionellt resonemang gérs multiplikativa jimforelser av relation-
ell karaktir. Detta resonemang skiljer sig frin ett additivt pa s vis att jamfo-
relser av virden ddr gbrs i termer av summa eller differens (Hilton, Hilton,
Dole, & Goos, 2013). Proportionellt resonemang kriver enligt Lesh, Post,
and Behr (1988) en kinsla f6r samvariation och multipla jimférelser. De
resultat som Johansson and Lybeck (1978) presenterade f6r 6ver 30 ar sedan,
betriffande hur elever resonerar proportionellt, kopplas i detta kapitel sam-
man med senare forskning for att ge en bild av utvecklingen inom forsknings-
faltet.

2.1. Innebord av proportionellt resonemang

Lamon (2007) menar att forskare da de anvinder sig av begreppet att ’reso-
nera proportionellt” (proportional reasoning) ofta likstiller det med f6rmagan
att forsta sig pa rationella tal. Detta har i f6rlingningen inneburit att det inom
proportionalitetsomridet frimst arbetas med problemformuleringar som
liknar de som traditionellt anvinds vid jimfSrelser av tal i brakform och

ckvationslésningar.

Den ena typen av problem gir under bendmningen saknat virde (missing
value problem) vilket innebir att tre av fyra virden i proportionen % = % ar
kinda.

Problem som kan ta sig uttryck enligt foljande:

John makes lemonade concentrate by using 3 spoonfuls of sugar and 12
spoonfuls of lemonjuice. How much lemon juice would Mary need with 5
spoonfuls of sugar to make her concentrate taste just like John’s? (Karplus,
Pulos, & Stage, 1983a, p. 53)

Den andra varianten av problem bendmns som jamforande problem (comparsion

.. . .. . . a c .. .. o . .
problem) dir samtliga virden i proportionen 5 =5 ar kinda. Milet 4r att i
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denna typ av uppgift kunna jimfora och se om férhillandet mellan % ar storre
an, mindre 4n, eller lika med 2‘

Problem av detta slag kan se ut enligt f6ljande.

John makes lemonade concentrate by using 3 spoonfuls of sugar and 12
spoonfuls of lemon juice. Mary makes concentrate by using 5 spoonfuls of
sugar and 20 spoonfuls of lemonjuice. Whose lemonade concentrate is
sweeter, John’s or Marys or do they taste the same (Karplus et al., 1983a,
pp- 53-54)

Lamon (2007) menar att det dr mojligt att fOrstielse for rationella tal dr en
nédvindig forutsittning for att kunna urskilja de strukturella relationerna i
problem av dessa slag men pekar ocksd pi att detta inte ridcker for att en
person ska anses kunna resonera proportionellt. Hon efterfragar att personen
dven i bekanta kontexter bor kunna férklara och motivera varfér relationen
mellan olika storhetsvirden* ir proportionella.

Proportionalitetsbegreppet ir enligt Lamon (2007) betydligt vidare dn defi-
nitionen av férmagan att resonera proportionellt. Med avsikt att visa pa sidant
som i denna studie inte beaktas presenteras nedan ett antal punkter som
Lamon (2007) anser ryms inom proportionalitetsbegreppet.

Proportionalitetsbegreppet innefattar dven att eleven ska’:

kunna anvinda proportionalitet som en matematisk modell fér att
organisera verklighetsnira kontexter

kunna urskilja situationer ddr proportionalitet dr en limplig matematisk
modell att anvinda och nir det inte 4r det

kunna anvinda sig av funktioner for att férklara samvariation mellan
tva storhetsvirden.

4 Storhetsvirde: (synonym: mitvirde) det virde som en storhet antar vilket kan uttryckas som ett
mitetal och dess enhet (ur Kiselman & Mouwitz, 2008)

storhetsvirde

—

mitetal —> 3 MEtEr <— enhet

Figur 2. exempel. storhet: 1angd [figur ar konstruerad av forfattaren]

5> Ett urval av punkter relaterade till grundskolan ur Lamon, 2007, s. 639 har hir gjorts och éversatts
av forfattaren.
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kunna forklara skillnaden mellan funktioner av formen y = k - x, fran
y =k -x+m, dir y i den sistnimnda inte dr proportionell mot x

(m = 0)

veta att grafen till en direkt proportionell situation (y = k - x) ér en rit
linje som gar igenom origo samt att y = k - x + m inte gor det (m # 0)
kunna sirskilja olika typer av proportionella samband sisom direkt
proportionalitet (y = k - x), omvind proportionalitet (y = %) samt
exponentiella forhillanden (y = k - x%eller y = k - x3)

veta att £ dr det konstanta férhallandet mellan tva storhetsvirden
(quantities) 1 en direkt proportionell situation.

Moseley (2005) menar att elevers lirande av férhdllande och proportionalitet
gynnas av en tidig introduktion pa s vis att jimforelser av perspektivet del-del
da dven mojliggors. Elever som enbart arbetar med tal i brakform fokuserar
de numeriska virdena snarare dn de relationer som dessa virden representerar.
Inférandet av ett nytt perspektiv kan ddrmed stillas mot det del-helhet per-
spektiv som tal i brakform representerar. Detta utgdr en jimférelse som
annars riskerar att tas for givet” (ibid.). Vikten av att identifiera hur eleverna
resonerar proportionellt och vilka svarigheter de har med olika sorters pro-
blem, bide additiva och multiplikativa, har poingterats av flera forskare (se
Bright, Joyner, & Wallis, 2003; Misailidou & Williams, 2003; Van Dooren, De
Bock, Hessels, Janssens, & Verschaffel, 2005). Forskning om proportionellt
resonemang dir kontextens betydelse parallellt problematiseras har wvarit
svarare att finna. I mdnga studier beskrivs hur elever uppfattar férhdllande och
utfor berdkningar (se Karplus et al., 1983a; Vergnaud, 1988) men inte i relat-
ion till avgrinsningar i termer av komplicerade kontexter som densitet, tryck
eller virme.

2.2. Multiplikativa- och additiva samband

En grundproblematik avseende forstielse av proportionella samband tycks
vara att eleverna ser sambanden som additiva nir de bor f6rstds som multipli-
kativa. Ett matematiskt férhéllande kan till exempel ses som ett multiplikativt
samband mellan tva tal eller tvd storhetsvirden dir, beroende pa vilka stor-

¢ Som exempel kan en juiceblandning med 2 delar juicekoncentrat och 5 delar vatten som tal i
brakform uttryckas i termer av del-hel, ; + ; , medan det i termer av férhallande och del-del utrycks
2:5. Detta beskrivs av Bentley (2011).
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heter som behandlas, tre olika fall kan uppstd. Férhédllande mellan tal, f6rhal-
lande mellan lika storheter eller foérhéllandet mellan olika storheter. Algebra-

iskt kan ett férhallande utryckas som att talen a och b forhéller sig som a:b

(%) eller omvint’ b:a (Z). De tre olika fallen illustreras nedan med hjilp utav

talen 6 och 4. Forhillandet dr, beroende pa vilket perspektiv som viljs, an-
tingen 3:2 eller 2:3.

exempel 1: talen 6 och 4, inga storheter jamférs
exempel 2: storhetsvirdena 6 m och 4 m, lika storhet jamfors (lingd)
exempel 3: storhetsvirdena 6 m och 4 s, olika storheter jaimfors (lingd och tid)

En multiplikativ jaimf&relse av tvd tal skiljer sig fran en additiv jimférelse. Om
det ena talet dr 4 och det andra dr 6 sd dr skillnaden 2. Detta giller d4ven d4 lika
storhet jamférs som i exempel 2 ovan dir en lingd jimférs med en annan
lingd. I det tredje exemplet didremot, dd storheterna skiljer sig 4t, gir det inte
att gora additiva jimforelser, eftersom att det inte gdr att addera tid och lingd.
Multiplikativa jamforelser dr emellertid méjliga 1 samtliga exempel men i det
tredje exemplet bildas nya storheter, hastighet eller omvint tid per lingd. I
exempel 2 och 3 formeras, vid multiplikativa jimfdrelser, ndgot som i detta
arbete benimns som en sammansatt storhet [fOrfattarens Oversittning, pa
engelska dr bendmningen zntensive guantity (Behr, Harel, Post, & Lesh, 1992;
Kaput & West, 1994) |. Inom begreppet ryms dven jimf&relser av antal, dér
resonemang kan fOras i termer av att antal inte 4r att betrakta som en storhet.
Diremot har antal alltid en enhet. Det dr alltid nidgot som riknas till exempel
barn, bussar, poliser eller kronor. Vad giller antal kan lika enhet vara: kronor
per kronor, personer per personer och si vidare. Olika enheter kan vara:
dpplen per barn eller kronor per banan och si vidare. Inom en sammansatt
storhet gors jimforelser dirfor av storhetsvirden med olika eller lika enheter.
"Stycken" kan betraktas som en generell enhet nir det 4r antal som hatr
riknats. En sammansatt storhet, dir olika eller lika storheter jamfors, har varit
ett centralt begrepp vid utformning av undervisning i denna studie.

Inom fysiken anvinds hirledd storhet (Strémdahl, 1998), ett begrepp som
till viss del Gverensstimmer med sammansatt storhet. Begreppet innefattar

71 detta arbete anvinds omvint férhallande i samband med tal i brikform. Till exempel att det omvinda

f5rhallandet till 2 i §
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dock multiplicerade storheter sasom till exempel acceleration (m/s”) vilka inte
ar linjirt proportionella. Det gors inga jaimférelser av antal varfér detta be-
grepp inte anvinds i detta arbete. Enligt Howe, Nunes och Bryant (2011) kan
begreppet sammansatt storhet (intensive quantity, se dven kapitel 2.4.4) utgdra
en enande faktor mellan naturvetenskapliga omriden sisom till exempel
densitet, hastighet och temperatur, omriaden vilka oftast behandlas separat.
Inom dessa omrdden forblir skillnaden mellan de ingdende storhetsvirdena
och en sammansatt storhet ofta outtalad. Detta kan enligt forfattarna ta sig
uttryck pa sd vis att eleverna bortser frin en av variablerna. P4 vilket sitt detta
gors framgar dock inte.

Ett annat begrepp som anvinds i detta arbete dr par av storbetsvarden [f6r-
fattarens Oversittning, pa engelska 4r benimningen composed unif]. Lamon
(1993) pépekar att det vid proportionella jimforelser dr anvindbart att be-
trakta ett forhallande som ett par av storhetsvirden (se Lamon, 1993, 1996;
Lobato, Ellis, & Charles, 2010) da det dr grunden for att i férlingningen
kunna urskilja ett férhéllande fran de specifika virden som det i en given situ-
ation dr uppbyggt av. Till skillnad frin en sammansatt storhet, vilket kan ses
som ett paraplybegrepp for proportionella jimférelser med hjilp av lika- eller
olika storheter (enheter), dr begreppet par av storhetsvirden mer specifik. En
sammansatt storhet till exempel hastighet (m/s) kopplas med hjilp av begrep-
pet par av storhetsvirden till jimforelser av specifika storhetsvirden till ex-
empel 12 meter och 4 sekunder eller 3 apelsiner och 6 kronor.

Research in proportional reasoning, for example, indicates that one of the
most salient differences between proportional reasoners anc nonpropot-
tional reasoners is that the proportional reasoners are adept at building and
using composite extensive units and that they make decisions about which
unit to use when choices are available, choosing more composite units
when they are more efficient than using singleton units (Lamon, 1996,

5.170-171).

8 En direkt 6versittning av composed unit blir snarast sammansatt enhet. D4 begreppet enhet pa
svenska dr mangtydigt valdes detta alternativ bort. En sammansatt enhet kan i detta arbete snarare
betraktas som den enhet som uppstar, dd tva olika storheter beaktas, om férhéllande och enheter
separeras.

forhallandet P sammansatt enhet

Figur 3. Beskrivning av sammansatt enhet, [figuren &r konstruerad av forfattaren]
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2.2.1. Proportion och proportionalitet

Med avsikt att ytterligare belysa begreppen sammansatt storhet och par av
storhetsvirden féljer tvi illustrerade” sammanfattningar (Figur 4, 5). Direfter
definieras begreppen proportion och proportionalitet f6ljt av en beskrivning
som forklarar pa vilket sitt dessa begrepp hinger samman.

Sammansatt storbet. Paraplybegrepp for att beskriva kombinationen av tvd stor-
heter (enheter) till exempel hastighet, volym per tid, densitet och pris per antal
[forfattarens definition)]

sammansatt storhet

storhet 3 ’,’/ langd (m) ‘\\
stothet I‘\\ tid (s) //'

Figur 4. Exempel pa en sammansatt storhet, hastighet.

Par av storbetsvirden: En kombination av tva storhetsvarden.

pat av storhetsvirden
storhetsvirde — 3 m
=
.. \\ 2 S »'l
storhetsvirde Nt

Figur 5. Exempel pa par av storhetsvarde.

En proportion dr en likhet mellan tva férhallanden (Lobato et al., 2010). I en
proportion dr férhallandet mellan tvd storhetsvirden konstant di mitetalen

hos korresponderande storhetsvirden férdndras [fOrfattarens Gversittning ur
Lobato et al., 2010, s.12].

proportion

Figur 6. Exempel pa proportion.

9 Samtliga illustrerade figurer i detta arbete ar konstruerade av forfattaren.
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Ett mer generellt exempel pd proportion/et dr foljande:

G_%2_ _o

by b, " b,

Figur 7. Algebraisk beskrivning av proportion

En proportion uppfyller olika egenskaper och i Figur 8 ges en samlad bild av
dessa egenskaper. Dessa egenskaper férekommer 1 matematikdidaktisk
forskning och knyter an till olika forklaringar av elevers svarigheter med
begreppet proportion samt i elevers anvandningar av olika probleml6snings-
strategier. Fokus 1 detta arbete ér inte en férdjupad granskning av matematiska
definitioner utan att knyta an till den didaktiska delen.

a ¢ _atc ak_g
b d b+d \ / b-k d
a a C a b
= — T — 4+ — _—= -
b+ta d+tc b d c d
ath c+d / \ b d
b~ d a ¢

Figur 8. Olika egenskaper hos en proportion

Lobato (2013) beskriver den matematiska modellen f6r direkt proportionalitet
som en linjar funktion diar y = k » x dir y dr en konstant multipel av x och k
ir proportionalitetskonstant'’. Ett annat sitt att beskriva det ir att tva
storheter dr proportionella dd de varierar pd ett sidant sitt att forhallandet ér

konstant vilket kan skrivas som % = k. En indirekt propottionalitet ir y = P

10 Proportionalitetskonstant kan uttryckas dels som tal i brikform till exempel ; eller i decimalform 0,75.

28



FORSKNINGSOVERSIKT AV ELEVERS PROPORTIONELLA RESONEMANG

Proportion och proportionalitet dr kopplade till varandra. En proport-
ionalitet kan skrivas som en proportion genom omskrivning pa sa vis att en
proportionalitet kan skrivas som tva ekvivalenta férhdllanden enligt féljande.

proportionalitet

-2 roportion
X x prop

Figur 9. Beskrivning av kopplingen mellan proportionalitet och proportion

Att ordet proportion i detta arbete anvinds och kopplas till proportionella
samband beror pd att proportionalitet 4r grundat i proportion vilket exemplet

ovan ar tankt att illustrera.

2.2.2. Att kunna skilja pa additiva och multiplikativa

samband

Ovan har en precisering av nagra av de begrepp (proportionellt resonemang,
storhetsvirde, forhallande, sammansatt storhet, par av storhetsvirde, pro-
portion, proportionalitet) som anvinds i detta arbete gjorts. 1 texten som
toljer gbrs en beskrivning av hur elever uppfattar additiva samband snarare dn
multiplikativa.

Elever resonerar vanligtvis med enskilda storheter (t.ex. enbart lingd eller
enbart tid) innan jimforelser av storhetsvirden med olika storheter till exem-
pel hastighet gbrs (Lobato et al., 2010). Nir elever méter de sistndmnda kan
det enligt Lobato et al. (2010) leda till problem, vilket beskrivs med hjilp av
nedanstdende uppgift:

Jonathan has walked 5 feet in 4 seconds. How long should Rafael take to
walk 15 feet if he walks at the same speed as Jonathan? (Lobato et al., 2010,
s.17)

En elev svarar att det tar 14 sekunder f6r Rafael att ga 15 fot. Elevens reso-
nemang bygger pa att 15 fot dr 10 fot mer 4n 5 fot och att 10 sekunder darfér
ska adderas till 4 sekunder vilket innebar att svaret blir 14 sekunder istallet for
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det korrekta svaret 12 sekunder. Eleven tar hinsyn till bade avstaind och tid
men resonerar additivt och fokuserar pd hur mycket storre eller mindre det
ena storhetsvirdet dr jaimfért med det andra. Dirmed uppfattas inte det
multiplikativa férhéllandet mellan talen (ibid.).

Detta additiva sitt att uppfatta samband mellan storhetsvirden beskrivs
dven av Johansson och Lybeck (1978). De anvinde sig av ett experiment med
fyra stycken mitglas. Mitglasen kallades f6r de tunna eller de tjocka (se Figur
10) och dess basareor f6rholl sig som 3:2. Mitglasen hade linjira skalor utan
siffermarkeringar och enhet. Nidr samma volym hade hillts i de bdda 6vre
mitglasen, och de hamnat pd graderingen 6 respektive 9 (se Figur 10), s
fylldes det andra tjocka roret med en mindre mingd till graderingen 4.
Forsokspersonerna fick direfter frigan hur hégt motsvarande volym skulle
komma i det tunna réret.

N
X

Figur 10. lllustration av matglas i Johansson och Lybecks studie (1978).

Vissa elever sig additiva samband snarare dn proportioner, vilket forskarna
beskriver som att de sdg det som en addition, eller differens. Eleverna sig till
exempel att differensen mellan 6 och 9 i de 6vre bigarna var 3, 6verforde
denna absoluta 6kning till de nedre bigarna och fick dd svaret till 7 (4+3)
istallet f6r det korrekta svaret 6. Andra elever sdg att differensen mellan de
tjocka mitglasen var 2 (6 — 4), en skillnad som de anvinde sig av genom att
subtrahera 9 med 2 varvid svaret (ocksa) blev 7 (ibid.). En tinkbar kompli-
kation i detta fall kan vara huruvida elevernas forstaelse f6r volym gjorde det
svart for eleverna att 16sa denna uppgift.

I de ovan beskrivna exemplen gjordes jaimforelser mellan storhetsvirden
men inte den multiplikativa jimférelse som ett férhéllande dr f6rknippat med.
Enligt Hilton et al. (2013) kopplas just férhallanden samman med jimforelser
av storhetsvirden vid proportionellt resonemang. Att elever pa detta sitt
felaktigt anvinde sig av additiva metoder for att identifiera proportioner dr vil
dokumenterat i tidigare forskning (Hart, 1981; Kaput & West, 1994; Karplus
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et al., 1983b; Lesh et al., 1988; Tourniaire & Pulos, 1985). 1 senare forskning
har dock dven det omvinda pévisats, att vissa elever anvinder sig av proport-
ionella metoder f6r att 16sa additiva problem (Modestou & Gagatsis, 2007;
Van Dooren, De Bock, Evers, & Verschaffel, 2009). Van Dooren et al. (2009)
beskriver detta med hjilp av foljande uppgift som anvindes i deras studie
[forfattarens Oversittning, s.10].

Kim och Ellen springer runt en 16parbana. De springer lika fort men Ellen
startade senare. Nir Ellen har sprungit 16 varv har Kim sprungit 32 varv.
Hur méinga varv har Kim sprungit nir Ellen har sprungit 48 varv

Forfattarna beskriver ett inkorrekt proportionellt resonemang hos eleverna
dir det multiplikativa sambandet, dubbelt si mycket (Ellen 16 varv och Kim
32), 6verfors till den andra jimforelsen. Ellens 48 varv dubbleras och svaret
blir att Kim sprungit 96 varv istillet f6r den korrekta additiva skillnaden 60
varv (48+16). Denna typ av felaktiga svar pekar enligt Ferndndez, Llinares,
Van Dooren, De Bock, and Verschaffel (2012) pa vilka svarigheter elever har
med att separera proportionella situationer frin icke proportionella (se dven
Modestou & Gagatsis, 2007; Van Dooren et al., 2009). Van Dooren et al.
(2005) beskriver det som att elever har en tendens att Overgeneralisera
proportionella metoder. Resultaten fran en Belgisk studie av Van Dooren, De
Bock, and Verschaffel (2010), dir 325 elever i drskurs 3 till 6 deltog, visade att
anvindandet av additiva metoder i proportionella situationer minskade 1 takt
med stigande alder. Det visade sig dock att dven det omvinda gillde, att
proportionella metoder i 6kande utstrickning anvindes i additiva situationer.
Vid en efterféljande studie i Spanien dir 755 elever i drskurs 4 — 10 deltog var
slutsatsen densamma, vilket enligt forskarna tyder pa att detta dven giller
hégre upp i dldrarna (Fernandez et al., 2012). Det fanns dock skillnader mellan
linderna vad giller tidpunkten f6r 6vergingen mellan additivt och multiplika-
tivt resonemang. Forskarna beskriver det som att denna skillnad beror pa att
undervisning om proportionalitet introduceras senare i Spanien 4n i Belgien.
En annan problematik beskrivs av Karplus et al. (1983b) i en studie som
undersékte hur 253 elever, 11 eller 13 4r gamla resonerade proportionellt
kring pat av storhetsvirden (pairs of vatiables). De fann att elever som ut-
skilde additiva samband snarare dn multiplikativa frimst gjorde det i uppgifter
som saknade enheter. Med utgingspunkt frin liknande resultat (se Karplus et
al., 1983a; Vergnaud, 1988) drog forskarna slutsatsen att eleverna inte anvinde
sig av additiva samband i lika stor utstrickning om enheter anvindes i upp-
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giften. Resonemanget kan tyda pé att manga elever dr beroende av att forstd
meningen bakom den information de far och inte bara numeriska virden men
det kan samtidigt vara sd att eleverna vant sig vid vissa monster i skolmatema-
tiken. Till exempel kan det i uppgifter med enheter oftare vara proportionella
jimforelser som efterfrigas medan det 1 uppgifter med enbart siffervirden dr
additiva samband som frdgas efter. Tourniaire och Pulos (1985) menar att
storhetsvirden (quantities) med lika storhet till exempel antal per antal, kan
upplevas som svarare. Vad giller de numeriska virdena sa ir felaktigt anvin-
dande av additiva metoder 1 proportionella situationer vanligare bland elever
da andra virden dn heltal behandlas (Fernandez et al., 2012; Kaput & West,
1994; Tourniaire & Pulos, 1985; Van Dooren et al.,, 2009). I detta arbete
anviands uppgifter i test och undervisning biade med och utan enhet. Elevers
eventuella svérigheter i denna studie med att identifiera proportionella sam-
band med avseende pa enheter problematiseras i diskussionskapitlet.

2.3. Att valja perspektiv genom att uppfatta ett
inom- eller mellan-férhallande

En annan svarighet i forstdelsen av proportionella sambznd bestdr 1 vilka
samband det dr som urskiljs eftersom det finns mer dn ett samband att for-
halla sig till. D4 jimf&relser gérs mellan 4 mitvirden i syfte att avgdra om det
ar en proportion eller inte finns det alltid tvd olika foérhallanden att beakta.
Antingen g6rs en multiplikativ jimforelse av tiljare och ndmnare znomr ett
forhallande (within a ratio) - ett samband som Gverférs och jimfors med ett
andra forhallande, tiljare/nimnare (se Figur 11 nedan) - eller si gors jamforel-
ser mellan tvi forhallanden (between two ratios) i proportionen fast di med
avseende pa tiljare/tiljare respektive nimnare/nimnare (se Figur 12 nedan)
(Tourniaire & Pulos, 1985 via; Siegler, 1976, 1978; Case, 1979).

Cc

Figur 11. Multiplikativ jamférelse taljare/namnare i en proportion.
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b d

Figur 12. Multiplikativ jamforelse taljare/téljare i en proportion.

Historiskt har begreppen #nom och mellan anvints olika inom matematiken och
naturvetenskapen med avseende pa om samma eller olika enheter behandlas
(Freudenthal, 1973, 1978; Karplus et al., 1983b; Lamon, 2007) vilket Lamon
(2007) menar kan upplevas som forvirrande. P. W. Thompson (1994) anser att
det ur ett lirandeperspektiv dr viktigare att fokusera pd hur eleverna uppfattar
férhallande. Ur ett lirandeperspekdv dr detta av intresse men det sdger inget
om hur de foérhallanden som eleverna uppfattar ska kunna beskrivas och
kommuniceras mellan forskare och ldrare. Lamon (2007) later forsta att fOrvir-
ringen kring begreppen inom och mellan litt kan 15sas till exempel genom att 1
stillet tala i termer av inom och mellan system. Ett system kan till exempel
vara en behdllare dir juice i ett visst forhallande blandas. Om behillaren utgor
ett system kan jimfOrelser géras med andra behillare med lika eller olika
juicekoncentration varvid resonemang kan foras i termer av inom bégare (sy-
stem) eller mellan bigare (system). I detta arbete dr en sammansatt storhet ett
centralt begrepp. En sammansatt storhet kan identifieras zzom de system som
Lamon (2007) beskriver i termer av till exempel vatten per juicekoncentrat i
behillaren. Jimforelser av juicekoncentration kan direfter gbras mellan bigare
och den sammansatta storheten (vatten per juice) i de tva systemen (bdgarna).
I Lamon (2007) gors endast jaimforelser mellan tvd “saker”. I systemet bdgare
kan dven andra ingredienser blandas till exempel vatten, juicekoncentrat,
socker och vodka. D4 uppstar fler férhallanden att beakta om en proportionell
blandning ska goras. I juicebdgaren finns nu flera sammansatta storheter (i
olika eller samma forhallande).

En minniskokropp med alla dess inre och yttre férhallanden kan ses som
ett annat exempel pa ett system, med mingder av tinkbara sammansatta
storheter i specifika férhallanden: benets lingd per armens lingd, rdéda
blodkroppar per liter blod och si vidare. Sammansatta stotheter ur vilket ett
odndligt antal par av storhetsvirden i proportion kan skapas i respektive
forhillande. Att tala i termer av system och férhillanden inom och mellan
dessa i relation till de begrepp som anvinds 1 denna studie tycks limpligt. Da
jimférelser av enbart tva enheter eller storheter gors, vilket ofta dr fallet i
funktionssamband (sdsom till exempel densitet, hastighet och andra inom
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naturvetenskapen hirledda storheter) dr det inte nédvindigt att tala i termer
av system. I dessa fall ricker det att beskriva inom- och mellan-férhallandet i
en sammansatt storhet. Vid anvindning av begreppet densitet gors till
exempel bara jimférelser mellan volym och vikt vilket kan gbras genom att
resonera i termer av forhéllandet, znom ett par av storhetsvirden eller wellan tva
par av storhetsvirden i denna sammansatta storhet. Begreppen inom och
mellan anvinds dirfér i detta arbete i relation till vilket férhallande som i det
specifika fallet kan hittas: 7 ett pat av storhetsvirden, 7 en sammansatt storhet,
7 ett system av sammansatta storheter. Detta exemplifieras med hjilp av tvd
exempel.

I en situation dir en elev ska hitta en hastighet motsvarande 6 m pa 4 s kan
det vara limpligt att betrakta meter per sekund som en sammansatt storhet
inom vilket funktionssambandet hastighet med hjilp av férhallandet znom par
av storhetsvirden aterfinns. For att hitta en proportionell hastighet kan inom
torhallandet, i detta fall 3:2, anvindas pa sa vis att strickan alltid ska vara 1,5
ginger storre dn tiden. I detta fall identifieras proportionalitetskonstanten.
Alternativt sa bestims ett nytt férhallande mellan par av storhetsvirden till
exempel 1:20. Ett forhallande med vars hjilp en proportion kan skapas

6m 20:6m 120m
t.ex.— = =—).
4s 204 s 80s

Handlar det diremot om att skapa en likformig triangel kan triangeln be-
traktas som ett system znom vilket jamforelser av lingder kan goras. I en rit-
vinklig triangel gar det, beroende pa var man miter, att hitta mingder av
sammansatta storheter i specifika forhallanden. Om enbart sidornas lingd
jamfors till exempel 3, 4 och 5 (se Figur 13 nedan) finns tre sammansatta
stotheter (bas/héjd, bas/hypotenusa och hojd/hypotenusa) i tre forhillanden
och tre omvinda férhéllanden: 3:4 (4:3), 4:5 (5:4) och 3:5 (5:3). Med hjilp av
forhallandena znom detta system kan ett odndligt antal pat av storhetsvirden i
samma férhallanden skapas. Om basen 1 en annan likformig triangel ska vara
till exempel 60 kan héjd och hypotenusa hittas genom att utnyttja férhallandet
inom systemet enligt foljande.

Forhallandet bas/hojd anvinds vid berdkning,
4 60
Hojd = 3 60 = 80 (alternativt 4 - ?)

Forhallandet bas/hypotenusa anvinds vid berikning.

5 60
Hypotenusa = 3 60 = 100 (alternativt 5 -?)
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Figur 13. Exempel pa ett system, en ratvinklig triangel ur vilken sammansetta storheter kan
identifieras.

Proportioner skapas med hjilp av férhéillanden inom systemet likformig
triangel. Om det ddremot ska skapas en likformig triangel i ett annat specifikt
forhallande till exempel en forstoring av triangeln i skala 100:1 anvinds inte
térhallandena inom systemet utan de specifika virdena multipliceras med 100.
Ett férhéllande mellan system och sammansatta storheter skapas.

Vilket system eller sammansatt storhet som viljs bor kopplas till vilken
proportionalitetskonstant (k-virde) som 1 det specifika innehallet bedéms vara
av intresse fOr eleverna att urskilja. Enligt Lamon (2007) dr begreppet sli-
pery” da det byter skepnad i varierande kontexter och representationsformer.
Vanligtvis dr k-virdet inte synligt i den kontext dér den spelar roll utan snarare
ett strukturellt element som ligger dolt under de synliga detaljerna. Da en karta
lises dr A-virdet skalan, om figurer férminskas eller forstoras dr det en skal-
faktor eller om till exempel rinta eller skattesats diskuteras kan den ta sig ut-
tryck 1 form av procent (ibid.). Detta kan tolkas som exempel pd att det kan
vara limpligt att fundera 6ver vilken proportionalitetskonstant som eleverna i
en undervisningssituation bor ges méjligheten att lira sig att se.

I det tidigare beskrivna experimentet med maitglasen anvinde sig Johans-
son och Lybeck (1978) bade av de tidigare nimnda begreppen inom/mellan
och proportionalitetskonstant. Elevsvaren delades in i tvd huvudkategorier (A
och B) som Johansson och Lybeck (1978) menade visade pa tva olika tanke-
riktningar hos eleverna. Dessa benimndes olika funktionsaspekter, och syf-
tade pd de variabler eleverna anvinde sig av och med vars hjilp de sedan
utférde en berikning. Kategori A bestod av svar som visade att eleverna
anvinde sig av férhillandet mellan de bida 6vre mitglasen, mitglas som var
av olika slag (se Figur 14 nedan). Detta férhillande 6verférdes efterit till de
bida andra mitglasen. I kategori B placerades svar som pekade mot att ele-
verna istillet sdg forhallandet inom mitglas av samma sort och sedan utnytt-
jade detta forhédllande i berdkningen av det andra maitglasets volym (se Figur
15 nedan).
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Figur 14. Elever som anvande forhallande mellan olika bagare vid berékning placerades i
kategori A. En kategori som representerar en tankeriktning (funktionsaspekt).

Figur 15. Elever som anvande forhallande mellan lika bagare vid berakning placerades i
kategori B. En kategori som representerar en annan tankeriktning (funktionsaspekt).

Johansson och Lybeck (ibid) menar att det ur metodisk synpunkt ér viktigt att
eleverna uppticker funktionsaspekten i kategori A (forhillandet), eftersom
dessa variabler 4r mer relevanta. Om eleven viljer att anvinda denna relation
kan eleven uppticka en generell proportionalitetskonstant (y = k - X). Detta
ar nagot som elevsvaren i kategori B, som behandlar férhallandet inom miét-
glas av samma slag, inte ger uttryck for eftersom att det, enligt Johansson och
Lybeck (1978) inte finns nagon generell direkt proportionalitet. Detta beskrivs
i termer av att eleverna i kategori B vissetligen anvinder sig av ett funktions-
tinkande men att det inte gir att finna nagon generell konstant varfor detta
slags funktionstinkande inte leder till den efterstrivade begreppsbildningen.

Poingen med vara kategorier A och B ir att relationstinkandet i A kan ges
den form som ligger till grund f6r inférandet av sidana fysikaliska begrepp
som ir kopplade till varandra genom proportionalitetssamband (y = k * x).
Om eleven viljer att utnyttja detta relationstinkande kan han uppticka en
generell konstant. Viljer eleven didremot ett relationstinkande som i B hittar
han inte en generell konstant utan maste hela tiden plocka fram nya “kon-
stanter”. Sittet att kvantifiera kan vara detsamma i A och B, men i A fir
eleven bara en obekant (y) under det att eleven i B vatje ging far tva obe-
kanta (’k” och ”’y”) (Johansson & Lybeck, 1978, s.124)

36



FORSKNINGSOVERSIKT AV ELEVERS PROPORTIONELLA RESONEMANG

Vad som tas for givet i denna situation ir att forfattarna menar att proport-
ionalitetskonstanten enbart gar att finna i funktionsaspekt A och inte i B. Den
tinns i biada men speglar olika aspekter om hinsyn tas till: samma volym i
olika bigare dir volymen 4r invariant men bottenytan varierar (A), olika volym
i lika bagare dir volymen varierar men bottenytan 4r konstant (B). Forfattarna
menar att funktionstinkandet i kategori A dr fruktbart vid kvantifiering (be-
rikning) dd den enkelhet som direkt proportionalitet leder till 4r av grundldg-
gande betydelse vid naturvetenskaplig begreppsbildning. Det kan mycket vil
vara sant pid samma vis som att proportionalitetkonstanten mellan tid och
lingd vid diskussioner om hastighet ofta dr av storre intresse att uppfatta dn
den mellan samma storheter. Ett resonemang om sarfor funktionssambandet A
ar fruktbart vid berdkning av naturvetenskapliga begrepp saknas dock. Citatet
ovan pekar mot att det vid val av funktionsaspekt (i detta arbete sammansatt
storhet) och de pat av storhetsvirden som ddri ingdr dr virt att fundera Gver
om det i den sammansatta storheten finns en proportionalitetskonstant som i
forlingningen kan vara limplig att urskilja. Sambanden och att det i funkt-
ionsaspekt A enbart blir en obekant (y) men i B tvid (k och x) problematiseras i
detta arbetes diskussionskapitel (kap. 7.2.3).

2.4. Elevers berakningsstrategier for att l16sa
proportionella problem

Efter att ha lyft fram problematiken 1 de sitt elever uppfattar proportionella
samband riktas fokus i detta avsnitt mot de strategier elever anvinder for att
beridkna med hjilp av sambanden. Strategierna utgér frin de sitt eleverna erfar
sambanden och kan dirfor ses som ett uttryck for detta erfarande. Koellner -
Clark och Lesh (2003) beskriver olika utvecklingsfaser vad giller proportion-
ellt resonemang som en elev gir igenom da den 16ser ett problem. For det
forsta; hur problemet tolkas av eleven till exempel om eleven uppfattar alla
birande delar av problemet och relevant data, f6r det andra; om elever upp-
fattar kvalitativa samband sisom den tidigare beskrivna skillnaden mellan
multiplikativa och additiva samband. Aven om eleven uppfattar allt detta ir
det dnd4 inte sikert att den kan 16sa problemet pd grund av berdkningssvarig-
heter (ibid). I tidigare forskning finns manga beskrivningar av hur elever
kvantifierar och anvinder olika strategier fOr att identifiera proportionella
samband. I detta avsnitt beskrivs hur det i huvudsak sker pa tre skilda sitt:
genom att additivt upprepa eller dela par av storhetsvirden; genom att gora
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multiplikativa jimférelser mellan par av storhetsvirden eller att med hjilp av
multiplikativa jimfOrelser inom ett par av storhetsvirden skapa eller identifiera
proportioner (se Koellner-Clark & Lesh, 2003). Det finns f6r- och nackdelar
med samtliga av nimnda strategier och det gir inte att sdga att den ena dr mer
limplig 4n den andra, utan de kan vara olika limpliga att anvinda i olika
kontexter eller med olika numeriska virden. Begreppet strategi kan upplevas
som ndgot statiskt som upprepas mekaniskt. Johansson och Lybeck (1978)
bendmner de olika strategier som eleverna anvinder sig av for kvantifieringsa-
spekten. I detta arbete ses de olika strategierna som multipla och olika sitt att
med hjilp av de fyra riknesitten relatera proportionella virden till varandra
men de bendmns i detta arbete som berdkningsstrategier.

2.4.1. Uppbyggnadsstrategi

Ett elementirt férfarande vid jimforelser av forhéllanden har av Hart (1981)
bendmnts uppbygonadsstrategi [forfattarens OSversittning, pa engelska dr be-
nimningen building up strategy]. Tourniaire och Pulos (1985) beskriver detta
forfarande som att en relation etableras mellan virden inom ett férhillande
(ratio), en relation som sedan additivt uttkas till ett annat férhillande. Med
den terminologi som anvinds i detta arbete kan det besktivas i termer av att
etablera ett par av storhetsvirden och additivt ut6ka detta par av storhetsvir-
den till en proportion. Som exempel anvinder sig Tourniaire och Pulos (1985)
av foljande fragestillning; Om 2 godisbitar kostar 8 kr vad kostar did 6
godisbitar? En elev som anvinder sig av ovan nimnda uppbyggnadsstrategi
kan dd foresla att 4 bitar kostar 16 kr och att 6 bitar kostar 24 kr. Med den
terminologi som Lamon (2007) anvinder sig av kan detta ses som ett exempel

pid nidr par av storhetsvirden (composed units) adderas enligt foljande
8 kr + 8 kr +8 kr __ 24kr

2 godis + 2 godis+2 godis T 6 godis
att ha en foérmaga att hantera tvd talserier parallellt. Algebraiskt kan detta

vilket av Lamon (1999) beskrivs i termer av

uttryckas som att en proportion identifieras enligt f6ljande.

Q1 _ G2 _ Gn _ Gatap+etan

by by,  byn  byt+byt-+by

Figur 16. Algebraisk beskrivning av uppbyggnadsstrategi

Viktigt att podngtera dr att detta inte dr samma sak som att addera tal i
brakform med olika nimnare.
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Lamon (2007) menar att uppbyggnadsstrategi dr en primitiv men anvind-
bar strategi i vissa situationer. Eleven kan urskilja ménster och upprepa detta
for att hitta specifika virden men hon péipekar samtidigt att det inte kan be-
traktas som proportionellt resonemang eftersom proportionalitetskonstanten
mellan tva storheter inte beaktas. Lobato et al. (2010) anser att en upp-
byggnadsstrategi dr en elementir men 4ndd fundamental formdga som ar
viktig for att kunna resonera proportionellt. Fortsittningsvis benimns denna
strategi i samband med att andra berdkningsstrategier presenterats som
uppbyganadsproportion/ strategs.

2.4.2. Multiplikativ 16sningsstrategi

Att skilja pa uppbyggnadsstrategi och multiplikativa strategier vid proportion-
ellt resonemang finns beskrivna i flera forskningsstudier (se Hart, 1981;
Johansson & Lybeck, 1978; Lobato et al., 2010; Vergnaud, 1988). Vid multipli-
kativa strategier urskiljs ett foérhillande som sedan kan anvindas for att skapa
eller jaimfora proportioner. I det ena fallet, vilket exemplifieras i detta avsnitt,
urskiljs och anvinds forhallandet mellan par av storhetsvirden'' vid berik-
ningar. Strategin kan exemplifieras med hjilp av Lobato et als. (2010)
beskrivning av hur elever i deras studie gjorde fOr att skapa en hastighet som
ar samma som 10 m pd 4 s. En elev upprepade lingden och tiden och kon-
staterade att 30 m pa 12 s 4r samma hastighet. Sdsom det beskrivs kan eleven
ha urskilt férhallandet pa tvi olika sitt.

Exempel 1. 10mpd4s+10mpad4s+10mpasds=30mpal2s

3:10m 30m
Exempel 2. =
34s 125

En elev som anvinder sig av strategin i det 6vre exemplet ser férmodligen 10
m pi 4 s som ett par av storhetsvirden dir hela enheten adderas i syfte att
hitta ett annat sitt att representera samma hastighet. Detta utgor ytterligare ett
exempel pa en uppbyggnadsstrategi. Daremot behdver en elev som anvinder
sig av strategin i det undre exemplet inte ndédvindigtvis se 10 meter per 4

11 ”De gamla grekerna” behandlade inte sammansatta storheter dir olika storheter ingick sisom
hastighet (m/s). De anvinde sig bara av forhallandet mellan samma storhet vid propottionella
problem (J. Thompson, 1996).
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sekunder som en sammansatt storhet utan bestimmer ett férhallande mellan
storhetsvirdena i tiljare — tiljare och nimnare — nimnare vilka faktoriseras
separat i syfte att hitta proportioner. Det undre exemplet (ex.2) ir ett exempel
pa en multiplikativ strategi. Kombinationer av dessa bida strategier dr ocksa
moéjliga. Hur lang tid tar det till exempel £6r personen som r6r sig 10 m pa 4 s
att, med samma hastighet, forflytta sig 25 m? En méjlig 16sning dr att multipli-
cera 10 m och 4 s med 2 och direfter addera en halv ursprunglig sammansatt
storhet, det vill sdga en kombination av uppbyggnads- och multiplikativ
strategi.

2:10m+10m/2 _ 25m
24s+45/2 10s

Exempel 3.

2.4.3. Multiplikativ 16sningsstrategi med hjilp av ett direkt
forhallande

I den tredje strategin utnyttjas ett direkt férhéllande. Johansson och Lybeck
(1978) uttrycker ett direkt férhallande antingen i termer av; decimalform till
exempel 1,5 (invers 0.66...), eller som ett tal i sin enklaste brakform till exem-

pel % (invers eller omvint %) Ett direkt férhillande talar om hur stor del det

ena storhetsvirdet jamfort med en hel enhet av det andra storhetsvirdet ir.
Den berdkningsstrategi dér ett direkt forhallande anvinds beskrivs nu med
hjilp av ett exempel ur Johansson och Lybecks (1978) studie, en strategi
Kaput and West (1994) bendmner #he unit factor strategy dir unit factor ir en rafe
(forindringsfaktor). En elev som urskilde det direkta forhallandet mellan
volymen i bigare av 2 olika slag (kategori A, se Figur 17 nedan)'? anvinde sig
av multiplikation eller division for att hitta kvoten. Foérhéllandet anvindes
direfter for att hitta en proportion och den okdnda héjden i mitglaset. Ett
resonemang som kan sammanfattas enligt f6ljande:

12 T detta arbete 4r denna kategori samma som att urskilja forhallandet Znom ett par av
storhetsvarden (izom systemet olika bigare). Det férhédllande dir den proportionalitetskonstant som
i det specifika fallet dr av intresse att studera star att finna.
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Figur 17. Férhallande olika bagare.

% = % eller 1,5 ger 1,54 = 6 cller algebraiskt som J;} =15gery=15-x

alternativt

9_3 3 . y_ 3 3
S=3 ger 5-4 = 6 cller algebraiskt som L= gery=5-x

Ett annat alternativ som beskrivs dr elever som anvinde sig av det direkt
omvinda forhillandet.

g = g ger% = 6 eller algebraiskt som% = 2 gerx = 2 "y
I dessa exempel lyckades eleverna hitta det saknade virdet men forskarna visar
och belyser med exempel att det inte nédvindigtvis ricker med att identifiera
det direkta forhéllandet for att 16sa problemet. Risken finns att ddrefter multi-
plicera eller dividera felaktigt. Denna metod bendmner forskarna direkt pro-
portionalitet. Lamon (1999) menar att denna metod vilken hon beskriver som
att “att rikna till en” sillan leder till ndgon god forstielse f6r proportionalitet
eftersom eleverna oftast bara lir sig en metod for att 16sa uppgiften, det vill
sdga en procedurell snarare dn en konceptuell kunskap. Metoden kan ocksi
leda till svérigheter da delningen inte gir jimt upp och dir manga decimaler
miste hanteras. Enligt Lundberg (2011), som studerat vilka olika typer av
proportionella uppgifter som férekommer i svenska liromedel, tycks denna
metod vara vanligt férekommande i de exempel pé 16sningar som dir ges. I de
nationella proven pd gymnasieskolan férordas ofta denna lGsningsstrategi.
Strategin bendmns inte sillan “vigen 6ver ett”(ibid.).

Kilborn (1990) later forsta att det vid division kan vara limpligt att reso-
nera i termer av innehdlls och delningsdivision. Delningsdivision exemplifieras
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med att det dr enkelt att forstd att om 2 personer ska dela pa 800 kr sa far
personerna 400 kr var. Om diremot 800 kr ska férdelas pa 200 personer ir
det enklare att se det som en innehallsdivision och hur ménga ginger 200
innehalls 1 800 (ibid.). Ett liknande resonemang f6rs av Ball (1990) men da i
relation till svérigheter att fOrstd att en kvot, dd nimnaren dr mellan noll och
ett, blir storre dn tiljaren. Framforallt tyder deras studie pa att sa dr fallet om
inte koppling kan goéras till hur manga ginger nimnaren innehdlls i tiljaren,
det vill siga innehéllsdivision. I denna studie inférs och anvinds begreppen
Pplats och dela 1 undervisningen vilka har en liknande men till vissa delar annan
innebdrd dn innehdlls och delningsdivision. Detta problematiseras i diskus-
ionsdelen (kap. 7.2.4).

2.4.4. Statisk proportion och dynamisk proportionalitet

De tre strategier som ovan presenterats relateras i detta avsnitt till begreppen
inom- och mellan-férhéllande. Statisk proportionalitet och dynamisk proport-
ionalitet (Miyakawa & Winslow, 2009) ir tva nya begrepp vilka definieras i
texten som foljer och som kopplas till de ovan nimnda multiplikativa
strategierna. Statisk proportionalitet knyts till begreppet proportion och i detta
arbete anvinds dirfér begreppen statisk proportion och dynamisk proport-
ionalitet. Detta resonemang utvecklas senare i detta avsnitt. I efterféljande
avsnitt gors dven en avslutande sammanfattning av de begrepp som i detta
kapitel presenterats och som anvinds i denna studie.

Det engelska begreppet rate” kan enligt Lobato et al. (2010) ses som ett
odndligt antal ekvivalenta férhillanden (ratios') eller par av storhetsvirden
(composed units). Om en elev inte kan urskilja proportionalitetskonstant dr
det inte méjligt £6r denna elev att uppticka att det gér att skapa odndligt antal
proportioner. Aven om eleven uppfattar det generella samband som proport-
ionalitetskonstanten representerar dr det dndd inte sikert att eleven kan
omsitta detta forhallande till andra par av storhetsvirden i proportion med de

13 Thompson (1994) foéresprikar denna definition av rate mot den mer konventionella dir rate
innebir en jamforelse av tvi mingder med olika enheter (t.ex. m/s eller liter/krona) och ratio en
jimforelse av mingder med samma enhet (tex. kr/kf). Enligt den senare definition baseras
skillnaden mellan ratio och rate snarare pd uppgiften och storheterna i sig 4n pa hur eleverna
uppfattar situationen (ibid.)

4 En ratio kan enligt Lobato et al. (2010) antingen ses som en multiplikativ jimférelse av tvé
storhetsvirden (férhillande) eller som en sammanslagning av tvd storhetsvirden i en composed
unit (sammansatt storhet). Med utgingspunkt frain Lobato et als. (ibid.) resonemang kan det
engelska begreppet rate ses som en proportionalitetskonstant eller en férindringsfaktor.
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ursprungliga virdena. Till detta krdvs det ndgon slags berdkning. Miyakawa
och Winsléw (2009) belyser berikningar av olika slag da de sirskiljer propor-
tionalitetsbegreppet 1 statisk och dynamisk proportionalitet. Dynamisk
proportionalitet definieras via det generella matematiska sambandet y = k -
x ddr k dr konstant, en konstant som ofta benimns som en férindringsfaktor.
Detta resonemang dverensstimmer med Lobato et als. (2010) ovan beskrivna
definition av det engelska begreppet rate. Statisk proportionalitet kan istillet
ses som par av storhetsvirden av dndlig karaktir vilka kan illustreras i form av
till exempel en virdetabell. Ur ett didaktiskt perspektiv beskrivs dynamisk
proportionalitet som mer avancerad dn den statiska eftersom det kridvs att det
proportionella sambandet uppfattas pd ett mer generellt sdtt (Miyakawa &
Winslew, 2009). Diremot beskriver de dven det omvinda, att statisk proport-
ionalitet ur ett matematiskt perspektiv kan ses som mer allmingiltigt dd par av
storhetsvirden och proportioner beaktas. Vid statiskt proportionell berdkning
gOrs jimfoérelser av 4 storhetsvirden vilket inte 4r fallet med dynamisk
proportionalitet ddr enbart jimforelser av tvd storhetsvirden gors (ibid.) 1
detta arbete férordas och anvinds det didaktiska perspektivet och féregaende
definition av statisk proportionalitet. D4 statisk proportionalitet behandlar
proportioner snarare dn proportionalitet benimns fortsittningsvis statisk
proportionalitet som statisk proportion i detta arbete.

Kaput & West (1994) beskriver skillnaden mellan statisk proportion och
dynamisk proportionalitet pa ett liknande sitt som Miyakawa och Winsléws
(2009) didaktiska perspektiv men med en annan terminologi. Sammansatta
storheter (t.ex. hastighet eller densitet), som de benimner som intensive
quantities, kan betraktas pa tva fundamentalt olika sitt. Antingen kan de ses
som particular intensive quantities (par av storhetsvirden) vilket 4r fallet da till
exempel specifika virden i en virdetabell eller en uppgift studeras. Men de
kan ocksd ses som rate intensive quantities vilket innebdr att proportionalitet
uppfattas som ett linjirt funktionellt samband pd det sitt som Karplus et al.
(1983b) definierar det. De menar att férmagan att resonera proportionellt
kinnetecknas av behirskande av att...

[...] reasoning in a system of two variables between which there exists a lin-
ear functional relationship. (Karplus et al., 1983b, p. 219)

Kaput och West (1994) anser att elever maste ges mojligheten att 1 undervis-
ningen genomga en serie mentala operationer dir par av storhetsvirden (par-
ticular intensive quantities) behandlas innan de kan generalisera detta resone-

43



PROPORTIONELLA SAMBAND

mang och bygga upp sina kognitiva strukturer'’ si att den mer abstrakta for-
migan som behandlar dynamisk proportionalitet (rate intensive quantities)

o

nas.

After all, one must experience more than one particular instance before
those instances can possibly be experienced as sharing anything. (Kaput &
West, 1994, p. 241)

Citatet pekar mot vikten av att forst statiskt urskilja flera par av storhetsvirden
i proportion till varandra, till exempel i form av en virdetabell, innan urskilj-
ning av den dynamiska proportionaliteten dr mojlig. Resonemanget Gverens-
stimmer med Singh (2000) som menar att elever, for att utveckla sin férstaelse
tér proportionalitet, i undervisningen bor fa erfara flera férhallanden samti-
digt. Virt att notera ir att statisk proportion och dynamisk proportionalitet i
detta arbete alltid relateras till begreppen pat av storhetsvirden/sammansatt
storhet och férhallandet inom och mellan. Vid dynamisk proportionalitet gors,
med hjilp av proportionalitetskonstant'®, jamforelser inom par av storhetsvir-
den 7 en sammansatt storhet. Vid statisk proportion gors istillet jaimforelser
med hjilp av statiskt férhallande mellan par av storhetsvirden. En statisk
(multiplikativ) strategi. Sa dr fallet 1 samtliga exempel i detta arbete men
eftersom dynamisk proportionalitet 4r avhingigt vilken proportionalitetskon-
stant som 1 det specifika fallet anses vara av primirt intresse fOr eleverna att
urskilja kan dynamisk proportionalitet dven vara f&rknippat med mellan-
forhallandet och statisk proportion med inom-férhallandet. Val av perspektiv
avgor. Ett alternativt perspektiv beskrivs av Svanteson Wester (2014) i en
studie ddr skala och tva dimensionella figurer fokuseras. Uppbyggnadsstrate-
gin (addera, subtrahera par av storhetsvirden) dr ocksd av statisk karaktir
eftersom att proportionalitetskonstanten inte heller hir anvinds. Vikten av att
anvinda och relatera dessa begrepp till varandra problematiseras i diskuss-
ionskapitlet (kap. 7.2.5).

I detta kapitel har i tidigare forskning beskrivna svirigheter elever har med
att resonera proportionellt presenterats. Ett flertal studier beskriver hur det
med hjilp av intervjuer, diagnoser fore eller under lektioner gdr att identifiera
dessa svarigheter (se Clark, Berenson, & Cavey, 2003; Fernandez et al., 2012;
Hilton et al., 2013; Kaput & West, 1994; Van Dooren et al., 2010; Vergnaud,

15 Beskrivningen tyder pa underliggande teoretiska antaganden om lirande av konstruktivistisk
karaktir.
16 Ett direkt forhéllande av dynamisk karaktir
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1988). 1 tidigare forskning beskrivs dven ett stort antal uppgifter konstruerade
i syfte att erbjuda eleverna méjligheter att utveckla sin férméga att resonera
proportionellt (se Howe et al., 2011; Koellner-Clark & Lesh, 2003). Diremot
ir det inte sd vanligt med studier som belyser pa vilket sitt de ovan beskrivna
specifika svéirigheterna kan kopplas och 1 undervisningen synliggoras i relation
till innehallets behandling pa lektionerna (se Lamon, 2007; Lobato et al.,
2010).

2.5. En sammanfattning av begrepp ur
forskningsoversikten

De begrepp (kursiverat) som i denna studie anvinds vid analys och beskriv-
ning av den empiriska studien sammanfattas hir. Ett multiplikativt samband,
ett forhallande, kan identifieras mellan mitetal eller storbetsvarden (mitetal med
enhet) med samma eller olika enhet till exempel 6 m och 4 s eller 6 m och 4
m. En sammansatt storbet [forfattarens Oversittning av intensive quantity]
anvinds 1 detta arbete som ett paraplybegrepp for jimforelser av storheter
(dven antal) ddr storhetsvirden med samma eller olika enhet ingir till exempel
m per s eller m per m. Det engelska begreppet composed unit har i detta
arbete 6versatts till e#f par av storbetsvirden. Ett par av storhetsvirden dr speci-
fika virden inom en sammansatt storhet till exempel 12 m per 4 s. Vid jaimf6-
relser av fyra storhetsvirden vilka kan vara i proportion till varandra finns det
alltid tva forhallanden att beakta. I detta arbete benimns de som zzom- och
mellan-torhallande. Inom-férhdllande, gar att finna 7 ett par av storhetsvirden
(t.ex. 70 cm/90 cm), 7 en sammansatt storhet (t.ex. armlingd/benlingd), 7 ett
system (t.ex. en person) och mellan-férhallandet mellan: par av storhetsvirden,
sammansatt storhet, system (mellan personer). Exempel pi sammansatta
stortheter 4r funktionssamband sisom hastighet, densitet och system av
sammansatta storheter: recept, ritning, klassrum och si vidare. Vilket system
eller sammansatt storhet som viljs beror pa vilken eller vilka proportionali-
tetskonstant/er som i en given kontext dr av intresse att uppfatta. De beskriv-
ningar av hur elever uppfattar proportionella samband och kvantifierar
problem av karaktiren jimforande eller saknat virde, som identifierats i
forskningsoversikten, pekar pd i huvudsak tre skilda sitt:
uppbyggnadsproportion- strategi av statisk karaktir dir par av storhets-
virden adderas eller subtraheras
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statisk proportion - det multiplikativa sambandet (férhallandet) mellan
sammansatta storheter uppfattas/etableras och anvinds vid berdkning
dynamisk proportionalitet - forhallandet inom sammansatt storhet, det di-
rekta forhallandet, motsvarande proportionalitetskonstant,
uppfattas/etableras och anvinds vid berikning

Férmagan att urskilja proportionella samband ér till sin karaktir flexibel. Det

innebdr att utifrdn givna ramar, sisom kontext och numeriska virden, kunna
anpassa sitt sitt att angripa proportionella problem pa.
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3. Elevers forstaelse av
proportionella samband — en
forstudie

Innan detta arbetes studie iscensattes genomférdes en fenomenografiskt
inspirerad forstudie (Magnusson, 2012) dir atta slumpvis utvalda'’ elever i
arskurs 8 intervjuades. Dessa elever gick pa en annan skola dn den dir studien
sedan genomfordes. Avsikten med denna forstudie var att identifiera och
analysera kvalitativa skillnader av hur eleverna i samma alder som i huvud-
studien tycktes uppfatta och resonera kring fenomenet proportionella sam-
band. Beslutet att vilja andra elever dn de i som ingar i studien grundades i att
torstudiens design i sig innebar ett lirtillfalle, vilket i sa fall skulle paverka
mojligheten att studera pa vilket sitt de genomférda lektionerna bidrar till
elevernas utvecklade forstielse av proportionella samband. Uppgifterna som
anvindes var liknande de som direfter, 1 reviderad form, ingick i huvudstudi-
ens lektioner, vilket innebar att analysen av forstudiens resultat dven bidrog till
utformningen av lektionsuppgifternas design i huvudstudien.

Det innehdll som resonemanget kretsade kring var ett recept dir eleverna
fick 1 uppgift att anpassa ett grundrecept for ett visst antal personer till ett
proportionellt recept fOr ett annat antal personer. Hur méinga personer recep-
ten var avsedda fér var inte explicit angivna. Intentionen var att eleverna
skulle ges mojlighet att uttrycka hur de uppfattar proportionella samband ge-
nom att omvandla recepten, inte att relatera dem till antalet personer de var
avsedda for.

3.1. Utformande av férstudie
Vid konstruktion av uppgifter stod valet mellan ett flertal varianter av recept.

Till slut valdes foljande tva fragestillningar ut:

17 Var tredje elev pa klasslista valdes ut och intervjuades enskilt av mig.
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Jossan och Johan ska baka pinnbrid men de har inte fatt med all information i receptet.
Hjdilp dem att fylla i det som saknas. Varje kolumn motsvarar ett recept for ett visst antal

personer.
Salt 1,5 tsk 1 tsk 2 tsk
Mjol 2dl
Vatten 3dl

Figur 18. Forhallandet mellan de 3 recepten ar 3:2:4. Inom receptet ar det 1:2:3

Med avsikt att f6rsoka se om det var nagon skillnad mellan att se proportioner
fran det omvinda perspektivet (3:2 jimfért med 2:3) dndrades receptet (Figur
19) och delades ut som en ny uppgift under intervjun si att eleverna istillet
fick utga fran det vinstra receptet (7,5 dl) och visa vattenmingden i de tva

andra recepten.

Salt 1,5 tsk 1 tsk 2 tsk
Mjél 2dl
Vatten 7,5 dl

Figur 19. Mangden vatten varieras och utgar fran det vanstra receptet i den andra
fragestallningen

3.2. Forstudiens genomforande

Efter 8 intervjuer bedémdes det att mittnad avseende kvalitativt skilda upp-
fattningar uppnatts, da inga nya aspekter framkom. Fortsittningsvis bendmns
eleverna som E1 till och med E8 och intervjuare med 1.

De uttryckta uppfattningarna (benimns fortsittningsvis 1 termer av katego-
rier) som framkom i studien var f6ljande.

A. Urskiljer foérhédllanden som multiplikativa samband, oavsett riktning
(bade via direkt och omvint férhillande), samt jimfér samma ingredienser
(t.ex. salt) mellan tvi recept for olika antal personer och olika ingredienser
(t.ex. salt och mjol) inom ett recept.

B1. Urskiljer férhdllanden ur samma ingredienser (t.ex. salt) som multiplika-
tiva samband mellan tva recept fér olika antal personer.

B2. Urskiljer férhallanden ur olika ingredienser (t.ex. salt och mjol) som
multiplikativa samband inom ett recept f6r samma antal personer.
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C1. Usskiljer férhallanden ur samma ingredienser (t.ex. salt) som additiva
samband mellan tva recept for olika antal personer.

C2. Usskiljer férhdllanden ur olika ingredienser (t.ex. salt och mjol) som ad-
ditiva samband inom ett recept f6r samma antal personer.

D. Usskiljer foérhillanden med samma enheter men inte olika eftersom
mingden inte separeras frin enheten

Kategori A

Denna kategori dr den mest utvecklade av de kategorier som framkom
eftersom eleverna gav uttryck for att kunna anvinda sig av olika strategier och
forhallanden for att hitta proportionella virden. Eleverna urskilde proport-
ioner med hjilp av horisontella férhallanden mellan recepten som i fragestill-
ningen dr 3:2:4 och som i texten som fdljer, f6r att férenkla beskrivningen,
benimns som recept fér 3 personer, 2 personer och slutligen 4 personer.
Dessutom kunde elever i denna kategori se proportioner med hjilp av det
lodrita férhallandet znom de tre recepten som dr i forhédllandet 1:2:3, vilket 4r
en foérdel om de “koér fast” och till att borja med inte lyckas se sambandet at
det ena eller andra héllet. I denna kategori kunde eleven dven fa syn pa det
inversa forhéllandet i den avslutande fragestillningen dér perspektivet vixlade
fran att utgd frin receptet for 2 personer till att utgd frin receptet fér 3
personer.

Elev 8 sig och forklarade sambandet mellan den vinstra och mittersta
spalten genom att konstatera att allt i vinstra spalten skulle vara 50 procent
mer (3:2) samt att allt i den hogra spalten var dubbelt sd mycket som det 1 den
mittersta spalten. Eleven urskilde férhallandet horisontellt mzellan recepten ge-
nom att titta pd hur mingden salt férindrades.

Salt 1,5 tsk 1 tsk 2 tsk
Mjol 3dl 2dl 4 dl
Vatten 4.5dl 3dl 6dl

Figur 20. Normal text visar vad E8 skrev i den forsta fragestallningen. Fet text ar sadan
information som var given i uppgiften.
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Excerpt 1:
I: Kan du stanna upp dir och férklara hur du tinker?

ES8: Det ir ju en tesked av det [pekar pa saltet] sa det dr dubbelt sd mycket
hir [pekar pa 2 tsk salt i det hogra receptet]. Dubbelt si mycket av det [pe-
kar pd 2 dI mjol i mittenreceptet] dr ju 4 dl [pekar pd mjol i ’dubbelrecep-
tet”’] och det dir dr ju noll komma fem eller 50 procent mer [pekar pa 1,5
tsk och 1tsk salt] alltsa, det borde bli 3 dl det var 2 dl [forklarar varfér hon
skrev 3 dl mj6l] si da borde det vara 4,5 dl vatten [skriver i det vinstra re-
ceptet]

Eleven ombads férklara om den kunde hitta denna information lodritt inom
receptet och E8 forklarade da att férhallandet mellan saltet och mjélet var det
dubbla samt det tredubbla mellan saltet och mjdlet.

Med avsikt att forséka se om det var ndgon skillnad for eleverna att se
proportioner fran perspektivet 2:3 jamfort med 3:2 dndrades receptet sa att
eleverna istillet fick utga fran det vénstra receptet (7,5 dl) och visa vatten-
mingden i de tva andra.

Salt 1,5 tsk 1 tsk 2 tsk
Mjol 2dl
Vatten 7,5dl

Figur 21. Den andra fragestalliningen

Elev 8 skrev nistan direkt det korrekta svaret 5 dl i mittenreceptet och 10 dl 1
det hogra. Eleven sag att 7,5 dl, liksom alla andra ingredienser i det vinstra
receptet, var 50 procent mer 4n i det mittersta. Hon plockade dirfér bort den
“halva som lagts pa” vilket hon uttryckte skulle vara 2,5 dl.

Excerpt 2:
I: Hur kom du fram till femman?
ES8: ... den, det var... jag tog den [pekar pd 7,5 dl] det 4r 50 procent mer dn

den [pekar pd mittenreceptet| sd dd tar jag bort det som blir da ifall du lig-
ger pa det plus hilften, alltsd minus 2,5 [pekar pa 7,5 dl] dd blir det 5 dl.

Denna elev gav uttryck for att ha urskilt alla aspekter 1 kategori A. Elev 7
kunde ocksd se de horisontella och lodrita férhallandena i receptet. Eleven
som tidigare hade forklarat att dd man gér fran férhéllandet 3:2 sa ligger man
bara péd hilften av det man har i mittenreceptet fick ddremot problem da
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perspektivet byttes till férhéllandet 2:3 1 den andra frigestillningen. Nu skulle
eleven utga fran 7,5 dl vatten i den vinstra kolumnen och tala om hur mycket
vatten det da skulle vara i mittenkolumnen. Ett sitt att angripa problemet
kriver urskiljning av att 7,5 dl vatten kan delas i 3 lika stora delar och att en
sadan del kan tas bort (alternativt att det 4r 2,5 gianger sa mycket vatten som
mjol). Men elevens strategi att dela mdngden pa hilften som fungerade med
utgangspunkt fran receptet i mittenkolumnen fungerade inte lingre.

Excerpt 3:

E7: Om jag utgar fran den [pekar pd 7,5 dl], hilften av det ir ju 3,5 plus
0,25...det dr mycket siffror att halla reda pa... da blir ju hilften 3,75 dl.

Eleven insig en stund senare, da hen funderade 6ver hur mycket vatten det
skulle vara i det hégra receptet for fyra personer, att svaret 3,75 dl inte kunde
stimma. D4 eleven skrev ner mingden 7,5 dl (se Figur 22) gav eleven uttryck
for att se att det blir samma mingd som i receptet f6r 3 personer. Eleven f6r-
sOkte men visste inte hur det dérefter skulle vara maoijligt att ga vidare for att
hitta férhdllandet.

Salt 1,5 tsk 1 tsk 2 tsk
Mjol 3dl 2dl 4dl
Vatten 7,5 dl 3,75dl 7,5dl

Figur 22. De mangder vatten som E7 skrev. Fet text &r information som var given i uppgiften.
Excerpt 4:

E7: Hir dr sambandet ocksa det samma sa det 6kar dubbelt [jamfor receptet
for 2 pers. och 4 pers.] det blir bara det hir da dubbla 3,75...vinta lite nu,
nu miste jag tinka lite hér... nej den kan jag inte.

I: [...]S4g vad som stillde till det f6r dig?

E7: Jag tinkte fel jag tdnkte hilften av den maste vara det [pekar pd 7,5 dl
och 3,75 dl] men da blir ju det hir ocksd 7,5 dl [pekar pa receptet for 4
pers.] sa det kan ju inte riktigt stimma.

Denna elev fick som synes svérigheter dd perspektivet byttes fran ett k-virde
storre an 1 (% eller 1,5) till ett k-varde mindre 4an 1 (g eller 0,66...). En

majoritet av eleverna hade svirt for detta byte av perspektiv. Elev 7 kunde
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inte se alla de aspekter som innefattas i kategori A men de Overensstimmer
med dem som utmarker kategori B.

Kategori B

I denna kategori urskildes antingen (B1) (det horisontella férhallandet mzellan
recepten som i fragestillningen ér i forhallandet 3:2:4) och/ eller (B2) (de lodrita
térhallandena inom de tre recepten som dr i forhdllandet 1:2:3). Elev 7 ovan
urskilde bdde B1 och B2 men i och med att eleven inte kunde byta petspektiv
pé forhallandet s urskildes inte samtliga aspekter 1 kategori A.

En majoritet av eleverna sdg det horisontella férhéllandet vilket tidigate ex-
emplifierats (Excerptl). Elev 4 urskilde aspekterna i kategori B2 det vill sidga
det lodrita férhillandet inom recepten medan eleven inte ger uttryck for att se
det horisontella férhallandet mellan recepten (B1). Eleven hade 4 andra sidan
inte behovet av att géra det eftersom det lodrita férhallandet redan urskilts.

Salt 1,5 tsk 1 tsk 2 tsk
Mjol 3dl 2dl 4dl
Vatten 4,5dl 3dl 6dl

Figur 23. Visar vad elev 4 skrev till den forsta fragestallningen.
Excerpt 5:
I: Vad var det som fick dig att bestimma dig for att det ska vara 3 dl [m;j6l]?

E4: Ja eftersom det dir 4dr en halv mer dn det dér [pekar pd 1,5 tsk salt och 1
tsk salt] s om man dubblar det [pekar pa 1 tsk salt] sa blir det 2 [2 dl mjél]
och om man dubblar det [pekat pé 1,5 tsk salt] sa blir det 3. [3 dl mj6l].

E2 var den som tydligast och oftast vixlade mellan kategori B1 och B2 men
eleven ger i sina forklaringar uttryck fér att dven rora sig mellan kategori B
och C. I kategori B urskiljs den multiplikativa aspekten hos proportionerna
medan elever i kategori C, som rent kvalitativt 4r pd en ligre nivd, inte upp-
fattade multiplikativa foérhdllanden. I stillet uppfattade de additiva monster
som inte dr proportionella. Efter en stunds funderande valde E2 att skriva 3 dl
mjol 1 den vinstra kolumnen (se Figur 24), vilket var den korrekta mingden
men eleven sa samtidigt att det kan vara 2,5 dl. Nir eleven ombads utveckla
svaret gav eleven uttryck for att det kunde vara 2,5 dl mj6l pd grund av att det
var en halv tesked mer salt i det receptet dn i mittenreceptet (jimfor horison-
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tellt) vilket fick eleven att se det som att en halv deciliter mjoél ocksa skulle
adderas. Nir eleven fick det till att bli 3 dl si jimférde eleven férhallandet
mellan 1 tsk salt och 2 dl mj6l i mittenreceptet (lodritt) och papekade att det
var det dubbla férhallandet och att det di borde vara 3dl eftersom det var
dubbelt sd mycket som 1,5 tsk.

Salt 1,5 tsk 1 tsk 2 tsk
Mjol 3dl(2,5dl) 2dl 4 dl
Vatten 4,5d1(3,5dl) 3dl 5dl(6dl)

Figur 24. Visar vad elev 2 skrev till den forsta fragestallningen.
Excerpt 6:
E2: Det kan antingen vara 2,5 eller 3 dl
I: Nir du funderar mellan 3 dl och 2,5 dl kan du forklara hur du tinker da?

E2: Dom hir [pekar pd 1 tsk salt och 2 dl mj6l], 1 plus 1 blir 2 men 1
ganger 2 blir ocksa 2 s4 om man gangrar den [pekar pa 1,5 tsk] med 2 sa blir
det 3 men om man bara plussar pa en halv sa blir det 2,5 dL.

Eleven pendlade genom hela intervjun mellan den multiplikativa aspekten och
additiva monster och eleven tycktes brottas med att uppfatta frigestillningen
pé ett konsekvent sitt. Bland annat dtervinde eleven vid ett flertal tillfillen till

tidigare givna férslag och dndrade det eleven da skrivit.
Excerpt 7:
I: Ta dem dir borta istillet [pekar pd den hogra kolumnen].

E2: [skriver 4 dl mjSl] Dubbelt [pekar pa den multiplikativa skillnaden mel-
lan 1 tsk salt och 2 tsk salt]

E2: Jag tror det ska vara 3 hir da [gar aterigen tillbaks till mjSlrutan och
suddar ut 2,5 dl som hon precis skrev och gir tillbaks till det ursprungliga
korrekta 3 dl]

E2: [Atervinder till den higra kolumnen och skriver 5 dl vatten]

I: Vill du forklara den ocksa?

E2: Okej, 1 tesked [salt] motsvarar 2 teskedar, ndr man ska ha typ... det hir
ar ju dubbel sats [pekar pd hégra kolumnen] ndr man ska ha och baka bréd,
da dr det bara att dubbla... men hir dr det 1 dl skillnad [pekar pd additiva

53



PROPORTIONELLA SAMBAND

skillnaden lodritt i mittenkolumnen mellan 2 dl mjél och 3 dl vatten] sa det
tog jag dir ocksa [pekar pa det hogra receptet och 1 dl skillnad mellan 4 dl
m;jol och 5 dl vatten som hon skrivit]

I: 84 1 och med att det var 1 dl skillnad ddr [pekar pa 2 dl och 3 dI i mitten
kolumnen] si tog du det dir [pekar pd 4dl och 5dl i hégra kolumnen], men
hur tinkte du ndr du skrev 4 dl

E2: Alltsd dubbel sats men jag kom pa att det ska var 6 dl dér [dndrar 5 dl
till det korrekta 6 dl]

Kategori C

Den enda egentliga skillnaden mellan kategori B och C var att elever i denna
kategori sdg additiva monster snarare dn forhallanden. Rent kvalitativt dr ddr-
emot denna skillnad direkt avgbrande for forstidelsen av proportionella
samband. Ett flertal elever urskilde additiva ménster mellan det mittersta och
det vinstra receptet, medan de sdg det proportionella férhallandet mellan det
mittersta receptet och det hdgra, ”det dubbla” som flera uttryckte det. De
pendlade sd att siga mellan kategori B och C.

E1 sag ddremot enbart det additiva sambandet mellan recepten. Eleven sig
att det var en halv tesked mer i det vinstra receptet och adderade dé en halv dl
mjol och vatten i rutorna nedanfér. Eleven sag dven att det dr 1 tsk mer salt i
det hogra receptet jamfort med det mittersta och adderade dérfér 1 dl mjol
och 1 dl vatten i det hégra receptet.

Salt 1,5 tsk 1 tsk 2 tsk
Mjol 2,5dl 2dl 3dl
Vatten 3,5dl 3dl 4dl

Figur 25. Visar vad elev 1 skrev till den forsta fragestallningen.
Excerpt 8:
I: Kan du skriva och férklara vad du tycker att det ska std i rutorna?
E1l: Dir tycker jag 2,5 ... dl [mjol] och dir dr det 3,5 [vatten]
I: Kan du forklara hut du tinker nir du skriver?

E1l: Dir dr ju 1,5 och dir ér ju 1 [salt] si det borde bli mer sa da ligger jag
till 5.
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Eleven jimférde samma aspekter (t.ex. salt) som additiva samband mellan tva
recept, vilket innebar att eleven urskilde de aspekter som dr karakteristiska for
kategori C1. Diremot gav eleven inte uttryck for att kunna urskilja olika
aspekter (t.ex. salt och mjol) som additiva samband inom ett recept f6r samma
antal personer. Detta innebir att eleven inte urskilde de aspekter som ir
karakteristiska for kategori C2. Det gjorde diremot elev E2 som uppfattade
lodrit skillnad och adderade 1,5 tsk salt med ett for att fa 2,5 dl mj6l i rutan
under.

I foljande utdrag ur intervjun férklarar E1 varfér hen skrev 3 dl mjél och 4
dl vatten i det dubbla” receptet. Aven i detta fall tycks eleven urskilja den
additiva skillnaden mellan recepten (kategori C) och eftersom skillnaden mel-
lan 1 tsk salt och 2 tsk dr 1 adderar E1 dven mjélet och vattnet med 1.

Excerpt 9:

E1: Dir dr det 1 tsk salt och dir dr det 2 tsk. D4 maste jag ligga till lite mer
dir ocksd [pekar pa mjdlet och vattnet]

Kategori D

For elev 4 var enheterna bekymmersamma. Eleven utgick helt korrekt fran 1,5
tsk och multiplicerade 1,5, med utgingspunkt fran det lodrita férhéllandet i
det mittersta receptet, med 3. Di eleven skrivit 4,5 utan enhet sa eleven samti-
digt att det inte kunde stimma utan att det borde bli 4,5 teskedar, inte 4,5
deciliter, eftersom utgangsvirdet it tesked.

Excerpt 10:

E4: Fast om man gingrar 1,5 tesked med tre sa blir det ju inte 4,5 deciliter.

3.3. Diskussion av forstudiens utformning och
resultat

Eleverna gav under intervjuerna uttryck for att se strukturella férhdllanden
inom recepten pa ett sidant sitt som finns beskriven i litteraturen. De multi-
plikativa strukturerna (inom och mellan) samt omvint férhallande kommer till
uttryck i kategori A och B och de elever som inte sig multiplikativa utan
additiva samband kommer till uttryck i kategori C. I den genomférda forsk-
ningséversikten har det inte aterfunnits nidgon beskrivning som liknar det sétt
som elev 4 i kategori D sdg pa foérhallandet mellan storhetsvirdena. Denna
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elev urskilde de numeriska férhallandena men gav inte uttryck f6r att dessa
torhallanden ér enhetslosa.

Det finns en del att siga om utformningen av sjilva fragestillningen. Om
denna intervju gjorts 1 ett senate skede av forskningsprocessen, hade eventu-
ellt valet blivit att ocksd ange hur minga personer de olika recepten var
dmnade for. Det kan vara sd att uppgiften dr allt f6r matematisk till sin
karaktir vilket innebdr att eleverna hade urskilt férhallandena pa ett annat sétt
vid en annorlunda utformning. A andra sidan hade problemet med att hantera
storhetsvirden som inte dr hela (till exempel 1,5 tsk) da inte synliggjorts pa
samma sitt. Oavsett vilket gir det att se att en del elever med denna problem-
formulering sdg till exempel additiva samband snarare dn multiplikativa
férhallanden och att andra som kunde se det multiplikativa férhallandet inte
gav uttryck for att se det omvinda férhallandet.

De ovan nimnda kategorierna skapades innan savil den teoretiska forsk-
ningsgenomgingen och den empiriska studien som ligger till grund for detta
arbetes resultat genomforts. Beskrivningen av det perspektiv eleverna viljer
att utgd ifran kan i efterhand, nir kunskap erhdllits genom de efterfdljande
studierna, dven goras i termer av inom eller mellan system och vad som ir att
betrakta som en sammansatt storheter. En precisering av vilket system som
beaktas med avseende pa inom och mellan behéver dock goras. Det ena
alternativet 4r att betrakta recept for olika antal personer som ett system i
forhallandet 3:2:4 eller med omvint perspektiv 4:2:3. Det andra alternativet it
grundreceptet och dess olika ingredienser i férhallandet 1:2:3 eller 3:2:1. Ett
resonemang om limpligt val av perspektiv f6ljer nedan.

Med utgangspunkt fran férhallandet f6r grundreceptet kan blandningar £6r
ett odndligt antal personer gbras. Om diremot férhallandet dndras mellan
ingredienserna blir det ett annat recept som till exempel blir vattnigare eller
saltare. Om forhallandet mellan ingredienserna ir givet gar det att blanda en
smet for olika antal personer utan recept. Om didremot enbart férhdllandet
mellan olika volymer, det vill sdga recept for olika antal personer, av grundre-
ceptet dr givet mdste det dven anges hur mycket det ska vara av varje ingredi-
ens. Valet av system att utga ifrdn blir ddrfor i detta fall grundreceptet och
dess olika ingredienser. I detta fall beskrivs ddrfér hur eleverna gav uttryck for
att uppfatta forhillanden i termer av Zmom systemet grundrecept och dess
ingredienser till exempel salt och mjdl och mellan grundreceptet f6r olika antal
personet, till exempel mingden mjol.
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/\ 3 pers. 2 pers.
N

1 del salt \ 1
2 delar mjél /

Figur 26: Olika satt att urskilja ett forhallande

I foérstudien belyses skillnaden mellan att urskilja additiva och multiplikativa
samband och om eleverna ger uttryck for att urskilja foérhéllanden och dess
omvinda férhallanden, till exempel att ga mellan recept f6r olika antal perso-
ner i férhillandet 3:2 eller 2:3. Diremot gors inga distinktioner i de kategorier
som beskriver kvalitativa skillnader i elevernas sitt att betrakta fenomenet pa
betriffande de multiplikativa sambanden mellan storhetsvirdena. Det som
behéver beaktas dr huruvida eleverna urskiljer ett direkt férhdllande inom eller
mellan systemet och pa vilket sitt de anvinder det for att jimfora eller skapa
ett par av storhetsvirden i proportion till varandra, det vill sdga dynamisk
proportionalitet, samt om de urskiljer statisk (multiplikativ) proportion eller
statisk uppbyggnadsproportion. De tidigare beskrivna kategorierna, som
skapades innan forskningsgenomgingen genomforts, kopplas dirfor i efter-
hand 4ven till de olika sitt som eleverna ger uttryck foér att urskilja proport-
ionalitet:
a. urskiljer proportioner flexibelt, statiskt och dynamiskt via det direkta
och det direkt omvinda férhillandet inom och mellan systemet
b. urskiljer proportioner antingen statiskt eller dynamiskt (inom eller
mellan systemet)
c. urskiljer proportioner med hjilp av uppbyggnadsproportion (uppre-
pande eller minskande)
d. urskiljer férhdllanden med samma enheter men inte olika eftersom
mingden inte sepateras frin enheten
e. urskiljer additiva samband istillet f6r multiplikativa

Dessa kategorier behandlar i storre utstrickning hur eleverna urskiljer de
multiplikativa strukturella férhillandena inom eller mellan tvi par av storhets-
virden, det vill siga proportioner, dn de kategorier som skapades initialt.
Kategorierna ligger dven till grund f6r de hypotetiskt kritiska aspekter som
detta lektionsdesignen utgar ifran och som presenteras senare i kapitel 6.1.1.
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4. ‘Teoretisk utgangspunkt

Vid analys av lektioner kan man studera undervisning ur flera olika perspektiv.
I detta arbete fokuseras hur innehallets behandling under lektionerna tycks
péaverka elevers f6rmaga att resonera proportionellt, det vill sidga ett dubbel-
riktat fokus som studerar bade innehallet i métet med den lirande respektive
den lirande i motet med innehallet. For att veta pa vilka sitt undervisningen
kan utformas dr det av avgérande intresse att forsoka identifiera vad som kan
vara kritiskt, eller avgdrande, fOr elevernas forstdelse. Det som studeras dr
vilka aspekter av innehallet som boér beaktas i undervisningen sé att elever kan
uppfatta detta innehall pd ett mer komplext och kraftfullt sitt. Utgingspunk-
ten for denna analys dr en innehallsfokuserad teori om lirande, variations-

teotin.

4.1. Variationsteorin

Den fenomenografiska traditionen, ur vilken variationsteorin utvecklats (Pang,
2003), strdvar mot att férsoka forsta, beskriva och analysera minniskors varie-
rande uppfattningar av specifika fenomen i vir omvirld (Marton, 1981). Olika
aspekter eller sirdrag av det fenomen eller objekt vi betraktar kan eller kan
inte, enligt Marton och Booth (1997), urskiljas av den som betraktar fenome-
net vid ett och samma tillfille. Detta innebir i forlingningen att olika perso-
ner bildar sig olika uppfattningar av fenomenet i fraga. Det dr dirfér snarare
en regel dn ett undantag att en person vid en given situation inte samtidigt
lyckas erfara och fokusera pa alla, om ett specifikt sitt férordas, relevanta
aspekter av ett fenomen. Istillet blir vi medvetna om dessa aspekter i sekven-
ser, genom att urskilja dem en efter en, vilket 1 f6rlingningen innebir att vissa
sdtt att erfara ett fenomen 4r mer komplexa och avancerade 4n andra (ibid).
Att lira sig eller erfara nagot pd ett nytt sitt dr ur ett fenomenografiskt per-
spektivs ontologiska grund icke-dualistiskt. Ldrande 4r inte fysiskt eller
psykiskt betingat eftersom sjilva lirandet varken finns i subjektet eller objek-
tet, det vill sdga varken i personen eller i virlden den studerar. Lirande upp-
star i relationen dem emellan (Marton & Booth, 1997). Betydelsen av till
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exempel ett matematiskt problem av proportionell karaktir finns saledes var-
ken 1 problemet i sig eller i huvudet pa den som uppmirksammar problemet
utan métet dem emellan. Foljaktligen rdcker det inte med att beskriva perso-
nen eller fenomenet da det 4r den inbordes relation som ir av intresse att
studera.

4.1.1. Lirandeobjekt

Variationsteorin (Marton & Booth, 1997) utgar fran att lirandet alltid riktar sig
mot nagot, det har alltid ett objekt, ett Jirandeobjekt. For att lira sig ndgot krivs
det att personen i fraga betraktar ett fenomen pa ett kvalitativt annorlunda sétt
in tidigare, lirande innebir att ha lirt sig om personen ir...

...capable of being simultaneously and focally aware of other aspects or
more aspects of a phenomenon than was previously the case (Marton &

Booth, 1997, p. 142)

Lirandeobjektet kan delas upp i ett direkt och ett indirekt lirandeobjekt. Det
indirekta behandlar en f6rmaga, det den som lir sig ska kunna géra med detta
innehall. Det direkta pekar mot vad den som lir sig ska kunna erfara for att
betrakta lirandeobjektet pa ett mer komplext sitt (Lo, 2012). D4 ldrare ska be-
stimma sig for vilket lirandeobjekt som ska behandlas under en lektion r det
viktigt att ta hdnsyn till det sammanhang som detta lirandeobjekt befinner sig
i. Detta bendmns dess externa horisont dar lirandeobjektet i friga relateras till
sin omgivande kontext, ett system av lirandeobjekt (Lo, 2012). Fér att upp-
fatta lirandeobjektet pa ett specifikt sitt méste det skiljas frin den omgivande
kontexten utan att denna relation gar férlorad. Individen maste urskilja feno-
menets mening, den referentiella aspekten. Vid meningsskapande behover
samtidigt fenomenets strukturella aspekter uppfattas. Det krdvs bdde mening
och struktur (Marton & Booth, 1997).
Chik, Lo, and Pong (2005) beskriver lirandeobjekts karaktir i tre skilda

faser.

Det intentionella lirandeobjektet, det som liraren med utgangspunkt

fran malen planerat att eleverna ska kunna erfara.

Det #scensatta lirandeobijektet, det eleverna ges méjligheten att urskilja

under lektionen, vilket inte nédvandigtvis beroende pa den dynamiska

klassrumssituationen 4r detsamma som liraren avsett, det intentionella

lirandeobjektet.
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Det erfarna lirandeobjektet, vad eleverna faktiskt lirde sig, speglar de
enskilda elevernas upplevelse av lirandeobjektet efter ldrsituationen.
En situation kan upplevas pé olika sitt av eleverna, vilket innebar att
det erfarna lirandeobjektet kommer att vara olika f6r de olika eleverna
dven om de deltagit i samma undervisningstillfille.

For att den som ldr ska forstd det som eleverna ska lira sig maste lirande-
objektet utforskas pa djupet i syfte att forstd de svarigheter som eleverna kan
tinkas ha med att forstd detta innehill. De fragestillningar som behéver
besvaras dr: Vad innebir det att forstd? Vad maste tidigare ha lirts fOr att
torstd? Vad mdste eleverna fa syn pa for att fordjupa sin fOrstielse? Dessa
fragor forsoker lirare besvara i syfte att identifiera vad elever dnnu inte urskilt,
det vill sdga vad som kan vara kritiskt f6r forstdelsen av lirandeobjektet. Det
ir det som med variationsteoretisk terminologi benimns som lirandeobjektets
kritiska aspekter (Runesson & Gustafsson, 2012). Ur ett variationsteoretiskt
perspektiv dr dessa aspekter forknippade med ett innehall.

Det bor poingteras att det i en undervisningssituation finns mingder av
andra faktorer som, i strre utstrdckning dn hur innehéllet behandlas pa
lektionerna, kan paverka elevernas mdjligheter att ldra. Basala behov sisom
sémn, mat och en kinsla av tillhérighet i den klass elever gir i kan ocksa ses
som faktorer som édr nédvindiga f6r att kunna lira sig ndgot. Hur viktiga dessa
och andra faktorer dn mé vara studeras dessa inte i detta arbete utan fokus
ligger pa kritiska aspekter av lirandeobjektet i mé&tet mellan innehéllet och de
deltagande elevernas uppfattning av detta innehall. Hur begteppet kritiska
aspekter anvinds i detta arbete preciseras och definieras i texten som féljer
nedan.

4.1.2. Kritiska aspekter

Ett innehall, eller lirandeobjekt, bestir av en vatierande mingd aspekter
beroende pé vilket det specifika innehallet 4r. Den som ska lira nigot om
ndgot har vanligtvis urskilt en del aspekter av detta innehall, och lirandet kan
beskrivas som processen nir den lirande urskiljer fler aspekter av innehallet.
Om ndgot lirs av ndgon urskils nya aspekter, alternativt att den inbérdes
relationen mellan tidigare erfarna aspekter uppfattas pad ett annat sitt. (Pang &
Lo, 2012). Begreppet kritiska pekar mot att det dr aspekter som dnnu inte ur-
skilts men beh&ver urskiljas av den ldrande for att fa f6rdjupad kunskap av ett
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specifikt innehdll. 1 en undervisningssituation innebir det att aspekter som
betraktas som nédvindiga att erfara, for att forsta ett fenomen pa ett visst sitt,
enbart dr kritiska f6r dem som dnnu inte lyckats urskilja dessa. I denna studie
ir det till exempel ndédvindigt att kunna gbéra en multiplikativ jimforelse av
tva tal fOr att i férlingningen kunna 16sa proportionella problem. Det finns
dock dven andra irrelevanta aspekter som Marton (2014) menar att den som
lir behéver urskilja (uppmirksamma) for att direfter kunna bortse ifran. Ett
exempel pd en sidan aspekt i denna studie it ett additivt samband mellan tva
tal. Denna aspekt ir till skillnad fran multiplikativa samband inte kritisk for
forstielsen av proportionella samband men elever som uppfattar additiva sam-
band miste, vid proportionella jimforelser, kunna bortse ifrin denna aspekt
for att kunna urskilja det multiplikativa sambandet. Marton (2014) menar att
aspekter kan vara kritiska antingen sa till vida att de bor tas 1 beaktande eller
att de inte bor tas 1 beaktande, det vill siga bortses frin, da nigot specifikt ska
ldras.

En elevs respons pa en viss undervisningssituation dr beroende av hur ele-
ven erfar situationen, vilken mening den har fér eleven. Ett sitt att skapa
mening 4r att utga ifrdn och anvinda sig av elevernas uppfattningar i undet-
visningen (Lo, 2012). Att som lirare férsdka skapa sig en bild Gver kritiska
aspekter som eleverna kan tinkas beh6va kunna urskilja, eller bortse ifran, f6r
att forstd det som avsetts dr en utmaning. Aspekter som liraren inte lyckats
identifiera dr oftast de som forhindrar elevernas utvecklade lirande. Att
aspekter inte identifierats och dirmed inte uppfattas som kritiska for
forstielsen kan i sin tur bero pd att liraren tar dessa aspekter f6r givna och
dirfér inte erbjuder dem i undervisningssituationen (Chik et al., 2005). A
andra sidan kan aspekter som hypotetiskt anses vara kritiska for lirandet visa
sig vara urskilda av den lirande och didrmed inte kritiska f6r att utveckla for
den elevens lirande. Lirandeobjekt som ska liras innehéller en mingd olika
aspekter som i métet med den lirande kan bli urskilda. De aspekter som den
lirande inte urskiljer i métet med innehallet blir ddrmed kritiska att urskilja f6r
att utveckla ldrandet. Lirarens uppgift blir att i undervisningssituationen
synliggora de kritiska aspekterna for de elever som ska undervisas.
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4.1.3. Variationsmoénster

Genom att designa en undervisningssituation dir eleverna erbjuds att erfara
nya aspekter av innehillet bildas moénster av pa vilket sétt aspekterna relateras
till varandra. De aspekter som lyfts fram i forgrunden erfars mot bakgrund av
andra aspekter av innehallet.

Medvetenhet innefattar alla vira upplevelser av vir omvirld, men virt
medvetande kan struktureras och sirskiljas genom att vi fokuserar pa ndgot
specifikt medan annat forblir i bakgrunden. Med andra ord sd dr det mojligt
att urskilja nagot da vissa virden av aspekter hos det betraktade varierar
medan andra dr konstanta (Runesson, 2006). Ur ett variationsteotetiskt
perspektiv krivs det en variation fOr att vi ska kunna uppfatta nigot. En
aspekt kan betraktas som en dimension av variation som kan synliggéras
(6ppnas upp) pa s vis att den, med hjilp av specifika virden av aspekten kan
separeras, och varieras (Lo, 2012). Om alla minniskor till exempel talat i
precis samma tonldge hade det varit svirt att urskilja vem som tilltalade oss.
Ur aspekten tonlige kan dimensioner av variation skapas dir olika tonligen
utgdr olika virden ur denna dimension. Det kan dven vara svart att urskilja en
ny aspekt om den stindigt dr nidrvarande. Ofta ligger vi till exempel inte
mirke till att ett ventilationssystem dr pd férrin det stings av (Marton &
Pong, 2005), vilket snarast kan ses som ett exempel pa att de flesta sinnesin-
tryck vi hela tiden méter hamnar 1 bakgrunden och inte medvetet fokuseras.
Denna kunskap kan ldrare i termer av variationsmonster anvinda sig av da de
vill synliggéra de aspekter som tros vara kritiska for eleverna att kunna urskilja
for att fOrstd lirandeobjektet pd det sdtt som ldrarna avser. (Runesson &
Gustafsson, 2012).

Marton och Tsui (2004) visar upp fyra variationsmonster som de i sina stu-
dier har identifierat och benimnt kontrastering, generalisering, separering och
fusion. I Lo och Marton (2011) anvinds inte lingre separation utan detta ses
som resultat av variationsmonstren kontrast och generalisering. For att urskilja
en specifik aspekt av ett fenomen behdver aspekten varieras medan andra
aspekter forblir konstanta och utgdr en invariant bakgrund mot det som
vatierar. Didrmed kan en specifik aspekt av lirandeobjektet separeras. De tre
nuvarande variationsmonstren exemplifieras enligt féljande:

Kontrastering: Att visa vad nagot dr genom att visa vad det inte dr. For att for-
std vad antal dr till exempel #¢ sd méste personen dven férstd vad som inte
ar tre, till exempel #d och fyra. Aspekten antal separeras och varieras fran
virdena (tvi, tre och fyra).
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Generalisering: Om personen med hjilp av en kontrastering lyckats erfara vad
antal och #e dr behovs, for att till fullo forstd, en variation av tre foremal, till
exempel tre bilar, tre dpplen, tre apor och sd vidare. Aspekten olika féremal
separeras och varieras mot en konstant bakgrund (antalet).

Fusion: Om det finns flera kritiska aspekter den som ska lira sig méste ta
hinsyn till f6r att forsta lirandeobjektet pa ett kvalitativt bittre sdtt, maste
dessa aspekter efter det att de separat erfarits kunna uppfattas simultant av
den som ska lira sig. Aspekten antal och aspekten féremal separeras och va-
rieras simultant, till exempel fyra bilar, sju apor och fyrahundratva dpplen.

Marton och Tsui, (2004) menar att det i det dagliga livet inte 4r si vanligt att
endast en aspekt av ett fenomen varierar men att systematisk variation av ett
fenomens kritiska aspekter dr mer effektivt'® 4n att aspekterna som de vanligt-
vis gor 1 det vanliga livet varieras osystematiskt. Lo och Marton (2011)
poingterar vikten av att borja med att lita den som ska lira sig ndgot fd en
6verblick 6ver det de ska lira sig. Den samlade grupp av strukturella aspekter
som en individ vid denna inledande 6verblick samtidigt lyckas erfara kring ett
specifikt fenomen utgdr den Svergripande meningen fér individen och den
referentiella aspekten det vill siga vad individen erfar (Marton & Booth, 1997).
Om intentionerna finns att ldra individen att efter undervisning uppfatta nagot
annorlunda dr det bade individers erfarande av struktutella och referentiella
aspekter som dr av intresse att studera.

This encounter does not make it possible for them to discern the critical
features, but creates a “relevance structure”, an experience of the undivided
whole from which the critical features are subsequently discerned. (Lo &
Marton, 2011, p. 11)

Efter denna inledande O6verblick kan dimensioner av variation skapas dir
kritiska aspekter med hjilp av kontrast separeras ur det hela, vilket méjliggor
dess urskiljning, och ddr generalisering bidrar till att sirskilja kritiska aspekter
fran aspekter att bortse ifran. Nir kritiska aspekter urskilts 4r de inte lingre
kritiska for eleverna, vilket de eventuellt var vid den inledande Overblicken.
Vid fusion sker samtidig variation av flera tidigare urskilda aspekter, en
erfarenhet av den helhet utifran vilken betraktaren skapar en mening, en ny
relevans struktur. Méjligheten ges att simultant se alla aspekter i relation till
varandra och helheten.

18 Att fenomenet erfars pi ett nytt och kvalitativt annorlunda sitt
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Det teoretiska ramverket i den hir studien har anvints som ett verktyg fér
att analysera skdrningspunkten mellan innehéllets strukturer och den lirandes
forstaelse av dessa strukturer. Genom den iterativa forskningsprocessen har
aspekter kritiska for att forsta innehéllet mejslats ut i relation till elevernas
uttryckta fOrstielse av innehdllet, dir de aspekter som eleverna dnnu inte
urskilt har lyfts fram mot bakgrund av lirandeobjektets redan urskilda
aspekter. Malet dr att utveckla savil forstdelsen av vad som krivs for att f6rsta
proportionella samband som att forstd lirandets betingelser avseende det

avgrinsade innehdllet.
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5. Den empiriska studien

Studien genomfdrdes under perioden november 2012 till och med maj 2013
pa en F — 9 skola i s6dra Sverige med 33 elever i tvé klasser i drskurs 8 och 29
elever i en klass i drskurs 9. Som utgangspunkt for diskussion av studiens
lirandeobjekt anvindes dels resultaten fran tidigare presenterad forskning
samt den genomférda forstudien. P4 grund av det komplexa matematiska
innehallet beslutade forskarlaget, de tre deltagande lirarna och jag, oss for att i
vatje klass behandla innehéllet under mer dn en lektion.

5.1. Learning study som forskningsmetod

Learning study, vilket 4r den metod som anvinds i detta arbete, befinner sig
inom den kunskapsgenererande inriktningen som kinnetecknade den tidiga
utvecklingen av aktionsforskningen (Elliott, 1991; Stenhouse, 1981) och
beskrivs ofta som en hybrid (Marton & Pang, 2006; Runesson, 2008) mellan
lesson study (Fernandez, Cannon, & Chokshi, 2003; Stiegler & Hiebert, 1999)
och design experiment (Brown, 1992; Cobb, Confrey, Lehrer, & Schauble,
2003; Collins, Joseph, & Bielaczyc, 2004). Learning study modellen utveckla-
des 1 Hong Kong i borjan av 2000 talet (Chik et al., 2005; Marton & Tsui,
2004) och introducerades i Sverige 2003 dir det sedan dess har genomférts ett
stort antal studier (se Holmgqvist, 2000; Kullberg, 2010; Wernberg, 2009).
Learning study har inspirerats av den Japanska undervisningstraditionen att
med hjilp av lesson study systematiskt och djupgiende analysera och under-
sOka den egna undervisningen. Likheter tar sig dven uttryck i termer av kol-
lektiv utforskning, analys, revidering och reflektion kring eventuellt lirande.
For att studien inte ska bli allt for tids- och resurskrivande begrinsas studien
till en eller flera lektioner i en serie dir ndgot specifikt, ett avgrinsat lirande-
objekt, utforskas. Lirandeobjekten viljs ut av en grupp lirare som funnit det
sdrskilt problematiskt att undervisa om detta specifika innehall f6r att férdjupa
forstdelsen av lirandets betingelser f6r detta innehdll i relation till en specifik
grupp elever.

Om utforskandet av ett lirandeobjekts behandling i klassrummet 4r ett
drag som vid utvecklandet av learning study anammades fran lesson study ér
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utvecklingen och anvindandet av en teori det som snarast forknippas med
design experiment, det andra ben varpa learning study vilar. Bdde design
experiment och learning study anvinder sig av teorier, savil allmidnna lirande
teorier som dmnesspecifika 1 syfte att formulera hypoteser kring hur en praktik
kan forbittras. Hypoteser som revideras och forfinas i iterativa processer
utifrdn vilka teorier utvecklas och beskrivs i relation till praktiken (Elliot,
2012). Det beskrivs att bada ansatserna grundar sin design i en lirandeteori
(Carlgren, 2012). I design experiment dr lirande kopplat till lirprocessen dir
manga aspekter i undervisningen under en lingre tidsperiod beaktas.

I den hir studien har learning study anvints eftersom studie sivil utgir
frin teoretiska antaganden som ett kollektivt samarbete med verksamma
lirare. I studien dr det lirandeobjektets beskaffenhet och innehillets behand-
ling i relation till den ldrande samt vilket lirande som mdjliggdrs som dr studi-
ens fokus. I enlighet med learning study-processen anvinds muntliga
och/eller skriftliga utsagor frin eleverna i syfte att gora jamforelser av hur
eleverna uppfattar lirandeobjekt vid skilda tillfdllen, fére och efter undetvis-
ning. Lektionen eller lektionerna analyseras i ljuset av det iscensatta lirande-
objektet, och ménster av variation och invarians av lirandeobjektets aspekter
underséks for att se vad som tycks vara avgbrande for elevernas lirande
(Marton & Pang, 20006). Resultaten av analys fran den forsta lektionen eller
serien av lektioner anvinds for att revidera lektionsplanen. Lektionen eller
lektionerna genomfors direfter systematiskt i en ny klass i en iterativ process
3-4 ganger (ibid.). Avslutningsvis analyseras lirandeobjektets behandling i tre
faser (det intentionella, iscensatta och erfarna lirandeobjektet) i de olika
klasserna for att se pa vilket sitt skillnaderna paverkar elevernas lirande.

En learning study-process utgir fran ett teoretiskt antagande om lirande, i
denna studie variationsteorin, dér férindringar mellan lektioner och lektions-
planeringar systematiskt analyseras och beskrivs med hjilp av denna teoris
antaganden. Dirmed beskrivs forskningen vara bade praxis- och teoriutveck-
lande eftersom de teoretiska antagandena provas i praktiken i syfte att utveckla
denna. Det finns bade férdelar och nackdelar med ett sidant uppligg. En
fordel, férutom det primira att basera undervisningen pé teorin, ar att det som
sker péd lektionerna kan diskuteras och beskrivas inom ldrargruppen och
kommuniceras till andra som ocksa ir insatta i denna teori. Samtidigt blir
styrkan en svaghet dd andra som inte behdrskar denna begreppsapparat far
svart att ta del av de lirdomar som gjorts under studien. Terminologin ir inte
heller till hjilp vad giller det specifika matematiska innehallet. Den anvinds
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snarare i relation till hur lirandeobjektet behandlas och analyseras i undervis-
ningen. Av den anledningen behévs savil god teoretisk forstielse av lirandets
betingelser som av det specifika innehall som studeras, vilket beaktats i den
teoretiska genomgangen ovan.

Forskningsprocessen i den foreliggande studien har skett i féljande itera-

tiva steg:

Tabell 1. Oversiktlig beskrivning av empirisk studie, Vecka 1 ar start, inte kalendervecka.

Klass 1 (ar 8, n = 14)

Klass 2 (ar 9, n = 29)

Klass 3 (ar 8, n =19)

Introduktionsméte (v.1, tors.)
Resultat fran tidigare forskning
och forstudie med avseende pa
aktuellt innehall presenteras och
diskuteras.

Planeringsmoéte 4 (v.11,
tors.)
Planering av lektionsserie 2

Planeringsméte 6 (v.17,
tors.)
Planering av lektionsserie 3

Planeringsméte 1 (v.5, man.)
Utformande och avgransning av

larandeobjekt

Eor-intervju (v.13, man.)

Planeringsméte 7 (v.18,
tors.)

Fortsatt planering av
lektionsserie 3

Planeringsméte 2 (v.6, man.)
Planera lektionsserie 1
Identifiera hypotetiska kritiska
aspekter att beakta i
undervisningen

Utformning av fortest

Fortest 2 (v.13, tis.)

Eor-intervju (v.19, méan.)

Fortest 1 + fér-intervju (v.6, tis.)

Planeringsmoéte 5 (v.13,
tors.)

Fortsatt planering av
lektionsserie 2

Lektion 3.1 (v.20, man.)
Fortest 3 + mini-test (1
uppgift)

Planeringsméte 3 (v.6, tors.)
Fortsatt planering av
lektionsserie 1

Utformning av fortest

Lektion 2.1 (v.14, man.)
Mini-fortest (1 uppgift)

Lektion 3.2 (v.20, fre.)

Lektion 1.1 (v.7, man.)
Kompletterande fragor till fortest
1 + Mini-fértest (1uppgift)

Lektion 2.2 (v.14, tors.)
Mini-eftertest (1 uppgift)

Lektion 3.3 (v.21, man.)

Lektion 1.2 (v.7, man.)
Mini-eftertest (1 uppgift)

Lektion 2.3 (v.15, man.)
Eftertest 2 (v.15, tis.)

Lektion 3.4 (v.21, ons.)
Eftertest 3 (v.21, tors.)

Lektion 1.3 (v.7, ons.)
Eftertest 1

Efter-intervju (v.15, ons.)

Efter-intervju (v.22, man.)

efter-intervju (v.7, tors.)

Analys av lektionsserie 2

Analys av lektionsserie 3

och_testresultat (v.15, tors.)

och testresultat (v.22, tors.)

Analys av lektionsserie 1 och
testresultat (v.8, tors.)
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Studien utformades kring ett innehall som behandlades under tre lektioner
vardera 1 klass 1 och 2, och fyra lektioner i klass 3, det vill sdga totalt 10
lektionstillfillen. Den genomsnittliga lektionstiden under de tio lektionerna
var ungefir en timme. Totalt genomférdes 10 gemensamma méten med
larargruppen, 31 elevintervjuer och 13 utvirderingar av elevernas utryckta
forstaelse vilket ger totalt 223 skriftliga tester.

Tabell 2. Summering av tillfallen da jag deltog i olika lektioner och samtal pa skolan och i de
olika klasserna.

Klass 1 Klass 2 Klass 3
Lararlagsmote 4 3 3
Antal lektioner 3 3 4
Antal intervjuer | 4 elever fore (4 efter) 7 elever fore (6 efter) 6 elever fore (4 efter)
Antal tester 5x 11 elever 4 x 25 elever 4 x 17 elever

= 55 tester =100 tester = 68 tester

5.1.1. Deltagare och urval

Valet av skola begrinsades av att de lirare som skulle inga i studien skulle ha
tidigare erfarenheter av att delta i en learning study och dirmed viss forstdelse
for variationsteorins antaganden. Anledningen till detta var studiens utgings-
punkt att, utifrdn ett variationsteoretiskt perspektiv pa lirande, se pa vilket sitt
ett innehélls behandling kunde paverka elevernas forstielse. Om lirare utan
tidigare erfarenheter av learning study och variationsteorin deltagit bedémdes
risken vara stor att de dmnesteoretiska diskussionerna pa grund av lirande-
objektets (se nedan kap. 5.1.3) komplexitet skulle hamna i férgrund och de
mer generella teoretiska antagandena om lirandets betingelser i bakgrund. En
balans bedémdes som visentlig, eftersom det ér relationen mellan innehéllets
beskaffenhet och elevernas férstdelse av detta som ska studeras. Vikten av en
tydlig férankring i teori fér samtliga deltagare i en learning study finns beskri-
vet av Adamson och Walker (2011). De beskriver hur konflikter uppstar
mellan forskare och lirare pi grund av stora skillnader i kunskaper om den
teori som anvinds. Urvalet begrinsades i denna studie dirfor till lirare med
kunskaper av det teoretiska ramverket. Vidare begrinsades urvalet ytterligare
genom att lirarna skulle undervisa i matematik pa hégstadiet och att de frivil-
ligt valde att delta i studien. Kriterierna uppfylldes vid tvd skolor varav en,
efter klartecken om tidskompensation frin skolledningen, valdes ut. Tidsa-
spekten har visat sig vara en faktor viktig for studiers genomférande i tidigare
utvirderingar (Olteanu & Lennerstad, 2011). De tre lirarna som deltog i
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studien hade, di studien startade, mellan 13 och 19 ars lirarerfarenhet och var
utbildade grundskolelirare med intiktning 4 — 9. Tva undervisade i matematik
och NO och en i matematik och idrott. Samtliga hade deltagit i ett flertal
learning study projekt varav tvd dven som handledare. Det bor nimnas att
lirarna innan de beslutade att delta blev informerade om vilket innehall som
skulle behandlas under studien. Lirandeobjektet bor vara nigot som lirarna
uppfattar vara komplicerat att undervisa om och som de av erfarenhet vet att
deras elever har svart for att lira sig. Eftersom jag sjilv ar ldrare och har funnit
detta omrade svart att undervisa om skedde urvalet av mig. Det dr dirfor
ocksa detta innehall som jag i forskarutbildning férdjupat mig i, ett innehall
som inte nédvindigtvis var i linje med de deltagande lirarnas behov vid
tidpunkten for studien. Det visade sig dock att detta innehdll var nigot som de
alla kinde ett behov av att férdjupa sig i, vilket bidrog till att de valde att delta
i studien.

I studien deltog totalt 62 elever. En elev valde att inte delta i studien. Ele-
ven var dock, efter samrdd med hemmet, med pa lektionerna men spelades
inte in. Antalet elever som gjorde f6r- och eftertest samt deltog pa lektionerna
ir pa grund av sjukdom, ledighet eller annat inte detsamma som det totala
antalet elever i ndgon klass. Med tanke pa att lektionsserien strickte sig Gver
en lingre tid var detta inte ovintat. I klass ett deltog 11 av 14 elever, i klass tva
25 av 29 och i klass tre 17 av 19.

Enligt Vetenskapsrddets riktlinjer f6r god forskningssed (2011), handlar
forskning om att pa ett rimligt sitt vdiga nyttan av forskningen mot eventuella
skadliga konsekvenser. Olika intressen maste vigas mot varandra. Att bli fil-
mad kan ses som ett intring i den personliga integtiteten. Aven om deltagarna
i denna studie gett sitt medgivande till att bli filmade har inga bilder av elever
anvints i texten. I excerpt framgir det inte vilken elev som yttrar sig. Da det ér
innehallets behandling som ir av intresse att studera i métet med lirande ar
det inte intressant att precisera vilken elev som siger vad, utan férséka analy-
sera vad det uttryckta erfarandet har f6r betydelse for forstielsen av innehéllet.

5.1.2. Planerings- och analysméten

Efter det inledande introduktionsmotet, ddr resultat frin tidigare forskning
presenterades och diskuterades inom forskarlaget, foljde ytterligare nio ge-
mensamma méten dir ljudupptagning gjordes av vad som sades. Dessa méten
var forlagda pd skolan efter avlutad undervisning och varade mellan 1,5 och 2
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timmar. Lirandeobjektet och dess hypotetiska (férmodade) kritiska aspekter
preciserades vid de forsta planeringstillfillena. Med utgangspunkt i detta
konstruerades fér- och eftertest samt planering av den efterfdljande lektions-
serien. Samtliga ldrare var ansvariga for detta arbete, men genomférandet av
undervisningen gjordes av en av lirarna per lektion. Det innebir att lirare 1
ansvarade for lektion 1A, 1B och 1C, medan lirare 2 ansvarade for lektion 2A,
2B och 2C och lirare 3 lektion 3A, 3B, 3C och 3D. Efter varje avslutad
lektionsserie foljde ett analysméte ddr de filmade lektionerna, i kombination
med resultat frin f6r- och eftertest samt de intervjuer som gjorts av ett antal
elever fore och efter undervisning, analyserades gemensamt av oss all. Som
grund f6r denna analys var det iscensatta lirandeobjektet och vilka innehalls-
liga dimensioner av variation av innehallets aspekter som Sppnades eller togs
for givet under lektionerna. Under dessa méten flot till viss del analys och
planering in i vartannat. Infér analysmotena avgrinsades lektionssekvenser
som bedémdes vara av sirskilt intresse for att forsta elevernas erfarande av
innehallet. Denna avgrinsning gjordes av mig genom den analys jag, med
utgangspunkt fran diskussion med den lirare som deltagit i den lektionsserie
som implementerats, gjorde infér motena med lirargruppen. Dessa sekvenser
diskuterades med de i studien deltagande lirarna. Efter varje lektion hade jag
och undervisande liraren en diskussion under ca en halvtimmes tid om
upplevelser under lektionen och eventuella aspekter att ytterligare belysa
under nista lektion.

5.1.3. Lirandeobjekt

Det indirekta lirandeobjektet (den f6rmaga som eleverna forvintas utveckla) i
den genomférda studien beslutades vara att kunna argumentera och resonera
proportionellt 1 varierande kontexter och sammanhang. Det direkta
lirandeobjektet var att kunna identifiera de strukturella sambanden mellan fyra
virden i ett sammanhang dir virdena varierar men kvoten 4r konstant
(proportionalitetskonstant).
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Med avsikt att avgrinsa studien behandlades tva typer av problem:

Saknat virde problem vilket innebir att tre av fyra virden i proportionen

a_c. .. I . . .
5 =g ar kidnda. Milet 4r att identifiera den okinda.

o . . . . . a_c. .. .

Jémforande problem dir samtliga virden i proportionen 5 =g ar kinda. Malet
e . a. .. C L. .

var att kunna jimfoéra och se om férhallandet , ar lika med - For att ytterli-
. . . . . .. a

gare avgrinsa lirandeobjektet beh6vs i detta arbete inte kunna avgdra om 5

ar storre eller mindre 4n =

Forskarlaget enades om att det direkta lirandeobjektet var rimligt att behandla
under en tidstymd av tre lektioner. Lirandeobjektet ansdgs dven vara en viktig
grund f6r andra framtida lirandeobjekt, som till exempel funktioner och
procentuella berakningar med hjilp av férindringsfaktor.

5.1.4. For- och efterintervjuer

Infor varje lektionsserie intervjuades en fjirdedel av eleverna i varje klass dir
samma uppgift som i férstudien utgjorde en grund for intervjun. Dessa
intervjuer filmades med hjilp av en kamera pa stativ vilken var riktad med
fokus pd det som eleverna skrev pa uppgifter. Samma elever intervjuades efter
lektionsserien. Dessa intervjuer anvindes som undetlag vid efterfdljande
planeringsméten med avsikt att designa lektioner for att kritiska aspekter som
eleverna behover urskilja lyfts fram. Genom att belysa skillnader i hur eleverna
uppfattade lirandeobjektet tas hinsyn till dessa 1 undervisningen. Att andelen
elever var just en fjardedel beror pa att det dd bedémdes vara moijligt att hinna
analysera dessa intervjuer innan genomfdrande av nista lektionsserie.

5.1.5. For- och eftertest

De tester som anvindes i detta arbete var utformade av mig i samrad med
andra forskatre och de lirare som deltog i denna studie. Fot- och eftertesterna
har anvints som hjilp for att analysera om eleverna genom undervisningen
lyckats urskilja aspekter av lirandeobjektet som bidrar till komplexare forsta-
else av densamma. Morris och Hiebert (2011) beskriver att sma och avgrin-
sade men ofta férekommande fér- och eftertest kan bidra till att utveckla
undervisningen genom att effekten av en gradvis férindrad undervisning kan
foljas kontinuerligt. Resultaten av analysen av for- och eftertest lag dven till
grund fOr revidering av efterféljande lektionsserie. Att pa férhand, kvalitativt,
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med hjilp av tester f6rsoka identifiera vilka kritiska aspekter eleverna har eller
inte har urskilt 4r en utmaning. Ofta framkommer nya aspekter under studiens
gang varvid f6r- och eftertest skulle bli mer precisa om de justerats. Samtidigt
forsviras dd jimforelser mellan grupperna, vilket minskar validiteten. Fri-
gorna pa for- och eftertest var i denna studie desamma men siffervirden
dndrades i vissa uppgifter for att svaren inte skulle vara identiska (se bilaga 1).
Di nya virden valdes togs i stérsta méjliga man hinsyn till att svéarighetsgra-
den pa uppgiften inte skulle férdndras. De virden som anvindes i f6r- och
eftertest var dven valda med hinsyn till att eleverna skulle kunna visa att de
kunde resonera proportionellt och inte fastna i berdkningar som de eventuellt
inte klarade av. Minirdknare anvindes inte av eleverna i studien pd grund av
att forskatlaget ansag att det skulle kunna bidra till att eleverna laste sig vid att
jimfora forhallanden pé ett specifikt sdtt genom att de till exempel relativt
enkelt med hjilp av minirdknaten tog reda pa det direkta férhallandet genom
att genomfora en matematiks berdkning. I samtliga klasser fanns dock elever
som dnnu inte hade automatiserat multiplikationstabellerna och darfor fick alla
elever tillgdng till en lathund” (multiplikationstabeller frain 1-10) under test
och lektioner. Eleverna testades infor den forsta lektionen, och testades efter
den sista lektionen i varje lektionsserie. Infér den forsta lektionen i klass 1
provades ett storre antal frigor ut dn vad som sedan anvindes i de efterfol-
jande lektionerna. I varje klass anvindes dven ett mindre test (i fortsittningen
bendmnt minitest) dér en till tvd frigor genomfdrdes 1 direkt anslutning till
och direkt efter en lektion. Testerna kan bidra till att peka mot om eleverna
lyckats eller inte lyckats med att urskilja just de kritiska aspekter som skulle
synligg6ras under den aktuella lektionen.

I studiens resultat jamfors elevers svar pa 5 uppgifter som testades i alla
klasser vilka bendimns A — E. I klass 1 och 2 fanns yttetligare en uppgift i f61-
och eftertest som var konstruerad med avsikt att se om eleverna kunde an-
vinda olika berikningsstrategier. Denna uppgift stréks dock i efterhand av tva
skil, dels att det var svirt att urskilja elevers olika sitt att 16sa uppgifterna pa
dels att den av forskarlaget inte upplevdes finga elevers férmaga att byta
berdkningsstrategi, vilket den var avsedd att testa (se bilaga 2). I klass 3 tillkom
istillet en uppgift som utformades och anvindes som minitest-uppgift i klass
2. Inte heller denna uppgift analyserades eftersom den visade sig prova elevers
f6rmaga att storleksordna férhallande vilket lag utanfor detta arbetes ramar (se
bilaga 3). I klass 1 genomférdes ett mini-eftertest efter den andra lektionen
(samma dag med kort rast emellan) Det gjorde den dven i klass 2 men denna
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uppgift stréks som nidmnts. I klass 3 gjordes mini-fér- och eftertest i direkt
anslutning till den forsta lektionen.

5.1.6. Videoinspelade lektioner

Med avsikt att analysera vilka méjligheter till lirande som erbjods under lekt-
ionerna filmades arbetet under lektionerna. En férdel med detta var att fors-
karlaget ddrmed tillsammans kunde analysera det som skedde under lekt-
ionerna. I denna studie anvindes en kamera som 1 férsta hand foljde liraren
vid helklassdiskussioner men som vid gruppdiskussioner forflyttades mellan
olika elevgrupper for att férséka finga den innehallsliga interaktionen da ele-
verna l6ste uppgifter. Det kan vara en fordel att ha flera kameror i klassrum-
met risken finns att viktiga skeenden i klassrummet hamnar utanfor data-
materialet. Genom att kamerorna inte var uppstillda pad stativ utan hanterades
av forskaren som foljde innehallets behandling, vilket ér studiens fokus, blir
det som sker i Gvrigt inte lika avgbrande f6r studiens resultat. Att ha yttetligare
en fast kamera i klassrummet hade wvarit bra att ha, utifall den ordinarie
kameran hade slutat fungera.

5.2. Analys

Det filmade materialet har i relation till resultat pd fér- och eftertest analyse-
rats 1 olika steg. Efter varje lektionsserie (tre eller fyra lektioner i samma grupp
elever) analyserades lektionerna med avsikt att identifiera nir under lektion-
erna dimensioner av variation Sppnades eller stingdes, det vill siga specifika
tillfillen s kritiska aspekter av innehallet kontrasterades eller generaliserades.
Denna analys lag till grund f6r férdndringar infér nidstkommande lektionsse-
rie. Rent konkret gick detta atbete till enligt foljande: ett forsta urval gjordes
av mig 1 samrad med den lirare som deltog pa lektionerna med utgangspunkt
frin vira gemensamma upplevelser av lektionerna. Hela det filmade materialet
fran respektive lektionsserie studerades direfter av mig dir valda moment
identifierades. Dessa kompletterades med andra moment dir jag bedémde att
innehallet behandlades pa ett sddant sitt att det tycktes méjliggoras eller inte
mojligedras lirande under lektionerna. Valda tillfillen studerades och analyse-
rades direfter av forskalaget dir diskussionerna ibland medforde att ytterligare
moment och andra tillfdllen ur det filmade materialet analyserades. Vid en
andra analys, vilken gjordes efter det att learning study avslutats, studerades de
10 filmade lektionerna i kombination med anteckningar av mig i sin helhet,
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dir en utférlig indelning av de ingdende momenten i de olika lektionsserierna
gjordes. Detta gjordes i syfte att skapa en Gverblick av det filmade materialet
och transkribera moment, bade tidigare identifierade och nya, dér lirande
eventuellt mojliggjordes eller inte mojliggjordes. Analysen syftade till att, ur
dessa moment, férsoka identifiera och beskriva de specifika tillfillen da di-
mensioner av variation av innehallsliga aspekter som med ldrares eller elevers
hjilp 6ppnades eller stingdes, det vill sdga om lirande tycktes mojliggoras eller
inte. Jamforelser gjordes direfter savil mellan olika lektioner i samma klass
och samma lektioner i olika klasser i relation till hur innehallet behandlades.
Analysen kopplades dven till elevernas resultat pa f1r- och eftertest med avsikt
att se om det mojliggjorda lirandet uttrycks i testresultaten, det vill sdga om
det iscensatta lirandeobjektet gick att relatera till elevernas erfarna lirande-
objekt.

Transkript

I resultatdelen férekommer transkript av lektioner i vilka det beskrivs vilken
Kklass, lektion och moment som behandlas. Alla elever och larare 4r beskrivna
med pseudonymer. For att veta vilken lektion och moment som avses
anvinds féljande beteckning, lek. 1.2 — M3, dir /ek. 7 star for férsta lektions-
serie (och klass), 2 f6r andra lektionen och M3 for tredje momentet. I nist-
kommande kapitel 5.4 beskrivs samtliga lektionsmoment.

Vid beskrivningar 1 klassrum och i transskript anvinds f6ljande

L:  ldrare
E:  elev (ibland med pseudonym initial férsta bokstav t.ex. J f6r Johanna)
paus

(...) Jljud ej moijligt att héra
[...] textborttaget

[text] beskrivning av hindelse, eller férfattares kommentar

Vid transkribering har det som sigs anpassats fOr skrift pd sd vis att ovid-
kommande upprepningar, talspraksuttryck som till exempel 6hhh, hmm, och
liknande har plockats bort. Detta har gjorts i syfte att géra det littare att foku-
sera innehéllets behandling i de olika momenten.
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5.3. Metodologiska hinsynstaganden

Syftet med denna studie dr att studera innehallsliga aspekter som tycks vara
avgorande, det vill siga kritiska, att i undervisningen synliggéra fér att erbjuda
eleverna méjligheter att utveckla kunskap om proportionella samband. Val av
metod har gjorts med utgangspunkt frin forskningsfrigorna och det sitt som
studien 4r tinkt att implementeras och frigan dr om val av teori (variations-
teorin) och metod (learning study) i detta fall 4r limpligt?

5.3.1. Giltighet och trovirdighet

Shadish, Cook och Campbell (2002) beskriver att en viktig aspekt vid val av
metod ér att beakta metodens kapacitet att bidra med precisa svar pa en av-
grinsad fragestillning. D4 det i denna studie var svar pa frigor relaterade till
innehallets behandling i relation till den lirandes erfarande av innehallet som
eftersdktes beddmdes variationsteori och det innehallsliga fokus denna teori r
forknippat med vara ett lampligt val. Studien kan anses vara av kvasi experi-
mentell karaktdr (Shadish et al., 2002) till exempel genom att kvalitativa ana-
lyser av lektioner och tester gjordes i relation till kvantitativa jamforelser av
grupper, samt att inget slumpmissigt urval gjordes av de elever som deltog i
studien. Cohen, Manion och Motrison (2011) besktiver att en studies interna
validitet, dess giltighet, i kvalitativa studier, dr kontextbunden. Djuplodande
beskrivningar gors, enligt forfattarna, i syfte att forstd hur andra ser pa vitlden
i naturliga sammanhang dir forskare dr en del av den beforskade praktiken
(ibid.). Att forsoka identifiera kritiska aspekter vilket, var centralt i detta
arbete, kan ses som ez sitt att forsOka forsta hur andra ser pa virlden.

Cohen et al. (2011) papekar att validiteten hos pastdenden och slutsatser
om orsak och verkan aldrig kan vara sanna utan ungefirliga. Begreppet va-
liditet 4r forknippat med egenskaperna hos en sidan slutsats. Validitet dr inte
en metod eller en design 1 sig. Begreppet validitet ir istillet relaterat till san-
ningshalten i de kunskapsansprdk som gors dir validiteten dr att betrakta som
god om de empiriska resultaten, tidigare forskning och den eller de teorier
som anvinds 4r i linje med dessa ansprik (ibid.). De kausala beskrivningar och
péstienden som i detta arbete gérs om att det dr innehillets behandling som
ir orsak till eventuell effekt ska betraktas i ljuset av detta resonemang. Inom
det valda teoretiska ramverket, variationsteorin, menas att en av de viktigaste
faktorerna for elevers lirande dr hur aspekter av innehéllet behandlas i under-
visning relaterat till elevernas erfarande av det avgrinsade innehallet. For att
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studera detta har learning study anvints som modell f6r datainsamling och
systematiska studier av skilda sitt att behandla samma innehill. Modellen hatr
anvints 1 ett stort antal klassrumsstudier (se Chik et al., 2005; Marton & Pang,
20006; Matton & Tsui, 2004) dir relationen mellan innehillets behandling och
elevers lirande har studerats. Samtidigt finns det i varje klassrumsstudie,
liksom i denna, ett stort antal parametrar som kan variera och péverka de
kausala ansprak som gors till exempel: klasstorlek, elevers élder, lirare och
antal lektioner. Detta problematiseras, med avseende pa denna studie, inte hir
utan i metoddiskussionen som féljer efter det att studiens resultat presente-
rats.

Shadish et al. (2002) beskriver att den teoretiska begreppsapparaten maste
ga att operationalisera i studien samt att begreppsvaliditeten, det vill siga be-
greppens giltighet, stirks av detaljerade beskrivningar 6ver hur denna imple-
mentering kommit till uttryck. I detta arbete anvinds data som undetlag f6r
analys (excerpt, exempel pd elevldsningar, resultat frin test och beskrivningar
av lektionsmoment) i syfte att forséka ge en sa trovirdig bild som méjligt av
det intentionella, iscensatta och erfarna lirandeobjektet i studien. Resultat-
beskrivningar gbrs utifrin de teoretiska utgingspunkterna kombineras med de
i detta arbete preciserade matematiska begrepp som i tidigare forskning
funnits vara relevanta fér det specifika innehéllet.

Forskaren strdvar i en learning study efter att, ur elevens perspektiv, gora
en analys av vilket lirande som mojligedrs under lektionerna (Runesson,
2006). Det finns aspekter som kan tas for givet och som férblir osynliga vid
analysen (Higgstrom, 2012) vilket paverkar trovirdigheten for de slutsatser
som dras. Men det dr samtidigt villkoret f6r denna ansats att férséka grunda
dessa antaganden i teorin, i detta arbete vatiationsteorin dir forstaelse, som
Evers och Wu (2000) beskriver det, skapas da forskarlaget s att siga vandrar
mellan teori och empiri. Shavelson, Phillips, Towne och Feuer (2003)
ifragasitter om det Sverhuvudtaget kan goras ndgra kunskapsansprik med det
rika antal parametrar som finns att beakta i klasstummet (med syftning pa
design experiment) och att risken dessutom dr stor att det ur den stora
mingden data kan hitta alternativa forklaringar till den férindrade praktiken.
Trovirdigheten i denna studie kan utifrain ovanstiende resonemang stirkas av
att det hér inte rér som om ett stort antal parametrar i klassrummet utan att en
tydlig avgrinsning skett mot att studera relationen mellan skilda sitt att
behandla samma innehall och elevernas erfarande av detta innehall.
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5.3.2. Reliabilitet vid analys av resultat och lektioner

For att 6ka validiteten i analysen av resultaten fran elevernas fér- och eftertest
och de filmade lektionerna har interbedémarreliabilitet efterstrivats genom att
en forskarkollega analyserade valda sekvenser av materialet. Jimf&relser gjor-
des direfter av om bida uppfattade det som om lirande av ndgot specifikt
mojliggjorts eller inte moéjliggjorts. Detta gjordes dock dven vid varje analystill-
fille under studiens ging da forskarlaget tillsammans analyserade filmade se-
kvenser. Akerlind (2012) bendmner detta som en dialogic reliability check och
poingterar att denna diskussion ska fortga till dess att 6verenskommelse nitts.
Hon beskriver dven en annan variant, coder reliability check, dd tva forskare
oberoende av varandra analyserar och kategoriserar det transkriberade materi-
alet. P4 grund av det omfattande materialet frin lektionerna har sekvenser dir
dimensioner av variation Oppnas eller stings valts ut. Detta innebidr att det
gOrs ett urval dir moment som kan vara av intresse riskerar att forbises. Ett
antal excerpt i kombination med illustrerande figurer och exempel pd elevlés-
ningar fran test anvinds i resultatdelen i syfte att ge lisaren mojligheten att
kunna skapa sig en bild 6ver hur lirandeobjektet behandlats 1 undervisningen.

5.3.3. Forskarens roll

Skillnaden mellan att forska eller inte 4r inte avhingigt av var personen befin-
ner sig, pa universitetet eller i skolan. De ldrare som deltar i studien, dven jag i
egenskap savil som forskare fran universitet som ldrare i skolan, dr alla ldrare i
grunden men i learning study processen dr alla ocksd forskare om 4n med
olika roller. Min roll 4r att sidkerstilla att studiens vetenskapliga kvalitet uppnas
och att den praktikutveckling som sker dr vetenskapligt grundad. Det innebir
att jag har ett storre ansvar for att analysera och tolka materialet, vilket ocksa
ir relaterat till den mertid jag har tll férfogande jimfort med ldrarnas tidsa-
spekt. Tiden anvinds f6r djupare analys av lektioner, elevresultat och tidigare
forskning. Det dr en lirare och inte en forskare som agerar i klassrummet pa
de lektioner som ingar i studien, eftersom det ér lirarnas naturliga roll, men
samtidigt dr det viktigt att betona att det inte dr lirarna som studeras utan
elevers lirande i relation till hur innehallet behandlas pa lektionerna. Liraren
blir en viktig faktor i detta arbete, men samtidigt dr lektionsdesignen utformad
av hela forskargruppen gemensamt. Jag dr, i min forskarroll, ddrfér inte en
passiv betraktare vid planeringen av lektionerna. I denna studie r det diremot
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jag som har ansvar for att analysera och skriva fram resultat, som ska kommu-
niceras med ldrarna, och forska vidare kring det som framkommit i studien.

5.3.4. Generaliserbarhet

Hiebert, Gallimore och Stiegler (2002) anser att lirares kunskaper limpligast
presenteras med hjilp av en teori som exemplifieras med hjilp av exempel
frin undervisningen. De poingterar vikten av att lirare maste viga lita andra
se och utvirdera de resultat som framkommit i den egna verksamheten 1 syfte
att sikerstilla kvalitén. En 16sning dr att lata experter granska kvalitén pa re-
sultaten innan de delas med andra, en annan att lita andra lirare testa de
framtagna teotierna i andra kontexter. Detta arbete granskas kontinuerligt i
olika steg av vetenskapssamhillet, men det 4r ddrmed langt ifran sikert att det
dven kommer att kvalitetsgranskas av andra ldrare i andra kontexter. Om det
nu 4nda gors, sd har vi i dag inte nagot system liknande det som anvinds i
Japan dir forskningslektioner studeras och analyseras pd ett liknande sitt som
inom akademin men av lirare frin hela landet (Lewis, 2000).

Larsson (2009) beskriver att olika forskningsansatser har olika sorters pro-
blem vad giller generaliseringsansprak. De 4r avhingiga vilka kunskapsan-
sprak som gors och vilka problem och fragestillningar som beaktas. Han me-
nar att det ibland inte 4r meningsfullt att tala i termer av generalisering sisom
vid studier av ndgon specifik person eller studier som syftar mot att undermi-
nera “universella sanningar”. Utéver dessa exempel 4r det enligt honom svart
att inte gbra ansprak pd att i kvalitativa studier generalisera. I annat fall skulle
kvalitativa studier vara ointressanta eftersom de slutsatser som dras inte ér
giltiga annat dn i det specifika fallet vid en specifik tidpunkt. Larsson beskriver
att ett sitt att generalisera dr att maximera variationen inom gruppen. Detta
exemplifieras med hjilp av den fenomenografiska forskningsansatsen dir det
strivas efter att identifiera och beskriva kvalitativa skillnader i hur minniskor
uppfattar ett specifikt fenomen. Ett problem som Larsson beskriver kvarstir
dock da det f6r den skull inte alls 4r sikert att detta speglar alla tinkbara kate-
gotier av uppfattningar som nigon strivar efter att identifiera. Ett annat sitt
att generalisera dr enligt Larsson (2009) via context similarity. Fokus flyttas dd
fran att det 4r forskarens ansvar att pavisa om ett forskningsarbete gar att ge-
neralisera eller ¢j till den som ldser. Med hjilp av Guba och Lincoln (1994)
beskrivs att det oftast 4r den som ldser som dr mest limpad att avgéra om de
térhallanden som beskrivs i forskningsrapporten Gverensstimmer med en an-
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nan av ldsaren given kontext. Forskarens roll flyttas dd mot att med hjilp av
noggrann beskrivning kommunicera studien pa ett sidant sitt att andra kan
bedéma om de resultat som framkommit dr anvindbara i andra kontexter.
Det problematiseras att den noggrannhet vari studien beskrivs kan variera
varvid dven de som uppfattar kontexten som lika kan variera. Utifran detta
resonemang gir det att tinka sig att de variationsmonster som i denna studie
skapas 1 syfte att urskilja kritiska aspekter av lirandeobjektet av andra kan
uppfattas som generaliserbara till andra kontexter och sammanhang. Att
denna analys baseras pd en teori kan betraktas som en styrka dé ett resultat ér
”djuplodande” besktivningar av innehéllets behandling vilka kan skrivas fram
med hjilp av denna teoris terminologi. Beskrivningar som kan anvindas och
provas i andra kontexter och andra sammanhang i syfte att uppnd extern
validitet.

5.3.5. Etiska 6verviganden

Vid genomférandet av denna studie har Vetenskapsradets (2011) rekommen-
dationer f6ljts. Deltagande bade vad giller elever och lirare utgick frin frivil-
lig basis dir information gavs om att det nir som helst under studiens gang
gick att vilja att inte lingre vara med. Infor studien skickade jag ut informat-
ion (se bilaga 4) om studiens syfte till virdnadshavare och elever dir bland
annat frivillighet och integritet podngterades. For deltagande elev krivdes
skriftligt godkdnnande av vardnadshavare. I informationen till hemmet fanns
dven kontaktuppgifter till mig. Elever dldre 4n 15 4r kunde sjilva fa fatta be-
slut om att delta, vilket styrktes av skriftligt godkdnnande. Vid filmning i klass-
rummet var kameran frimst riktad mot lirare men vid svep 6ver klassrummet
och elevdiskussioner fanns elever med pa bild. Vid filmning av elevers dis-
kussioner har ett respektfullt agerande efterstravats pd sd vis att inte eleverna
varit i fokus utan elevernas dialog i relation till det material och uppgifter de
arbetade med. Vid testsituationer podngterades att tester skulle avidentifieras
och att elevernas resultat, vid diskussioner i forskarlaget pd grund av avidenti-
fikation, dirigenom inte kunde anvindas f6r individuell bedémning eller be-
tygssittning. Ett antal elever intervjuades infér och efter varje lektionsserie.
Infor dessa tillfillen fick dessa elever en muntlig forfrigan dir det podngtera-
des att de trots att de valt att delta i studien kunde vilja att inte bli intervjuade.
Totalt valde tre elever att inte delta i intervju.
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5.4. Overgtipande beskrivning av lektionerna

Texten som foljer dr en sammanfattning dmnad att skapa en Gverblick Gver
lektionsmomenten i de tre lektionsserierna. De férindringar som gjorts mellan
dessa lektionsserier har grundats i analys av foregiende lektionsseties intent-
ionella, iscensatta och erfarna lirandeobjekt. Lirandeobjektets olika faser
redovisas i det efterfoljande resultatkapitlet eftersom revideringarna i sig r ett
resultat av den fordjupade fOrstielsen av innehallets behandling. Innan de
ingiende lektionsmomenten presenteras placeras lektionerna in i sitt samman-
hang (Figur 27 nedan), denna studies cykler.

4 Analys
Planefing => Planaring Fér Planefing \ .
11 12 'fii' 13 euo";ssa @
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2
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Figur 27. Oversiktlig beskrivning éver ingéende moment i denna learning study.

I grova drag féljer lektionerna lirandeobjektet enligt féljande: Under férsta
lektionen behandlades i samtliga klasser (lek.1.1, 2.1, 3.1) aspekter av ldrande-
objektet ddr proportionella strukturer mellan fyra storhetsvirden beaktades.
Under den andra och tredje lektionen fortsatte urskiljning av aspekter ur
lirandeobjektet men fokus flyttades alltmer 6ver mot vilka berdkningsstrate-
gier som eleverna anvinde sig av for att 16sa proportionella problem. Aven i
den forsta lektionen gjordes det till exempel berikningar som kriver nigon
slags strategi frin elevernas sida, men dessa var tinkta att vara i bakgrunden.
Uppligget pé lektionerna i de tre klasserna var av liknande karaktir pa sa vis
att helklassdiskussionerna varvades med par- eller gruppdiskussioner. Da
eleverna arbetade 1 par eller gruppvis gavs eleverna uppgifter att arbeta med,
antingen via utdelade instruktioner i pappersform eller via skriftliga instrukt-
ioner pd tavlan. Elevernas arbeten f6ljdes oftast upp av helklassdiskussion dr
olika sitt att 16sa uppgifterna fokuserades av lirare och elever.
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I figuren nedan gors en Oversiktlig beskrivning av de ingdende momenten 1
den forsta lektionsserien. I momenten anges inom parantes om innehallet

behandlats i helklass (H) ellet i par/grupp (G).

Lektion 1.1

Moment 1

Moment 2

Moment 3

Jamforelse av storhetsvérden.
Samma storhet 6 m, 3 m och olika
storhet 6 m, 2 s.

(H/G/H)

Andra enheter (storheter) kr, kg,
liter, introduceras i relation till
begreppet forhéllande. (H)

Uppgift av karaktdren saknat
vérde. En pool fylls med jamn
hastighet. (G/H
tid (s)

3

6
Fler virden i samma forhéllande
efterfragas och fylls i lodrit.

volym (1)
9

Moment 4

Moment 5

Fler virden i det vagrita
forhallandet fran pooluppgiften
efterfragas (G/H)

Lodrita och vagrita forhéllandet
jamfors. (uppgift i moment 3)
H

tid | vol | Vol | Vol Vol | vol
s) A  B| C D|E
3 9 | 7,5 15
6 11 18
Lektion 1.2
Moment 6/7 Moment 8 Moment 9

Problem av karaktiren saknat
vérde. Eleverna far i uppgift att
forsoka hitta ett oként tal med
hjélp av forhallanden mellan de
andra talen. (G/H)

Problem av karaktiren saknat
virde. Okénd stricka hos
likformiga rektanglar ska hittas
(G/H)

Oklarheter fran moment 3 kring

varfor en sammansatt storhet som

stimmer med bade inom- (1:3)

och mellan-forhallandet (1:2) ¢j
ar att skapa diskuteras. (H)

‘ ’ 9 tid (s) volym (1)
619 6 |10 916 3 9
10 9 12 18 - 6 18
| - ? ?
Lektion 1.3
Moment 10 Moment 11/12 Moment 14/15

Diskussion om forhallandet
mellan flickor och pojkar i
klassen.

Diskussion om hur ménga flickor
och pojkar som maste komma till
klassen for att forhallandet ska
kvarsta. (G/H)

Gruppuppgift dir 3 olika
uppgifter delas ut. Samtliga av
karaktéren saknat virde. (se
bilaga 5)

Uppgifterna diskuteras darefter i
helklass

Ny gruppuppgift dar elevernas
egna l9sniagar pa en uppgift pa
fortest ska sorteras utifran
16sningsstrategi. (se bilaga 6)

Sortering av elevldsningar i
kategorier pa tavlan i helklass.

Figur 28. Moment i den forsta lektionsserien.
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Vid en férsta anblick kan den andra lektionsserien te sig snarlik den forsta.
Flera uppgifter kvarstir men flera av dem har, utifrin analys av den fOrsta
lektionsserien, till viss del omarbetats. Férdndringar av uppgifter jimfort med
klass 1 dr markerat med fetstil. Markerat dr antingen del av moment eller hela
moment. En férindring var till exempel att det i lektionen f6r eleverna i den
andra klassen till skillnad frin lektionen for eleverna i den fOrsta klassen
inledningsvis inte gjordes jimférelser av olika sammansatta storheter utan
enbart av siffervirden.

Lektion 2.1
Moment 1 Moment 2 Moment 3
Jamforelse av tal (H/G/H) Hur skapas nya tal med samma | JimfGrelse av storhetsvérden.
a) additiv och multiplikativ forhallande som 2 a) samma storhet 6m, 2m
jamforelse av talen 6, 2 (G/H) 6 b) olika storhet 6m, 2s
b) jamforelse av talen 9, 6 (G/H)
Moment 4
Bestiimma antal pojkar och
flickor i samma forhallande...
(H/G/H)
a) iforhallandet 3:1
b) i forhédllandet 5:4
Lektion 2.2
Moment 5 Moment 6 Moment 7
< Helklassdiskussion om vad Problem av jimforande
forhallandet mellan pojkar och karaktir. Hitta klasser med
flickor i klassen &r? samma forhallande mellan

pojkar och flickor (G/H)

[ P Py pon o |
Multiplikationstabell visas av O e v RN vy
lirare som hjilpmedel att utifran -
tva givna virden hitta tva viirden i
proportion till dessa. (H)

Kass1| 6 4

% | 6 Kess2| 18 | 15 | ess2| 12 [ 9

Kass3| 3 | 10 Kess3| 12 | 10 | Kess3| 18 | 12

Moment 8 Moment 9

Problem av karaktéren saknat virde. | Helklassdiskussion av uppgift i
Kranar som rinner i jamn hastighet | moment 8.

(&)

[om [own]  [mow [oma] |
[z s | [2]5 \
LT ] [T \

o | voymo) |

Td () | Voym () [ro@ [vamo
. [ [ =

« = [
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Lektion 2.3

Moment 10 Moment 11/12
Liraren iterkopplar till forra 3 gruppuppgifter delas ut.
lektionen och uppgifterna med Samma som i lektion 1.3
kranarna i moment 8. Efterfragar | (moment 11/12) (se bilaga 5)
olika strategier for att 16sa Foljs av diskussion i helklass.
problem av karaktiren saknat (G/H)
virde. (G/H)

Figur 29. Moment i den andra lektionsserien. Férandringar av uppgifter jdmfért med klass 1
markerat med fetstil. Markerat &r antingen del av moment eller hela moment.

Inf6r den tredje lektionsserien skedde stétre omarbetningar av lektionsdesig-
nen dir ett flertal uppgifter tillférdes. Efter tre lektioner hade inte hela det
planerade innehallet behandlats varfér beslut om ytterligare en lektion fatta-
des. Skillnader mellan lektionsserie 2 och 3 har dven i texten som foljer marke-
rats med fetstil.

Lektion 3.1
Moment 1 Moment 2 Moment 3
Jamforelse av tal Parvisa jimforelser av Att en proportion har tva
a) additiv och multiplikativ strickor i samma forhallanden (inom och mellan)
jamforelse av talen 6, 2 forhallande (inom) att beakta introduceras med
b) jamforelse av talen 9, 6 a) i forhallandet 1:3 hjélp av likformiga trianglar
(H/G/H) b) i forhallandet 3:4 med sidorna 2, 3 och 6, 9
c) 1iolika forhdllande jamfors
(H/G/H) (H/G/H)
Moment 4 Moment 5 Moment 6/7
Uppgift av karaktiren saknat Svaret 10 som tyder pa Tva likformiga trianglar
viirde. Likformiga trianglar med | urskiljning av additiv jamfors isyfte att synliggora
sidorna 2, 4 och x, 12 jimfors. skillnad i foregaende uppgift | berikningsstrategier. Plats och
resoneras. Illustreras med ej | dela strategi. (H/G)
s likformig triangel vilken i e o
P ‘ eleverna uppmanas gora
” = likformig. (G/H) N
Skillnad mellan 2 3
beriikningsstrategier belyses
(G/H) Vortsidon o den dees | lngaidan o den delo
3 lika stora bitar? 5 lika stora bitar?
12
3
: 20
Generaliseras med andra virden
4 12 och problem av karaktéren saknat
virde.

85




PROPORTIONELLA SAMBAND

Lektion 3.2

Moment 8

Moment 9

Moment 10

Helklassdiskussion och
fortsiittning pa foregaende
lektion. Dela och platsstrategi.

Demonstration. Tva gummi-
band striicks ut av ldrare i
syfte att synliggora oédndligt
antal par av sammansatta
storheter i ett forhillande
(H)

Aterkoppling till avslutande
problem frén forra lektionen
(M-7) (G/H)

Moment 11

Moment 12

Moment 13/14

Generaliseras med andra exempel

Dela och plats strategi
generaliseras med ett annat

Ny jamforelse mellan
likformiga trianglar dir inget

av karaktiiren saknat viirde (G/H
L "y exempel (G/H) av forhdllandena ir det mest
S ‘ '\ Y l_\\,«.‘ forenklade. (G/H)
N Il 0 Samma forhallande?
> IS e 20
o &) e Lk
e - L-.XJ ‘A :
= R 3 . ®
10,5 s .
Fler uppgifter av samma karaktar
ges som gruppuppgift. (G/H)
Lektion 3.3
Moment 15 Moment 16 Moment 17

Andra sammansatta storheter in
bas/hdjd i likformiga figurer
introduceras (G/H)

langd / tid volym / tid
(hastighet)
i ‘5

kostvad / vikt antal /antal

(kilopris)

2
langsida / kortsida

kostnad /antal nagonting / ndgonting

Problem av jémforande
karaktér.

a) Helklassdiskussion om
forhallandet mellan flickor
och pojkar i klassen.
Gruppuppgift dér jam-
forelser av forhallandet
mellan flickor och pojkar i
olika klasser och skolor
gors.

Samma uppgift som i lektion
2.2-M7. Klasser i skolor
jamfors.

b)

Problem av karaktdren saknat
vérde. Kranar som rinner i jimn
hastichet (G/H)
n hastighet.
an tidpunkt

Volym {1
12
30

Volym ()
200
300

M8 Ytterligare en ruta med
hogre virden.
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Lektion 3.4
Moment 18 Moment 19 Moment 20
Problem av karaktiren saknat 3 gruppuppgifter (se appendix | Avslutande helklassdiskussion av
virde. Hitta enklare forhiallande | 5) delas ut dér uppgift b och ¢ | de 3 uppgifterna.
fokuseras och illustreras med ar identiska med uppgifterna i

hjélp av likformiga trianglar. (H) | lektion 2.3.M-11/12 men dér a
uppgiften modifierats enligt
foljande.

Exemplet kopplas till storheten
hastighet och en védrdetabell med
samma métvirden som trianglarna
ovan

Figur 30. Moment i den tredje lektionsserien. Férandringar av uppgifter jamfért med klass 2 ar
markerat med fetstil.

Den tredje lektionsserien skilde sig markant fran de tidigare. Under de tvd
forsta lektionerna i den tredje lektionsserien arbetade eleverna enbart med
lingder och likformiga figurer. Det dr forst vid den tredje lektionen (lek 3.3-
M15) som andra sammansatta storheter introducerades. Introduktion av
sammansatta storheter med olika, eller samma enheter gjordes under den
forsta lektionen i de andra klasserna. En slutlig stor forindring var att det
tillkom ytterligare en lektion vilket innebar att den tredje klassen hade fyra
lektioner istillet for tre vilket de andra klasserna hade. Detta ska fortsittnings-
vis beaktas vid jimférelser av den tredje klassens och de tva andra klassernas
resultat pa for- och eftertest. Den extra lektionen problematiseras i metoddis-
kussion (kap 7.1)
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6. Studiens resultat

Detta kapitel inleds med en beskrivning av hypotetiskt kritiska aspekter och
foljs av en beskrivning 6ver vad de enskilda f6r- och eftertest-uppgifter som
anvinds i samtliga klasser avsdg att préva. Avsikten med dessa uppgifter som
helhet var att foérs6ka skapa en bild av lirandeobjektets beskaffenhet, dess
aspekter att beakta i undervisningen, men de anvindes dven som indikatorer
for undervisningens eventuella effekt. Jimforelser av resultat pa uppgiftsniva
toljer dirpa, dir likheter och skillnader i resultat inom och mellan klasser
redovisas 1 relation till resultat pa for- och eftertest. Detta f6ljs av ett avsnitt
dir det med utgingspunkt fran forskningsfriga 1 preciseras vilka, i tidigare
forskning identifierade, aspekter av proportionella samband som tycks vara
kritiska fOr eleverna i de klasser som deltar i studien att urskilja. Vad skillnader
mellan klassers resultat kan tdnkas bero pa, med avseende pa innehillets
behandling av lirandeobjektets kritiska aspekter, redogbrs det f6r i den efter-
foljande analysen (kap 6.2). I det avsnittet jamférs och beskrivs undervis-
ningsmoment i de olika klasserna med avsikt att s6ka svar pd forskningsfraga
2. Aven om analysen skett kronologiskt redovisas studiens resultat inte kro-
nologiskt i termer av den f6rsta, andra, och tredje lektionsserien. I stillet foljer
analysen aspekter av lirandeobjektet som framkommit vara kritiska for ele-
verna att kunna urskilja. Beslut vari férindringar mellan lektionsserierna
grundas kopplas i analysen (kap 06.2) till elevresultat pd specifika for- och
eftertest uppgifter. De uppgifter som lyfts fram dr de som anses beakta den
aspekt som analyserats. Avslutningsvis sammanfattas studiens resultat i termer
av vad denna studies resultat, betriffande elevers lirande av proportionella
samband, tillfor tidigare forskning inom omradet.

0.1. Faststillande av kritiska aspekter

I detta avsnitt beskrivs resultat som svarar mot den forsta forskningsfragan:
Pa vilket sitt 4r den problematik i elevernas forstaelse av proportion-
ella samband som framkommit i tidigare forskning relaterad till kritiska
aspekter som identifieras i denna studie?
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Detta underséks 1 foreliggande kapitel genom att de aspekter framlyfta fran
tidigare forskning testats i1 klassrummet med tre olika elevgrupper. Med hjilp
av elevernas svar pi test-uppgifter motsvarande den typ utav problem som
beaktas 1 detta arbete analyseras pa vilket sitt elevernas erfarande Overens-
stimmer eller inte Gverensstimmer med tidigare forsknings resultat. For att
kunna studera detta har ett antal test-uppgifter konstruerats av forskarlaget
som beaktar de svarigheter tidigare studier lyft fram.

6.1.1. Konstruktion av test-uppgifter i relation till hypotetiskt
kritiska aspekter

Di lirandeobjektet preciserats identifierades med utgingspunkt fran tidigare
forskning, detta arbetes forstudie i andra elevgrupper, inledande elevintervjuer
i de aktuella elevgrupperna och forskarlagets tidigare erfarenheter ett antal
hypotetiskt kritiska aspekter. Dessa beskrivs nedan i kombination med ett
illustrerande exempel och en hinvisning till i vilket kapitel de i forsknings-
oversikten presenterats. Det resulterade 1 férmagan att kunna urskilja:

skillnad mellan additiv och multiplikativ jimfdrelse av tvd matvirden
(kap 2.2)

ex. jimforelse av talen 6 och 2, additiv skillnad 4, mu'tiplikativ 3
ganger storre eller 1 tredjedel

att multiplikativ jimforelse av olika storhet 4r mojlig men inte additiv
(kap 2.2)

ex. storhetsvirdena 6 m och 4 s, olika storheter jAimfors

att det 4r mojligt att skapa odndligt antal par av storhetsvirden i pro-
portion (kap 2.4.2)

. 3m 75m 3xm
€X. hastlghet Z_S = E = 275

forhallande inom och mellan sammansatt storhet (kap 2.3)
:
D a da

Utover ovanstiende aspekter beskrivs i forskningséversikten (kap 2.4) olika
berdkningsstrategier som elever anvinder sig av for att losa proportionella
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problem. 1 studiens resultat relateras dessa strategier till proportionella
uppgifter av karaktiren saknat virde och jimférande karaktir (se kap. 2.1),
den typ av proportionella problem som beaktas i detta arbete. Hypotetiskt
kritiska berdkningsaspekter identifierade i tidigare forskning dr att kunna
urskilja:

statisk proportion (férhillande mellan sammansatta storheter anvinds
vid berikning, se kap. 2.4.2 och 2.4.4)

39m _ 27m
36s  18s

€X.

dynamisk proportionalitet (férhéllande inom sammansatt storhet an-
vinds vid berikning, se kap. 2.4.3 och 2.4.4)

ex. Hur langt hinner en person som gar 3m pa 2s pa 18 sekunder?
1,5m/s = im_ X ger 1,5-18 = 27 alternativt 3. 18 = 27
2s 18s 2
uppbyggnadsproportion (par av storhetsvirden adderas eller subtrahe-
ras, se kap. 2.4.1)

9kr + 9kr +9 kr 27 kr
ex. =
6 godis + 6 godis+6 godis 18 godis

Dessa hypotetiskt kritiska aspekter, efterstrivas att eleverna ska erbjudas att
erfara sa att de efter undervisning ska kunna resonera och argumentera
flexibelt kring proportionella samband. Med avsikt att se om dessa aspekter
var kritiska, det vill sdga avgdrande for att eleverna skulle utveckla sitt lirande,
i dessa klasser utformades ett antal fraigor som avsag att testa detta. Utgangs-
punkten fér detta arbete var uppgifter identifierade i tidigare forskning vilka
studerades och modifierades (uppgift C, D och E nedan) i kombination med
egenhindigt konstruerade uppgifter (A och B) baserade pid forskarlagets
tidigare erfarenheter och i relation till de teoretiska utgangspunkterna.

Infdr den forsta lektionserien provades fler frigor ut dn de som redovisas,
men vissa valdes bort di de inte i 6nskvird utstrickning lyckades finga de
aspekter som bedémdes vara kritiska. I en av uppgifterna gick till exempel inte
att se om eleverna kunde byta perspektiv, vilket uppgiften avsag att testa, och
vilja ett férmodat enklare forhéllande. Den forsta klassens elevresultat pd
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fortest analyserades av forskarlaget i samband med att den slutgiltiga plane-
ringen av lektionsserie 1 gjordes. I varje klass genomférdes i direkt anslutning
till den fOrsta lektionen ett minitest i syfte att f6rséka utlisa om urskiljning av
ndgon aspekt mojliggjorts och erfarits av eleverna i mitten eller i slutet av
lektionsserien. Varje uppgift dr konstruerad med avsikt att f6rs6ka identifiera
ndgon specifik aspekt. Fem av de uppgifter som anvindes i f6r- och eftertest i
samtliga klasser presenteras.

Uppgift A, av karaktiren saknat virde, (se nedan) undersokte i vilken ut-
strickning olika berdkningsstrategier anvindes i klasserna. Den avsag dven att
prova i vilken utstrickning eleverna klarade av att hantera olika storheter.

Uppgift A

Ove gar 6 meter pa 4 sekunder. Hur ling tid tar det for Gun att gi 15 meter om hon gir i samma

hastighet som Ove. (Visa pd négot sitt hur du 16ser uppgiften)

Di de siffervirden som anvindes i uppgift A ér liga beslutades att nedanstd-
ende uppgift B skulle ha tvd virden storre dn 100. Anledningen till detta var
att se om elever kunde uppfatta proportioner med virden storre dn 100.
Uppgiften skiljer sig dven fran uppgift A pi sd vis att den ir av jamférande
karaktir. I denna uppgift dr det till skillnad frin uppgift E (se nedan) inte
ndgon fordel att gbra denna jaimforelse med hjilp av ett direkt férhallande.

Uppgift B

300 g dillchips kostar 24 kr. 200 g potatischips kostar 18 kr. Vilken pase ska du vilja om du vill ha

mest chips for pengarna? (Visa pa nagot sitt hur du 16ser uppgiften)

Uppgift C" hade for avsikt att se om eleverna kunde uppfatta de hypotetiskt
kritiska aspekternas olika perspektiv, férhillandet inom (vilket 1 uppgiften ir
forhallandet hojd/bas i rektanglarna) eller mellan systemen (rektanglarna).
Deluppgift a) dr konstruerad sd att fOrhillandet inom den sammansatta
storheten (20:30) kan uppfattas som littare att identifiera 4n forhdllandet
mellan (20:7). I deluppgift b) dr det tvirtom forhallandet mellan de samman-
satta storheterna (1:3) som troligen ses som littare att identifiera dn inom
forhallandet (8:10).

19 Uppgiften ar inspirerad av Kaput and West (1994), s. 269.
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Uppgift C

I en klass arbetade man med likformig forstoring och férminskning. Det betyder att
alla lingder i en figur ska forminskas eller forstoras lika mycket. Vid ett tillfille
utgick man ifran en rektangel med sidorna 20 cm och 60 cm. En elev ritade dé den
hogra figuren. Skriv in rétt lingd pd langsidan.

a)
20 7 Quh.s Eji skala. Det gir inte
att mita cller jamfora langder i

figurema
60 ?

Visa pd ndgot sitt hur du l6ser uppgiften.

Vid ett annat tillfille utgick man ifrdn en rektangel med sidorna 8 cm och 10 cm.
En elev ritade di figuren till héger. Skriv in riitt lingd pé kortsidan.

10

30
Visa pé ndgot sitt hur du 18ser uppgiften

Med uppgift D* underséktes om eleverna med utgingspunkt frin ett férhal-
lande kunde uppfatta proportioner. Till denna uppgift krivs ingen foérklaring
men de 3 felaktiga alternativen dr inte slumpvis valda. Hos alternativet 15 barn
och 14 vuxna idr skillnaden mellan talen ett, vilket 4r samma additiva skillnad
som i forhdllandet 5:4. Alternativet 8 barn och 10 vuxna 4r det omvinda
forhallandet. I alternativet 15 barn och 6 vuxna ir skillnaden mellan barn och

vuxna nio, vilket 4r detsamma som summan av talen i forhallandet 5:4.
Uppgift D

I en buss ar forhallandet mellan barn och vuxna 5:4
Ringa in alla alternativ som du tycker stimmer f6r hur manga barn och vuxna det kan vara i bussen?
15 barn och 14 vuxna 10 barn och 8 vuxna 8 barn och 10 vuxna

15 barn och 6 vuxna 20 barn och 16 vuxna

I uppgift E*' ir inte enheten angiven vilket i tidigare forskning beskrivs som
problematiskt. Uppgiften dr av jimférande karaktdr och férhallandet outtalad.
Syftet 4t att se hut jimforelser av samma/olika forhallande gors. Ett ytterli-
gare svarsalternativ lades till (E) med avsikt att minska risken for att ritt alter-
nativ viljs pa grund av slump. Eleverna ombads dven till skillnad frin den ut-
sprunglica uppgiften att motivera sitt val och de beskrivningar eleverna i

20 Uppgiften dr inspirerad av TIMMS 2007 (Skolverket, 2008, s. 16).
2! Uppgiften dr himtad ur TIMMS 2007 (Skolverket, 2008, 5.22).
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denna studie gjorde tyder pi att de inte valde slumpmassigt och att det ytterli-
gare svarsalternativet dirfor var onddigt.

Uppgift E
5. Tabellen nedanfor visar antalet sdlda Iphones och Androider i fyra affédrer.

Affir | Iphone | Android
1 12 9
2 14 11
3 16 12
4 18 15

I vilka tvé affirer dr forhdllandet mellan antalet Iphones och antalet Androider lika?
(Ringa in ditt svar)

A)loch2 B)1loch3 C)2och3 D)2 och 4 E)1och4

Férklara pd néigot sitt hur du kom fram till ditt svar

Dessa fragor beskrivs framéver i termer av uppgift A-E men kopplas nir det
anses limpligt till en fotnot ddr en kort beskrivning av uppgiften ges.

6.1.2. Resultat av tester

Testerna dr konstruerade i syfte att forséka identifiera pd vilka skilda sitt
elever urskiljer proportionella samband fére och efter undervisning. Att tala i
termer av ritt och fel svar, summera resultat pa uppgifter och géra jimforelser
mellan klasser pa test som helhet dr mojligt och gérs, men utgér den mindre
intressanta delen av resultatet. En summering innebir att uppgifterna viktas
lika, vilket kan bli missvisande eftersom en del av dem hat krav pd motivering
och andra inte. Till exempel krivs i uppgift D ingen férklaring, vilket innebir
att kvalitativa skillnader i mindre utstrdckning synligegérs i denna uppgift dn i
6vriga fragor. Den kvantitativa sammanstillningen sdger dirfér inget om vad
eleverna lirt sig, bara i vilken utstrickning de besvarat uppgifterna korrekt
eller inte, motiverat eller slumpartat. Jag har valt att pa uppgiftsniva redovisa
resultat som pekar pd stora resultatskillnader mellan f6r- och eftertest bade
inom och mellan klasser. Dessa siffror sdger inte heller nigot om vad denna
skillnad kan tinkas bero pa, vilket 4r ambitionen med arbete. Darfér hat i den
efterféljande analysdelen (kap 6.2) gjorts en koppling mellan skillnader pa for-
och eftertest pa enskilda uppgifter och innehillets behandling med avseende
pd de specifika aspekter som uppgifterna dr dmnade att testa. Frigorna ér
konstruerade med avsikt att férsoka identifiera férindrat lirande avseende en
specifik aspekt av lirandeobjektet. Resultatet av analysen kopplas till hur
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denna aspekt behandlats i undervisningssituationen. Denna koppling, att det
ir just innchdllets behandling som 4r orsak till eventuell effekt, problematise-
ras 1 metoddiskussion.

Pa eftertesterna 16ste och motiverade nirmare tre fjirdedelar av eleverna i
klass 2 och 3 uppgift E* korrekt pa eftertest (se tabell 3 nedan). I dessa klasser
var skillnaden stor jimfort med fortesterna, dir endast ett fatal elever 16ste
uppgiften korrekt. Vad giller uppgift C* 16ste cirka en fjirdedel av eleverna i
klass 3 denna uppgift pa fortest och tre fjirdedelar pa eftertest, en skillnad
som motsvarade halva klassen. Skillnaden mellan f6r- och eftertest var stor
dven i klass 2 och ndgot mindre i klass 1 dir dock en ndgot storre andel av
eleverna 16ste uppgiften pa fortest. Detta innebar att andelen elever som 16ste
uppgift C pa eftertest var ungefir densamma, lite mer 4n hilften, 1 klass 1 och
2. Jimfort med uppgift E kunde en storre andel elever i samtliga klasser
besvara uppgift C korrekt redan pa fortest. Skillnad i antal elever som pa
eftertest jAmfort med fortest valde de bada ritta alternativen i uppgift D** var
stor dir cirka tre fjirdedelar av eleverna i samtliga klasser valde korrekta
alternativ pa eftertest. Pa uppgift A* i den andra klassen var forindringen
nistan obefintlig och pa uppgift B** besvarade fyra elever firre dn pa fortest
uppgiften korrekt. I den tredje klassen besvarade nistan alla elever uppgift A
korrekt pd eftertest att jimféra med cirka tre fjirdedelar pa fortest medan
skillnaden vad giller uppgift B var marginell men inte negativ vilket den var i
klass 2. Samtidigt kan det beaktas att antalet elever som redan pa fOrtest
besvarade denna uppgift korrekt i klass 3 var stort. 1 tabell 3 har ett antal
virden markerats med fetstil. Dessa pekar mot intressanta skillnader mellan
for- och eftertest, inom eller mellan klasser, skillnader som kommer att
diskuteras i relation till innehallets behandling under lektionerna (kap 6.2).

22 Uppgift E dir jamforelser gors av férhallande mellan olika mobiler i olika affirer. Konstruerad
med avsikt att se om eleverna kan uppfatta ett direkt forhallande utifran vilket jamférelser av
proportioner gors.

2 Uppgift C dir saknat virde hos likformig rektangel eftersoks. Konstruerad med avsikt att se om
cleverna uppfattar olika perspektiv, férhallandet inom eller mellan par av storhetsvirden.

2 Uppgift D dir andra f6rslag pa antal barn och vuxna i férhillandet 5:4 ska ges. Konstruerad med
avsikt att se om eleverna med utgangspunkt frin ett direkt férhallande uppfattar proportioner.

%5 Uppgift A dir saknat virde hos proportionell hastighet efterfrigas. Konstruerad med avsikt att
identifiera i vilken utstridckning olika l6sningsstrategier anvinds i klasserna.

26 Uppgift B dir jamforpris pa chips efterfragas. Konstruerad med avsikt att se om eleverna kan
gobra proportionella jimforelser mellan 4 virden, varav 2 ir stérre dn 100.
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Tabell 3. Antal elever som svarade ratt pa uppgifter i for- och eftertest.

Uppgift Klass 1 Klass 2 Klass 3
(n:11) (n:25) (n:17)
Fortest Eftertest Fortest Eftertest Fortest Eftertest

A 10 = 16 17 12 16

B 4 8 15 11 12 14

C 5 7 6 15 5 13

D 3 8 10 21 8 13

E 1 4 1 19 3 15

6.1.3. Kritiska aspekter

Innan en analys gbrs av de moment som kan ha paverkat elevernas mojlig-
heter att ldra, foljer en beskrivning 6ver vilka aspekter som funnits kritiska i
relation till ovanstiende tabell. Av primirt intresse var om de tidigare be-
skrivna hyporetiskt kritiska aspekterna verkligen var kritiska for eleverna i de
undersokta klasserna och om det 1 sa fall tycktes speglas i testresultat. Om
aspekter var kritiska eller inte kritiska var avhingigt om eleverna gav uttryck
tor att ha erfarit eller inte erfarit dessa aspekter. Att fd syn pa vilka de kritiska
aspekterna dr blir avgorande for huruvida liraren lyckas utveckla elevernas
lirande eller inte.

Multiplikativa samband

En aspekt som var kritisk i dessa klasser var att urskilja skillnaden mellan ad-
ditiva och multiplikativa samband. Att elever felaktigt uppfattar additiva sam-
band istillet f6r multiplikativa 4r vildokumenterat i tidigare forskning. I upp-
gift C ddr eleverna skulle jamféra likformiga figurer och sirskilt E dir pro-
portioner mellan affirer skulle identifieras uppfattade ett stort antal elever i
samtliga klasser additiva snarare dn multiplikativa samband pa fértest. Det
gjorde de inte i lika stor utstrickning pa eftertest. Dessa frigor testade dven
andra aspekter sisom berikningsaspekter och inom- och mellan-férhallande
varfor beskrivningar av hur denna aspekt tog sig uttryck i elevers 16sningar pa
test redovisas 1 nista kapitel dir elevers fOrstielse i relation till innehéllets
behandling beaktas (kap 6.2).

27 Det gjordes ingen eftertest pa uppgift A klass 1 di elevsvaren i uppgiften anvindes under
lektionen med avsikt att visa pa olika 16sningsstrategier i klassen. Beslutet grundades i att 10 av 11
elever 16ste uppgiften pa fortest.
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Forbdllande inom och mellan sammansatta storbeter

En andra kritisk aspekt 1 dessa klasser var att kunna urskilja och skilja pa fo1-
héllande inom och mellan sammansatt storhet. Att detta tycktes svart gir att
torstd 1 uppgift C, (en uppgift dir saknat virde hos likformig triangel efter-
s6ks) dr dmnad att testa just denna aspekt. P4 fortestet gav elever i samtliga
klasser uttryck for att vid jaimforelser av likformiga figurer, i denna uppgift
rektanglar, inte kunna vixla perspektiv och anvinda sig av, det férmodat,
enklaste av tvéd forhallanden. Detta gir inte att utlisa genom att i tabell 3 ovan
enbart notera antal elever som besvarat uppgiften korrekt pa eftertest, varfor
det gjorts en analys av elevlsningar som lyfter fram huruvida eleverna anvint
sig av det ena eller andra forhallandet f6r att identifiera de saknade virdena i
uppgiften. Vad som studeras vid jimfdrelser av f6r- och eftertesterna dr om
eleverna i dessa klasser byter forhdllande till ett enklare eller om de léser
uppgiften med hjilp av det avsedda, men eventuellt svarare, forhdllandet.
Denna analys presenteras i relation undervisningen i nista kapitel (6.2).

Beréikningsaspekter

Resultaten pa fOrtestet visar att framférallt tva av tre berdkningsaspekter;
statisk proportion och dynamisk proportionalitet, var kritiska for eleverna i
dessa klasser att urskilja. Utan dessa strategier tycktes elever ha svart for att
16sa uppgifter av jimférande karaktir och saknat virde. Vid dynamisk
proportionalitet anvinds inom-férhallandet (proportionalitetskonstanten) da
en proportion ska skapas eller identifieras. Till detta krdvs det nigon slags
jaimforelse eller berdkning med hjilp av virden. Inom-férhillandet och
jamforelse eller berdkning med hjilp av virden kan ses som undetliggande
kritiska aspekter till denna berdkningsstrategi. P4 liknande sitt dr mellan-
forhallandet och den jimférelse eller berdkning med hjilp av virden som gors
underliggande kritiska aspekter till berdkningsstrategin statisk proportion.
Uppbyggnadsstrategin syntes ménga elever i klasserna anvinda, trots att
den har begrisningar. I uppgift A, dir en proportionell hastighet ska identi-
fieras, anvinder sig cirka hilften av de elever som 16ser uppgiften pa fortest av
uppbyggnadsstrategi. Strategin tycks didremot inte ricka till £6r att 16sa uppgift
E, ett problem av jaimférande karaktir dir som tidigare ndmnts proportionella
jimforelser gbrs mellan affirer. Uppgift E var testets svaraste, en uppgift som
endast nagon eller nigra elever i varje klass pa fortest kunde forklara. Till
denna uppgift och uppgift B (chipsuppgiften) krivs det att man har uppfattat
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och kan anvinda sig av statisk proportion och dynamisk proportionalitet.
Inf6r denna studie beslutade sig forskarlaget for att dven uppbyggnadsstrate-
gin skulle beaktas i undervisningen. Anledningen till detta var att det inte ur
resultaten pa test gick att utlisa om en 6vervigande del av eleverna verkligen
kunde anvinda sig av denna strategi, en strategi som innebir att de aspekter
som urskiljs ar:

att storhetsvirden kan bilda par av storhetsvirden

att storhetsvirden kan uppfattas som parallella talsetier vilka kan

hanteras parallellt och adderas och subtraheras
Strategin beskrivs i tidigare forskning som primitiv pa sd vis att proportional-
itetskonstanten inte beaktas, men anvindandet av den visar pa vilket sitt
eleverna erfar proportionella samband.

En aspekt som infér studien ansdgs hypotetiskt kritisk var:

att kunna urskilja att multiplikativa jimférelser mellan olika storheter (t.ex.
lingd och tid) 4r méjliga men att inte additiva jamforelser dr det

Det fanns dock inget i fortest som indikerade att detta var problematiskt. Ele-
verna blandade inte, utom i enstaka fall, thop storheter vid berikningar varpd
denna aspekt inte ansdgs vara kritisk i dessa klasser. Detta resultat skiljer sig
sdledes fran den tidigare forskningen.

En annan hypotetiskt kritisk aspekt var:

att kunna urskilja att det dr méjligt att skapa odndligt antal par av storhets-
virden i proportion till varandra inom en sammansatt storhet

Denna aspekt betraktades efter studiens genomférande som ett led i att med
hjilp av par av storhetsvirden kunna generalisera férhallande inom ett system,
till exempel hastighet eller likformiga figurer. Hur denna aspekt behandlades i
undervisning beskrivs i samband med att de kritiska aspekterna férhallande
inom och mellan system (sammansatta storheter) analyseras i efterféljande
kapitel (6.2).

0.2. Elevers utryckta forstdelse 1 relation till
innehallets behandling

Den andra forskningsfragan beaktar vad i innebdillets bebandling i lektionerna tycks
vara avgorande for elevers olika erfarande av proportionella samband. Pd vilka sitt
kritiska aspekter behandlas och hur elevers forstdelse paverkas och kan
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relateras till denna innehallsliga behandling under lektionerna dr frigor som 1
detta avsnitt analyseras och beskrivs. Detta gors i relation till den tredje
forskningsfrigan som beaktar hur elevernas erfarande av proportionella samband
[fordndras efter undervisning och vilka skillnaderna dr mellan klasserna. Strukturen pa
analysen foljer de, i ovanstdende avsnitt identifierade, kritiska aspekterna vilka
nu dr ndgot firre dn de hypotetiskt kritiska. Forst behandlas féljande kritiska
aspekter av lirandeobjektet, att kunna urskilja:

skillnad mellan additiv och multiplikativ jimf&relse av tvd matvirden

ex._jamforelse av talen 6 och 2, additiv skillnad 4, mnltiplikativ 3 ginger stirre eller 1 tredjedel

forhallande inom och mellan sammansatt storhet

« G2
Vad giller berikningsaspekter kopplas dessa till de tva olika typer av problem
som beaktas i denna studie: proportionella problem av jimférande karaktir
och saknat virde. Att detta gors beror pd att de olika strategierna anvinds pa
olika sitt i dessa olika problemtyper. Féljande berdkningsaspekter analyseras 1
detta kapitel i relation till elevers lirande och innehallets behandling. Att
kunna urskilja:

statisk proportion (férhillande mellan sammansatta storheter anvinds

vid berdkning)
39m  27m
ex. —— —
36s 18 s

dynamisk proportionalitet (férhdllande inom sammansatt storhet
anvinds vid berdkning)

ex. Hur langt hinner en person som gar 3m pa 2s pa 18 sekunder?

1,5m/s = 3m_ X ger 1,518 = 27 alternativt 3.18=27
2s 18s 2
uppbyggnadsproportion (par av storhetsvirden adderas eller subtrahe-
ras)
9kr+9kr+9kr _ 27kr

%6 godis + 6 godis + 6 godis 18 godis
Efter denna inledande strukturella beskrivning beskrivs 1 avsnittet som foljer

hur aspekterna multiplikativa och additiva samband i relation till elevernas
lirande behandlats i undervisning.
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6.2.1. Urskilja skillnad mellan multiplikativa och additiva

samband

I detta avsnitt problematiseras den kritiska aspekten att kunna separera de
multiplikativa sambanden fran additiva samband. Forst ges ytterligare beligg
for att aspekten tycktes vara kritisk hos eleverna, direfter beskrivs pa vilka
olika sitt aspekten behandlades i de olika klasserna och avslutningsvis analyse-
ras elevers fOrstielse av aspekten i relation till innehéllets behandling under
lektionerna 1 de olika klasserna. Rubriceringen 4r om inget annat anges
densamma for alla de aspekter som i resultatdelen fortsittningsvis presenteras.

Separation av multiplikativt samband frin additiva samband som kritisk aspekt

Elever gav under lektioner, tester och intervjuer uttryck for att uppfatta
additiva samband snarare 4n multiplikativa. Hur detta tog sig uttryck beskrivs
nu med hjilp av exempel pi elevlésningar fran fortest uppgift C (se Figur 31
nedan), en uppgift dir minga elever urskilde additiva samband snarare dn
multiplikativa. 1 uppgiften efterfraigades saknat virde hos en likformig
rektangel.

I en klass arbetade man med likformig forstoring och forminskning. Det betyder att
alla lingder i en figur ska forminskas eller forstoras lika mycket. Vid ett tillfille
utgick man ifrdn en rektangel med sidorna 20 cm och 60 cm. En elev ritade dé den
hogra figuren. Skriv in rétt linpd pd lingsidan.

2)
20 7 Qbs Eji skala. Det gir inte
att mita eller jimfora langder i

figurerna

?

60

Visa pa ndgot sitt hur du l6ser uppgiften.

Vid ett annat tillfille utgick man ifrdn en rektangel med sidorna 8 cm och 10 em.
En elev ritade di figuren till hoger. Skriv in ritt lingd pd kortsidan.

"ol ] :

10

30

Visa pa nagot sitt hur du loser uppgifien

Figur 31. Uppgift C deluppgift a och b

Pa fortestet var det en majoritet av eleverna i samtliga klasser som antingen
inte svarade eller gjorde en additiv jimfOrelse pad minst en av de tvd uppgif-
terna i uppgift C. Ett férekommande svar var 47 pa deluppgift a). Svaret tyder
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p4 att elever urskilde den additiva skillnaden mellan 20 och 60. Denna var en
skillnad som 6verférdes till den andra rektangeln dir 7 adderades med 40 var-
vid svaret blev 47. P4 liknande sitt Sverférdes pd deluppgift b) skillnaden
mellan 8 och 10 till den andra rektangeln dir elever istillet tog bort 2 fran 30
och fick svaret till 28. Det fanns andra varianter dir till exempel den additiva
skillnaden mellan 10 och 30 uppfattades, vilket blev tjugo, en skillnad som
adderades med 8 varvid svaret aterigen blev 28. Di elever i samtliga klasser pd
ett flertal uppgifter resonerade i termer av additiv skillnad snarare 4n multipli-
kativa samband verkade det som att manga elever dnnu inte uppfattade skill-
naden mellan additivt och multiplikativt samband, alternativt att de inte
forstod vad som menas med likformiga. Ett perspektivbyte fran additiva till
multiplikativa samband behévde goras under lektionen. Att kunna separera
additivt fran multiplikativt samband tycktes sdledes dven i dessa klasser vara
kritisk for att kunna utveckla forstaelse for proportionella samband.

Behandling av multiplikativt samband i undervisning

Eftersom denna aspekt var kritisk fér elever i klasserna beaktades den vid 1
planeringen inf6ér samtliga lektionsserier. Vid det allra fo1sta lektionsplane-
ringstillfillet fattades beslut om att under lektionerna aktivt séka efter och
forsoka utmana elevers additiva uppfattningar f6r att skapa ett perspektivbyte
till ett multiplikativt samband. Detta exemplifieras med hjilp av en lektions-
sekvens himtad ur den forsta lektionen i den tredje klassen (lek 3.1 — M4).
Eleverna hade tidigare beskrivit olika sitt att med hjilp av multiplikativa
samband bestimma varfér hojden i en likformig triangel dr 6 (se Figur 32
nedan) da en elev foreslir en additiv strategi.

]

4 12

Figur 32. Uppgift sdsom den visas pa tavlan i lek.3.1- M4.
Excerpt 11
L: Niégra fler forslag? David.
D: Dir kan man tinka att 4 plus 2 blir 6 [summerar sidorna i lilla triangeln]

L: Ja
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D: Kan man tinka att de tva alltid blir den héga...? [syftar pa att det okinda
virdet i det hir fallet blir 6]

L:Vad...?
D: Det ar en intressant tanke...

L Det dr en intressant tanke. .. vi testar. Vi provar med... jag hittar pa en ny
da. [Ritar en triangel med héjden 3 och basen 4 och en stérre triangel med
basen 12 och héjden okind]

L: Vad ska det sd hir da?
D: Nej det gar inte... [3+4 blir 7 men h6jden ska vara 9]

L: Det ska bli 9 dir va? Sé att 3 plus 4 det blir ju inte 9. Sd det var liksom
slumpen hir di. David dr du med pd det?

Eleven sig ett additivt samband som rdkade stimma i just detta exempel.
Sambandet testades och kontrasterades med hjilp av ett exempel ddr summan
inte blev lika med det saknade virdet. Elevens forslag var for Gvrigt ett virde
(summera sidorna) av aspekten additivt samband som inte beaktades i de
andra klasserna.

Redan vid planeringen av den forsta lektionsserien bestimdes att forslag
om ej fungerade strategier med additiva forslag inledningsvis, i samtliga
klasser, skulle ges av ldraren nir dessa inte gavs som forslag frin eleverna for
att synligebra skillnaden mellan additivt och multiplikativt samband. 1 den
direkt efterféljande sekvensen ur momentet ovan gjordes en sidan planerad
kontrastering med hjilp av samma uppgift (se Figur 32 ovan). En additiv
skillnad kontrasterades mot ett multiplikativt samband men med ett annat
virde och en annan jimférelse. Nu foreslog liraren istillet att den additiva
skillnaden mellan tva storhetsvirden kunde anvindas fér att bestimma det
saknade virdet, vilket kan jimféras med det tidigare besktivna elevfotlaget dir
tva storhetsvirden summerades.

Excerpt 12.

L: Hur skulle man kunnat fa det hir svaret till 10? [ ... ] Fundera 20 sekunder med kompi-

sen

[-]

L: Har ni tinkt? Viktor?

V: Nej jag far bara svaret till 6.
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L: Ja, det 4r vil i och for sig bra men hade ni gjort det hir i férmiddags sd hade garanterat

fem, sex, sju stycken fatt det har till 10 och varfér dé, vem vill svara? Esbjorn?
E: For att de tinker att fyra minus tva dr tvd och da tar de minus tva... [12 -2 = 10]

L: Det var det som jag bérjade med. Vi tinker férhédllande nu, vi tinker inte bara skillnad.

Hur médnga ganger eller hur stor del.

I denna episod bildades ett nytt variationsmonster (VM) dir uppgiften var
konstant men svaret och férklaringen till det felaktiga svaret varierade. En ny
kontrastering gjordes av additivt och multiplikativt samband men samtidigt
skedde en generalisering av felaktiga additiva svar.

Ett sista exempel ges nu frin lek.1.1 — M5 i syfte att belysa hur elevernas
skilda uppfattningar av aspekterna additiv och multiplikativ jimforelse kom till
uttryck, utmanades och eventuellt férindrades under lektionen. Eleverna
skulle gruppvis forscka hitta och forklara saknade virden i en uppgift dir en
pool fylls i en jimn hastighet. Vid den efterféljande helklassdiskussionen fére-
slogs en additiv 16sning.

Tid (sekunder) Volym (liter)
3 9
6 12

Figur 33. 12 fylls i av lararen pa tavlan i lek.1.1-M5.
Excerpt 13
L: Om jag skriver 12 hir [skriver 12 i den tomma rutan|. Hir skiljer det 6
[pekar pa 3 och 9] och det gor det hir med [pekar pd 6 och 12]. Det ser vil
bra ut?
E1: Haha det gor det visst [eleven som liraren hort resonemanget frin|
E2: Nej inte om det fylls i jimn takt
E1: Fast det stimmer jul

E2: Det ar dubbelt si stort

E4: 9 ir inte dubbelt si stort som 3
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E3: Nej det dr det inte
E4: Det dar ir fel

E2: Det ska vara 18 dar istallet.

[.]

L: Varfor funkar inte detta da? Stina?
E2: (bryter in emellan) For att det fylls i en jimn takt.

S: For att man ska multiplicera med tre hela tiden.

Aven i detta moment méjliggérs urskiljning av aspekten multiplikativt sam-
band genom att pavisa vad det inte dr, det vill sdga inte ett additivt samband.
Eventuellt férsvaras urskiljning av att det i detta moment simultant diskutera-
des forhallande inom och mellan sammansatt storhet, 1 detta fall volym per
tid.

Elevernas forandrade forstaelse av multiplikativa samband i relation til] innehallets
bebandling

Eleverna 1 samtliga klasser gav i eftertest uttryck for att i storre utstrickning dn
pa fortest urskilja multiplikativa samband. Ett exempel 4r uppgift C (saknat
virde hos likformig rektangel efterstks) dir andelen elever som 16ste uppgif-
terna Okade i de 3 klasserna. I klass ett gjorde nirmare hilften av eleverna, 5
av 11, additiva jimforelser pd ndgon av uppgifterna i fortesterna, vilket kan
jaimforas med 3 pd eftertesterna. I klass tva var antalet elever som uppfattade
additiva samband 8 av 25 pd fortest och noll pa eftertest. 10 elever svarade
dock fel eller inte alls pd en eller bada deluppgifterna. I klass tre var motsva-
rande siffra 6 av 17 pd fOrtesterna och noll pd eftertesterna. I denna klass
svarade 4 elever fel eller inte alls pa en eller biada deluppgifter. I tabell 4 nedan
visas antalet elever som forklarar bada de saknade virdena i uppgifterna pa for
och eftertest.
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Tabell 4. Antal elever som forklarar bada de saknade vardena i uppgift C

Fortest Eftertest
Klass 1 (n:11) 5 7
Klass 2 (n:25) 6 15
Klass 3 (n:17) 5 13

Dessa resultat indikerar att kontrastering av additivt och multiplikativt sam-
band tycks bidra till att utveckla elevers forstaelse av skillnaden mellan dessa
aspekter. Det gjordes i samtliga klasser fler kontrasteringar av dessa aspekter.
Nedanstdende tabell visar det totala antalet svar i uppgift C, D och E dir
16sningarna tyder pa att elever uppfattade additivt istillet f6r multiplikativt
samband.

Tabell 5. Det totala antalet svar per uppgift dar additivt samband ges som forklaring. Siffror inom
parantes pa E anger antal elever som felaktigt urskiljer lika antal som férhallande.

Uppgift C Uppgift D Uppgift E
Fortest | Eftertest | Fortest | Eftertest Fortest Eftertest
Klass 1 (n:11) 5 3 5 0 5 2(2)
Klass 2 (n:25) 8 0 5 2 11(3) 1(2)
Klass 3 (n:17) 4 0 4 1 8(3) 0

I klass 1, dir additiva felaktiga svar efter undervisning ar storst, forsvaras troli-
gen urskiljning av aspekten multiplikativa samband av att andra aspekter,
sisom enheter och inom- och mellan-férhillande, varierar simultant.

6.2.2. Urskilja forhallanden inom och mellan sammansatta

storheter

I denna studie har forskarlaget valt att fokusera vikten av att kunna urskilja att
det alltid, jimforelser av fyra storhetsvirden i en proportion finns tva
férhallanden att beakta. Om de ingdende virdena i det ena forhallandet ir
svara att hantera gir det dirigenom att byta perspektiv och angtipa problemet
med hjilp av det andra férhallandet. Uppgift C (rektangel uppgiften, se Figur
31 i féregiende kapitel) konstruerades primirt med avsikt att forsoka identifi-
era om detta var nagot som eleverna i dessa klasser hade svirt for.
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Forhallande inom och mellan som kritisk aspekt

I tabellen nedan redovisas antal elever som uppfattar bada eller ett av de
saknade virdena i uppgift C. De som lyckades 16sa en av uppgifterna 16ste
nistan uteslutande deluppgift b (se Figur 31). Om detta beror péd att det ér
littare att urskilja forhdllandet i lastiktningen, eller om det ar littare att se att
30 dr 3 ginger sa stort som 10 dn att se att 60 dr 3 ganger sd stort som 20, eller
att 7 dr det enda ojimna talet dr oklart. Additiva samband gavs oftast som fo1-
klaring vid felaktigt svar.

Tabell 6. Antal elev i klasserna som pa fortest uppfattar bada eller ett av de saknade vardena
pa uppgift C.

Fortest
Uppfattar 2 Uppfattar 1
Klass 1 (n:11) 5 5
Klass 2 (n:25) 6 6
Klass 3 (n:17) 5 9

Det tycks som denna aspekt var kritisk for ett flertal elever i klasserna dd det
endast var ungefir en fjirdedel av eleverna i klass 2 och 3 och nidgot mindre
dn hilften av eleverna i klass 1 som pa fortest uppfattar bada férhillandena.
For att visa hur uppgifter designats och férandrats under studien med avse-
ende pé i vilken utstrdckning urskiljning av férhallanden inom och mellan
sammansatta storheter moéjliggjorts beskrivs ett moment frin klass 1 dér detta
synliggors.

Behandling av forballande inom och mellan i undervisning

Lektion 1.2 (M6) bérjade med problem av karaktiren saknat virde (se Figur
34 nedan), dir vatje ruta var tinkt att representera en kran som rinner i en
jamn hastighet. Eleverna fick i uppgift att férsoka hitta ett oként tal med hjilp
av forhillanden mellan de tre andra talen. Uppgiften var konstruerad for att
gbra det mojligt att urskilja att det fanns 2 férhéllanden (inom och mellan) att
anvinda sig av fOr att hitta det okdnda virdet. De tvd férhallandena beskrevs i
denna uppgift och under lektionen i termer av det lodrita och det horisontella
torhallandet. Siffrorna och forhallandena var konstanta 1 ruta A och B men
varierade lodritt och horisontellt. Tanken bakom designen av uppgiften var
att eleverna skulle kunna urskilja att det horisontella férhallandet 2:3 gar att
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finna pa 3 skilda sitt. I ruta A horisontellt, B lodritt och C som omvint
forhallande. P4 grund av att enheterna sekunder och liter glémdes bort och
inte skrevs pd tavlan ovanfor respektive kolumn gjorde eleverna inledningsvis
frimst additiva jaimforelser. Efter en stund informerades klassen om att den
ena kolumnen dr sekunder och den andra liter samt att de inte skulle géra
additiva jimfOrelser utan leta efter forhallandet, kvoten. Med hjilp av
enheterna bérjade eleverna géra multiplikativa jimforelser.

A B C

6 19 6 |10 916
10 9 12

1. Hitta det okdnda talet

2. Skriv vilka férhallanden som giller

Figur 34. Uppgiften som eleverna i klass 1 fick se den pa tavlan. (A, B, C har lagts till for att
underlatta l1&sning)

Elever foreslog vid den efterfoljande diskussionen att det i uppgift A gick att
anvinda sig av bade det horisontella férhéllandet 2:3 och det vdgrita 3:5.

7_ _’5
ls‘s 6 1]
rf),,' J|D "L_j

Figur 35. Talet 15 fylides i som forslag och diskuterades i relation till lodrat och horisontellt
férhallande.

Planerat var att uppgift A-C skulle diskuteras simultant i f6rhoppning att ele-
ver da skulle kunna urskilja att férhéllandet 2:3 (invariant) fanns i alla rutor
och att det ibland kan vara en f6rdel att byta perspektiv, att leta efter det andra
forhallandet om storhetsvirdena i det ena forhéllandet var svara att hantera.
Istdllet lades det till tvd rutor lodrit i ruta A och eleverna uppmanades att hitta
andra tal som stimde med bdda dessa f6rhallanden. Ett problem uppstod diri-
genom dir liraren i stunden hade svért att identifiera vad detta berodde pa.
Det gir inte att hitta andra tal som passar in pa bada dessa férhallanden (2:3
och 3:5) utan ett av forhallandena miste viljas som utgingspunkt, i detta fall
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kan 2:3 vara limpligt eftersom det dr i det férhallandet som vattnet rinner, tvd
sekunder for tre liter. FOr att 16sa problemet kan det andra férhallandet véljas
om virdena dir dr enklare att hantera, men proportionalitetskonstanten det
dynamiska férhallandet mellan tid och volym utnyttjas i sa fall inte. Detta gor
det svart att erfara det generella funktionssambandet i den sammansatta
storheten volymfléde (volym som passerar en grinsyta per tidsenhet). Ett
samband som om det urskiljs kan bidra till komplexare forstaelse.

s

laal 617]

; 7()'5
f F25]

Figur 36. Klassen hade svart att enas om vad det skulle sta i den tomma rutan da 25 féreslagits
i den hogra rutan.

I planeringen av den andra lektionsserien uppmarksammades vikten av att si-
multant visa alla uppgifter i momentet pa tavlan i syfte att belysa att det finns
tva forhallanden att beakta (se Figur 37 nedan). Liknande, men nagot modifie-
rad uppgift som i klass 1 anvindes under lektion 2.2-M8. Forhéllandet 2:3 var
i de 4 férsta exemplen (ldsriktning) invariant. Till skillnad frin den forsta
lektionen méjliggjordes simultan urskiljning av samma forhallande i tva
perspektiv i och med att alla uppgifter visades pa tavlan. I den efterfoljande
diskussionen i helklass fokuserades detta genom att det pa tavlan visades att
torhallande 2:3 gick att hitta bade lodritt och vagritt.

[Rranarsom rinher me lika hastighéter

1! \

Tas [me | [T trer | _1.1”[ ™
Gy I e | T - (NI E 0 1)
6 ,,1_”) [0 |.» & |20 | » o'
CT PRI ¢ 2 3 j
- A f
Td | ver Ta | meer
- \ b } ‘ Vad hittar vi for
95 8 “ 16 'N | o ” £ forhallanden?
] I O L q | )
9 :5 Y433

Figur 37. Tavlan i klass 2 efter diskussion om olika férhallanden att anvanda sig av for att hitta
saknat varde. Forhallandet 2:3 markerat vid 4 av 5 tabeller.
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I den fOrsta klassen kimpade eleverna med att hitta ett férhéllande med vars
hjilp de kunde hitta det saknade virdet men sa tycktes inte vara fallet i klass 2.
Att eleverna i klass 2 inte hade svért f6r att hitta ett férenklat férhillande be-
rodde frimst pa vad som skede i momentet fére (lek 2.2-M5). I detta moment
visades en multiplikationstabell pa tavlan dir det pdpekades att det gick att ta
denna till hjilp om ganger-tabellerna upplevs som svara. Med hjilp av multi-
plikationstabellen demonstrerades hur férhallanden som dr proportionella
med 6:9 kunde hittas. I treans tabell markerades 6 och 9 varpa det visades att
dess forenklade virde, 2:3 kunde ses, hégst upp i kolumnerna (se Figur 38
nedan). Detta generaliserades genom att det med hjilp av tabellen visades hur
ett forenklat férhillande till 15 pojkar och 12 flickor kunde identifieras (se
Figur 39 nedan). Fokus i lektionen flyttades dirmed frin den konceptuella
nivan till den procedurella, och erfarandet av en proportionalitetskonstant
forsvirades. Eleverna gavs snarast mojligheten att urskilja en metod att
anvinda sig av for att 16sa problemet dn att urskilja vad som faktiskt sker med
de ingdende virdena di ett direkt férhallande skapas.

0)She s
ot =

B e R

j : '_3 [T [@[®] -«
Farhllande b:; | B 2 3 4
2: =

3 3 |

| 4/ 4 | 8 12 16

& I3 8| s 10 15 2
6| ¢

Figur 38. Det direkta forhallandet 2:3 eftersoks

O ©Of ¢
Ji 4 150 ]
[ | 2 | 10 12

ool

16 2 24

B 2 | s | »

18 e » %

Figur 39. Det direkta forhallandet 4:5 eftersoks.
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I den efterféljande, tidigare beskrivna, uppgiften med kranar som rinner i en
jamn hastighet hittade eleverna nu med hjilp av multiplikationstabellen relativt
litt ett forhallande att anvinda sig av £6r att hitta det saknade virdet.
Introduktionen av denna metod bidrog till att eleverna pd ett enkelt sitt
kunde hitta ett forenklat direkt foérhdllande. Diremot begrinsas de virden
utifran vilka jaimforelser kan goras till de som gar att finna i multiplikations-
tabellen, vilket gick tvirt emot den planerade intentionen pa lektionen innan.
Under den forsta lektionen i klass 2 (lek.2.1-M2) gjordes ett planerat forsok att
synliggdra att det utifran ett givet férhallande finns ett odndligt antal par av tal
i proportion till detta férhillande Eleverna uppmanades att ge forslag pa
forhillande som dr samma® som z. En elevgrupp féreslog tre “tvidjedelar”

vilket de sa var samma som en och en halv. En av eleverna férklarade att de
delat tdljare och nimnare med 3. En annan elev sa att det alltid gir att
multiplicera tdljare och nimnare med lika mycket. Ytterligare en elev féreslog
direfter 13,5 niondelar men eleven tillade samtidigt att han inte férstod varfor
det skulle bli det men att de diskuterat det i gruppen. Efter lite diskussion
forklarades indirekt vad en proportionalitetskonstant dr, det vill siga att om

v e e 1o I . N R .
talen 4r i forhallandet S sar tiljaren alltid en halv ging sa stor som nimnaren

och eftersom 13,5 i4r en halv nia storre 4n 9 sd dr de 1 samma foérhédllande. Om
ett virde forindras sker dven en férdndring av det andra virdet i relation till
indringen 1 det forsta virdet. Pa tavlan skrevs att 13,5 dr uppbyggt av 3

stycken 4,5-or och 9 av tva stycken 4,5-or, vilket dven visades for z dar 9

bestir av 3 stycken 3-or och 6 av 2 stycken 3-or (se Figur 40 nedan)

RIE 22 v

—]—: = 9 —_’é = /,5
i 6 Z

estse 2%

Figur 40. Det som stod pa tavlan efter ovanstaende diskussion.

28 Da det inte finns ndgon enhet betraktas tiljare och nimnare i foljande beskrivning som en
sammansatt storhet dir kvoten znom par av tal (inte par av storhetsvirden eftersom det inte finns
nigon enhet) dr proportionalitetskonstant. Jimforelser av forhéllandet mellan tva par av tal (kvoter)
g0t1s mellan tiljare-tiljare och nimnare-nimnare
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Resonemanget pendlade mellan att beakta férhallandet inom och mellan par
av tal. Tanken med momentet var att méjliggdra urskiljning av att det finns ett
odndligt antal par av storhetsvirden i férhdllandet 3:2 (eller med denna
proportionalitetskonstant) men resonemanget kretsade frimst kring tvé olika
sitt att berdkna en proportion pi, berdknings-aspekter. Det nimndes att
tiljaren skulle vara en halv ging stérre d4n ndmnaren men det generaliserades
inte med hjilp av andra exempel. Aven i de efterfljande exemplen fran detta
moment férblev odndlighetsaspekten till viss del outtalad.

Foérhillandet 3:2 kontrasterades med en icke proportionell additiv metod
s s s , .9 . 12 .
pd sd vis att tiljare och nimnare i = adderades med 3, varpa — skrevs pé tavlan
med forslaget att de da var i samma f6rhéllande.
Excerpt 14:

L: Det borde stimma va? Johan.

J: Det dr ganska litt att se att det inte stimmer f6r 6 dr ju tvé tredjedelar av
9 men hilften av 9 dr 4,5 och dd ska man ta det tre ginger och sé ska det bli
tolv och det blir det inte.

L: Nej, vi hade ju deras forlag dir innan, vilket tal var det som skulle std dar
uppe om det skulle stimmar

E: 13,5

Ett nytt férhdllande (4:3) inférdes i episoden ovan dd forslaget % skrevs, vil-

ket kan bidra till att hjilpa eleverna att urskilja vad foérhdllandet 3:2 4r genom
att visa vad det inte dr. Johans svar indikerar att han har uppfattat att tiljaren
hela tiden ska vara en del storre 4n namnaren, ett konstant forhallande, men
torhallandet 3:2 generaliserades inte med hjilp av andra exempel. Istillet

efterfrigades vad %2 ar 1 for forhadllande och hur det kan skrivas pa ett enklare

satt.
Excerpt 15:

E: Fyra tredjedelar
L: Jag skriver det hir [skriver g] Hur fick du fram det?

E: Delade med tre
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L: Du delade bada med 3 [sktiver %/33]. Alltsa 4r forhallandet mellan talen

olika [skriverg = 1,33...] hir ir talet [pekar pé 4an] 0,33 ginger storre eller
33 % stérre men hir [pekar pa 3an i % = 1,5] dr talet en halv ginger storre
eller 50 % storre dn det [pekar pa tvdan].

Det skulle kunna ses som att férs6k gjordes att generalisera odndlighets-
aspekten genom att eleverna ombads hitta andra virden som ocksa var i

- 12 . . Sy e
torhallandet ~5 - Diskussionen kretsade dock snarare vid jimforelser av de

bida foérhillandena i dess enklaste form (att %: 1,33...¢§= 1,5), dir

jimforelser 1 berikningsform med decimalform introducerades, 1,5 jimfort
med 1,33... I ditekt anslutning till detta stilldes frigan (se excerpt 16 nedan)
om det gér att skriva talen pd odndligt manga sitt och fi samma kvot varpa en
elev foreslog en strategi som baserades pd det direkta foérhdllandet, kvoten
(1,5:1). Svaret tolkades som att tiljare och nimnare kan multipliceras med
samma tal, vilket som helst och att det dirigenom skapas en proportion. Detta
uttryck visar att aspekten proportionalitetskontant inte urskilts. Det visar i
stillet en strategi ddr forhdllandet mellan par av tal anvinds och dir propot-
tionalitetskonstanten med avseende pi tiljare och nimnare inte synliggors.

Excerpt 16:
L: Skulle vi kunna skriva talen pa odndligt manga sitt och fa samma kvot?

E: Det ir egentligen bara att ta nigot tal och ha som bas och ta det ganger
1,5.

L: Precis, det dr bara att ta och multiplicera med samma tal hir [pekar pa
tiljaren 12 och nidmnaren 9] sé far vi nya tal hir.

I episoden ovan synliggjordes en problematik som forskarlaget under de tva
forsta lektionsserierna brottades med, att i stunden kunna avgora vilket for-
hillande som avses. Aspekterna, inom- och mellan-férhillandet, separerades
och varierades i ovanstiende moment simultant zznan en av aspekterna fOrst
separerats och med hjilp kontrastering och generalisering gjorts mojlig att ur-
skilja. D4 bada aspekterna samvarierar, vilket ovanstiende moment ér tinkt att
belysa, forsviras urskiljning pad grund av att allt f6r mycket varierar och
proportionalitetskonstanten urskils inte.

Detta beaktades vid planeringen av den tredje lektionsserien. Liksom i
klass 2 gjordes i det allra férsta momentet (lek 3.1a — M1) enbart jimforelser
mellan tal. Multiplikativa och additiva samband mellan talen 6 och 2 kon-

112



STUDIENS RESULTAT

trasterades forst varpa férhallandet 3:1 kontrasterades mot omvinda f6rhal-
landet 1:3. Jimforelser gjordes direfter med talen 9 och 6 dir multiplikativa
samband och omvint foérhallande generaliserades. Till det efterféljande
momentet (lek 3.1a — M2) utformades diremot en ny uppgift dir odndlighets-
aspekten, med hjilp av uppgiftens design (se Figur 41 nedan), styrdes mot att
inledningsvis fokusera pa férhallandet /zo7 en sammansatt storhet och att det
finns ett odndligt antal par av storhetsvirden i detta forhallande. Detta
illustrerades med hjilp av strickor, inte bara tal, vilket var fallet i den andra
klassen. Strickorna liknades vid tvd olika linga gummiband. Gummiband
anvindes och stricktes ut sd att forhédllandet kvarstod och jimfordes avseende
lingd vid olika tillfillen. Den friga som stilldes i samband med uppgiften var
hur strickorna (parvis) forhaller sig till varandra samt hur linga strickorna i de
tva sista jimforelserna (C och D, se Figur 41 nedan) var om de ocksa var i
forhallandet 1:3. Endast ett par visades fran borjan (A) varefter tavlan fylldes
pd med par efterhand. Eleverna uppmanades ge fler férslag pd par av storhet-
svirden” som var i forhéllandet 1:3 varpi en elev efter det att ett antal forslag
getts konstaterade att det fanns hur manga som helst. Till skillnad fran klass 2
gjordes multiplikativa jimforelser mellan tva storhetsvirden i taget istillet for
fyra. P4 s vis blev det mojligt att urskilja proportionalitetskonstanten, det vill
sdga hur manga ganger den forsta strickan fick plats i den andra. Inledningsvis
separerades inte forhallandet mellan tvi par av storhetsvirden simultant med
inom forhallandet vilket gjordes 1 klass 1 och 2. Till exempel fokuserades inte
att férhallandet mellan par A och C ir 1:4 (% = %) Detta férhallande kan
forvixlas med proportionalitetskonstanten och didrmed innebidra svarigheter
for eleverna att se skillnaden mellan proportion och proportionalitet.

1
A 3
B 3
9
c ?
12

25

D ?

Figur 41. Uppgift 1 i lek.3.1-M2, de langa strackorna delades efterhand som de visades in i tre
lika stora delar.

29 Aven om enbart tal visas 4r det i detta exempel, till skillnad frin i klass 2 dir tiljare och nimnare
jimfordes storhetsvirden som jamfors. Talen som skrivs representerar lingder.
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I uppgiften generaliseras samma férhallande (1:3). Delens lingd, om den

forsta strickan betraktas som en del™, snom varje par ir invariant. Lingd och

antalet delar som de bada olika strickorna bestdr av varierar. Parvis mellan till

exempel par A och B si dr det totala antalet delar invariant medan lingder och

delarnas lingd i de olika paren varierar.

Tabell 7. Variant och invariant i variationsmonster (VM) 1 i uppgift 1.

Langd

Antal delar

Delens langd

Forhallande

Inom par

\

Mellan par

\2

Di elever korrekt foreslog att lingden 1 exempel D (se Figur 41 ovan) skulle

vara 7,5 friagade liraren varfor det inte kunde sta 10. Med hjilp av detta fo1-

slag 6ppnas en ny dimension av variation. Férhallandet 1:3 kontrasterades

mot 1:4 vilket innebar att aspekten odndligt antal férhéllande med hjilp av

forslaget separerades och varierades.

Tabell 8. Variant och invariant i VM 2 i uppgift 1.

Langd Antal delar Delens langd Forhallande
Inom par \ v i i
Mellan par \ v i \

Oidndlighetsaspekten av 7nom forhillandet generaliserades direfter med hjilp

av en ny uppgift av identisk karaktir (se Figur 42 nedan) med nya lingder, nu i

forhallandet 3:4. I det sista paret generaliserades forhallandet 3:4 med ett

varde mindre 4n ett.

Som tva gummiband - Att jamféra 2 tal och dess férhallande

—t 3
a

12

I
t
I

t

-+

— P

e— 1

Andra férslag?

Figur 42. Uppgift 2 i lek.3.1-M2. PP bild av det som eleverna sag da samtliga langder parvis
diskuterats. Delning av strackorna gjordes parvis efterhand som paren visades.

30 En del kan dven ses som lingden 1.
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Tabell 9. Variant och invariant i VM 1 i uppgift 2.

Langd

Antal delar

Delens lingd

Forhallande

Inom par

\

Mellan par

\

Aspekten odndligt antal forhillande generaliserades sedan med en ny uppgift

(kontrasterades tidigare se Tabell 8 ovan).

3

A 9
3

B
3

C

7,5

12

Figur 43. Uppgift 3 i lek.3.1-M2, de langa strackorna delades efterhand i olika antal delar.

Tabell 10. Variant och invariant i VM 1 i uppgift 3.

Langd Antal delar Delens langd Forhallande
Inom par v i i
Mellan par \ i \

Da par D visades (se Figur 44 nedan) bildades ytterligare ett variationsmons-

ter. Allt dr invariant inom paret medan det vid jimférelser mellan paren ovan

endast dr delens lingd som ér invariant.

D

Figur 44. Uppgift 3 i lek.3.1-M2.

3
3

Tabell 11. Variant och invariant i VM 2 i uppgift 3.

Langd

Antal delar

Delens langd

Forhallande

Inom par

Mellan par

\

\'2
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Avslutningsvis kontrasterades omvint férhallande med hjilp av det sista
lingd-paret som visades, da jimforelser med forhallandet i par A gjordes.

Figur 45. Uppgift 3 i lek.3.1-M2

Tabell 12. Variant och invariant i VM 3 i uppgift 3.

Langd

Antal delar

Delens langd

Forhallande

Inom par

\

\

Mellan par

\

Vv

\'2

I klass 3 har det fram tills nu gjorts jimforelser av tvd storhetsvirden i taget.
Nu introducerades (lek.3.1-M-3) med hjilp av en uppgift av karaktiren saknat
virde och tva likformiga trianglar (tva system) jimforelser av férhallande snom
par av storhetsvirden (inom system) i relation till forhallandet mellan par av
storhetsvirden (mellan tvd system) (se Figur 46 nedan) Denna typ av uppgift
kan i sig leda till andra samband 4n det som 4r relaterat till proportionalitets-

konstanten.

: B

4 12
Figur 46. Uppgift dar jamforelser av 4 varden gjordes

Tva olika elevforlag gavs till varfor det okdnda virdet var 6. En forklaring var
att sidorna i den stora triangeln ska vara 3 ganger lingre dn sidorna i den lilla
triangeln och en annan forklaring var att basen i triangeln ir dubbelt sa stor
som héjden. Till skillnad frin momentet innan med de parvisa lingderna gjor-
des nu jimforelser av virden med hjilp av tva férhallanden parallellt. En tidi-
gare beskriven kontrastering av additivt och multiplikativt samband (se kap
6.2.1) gjordes direfter genom att liraren féreslog att lingden pa héjden skulle
vara 10. En gul icke likformig triangel med basen 12 och héjden 10 visades, i
relation till de tidigare visade trianglarna (se Figur 47 nedan), varpa eleverna
fick i uppgift att bestimma hur lang basen da behévde vara f6r att den stora
gula triangeln skulle vara likformig med den gula respektive den réda triang-
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eln. Forslag gavs vilka pekade mot att elever uppfattade och anvinde sig av
forhédllandet inom triangeln (héjd/bas, 1:2). En elev foreslog att basen skulle
vara dubbelt sd ling som hdjden 10 det vill siga 20. Ett annat f6rslag tydde pé
att eleven uppfattade forhillandet mellan den lilla (r6da) triangelns och den
stora (gula) triangelns sidoldngder (1:5). Eleven sa att den gula triangelns héjd
ir 5 ganger storre dn den lilla réda triangelns hojd 2 varfor den lilla triangelns
bas 4 kan multipliceras med 5 for att bestimma den stora gula triangelns bas
till 20.

10 Hur kan ldngden pa langsidan i den gula
triangeln férandras sa att férhallandet
stammer?

Figur 47. Uppgift dar den stora triangeln skulle goéras likformig.

Till skillnad fran i klass 1 och 2 bidrog ovan beskrivna design utav uppgifter
till att jimforelser av tvd virden och ez férhillande (inom) i den tredje klassen
beaktades innan jimforelser av fyra virden och tvid férhallande gjordes. Med
andra ord, dimensioner av variation skapades med hjilp av parvisa lingder
innan mellan-férhéllandet simultant beaktades. Detta méjligedr att eleverna
kan urskilja proportionalitetskonstanten pa ett tidigt stadium. Den simultana
introduktionen av inom- och mellan-férhallanden gjordes med hjilp av
uppgiften ovan (Figur 46) och jimférelser av likformiga trianglar. Dessa
aspekter behandlades och generaliseras direfter simultant, med hjilp av andra
likformiga trianglar och allt mer komplexa virden, under de tva forsta lektion-
erna i klass 3. Detta gjordes dock i relation till berdkningsstrategier vilket inte
beskrivs hir utan i kap 6.2.3.

Elevernas foriandrade forstdelse av forballande inom och mellan i relation till inneballets
bebandling

I klass 3 bidrog de férindrade variationsménstren till att inom- och mellan-
aspekterna inledningsvis inte samvarierade vilket innebar att dimensioner av
variation vad giller inom-aspekten och att det i denna finns ett odndligt antal
torhallande och att det i varje forhallande finns ett odndligt antal par av stor-
hetsvirden kunde Gppnas grundat i samma proportionalitetskonstant. I de
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bida andra klasserna varierade inom- och mellan-férhdllandet i kombination
med berdkningsstrategier vilket tros ha forsvarat urskiljning av dessa aspekter
och att inom-foérhallandet 4r f6rknippat med proportionalitetskonstant. Detta
avspeglas i elevernas resultat dir tre fjairdedelar av eleverna i den tredje klassen
uppfattade bdda de saknade virdena i uppgift C pa eftertest. Detta kan
jimféras med cirka en fjirdedel pa fortest. Aven i klass 2 dr skillnaden mellan
antalet elever som l6ser uppgift C pd £61- och eftertest stor. Med avseende pa
innehallets behandling kan dock orsaken till de férbittrade resultaten i dessa
klasser ha olika grund, vilket nu analyseras.

Tabell 13. Antal elever som forklarar bada eller ett av de saknade vardena i uppgift C

Fortest Mini eftertest Eftertest
Forklarar | Forklarar | Forklarar | Forklarar Forklarar Forklarar
2 1 2 1 2 1
Klass 1 (n:11) 5 5 7 2
Klass 2 (n:25) 6 6 15 7
Klass 3 (n:17) 5 9 13 3 13* 2*

(*klass 3 har haft fyra lektionstillfillen i stallet for tre)

Vad som inte gir att utlisa ur tabell 13 dr antalet elever som i l6sningarna
visade att de bytte perspektiv och vixlade mellan férhallandet inom och
mellan par av sammansatta storheter. Att kunna byta perspektiv och diri-
genom kunna vilja ett enklare férhdllande nir sa dr mojligt var ett av de mal
som forskarlaget ansdg innefattades i férmégan att kunna resonera proport-
ionellt. Uppgift C (se Figur 49) var konstruerad for att testa om eleverna
kunde byta perspektiv. Den ena deluppgiften hade ett férmodat enklare inom-
férhallande och ett svirare mellan-férhallande, medan det var tvirtom pa den
andra deluppgiften, vilket ledde eleverna i olika riktningar. Analys av 18sning-
arna visar att 7 av de 15 elever som 16ste biada uppgifterna i klass 2 anvinde
inom férhallandet pa bigge. Det vill sdga att de inte bytte perspektiv och valde
ett enklare férhallande nir sa var mojligt. En elev skrev "Jag vet inte annat dn att
Jag kollade pa lathunden (multiplikationstabell) pa 7:ans och 10:ans och sag vad som
skulle passa in” (skrev det korrekta svaret 21). En annan elev redovisade 16sning
enligt Figur 48 nedan pa uppgift C alternativ b. Elevens 16sning tyder pi att
hen inte bytte perspektiv och anvinde sig av det “enklare” férhallandet 1:3
mellan rektanglarna utan det ”svérare” férhallandet 7:10.

118




STUDIENS RESULTAT

BEl . R

10

Visa p& ndgot sttt hur du lser uppgiften 2

7100 21 %
S

Figur 48. Elevlésning fran eftertest i klass 2 uppgift C alternativ b.

Att eleverna i klass 2 inte bytte perspektiv kan bero pa att de inte hade nagot
behov av att leta efter ett enklare férhallande, eftersom virden i proportion
mot férhillande till 7:10 enkelt gick att finna i multiplikationstabellen. En
metod som eleverna lirde sig att anvinda under lektionerna. Alla elever som
16ste bada uppgifterna (13 av 17) i klass 3 bytte ddremot perspektiv och valde
det enklare férhallandet (1:3). Ett exempel pa hur detta tar sig uttryck visas i
Figur 49 nedan. Byter perspektiv gjorde eleverna i klass 3 dven pa det mini-
test som gjordes efter den fOrsta lektionen av fyra. Detta kan tyda pa att dessa
elever i klass 3 urskilde att det finns tvd forhallanden att beakta redan under

den forsta lektionen

2 6 O.b.s. Ej i skala. Det gir inte
aft mata eller jamfora langder i
figurema

60 2 ?

Visa pa nigot sitt hur du I6ser uppgiften.
20-3>¢6

6 5=8

Vid ett annat tillfille utgick man ifrin en rektangel med sidorna 7 cm och 10 cm.
En elev ritade da figuren till hoger. Skriv in riitt lingd pd kortsidan.

7 9\

10

: 30
Visa p4 nigot sétt hur du I8ser uppgiften

\D:30 613 =30
72 =2l

Figur 49. Exempel pa eleviésning i klass 3 dar férhallandet inom rektangel (alternativ a) och
mellan rektangel (alternativ b) anvéands.

Det bor poingteras att jaimforelser med utgdngspunkt frin en enstaka uppgift
inte ir sirskilt trovirdiga. Aterkoppling till denna aspekt och dessa resultat
gOrs dirfér 1 relation till berdkningsaspekter och att perspektivbyte tycks
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visentligt for att statisk och dynamisk proportionalitet ska kunna urskiljas
vilket beskrivs i nistkommande kapitel.

6.2.3. Berikningsstrategi vid problem av karaktiren saknat
vdrde - statisk proportion och dynamisk

proportionalitet

I resterande del av resultatkapitlet analyseras hur berikningsaspekterna be-
handlats i undervisningen i relation till elevers lirande. De kritiska aspekter
som fokuseras dr statisk och dynamisk proportionalitet. I detta avsnitt besk-
rivs hur dessa aspekter behandlats med avseende pa problem av karaktiren
saknat virde. I avsnittet som f6ljer gors en liknande beskrivning fast dd i re-
lation till problem av jimférande karaktir. Den tredje kritiska beriknings-
aspekten (uppbyggnadsproportion) beskrivs sist. Denna aspekt togs till stora
delar f6r givet under lektionerna i samtliga klasser.

Statisk proportion och dynamisk proportionalitet som en Rritisk aspekt - problem av
karaktiren saknat vérde

I de tester som gjordes i dessa klasser var uppgift A och C av karaktiren sak-
nat virde, det vill sdga att tre virden i en proportion dr givna och ett okint
efterfragas. 1 detta avsnitt beskrivs dock dven hur problem av jimférande
karaktdr behandlades i undervisningen men begrinsas till problem dir
jimforelser av fyra virden gors. Uppgift B dr ett problem av jimférande
karaktdr dir just jimfOrelser av fyra virden gors varfor valet blir att dven re-
dovisa resultat pa £61- och eftertest frin denna uppgift i detta avsnitt.

Lirandeobijektet i detta arbete var att eleverna skulle utveckla sin forstaelse
av proportionella samband, att flexibelt kunna relatera olika virden till
varandra oavsett vilket virde som saknas. Ur den variation av 19sningar som
gavs pa uppgift A (se nedan) i fortest gir det att se att elever 1 samtliga klasser
anvinde sig av vitt skilda berdkningsstrategier. Deras fOrstdelse av sambanden
ger avtryck 1 de sitt de tillimpar i berikningen av uppgifterna, vilket innebir
att dven denna del blir viktig f6r analysarbetet.
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Exempel pa detta visas nedan.

Uppgift A
Ove gar 6 meter pa 4 sekunder. Hur ling tid tar det f6r Gun att ga 15 meter om hon
gar i samma hastighet som Ove? (Visa pa ndgot sitt hur du 16ser uppgiften)

I det forsta exemplet anvinde sig en elev av statisk proportion.
6-2 5= |5 weter
Yo25 = 10sn

Figur 50. Elevlésning fortest klass 1.

Om hastighet betraktas som en sammansatt storhet dr det inte sdkert att
eleven i ovanstaende exempel urskilt inom-férhallandet. Att proportionalitets-
konstanten (3:2) mellan meter och sekunder identifierats ger eleven i exemplet
nedan didremot uttryck for.

i 1. 5= 10 =S
S LS > lsek 4

: o=10

1! 1S 0t

Figur 51. Elevlésning fortest klass 2

Foljande elev anvinde det omvinda férhillandet 2:3, dven om det redovisade
svaret inte dr sd tydligt. Detta dr ett exempel pa dynamisk proportionalitet.
15210 1am o 2/3 v tetelie

Figur 52. Elevlésning fortest klass 1

Aven i foljande exempel anvindes det direkta forhallandet 1,5:1 men det ir
for den skull inte sdkert att eleven uppfattat att antalet meter allud 4r 1,5
ginger mer 4n antalet sekunder. Det kan vara sd att proportionen identifieras
med hjilp av det statiska forhallandet i flera steg. Forst genom att dela meter
och sekunder med fyra och direfter multiplicera desamma med 10.

ém:"l__sgl_«._ ey Son = lscl

-

ol
\, fma—'- \sor” m-—v 1$m ={l O

Figur 53. Elevlésning fortest klass 2
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I exemplet nedan anvinde sig eleven av det direkta férhallandet inom den
sammansatta storheten (m/s) men “vinder pd” storheterna s att det blir 1m
pa 1,5s istillet for 1s pa 1,5m.

6 5 l,5-15:=22,8
[ Sons: Dot tar 2Bl BBr gun okt g2
T Pa |5 sek 15m

Figur 54. Elevlésning fortest klass 1

Ett i fortest vanligt férekommande sitt att 16sa denna uppgift var att identifi-
era en proportion genom att addera eller dela upp par av storhetsvirden,
uppbygenadsproportion. Strategin kan trots att den besktivs som mindre
avancerad dn statisk proportion och dynamisk proportionalitet vid vissa
tillfillen och uppgifter, vara vil si funktionell. Vid uppbyggnadsproportion
krivs att eleven kan hantera tva talserier parallellt och 1 det forsta exemplet
nedan har eleven forst dubblerat och halverat 6 m pa 4 s och direfter
summerat respektive storhet.
17 ™ P‘? 8 sel _
B3 3 el [0sel Yar det

Figur 55. Elevldsning fortest klass 1

En annan elev tog reda pi vad tre par av storhetsvirden dr och tar direfter
bort en halv sidan. Resonemanget dr méjligt att f6lja dven om likhetstecken
och enheterna inte behandlas pé ett matematiskt vedertaget sitt.

6m = Usel 7 oth

6*5’6=/é)= [2s5ck = S“\m = 15m = | 0 sthwnder

Figur 56. Elevlésning fortest klass 1

I foljande exempel, dir sekunder och meter aterigen blandas i samma utrik-
ning, blir det diremot problematiskt. Eleven verkar uppfatta att det behévs
2,5 par av storhetsvirden. Tiden dubblas men eleven skriver 8 m och ligger
till halva lingden (8+3) istillet for att ligga till halva tiden (8 s + 2 s). Det
tycks som att eleven forsoker anvinda sig av tvd talserier parallellt men
blandar ihop storheterna.
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Fol % son girger ) - o + %h_nz 3
5 o St .\ sec dor det

Figur 57. Elevlosning fortest klass 1

Det finns dven andra varianter dér statisk proportion och uppbyggnads-
proportion blandas.

g a0 15 Dt W 19 sepnner p
42 498 = g (un Al gA 15 pter

Figur 58. Elevlosning fortest klass .2

I tabell 14 nedan visas elevers resultat pa for- och eftertest pa uppgift A (dér
saknat virde hos proportionell hastighet efterfrigas), B (ddr jamforpris pa
chips efterfragas) och C (dir saknat virde hos likformig rektangel eftersoks).
Uppgift C har tidigare beskrivits 1 relation till férhdllanden inom och mellan. 1
detta avsnitt gors framst jimforelser mellan klass 2 och 3. Att detta gérs ar for
att klassernas resultat pa fortestets uppgift A och B ir relativt lika satillvida att
mer 4n hilften av eleverna l6ser dessa uppgifter. S ér inte fallet efter under-
visning da fler elever i den tredje klassen, om 4n bara ett fital fler, 16ser dessa
uppgifter pa eftertest. I klass 2 dr det istillet ett nagot firre antal elever som
l6ser uppgift B pa eftertest. Vad denna skillnad kan tinkas bero pid, med
avseende pa om innehdllet behandlats olika i dessa klasser, analyseras i
foljande avsnitt.
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Tabell 14. For- och eftertest resultat pa uppgift A och B. | tabellen visas antal elever som I&ser
uppgift A och B pa fortest.

uppgift A uppgift B uppgift C
Fortest Eftertest Fortest Eftertest Fortest Eftertest
Klass 1 (n:11) 10 S 4 8 5 7
Klass 2 (n:25) 16 17 15 1 6 15
Klass 3 (n:17) 12 16 12 14 5 13

Behandling av statisk proportion och dynamisk proportionalitet i undervisning - problem av

karakliren saknat virde

I studiens tva forsta cykler (klass 1 och 2) uppstod hela tiden situationer dir
larare och elever vid férklaringar kring de uppgifter som gavs tycktes ha svart
att urskilja relationen mellan vilket férhallande och vilken berdkningsstrategi
som anvindes och uttrycktes under lektionerna. Med avsikt att belysa detta
beskrivs ett sidant tillfille frin den andra lektionsserien (lek.2.2-M8).

I helklass diskuterades en uppgift av karaktiren saknat virde dir det med
utgangspunkt fran en kran som rinner i en jimn hastighet och en given tid och
volym™ (2sekunder och 3 liter) skulle forklaras hur lang tid det gatt da 15 liter
passerat genom kranen (se Figur 59). En elev gav foljande forlag till 16sning.

Tid (s) Volym ()

2 3

15

Figur 59. Uppgift i klass 2 dar ett saknat storhetsvarde efterfragades
Excerpt 17:
E: Jag tog 15 delat pd 3 och fir 5 och sen tog jag 2 ganger 5 och det blir 10.

L: Du ser hur manga ginger 3an far plats i 15, att férhallandet ir 1 till 5

31 Det gjordes ingen eftertest pd uppgift A klass 1 dd elevsvaren i uppgiften anvindes under
lektionen med avsikt att visa pa olika 16sningsstrategier i klassen. Beslutet grundades i att 10 av 11
elever 16ste uppgiften pa fortest.

32 Den sammansatta storheten dr i detta fall tid och volym dir inom inom-férhéllandet,
proportionalitetskonstanten, aterfinns. Under lektionen anvinds termen horisontellt férhallande for
inom-férhallande och lodrit f6r mellan-férhallandet.
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Det dr inte alls sdkert att eleven sig det statiska (mellan) férhallandet sdsom
det tolkades. Forslaget tyder pa att eleven uppfattade det direkta (inom)
forhallandet (proportionalitetskonstanten) 2:3 didr 15 4r tre delar och det
okinda talet tvd sidana delar, 15/3 = 5 och 2-5 = 10.

En annan elev sa att hon anvinder sig av f6rhéllandet 2:3 och att 10 dr 2
tredjedelar av 15. Detta svar tolkades, vilket skrevs pa tavlan, att det gar att se
att 2:5=10 och att 3-5 =15, varpa det papekades att eleven utnyttjat férhallan-
det 4t bada hillen. Aven i denna situation pastds att eleven ser och anvinder
sig av det lodrita statiska (mellan) férhéllandet 1:5 vilket férmodligen inte it
fallet.

I foljande exempel dir elever i en grupp innan helklassgenomgingen dis-
kuterade hur en uppgift med komplexare virden 16ses (se Figur 60) dr det tyd-
ligt att den forklarande eleven anvinder sig av férhillandet inom den sam-
mansatta storheten (tid: volym).

Tid (s) Volym (I)

8 12

30

Figur 60. Uppgift i klass 2
Excerpt 18:

E: 4 plus 4 ir lika med 8 och 4 plus 4 plus 4 dr lika med 12 (skriver 4+4+4
samtidigt). Sen tar man bort en fyra, en tredjedel tar man bort och da blir
det 8 kvar. D4 ska man ta bort en tredjedel dir ifran (pekar pa 30) och da
blir det 20 (som 4r det saknade virdet)

E2: Ahaa...

Till skillnad fran de forsta lektionsserierna innebar de férdndringar av lektion-
erna som gjordes av forskarlaget infér den tredje lektionsserien att eleverna i
denna tredje klass i hogre utstrickning gavs méjligheten att uppfatta skillna-
den mellan statisk proportion och dynamisk proportionalitet. I féljande
avsnitt beskrivs denna foérindring och hur statisk proportion och dynamisk
proportionalitet behandlades i klass 3.

Vid en elevintervju efter lektionsserie tvd synliggjorde en elev en aspekt
som bidrog till att utveckla planeringen infér lektionsserie 3. Aspekten som
eleven benimnde som det ”magiska talet” kopplar samman tva av de berdk-
ningsstrategier statisk proportion och dynamisk proportionalitet som elever
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ger uttryck f6r men visar ocksa vad som skiljer dem at. Detta var ett samband
som forskatlaget aldrig tidigare hade reflekterat Gver. Pa vilket sitt det magiska
talet bidrar till att synliggéra statisk proportion och dynamisk proportionalitet
beskrivs med hjilp av episoder ur den tredje lektionsserien. Vid planering
bestimdes att de tva strategierna i undervisningen skulle bendmnas plats- och
dela-strategi. Dessa begrepp dr relaterade till delbarhet dir platsstrategin
beaktar férhallandet mellan sammansatta storheter (system) och hur manga
ginger ett tal fir plats i ett annat, det statiska férhillandet. Delastrategin
utnyttjar det direkta férhallandet 770w en sammansatt storhet i ett system, det
dynamiska dir proportionalitetskonstanten/erna som, i det specifika fallet,
bedéms vara av intresse dr mojlig att uppfatta. Detta férhallande anvinds for
att dela par av storhetsvirden i ett annat system i syfte att hitta en obekant eller
jimfora om tvi par av storhetsvirden dr en proportion. I avsnittet som foljer
beskrivs detta “magiska tal” och hur det bidrar till méjliggérande av simultan
urskiljning av tvd berikningsstrategier, statisk proportion och dynamisk
proportionalitet.

Pa lektion 3.1 (M-6) introducerades en frigestillning som var dmnad att
mojligebra urskiljning av de bida strategierna. Eleverna skulle avgéra om den
lilla och den stora triangeln 1 uppgiften var likformiga eller inte (se Figur 61
nedan). Di det i en likformig triangel finns méingder av férhillanden 4r det vid
beskrivning av uppgiften och de férhdllanden som eleverna anvinder sig av
limpligt att betrakta varje triangel som ett system av sammansatta storheter,
till exempel héjd per bas, hypotenusa per bas eller vinkel A per vinkel B.
Jamforelser av de sammansatta storheterna och dess forhallanden znom
systemet 4r mojligt. Till varje férhallande kan det skapas ett odndligt antal par
av storhetsvirden i samma forhillande. Om en annan triangel skapas kon-
strueras ett annat system, varvid jimforelser av sammansatta storheter kan
gOras mellan system (trianglar). 1 denna uppgift dr det dock enbart den sam-
mansatta storheten héjd och bas, inom eller mellan trianglarna, som jimfors,
Det som med hjilp av fragestillningarna varierar dr det férhallande och den
strategi som anvinds for att 16sa uppgiften. Invariant dr storhetsvirden och
trianglar.
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Hur stor blir varje del av Hur stor blir varje del av
kortsidan om den delas i langsidan om den delas i
Hur ménga ganger far Hur ménga ganger far 3 lika stora bitar? 5 lika stora bitar?
3 plats pa kortsidan? S plats pd langsidan?
12 12
3 3
5 20 3 20

Figur 61. Uppgift utformad fér att synliggdra statisk proportion och dynamisk proportionalitet.

Med avsikt att besvara den forsta frigan 1 uppgiften hur manga ganger den lilla
triangelns sidor far plats 1 den stora triangelns gjorde elever jimforelser mellan
hojd,/hojd, och bas,/bas, Eleverna beskrev att de hittade forhédllandet 1:4
genom att de sidg hur manga ganger 5 fick plats 1 20 samt hur manga ganger 3
fick plats i 12. Platsstrategin illustrerades genom att liraren ritade in hur
minga ganger 5 respektive 3 rymdes i den stora triangelns sidor varpd det
konstaterades att det var 4 1 bida fallen (se Figur 62). Diskussioner i klassen
mellan elever och lirare férdes om vad detta innebar for formen pd triangeln
varvid det faststélldes att triangeln var forstorad eller likformig. Kontrastering
av likformig/icke likformig figur gjordes direfter via frigan om vad som hint
om den linga basen istillet varit 22 varpi det konstaterades att trianglarna inte
lingre varit likformiga eftersom att det dé skulle fa plats mer 4n fyra femmor i
basen. Proportionerna skulle didrmed inte vara densamme. Frigan om det
fanns nagot annat sitt att bestimma om de dr likformiga eller inte stdlldes
dirpa varvid en elev foreslog att det gar att dela 20 med 5.

Figur 62. Indelning av bas och hgjd i 4 lika delar som svar pa hur manga ganger 5 och 3 far
plats

Excerpt 19:

[.]

L: [...] hur stor blir vatje del da... Markus?
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E3: fyra.

L: Fyra, ja precis, jag tror att jag fir ta och ta fram, fuskbiten [klickar fram
bild som visar att basen delas i 5 bitar dir vatje del dr 4 lang]. Kolla hir, det
var det hir jag var ute efter. Skillnaden dr att hir kollade vi pa fa platstanken
[pekar pa Figur 62] sa blir det en, tvi, tre, fyra. Den hir fir plats [markerar
lilla triangelns bas] fyra ganger, skalan blir 1:4 nir man jimfér dem. I det hir
fallet [pekar pa Figur 63] sa tinker man, i stillet sa delar jag upp den i 5 bitar
och di blir varje bit 4 [skriver 4 pa varje del av den indelade strickan] och
pd samma sitt pd hojden. Vi tar 12 och sa delar vi det pa 3, tre bitar och
varje bit blir 4 [skriver 4 pa vatje del]. Vad ska vi kalla denna tanken f6r.
Karoline?

[--]
E4: Dela upp den i delar

L: Ja, dela, delat kan vi vil kalla den.

Figur 63. Da hojd och bas delats i 3 respektive 5 delar skrivs bitarnas l1angd 4 vid respektive del.

I momentet beskrevs och synliggjordes de tvd strategierna, plats och dela,
simultant pa tavlan och da uppgiften i Gvrigt var konstant mdijliggjordes
urskiljning av det som varierade, de tva olika sitten att I6sa uppgiften pa. Det
magiska tal som en elev pavisade dr i detta exempel 4. En fyra som antingen
beskriver hur minga ganger det ena talet far plats i det andra (férhallandet
mellan system) eller hur stor varje del blir om det ena talet delas med det
andra.

Med avsikt att generalisera plats- och delningsstrategi gavs ett nytt exempel
dir 2 likformiga trianglar ritades pa tavlan. Forhdllandet inom triangeln (den
sammansatta storheten héjd/bas) och virdena i den forsta triangeln var kon-
stanta 1 forhallande till forra uppgiften (3:5). Varierade gjorde, problemtyp
som nu var av karaktiren saknat virde, samt lingderna i den andra triangeln
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dir héjden nu var okind (markerad med x) och lingsidan som var 4000 (se
Figur 64 nedan). En elev beskrev att hon anvinde sig av delastrategi (inom
forhallandet) enligt foljande. 4000/5 = 800 och sedan 3-800 = 2400. Eleven
fick frigan vad det var hon tagit reda pa dd varpd hon svarade, vad e del ir.
Svaret tolkades som "Precis forhallandet mellan de hir tva (pekar pa 5 och 4000)
varpa 1:800 skrevs pa tavlan. Vilket férhallande som eleven beaktade togs i
denna episod for givet. Det tolkades som platsstrategi dir mellan térhallandet
utnyttjades. Elevens resonemang tyder snarast pa att hon uppfattat férhallan-
det 3:5 inom den lilla triangeln, ett férhédllande som hon sedan Sverfor till den
andra triangeln och att 800 ir storleken pa delen i triangeln dd 4000 delas med
5, inte forhallandet mellan 5 och 4000 som det tolkas. Eleven sa direfter att
hon tog 3 ganger 800 for att fi fram mattet pa hojden. Nu beskrevs det
diremot som att hon tagit reda pd vad en del ir (vilket pa tavlan illustrerades
genom att lingden 4000 delades i fem lika stora delar) och att hon sedan tagit
3 sddana delar for att fa reda pa det okidnda talet 2 400 (vilket skrevs pd tavlan,
se Figur 64 nedan), det vill siga att eleven anvinde sig av en delastrategi. Aven
i denna tredje lektion tycks det siledes som att det for ldraren dr svart att i
stunden uppfatta och resonera utifrin elevers uttryckta uppfattningar.

| p LT ]

5 Y
l:bOD

|

Mo
1(329—: OO
5

b.soo: Q_Hlﬂ)

Figur 64. Plats- och delatanke generaliserades med véarden stérre &n 1000 under lek.3.2.-M10.

Efter denna episod efterfrigades hur l6sningen skulle ha se ut om platsstrate-
gin (statisk proportion) istillet hade anvints, hur manga femmor det skulle fa
plats 1 4000 varpd en elev svarade att det skulle fi plats 800.

I denna episod framtrider det magiska talet, ett tal som i detta exempel ar
800. Den férsta eleven anvinder delastrategin (dynamisk proportionalitet) dér
forhallandet inom den sammansatta storheten i triangeln anvinds (3:5 i detta
exempel) och dir storleken pa delen 800 foreslas. Vid platsstrategin som den
andra eleven exemplifierar utgdr talet forhallandet mellan de sammansatta
storheterna (1:800). I ovanstiende exempel blev dock inte detta sa tydligt som
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avsett eftersom den fOrsta elevens forslag, att delen dr 800, inledningsvis
tolkades som forhillandet mellan 5 och 4 000 (1:800) snarare dn delen, en
femtedel av 4 000 vilket 4r samma som den andra elevens forslag.

Skapandet av likformiga trianglar i férhéllandet 3:5 generaliserades (lek.3.2-
M11), med fler trianglar (se Figur 65 nedan). Utgingsforhéllandet var fortsatt
konstant men nu varierade dven det okinda virdet mellan bas och héjd i de
olika trianglarna.
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Figur 65. Uppgift dar langder pa likformiga trianglar i forhallandet 3:5 skulle identifieras.

I deluppgift ¢ och d var basen istillet f6r hdjden okind vilket nedanstiende
elevgrupps 16sning visar att de tycks beakta. Lésningen visar att de anvinder
det omvinda férhéllandet 5:3 vilket kommer till uttryck pa si vis att sidan i
triangeln nu delas i tre istéllet f6r fem bitar.
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Figur 66. En elevgrupps I6sning pa uppgift i lek.3.2-M11

Eleverna beskrev i helklass hur de olika uppgifterna kunde 16sas med hjilp av
de olika strategierna. Vid genomging av uppgift A framtridde det “magiska
talet” (3 1 detta fall) pd tavlan, dven om sambandet f6tblir outtalat. I Figur 67
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nedan ir lingden pa delen 3 skriven under den stora triangelns bas och dven
forhallandet mellan sidornal:3.

Y

e e |

=3 !

—

Figur 67. Det som star pa tavlan da deluppgift a diskuterats under lek.3.2-M11

Trianglarna (se Figur 65) i ovan beskrivha moment jimférdes med utgiangs-
torhallandet 3:5 znom den sammansatta storheten (héjd:bas). Proportionalitets-
konstanten (3:5) var invariant, medan férhallandet mellan triangeln (ett system)
med sidorna 3 och 5 och de andra trianglarna (andra system) varierade dir
2)1:3 b) 1:4 ¢) 1:20 d) 1:16.

Utskiljande av plats- och delastrategier generaliserades direfter med hjilp
av ett annat direkt férhallande (4:3). En proportionell jimférelse dir det “ma-
giska talet” inte dr ett heltal. Problemet var dterigen av jimférande karaktir
dir plats- och delastrategi efterfragades.

14

10,5

Figur 68. Uppgift dar plats och dela strategi inte "gar jamt upp” i lek.3.2-M12

Den elevgrupp som filmades anvinde sig av platsstrategi, ddr det statiska
forhallandet anvinds vid berdkning, och kontrollerade hur manga ginger
sidorna i den lilla triangeln fick plats i den stora vilket de fick till 3,5 varpd de
skrev att forhallandet mellan sidorna 4r 1:3,5.
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Figur 69. Det statiska forhallandet identifierades med hjélp av platstanke.
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I den efterféljande diskussionen stilldes de bidda strategierna aterigen mot
varandra dir platstanken som eleverna i den filmade sekvensen anvinde sig av
stilldes mot delningstanken som andra anvinde sig av.

Hur manga ganger far Hur manga ganger far
4 plats pa langsidan? 3 plats pd kortsidan?

[

14

+ N :
3

10,5
Hur stor blir varje del av Hur stor blir varje del av
ldngsidan om den delas i kortsidan om den delas i
4 lika stora bitar? 3 lika stora bitar?

Figur 70. Plats- och delastrategi illustrerades pa tavlan.

Det ”magiska talet” ér i detta exempel 3,5. Det kommer i platsstrategin till
utryck i form av hur ménga ganger 3 respektive 4 far plats i de andra sidorna
vilket algebraiskt kan uttryckas som 3+ x = 10,5 och 4 - x = 14. I delastrate-

gin delas antingen 14 med 4 eller 10,5 med 3 dir varje bit blir 3,5. Algebraiskt

14 10,5
uttryckt S =X och - =X

Elevernas forindrade forstdelse av statisk proportion och dynamisk proportionalitet i
relation till innebdllets bebandling - problem av karaktiren saknat vérde

Pa eftertest var det inte fler utan firre (15 av 25 pd fortest och 11 av 25 pa
eftertest) elever i klass 2 som kunde 16sa och forklara uppgift B”. Analys av
resultat och lektionsmoment pekar mot att detta beror pi att eleverna har
svart att urskilja proportion med andra virden dn de som finns i multipli-
kationstabellen. De tycks snarare urskilja multiplikativa monster i tabellen. .

3 Uppgift dir jamforpris pa chips efterfragas. Konstrueras med avsikt att se om eleverna kan géra
proportionella jaimférelser av 4 virden.
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Tva av storhetsvirdena i eftertest uppgift B, 300 g och 200 g finns inte i multi-
tabellen vilket i och for sig de tvd andra storhetsvirdena 18 kr och 14 kr gér.
Det blir dock inte littare att 16sa uppgiften om eleven med hjilp av dessa
virden via tvdans gianger-tabell identifierar det direkta férhillandet 9:7. Ett
stort antal elever ritade pa eftertest (12st i uppgift A, 10st i uppgift B) till
skillnad mot fortest (inga elever) rutor eller tabeller som pdminner om multi-
plikationstabellen ddr virden fylldes i som svar (se Figur 72 nedan).

Den tredje klassen forbittrade vid jamforelse med fortest sina resultat pa
uppgift A (saknat virde hos proportionell hastighet efterfrigas) och B (jim-
forpris pd chips efterfrigas). Skillnaden pd uppgift A var liten men det ir
samtidigt svart att uppnd en stor effekt di andelen elever som pa fOrtest
besvarar uppgiften korrekt var hég.

Tabell 15. For- och eftertest-resultat pa uppgift A och B i klass 2 och 3.

uppgift A uppgift B
Fortest Eftertest Fortest Eftertest
Klass 2 (n:25) 16 17 15 11
Klass 3 (n:17) 12 16 12 14

I den tredje klassen moijliggjordes urskiljning av att det till en sammansatt
storhet i ett givet férhdllande finns ett stort antal proportioner vilket méjliggdr
urskiljning av generellt funktionssamband, proportionalitetskonstant. Genera-
liseringar gjordes bide via statisk proportion (mellan) och dynamisk proport-
ionalitet (inom) med virden som stricker sig fran decimaltal mindre 4n 1 till
10 000 tal. Detta kan vara en bidragande orsak till elevernas vid jimfdrelse
med eleverna i klass 2 forbittrade sina resultat pa bada dessa uppgifter.

Avslutningsvis féljer tva exempel pa 16sningar fran fér- och eftertest pa
uppgift B. De har valts som exempel for att visa pa kvalitativa skillnader av
elevlgsningar. De felaktiga 16sningarna ir inte representativa utan avser endast
att spegla att det iscensatta lirandeobjektet i undervisningen kan ha bidragit till
att elever urskilt aspekter som i det ena fallet bidrar och i det andra fallet inte
bidrar till att utveckla elevers formadga att resonera proportionellt. Forst ges ett
exempel pa hur svaren skiljer sig hos en elev frin den andra klassen som pa
fortest kunde 16sa uppgiften men inte pa eftertest. Eleven skapade pa fortest
tva proportioner, dir vikten var lika, utifran vilka jimfSrelser kunde goras.
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Figur 71. Elevldsning fran fortest pa uppgift B i klass 2.

Den enda skillnaden pa eftertest-uppgiften var att priset pa dillchips och po-
tatischips hade dndrats till 18 kr respektive 14 kr. Eleven tyck nu brottas med
att forsoka hitta hur mycket chips det blir f6r 1 kr. Eleven verkar ha 6vergivit
ett funktionellt sitt att l6sa problemet pa mot en metod som i denna uppgift
inte fungerar. I exemplet syns dven tidigare nimnda ruta eller tabell som fre-
kvent anvinds i l(')'sningar i klass 2.
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Figur 72. Samma elevs l6sning i eftertest pa uppgift B

I det andra exemplet tycks eleven i klass 3 pa fOrtest inte uppfatta hur jamfo-
relsepris kan skapas. Priset 18 kr och 14 kr multipliceras med talen 11 och 12.
I uppgiften finns férutom priset storhetsvirdena 200 g och 300 g. Hur viir-
dena 11 och 12 urskils dr oklart.

181198 24-\2=188 -
Jo\g tror maa far ltka mycgey

Figur 73. Elevldsning fran fortest pa uppgift B i klass 3

Pa eftertest indikerar 19sningen att storheterna vikt och pris relateras till f61-
hallande.

s ne savon »..iy Vi prasgaina V13 pa GgOL Sl OUT au [oser uppgmen
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Figur 74. Samma elevs l6sning i eftertest pa uppgift B

Detta svar ir relativt representativt f6r de elever som 16ste denna uppgift pa
eftertest.
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6.2.4. Berikningsstrategi vid problem av jimférande karaktir

- statisk proportion och dynamisk proportionalitet

Struktuten pd detta avsnitt dr detsamma som i foregiende, hur statisk
proportion och dynamisk proportionalitet behandlades i undervisningen i
relation till elevers forstielse. Detta gors dock 1 relation till problem av
jimférande karaktdr dir fler 4n fyra virden och virden av komplexare
karaktir jimfors. I féregdende avsnitt motsvarade tvda av de virden som
jamfordes ett direkt férhallande till exempel 3:4 eller 3:5. D4 inget av de par av
storhetsvirden som jimférs motsvarar ett direkt forhallande dr jamforelser

oftast svérare att gora.

Statisk proportion och dynamisk proportionalitet som en Rritisk aspekt - problem av
Jéamfirande karaktir

Fortest-resultaten indikerade att eleverna hade svart fér att jimfora flera par
av storhetsvirden med samma eller olika férhallanden. For att kunna jimféra
forhallanden behGver par av storhetsvirden ofta férenklas sd att jamforelser
av proportionalitetskonstanter méjliggdrs. Om till exempel 15 m pa 12 s ska
jimforas med ett proportionellt férhallande kan det vara limpligt att hitta
proportionalitetskonstanten (via det direkta férhdllandet), det vill siga att se
att forhallandet dr 5:4. Det behovs diremot inte i uppgift i D™ pa fortest. Dir
uttrycks det direkta férhallandet (5:4) mellan barn och vuxna i uppgiftens
fragestillning. Ett férhallande utifran vilket samma férhallande ur 5 alternativ
ska identifieras. Det finns tva korrekta alternativ (10 barn och 8 vuxna samt 20
barn och 16 vuxna). En majoritet av eleverna i studien, som valde ett felaktigt
svar, valde 15 barn och 14 vuxna. Da svar pa denna uppgift inte behévde
motiveras gar det enbart att spekulera kring varfér detta val gors: att det dr det
enda exemplet med en skillnad pd ett mellan talen, att 5 respektive 4 adderas
med 10, eller att det 4r det enda forslaget som innehaller siffrorna 5 och 4.
Manga skrev att de inte visste vad ordet férhallande var eller att 5:4 var ett
okint begrepp. I tabell 16 nedan visas antal elever som pé fortest och eftertest
uppfattade bdda eller en av tva korrekta proportioner i uppgift D. Det positiva
resultatet 1 klass 2 kan vara ett uttryck for att deras anvindning av multipli-
kationstabellen styrde dem mot en strategi att hitta samband inom ett f6rhal-

34 Uppgift dir andra forslag pd antal barn och vuxna i forhéllandet 5:4 ska ges. Konstruerad med
avsikt att se om eleverna med utgingspunkt fran ett forhallande kan hitta par av storhetsvirden i
proportion.
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lande innan de jamfér mellan-férhédllanden, och didrmed fokuserade bada. Det
ir dock troligare att eleverna inte hittade ett samband inom ett férhallande
utan att de bara uppfattade en metod att skriva ett férhéllande i sin enklaste
form pa. Ett direkt forhillande utifrdn vilket jimfSrelser gors.

Tabell 16. Antal elever som pa fortest uppfattade bada eller ett av de proportionella
férhallandena i uppgift D.

Fortest Eftertest
Uppfattar 2 Uppfattar 1 Uppfattar 2 Uppfattar 1
Klass 1 (n:11) 3 3 8 3
Klass 2 (n:25) 10 5 21 1
Klass 3 (n:17) 8 5 13 3

Uppgift B> dr mer komplex pi si vis att det inte finns nigot direkt férhal-
lande att utgé ifran och att det vid jimférelser dirigenom dr limpligt att forst
torenkla de ingdende virdena. Det var dven den uppgift som eleverna i
samtliga klasser hade svérast for att 16sa pa fortest.

Tabell 17. Antal elever som pa fortest forklarar det ratta B alternativet i uppgift E

Fortest Eftertest
Klass 1 (n:11) 1 4
Klass 2 (n:25) 1 19
Klass 3 (n:17) 3 15

I anslutning till denna uppgift ombads eleverna motivera sitt val dér det fram-
kom att elever i stor utstrickning i samtliga klasser, tittade pa additiva skillna-
der mellan eller inom affirer. De vanligaste felaktiga svaren i klasserna var
alternativ A och E. De som valde A forklarade att det var tvd mobiler mer av
vardera sorten i affir 2 jimfort med affir 1 (se Figur 75 nedan) eller att antalet
iPhones vat tre mer 4n antalet androider inom respektive affir (av samma an-
ledning valdes for 6vrigt alternativ E), en additiv jimforelse. Aven de som
valde det ritta B alternativet kunde motivera sitt val pa felaktiga grunder, att

3% Uppgift dir jimforelser gors av forhéllande mellan 2 olika mobiler i olika affirer. Konstruerad
med avsikt att se om eleverna kan uppfatta ett direkt férhallande utifrin vilket jaimférelser av par av
storhetsvirden gors
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det dr 12 iPhones och 12 androider i de olika affirerna. Detta gjordes av 3
elever i klass 2 och 3 elever i klass 3.

5. Tabellen nedanfor visar antalet silda Iphones och Androider i fyra affarer.

Affiir | Iphone | Android
1 12 El
2 14 11
3 16 12
4 18 15

I vilka tvé affdrer dr forhdllandet mellan antalet Iphones och antalet Androider lika?
(Ringa in ditt svar)

A)loch2 B)loch3 C)2Zoch3 D)2 och 4 E) 1 och 4

Forklara p4 nigot sétt hur du kom fram till ditt svar

Figur 75. Uppgift E i fortest.

Som synes tycks det som att elever hade svart f6r denna typ av uppgift. Jim-
forelser gors i avsnittet som foljer mellan framforallt klass 2 och 3 dir ndrmare
tre fjirdedelar av eleverna i bdda dessa klasser pa eftertest besvarade uppgift E
korrekt. Detta kan jimforas med klassernas resultat pa foértest dir endast 1
elev i klass 2 och 3 elever i klass 3 klarade av att 16sa uppgiften. Vad denna
positiva skillnad i resultat kan tinkas bero pia med hinsyn till innehéllets
behandling analyseras hirefter.

Behandling av statisk och dynamisk proportionalitet i undervisning - problem av jamforande
karaktir

Vid planering av den fOrsta lektionsserien beaktades problem av jimférande
karaktir pa sd vis att det bestimdes att jaimforelser av férhallandet mellan
flickor och pojkar i klassen skulle géras. (lek.1.3-M16). Vid den efterfdljande
lektions- och resultatanalysen, mellan lektionsserie 1 och 2, visade det sig dock
att en majoritet av eleverna i klassen fortfarande inte kunde 16sa uppgift E
(fortest 1 av 11 elever, eftertest 4 av 11 elever). I uppgiften krivs det flera jim-
torelser av lika och olika férhéllanden f6r att uppgiften ska kunna 16sas. Ele-
verna gavs mojligheten att urskilja att férhallandet 1 klassen den dagen var 8:5
samt till viss del hur proportion i férhéllande (16:10) kunde skapas men enbart
med hjilp av uppbyggnadsstrategi genom att addera 8 pojkar och 5 flickor.
Jamforelser av olika férhillanden gjordes inte.

Med utgangspunkt frain denna analys reviderades lektionsserie 2 (lek.2.2-
M6). Pa lektionen fordes ett liknande resonemang om forhallande mellan
flickor och pojkar i klassen. Resonemanget kopplades till en arbetsuppgift
(anvindes dven i lek 3.3-M16) dir jaimférelser mellan olika skolor och klasser
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gjordes. Avsikten var att eleverna skulle ges méjligheten att erfara proportion-
ella jimforelser av flera par av storhetsvirden med lika och olika férhallanden.

Jamfor forhallanden i klasser

Pojkar | Flickor Pojkar | Flickor Pojkar Flickor

Kiass 1 | 15 5 Kiass 1| 15 12 Kiass 1 6 4

Klass2 | 24 6 Klass2 | 1g 15 Klass 2 12 9

Klass3 | 39 10 Klass3 | 42 10 Klass 3 18 12

* Hur ser forhallandet ut mellan flickor och pojkar i klasserna?
* Finns det nagon annan klass med samma forhallande?

* Andra vérden i den felaktiga klassen s att férhallandet stammer.

114Ul 1 V. S1TUpPpPUpPpPYIIL | ISRUVI DTS £.

Eleverna hittade, oftast med hjilp av den tidigare introducerade multiplikat-
ionstabellen, forhillandet i dess mest forenklade form, det direkta, utifrin
vilka jimfSrelser gjordes. Detta tros vara en anledning till att eleverna i denna
klass lyckades si bra med att besvara ovan redovisade uppgifter (se tabell 16
och 17). Problematisering av detta gbrs i ndstkommande avsnitt. Det papeka-
des vid den efterfoljande helklassdiskussionen att det verkade ha gatt relativt
snabbt att komma fram till en 16sning. Den sammansatta storheten i denna
uppgift dr forhallandet pojkar och flickor och eleverna gav bara forslag pa
jamforelser inom detta férhillande. Inga f6rslag pekar pa att de anvinde sig av
forhallandet mellan den sammansatta storheten (pojke/pojke och
flicka/flicka). I klass 1 och 3 i den vinstra skolan (se Figur 76 ovan) gir det
till exempel relativt enkelt att se att mellan-férhallandet dr 1:2.

I klass 3 var tanken istillet att med hjilp av plats- eller delastrategi, vilket
klassen arbetade med tidigare under lektionen, (lek.3.1-M6, se kap 06.2.3)
forsoka visualisera vad som egentligen sker dd ett enklare forhillande att
jimfoéra med skapas (lek.3.2-M13). Det ena paret av storhetsvirden som
eleverna i klass 3 arbetat med hade fram till nu haft virden motsvarande ett
direkt férhallande som utgangspunkt. Att gora jimforelser dd virdena inte dr
det kan vara svirare. 1 klass 2 var det i detta lige multiplikationstabellen
infordes och anvindes som hjilp for att hitta ett direkt forhillande. Aterigen
anvindes likformiga trianglar (se Figur 77) och eleverna uppmanades att
forsoka se och forklara om de dr det eller ej. Det férslag som planerats
behévde dock inte framféras utan kom som forslag frin en elev.
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Samma forhallande?

Figur 77. Uppgift dar eleverna i klass 3 skulle avgdra om trianglar med komplexare varden ar
likformiga eller e;j.

Excerpt 20:
L: Pa den hir typen av uppgifter kan man géra pa massa olika sitt, Martina.
M: 28 delat pa 7 [...] och 21 delat pa 7
L: 21 delat med 7 (sktiver 28/7 och 21/7 pa tavlan) ok vad gor du da?
M: Jag vill f forhéllandet sa litet som mojligt.
L: vad blir det d4?
M: 4 till 3
L: ok
Pa tavlan delade liraren héjden i 4 bitar och basen i 3, dir lingden 7 skrevs

vid varje bit varvid det konstaterades att férhallandet mellaa héjd och bas ar

4.3 vilket skrevs. Eleven fortsatte darefter...

Excerpt 21.
M: Pa den andra da si delade jag med 3
L: 9 delat med 3 och 12 delat med 3 (sdger och skriver samtidigt)

M: D43 blir det 4 och 3

Den mindre triangelns sidor delades i 4 respektive 3 bitar. Siffran 3 skrevs vid
varje bit varvid det konstaterades att férhillandet dven 1 detta fall var 4:3. En
elev undrade hur den andra eleven kunde veta vad hon skulle dela med och
hon svarade att hon tinkte att talen fanns i samma ganger-tabell. Med ut-
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gangspunkt frin elevens forslag ritades en ny likformig triangel med héjden 4
och basen 3 (se Figur 78). Inom-férhallandet var konstant (proportionalitets-
konstant) 1 alla de tre trianglarna. Med den lilla triangeln som utgangspunkt
diskuterades vad som vatierade, att lingderna i den stora triangeln ir sju
ganger storre dn i den minsta triangeln, ett férhillande som skrevs péd tavlan
(1:7). Forhéallandet mellan den minsta och mellanstora triangeln (1:3) proble-
matiserades ddremot inte. En elev beskrev sedan hur de i elevens grupp med
hjilp av plats-tanke (statisk proportionalitet) kunde se att den mellersta och
storsta triangeln var likformiga.

Figur 78. Jamforelse via direkt férhallande
Excerpt 22:

E: Vi tinkte fa plats [...] sd sdg vi att 12 fick plats tva och en tredjedel (i 28)
[-..] och sa gjorde vi samma dir nere hur manga ganger 9 far plats i 21 och
det var ocksd tva och en tredjedel.

Tva olika vigar att avgéra om trianglarnas sidor dr proportionella eller inte
framtrider ur exemplen ovan. Den forsta eleven uppfattade med hjilp av det
statiska fOrhallandet 1:7 det dynamiska (direkta) inom-férhillandet (4:3)
genom att eleven delar h6éjd och bas i den stora tringeln, 28 respektive 21 med
7. Med hjilp av det statiska férhillandet mojliggjordes urskiljning av proport-
ionalitetskonstant. P4 samma sitt identifierades detta dynamiska inom-f6rhél-
lande ur den mellanstora (gula) triangelns lingder med hjilp av det statiska
torhallandet 1:3, ett forhédllande utifran vilket proportionella jimforelser
gjordes.
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Figur 79. Jamforelse av proportionalitet med hjalp av att skapa ett direkt férhallande.

I det andra elevférslaget anvindes den tidigare beskrivna platsstrategin (statisk
proportionalitet) vilket kriver att eleven kan behidrska inte bara hur madnga
hela utan dven del av hel det fir plats (1:2 %). I detta fall utnyttjades inte
inom-foérhallandet utan det statiska férhdllandet mellan trianglarna (systemen).
Exemplet utgdr en kontrast mot det féregiende forslaget pd sd vis att det
enbart krivs tvd jamforelser.

Figur 80. Jamforelse med hjalp av statiskt forhallande, platstanke.

Ett tredje sitt foreslogs avslutningsvis. De bdda ursprungliga trianglarnas sidor
delades upp i lika stora delar. Hojderna i 4 delar och basen i 3 delar dir
lingden pd varje del skrevs. Det konstaterades att hdjden i alla trianglar var en
del mer 4n basen och att de alla hade det gemensamt att de var i férhallandet
4:3.
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12

3

Figur 81. Ett tredje forlag, att jamféra med hjalp av att dela upp sidor i 4 respektive 3 delar.

Med hjilp av férslaget synliggjordes att ett direkt férhillande, nir det vil ér
identifierat, kan anvindas fOr att med hjilp av delningsstrategi erfara om tva
par av storhetsvirdena dr proportionella eller ej. Nir férslaget gavs var redan
det direkta forhdllandet, proportionalitetskonstanten, 4:3 preciserat. Vad som
inte synliggjordes var att detta férhillande f6rst maste identifieras, till exempel
genom att dela 12 och 9 med 3.

I momentet som helhet gavs mojligheten att urskilja olika vigar att géra
proportionella jimférelser. Inom-férhallandet var invariant. Varierade gjorde
torhallandet mellan trianglarnas sidor samt vilken strategi, plats (statiskt) eller
dela (dynamiskt) som anvindes vid jaimforelser. Det finns flera andra tinkbara
16sningar dn de ovan beskrivna. Plats- och delningsstrategi dr méjlig att an-
vinda mellan fyra virden av alla slag men 1 detta exempel kan det ’magiska
talet” tvi och en tredjedel, mellan den stora och mellanstora triangeln vara
svar att urskilja, varfér vigen via ett férenklat forhallande kan vara limpligt.

NS
N

3

Figur 82. Olika mojliga vagar att géra proportionella jamforelser pa.
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Beriknings-aspekterna generaliserades avslutningsvis med hjilp av liknande
uppgift av karaktdren saknat virde (se Figur 83 nedan). Jamforelser gjordes
med utgangspunkt frin en triangel med hdjden 12 och basen 18. Det direkta
inom-forhallandet (2:3) var konstant. Varierade gjorde lingder och férhallande
mellan trianglarna.

LR

13

Figur 83. Gruppuppgift i lek.3.3-M14.

Elevernas forandrade forstielse av statisk och dynamisk proportionalitet i relation till
innebdllets bebandling - problem av jamfirande karaktir

Vid analys av fortest- och eftertest-resultat frin den andra lektionsserien fanns
tendenser till en tydlig férbittring vad giller uppgift E**. Nu valde och forkla-
rade 19 av 25 elever i klass 2 ritt alternativ pd denna uppgift vilket kan jamfo-
ras med 1 pa fortest. Aven vad giller uppgift D’ viljer nu 21 av 25 (10 pa for-
test) elever de ritta proportionerna. Det tycks sdledes som att eleverna efter
undervisning i storre utstrickning kunde erfara par av storhetsvirden i
proportion. och att elever till skillnad frin i den forsta klassen i hogre
utstrickning kunde identifiera proportionalitetskonstant och dirigenom
jimfora olika férhallanden, vilket krdvs 1 uppgift E. Alla de ingdende virdena 1
uppgift D och E gir dock att finna 1 nagon av multiplikationstabellerna, vilket
tycks gora det enkelt f6r eleverna att utifrin 2 storhetsvirden hitta ett direkt
férhallande i proportion utifran vilket jimférelser gors. De behover inte forsta
vad som hinder di ett direkt férhallande skapas, det giller bara att kunna lisa
av tabellen ritt. Att metoden forefaller ha sina brister speglas framforallt i
uppgift B dir elever i den andra klassen som tidigare nimnts fir problem da
de ingdende virdena inte finns i nigon av multiplikationstabellerna.

3 Uppgift dir jamforelser gors av forhdllande mellan 2 olika mobiler i olika affirer. Konstruerad
med avsikt att se om eleverna kan uppfatta proportionalitetskonstant utifran vilket jimforelser av
par av storhetsvirden gors

37 Uppgift dir andra forslag ska ges pa antal barn och vuxna i férhallandet 5:4. Konstruerades med
avsikt att se om eleverna med utgingspunkt frin ett férhdllande kan hitta proportioner i detta
forhéllande.
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Resultat och analys av 16sningar pa uppgift E i klass 3 indikerar att méinga
elever efter undervisning, pa olika sitt, kunde uppfatta om par av storhets-
virden var proportioner eller inte. P4 eftertest besvarade 15 (3 péd fortest) av
de 17 eleverna uppgiften korrekt

Tabell 18. Fortest- och eftertest-resultat pa uppgift E.

Fortest Eftertest
Klass 1 (n:11) 1 4
Klass 2 (n:25) 1 19
Klass 3 (n:17) 3 15

Vid ndrmare analys av elevlésningarna i klass 2 och 3 framkommer kvalitativa
skillnader. I klass 2 motiverade 15 av de 19 som valde det ritta B alternativet
sitt beslut med att skriva det direkta férhallandet bredvid respektive affir och
forklarade i termer av att virdena fanns i samma ginger-tabell. Ndgon egentlig
torklaring till hur detta férhallande skapades gjordes siledes inte. Resterande 4
visade pd ndgot sitt hur de skapade ett férenklat férhallande att géra jamforel-

ser med.
Affdr | Marsvin | Hamster |
1 12 R
2 14 2 |
3 16 2|43
[ 4 18 15 |55

Figur 84. Representativ elevlosning for hur 15 av 19 elever i klass 2 motiverade det ratta B
alternativet. Pa eftertest jamfors i uppgiften djur istallet for telefoner, vardena ar de samma.

I klass 3 var situationen den omvinda. Hir visade 12 av de 15 som valt det
ritta alternativet hur de gick till viga medan tre skrev upp férhdllandet bredvid
affiren. De som visade gjorde det pa i huvudsak 4 skilda sitt, de olika sitten

exemplifieras nedan med hjilp av ett representativt elevsvar.
Fyra elever visade med hjilp av multiplikation (tva elever i klass 2).

o N3 ) B
$U=12 0 3:3=4 Qush M3k
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Tre elever visade med hjilp av delning av de ingdende virdena (tvd elever i
klass 2).

.y %;3 Gdllade 423 A,

=4z g
oy 13-y fobflant 43 U190 Vo5 (giibae
R : e R 6\S
Figur 86.

Tre elever uttryckte virdena som férhillande vilka de delade.
g ety PAe s VL R8s 15])
i 3 ey T

453 6:5:

L\: ko)
Figur 87.

Om den sammansatta stortheten i denna uppgift definieras som marsvin petr
hamster si ger de tre tidigare svarskategorierna uttryck for att det dynamiska
(direkta) forhallandet uppfattades med hjilp av statiskt férhillande. Nedansta-
ende 16sning vilket tva elever beskrev kan tolkas antingen som att det omvint
direkta forhallandet uppfattas eller del av hel 1 brakform.

q G Y ow bk

eroc Y iy e

Figur 88.

Denna blandning av I8sningar kan bero pa att eleverna i den tredje klassen 1
hégre utstrickning dn i den andra uppfattar bur det pa olika sdtt gar att skapa
ett direkt férhallande att géra jimforelser med. I den andra klassen tycks
snarast en metod ha uppfattats.

I klass 2 16ste och visade 8 av 25 elever samtliga uppgifter pa eftertest kor-
rekt (1 pd fortest). I klass 3 var antalet 12 av 17 (1 pa fortest). Pa eftertest var
det 2 elever (3 pa fortest) i klass 2 och 1 elev (1 pé fortest) som inte 16ste nd-

gon uppgift.

6.2.5. Berikningsstrategin som togs for givet -

uppbyggnadsproportion

Uppbyggnadsstrategin bedémdes av forskarlaget vara en elementir utgings-
punkt fér proportionellt resonemang. Elementir si till vida att tva talserier
kan hanteras parallellt och att proportioner kan identifieras eller skapas med
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hjilp av upprepad addition och subtraktion. Trots att detta uppmirksammats
vid planering av lektionerna tyder analys av lektioner i samtliga klasser pé att
denna berikningsaspekt till stora delar tagits for givet, det vill siga aspekten
som behévde erbjudas genom att varieras utifrin en invariant bakgrund
erbjods ej. Vad detta kan ha haft f6r betydelse f6r elevernas lirande proble-
matiseras i diskussionsdelen. Hir gbrs en analys av pd vilket sitt denna aspekt
behandlats eller snarare inte behandlats i undervisning,

Vid planeringen av den tredje lektionssetien bestimdes att proportionella
jimforelser inledningsvis skulle gbéras med utgangspunkt frin tidigare be-
skrivna likformiga figurer och att statisk proportion och dynamisk proport-
ionalitet skulle fokuseras. Det var forst i borjan av den tredje lektionen
(lek.3.3-M15) som andra sammansatta storheter dn jaimforelser av lingder,

med hjilp av virdena 6 och 2, introducerades.

langd / tid volym / tid
(hastighet)

kostr\ad / vikt antal / antal
(kilopris)

2
langsida / kortsida

kostnad /antal nagonting / ndgonting

Figur 89. Forslag pa andra sammansatta storheter vilka ndmndes och visades pa tavlan i klass
tre.

Tanken var att i samband med introduktionen av andra sammansatta storheter
visa pa moijligheten att med hjilp av uppbyggnadsproportion 16sa bland annat
toljande uppgift.

Suddengir18 mpa12s
Hur langt hinner han pa 10 s?

Tid léngd
1s 15m
2s 3m
4s 6m
6s 9m
10s

12s 18m

Figur 90. Vardetabell med saknat varde
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De jimférelser som gjordes kretsade dock fortsatt enbart kring proportiona-
litetskonstanten inom den sammansatta storheten lingd/tid (3:2) och forhal-
landet mellan olika par av storhetsvirden. Dessa diskussioner tycks enbart
vara av dynamisk och statisk karaktir.

Excerpt 23:

L: Ni kanske ser att den hdr [pekar pa 1,5 m] att den 4r en och en halv
ganger storre [pekar pa alla lingder] hela tiden sd da méste det bli en och en
halv dir emellan ocksa [pekar pa 10 s och den tomma rutan)].

[.]

L: Man kanske kan titta 10, 2 till 10 (pekar pa 2 s och sedan 10 s) det dr 5
ganger, dd maste den [pekar pa 3 m] vara 5 gdnger mer dn den [pekar pd den
tomma rutan|. Man skulle kunna ga fran den hir ocksa [pekar pa 4 s] till 10
men di maste man veta vad 4 ginger 10 blir.

I resonemanget anvindes inte enheterna och uppbyggnadsproportion vilket
hade kunnat bidra till att skapa mening genom att visa och addera sekunder
och liter parallellt till exempel att 2s + 2s +2s + 2 s+ 2s =10 s och att
antalet liter dd 4r 31+ 3 1...+ 31 =151 Aven om det planerats for si fordes
det inte 1 ndgon storre utstrickning diskussioner av uppbyggnadskaraktir i den
andra klassen heller. I den férsta klassen gors detta i storre utstrickning,
Analys av lektioner och resultat frin denna klass visade dock att de hade fort-
satt svart for att jimféra om par av storhetsvirden dr proportioner eller inte.
Till lektion 2 och 3 bestimdes darfor att inledningsvis snarast fokusera statisk
proportion och dynamisk proportionalitet. Det tycks som att lirare och elever
i klasserna brottades sd mycket med att forsoka forstd och beakta detta att
uppbyggnadsproportion togs for givet.

0.3. Resultatsammanfattning

Detta kapitel ir en sammanfattning av studiens resultat dir det férsta avsnittet
syftar till att besvara arbetes fOrsta fragestillning, om kritiska aspekter identifi-
erade 1 tidigare forskning dven tycks vara kritiska for elever i dessa klasser. 1
texten direfter beaktas den andra frigestillningen; hur elevers forstdelse for
kritiska aspekter framtrider i relation till innehéllets behandling i undervisning
om proportionella samband. Avslutningsvis problematiseras hur elevernas
erfarande av proportionella samband férindras i de olika klasserna.
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Hur elever uppfattar proportionella samband fore studien

Elevers svirigheter med proportionella samband beskrivna i tidigare forskning
har provats i denna studie. Aspekter av proportionella samband som i tidigare
resultat beskrivits som problematiska visade sig vara kritiska dven bland elever
som deltog i denna studie. I studien identifierades foljande kritiska aspekter;
att elever vid proportionella jimférelser kan uppfatta och skilja pd, multiplika-
tiva och additiva samband, inom®- och mellan-férhallande samt de tre berik-
ningsaspekterna; uppbyggnadsproportion, statisk proportion och dynamisk
proportionalitet. I detta arbete tycks dessa aspekter vara kritiska i relation till
uppgifter av jimférande karaktir och saknat virde.

Hur inneballet behandlas under lektionerna

Under den férsta lektionscykeln férsvarades urskiljning av kritiska aspekter av
att flera aspekter varierade simultant. Inledningsvis varierade till exempel bade
sammansatta storheter som hastighet, volym per tid och jimf6rpris parallellt
med berikningsstrategier och inom- och mellan-férhéllande.

Vid planeringen infér den andra lektionsserien beaktades detta genom att
det bestimdes att tal utan enhet inledningsvis skulle anvindas. Detta gjordes 1
torhoppning att aspekterna multiplikativa samband och direfter inom- och
mellan-férhédllande skulle kunna separeras och varieras en i taget innan de si-
multant varierades i fusion. Aterigen hamnade dock samtidigt berikningsstra-
tegier i fokus vilket tros ha férsvarat urskiljning av att det finns manga par av
storhetsvirden i ett bestimt férhallande (t.ex. 1:3) och aspekterna inom- och
mellan. Di berikningsaspekterna statisk proportion och dynamisk proport-
ionalitet skulle beaktas visades en multiplikationstabell vilken kan ha bidragit
till att elever i den andra klassen lirde sig en metod. Metoden hjilpte dem att
16sa uppgifter av jimforande karaktdr och saknat virde. Metoden har dock
brister dd den bara tycks fungera i proportionella problem med virden som
finns i multiplikationstabellen. Detta tyder pa att eleverna férvisso kan skapa
ett direkt férhallande motsvarande proportionalitetskonstant men att de inte
med hjilp av detta férhillande kan skapa proportioner med andra virden dn
de som gir att finna i multiplikationstabellen. Metoden tycks inte bidra till att
ett generellt funktionssamband kan urskiljas. Eleverna tycktes inte heller, pa
grund av inférandet av denna metod, ha behov av att byta perspektiv och

38 Ur vilket proportionalitetskonstanten i den specifika sammansatta storheten kan urskiljas
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anvinda sig av det férmodat enklaste inom- eller mellan-férhéllandet vid
arbete med proportionella problem.

Den tredje lektionscykeln skilde sig till stora delar frin de andra tva. Li-
rarlaget beslutade att enbart tal, visualiserade med hjilp utav lingder, skulle
anvindas da multiplikativa samband och inom-férhallandet beaktades. Inled-
ningsvis gjordes enbart multiplikativa jimforelser av tva lingder i taget i syfta
att eleverna skulle kunna urskilja att det finns ett stort (odndligt) antal f6rhal-
landen vilka kan representeras av ett stort (odndligt) antal par av storhetsvit-
den. Nir sedan proportionella jimférelser mellan 4 virden gjordes anvindes
likformiga figurer for att synliggéra att det dd fanns tva férhallanden, inom
och mellan, att vilja mellan vid berdkning.

Berikningsaspekterna statisk proportion och dynamisk proportionalitet var
i den tredje klassen mdjliga att urskilja simultant. En aspekt vilket i denna
studie benimnts det ”magiska” talet mojliggjorde urskiljning av vad dessa
béda strategier har gemensamt men ockséd vad som skiljer dem 4t. I undervis-
ning inférdes begrepp relaterade till delbarhet plats (statisk) och dela (dyna-
misk) i avsikt att eleverna skulle kunna sitta ord pa vilket forhillande och
vilken slags berikning som anvinds. I den tredje klassen var det forst i den
tredje lektionen som andra sammansatta storheter dn likformiga figurer
introducerades. Direfter arbetade eleverna med uppgifter liknande de som
anvindes i klass 1 och 2 dér uppgifter med sammansatta storheter sisom
hastighet, volym per tid, jimf6érpris och antal per antal behandlades.

Hur paverkas elevers forstaelse i relation til] innehallets bebandling i undervisning?

Resultaten pekar mot att eleverna i den tredje klassen var de som efter under-
visning 1 storst utstrickning kunde relatera virden, och gbra multiplikativa
jimférelser mellan proportionella och icke proportionella virden pa ett flexi-
belt sitt. Elevers 16sningar pa testuppgifter tyder pa att en majoritet av ele-
verna efter undervisning till exempel kan vixla perspektiv och vilja ett enklare
forhallande att 16sa uppgiften med, 16sa och foérklara hur de 18ser uppgifter av
jimforande karaktdr samt att de efter undervisning uppfattar multiplikativa
istallet for additiva samband i proportionella problem. Att vixla perspektiv
innebidr att inom- férhallandet dir den proportionalitetskonstant som dr av
intresse att i det specifika fallet identifiera har urskilts. Detta kan bidra till att
eleverna i den tredje klassen ur den stora miangden par av storhetsvirden som
analyseras under lektionerna kan urskilja generella funktionssamband relate-
rade till de olika inom-férhallandena i problem som diskuteras i klassen. Det
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finns ddremot inte nigon specifik uppgift dir detta testas vilket innebir att
detta far betraktas som just ett antagande.

I den andra klassen kan jimforelser av resultat mellan fér- och eftertes-
terna vid en forsta anblick tyda pd att elever utvecklade sin férméga att
resonera proportionellt. Vid en ndrmare analys av elevlésningar tycks sd vara
fallet vad giller multiplikativa och additiva samband. Diremot forefaller det
inte som att elever till exempel vixlar perspektiv och viljer ett enklare f6rhal-
lande ndr si dr mojligt. Forvisso behdvs inte detta s linge de finner den ritta
16sningen. En del elever klarar inte av att 16sa problem av jimforande karaktir
med andra virden dn de som finns i multiplikationstabellen. Vissa elever tycks
ha lirt sig en metod, dir de med hjilp av multiplikationstabellen kan 16sa vissa
proportionella problem.

I den forsta klassen uppfattade ett stérre antal elever multiplikativa sam-
band efter undervisning. I denna klass var det dock mindre dn hilften av ele-
verna som klarade av att gbra jaimforelser mellan flera par av storhetsvirden
med samma eller olika férhallande. Att flera aspekter simultant varierade tros
vara en bidragande forklaring till att eleverna i denna klass Overlag inte for-
bittrade sina resultat pa eftertest i samma utstrdckning som i de tva andra
klasserna.

En berikningsaspekt som inte behandlades i 6nskvird utstrickning under
ndgon lektion dr uppbyggnadsstrategin. Denna strategi har i tidigare forskning
beskrivits som ett forstadium till proportionell berdkningsstrategi. Att denna
strategi inte lyfts fram kan vara en bidragande orsak till att nagra elever inte
tycks utveckla sin férmaga att urskilja den undetliggande aspekten att kunna
formera ett par av storhetsvirden. Par av storhetsvirden utifran vilka storhet-
sviarden i form av talserier parallellt kan hanteras och dir proportioner kan
skapas eller identifieras med hjilp av att subtraktion och addition.
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Denna studies kunskapsbidrag dr att belysa pd vilket sitt skillnader i innehal-
lets behandling av proportionella samband under lektionerna paverkar elever-
nas mojligheter att utveckla sitt kunnande. Det som lyfts fram i resultatet dr
vilka aspekter som tycks vara kritiska for elever med férkunskaper motsva-
rande de klasser som deltagit i studien och vilka dimensioner av variation som
behéver 6ppnas for att synliggdrande av innehallet ska kunna mojliggéras. 1
tidigare forskning har ett stort antal studier presenterats som belyser vilka
svarigheter elever har med att uppfatta proportionella samband. I den studie
som presenteras i detta arbete studerades pd vilket sitt de problem med
forstdelsen av proportionella samband som lyfts fram i tidigare forskning ir
synbara i klassrumsstudier ddr innehdllet behandlas.

En aspekt som denna studie funnit, vilken inte framkommit i tidigare
forskning, dr att elever uppfattar de numeriska férhallandena utan att samti-
digt urskilja att dessa forhallanden dr enhetslésa, vilket framkom i forstudien™.
I 6vrigt finns en Gverensstimmelse avseende vilka aspekter av innehallet som
lyfts fram som problematiska i tidigare studier och vad som faktiskt visade sig
vara problematiskt f6r den fOreliggande studiens elever. Detta arbete bidrar
dirmed bade till att lyfta fram nya aspekter av betydelse for lirandet av
proportionella samband som med kunskaper om hur tidigare beskrivna
svarigheter 1 undervisningen uppfattas av och kan forstds utifrin de delta-
gande eleverna i denna studie.

Detta kapitel inleds med en metodologisk diskussion, direfter diskuteras
innehallets behandling i de olika klasserna med avseende pa betydelsen av i
vilken ordning de kritiska aspekterna introduceras. Sedan foljer ett avsnitt dir
de i studiens resultat fokuserade aspekterna diskuteras och problematiseras i
relation till, forskningsfragor, tidigare forskning och variationsteorin. Dis-
kussionsdelen avslutas med avsnitt om terminologi och fortsatt forskning.

3 Eleven uppfattade att forhdllandet mellan salt och vatten i ett recept dr 1:3. Multiplicerade
mangden salt (1,5 tsk) med 3 for att fa mingden vatten, skrev 4,5 men tyckte inte att det var rimligt
att darefter skriva dl. (se kap. 3.1.2)
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7.1. Metoddiskussion

I detta arbete studeras pd vilket sitt innehallets behandling med avseende pd
proportionella samband utvecklar elevers kunnande inom det avsedda omra-
det. 1 arbetet har resultaten i elevernas forindrade forstielse kopplats till
skilda sitt att behandla innehéllet i lektionerna. Detta kan problematiseras
eftersom det finns andra faktorer som kan vara bidragande orsaker till detta.
Den analys som gors i detta arbete bygger pd de teoretiska antaganden som
gbrs 1 det teoretiska ramverket, vilket innebdr att andra utgingspunkter
torbises. I till exempel design experiment och lesson study studeras dven
faktorer utéver innehillets behandling och argument kan utifrdin deras per-
spektiv framfSras 1 termer av att elever i den ena eller andra klassen i denna
studie inte ér lika aktiva eller att relationen mellan lirare och elever i de olika
klasserna varierar. Sidana faktorer kan identifieras i form av gester, talut-
rymme, sprakbruk och sa vidare i det filmade lektionsmatetialet.

Aven om fokus i denna studie har avgrinsats till att studera innehallets
behandling har det gjorts ett urval av innehéllets behandling ur det filmade
materialet. Argument kan framféras att det med ett annat urval av innehillets
behandling hade gitt att kunna pavisa att det finns andra tillfillen dir inne-
hillet behandlas pa ett sidant sitt att dessa tillfillen 4r en troligare orsak till
elevers lirande 4n de som valts ut. Aven om analys av delar av de filmade
lektionerna gjorts i olika konstellationer och i olika forum ir det moijligt att en
annan tolkning av dessa moment, dven med utgingspunkt frin det teoretiska
ramverk som anvinds i detta arbete, 4r mojligt. Det kan till exempel vara si att
moment ddr kritiska aspekter beaktas eller inte beaktas tagits for givet. Lek-
tionscyklerna stricker sig 6ver flera lektioner vilket innebir att det 4r svarare
att identifiera nir lirande av nagot specifikt i termer av en kritisk aspekt ar
moéjlig att urskilja. For att kompensera detta har en sid noggrann beskrivning
som moijligt av de data som ingdr i analysen samt analysarbetet genomforts.

En faktor som var tinkt att hallas konstant i de olika klasserna var just an-
talet lektioner. I den tredje lektionsserien fattas dock, efter det att tre lektioner
genomforts, beslut om att ytterligare en lektion ska genomféras for att prova
en del av de resultat som framkommit i de tidigare lektionerna. Beslutet att i
den tredje klassen ha ytterligare en lektion grundades i att eleverna efter tre
lektioner pd grund av forindrade variationsmonster dnnu inte ansigs ha
moéjliggjorts urskiljning av de hypotetiskt kritiska aspekter som bedémdes
relevanta for att uppfatta lirandeobjektet pa det sitt som avsdgs. Argument
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kan framféras att det extra lektionstillfallet dr orsak till elevernas férbittrade
resultat pa eftertest, vilket i sd fall innebér att jimforelser mellan denna klass
och de andra tvd klassernas resultat inte dr mojlig. Motargument kan framfo-
ras i termer av att lirande, utifrin de teoretiska utgingspunkter som anvinds i
detta arbete, betraktas som en skillnad mellan hur en person vid ett tillfille
och ett annat uppfattar ett specifikt fenomen. Lirande dr meningsskapande,
vilket innebdr att en person urskiljer nya aspekter och dirigenom skapar ny
mening (se Marton & Booth, 1997). Det ir inte tiden i sig som it avgérande
utan studiet av vad det dr som avgdr om den lirande kan erfara lirandeobjek-
tet pa det sitt som avses efter undervisning. Att eleverna i den tredje klassen
haft en lektion mer 4n eleverna i de tva andra klasserna bor dock vid jaimfé-
relse av kvantitativa resultat i testerna beaktas. Ett alternativ hade varit att
efter den tredje lektionen eftertesta eleverna och gora ett ytterligare test efter
den fjirde lektionen. Pi sa vis hade en skillnad i resultat kunnat peka mot vad
den extra lektionen haft fér effekt avseende skillnad mellan elevernas férsta-
else efter lektion tre respektive fyra. A andra sidan kan argument da framféras
att denna skillnad snarast beror pd att de haft ytterligare ett testtillfille viket
ocksd kan anses vara ett tillfdlle att lira. I denna studie anvindes minitest i
syfte att identifiera om lirande av nagon specifik aspekt varit moijlig att urskilja
under ndgon specifik lektion. I klass 3 gjordes detta test i samband med den
forsta lektionen och resultaten pd den uppgift som anvindes (C) indikerar att
eleverna getts mojligheten att urskilja denna aspekt redan under den forsta
lektionen. Resultaten pa denna uppgift var nimligen i stort sett identiska med
resultaten efter fyra lektioner. Detta kan tyda pa att antalet lektioner, vad giller
denna aspekt, inte haft ndgon betydelse f6r elevernas lirande.

En annan faktor att beakta dr huruvida de aspekter som anses vara kritiska
ir det eller ¢j i de deltagande klasserna. Tidigare forskning har varit ett viktigt
stdd 1 denna studie eftersom de svérigheter som elever har med att uppfatta
proportionella samband dr vil dokumenterad. Diremot kan man fraga sig pa
vilket sdtt dessa svarigheter yttrar sig och kan 6verkommas i de klasser som
deltagit i denna studie och om innehillets behandling méjliggjort urskiljning
av dessa. Ett annat exempel pa nir en aspekt inte beddmts vara méjlig att
urskilja 4r om andra aspekter simultant varierat och fokuserats istillet, vilket
ibland har varit svért att avgora da flera aspekter, vid proportionella jamforel-
ser av fyra virden, har en tendens att samvariera.

Tester har i detta arbete anvints fOr att férsoka avgdra om innehallsliga
aspekter identifierade i tidigare forskning tycks kritiska fér eleverna i denna
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studie fér att lira. Fragorna ir konstruerade av forskarlaget. Dessa fragor ir
siledes inte standardiserade och argument kan framforas om dessa frigor
verkligen testar de specifika aspekter som pistas. I syfte att férsoka sikerstilla
att de i s stor utstrickning som méjligt gér det har flera personer varit invol-
verade vid utformningen av dessa uppgifter. Samtidigt finns det i dessa upp-
gifter detaljer som kan styra eleverna mot att svara pa ett visst sitt. I uppgift
C, ddr saknat virde hos likformiga figurer efterfrgas, star det i problemfor-
muleringen att alla lingder i en figur ska forminskas eller forstoras lika mycket. Lika
mycket kan av elever tolkas som att elever att det dr en additiv skillnad som
s6ks. Ett ordval som kan ha paverkat eleverna att gora additiv jaimforelse dven
om de eventuellt uppfattat ett multiplikativt samband. I uppgift D dir val av
chipspase ska goras med utgiangspunkt frin vilken pise som ger mest chips
for pengarna dr det méjligt att elever valt den ena sorten dirfér att de inte
gillar den andra sorten. Aven om inte svaren indikerar att si ir fallet si finns
moéjligheten, vilket innebidr att de eventuellt klarat att 16sa uppgiften om det
tydligare beskrivits att val inte skulle géras med utgingspunkt frin ens egen
favoritsmak.

Antalet elever som deltagit i denna studie dr forhallandevis fa och kritik
kan uppsta mot att jimforelser mellan ett sa litet antal gérs. Antalet elever i de
olika klasserna dr dessutom olika, vilket innebir att de resultatjimforelser som
i detta arbete gérs maste beaktas utifran dessa givna premisser.

Det gar inte heller att utesluta att lirande skett vid andra tillfillen 4n pa
lektionerna. Resultat pa eftertest kan ha paverkats av att elever diskuterat upp-
gifter pa fortest med kamrater eller fordldrar vid andra tillfillen dn pa lektion-
erna. De minitest som anvindes i detta arbete ir till viss del dmnade beakta
detta. Kritik mot att det dr svart att identifiera nir lirande sker i studier som
stricker sig 6ver en lingre tidsperiod har riktats mot till exempel design expe-
riment (Shavelson et al., 2003). Liknande kritik kan framféras mot denna stu-
die, dd den stricker sig 6ver en lingre tidsperiod, 4ven om kritiken vad giller
design experiment dven brukar kombineras med att fokus riktas mot allt som
sker. I denna studie begrinsas det som studeras till den innehillsliga aspekten
och elevernas méte med ett specifikt och avgrinsat innehall.

Som synes finns det i detta arbete ett stort antal andra faktorer som kan
anses paverka de kausala effekterna. Férutom ovan nimnda dr det olika ldrare
i varje lektionsserie och eleverna i klass 2 ér ett dr édldre dn eleverna i klass 1
och 3. I varje klass dr det dock samma lirare som undervisar alla lektionerna.
Det finns inte heller nigon kontrollgrupp dir ”vanlig” undervisning gérs. Det
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skulle kunna vara maoijligt att blanda alla klasser, géra dem lika stora och lita
samma ldrare undervisa alla grupper i syfte att stirka validiteten, se till exempel
Holmgvist (2011). Som motargument kan framféras att férutsittningarna nu i
storre utstrickning liknar de som eleverna ir vana vid vilket kan minska den sa
kallade Hawthorne effekten (se Cohen et al., 2011) dir en grupp som fér be-
handling kan prestera bittre 4n kontrollgruppen enbart pd grund av den 6kade
uppmirksamhet som den far. I denna studie behandlas samtliga grupper pa
samma sitt, vilket innebdr att de fir samma grad av uppmirksamhet, och
dirmed undviks Hawthorne effekten. I detta fall kan de olika grupperna
utgora kontrollgrupper till varandra, eftersom innehallets behandling skiljer sig
at och kan jimféras mellan grupperna.

7.2. Behandling av de kritiska aspekterna i
relation till elevers lirande

Ur tidigare forskning identifierades aspekter som dven visade sig vara kritiska
for elever som deltog i denna studie. I f6ljande avsnitt diskuteras och proble-
matiseras elevers mojligheter att lira med avseende pa hur dessa aspekter be-
handlades under studiens lektioner. Den andra forskningsfrigan vad som 1
innehallets behandling som tycks vara avgérande for elevers olika erfarande av
proportionella samband vivs i denna diskussion samman med den tredje
forskningsfragan, hur elevernas erfarande av proportionella samband f&rind-
ras efter undervisning i relation till skillnader mellan klasser.

7.2.1. Betydelsen av att separera aspekter i en specifik

ordning.

I den forsta lektionscykeln samvarierade flera aspekter 1 de flesta lektions-
momenten. Multiplikativa och additiva samband behandlades till exempel 1
kombination med olika eller lika storheter sisom lingd, tid och vikt. Nir
aspekterna inom- och mellan-férhéllandet direfter introducerades samvarie-
rade dven berikningsaspekterna, vilket gjorde det svirt for eleverna att urskilja
vare sig inom- och mellan-aspekterna eller berdkningsaspekterna, det vill siga
olika sitt att I6sa en uppgift av proportionell karaktir pa. Lo (2012) beskriver
detta i termer av att vi inte har kapaciteten att fokusera pa allt samtidigt och
att dd flera aspekter varierar dr svart att uppfatta nagot specifikt. Till den andra
lektionsserien bestimdes att jaimforelser inledningsvis skulle gbras med tal
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utan enhet. Férhoppningen var att eleverna ddrmed ldttare skulle kunna
urskilja aspekten multiplikativa och additiva samband. Tal utan enhet anvin-
des dven vid introduktion av aspekterna inom- och mellan-férhillande men
dven i denna klass samvarierade och fokuserades berikningsaspekterna
parallellt, vilket forsvarade urskiljning. Vad giller berikningsaspekterna tycks
det som att elever i klass 2, efter undervisning snarast har lirt sig en metod att
med hjilp av multiplikationstabellen géra proportionella jimforelser. Med
hjilp av metoden kan de 16sa vissa uppgifter av den karaktdr som finns i test.
Metoden ér dock bristfillig da den enbart dr applicerbar med virden som gar
att finna som produkter i multiplikationstabellen. Detta innebir att elever efter
undervisning har svart att 16sa uppgifter med andra virden. Ur ett variations-
teoretiskt perspektiv har ett antal elever inte urskilt hur ett direkt férhéllande
(dir proportionalitetskonstanten om det dr inom-férhillandet som 1 det
specifika fallet beaktas aterfinns) kan skapas. De har snarare urskilt en metod.
Analys av resultat tyder inte pa att en 6vervigande del av eleverna i den forsta
och andra klassen, efter undervisning, kunde uppfatta det direkta lirandeob-
jektet* i denna studie.

I den tredje klassen tyder analys av elevlosningar pa eftertest att de efter
undervisning 1 storre utstrickning dn pa fértest kan uppfatta proportionella
samband. Orsaken till detta tros bero pi att de i studien identifierade kritiska
aspekterna i denna klass tydligare separeras och varieras en i taget innan fler
aspekter, efter hand, samvarierar i en ordning som 6verensstimmer med den
som rekommenderas av Lo och Marton (2011). De beskriver att det dr
limpligt att botja med att skapa en Gverblick av lirandeobjektet utifrin vilket
de strukturella aspekter som uppfattas samtidigt skapar dess mening. I detta
fall utgor fortest, vilket gbrs i anslutning till den férsta lektionen, en slags
inledande 6verblick for eleverna dir fokus riktas mot vad som ska liras under
lektionerna. Till exempel stilldes fragor om vad ett forhallande dr, vilket flera
elever pa fortest gav uttryck for att inte forstd varvid fokus riktas mot det som
i undervisningen ska beaktas. Vid introduktion av férhillande didr multiplika-
tivt samband och additivt samband kontrasteras och generaliseras gors bara
jamforelser av tal. Didrmed blir det mindre som varierar vilket gor det littare
att fokusera forhdllandet mellan virden. Karplus et al. (1983b) menar att
elever oftast uppfattar additiva samband snarare dn multiplikativa om enhet

40 Att kunna identifiera de strukturella sambanden mellan fyra virden i ett sammanhang dir virdena
varierar men kvoten 4r konstant (proportionalitetskonstant).
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saknas, vilket tyder pa att eleverna dr beroende av att férsta meningen bakom
den information de far. I detta fall saknas enhet men fokus 4r riktat mot
multiplikativt samband. Det dr det som det dr meningen att elever ska uppfatta
och inte i vilka olika kontexter ett forhallande kan uppfattas. Om enheter
finns med, till exempel meter och sekunder, kan fokus riktas mot hastighet
istallet f6r multiplikativt samband. Att elever i detta fall uppfattar additiv
skillnad, pd grund av att talen saknar enhet (vilket enligt Karplus et al. (1983b)
ir vanligare 4n om talen har enhet, kan ses som en foérdel eftersom kontraste-
rande uppfattningar dd kan komma till uttryck och mdjliggéra urskiljning av
additiv och multiplikativ aspekt. ”Fel” uppfattning mojliggdr urskiljning av
Cratt”,

Kontrastering av multiplikativa och additiva samband samt férhallande och
omvint férhdllande gjordes i klass 2 och 3 inledningsvis enbart med hjilp av
tal (lek.2.1-M1 och lek.3.1-M1).

I klass 3 ritades didrefter parvisa lingder pa tavlan i kombination med tal
utan enhet. Med hjilp av denna uppgift sepatrerades, kontrasterades och gene-
raliserades, enbart inom-férhallandet. Aven om enheter inte skrevs, vilka en-
ligt Karplus et al. (1983b) tycks bidra till att skapa mening, ritades lingder som
representerade talen. Lingder vilka kan ha bidragit till att eleverna uppfattade
att det finns ett stort antal forhédllande som vart och ett gar att generalisera till
ett stort antal par av storhetsvirden i samma foérhallande. Forst dd inom f61-
héllandet pd detta vis varit méjligt att urskilja gjordes jamforelser mellan tva
par av storhetsvirden och tva férhallanden. Till detta anvindes likformiga
figurer (trianglar) med “enkla” virden utan enhet vilket bidrog till att bade
enheter och berikningsaspekter hamnade 1 bakgrund. Att férhédllandet inom
par av storhetsvirden i undervisningen beaktades innan jimférelser mellan
fyra virden, proportioner, (och dirigenom tvd férhallanden) gjordes dr en
trolig orsak till att elever i klass 3 efter undervisning i hégre utstrdckning dn 1
klass 1 och 2 kunde byta perspektiv. Berikningsaspekterna, statisk proportion
och dynamisk proportionalitet separeras direfter med hjilp av likformiga
trianglar (nu med komplexare virden) och kontrasteras dir det i studien
identifierade sambandet, vilket bendmns det magiska talet, pekar pa vad som
skiljer men samtidigt férenar de bada strategierna. Detta mojliggdr simultan
urskiljning av strategierna vilket i dynamisk proportionalitet medfér en
berdkning med hjilp av inom-férhéllandet (proportionalitetskonstant) respek-
tive mellan-férhallandet vid berdkningar av statisk proportion. Forst direfter
introduceras andra sammansatta storheter till exempel hastighet och pris per
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vikt. Det iscensatta lirandeobjektet 1 klass 3 mojliggdr urskiljning av en aspekt
i taget innan aspekter allt efter hand samvarierar i fusion. Detta dr en ordning
som dr i 6verensstimmelse med det som Lo och Marton (2011) beskriver som
framgingsrik. Detta tros vara en bidragande orsak till att en majoritet av
eleverna pd eftertest gav uttryck fOr att uppfatta proportionella samband.
Eleverna i den tredje klassen tycks efter undervisning pa grund av att pro-
portioner i undervisningen i stor utstrickning gérs mojliga att urskilja och
generalisera borja kunna urskilja proportionalitetskonstant och proport-
ionalitet. I studien valdes att skira bort olika kontexter fér att géra innehallet
mer enhetligt med avsikt att lirandeobjektet skulle framtrida tydligare for
eleverna. Att pd detta sitt gora innehallet mer matematisk och numerisk kan
ses som att den ocksa blir mer skild frin “verkligheten”. Vi anser dock att
detta 4r nédvindigt om inte allt f6r mycket inledningsvis ska variera och
forsvira urskiljning av det vi avsdg att eleverna skulle lira sig. I slutet pd den
tredje lektionsserien Gppnades moijligheten, da det direkta lirandeobjektet
férhoppningsvis erfarits, upp for att proportionella samband gir att finna i en
stor mingd olika kontexter. Ett annat sitt att utrycka det pa 4r att det direkta
lirandeobjektet, vad eleverna ska lira sig, i hdgre utstrickning relateras till det
indirekta, hur de kan anvinda sig av detta kunnande. Ett kunnande som i
forlingningen forhoppningsvis kan relateras till andra lirandeobjekt, dess
externa horisont.

Betydelsen av uppgifiens design i relation till i vilken ordning och med vilka virden de
introduceras.

Uppgifterna som anvinds under den tredje lektionsserien dr designade att
mojligedra urskiljning av ett specifikt innehall. Ordningen 4r visentlig di det
till exempel inte d4r meningsfullt att diskutera olika berikningsstrategier om
elever inte vet vad ett multiplikativt samband 4r. De ingdende virdena i
uppgifterna blir dven alltmer komplexa efterhand. Vira erfarenheter frin
denna studie tyder pa att de virden som viljs och anvinds da dimensioner av
variation (aspekter) ska Oppnas upp och synliggbras kan betraktas som
kritiska. D4 till exempel multiplikativa samband (férhillande) i den tredje
klassen skulle generaliseras med hjilp av parvisa jimforelser av lingder var det
inledande férhallandet 1:3. Flera par av storhetsvirden skapades innan ett nytt
”svarare” forhallande 3:4 introducerades och generaliserades. Pd liknande sitt
anvinds till exempel enkla virden di eleverna skulle ges mojligheten att
urskilja berdkningsstrategierna statisk proportion och dynamisk proport-
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ionalitet. Att detta gjordes var for att fokus skulle riktas mot det vi avsig att de
skulle urskilja, likheter och skillnader i hur proportioner med hjilp av inom-
(proportionalitetskonstant) och mellan-férhillande kan identifieras eller
skapas. Till detta krivs ndgon slags berikning dir enkla virden bidrog till att
elever inte inledningsvis fastnade i svirigheter att berikna.

Aven om uppgifterna ir dmnade att belysa nigot specifikt krivs det att
lararen dr vil medveten om vad detta nigot dr, sd att inte andra aspekter si-
multant behandlas. Vira erfarenheter frin denna studie tyder pa att detta ar
mycket svart och att det krivs gedigna innehdllsliga kunskaper for att kunna
bemota och hantera elevers forslag pa 16sningar pa ett korrekt sitt.

7.2.2. Kontrastering av additiva och multiplikativa samband

De olika sitt som elever resonerar och de fel som de vanligtvis gér dd de
berdknar uppgifter som innehaller proportionella problemstillningar ar vil
beskrivna i tidigare forskning. Forslag pd hur innehéllets behandling under
lektioner kan bidra till att férindra dessa felaktiga uppfattningar beskrivs dock
sillan - om alls. Det mest framtridande exemplet pa detta dr den fOrsta av de i
studiens resultat fokuserade aspekten att kunna urskilja och skilja pa multipli-
kativa och additiva samband (se Hilton et al., 2013; Sowder et al., 1998;
Tourniaire & Pulos, 1985). Ur ett variationsteoretiskt perspektiv lir vi oss
genom att en aspekt separeras ur helheten och varierar mot en invariant
bakgrund. Detta ir en variation som gér det méjligt £6r oss att urskilja den
specifika aspekten, vilket kan innebiéra att ett ”felaktigt” forslag till 16sning pa
en uppgift ibland kan vara limpligt att anvdinda som kontrast till ett korrekt.
Vad giller aspekten att kunna urskilja skillnad mellan ett additivt och ett
multiplikativt samband gjordes siadana kontraster i samtliga klasser i denna
studie. En ldrare kontrasterade med hjilp av en uppgift som handlade om en
kran som rinner med en jimn hastighet. Liraren pdstod att om det efter 3
sekunder har passerat 9 liter genom kranen si maste det efter 6 sekunder
miste ha passerat 12 liter. Med hjilp av forlaget kontrasterades multiplikativt
samband mot additivt, det korrekta fOrslaget dubbelt si mycket tid och
dubbelt si mycket vatten (alternativt att tid och vatten 4r i férhallande 1:3)
mot den i detta fall felaktiga additiva skillnaden 6. For vissa kan detta uppfat-
tas kontroversiellt. Marton och Booth (1997) beskriver att minniskors syn pa
lirande kan delas in i tva framtrddande kategorier. I den ena kategorin kan
lirande uppfattas och med hjilp av uppgifter uttryckas i form av att utéka sina
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kunskaper genom att tillimpa, dterge eller memorera. I den andra kategorin
kan lirande istillet uppfattas och uttryckas med hjilp av uppgifter i form av
att: skapa mening, forstd och dirmed uppfatta nigot specifikt pé ett annat sitt
in tidigare (ibid.). Om lirande uppfattas som att upprepa eller memorera kan
argument framféras for att det inte dr limpligt att pavisa felaktigheter ef-
tersom dessa riskerar att just memoreras och upprepas. Det som gbrs bor
dirmed goéras korrekt. Vid litteraturgenomgang gick det att finna ett stort antal
uppgifter vilka kan vara limpliga att med hjilp av “felaktigt” forslag skapa
kontrast av aspekten additivt och multiplikativt samband. I de vid forsknings-
genomgang identifierade studier dir denna aspekt i undervisning beaktas (se
Kaput & West, 1994; Lobato et al., 2010) fors inte resonemang i termer av att
”6ppet” forsoka synligeéra denna skillnad det vill sdga att i undervisningen
synliggéra de “felaktigt upplevda” additiva samband som elever ofta uppfattar
vid proportionell problemldsning. I en studie av Misailidou och Williams
(2003) undersoks vilka typer av uppgifter som 4r mest limpade for att dia-
gnostisera om elever uppfattar additiva samband i proportionella problem®*.
Uppgifterna anvinds direfter for att skapa modeller dir forskarna studerar
om elever med hjilp utav dessa (i intervjuer) utvecklar sin forstielse for
proportionellt resonemang, vilket de beskriver att eleverna enbart delvis lyckas
med.

Generally, it seems that in our attempt to design “models” which support
ratio reasoning and the avoidance of additive strategies in particular we suc-
ceeded only marginally, [...](Misailidou & Williams, 2003, s. 239)

Det tycks som att eleverna sjilva, med hjilp av uppgiftens konstruktion, ska
uppticka att additiva samband i proportionella problem inte fungerar. I citatet
ovan kan ordet avoidance tolkas som att additiva uppfattningar med hjilp av
uppgiftens konstruktion ska undvikas. Avsaknad av ”felsvar” i undervisningen
ir formodligen en spegling av det resonemang som Marton och Booth (1997)
tor betriffande syn pa lirande. Det kan samtidigt vara sd att det 4r andra fak-
torer som dr av intresse att studera.

I en studie av Koellner-Clark och Lesh (2003) tycks till exempel vikten av
att elever ges moijligheten att samarbeta och utbyta idéer i relation till det
matematiska innehillet som studeras vara av primirt intresse. Den uppgift
som studien baseras pa, dir fotavtryck jimfors, dr som fOrfattarna beskriver

4 Jamforelser av likformiga figurer liknande uppgift C i detta arbete beskrivs av Misailidou och
Williams (2003) som en ur ett diagnostiskt perspektiv limplig uppgift.
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den, unik pa si vis att den mojliggér proportionellt resonemang utan givet
svar (open-ended), samt att det erbjuder en verklighetsnira (real-life) kontext.
I de exempel som ges fokuseras dialog och att liraren genom att lyssna pa
elevdiskussioner kan fa en inblick i vilken matematisk nivé elever befinner sig
pé. En inblick som, enligt forfattarna, bidrar till att relevanta fragor kan stillas.
Det nimns diremot inte ndgot om vad en relevant friga ir, till exempel hur en
elev som ger uttryck for att inte forstd kan bemétas. Aven i Koellner-Clark
och Lesh (2003) tycks det som att det 4t uppgiften, i kombination med
samarbete som ska bidra till att utveckla elevers forstdelse. Lirarens roll i
undervisningen synliggdrs inte annat 4n i form av att de ska vara med och
forsoka lyssna in hur eleverna uppfattar problemet. I en studie av Kullberg
(2012) utelimnas medvetet ett antal tidigare identifierade kritiska aspekter i det
intentionella lirandeobjektet. Det visade sig dock att dessa aspekter dnda med
hjilp av elevinspel framkom i undervisning, vilket innebar att det iscensatta
lirandeobjektet blev ndgot annat dn det intentionella. Elevers uttryckta
uppfattningar i undervisningen beaktades vilket bidrog till att medvetet
uteldmnade kritiska aspekter dndd blev méjliga att urskilja. Detta innebar en
forindring som bidrog till att elevernas resultat i klassen fOrbittrades.
Wernberg (2009) papekar att en interaktion som pégar i klassrummet kan ha
stor paverkan pa elevernas resultat dir det iscensatta lirandeobjektet kan bli
ndgot helt annat dn det intentionella. Att inte lyfta och kontrastera elevupp-
fattningar pd grund av rddsla for att de ska “memoreras” Sverensstimmer
inte, som jag ser det, med den variationsteoretiska synen pa hur man lir. Om
dessa uppfattningar bidrar till att en f6r elever kritisk aspekt kan sepateras och
med hjilp av kontrast varieras bér det géras. Kontrasterande uppfattningar
tycks siledes ur ett lirandeperspektiv bidra med att dels synliggdra en uppfatt-
ning (om det ér ett elevinspel), men de kan dven bidra till att en aspekt
separeras och skapar kontrast. I denna studie sker det dd ett multiplikativt
samband kontrasteras med ett additivt, vilket méjliggdr dess urskiljning.

[...] teaching them to distinguish between right and wrong concepts should
be a teaching focus. (Lo, 2012, 5.16)

Det verkar som att elever 1 samtliga klasser, med hjilp av kontrasteringar dir
motstridiga elevuppfattningar kommer till uttryck, utvecklade sin forstaelse f6r
skillnaden mellan additiva och multiplikativa samband. I klass 3 4r det till
exempel 11 elever som péd nigon eller nigra av tre uppgifter (C,D,E) pad fortest
ger uttryck for att uppfatta additiva samband, vilket kan jimforas med en elev
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pé eftertest. Resultaten var liknande i den andra klassen medan deti den fSrsta
klassen var nigot fler som efter undervisning fortfarande uppfattade additiva
samband. Detta tros bero pd att andra aspekter varierade simultant, vilket kan
ha forsvarat urskiljning av de kritiska aspekterna under den lektionen. Lamon
(2007) listar ett antal frigor som hon tycker dr virda att beakta i fortsatt
forskning varav bland annat féljande What mechanisms drive the change from
additive to multiplicative reasoning? (Lamon, 2007, 5. 662). Resultaten frin denna
studie indikerar att kontrastering av dessa additiva- och multiplikativa sam-
band kan vara en mojlig vig att gd for att besvara Lamons fragestillning,
framforallt om detta sker med hjilp av att elevers kontrasterande uppfatt-
ningar uttrycks i undervisningen.

7.2.3. Att byta perspektiv - forhéllande inom och mellan

sammansatt storhet

Att resonera proportionellt innebir flexibilitet i sitt att angripa och forklara ett
proportionellt problem. I studien var bide lirare och jag redan frin start
6verens om att inte férséka lira ut nagot specifikt sitt att I6sa proportionella
problem pa. Fokus var istillet att mojliggdra urskiljning av aspekter som
bidrog till elevernas lirande. Analys av elevlsningar pa fOrtest pa uppgift A
visade att det bland eleverna i klasserna fanns en stor variation betriffande hur
de angrep problemet. Det vanligast férekommande sittet var uppbyggnads-
proportion, en strategi som i tidigare forskning beskrivs i termer av forstadiet
till proportionellt resonemang (Lamon, 2007). For att kunna anvinda sig av
béde statisk proportion och dynamisk proportionalitet miste diremot bida de
térhallandena (inom och mellan), vilka gir att finna i en proportion, kunna
uppfattas. 1 forintervju och fortest var det samtidigt tydligt att elever i dessa
klasser tycktes ha svirt for det. Aven om detta beaktades vid planeringen
redan av den fOrsta lektionsserien hade framforallt berikningsaspekterna en
tendens att simultant variera. Begreppen inom och mellan var i detta skede av
studien inte tydligt etablerade i forskatlaget pd annat vis dn att hidnsyn togs till
att det finns tva férhallanden mellan fyra virden. Att precisera vad som dr att
betrakta som ett inom-férhallande och ett mellan-férhdllande har i detta
arbete har varit en stor utmaning. Resultaten fran denna studie pekar samtidigt
mot att detta dr av avgorande intresse fOr att lirare och forskare ska kunna
forsta och kommunicera vilket férhallande elever anvinder sig av. Genom att
bestimma vad som dr en sammansatt storhet preciseras samtidigt vilken
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strategi elever anvinder sig av for att 16sa proportionella problem. Dynamisk
proportionalitet kopplas till férhallandet zzo7 den sammansatta storheten och
uppbyggnads och statisk proportion till férhallandet mellan sammansatta
storheter. Utan denna beskrivning gir det inte att avgdra vad som dr vad. 1
Johansson och Lybecks studie dir vattenmingd i 4 olika mitglas jaimférs
papekas att det vid proportionell kvantifiering med hjilp av foérhallandet
mellan mitglas av olika slag (funktionssambandety =k -x) endast ir en
obekant (y) som behéver identifieras. Mellan mitglas av samma slag dr det
diremot enligt férfattarna tva obekanta k och x som behéver identifieras. Nér
val av funktionssamband att beakta vil dr gjort (vilket i deras beskrivning ar
ndgot otydligt se kap 2.3) sa har de en poing med detta resonemang vilket
foljande avsnitt 4r dmnat att belysa.

Inom-férhallande gar att finna, i ett system (t.ex. likformig triangel), 1 en
sammansatt storhet (t.ex. hojd/bas), i ett par av storhetsvirde (t.ex. 6 cm/4
cm). En barbiedocka kan betraktas som ett annat system. Ett system inom
vilket ett stort antal sammansatta storheter i olika férhillanden kan jimforas.
Dockans totala lingd kan mitas och jaimféras med: fot, midjematt, hals och sa
vidare. Lingder vilka i sin tur kan jimféras med varandra och dir inboérdes
térhallanden kan identifieras. Om alla lingdférhéallanden inom detta system dr
identifierade kan dockan slingas. Det gar dnda att med hjilp av dessa forhal-
landen (proportionalitetskonstanter) dterskapa en proportionell docka i vilken
storlek som helst enbart genom att bestimma ett av dess nya matt. Detsamma
giller ett annat kroppsligt system till exempel min kropp. I tabell 19 nedan
anges nagra av mina respektive en barbie dockas matt i relation till olika
térhillanden som rader inom dessa bada system.

Tabell 19. Langder och férhallanden inom tva system, barbiedocka respektive min kropp.

" halsens - fotens
langd lsngd midjans omkrets kingd
matt pa barbie- 30 cm 2cm 8.cm 2cm
docka
forhallande inom
systemet barbie 15 ! 4 !
mina matt 180 cm 6 cm 84 cm 26 cm
fo_rhallande inom 90 3 42 13
mitt system
forhallande mellan 16 13 2:21 113
system
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Till skillnad mot om alla férhillanden inom ett system ér identifierade (min
kropp eller barbiedockans) gar det inte att aterskapa en likformig modell vare
sig av barbiedocka eller min kropp enbart med hjilp av férhallanden mellan
systemen. Oavsett om alla mellan-férhallanden dr identifierade maéste ling-
derna i ett system (eller ett i ndgot av dem) vara givet om det ska gi att skapa
ett proportionellt system, det vill siga en kopia av mig eller barbiedockan. Det
gir inte att slinga dockan® eftersom att det d4 inte lingre finns nigra matt att
utgd ifrdn. Med hjilp av férhéillanden inom systemet kan diremot proportion-
ella barbiedockor, med utgangspunkt frin en enda given lingd, skapas. Lt
sdga att mina personliga mitt anvinds med avseende pé férhallandet inom tre
sammansatta stotheter hos barbiedockan: A) lingd/midja, B) lingd/fot, C)
lingd/hals. T tabell 20 gir det ur tabellen nedan att utidsa vilken lingd en
barbiedocka motsvarande originalets i respektive fall skulle fa.

Tabell 20. Olika langder som likformiga barbiedockor far med utgangspunkt fran 3 olika varden.

langd halsens langd ;“r:]dkjfgz fotens langd
matt pa barbiedocka 30 cm 2cm 8 cm 2cm
forhallande inom
systemet barbie 15 ! 4 !
A) Langd pa barbie
med forskarens 315¢cm 84 cm
midjematt
B) Langd pa barbie
med forskarens fot- 390 cm 25cm
storlek
C) Langd pa barbie
med forskarens langd 90 cm 6 cm
pa hals

Som synes dr det skonhetsideal som forhdllandena inom en barbiedocka re-
presenterar niagot forvringda di en barbiedocka med mitt midjemadtt som
referensmatt skulle vara: 3,15 meter, min fot 3,90 meter och min hals 0,90 me-
ter. Om vi bortser frin detta sd pekar exemplet ovan pa vikten av att precisera
vilket system det dr intressant att beakta med avseende pa de ingdende forhal-
landena. I manga fall rér det sig inte om system utan jaimférelser inom eller
mellan ez sammansatt storhet vilket dr fallet vid jaimférelser av densitet, has-
tighet, jimforpris, volym per tid och sa vidare. Val av sammansatt storhet
preciserar samtidigt vad som dr att betrakta som en uppbyggnads, statisk
proportion eller dynamisk proportionell 18sningsstrategi. Begrepp som ir

42 Ett annat exempel ar en karta dér skalan visar pa forhdllandet mellan systemen karta och verkligheten. For
att med hjilp av kartan bestimma ett verkligt métt maste en miétning géras och skalan anvindas.
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avhingiga vad som ir att betrakta som en sammansatt storhet och det inom
forhillande som detta dr forknippat med. 1 tidigare forskning anvinds be-
greppen for att beskriva hur elever uppfattar férhillanden (se Johansson &
Lybeck, 1978; Karplus et al., 1983b; Lamon, 2007). I detta atbete anvinds de
for att precisera det intentionella, iscensatta och erfarna lirandeobjektet. Utan
en tydligare precisering av dessa férhillanden i den tredje lektionsserien hade
térmodligen inom och mellan-aspekterna, liksom i klass 1 och 2, separerats
och wvarierats simultant med berikningsaspekterna statisk proportion och
dynamisk proportionalitet. En variation som hade fOrsvarat urskiljning av
dessa aspekter.

7.2.4. Berikningsaspekterna och inférandet av plats och dela

Det ”magiska tal” som en elev uppfattar dr den insikt som i storst utstrickning
medverkat till att utveckla lektionsdesignerna i denna studie. Detta forslag
bidrog till att det intentionella lirandeobjektet i klass 3 dven innefattade
variationsmoénster dmnade att méjliggora urskiljning av statisk proportion och
dynamisk proportionalitet. Med hjilp av att i undervisning diskutera statisk
proportion och dynamisk proportionalitet i termer av plats och dela blev det
mojligt att med hjilp av detta ”magiska” tal peka pé att det i ena fallet repre-
senterar (plats): firballandet mellan par av storhetsvirden (sammansatt storhet)
och hur minga ginger ett storhetsvirde ryms (fir plats) i ett annat, i det andra
fallet (dela), hur stor varje de/ blir om ett par av storhetsvirdena delas i bitar
motsvarande férhallandet inom par av storhetsvirden (sammansatt storhet).
Avsikten med att bendmna denna strategi dela var att visa att det dr av intresse
att urskilja hur stor en de/ dr. JimfOrelser av storhetsvirden kan gbras med
hjilp av denna del och det dynamiska inom-férhallandet. Begreppet dela
anvinds siledes i relation till inom-férhallandet vilket kan tolkas som att detta
térhallande enbart gar att finna med hjilp av delningsdivision och inte inne-
hillsdivision. De olika tankeintiktningar (Kilborn, 1990), som innehalls- och
delningsdivision representerar, ir mdjliga 1 bade statisk (plats) och dynamisk
(dela) proportionalitet. Det “magiska” talet relaterar sambandet mellan del och
mellan-férhédllande och distingerar inte innehélls- och delningsdivision. For att
undvika denna forvixling kanske det hade varit limpligare att i studien istéllet
bendmna dela som del, en del som pd ndgot sitt ska identifieras och direfter
anvindes vid jimforelse av forhdllande mellan tva storhetsvirden.
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I forskningsoversikten finns resultat av hur elever i intervjuer och under-
visning kvantifierar proportionella samband med hjilp av en terminologi som
samtidigt beskriver vilket férhillande som anvinds (Johansson & Lybeck,
1978; Lobato et al.,, 2010; Vergnaud, 1988). I denna studie gors forsdk att
undervisa om dessa berdkningsstrategier. I samtliga klasser har tanken varit att
vinta med att fokusera berdkningsaspekterna till dess att aspekterna multipli-
kativt samband och inom- och mellan-férhillande beaktats. Vad som i detta
senare lige av lektionsserien tycks vara av avgérande betydelse dr att eleverna
infér detta moment lyckats uppfatta de i tidigare undervisning beaktade
aspekterna. I detta skede 4dr det flera aspekter som parallellt maste variera.
Diremot halls i framfér allt den tredje klassen uppgift, virden och samman-
satt storhet konstant med avsikt att enbart dela och plats strategi simultant ska
varieras och kontrasteras. D4 en uppgift behandlats presenteras en ny uppgift
av samma karaktir med nya allt mer komplexa virden i syfte att generalisera
dela och plats strategi. Begreppen dela och plats bidrar d4 till att dven eleverna
ges mojligheten att sitta ord pa vilken strategi de anvinder sig av.

I detta arbete gbrs en avgrinsning genom att de uppgifter som behandlas
enbart dr av karaktdren saknat virde eller proportionella jimférelser. For att
16sa uppgifter av karaktdren saknat virde spelar det egentligen ingen roll vilket
férhallande som uppfattas och anvinds vid beridkning. Det dr svart att genera-
lisera ett forhallande till ett funktionssamband dé bara en jimforelse gérs. Vid
jamforande problem kan det ddremot vara en férdel att uppfatta det dyna-
miska forhéllandet, ett férhdllande som har méinga namn: k-virde, férind-
ringsfaktor, proportionalitetskonstant. I klass tvd gbrs detta med hjilp av
multiplikationstabellen medan det i klass tre gbrs 1 relation till urskiljning av
statisk proportion (plats) och dynamisk proportionalitet (dela). I klass 3
méjligebrs detta med hjilp av jimforelser av proportionella par av storhets-
virden, efter det att dela och plats kontrasterats och generaliserats. Till
skillnad frin tidigare jaimférelser motsvarar inget av virdena i dessa par av
storhetsvirden ett direkt férhéllande. Hur det ur dessa virden pa o/ika sitt gar
att skapa ett direkt férhdllande 4r det som nu fokuseras, ett férhallande med
vars hjilp proportionella jimforelser gors. Att elever gor detta finns besktivet i
Lybeck och Johanssons (1978) (se kap 2.4.3) fenomenografiska studie dir
elevers olika sitt att i en intervjusituation uppfatta proportionella samband
beskrivs. I detta arbete gérs fors6k att mojliggdra urskiljning av denna aspekt 1
undervisningen (vilket dven gbrs av Lybeck (1981) fast da relation till densitet
undervisning i fysik pd gymnasiet). Elevernas férklaringar pd uppgift E i den
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tredje klassen indikerar att fler elever pd olika sitt nu med hjilp av att forst
skapa ett direkt forhallande kan jamféra och avgdra om par av storhetsvirden
star i proportion till varandra eller ej.

I tidigare forskning (Kaput & West, 1994; Karplus et al., 1983b) beskrivs
att det krivs att forhallandet inom flera par av storhetsvirden kan uppfattas,
vilket fordras i uppgift E, innan det gar att uppfatta att detta forhillande ar
generellt fér alla par av storhetsvirden 1 detta férhallande, ett k-virde eller
proportionalitetskonstant. Detta var ndgot som forskarlaget i denna studie
strivade efter att eleverna skulle kunna uppfatta trots att det inte kan anses
vara en nédvindig kunskap for att forstd och berikna de uppgifter som
behandlas i denna studie. Det fanns inte heller nigon specifik uppgift dir
detta testas. Samtidigt indikerar resultaten att eleverna i den tredje klassen pa
olika sitt med hjilp av plats och dela ges méjligheten att urskilja ett direkt
forhallande utifran vilket jimforelser av proportioner gérs. Dessa jamforelser
begrinsas inte sisom i den andra klassen till specifika storhetsvirden i multi-
plikationstabellen. Aven om eleverna i den tredje klassen dnnu inte uppfattat
att férhallandet (proportionalitetskonstanten) inom en sammansatt storhet gar
att generalisera till ett odndligt antal par av storhetsvirden (vilket inte testas)
generaliseras dynamisk proportionalitet med par av storhetsvirden som
stracker sig mellan noll och tusental i undervisningen.

After all, one must experience more than one particular instance before
those instances can possibly be experienced as sharing anything. (Kaput &
West, 1994, p. 241)

7.2.5. Elever som inte utvecklar sin forstiaelse under

ektionerna

I samtliga klasser dr det ndgra elever som inte ger uttryck for att utveckla sin
forstaelse av lirandeobjektet. I klasserna var det totalt 11 elever som hade 0-2
ritt av 5 pa bdde for- och eftertest (7 elever i den 2:a klassen och 2 elever i den
1:a respektive den 3:e klassen). Ingen elev hade firre ritt pa eftertest men 3
elever besvarade inte nagon av frigorna korrekt vare sig pa for- eller eftertest.
Forsok till svar gavs av samtliga elever pa ndgon uppgift. Orsakerna till detta
kan variera men de var alla med pa lektionerna. Om deras tankar av nagon
anledning var riktade mot ndgot annat 4n det matematiska innehdllet pa
lektionerna gar inte att avgéra. Om si inte var fallet, utan att de fO&rsOkte
forstd, dr det vil virt att fundera Sver varfor de inte ger uttryck for att ldra. 1
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tidigare forskning beskrivs uppbyggnadsproportion som ett forstadium till
proportionellt resonemang av komplexare karaktir (Lamon, 2007). Urskiljning
av uppbyggnadsproportion synliggdrs inte strukturerat under nagon lektions-
serie utan tas for givet pd sa vis att denna strategi inte kontrasteras vare sig
med statisk proportion eller dynamisk proportionalitet. Om en elev inte har
lyckats urskilja nigon av de sistnimnda strategierna Gverensstimmer inte
diskussioner och uppgifter i undervisningen med den relevansstruktur eller
mening som eleven uppfattar. Diskussionerna riskerar pd si vis att bli obe-
gripliga, vilket kan leda till att eleven &vergar till att tinka pa nagot annat mer
meningsfullt.

I samtliga klasser fanns intentionen att férsdka synliggéra uppbyggnads-
proportion genom att med hjilp av virdetabeller addera ett par av stor-
hetsvirden till exempel 9 m pa 4 s tills man hittar en efterstrivad proportion
till exempel 27 m pa 12 s. Tanken var att denna strategi skulle synliggéras 1

9m _ 9m3 _ 27m

relation till statisk strategi (— = = —) alternativt dynamisk strategi
4s  4s3 125

(om tiden ér 12 s dr lingden f *12's = 27 m). Att detta inte gbrs kan vara en

anledning till att vissa elever inte lyckas utveckla sitt kunnande. En annan
anledning kan vara att det vid proportionella jimférelser av statisk eller
dynamisk karaktir gérs multiplikativa jimférelser och att det dé dr en fordel
att behirska ginger-tabellerna. Om si inte 4r fallet kan det vara svirt att
parallellt fokusera problemets karaktir, berikningsaspekter och resultatet av
en multiplikation eller en division. En méjlig, men mindre trolig, anledning
kan vara att elever inte forstar det innehdll som behandlas i de olika uppgif-
terna i studien. Innehallet har valts med hinsyn till att det inte skulle upplevas
som okdnt och dirmed svirt att forstd. Hastighet, likformighet, jaimforpris och
vattenfléde 4dr innehdll ur vilka exempel pd sammansatta storheter som
anvinds 1 detta arbete himtats. Innehéll som eleverna troligtvis hade erfaren-
heter av sedan tidigare. Densitet, ohms lag, kraft dr exempel pa innehdll som
troligen hade upplevts som svarare varvid fokus hade riskerat att riktas mot
det specifika innehéllet i problemet snarare dn proportionella samband. Att
férmagan att resonera proportionellt kan ses som en portal, ett tréskelbe-
grepp, vilket av Pettersson (2008) beskrivs vara problematiskt att inledningsvis
bemiistra tycks resultaten fran denna studie peka mot.
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7.2.6. De matematiska begreppens betydelse i denna studie

Forskatlagets erfarenheter fran denna studie ar att en relevant terminologi be-
hévs £6r att kunna kommunicera och tolka elevers uppfattningar. Under stu-
dien dgnades mycket tid at att férsOka precisera olika, framforallt engelska,
begrepps betydelse eftersom bristen pa relevanta svenska begrepp upplevdes
pétaglig. Arbetet med att forsoka precisera dessa begrepp hat fortsatt efter
studiens genomf&rande. Bristen pd oklarheter i hur terminologi definieras med
avseende pa proportionella samband papekas av (Lamon, 2007).

Cleatly, our failure to define terms is a deterent failure to progress in the
research domain (Lamon, 2007, 5.637)

Det tycks av citatet att déma som att det dven inom den engelska dmnesdi-
daktiken finns ett behov av en stringent terminologi. Ett exempel pa detta ges
i forskningséversikten ovan betriffande begreppen within och between (se
kap. 2.3). Féljande engelska begrepp har Oversatts da inget motsvarande
svenskt begrepp har funnits: intensive quantity (sammansatt storhet), com-
posed unit (par av storhetsvirden), within ratios and between ratios (inom-
och mellan-férhillande), static and dynamic proportionality (statisk proport-
ion och dynamisk proportionalitet), building up and building down (uppbygg-
nadsproportion). Dessa begrepp anvinds inte i undervisning utan av forskala-
get och mig i detta arbete i syfte att kunna kommunicera innehéllets behand-
ling under lektioner i termer av det intentionella, iscensatta och erfarna
lirandeobjektet. Nya matematiska begrepp introducerades dven for eleverna.
Begreppet forhallande verkade vara ett okint begrepp for de flesta elever i
klasserna vilket eleverna pa fOrtestet gav uttryck f6r dd begreppet fanns med i
uppgift D och E. Eleverna i denna studie gar i ar 8 och 9 vilket innebir att det
inte kan tyckas som att de i tidig alder, vilket Moseley (2005) podngterar vikten
av, getts mojligheten att utveckla djupare forstielse f6r begreppen férhallande
och proportionalitet. En tidig introduktion som enligt forskaren méjliggor
jamforelser av perspektivet del-del och inte bara del-hel vilket 4dr vanligt vid till
exempel rikning med tal i brakform. Resultaten frin en studie av Howe et al.
(2011) pekar mot vikten av synergi mellan det sprak som anvinds i klassen
och det eller de begrepp fOrstielse ska skapas kring. Elever som aldrig tidigare
undervisats om forhallanden, tycktes i deras studie bemistra och anvinda sig
av begreppet forhillande relativt snabbt (ibid). I undervisning anvindes i
denna studie framférallt begreppet, forhéllande 1 relation till additivt samband
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och i den tredje klassen inférdes dven begreppen ”dela” och ”plats”. Dela och
plats kan ha bidragit till att géra det littare att urskilja de tvd berikningsa-
spekterna statisk proportion och dynamisk proportionalitet. De sistnimnda
begreppen var Gversatta och preciserade i botjan av studien men det var forst
vid planeringen av den tredje lektionsserien som de tydligare relaterades till
varandra. Under lektioner anvindes dven begrepp som lodritt och vagritt
térhallande. Dessa begrepp dr dock frimst limpade att anvinda sig av vid
proportionella resonemang av uppgifter i form av till exempel en virdetabell.
De sidger inte heller nagot om vilken strategi, statisk (plats) eller dynamisk
(dela) som anvinds vid berdkning. Detta arbetes innehdll begtrinsas till
proportionellt resonemang i relation till problem av jaimférande karaktir och
saknat virde, men hinsyn har tagits till att denna terminologi dven ska &ver-
ensstimma med ett utvidgat proportionalitetstinkande till exempel i form rita
linjens funktion (ekvation) dir forindringsfaktor efterfrigas eller uppgifter av
skaldr karaktir.

Min férhoppning dr att studien kan bidra till fortsatt utveckling av den
dmnesdidaktiska begreppsapparaten dd denna studies resultat pekar mot att en
forfinad terminologi behdvs for att i detalj kunna beskriva hur elever uppfattar
proportionella samband.

7.3. Fortsatt forskning

De resultat som framkommit i detta arbete bér tolkas med forsiktighet, men
slutsatsen att det dr innehallets behandling som méijliggdr elevernas lirande,
har stéd i annan forskning. Innehdllets behandling har i ett antal studier visat
sig vara av avgorande betydelse (Marton & Pang, 2006; Matton & Tsui, 2004),
dven om andra faktorer ocksd har betydelse for elevernas lirande. Det intres-
santa i mitt arbete dr pd vilket sitt de skilda sitt att mojliggbra elevernas
lirande i de olika klasserna skiljer sig 4t beroende pa hur detta innehill
behandlats. Denna skillnad speglas i elevernas resultat inte enbart i termer av
ritt och fel svar utan dven i hur proportionella samband uttrycks savil 1
lektionssammanhanget som i deras 16sningar. Som jag ser det borde det finnas
ett intresse av, framforallt inom det dmnesdidaktiska filtet, att studera dessa
skilda betingelser i storre skala, det vill sdga i andra klasser och praktiker, f6r
att bygga vidare pa och préva de resultat som presenterats i detta arbete.
Genom att studera huruvida innehallets behandling, avseende de aspekter som
ansdgs vara kritiska for de elever som ingick i denna studie, ocksa dr avgo-
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rande for andra elever i andra skolkontexter och med andra lirare finns en
mojlighet att generalisera resultaten. Avslutningsvis kan jag se ndgra tinkbara
torlag pa fortsatt forskning. Dessa foérslag baseras pd de erfarenheter som
gjorts i detta arbete.

Ett tinkbart alternativ dr som nimnts att testa variationsmonster av lik-
nande karaktidr som i denna studies tredje klass i andra sammanhang och
andra klasser. Dessa variationsmonster har skapats i syfte att urskilja kritiska
aspekter av lirandeobjektet och dd de tycks gagna elevernas lirande i1 den
tredje klassen dr det rimligt att anta att sd dven kan vara fallet i andra klasser.
Ett annat alternativ dr att forfina de resultat som framkom och till exempel
studera hur uppbyggnadsaspekten kan paverka elevernas forstdelse ytterligare 1
positiv riktning. Detta dr en aspekt som till stora delar togs for givet i den hir
genomforda studien. Med hjilp av statisk och dynamisk berikningsaspekt
hade det varit moijligt att kontrastera och variera denna aspekt mot en i 6vrigt
invariant bakgrund.

Det skulle dven vara intressant att studera urskiljning av multiplikativt
samband (férhallande) med hjilp av kontrastering av additivt samband i yngre
aldrar, det vill siga studera progressionen i hur elevernas forstielse av inne-
héllet utvecklas 6ver tid. Eventuellt kan detta géras i relation till begrepp som
sammansatt storhet och system av sidana. Denna studie genomférdes 1 dr 8
och 9 men om elever ges méjligheten att urskilja och skilja pa multiplikativa
och additiva samband redan i skoldr 2-3 kan det vara rimligt att anta att en
studie liknande denna kan géras i ar 4-6. En longitudinell studie dir elevernas
lirande f6ljs 1 ett lingre tidsperspektiv skulle vara intressant att genomfora.

I tidigare forskning beskrivs att elever i problem av proportionell karaktir
uppfattar additiva samband och att de i takt med stigande alder uppfattar ad-
ditiva problem som proportionella samband (Fernindez et al., 2012; Van
Dooren et al, 2010). I detta arbete anvinds inte en kombination av pro-
portionella och additiva uppgifter vare sig i undervisning eller test. Det skulle
vara intressant att studera huruvida elever med undetrvisning som enbart
fokuserar proportionella samband, men som samtidigt liksom i denna kon-
trasterar multiplikativa och additiva samband, visar fOr resultat att inte 19sa
additiva uppgifter proportionellt. Alternativt skulle en utvidgad studie, dir
proportionella samband forst beaktas pa ett liknande sdtt som gérs i denna
studie for att sedan i direkt anslutning till detta bygga pa med ytterligare
lektioner dir uppgifter av additiv och proportionell karaktir blandas.
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Det steg som tagits for att fOrstd lirandets betingelser avseende elevers
forstielse av proportionella samband har resulterat i intressanta resultat, men
samtidigt vickt nya intressanta forskningsfragor. Att det finns mer att be-
forska kan jag med utgingspunkt frin de erfarenheter vi gjort i detta arbete
dirfér utan tvekan konstatera.
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Bilaga 1 For- och eftertest uppgifter som anvands 1

samtliga klasser.

Fortest Namn:

1.

Ove géar 6 meter pd 4 sekunder. Hur lang tid tar det for Gun att ga 15 meter
om hon gar i samma hastighet som Ove. Forklara pa nagot sétt hur du kom fram till

ditt svar.

300 g dillchips kostar 24 kr. 200 g potatischips kostar 18 kr. Vilken pése ska du
vilja om du vill ha mest chips for pengarna? Visa pa ndgot sitt hur du l6ser

uppgiften.

I en klass arbetade man med likformig forstoring och forminskning. Det betyder att
alla langder 1 en figur ska forminskas eller forstoras lika mycket. Vid ett tillfdlle
utgick man ifran en rektangel med sidorna 20 cm och 60 cm. En elev ritade da den

hogra figuren. Skriv in ritt ldngd pa langsidan.

a
) 20

7 O.b.s. Ej i skala. Det gar inte
att méta eller jimfora langder i
figurerna

60 _

Visa pa nagot sétt hur du 16ser uppgiften.

Vid ett annat tillfélle utgick man ifran en rektangel med sidorna 8 cm och 10 cm.

En elev ritade dé figuren till hdger. Skriv in rétt ldngd pé kortsidan.

b)

10

30

Visa pa nagot sitt hur du l6ser uppgiften



BILAGOR

4. 1en buss ér forhdllandet mellan barn och vuxna ar 5:4
Ringa in alla alternativ som du tycker stimmer for hur ménga barn och vuxna det
kan vara i bussen?

15 barn och 14 vuxna 10 barn och 8 vuxna 8 barn och 10 vuxna

15 barn och 6 vuxna 20 barn och 16 vuxna

5. Tabellen nedanfor visar antalet sélda Iphones och Androider i fyra affarer.

Affir | Iphone | Android
1 12 9
2 14 11
3 16 12
4 18 15

I vilka tvé affdrer ar forhallandet mellan antalet Iphones och antalet Androider lika?
(Ringa in ditt svar)

A)loch2 B)loch3 C)2och3 D)2och4 E)loch4

Forklara pa ndgot sitt hur du kom fram till ditt svar
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Eftertest Namn:

1. Armo gar 8 meter pa 4 sekunder. Hur lidng tid tar det for Marianne att ga 20 meter
om hon gér i samma hastighet som Arno. Forklara pa nagot sétt hur du kom fram till

ditt svar.

2. 300 g dillchips kostar 18 kr. 200 g potatischips kostar 14 kr. Vilken pése ska du
vélja om du vill ha mest chips for pengarna? Visa pa ndgot sitt hur du 1oser

uppgiften.

3. T en klass arbetade man med likformig forstoring och férminskning. Det betyder att
alla langder i en figur ska forminskas eller forstoras lika mycket. Vid ett tillfdlle
utgick man ifran en rektangel med sidorna 20 cm och 60 cm. En elev ritade da den

hogra figuren. Skriv in rétt 1dngd pé langsidan.

20
6 O.b.s. Ej i skala. Det gér inte

att méta eller jamfora langder i
figurerna

60 _?

Visa pa ndgot sitt hur du l6ser uppgiften.

Vid ett annat tillfélle utgick man ifrdn en rektangel med sidorna 7 cm och 10 cm. En
elev ritade da figuren till hoger. Skriv in ratt langd pa kortsidan.

10

30

Visa pa nagot sitt hur du l6ser uppgiften
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4. 1en buss dr forhallandet mellan barn och vuxna ar 5:3

Ringa in alla alternativ som du tycker stimmer for hur ménga barn och vuxna det
kan vara i bussen?

15 barn och 13 vuxna 10 barn och 6 vuxna 6 barn och 10 vuxna

15 barn och 7 vuxna 20 barn och 12 vuxna

5. Tabellen nedanfor visar antalet marsvin och hamstrar i fyra djuraffarer.

Affir | Marsvin | Hamster
1 12 9
2 14 11
3 16 12
4 18 15

1 vilka tva afférer ar forhallandet mellan antalet marsvin och antalet hamstrar lika?
(Ringa in ditt svar)

A)loch2 B)loch3 C)2och3 D)2och4 E)loch4

Forklara pa ndgot sitt hur du kom fram till ditt svar
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Bilaga 2 Uppgift som gors i klass 1 och 2 men som
stryks da den ej tycks fanga det som avses,
om eleverna tycks kunna byta
berikningsstrategi.

I en unders6kning jaimférs vikten av tre olika chokladkakor genom att man
viger 6 bitar (rutor) av varje chokladkaka. Sa hir blev resultatet:

Choklad A: 6 bitar viger 21 g
Choklad B: 6 bitar viger 24 ¢

Choklad C: 6 bitar viger 25 g

a) Hur mycket viger 15 bitar av choklad A? Visa pa néagot sitt hur du 16ser

uppgiften.

b) Hur mycket véger 13 bitar av choklad B? Visa pa ndgot sétt hur du l6ser
uppgiften.

c) Hur mycket vdager 30 bitar av choklad C? Visa pa nagot sitt hur du 16ser
uppgiften.
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Bilaga 3 Uppgift som anvinds i klass 2 och 3 men
som stryks da den testar storleksordna
forhallande, vilket ej beaktas 1 denna studie.

Mini fortest Namn:

Stina, Putte och Emma blandar olika mycket chokladpulver i mj6lken.
Stina 161 ner 3 skedar i 2 dl mjolk

Putte vill ha 4 skedar 1 3 dl mjolk

Emma vill ha 6 skedar i 4 dl mjolk

Vem fir den mest koncentrerade (starkaste) chokladdrycken?

Mini eftertest Namn:

Mattias, Annika och Martin blandar olika mycket chokladpulver 1 mj6lken.
Martin ror ner 3 skedar i 5 dl mjolk

Annika vill ha 4 skedar i 6 dl mjolk

Mattias vill ha 6 skedar i 10 dl mjolk

Vem fir den mest koncentrerade (starkaste) chokladdrycken?
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Bilaga 4 Tillstind for deltagande i studie

GOTEBORGS UNIVERSITET

CENTRUM FOR UTB.VET. OCH LARARFORSKNING
Hej, I

Jag heter Joakim Magnusson _ men dr numera
doktorand pa Goteborgs universitet dér jag arbetar med ett forskningsprojekt, som handlar om
matematikundervisning. Du kanske kénner till att svensk matematikundervisning debatteras
mycket i media och att fokus ligger pa att alltfor ménga elever lar sig for lite matematik. For
att kunna utveckla matematikundervisningen behdver vi som forskare fa veta mer om den och
det dr i detta ssmmanhang som jag planerar att filma tre av matematiklektionerna i ditt barns
klass. Lektionerna har planerats tillsammans med ditt barns larare i matematik och ingér i den
ordinarie undervisningen. Lérarna har stor erfarenhet av bade undervisning och av att
tillsammans analysera den egna undervisningen vilket gynnar min studie. Till storsta delen &r
det ldraren som filmas eftersom det &r lararens behandling av innehallet som &r av intresse for
studien, men vid gruppdiskussioner och svep med kameran 6ver klassrummet kan ditt barn
vara med pa film. Nagra av de elever som vill blir dven intervjuade fore och efter lektionerna.
Lektionerna analyseras for att pa sikt kunna bidra med kunskap om vad i undervisning som
mojliggdr ldrande av det specifika innehall som behandlas pé lektionen. Nér studien &r klar
kommer den att presenteras i bokform for larare och forskare i pedagogik. Materialet kan dven
anvéndas i utbildning av larare. Varken ditt barns namn eller skola kommer att ndmnas och
medverkan ar frivillig.

Jag hoppas att du och ditt barn stéller dig positiv till att delta i detta forskningsprojekt. Har du
fragor eller undrar dver nagot, gar det bra att kontakta mig via telefon eller mail.

Vinligen

Joakim Magnusson
doktorand vid Institutionen for didaktik och pedagogisk profession (IDPP), Géteborgs
universitet

Telefon: 0708 29 71 18 Mina handledare ar:
Mail: joakim.magnusson@gu.se docent Mona Holmkvist
Fil.dr. Johan Haggstrom

Elevens namn: klass:

o Ja, mitt barn far delta i forskningsprojektet. Filmen far anvéndas i forskning och vid
utbildning av lérare.

o Nej, mitt barn deltar inte i forskningsprojektet.

Foralders underskrift:

Elevs underskrift:

Institutionen for didaktik och pedagogisk profession (IDPP)
Box 100, SE 405 30 Goteborg

031 786 0000 (vx)

www.ufl.gu.se






BILAGOR

Bilaga 5 Avslutande uppgift 1 samtliga klasser.
I klass 3 ar de likformiga trianglarna utbytta
mot likformiga rektanglar (se Figur 26,
Lektion 3.4-Moment 19)

Gruppuppgift - samma férhallande

12
’ k
i 24

A) Forsok forklara pa tva olika sitt hur ni bestimmer ldngden pé triangeln.

B) En sick potatis som viger 6 kg kostar 9 kr. Vad kostar en sick med samma sorts
potatis som viger 20 kg?
Forsok forst att 16sa uppgiften sjdlv, jamfor sedan era olika 16sningar

C) Alla langder hos ménniskorna har forstorats lika mycket. Bestim de okénda
langderna. Forsok forklara pa tva olika sitt hur ni bestimmer en langd.

?
Langd
20dm
7 7N
p Arm
Liingd y N 10dm
- 15 dm
?
Arm
N 6dm
? Ben r

9dm






BILAGOR

Bilaga 6 Avslutande uppgift 1 klass 1 dar eleverna
ska f6rsoka gruppera olika beraknings-
strategier

Ove gér 6 meter pa 4 sekunder. Hur léng tid tar det for Gun att
g4 15 meter om hon gér i samma hastighet som Ove?
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PROPORTIONELLA SAMBAND

Innehallets behandling och elevernas ldrande

Proportionella samband beskrivs ofta som ett svart och komplext innehall
att undervisa om. Elevers svarigheter att l6sa proportionella problem och
hur dessa svarigheter kan diagnostiseras ar val dokumenterat i tidigare
forskning. Mindre vanligt 4ar studier som beskriver hur dessa svarigheter
kan behandlas i undervisningen s att lirande mojliggors. Syftet med denna
studie ar att undersoka vilka aspekter av proportionella samband som
tycks vara kritiska for de deltagande eleverna att urskilja for att utveckla
kunskap om dessa samband. Skillnader mellan vilka aspekter som erbjuds
och hur de synliggors i de klasser som deltog i studien analyseras i relation
till elevernas lirande. Empirin baseras pa en learning study, dar innehallets
behandling, med utgdngspunkt i variationsteorin, revideras och forfinas
i en iterativ process. Resultaten fran studien antyder att den ordning och
de viarden som kritiska aspekter behandlas med under lektionerna ar
avgorande for att utveckla elevers forstaelse av proportionella samband.
Nagot som ytterligare tycks bidra till att elever urskiljer specifika aspekter
av innehallet ar att elevers kontrasterande uppfattningar uttrycks i
undervisningen. Utifrdn denna studie dr kritiska aspekter av innehallet
t.ex. skillnaden mellan additiva och multiplikativa samband och att det
i en proportion finns tvd forhallanden att beakta. I diskussionsdelen fors
dven resonemang om att studien kan bidra till fortsatt utveckling av den
amnesdidaktiska begreppsapparaten da denna studies resultat pekar mot
att en forfinad terminologi behovs for att i detalj kunna beskriva hur elever
uppfattar proportionella samband.

Joakim Magnusson delar sin tid mellan att arbeta som
amnesdidaktisk lararutbildare i matematik vid Goteborgs
universitet och som grundskolldrare i matematik och NO
pd en 6 — 9 skola.

GUPEA - Goteborgs universitets publikationer - elektroniskt arkiv:
http://hdl.handle.net/2077/37219
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