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Tidigare forskning har visat att majoriteten av 12-16-driga elever har en
tendens att utgd ifrdn ett linjart samband da de 16ser uppgifter av icke linjir
karaktir. Fenomenet, som kallas “illusionen av linjiritet’, kommer av att elever
did de ska forstora eller forminska flerdimensionella geometriska figurer
intuitivt tenderar att utgd ifran att, om alla sidor goérs dubbelt s linga, da blir
dven arean dubbelt si stor (De Bock et.al, De Bock et al. 1998; De Bock, Van
Dooren, Janssens & Verschaffel, 2002; De Bock, Verschaffel, Janssens, Van
Dooren, & Claes, 2003).

Huvudsyftet med denna studie har varit att undersdka hur innehéllets
behandling avseende forstoring och férminskning av geometriska figurer i
relation till begreppet skala kan bidra till att utveckla elevernas férméga att
urskilja det linjart proportionella — och det icke linjirt proportionella
sambandet simultant.

Forskningsansatsen utgors av en learning study som genom dess iterativa
process, erbjuder ett empiriskt material som kan bidra till en djupare férstielse
for relationen undervisning kontra lirande avseende det aktuella
dmnesinnehdllet. Learning study har en teoretisk utgangspunkt, vilket f6r den
hir studien ar ett variationsteoretiskt perspektiv Marton (2014). Genom den
iterativa processen, dir resultaten fran den fOrsta cykeln ligger till grund for
utformningen av nista, fanns mojlighet till 6kad kunskap kring det komplexa
lirandeobjektet;  forstoring och  forminskning av  tva-dimensionella
geometriska figurer utifrdn begreppet skala. Studien genomférdes pa en
grundskola och innefattade totalt 45 elever i dldern 14-15 ar samt tre lirare.

Resultatet av studien besktriver pd vilket sitt innehallets behandling i
klassrummet, med fokus pd iscensatta monster av variation, paverkade
elevernas lirande. Analysen 4r baserad pd de videoinspelade lektionerna,
transkriptionen av konversationen mellan ldraren och eleverna samt elevernas



resultat pa for- och eftertesten. Den storsta kvalitativa skillnaden avseende
clevernas lirande dr 1 vilken utstrickning eleverna har lyckats urskilja
lingdférindringen och areafrindringen simultant i samma figur nir de
forstorar tvadimensionella geometriska figurer. Resultatet visar hur elevernas
lirande 6kar markant under den tredje cykeln, vilket indikerar att innehallets
behandling i denna cykel var mer effektiv. Aktiviteterna under tredje cykeln
genomfoérdes mer avsiktligt systematiskt, bade vad giller i vilken ordning de
kritiska aspekterna belystes samt hur relationen mellan aspekterna var explicit
problematiserade vid upprepade tillfillen under lektionen. Ett annat intressant
resultat var att lirarna uppmuntrade eleverna att kommunicera om innehallet
och genom att goéra det fick ldrare och elever méjlighet att gemensamt
iscensitta monster av variation ddr elevernas missuppfattningar eller sitt att se
p4 innehdllet kunde bli, inte bara visualiserat utan ocksd problematiserat, vilket
ledde till att de kritiska aspekterna explicit kunde bli urskilda. Eleverna fick
ocksa moijlighet att motivera sina svar samt att mer explicit uttrycka vad de
hade urskilt.
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Previous research has show that a large majority of 12- to 16-year old students
have a tendency to impropetly apply the linear model when solving non-linear
problems about the relation between lengths and area of enlarged and reduced
plane geometric figures (De Bock et al., 1998). A major deficiency associated
with the passage from one-dimensional to two-dimensional units is linked to
‘the illusion of linearity’, an explicit belief in a linear relation between lengths
and areas of similarly enlarged or reduced figures. The main aim of this study
was to investigate whether it could contribute to students’ deeper
understanding of scaling of two-dimensional geometric figures when they
were given the opportunity to simultaneously discern aspects related to linear
and quadratical scaling.

A Learning Study approach was adopted to improve instruction and the
students’ learning outcomes. The interest was to, based on a perspective of
Variation Theory, study how mathematical content was treated regarding the
offered aspects of the object of learning and to what extent the instruction
was powerful in helping the students to overcome the “illusion of linearity”
and develop their understanding of the object of learning. In total 45 students,
aged 14-15 years and three teachers participated.

The results of the study describe in what way the differences in treatment
of the content handled in the classroom affect the students’ learning. The
analysis is based on the videotaped lessons, the transcription of the
conversations between the teacher and the students, and the students’ results
at pre and post-tests. The major qualitative difference in student learning is to
what extent the students managed to discern the differences in change of
length and area in the same figure simultaneously when scaling two-
dimensional geometric figures.



The results show how the students’ learning outcome increased during the
third cycle, which suggests that the handling of the content in this cycle was
more powerful. The activities that took place during the third cycle was more
intentionally systematic, both regarding in what order the critical aspects were
highlichted, and how the relationship between them was explicitly
problematized in several occasions. Another interesting finding is that the
teachers encouraged the students to communicate about the content and by
doing so the teachers and students were given an opportunity to jointly enact
patterns of variation where students’ misconceptions, or way of looking at the
content, could be, not only visualized, but also problematized and the critical
aspects could explicitly be discerned. The students also got the opportunity to
more explicitly express what they had discerned and were able to justify their
answers more distinctly.
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KAPITEL 1: INLEDNING

Den forskning som presenteras i den hir avhandlingen ir ett exempel pa
forskning 1 forskarens egen praktik och kan dirmed beskrivas som
praxisutvecklande forskning. Det fenomen som studeras dr ett genuint
problem si till vida att de deltagande lirarna sjdlva upplevt det som ett
problem och dirfér vill studera det aktuella fenomenet. Att det finns risker
med att forska i sin egen praktik bér man vara vil medveten om. Bade
forskare och lirare kan ha férutfattade meningar och ta saker f6r givet nir det
giller, som i det hir fallet, elevernas kunnande och agerande. En strategi f6r
att handskas med detta dilemma kan, uttrycker Nilsson, (2005) vara att lita det
gd en tid mellan datainsamling och analys for att under denna tidsperiod
toérhoppningsvis skapa en distans till materialet. P4 si vis mojliggdrs att
lararperspektivet och forskningsperspektivet kan komplettera varandra pa ett
tillfredstallande sitt.

Grunden tll huvudstudien i den hir avhandlingen utgérs av en tidigare
genomford learning study pa en grundskola i Géteborg inom det avgrinsade
innehallet proportionalitet, med fokus pa begreppet skala. 1 denna studie,
liksom 1 flertalet learning studies hittills, var variationsteorin den teori om
lirande som anvindes. I ett variationsteoretiskt perspektiv ses lirande som en
forindring 1 sitt att se pad ndgot och vad det innebir att kunna ett specifikt
innehall (Marton & Booth, 1997). Forskningsintresset dr att bidra med
ytterligare  kunskap avseende undervisning av detta matematiska
damnesinnehdll. Mot bakgrund av den tidigare studien definieras ett nytt och
mer avgrinsat matematiskt innehall, ett s.k. lirandeobjekt. De kritiska aspekter
som identifierades under den tidigare genomférda studien, d.v.s. det som
eleverna maste urskilja f6r att det avsedda lirandet ska ske ingir initialt 1
foreliggande studie, men hir som presumtiva kritiska aspekter. Runesson och
Kullberg (2010) argumenterar fOr att lirarna, nir de har bittre forstdelse for
vad som kan vara kritiskt i ett innehall, inte bara kan anvinda detta utan dven
kan hitta och synligebra nya kritiska aspekter. Lirare som tar &ver kritiska
aspekter fir en riktning eller vigledning f6r planerandet och antagandet for
hur innehillet ska behandlas under lektionerna, men inte en explicit
lektionsplanering att folja, istillet ges lirare mojlighet att ligea till nya och
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unika dimensioner av variation (Runesson & Gustavsson, 2012). En learning
study kan saledes ses som en modell vilken kan bidra med en delad
kunskapsproduktion, ett kunskapssystem likt den som férs fram av Morris
och Hiebert (2011), d.v.s. som ett system f6r att 16sa den stora variation som
finns i undervisningskvaliteter fran en skola till en annan.

Foreliggande studie har delvis sin utgingspunkt i tvd sekvenser ur den
under ldsiret 2010/2011 genomférda learning studien. Den forsta av dessa tva
sekvenser utspelar sig under forsta cykeln i studien. Eleverna far i uppgift att
avgora 1 vilken skala ett gem dr avbildat i. Avbilden fir de pé ett papper och
originalet ir ett verkligt gem. Eleverna visste inte lingden pa gemet och de
hade heller inte tillgang till linjal. Tva olika elevsvar lyfts vid redovisningen av
uppgiften under lektionen. En grupp elever svarar att gemet har blivit
forstorat tre ganger och att skalan ér 3:1. Den andra gruppen elever svarar att
gemet hade forstorats nio ganger och visar tydligt hur de resonerat genom att
ligga det lilla gemet pd det pd pappret avbildade gemet och genom detta
illustrera att det precis fir plats nio sma gem 1 det stora gemet och att skalan i
avbildningen istdllet borde vara 9:1 Eleverna &ppnade under den hir
sekvensen upp en ny dimension av variation avseende skala, d.v.s. att skalan
kan fokusera lingder eller areor och dess férindringar. Infér cykel tva och tre
reviderade lirarna lektionsplaneringen och gjorde en helt ny planering for att
skapa mojligheter f6r eleverna att separera lingdférindring frin
areaférindring vid forstoring och férminskning av rektanglar utifrin en given
lingdskala, vilket de anade kunde vara en kritisk aspekt f6r det aktuella
lirandeobjektet. Under lektion tre intriffar en liknande situation. En
elevgrupp har fatt 1 uppgift att forminska ett A4-papper i skala 1:2. Eleverna i
gruppen ir dock inte Gverens och dd de ska redovisa, visar de upp tvd olika
svar samtidigt och foljande diskussion fors i klassen dir Magnus grupp visar
upp sina bada forslag da A4-pappret ska férminskas i skala 1:2;
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INLEDNING

Figur 1. Férminskning skala 1:2. Férslag 1.

Figur 2. Férminskning skala 1:2. Férslag 2

Excerpt 1

L: Titta pa de hir tvd olika svaren. Den hir var skala 1:2 da skulle ju...
egentligen varje sida vara hilften sa du va, Magnus? Ar alla sidorna, hat vi
minskat den [pekar pi héjden pia A4 -pappret] med hilften och den
[bredden pa A4] med hilften?

E (Tina): Ni

E (Magnus): Ja, kolla. [visar upp sitt A4, vilket dr forslag nr. 1]

L: Ja, dir ar ditt papper, visa upp det lite sa vi ser

E (Magnus): Ja, nu dr den sa [viker pappret pa mitten] kolla nu blev den
hilften [pekar pa hojden].

L: Ja, och blev den hilften pa andra, andra ledden ocksa?
E (Magnus): Ja
L: Jaa...

E (Magnus): Ja [med eftertryck] Detta dr... detta dr hela, och om du gor
den sd [viker pappret pd mitten] sa blir den halften.

L: Ja, den hir sidan [pekar pa h6jden] har blivit halften va?
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E (Magnus): Ja

L: Men nir vi tittar, om vi tinker oss ett helt papper. Lyssna nu allihop, for
nu blir det, nu 4r det lite kritiskt. Nar vi tinker oss ett helt papper si sa vi att
det var bade lingden och bredden som skulle bli hilften [...].

E (Tina): [i samma grupp som Magnus] Men men halld hir borta. Kan jag fa
den lite [hon fir A4-pappret och visar upp det] Vi testade ocksa att gora
den i fyra delar och ett tag s tyckte vi att det var ritt och sen sa dndrade vi
till det hér. Vi hade tvé stycken svar. Vi har tva stycken svar.

E (Magnus): Ja, men

L: Ni hade tva stycken svar. Ni har det hir svaret ocksa [ringar in den
markerade fjirdedelen av A4-pappret pa tavlan, forslag nr.2]

E (Magnus): Men jag dr inte med p4 det svaret.
L: Du dr inte med pa det svaret?

E (Magnus): Nej!

L: Du vill ha det forsta?

E (Magnus): Japp!

L: Ska vi jimf6ra dem lite grann?

Utifran de hir tvd sekvenserna kan slutsatsen dras att eleverna madste ges
moijlighet att urskilja bade lingdférindringen och areaférindringen, d.v.s. de
miste kunna separera lingd frin area di de ska hantera skala vid tva-
dimensionella geometriska figurer. Bida sekvenserna visar att eleverna tycks
ha arean i férgrunden da de stills infér en tvd-dimensionell figur, vilket
medfor att hanteringen av begreppet skala blir problematisk. Lirarna tycks
dven ha tagit for givet att eleverna vet att det dr lingdskalan som ir i fokus.
Andra sekvensen tycks vara mer komplex da den dven visar att en elev,
Magnus, eventuellt inte hat separerat lingderna, d.v.s. inte urskilt lingder i de
tva dimensionerna. Det kan ocksd ses som att eleven Magnus tycks utga ifrin
att ett linjart samband rdder dven fOr areans forindring, d.v.s. dd lingderna blir
hilften si langa blir dven arean hilften si stor. Inga av dessa tolkningar var
nigot som explicit undersoktes i studien, istdllet kommer de att ligga som
grund fér den féreliggande studien genom att verka som presumtiva kritiska
aspekter. I dessa tvd sekvenser identifieras tre av de presumtiva kritiska
aspekterna; urskilja lingder ur en geometrisk figur, urskilja lingdférindring
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INLEDNING

samt urskilja areaférindring vid fOrstoring och férminskning av  tva-
dimensionella geometriska figurer vid given skala.

En granskning av tidigare forskning inom det ovan beskrivna
matematikdidaktiska dmnesinnehallet visar att det finns flera spontana
tillimpningar av proportionalitet och dir det mest systematiskt undersékta
omridet gillande felaktig tillimpning av proportionella resonemang troligen
hirstammar frin just geometrin. I en serie experimentella studier har t.ex. De
Bock, Verschaffel, och Janssens, (1998) visat att det finns en utbredd och
stark tendens bland 12-16 ariga elever att tro att om en figurs lingder forlings
x ginger, fOrstoras dven area och volym x ginger vilket betyder att vid en
torstoring 1 skala 2:1, tar eleverna for givet att dd en sidas lingd férdubblas,
férdubblas dven arean och volymen. Elever tycks, likt det ovan givna
exemplet, anvinda linjdra samband okritiskt da de ska forstora eller f6rminska
arcor och volymer, vilket stiller till problem. Fenomenet kallas ’illusionen av
linjdritet’, vilket kommer av att clever di de ska férstora eller férminska
flerdimensionella geometriska figurer intuitivt utgér ifrin att om alla sidor gérs
dubbelt si langa blir dven arean och volymen dubbelt sa stor (De Bock et.al,
De Bock et al. 1998; De Bock, Van Dooren, Janssens & Verschaffel, 2002; De
Bock, Verschaffel, Janssens, Van Dooren, & Claes, 2003). Det mest kinda
och ofta citerade exemplet pd férekomsten av ’illusionen av linjiritet’ ar
Platons dialog med Meno (De Bock et al. 2003), dir Meno, nir han ombeds
att rita en kvadrat som har dubbelt sd stor area jimfort med en redan given
kvadrat, féreslar inledningsvis att férdubbla sidorna av den ursprungliga
kvadraten och visar spontant idén om linjir proportionalitet mellan
lingdforindring och areaférindring, men dndrar sitt svar nir Sokrates hjilper
honom att analysera hans inkorrekta svar genom att konfrontera honom med
en ritning.

Relationen mellan undervisning och lirande syns inte i tidigare forskning
nir det giller fenomenet ’illusionen av linjiritet’. Istillet riktas ett fokus pa
uppgifternas karaktir, elevernas svarigheter och de missuppfattningar eleverna
tycks ha samt de lOsningsstrategier de ger uttryck for. Utifrdn det hir
fenomenet, med hinvisning till bide den tidigare genomférda studien och
tidigare forskning avseende elevernas forstielse av det specifika matematiska
idmnesinnehillet riktar sig min nyfikenhet mot att underska férstoring och
términskning av tvi-dimensionella geometriska figurer utifrdan begreppet skala
i ett undervisningsperspektiv avseende innehallets behandling och
undervisningens design. Med ett tydligt fokus pa undervisningen och hur det
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aktuella dmnesinnehdllet behandlas syftar forskningsfrigorna att fora
forskningen vidare.

Forskningen avser att ge ett damnesdidaktiskt bidrag avseende relationen
undervisning och lirande med fokus pd hur innehéllets behandling paverkar
elevernas forstdelse av forstoring och férminskning av tva-dimensionella
geometriska figurer. Utifrin detta intresse kan learning study som
forskningsansats, genom dess iterativa process, generera ett empiriskt material
som kan ge en djupare forstdelse for relationen undervisning — lirande
avseende det aktuella dmnesinnehdllet. Learning study har en teoretisk
utgiangspunkt, vilket f6r den hir studien 4r ett variationsteoretiskt perspektiv
Marton (2014). Teorin, som ir innehallsriktad, utgar fran antaganden som ir
anvindbara for att uppfylla studiens syfte och ger redskap f6r en djupanalys av
undervisningsmoment. Genom en iterativ process, dir resultaten fran den
forsta cykeln ligger till grund f6r utformningen av nista, finns mojlighet till
O6kad kunskap kring det komplexa lirandeobjektet; forstoring och
forminskning av tvi-dimensionella geometriska figurer utifrin begreppet
skala.

Problemformulering

Proportionalitet dr ett komplicerat begrepp dir det handlar om att studera
regelbundenheter i problemsituationer och sedan kunna beskriva dessa.
Lamon (2007) framhiéller att det troligtvis dr omrddets komplexitet och
avsaknad av forbittrade resultat som inneburit att forskningen inte 6kat i den
utstrickning som ir onskvird. Aven om kunskapsbasen om omradet
“illusionen av linjara samband” 6kar finns det utifrdn tidigare forskning behov
av studier som inte bara ytterligare forklarar detta fenomen utan som dven
utgdr frin elevernas svarigheter och sOker vigar att genom undervisningen
komma f61bi illusionen d.v.s. relationen mellan elevernas uppfattning och pa
vilket sitt undervisningen kan bidra till att utveckla deras forstielse.
Utgangspunkten for den foreliggande studien dr att eleverna, genom en
undervisning som bygger pa variationsteoretiska antaganden, kan erbjudas att
erfara bade det linjirt proportionella och det icke linjirt proportionella
sambandet mellan tva likformiga men olika stora geometriska figurer pa ett
systematiskt sitt, da forstoring och férminskning av tvi-dimensionella figurer
behandlas. Om ett ménster av variation ar effektivt eller inte beror enligt Lo
(2012) 1 f6rlingningen pa om limpliga undervisningsstrategier anvinds si att
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elever upplever monstret som det var tinkt. Med andra ord maste lirarna
uppmirksamma bdde vad-aspekten och hur-aspekten, d.v.s. vad eleverna
erbjuds erfara. Lo och Marton (2012) betonar vikten av att eleverna, di de ska
lira sig nagot nytt, forst maste fa en 6verblick 6ver det som ska liras. Eleverna
skaffar sig pd sa vis en 6verblick av helheten utifrdn vilken de har méjlighet att
urskilja vad som dr kritiskt. Det som urskiljs mdste kopplas till tidigare
kunskaper for att pa sa vis bilda en ny helhet. Om en elev ska urskilja ett
linjirt samband mellan likformiga tvd-dimensionella geometriska figurer, d.v.s.
lingdernas f6rindring, borde rimligen eleven samtidigt vara medveten om vad
det icke-linjira sambandet, d.v.s. areans forindring mellan dessa bada ir.
Marton och Booth (2000) uttrycker det som att cleverna miste ha ett
samtidigt medvetande om sirskilda aspekter av fenomenet eller ett samtidigt
medvetande om andra aspekter eller om fler aspekter eller firre aspekter av
samma fenomen. Medvetenhet om en enda aspekt kan inte existera utan en
medvetenhet om skillnaderna mellan aspekterna. Eleverna maste utifrin detta
resonemang ges mojlichet att erfara en variation, fOrst dd blir det ett
meningsskapande fér just den personen.

There can be no discernment without experienced difference, and there can
be no experienced difference without a simultaneons experience of at least
two things that differ. (Lo, 2012, s. 84)

I kontrast till den stora mingd litteratur som finns om elevers utveckling av
proportionella resonemang dr det dock jimforelsevis fa studier gjorda fOr att
underséka lirares forstdelse av omrddet (Lobato, Orrill, Druken & Jaocobson,
2011). Manga ldrare tycks vara ovetande om vilka svarigheter elever har inom

omridet.

Syfte

Syftet med studien dr att studera undervisningen och beskriva hur innehéllets
behandling, avseende forstoring och férminskning av geometriska figurer i
relation till begreppet skala, utifrin design grundad pa ett variationsteoretiskt
perspektiv  paverkar elevernas lirande. Studien avser att bidra med
dmnesdidaktisk kunskap om hur elevers férmaga att urskilja det linjdrt
proportionella - och det icke-linjart proportionella sambandet - mellan
likformiga tvd-dimensionella geometriska figurer kan utvecklas och vad som
krivs for att en sddan utveckling ska ske.
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Forskningsobjekt samt forskningsfragor

Fokus i analysen av lektionerna kommer att riktas mot de olika ménster av
variation som uppstir under lektionerna samt att koppla detta till elevernas
lirande och pa vilket sitt lirandet skiljer sig 4t utifrin dessa olika monster av
variation. Genom att utveckla f6rmagan att urskilja det linjira sambandet och
det icke-linjira sambandet 4r hypotesen att elevernas férmaga att handskas
med skala vid en fOrstoring eller férminskning av geometriska figurer ges
mojlighet att utvecklas, vilket dven testas inom studiens ram.

Studien kommer att besvara f6ljande forskningsfragor:

e Vad behéver eleven urskilja for att se bade det linjdra och det icke
linjdra sambandet vid forstoring och férminskning av tva-dimensionella
geometriska figurer och utifran det hantera skalan korrekt?

e Pa vilket sitt paverkar innehallets behandling elevernas lirande?

e Hur foérindras elevernas uttryckta forstielse utifrdn skillnader i
innehallets behandling i undervisningen?

Avhandlingens disposition

Licentiatavhandlingen bestar av 7 kapitel. Det férsta kapitlet omfattar en
inledning tillsammans med problemformulering, syfte och forskningsfrigor. 1
kapitel 2 presenteras den bakgrund utifrin vilken studien ska forstas. Darefter
foljer en beskrivning av det teoretiska perspektivet pd lirande som utgdr
licentiatavhandlingens teoretiska ramverk; det variationsteoretiska perspektivet
pé lirande. I samma kapitel, det tredje, redogbrs ocksa for tidigare forskning
som dr av sidrskilt intresse for studiens dmnesinnehdll. Metodavsnittet
aterfinns 1 det fjirde kapitlet, dir frimst learning study diskuteras. I kapitel 6
redogdrs for studiens resultat och analys. I det sjunde och sista kapitlet fors en
diskussion dir studiens resultat relateras till forskningsfragorna och till tidigare
genomfoérd forskning inom det aktuella omrddet. Dir dterfinns dven en
metoddiskussion samt implikationer pa fortsatt forskning,

Sprakbruk

Begreppen linjirt proportionellt samband och icke-linjirt proportionellt
samband kommer i texten som foljer dven uttryckas som lingdforindring
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respektive  areaférindring dia  det stimmer bittre 6verens med
skolmatematikens sprakbruk for elever i motsvarande élder.
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Elevers forméga att 16sa problem som involverar begreppen lingd, area och
volym har studerats utforligt utifrdn perspektivet pseudo-proportionella
fenomen, d.v.s. elevers tendens att forutsitta ett linjirt proportionellt
samband i en situation dir icke-linjirt proportionellt samband rader (De Bock
et al., 1998; De Bock et al. 2002; Fernandez, Llinares, Van Dootren, De Bock
& Verschaftel, 2009; Gagatsis, Modestou, Elia & Spanoudis 2009; Paic-
Antunovic & Vlahovic-Stetic, 2011; Van Dooren, De Bock, Hessels, Jenssens
& Werschaffel, 2004a; Van Dooren, De Bock, Hessels, Jenssens &
Werschaffel, 2004b; Vergnaud, 1988). Dessa studier refererar till att elever
tenderar att spontant och okritiskt anvinda ett linjirt samband da de forstorar
och férminskar tva- och tredimensionella geometriska figurer. Insatser som
syftar till att eliminera dessa tendenser har gjorts, men forskningen visar att
fenomenet fortlever och dterkommer, oberoende av elevernas alder. Gagatsis
et. al. (2009) har visat att dd 15- och 16-driga elever erbjuds 16sa uppgifter av
blandad karaktir, d.v.s. pseudo-proportionella-, vanliga- och ovanliga problem
inom geometri, visar resultatet att de dldre eleverna, dven om de hade liknande
prestation i podng som de yngre eleverna pa de olika uppgifterna, svarade pa
de givna problemen pid ett annat sitt. Detta resulterar i olika nivier av
geometrisk problemlésning och tyder pa utveckling, vilket forskarna menar
ger stoéd for tanken att undervisning, men dven mognad kan ha en roll i att
utveckla forstielse for olika geometriska  problemlésningsuppgifter.
Undervisningen tycks dock inte vara i fokus i studien utan istillet dr det
karaktiren pa uppgifterna som lyfts fram och hur eleverna Idser dessa.
Studiens fokus riktas mot den tydliga variationen mellan uppgifternas karaktir
(pseudo-proportionella, vanliga, och ovanliga problemuppgifter) och dirmed
elevernas olika angreppssitt for att 16sa uppgifterna och inte explicit mot
elevernas olika 16sningar inom en och samma uppgiftstyp.
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Nedan visas de olika uppgiftskaraktirerna;

Mr. Ben emptied all the water of an open cubic tank, in order to paint it. If
he needs 10L of paint to paint the bottom of the tank, how much paint will
he need for the entire tank? (Usual — U1)

George measured the surface of his classroom floor and found that its area
is 25m® The gym’s floor has double the dimensions of the classroom. What
is the area of the gym’s floor? (Pseudo-proportional — Pal)

A classroom has two rectangular blackboards joined together with a
common width. The first blackboard’s perimeter is 30m and the second
one’s 20m. C. How many meters of ribbon are needed in order to frame

both blackboards together? (Unusual — Unl)

(Gagatsis et. al 2009, s. 15)

Uppgifterna som anvinds i studierna och som eleverna arbetar med handlar
inte uttryckligen om att de ska wurskilja skalan vid forstoringar och
términskningar, utan istillet ska de rdkna ut areor och volymer dé lingder blir
t.ex. dubbelt sa linga.

The majority of students used the proportional model in a spontaneous,
almost intuitive way being unaware of their model choice, while others were
really convinced that linear functions are applicable “everywhere”, and
therefore deliberately chose a linear method. (Van Dooren et al, 2004a. s.
488)

Resultatet visar att en majoritet av eleverna har en tendens att anvinda linjdra
samband inkorrekt d.v.s. eleverna urskiljer inte ett icke-linjirt samband utan
de behandlar relationen mellan lingd och area eller mellan lingd och volym
som linjirt istillet for kvadratiskt eller kubiskt. Aven med betydande support
sd som bilder, meta-resonemang och autentiska problem visade endast ett fatal
elever att de behirskade bida sambanden (Van Dooren et al, 2004a).

Flera studier har visat att eleverna lyckas vil med att 16sa problem dir
uppgiften dr att rikna ut férstoring och férminskning dér det finns ett tydligt
linjart samband. Eleverna lyckas betydligt simre nir de l6ser problem dir
uppgiften ér att rikna ut férstoring och férminskning dér férindringen inte ér
linjdr, utan kvadratisk eller kubisk. Studierna visar ocksd att dimensionen av
figuren dr avgdrande, att det dr just Gvergangen frin en-dimensionell figur till
fler-dimensionell figur som stiller till problem, inte figurens form. Eleverna
behandlar bade tva- och tre-dimensionella figurer inkorrekt (De Bock et al.
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1998; De Bock et al. 2002; Modestou, Gagatsis & Pitta-Pantazi, 2004; Van
Dooren et al., 2004a).

Van Dooren et al (2004a) poingterar att eleverna behéver utveckla en djup
konceptuell  forstdelse av  proportionella samband och situationer.
Kunskapsfoérvirvandet hindras av att tidigare kunskaper inte dr férenliga med
det nya. Eleverna dr oftast omedvetna om att de kan testa sina kunskaper,
forutsittningar och tankar hypotetiskt, istillet behandlar de dem som fakta
och kunskaperna blir inte sammanhingande, vilket kan relateras till vad Lo
(2012) uttrycker om ldrande;

There must be a whole to which the parts belong before the parts can make
sense to us. We cannot learn mere details without knowing what they are
details of. When a whole does not exist, learning will not be successful (Lo,

2012, s. 26).

Resultaten av TIMMS 2007 visar att eleverna i sydostasiatiska linder fir en
mer konceptuellt inriktad matematikundervisning, vilket gor att deras
kunskaper inom t.ex. omridet proportionalitet och geometri visar ett mer
sammanhingande moénster. De svenska elevernas resultat visar mer av ”6ar”
av konkreta 16sningar och mer procedurell kunskap dn konceptuell kunskap,
vilket yttrar sig som att eleverna kan 16sa uppgifter de dr vana vid, men har
svéarigheter att anvinda sina kunskaper i nya situationer. De sydostasiatiska
eleverna fir en mer malmedveten trining i att anvinda sin kunskap i nya
obekanta sammanhang (Bentley, 2008). Kinnard och Kozulin (2008) menar
dven de, att lirandet inte kan vara meningsfullt om det stannar kvar som
16sryckta firdigheter eller kunskapsfragment. Flexibelt tinkande uppnis da
man skapar generaliserade strukturer for kognitiva 16sningar av ett brett urval
uppgifter. Ett ensamt begrepp utvecklas oftast inte i isoleting utan det krivs
en relation med andra begrepp.

Att ge eleverna matematikuppgifter och sedan ritta resultaten ir inte att
skapa en lirandeverksamhet. En sidan ska innehalla orientering i det
framlagda materialet, omvandling av det presenterade materialet till ett
problem, planering av problemlosningsprocessen, reflektion 6ver valet av
strategi samt sjilvvirdering. Alla de nimnda elementen giller generellt f6r
alla lirandeverksamheter, men bor i varje dmne avpassas efter vad som ar
utmirkande for begreppsforstaelsen inom det givna kunskapsomradet.
(Kinnard & Kozulin, 2008, s. 31)

Boaler (2002) framhaller att den konceptuella forstielsen dr en férutsittning
tor att eleverna ska ha utvecklade matematikkunskaper och anvindbara
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formagor dven di de befinner sig utanfér matematikklassrummet. Aven
Lamon (2007) for fram den konceptuella forstielsen och menar att erfvra
goda kunskaper i just proportionellt tinkande dr en fOrutsdttning for vidare
lyckade studier i matematik. Van Dooren et al (2004a) uttrycker att just linjira
samband kan vara ett sidant fenomen dir det tycks vara svirt f6r eleverna att
utveckla sin konceptuella forstielse. Istillet fortsitter eleverna konsekvent att
utgd ifrdn att om en figur forstoras x ginger, 6kar dess area eller volym ocksa
x ganger, vilket tyder pa att eleverna utgir ifrdn att det dr ett linjart samband
mellan Skningen av lingd och yta respektive lingd och volym. Foljande
exempel frin Van Dooren et al (2004a) visar pa svarigheten for eleverna att
urskilja det linjira- och det icke-linjira sambandet inom och mellan
geometriska figurer och samtidigt erévra en konceptuell forstdelse for
fenomenet. En elev ricker i slutet av lektionen upp handen och stiller
foljande friga;

I really do understand now why the area of a square increases 9 times if the

sides are tripled in length, since the enlargement of the area goes in two

dimensions. But suddenly I start to wonder why this does not hold for the

perimeter. The perimeter also increases in two directions, doesn’t it? (Van
Dooren et al, 2004a, s. 496)

En undersékning som visar att elevers forhallningssitt och attityd till att 16sa
problem med linjdra- och icke-linjira samband kan ha att géra med elevernas
forstaelse av proportionalitet 4r Paic-Antunovic och Vlahovic-Stetics studie
frin 2011. De baserar sin understkning pé tidigare studier av fenomenet
“illusionen av linjaritet” vid forstoring och férminskning av geometriska
figurer (De Bock et.al 1998; Van Dooren et al 2004a). I undersékningen ingar
121 stycken 16-driga kroatiska elever vilka delas in i tvd grupper, en
experimentgrupp och en kontrollgrupp. Bida grupperna far forst sex stycken
uppgifter dir tva av dem innehéller ett linjart proportionellt samband och de
Ovriga fyra bestdir av problem med ett icke-linjirt samband.
Experimentgruppen fir sedan till skillnad frin kontrollgruppen respons pa
sina svar och 18sningar och fir méjlighet att diskutera sina strategier och
jimfora dessa med korrekta 16sningar. Direfter fir de 16sa uppgifterna igen.
Syftet med jimférelsen var att eleverna skulle f4 syn pa att alla uppgifter inte
innehaller ett linjdrt samband. De blev dock inte undervisade om skillnaden
mellan linjira- och icke-linjira samband och inte heller vilka uppgifter som
inneholl vad. De fick endast jimfora sina egna l6sningar med de korrekta
l6sningarna. 1 nista steg i undersOkningen, tva dagar senare fiar bada
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grupperna anyo sex uppgifter enligt ovan. Hir kan man se att de elever som
ingick 1 experimentgruppen till skillnad frin de i kontrollgruppen lyckades
avsevirt bittre nir det gillde uppgifterna med de icke-linjira sambanden. I
uppgifterna med ett linjart samband var resultatet det omvinda. Liknande
resultat finns 1 De Bock et al (1998) och Van Dooren et al (2004a) d.v.s. att
nir man gir in och stodjer eleverna i uppgifterna med icke-linjira samband
blir det en férsimring nir det kommer till elevresultaten i de uppgifterna dir
linjira samband 4r i fokus. Slutsatsen de drar ir att den feedback de givit
eleverna resulterat i att "illusionen av linjdritet” minskar nigot men att den
ddremot inte lyckats fa eleverna att se skillnad pa dessa tva problem och inte
heller att de 6kat férmégan att forsta vilken matematik som ligger till grund.
Bentleys studie frin 2008 visar att det ar viktigt att i tidiga skoldr utveckla en
forstaelse for proportionalitet. Eleverna bor utveckla en djup férstaelse och
kunna beritta hur de tinker och hur de riknar. Resultaten i Bentleys studie
(2008) pekar pa att for att eleverna ska kunna utveckla sin begreppsforstaelse
effektivt beh6vs att lirare kinner till vanliga missuppfattningar och bide kan
anvinda dem och forebygga dem i undervisningen f6r att dirigenom utveckla
undervisningen. En slutsats man kan dra utifrin bade Paic-Antunovic och
Vlahovic-Stetics och Bentleys studier dr att undervisningen bor ge eleverna
mojlighet att utveckla sitt eget tdnkande, samt mojlighet att tolka och virdera
béde sina egna och andras tankar, 16sningar och svar. Enligt Dewey (2004) bor
sjdlva tinkandet vara i férgrunden och ses som viktigare dn det ritta svaret.
Lirarens uppgift dr inte att tala om hur det ska vara eller f6rmedla hur en
16sning ska vara, utan istillet ska de paverka eleverna sa att de sjilva skapar sitt
lirande och vagar stilla frigor som gor att de ndrmar sig en form av
konceptuell forstielse (Baumert, 2010; Boaler, 2002; Dewey, 2004). De
efterfrigar en attitydférindring hos eleverna som dven Paic-Antunovic och
Vlahovic-Stetic (2011) g6t i sina studier. Lirares frimsta uppgift blir sdledes
att ge eleverna méjligheter att fa syn pd nagot pa ett nytt sitt. Genom att
belysa flera tankar kring samma fenomen erbjuder man eleverna en storre
moéjlighet att utveckla lirande. Kunskapen far inte bli tyst och oformulerad
utan den madste stindigt prévas och virderas (Marton & Booth, 1997). Lo
(2012) uttrycker det som att lirare ska utnyttja elevers olika sitt att forstd
lirandeobjektet som en resurs pa ett sddant sitt att andra elever kan uppleva
en variation av fOrstielse av samma lirandeobjekt och bli ’exposed to more
powerful ways of seeing’ (Lo, 2012 5.100).
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KAPITEL 3: TEORETISKA
UTGANGSPUNKTER

Avhandlingen syftar att studera lirandet utifrin den lirandes perspektiv av ett
avgrinsat innehall. Studien utgir frdn det fenomenografiska och
variationsteoretiska forskningsparadigmet. Det teoretiska ramverket som hir
anvints har prévats och tolkats som anvindbart f6r analysering av
undervisning och lirande 1 klassrummet. (Higgstrém, 2008; Runesson, 1999;
Olteanu, 2007; Marton & Pang, 2006; Kullberg, 2010; Wallerstedt, 2011). Den
har potential att sdga nagot relevant om relationen mellan undervisning och
lirande dé innehallsliga dimensioner av undervisningen studeras (Runesson,
1999).

Lirande innebir en férmaga att urskilja skillnader och likheter, vilket
forutsitter en erfaren variation och kan ses som en forindring hos den
lirandes f6rmaga att se nigonting pa ett nytt sitt. Vatiationsteorin blir hir ett
analytiskt verktyg for att beskriva, forstd och utforma lirandet (Marton &T'sui,
2004).

Fran fenomenografi till variationsteori

Hur kan vi forbereda f6r det okdnda genom det vi vet? Enligt Marton och
Booth (1997), ér det viktigaste madlet f&r undervisning att utveckla den
lirandes férmaga att pa ett kraftfullt sitt behdrska nya situationer. Men hur
kan man foérbittra méjligheterna f6r att lira? Vad behévs for att nigon ska
lira sige Vad dr nédvindigt for att den lirande ska utveckla vissa férmagor pa
ett sdrskilt sitt? Genom att utveckla sin fOrstielse f6r fenomenografin och
vatiationsteorin skulle man kunna komma nirmare mojliga svar dd det dir
handlar om att medvetet skapa situationer som frimjar lirande.

Uppfattning — ett centralt begrepp inom
fenomenografin

Fenomenografin dr en kvalitativt inriktad empirisk forskningsansats som vuxit
fram vid institutionen f6r pedagogik vid Géteborgs universitet under 70-talet
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och som studerar fragor kring kvalitativt skilda sidtt att uppfatta samma
fenomen. Ansatsen ger forskaren moijlighet att studera ett fenomen bade i
djup och i detalj. Ontologin inom bade fenomenografin och variationsteorin
utgar ifrin att minniskors olika sitt att se pa virlden ar icke-dualistiskt, vilket
betyder att det inte gbrs ndgon skillnad mellan uppfattningen och det
uppfattade, de ir inte atskiljbara. Grundfrigan dr densamma f6r de bada; pa
vilka olika sitt kan nagot uppfattas? Synsittet innebir att en uppfattning av
négot inte ligger 1 individen och inte heller i omvirlden, man delar alltsd inte
upp fenomen dualistiskt utan en uppfattning ses hir som en
sammansmailtning mellan den lirande och ett objekt eller ett fenomen. Den ir
sdledes inte av psykologisk karaktir, utan ses istillet som en personlig relation
mellan individ och omvirld. Utifrin individens férméga att urskilja,
uppmirksamma och erfara fenomen i omvirlden skapas en personlig helhet.
Helheten kan dock aldrig beskrivas fullstindigt utan det dr de kvalitativt skilda
sétt att uppfatta ett fenomen som beskrivs.

Skillnaden i uppfattningar beror pd att individerna fokuserar pa olika
aspekter eller att nagra aspekter inte fokuseras alls. Individen ses som bérare
av olika sitt att uppleva fenomen och som birare av fragment av olika sitt att
uppleva just det fenomenet (Marton & Booth, 1997). Den traditionella
fenomenografiska forskningen syftar till att utforska just de kvalitativt skilda
sitt som minniskor forstar ett sirskilt fenomen i dess omvirld.

En uppfattning karaktiriseras av att bestd av sivil en referentiell aspekt,
d.vss. ett individuellt objekts specifika betydelse si som det urskiljs och
uppmirksammas av betraktaren och av en strukturell aspekt, d.v.s. den
kombination av egenskaper som betraktaren urskiljer och fokuserar pa hos
objektet (Marton & Pong, 2005). Uppfattning har inom den fenomenogtafiska
forskningen definierats pa olika sitt, bland annat som ”’sitt att uppleva nagot”,
7sdtt att se pa nagot”, “sitt att ta till sig eller greppa ndgot” eller sitt att forsta
nigot”. Det finns tydliga kvalitativa skillnader mellan dessa definitioner, men
samtliga kan sigas vara relevanta fér beskrivningen. Aven om ingen av dem
erbjuder en komplett definition av begreppet uppfattning ur ett
fenomenografiskt perspektiv, s kan man se det som att de samtliga
kompletterar helhetsbilden i viss utstrickning (Marton & Pong, 2005). En
uppfattning utgdr siledes en personlig relation mellan individ och omvirld
och beskriver en helhet utifrin individens f6rmédga att urskilja,
uppmairksamma och erfara omvirlden. For att forstd hur ndgon hanterar ett
problem eller ser pa ett fenomen maste vi alltsa forst f6rsta hur de uppfattar
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problemen eller fenomenet. Marton och Booth (1997), uttrycker att
uppfattningen dven édr beroende av riktad uppmirksamhet och av nigon grad
av medvetande. Det finns en verklighet men den verklighetens betydelse
konstitueras genom betraktarens beskrivelse av den. Man kan alltsé inte skilja
beskrivaren frin det beskrivna. Den oreflekterade erfarenheten ligger saledes
inom fenomenografins intressesfar.

Fenomenografins utveckling

Ur fenomenografin utvecklades en gren som av flera forskare har nimnts som
den ’nya’ fenomenografin (Pang, 2003; Runesson & Kullberg, 2010). Den
‘nya’ fenomenografin innebir enligt Pang (2003), att uppfattningar av nigot ir
uppdelat i termer av kritiska aspekter av fenomenet, uttryckt som det som kan
urskiljas och fokuseras av den lirande i samtidighet. Pang (2003) framhiéller att
det innebir en dndring 1 den ursprungliga betoningen av fenomenografin frin
metodologisk till en teoretisk angeldgenhet, alltsd att den teoretiska grunden
utvecklas.

Pang (2003) redogdr for en, av flertalet gjorda studier, inom denna nya
forskningsinriktning. Han lyfter fram empiriska studier didr svenska
universitetsstudenter studerats utifrdin hur de lirde sig genom att ldsa
akademiska texter. Han visar att poingen med studierna var att empiriskt
utreda foljande tvd fragor; Varfor lir sig vissa minniskor béttre 4n andra? Och
varfOr dr vissa minniskor bittre pa att lira sig 4n andra? Nir de utforskade
den forsta frigan fann de ett begrinsat antal distinkt skilda sitt att forsta den
tor studien aktuella ldsta texten. De olika uppfattningarna visades i form av
hierarkiskt ordnade besktrivningskategorier. Svaret pid den andra frigan fann
man i det starka férhallandet mellan studenternas olika forstielse av texten
och deras skilda sitt att lisa. De kvalitativa skillnaderna i utfallsrummet av
lirande sidg man var titt sammankopplat till variationen kring instillningen till
lirande som var anammat av de lirande. Studierna kring studenternas
skillnader i ldrande och sitt att uppfatta texten var av vikt for
fenomenografins utveckling mot en distinkt forskningsansats. Den “nya”
fenomenografin fick som syfte att beskriva kvalitativa skillnader i de sitt som
minniskor gér mening av olika sorters fenomen i virlden runt omkring dem.
Pang (2003) podngterar dock att for att kunna beskriva den hir variationen, édr
det viktigt att forstd vad det betyder att uppfatta ett fenomen pa ett speciellt
sitt. Han betonar att fenomenografins utveckling ligger i att tidigare ha
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beskrivit olika sitt att uppfatta olika fenomen till att nu besvara frigor som;
vad dr att uppfatta nigot? Och vad ir skillnaden mellan tva olika sitt att
uppfatta samma sak? Fokus har flyttats fran hur man lir till vad lirande
innebir i férhallande till ett innehall.

Variationsteorin

Aven Runesson och Kullberg (2010) resonerar kring utvecklingen av
fenomenografins teoretiska riktning och att grundtanken vid variationsteorins
uppkomst var att den dven skulle ha en praktisk innebérd for lirande och
undervisning. Utgingspunkten fér teorins utveckling var att det inte finns
nigon uppfattning om det inte finns nagot att uppfatta, alltsi inget kan liras
om det inte finns ndgot att lira. Variationsteorins ontologiska antagande
innebar att det bara finns en virld och det 4r den virld vi erfar, ett s.k. icke-
dualistiskt antagande som férklarar férhdllandet mellan ménniska och omvirld
som odelbart. Det 4r ett och miste ocksd besktivas som ett (Marton & Booth,
1997). Verkligheten konstitueras genom betraktaren och man kan inte skilja
den som beskriver verkligheten frin beskrivningen. Teorin 4r pd sa vis enligt
Carlgren och Marton (2000) ett icke-dualistiskt sdtt att frstd relationen mellan
minniska och omvitld och kan uttryckas som att det vi erfar dr en del av det
som kan erfaras, alltsa en relation mellan helheten och dess delat.

Skillnaden mellan att f6rsta och att inte f6rstd ndgot eller skillnader i hur vi
erfar olika fenomen kan ses som skillnader i férmdgan att samtidigt kunna
urskilja sirskilda delar av fenomenet. Hur ndgot uppfattas dr beroende av
sdttet att urskilja delar frin helheten och att relatera dessa delar till varandra
och till helheten (Runesson, 1999; Lo, 2012). Innebdrden av att erfara dr enligt
Marton och Booth (1997), att vissa aspekter av fenomenet blir urskilt pd ett
speciellt sdtt. Det som ska ldras, lirandeobjektet maste skiljas frin den
omgivande kontexten och delar av lirandeobjektets aspekter maste urskiljas
och relateras till varandra och helheten.

Lirandet kan enligt Marton, (2014) innebéra att urskilja sirskilda aspekter
av ett fenomen, men lirandet kan dven innebiéra att ldra sig att utfra vissa
saker, genom att lira sig att urskilja sirskilda aspekter av dessa handlingar.
Exempel pa det forstnimnda kan vara att urskilja sdrskilda aspekter for att lira
sig vad en sparvagn dr eller vad ett tdg dr. Det sistnimnda lirandet kan
innebira att urskilja aspekter av handlingar sd som att hoppa ett snyggt hogt
héjdhopp eller att lira sig att knada en deg
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Att lira innebir en forindring i1 erfarandet p.g.a. att fler aspekter urskiljs,
att fler aspekter urskiljs samtidigt eller att en relation mellan redan urskilda
aspekter urskiljs. Men en férindring i lirandet kan ocksa ha att géra med hur
man urskilt ett fenomen ur sitt sammanhang, d.v.s. vad som utgér bakgrund
och vad som fokuseras (Runesson, 1999). Minniskor har en tendens att ligga
mirke till saker som sticker ut d.v.s. saker tenderar att sticka ut nir de dndras
eller varierar mot en fast bakgrund eller ndr nigot dr ofbrindrat mot en
bakgrund som édndras. T.ex. att det blir ldttare f6r oss att ligega mirke till
tomaterna pa en planta dd de dr mogna jimfért med ndr de dr gréna och
omogna. Tomaterna urskiljs mot samma bakgrund f6rst dd de dndrar firg mot
de grona bladen d.v.s. de varierar sin firg i férhéllande till bakgrunden som ir
invariant.

For att urskilja en ny aspekt maste denna utgéra en dimension av variation.
Olteanu (2007) resonerar kring dimensioner av variation som att de
korresponderar till aspekter pa foljande vis; ”En férutsittning f6r att urskilja
vissa aspekter dr att skapa en potentiell variation i erfarandet. [...] Eftersom
urskiljning forutsitter variation i olika aspekter kan erfarande beskrivas som
moénster av dimensioner av variation” (s.74). Att erfara en variation av en
specifik aspekt betyder siledes att erfara en skillnad i den dimensionen av
vatiation och att 6ppna en dimension av variation betyder att en aspekt av
lirandeobjektet &ppnas f6r den lirande. Da lirande ses som ett erfarande,
vilket hir definieras som en férméga att samtidigt kunna urskilja vissa aspekter
av ett specifikt fenomen mot bakgrund av en erfaren variation, blir lirandet
just den forindring som sker i sittet att samtidigt urskilja dessa aspekter
(Marton, 2014; Higgstrém, 2008; Runesson, 1999). Det dr alltsd av stor vikt
att man far mojlighet att urskilja innehall och struktur pa samma gang for att
underlitta lirande. Genom att den lirande urskiljer nya aspekter av ett
fenomen, genom samtidig variation av dessa aspekter, bildas en ny forstielse
for fenomenet som utvecklar den lirandes forstielse pa savil kort som lang
sikt (Holmqvist, Gustavsson & Wernberg, 2007). Lo (2012) sammanfattar att
urskiljning, samtidighet och variation hidnger thop och menar att férst da vi ér
medvetna om skillnader som vi har méjlighet att urskilja likhet.

Undervisning ur ett variationsteoretiskt perspektiv

Variationsteorin  har anvints 1 en serle studier for att analysera
klassrumsundervisning med fokus pa; vad som idr mojligt att ldra, vad som
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faktiskt lirdes och hur lirande kan forbittras. Variationsteorin anvinds for att
analysera lirande 1 olika kontexter, dven utanfér skolans milj6 (Holmqvist,
2004), men frimst f6r studier av det avsiktliga lirandet i
undervisningssituationer i skolan och syftar till att utveckla lirande och den
lirandes férmaga att hantera nya situationer (Marton & Booth, 1997;
Runesson, 1999; Marton & T'sui, 2004; Lo, 2012).

Det viktigaste malet £f6r undervisning ir, enligt Marton (2014) att utveckla
clevernas formdga att behdrska nya situationer pd ett kraftfullt sitt.
Variationsteorin syftar till att utveckla elevernas férméga att géra just detta.
Det ir eleven sjilv som lir och lirarens uppgift ar att skapa férutsittningar for
lirandet genom att identifiera de kritiska aspekter som dr aktuella for ett
specifikt lirandeobjekt i en specifik elevgrupp. Kritiska aspekter, samt
dimensionen av variation av dessa, ligger som grund f6r lirandet inom teorin.
Lirandets vara i undervisningen kan sdledes fOrstis genom att studera vilka
aspekter av lirandeobjektet som samtidigt blir fokuserade och huruvida dessa
utgdr dimensioner av variation.

Nir olika dimensioner av variation dppnas upp i undervisningssituationer
skapas en mingd variationer mot vilka elevers och lirares medvetande riktas
samtidigt som det konstitueras en potentiell innebdrd av lirandeobjektet.
Denna rymd av variationer bestimmer den innebérd eller den mening som ér
mojlig  for eleverna att erfara. Att studera undervisning wur ett
variationsteoretiskt perspektiv, menar Runesson (1999), dr att studera
undervisningen i termer av en potentiell erfaren rymd av variation dir elevers
och ldrares medvetande riktas mot ett specifikt ldrandeobjekt.
Variationstrymden konstitueras olika beroende pa hur aspekterna av
lirandeobjektet lyfts fram och problematiseras och genom att olika
dimensioner av variation &ppnas. Beskaffenheten hos den rymd av variation
som konstitueras i undervisningen kan siledes betraktas vara kritisk for
elevernas lirande. Runesson poingterar dock att en rymd variationer
konstitueras, vilken undervisningsmetod som idn anvinds. Dock poingteras

att en rymd av variationer

Lirandeobjektets karaktir

Liraren har en avsikt, ett planerat lirande dir meningen ir att eleverna ska
utveckla en specifik fOrstielse, ett avsett lirandeobjekt. Liraren stiller sig
frigor som, vad innebdr det att kunna detta specifika innehdll? Vad dr det man
kan nidr man kan detta? Och vilka aspekter av innehéllet maste urskiljas for att
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méjligebra detta lirande? Lirandeobjektet dr centralt inom variationsteorin
och innefattar de kunskaper och foérméigor som dirvid ska liras.
Lirandeobjektet har dessutom tre analytiska uppdelningar; det avsedda, det
iscensatta och det erfarna (Marton & Tsui, 2004; Gustavsson, 2008; Lo, 2012).
Det avsedda lirandeobjektet dr det som definieras av liraren d.v.s. det som
liraren vill att eleverna ska lira sig baserat pd lirarens kunskap om elevernas
lirande. Det iscensatta lirandeobjektet méter eleverna i undervisningen, vilket
betyder att det 4r det lirandeobjekt som trdder fram fo6r eleverna i
undervisningssituationen i klassrummet. Det iscensatta ldrandeobjektet
behéver inte vara samma lirandeobjekt som det avsedda lirandeobjektet. Den
interaktion som skapas i klassrummet kring innehdllet kan ses som komplex
och resulterar i att det dr lirare och elever tillsammans som konstituerar det
iscensatta lirandeobjektet. Det erfarna lirandeobjektet blir det som den
enskilda eleven lir utifrdn hur innehdllet har behandlats i undervisningen.
Eleverna har dock ofta en foérforstdelse eller en tidigare erfarenhet av
innehallet med sig in i undervisningssituationen, men aven, som Higgstrom
(2008) uttrycker det, sin ’dagsform’. Detta paverkar givetvis ocksd vad
eleverna faktiskt lir och hur det erfarna lirandeobjektet siledes gestaltas.
Lirandeobjektets pavisade forindring har studerats ndrmare av Wernberg
(2009) och resulterat i att lirandeobjektet kan ses som dynamiskt. Den
variation som iscensitts betyder inte, enligt Runesson (1999) att eleverna
faktiskt erfar denna variation utan endast att de ges mojlighet att erfara
lirandeobjektet pd ett visst sdtt. Pa vilket sdtt ldraren interagerar med
innehallet och eleverna avseende vilka aspekter som elevernas medvetenhet
riktas mot och huruvida dessa dimensioner av variation ser ut att vara
avgorande for elevernas lirande.

Runesson och Kullberg (2010) betonar att teorin anvinds som verktyg fér
att analysera liranderummet, den rymd av variation som skapas och utifrin
denna beskriva vad som gjordes moijligt att lira och vad eleverna faktiskt lirde
sig. De ger ett exempel pa ett avsett lirandeobjekt; att forstd de fem forsta
talen, vilket innebir att en samtidig urskiljning av en kombination av aspekter
miste mojliggdras for att det Onskvirda lirandet ska ske. Det betyder att
eleverna maste forsta att tal har tva olika karaktirsdrag i form av kardinaltal
och ordningstal. Tar man talet fem, si representerar det ett virde i bada
dimensionerna. Kardinaltalet fem representerar dimensionen fem som en
mingd av till exempel apelsiner i en fruktskal. Om apelsinerna i stillet liggs pa
rad efter varandra kan dimensionen av ordningstal bli synligt och ocksi
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variera. Hér kan apelsinerna uppfattas som att de har sitt ordningsvirde. Om
den femte apelsinens ordningsvirde ska vara mojligt att uppfatta maste man
vara medveten om att det finns fyra apelsiner fére den femte. Man maste alltsa
vara medveten om andra ordningstal for att uppfatta ett sirskilt ordningstals
position.

Lirandeobjektet kan dven ses som ett direkt eller indirekt lirandeobjekt
(Lo, 2012). Det direkta lirandeobjektet refererar vanligtvis till innehallet och
innefattar ddr vid specifika aspekter som ska urskiljas. Det indirekta
lirandeobjektet refererar istillet till en generell férmaga som eleven ska
utveckla med hjilp av innehillet.

Nir ldrare undervisar och interagerar med elever och diskuterar
lirandeobjektet med dem, kommer de att Oka sin egen fOrstielse av
lirandeobjektet, d.v.s. de kommer att se lirandeobjektet grundat pa elevers
reaktioner och utvecklar dirmed en férdjupad forstdelse for hur elever kan
uppfatta innehallet. Liraren forséker iscensitta ett planerat och medvetet
lirandeobjekt, men med en vetskap om att det 4r just dynamiskt och siledes
kan dndras under lirprocessen. De kan inte bara ha fokus pa det som eleverna
forsoker lira sig utan ocksd pa vilket sitt som eleverna forséker Gvervinna
eller bemistra vad de férséker att lira sig (Marton & Tsui, 2004).

What is of importance for the students, however, is not so much how the
teacher intends the object of learning to come to the fore, but how the
teacher structures the conditions of learning so that it is possible for the
object of learning to come to the learner’s awareness. What the students
encounter is the enacted object of learning and it is possible to learn in the
actual setting. (T'sui et al. 2004, s. 4)

Ett annat sdtt att titta pa strukturen av lirandeobjektet, menar Lo (2012), ir att
titta pd relationen mellan aspekten och helheten och relationen mellan
aspekter, vilket ger oss abstrakta begrepp. Med utgiangspunkt 1 att erfara en
brun tax skulle denna struktur beskrivas som att firg, djur och hundras ir
aspekter. Om aspekten djur 6ppnas upp genom dimensioner av variation ar
det mojligt att urskilja hund som ett virde av denna dimension eller som ett
drag av denna aspekt. Vidare kan aspekten firg 6ppnas upp som en dimension
av variation och brun kan urskiljas som ett virde i denna dimension eller som
ett drag av aspekten. Tax blir sdledes ett virde i dimensionen av variation
avseende hundras. Sammanfattningsvis, for att erfara denna hund krivs en
simultan urskiljning av dessa tre virden eller drag.
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Relevansstruktur

Det sitt pa vilket en elev responderar pa en lirandesituation beror pa hur hon
eller han ser pa situationen, d.v.s. vilken relevans eleven ser i objektet, en s.k.
relevansstruktur (Lo, 2012) av lirandesituationen. Lo (2012) poingterar att
lirare bor ligga vikt vid att bygga en relevansstruktur mellan eleverna och
lirandeobjektet och hinvisar till Marton och Booth (1997).

When people find them selves in a particular situation, they may, influenced
by their past experience, focus on certain features of the situation that they
feel are more relevant to them, and they may see the situation in a particular
way. The situation has a certain ’relevance structure’ for them, which means
what the situation calls for and what it demands from their experience.
(Marton & Booth, 1997, 5.143)

Lirande sker ndr vi erfar ndgot pa ett nytt och meningsfullt sitt, sd att den nya
kunskap som forvirvats kan appliceras pa ett limpligt sitt i nya situationer
och kan pi si vis anvindas for att kunna forklara nya fenomen (Lo, 2012).
Utifrdn ett icke-dualistiskt synsitt forstas lirandeobjektets behandling av hur
lirare och elever uppfattar lirandeobjektet, vilket innebdr att ldraren mdste
inta elevens perspektiv i lirsituation och skapa en intern relation till samma
lirandeobjekt, forst dia kan ldrare och elever métas 1 ett gemensamt
lirandeobjekt, vilket resulterar i att alla i klassrummet 4r involverade i samma
lirandeobjekt men till viss del f6rsta det pd olika sitt.

Urskiljning och kritiska aspekter

Varje férmaga, varje prestation kan ses som ett mycket komplext fenomen.
Eleverna ska gora eller behidrska flera saker pa samma ging. En eller ndgra av
dessa saker dr kritiska, ndr man jimfér de elever som kan med de som dnnu
inte kan. Att lira ndgot, menar Marton (2014) dr att behdrska vad som ér
kritiskt och kunna urskilja det som dr nédvindigt. De aspekter som eleven
miste ha vetskap om, men dnnu inte har f6rmédgan att inneha, dr de aspekter
som dr kritiska for just denna elev. Nir elever ska l6sa en uppgift, kan en del
elever notera vissa aspekter och andra elever noterar andra aspekter. Eleverna
behéver utifrin det hir resonemanget ldra sig att kunna urskilja kritiska
aspekter i den aktuella uppgiften, men de kan vara svéra att uppticka. Alla
kritiska aspekter kan inte faststillas i f6rvig, de maste sokas efter under tiden
man undersoker elevernas forstaelse av lirandeobjektet. Lirandet innebir att
kunna urskilja allt fler av dessa aspekter och fokusera pd dem samtidigt for att

skapa en helhetsbild av fenomenet.
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Nir lirarna har formulerat ett lirandeobjekt, identifierar de vad som kan
tinkas vara kritiskt for att kunna lira det som avses. Detta sker innan de
beslutar hur de ska undervisa om lirandeobjektet. Lirarna férséker uppticka
skillnader i de sitt som elever erfar eller tinker om det som de férvintas lira
sig. Ur dessa skillnader kan lirarna identifiera presumtiva kritiska aspekter for
lirandet d.v.s. de aspekter som eleverna dnnu inte tycks ha urskilt, men
behover urskilja for att utveckla sin kunskap. Det finns flera olika metoder for
att ta reda pé s.k. presumtiva kritiska aspekter. Exempel pa metoder enligt Lo
(2012) ir; att ta reda pd vad tidigare forskning visar, lirarnas erfarenheter fran
undervisning av samma dmnesinnehdll, screeningintervjuer samt att designa
test och analysera elevernas svar pd dessa. Under lektionerna kan sedan
yttetligare kritiska aspekter identifieras dd méjlighet ges att noggrant lyssna till
elevernas sitt att se pd lirandeobjektet ges. Det finns tvd viktiga anledningar
till att gora detta. A ena sidan for att underlitta lirarnas forstielse av
lirandeobjektet, men 4 andra sidan dven fOr att hjilpa lirarna att handskas
med elevernas individuella skillnader. Med andra ord kan ldrarna f&rsoka
arrangera foér och anvinda individuella skillnader genom att fokusera pa
elevernas olika perspektiv och ta dessa som utgingspunkt snarare dn att
forutsitta skillnader i férmaga. Aven lirare och elever kan se lirandeobjektet
olika, vilket kan bero pa att liraren sjilv inte upplever att en viss aspekt kan
vara kritisk for férstaelsen av lirandeobjektet, utan tar istillet denna aspekt for
given (Lo et al. 2005).

For att urskilja kritiska aspekter av ett innehall 1 nya situationer, eller att
urskilja nyligen forgivet tagna aspekter i kdnda situationer, méste eleverna
erfara sirskilda monster av variation och invarians av just dessa aspekter,
vilket 4r en nédvindighet for lirande. Det dr ldrarens ansvar att skapa
lirandesituationer som mdjliggdr urskiljning av de aktuella aspekterna (Lo,
2012; Lo et al. 2005). Lo (2012) menar att en del kritiska aspekter inte
kommer fram genom ldrarnas samarbete om lirandeobjektet och inte heller
under fortest eller intervjuer med eleverna utan blir avtickta forst ndr elever
interagerar med lirandeobjektet under lektionen. Lo et.al. (2005) jaimfér med
en detektiv som séker alla bevis som samlats ihop fran ett brott. Nagra
bevisdelar dr kritiska, andra dr bara distraktorer. Detektiven tittar troligtvis pa
alla bevisdelar under ling tid utan att forstd vad de férséker siga. Nir stunden
kommer da detektiven ser alla bevisdelar samtidigt, d.v.s. att relationen mellan
alla delar blir tydligare, kommer detektiven fOrstd vad som hinde pa ett nytt
sitt och kan 16sa brottet. Kanske har detektiven inte sett ett drag som varit
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avgbrande for att 16sa fallet, och fOrst nér detta kritiska drag urskilts finns
l6sningen. Marton och Tsui (2004) lyfter fram denna samtidighet som en
synkron simultanitet vilket innebdr att alla kritiska aspekter samvarierar.
Upplevelsen av en synkron simultanitet férutsitter en diakron simultanitet,
vilket betyder att de kritiska aspekterna, innan de kan samvariera maste ha
vatierat var och en for sig. Savdl diakron simultanitet som synkron
simultanitet betraktas som funktion av urskiljning.

Marton och Booth (1997) resonerar ocksdi om den betydelsefulla
interaktionen i klassrummet och uttrycker att kritiska aspekter 4r just kritiska
for att elever har problem med dem och att ett lirandeobjekts kritiska aspekter
alltid behover bestimmas empiriskt. De menar att lirarna maste friga eleverna
’hur deras erfarenhet ser ut, se vad de gor, observera vad de lir sig och vad
som gOr att de lir sig’” vilket betyder att lirarna bor ge eleverna méjlighet att
forklara sina tankar under lektionen och lyssna noga pé deras asikter. For att
kunna arrangera f6r dessa individuella skillnader borde lirarna enligt Lo et al.
(2005) vilja ut ett virdigt lirandeobjekt, identifiera variationer i elevernas
forstdelse av det planerade lirandeobjektet och finna de tillhérande kritiska
aspekterna och planera lirandesituationer som hjilper eleverna att fokusera pa
de kritiska aspekterna genom att skapa limpliga ménster av variation.

Monster av variation

Utifran det variationsteoretiska perspektivet gors urskiljning och fokusering
efter ett strukturerat och genomtinkt ménster. Lirande rér sig frin en
odifferentierad och knapp integrerad forstielse av det hela till &kad
differentiering och integration av helheten och dess delar. Genom lirande blir
helheten mer distinkt och dess delar kan urskiljas och forstds och passa in
vilket g6r del-del relationen och del-helhets relationen mer tydlig. Utifran det
hir resonemanget lyfter Lo (2012) lirarens betydelse av att ha férmagan att
strukturera undervisningen pd ett siadant sitt sia att innehallets struktur
kommer fram genom tydliga del-del- och del-helhets-relationer. Hir ser hon
skapandet av ménster av variation som en del av denna struktur. Om det
forvintade lirandet kan astadkommas hinger pd om monstret av variation kan
erfaras och urskiljas av eleven. Det mdnster av variation som Lo (2012) for
fram innefattas av tre begrepp; kontrast, generalisering och fusion. For att
strukturera en undervisningssekvens rekommenderar Lo (2012) att lirandet
bér botja i en form av fusion. Denna initiala fusion, har Marton (2014) valt att
kalla den odifferentierade helheten, och utgbrs av férstaelsen av det problem

39



HUR KAN DUBBELT SA LANGT BLI FYRA GANGER STORRE?

som eleven stills inf6r. I detta méte gbrs det inte méjligt att urskilja de kritiska
aspekterna eller dragen av det som ska liras, men eleven skapar diremot en
relevans-struktur, en upplevelse av den odelade helheten frin vilka de kritiska
aspekterna eller dragen kan urskiljas. Genom kontrastering kan eleven sedan
urskilja ett specifikt fenomen, begrepp eller aspekt och separera det frin dess
kontext och andra fenomen, begrepp och aspekter. Eleven kan urskilja kritiska
aspekter eller drag av ett lirandeobjekt littare om det ges méjlighet att
kontrastera det med andra objekt. Kontrastering kan dven ses da elever,
genom ldrarens iscensittning, erfar en variation mellan sin tidigare kunskap
och det nya sittet att se samma sak. Men, menar Lo (2012), det krdvs av
liraren att ha formagan att lyfta upp dessa olika sitt att se pa nédgot till
elevernas fokala medvetenhet i samtidighet d.v.s. liraren mdéste skapa ett
effektivt monster av variation som mojliggdr en kontrastering. Nir en ldrare
vill 6ppna upp en dimension av variation avseende ’geometriska figurer’ kan
han eller hon kontrastera en triangel med en rektangel. Triangeln kan hir
sdgas bli ett virde i denna dimension av variation. Triangeln dr underordnad
‘geometriska figurer’. Genom att kontrastera trianglar med figurer som inte ir
trianglar kan kritiska drag av triangeln bli synliga t.ex. antal sidor, vilket kan
separeras ut.

Monstret generalisering utnyttjas da aspekten eller draget i friga redan har
urskilts, oftast genom en kontrast. Eleverna kan sedan lira av likhet, genom
att titta pa fler trianglar, olika sorters trianglar och de aspekter som varierar,
vilket kommer att hjilpa elever att utveckla sin konceptuella forstaelse f6r vad
en triangel dr. Det betyder att elever kommer att ha férmdgan att separera ut
aspekter, storlek pd vinklar och sidors lingder, som en dimension av variation
av trianglar, vilket betyder att eleven kan separera det som ér kritiskt fran det
som inte dr kritiskt. Nér en elev blir medveten om ett virde genom att
kontrastera det med ett annat virde kan vi ocksé siga att det virdet har blivit
separerat fran objektet och en dimension av variation har éppnats upp. Efter
det att man pa sitt och vis har plockat isir helheten maste man plocka ihop
den igen. Denna slutliga fusion dr mojlig da fokus dr pa den samtida
variationen av tva eller fler aspekter. Nir tva kritiska aspekter varierar
samtidigt och alla andra halls konstanta resulterar det i en samtidig variation av
dessa tvd aspekter. Ett sidant monster kan hjilpa elever att urskilja relationen
mellan tva dimensioner av variation, vilket ir ett exempel pd en fusion. Aven
om ménstret av vatiation ir detsamma kommer olika lirande att frambringas,
vilket kan bero pd att den faktiska urskiljningens erfarande hos varje elev,
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alltsa vad de har fokuserat pi ir olika (Lo, 2012). Det iscensatta monstret av
variation kan, vilket tidigare har nimnts, skilja sig ifrin vad som var férvintat.
I vissa fall kan liraren missa att Gppna upp en dimension av variation som
skulle ha gjort det mojligt f6r eleven att urskilja kritiska aspekter, i andra
lektioner Oppnar eleverna upp dimensioner av variation som de inte var
férmodade att gbra, men som varit kritiska for utvecklingen av lirandet
(Marton & Pang, 2013).

Lo (2012) uttrycker att det maste finnas en helhet till vilken delarna tillhor,
dessférinnan kan man inte géra bruk av delarna. Vi kan helt enkelt inte ldra
fler detaljer utan att veta vad de dr detaljer av. Vad eleverna lir och forstar i en
lirandesituation 4r beroende av deras formaga att forstd presentationen eller
iscensittandet av monster av variation. Om ldraren medvetet kan
systematisera presentationen av monstren av variation si att méjligheten att de
kritiska aspekterna kan bli explicit urskilda samt kopplade till helheten, bidrar
det till att eleverna lir mer effektivt (Marton & Tsui, 2004).

For mycket variation

Variationen bor inte vara for stor, eftersom effekterna av variation di kan
komma att motverkas. Om balansen mellan f6r mycket variation och for lite
variation resonerar Holmqvist (2004) om, vilket Wernberg (2009) sedan byggt
vidare pd och konkretiserar effekterna av f6r mycket variation genom féljande
exempel dir en person ir ute och springer. Personen dr ute och springer en
vindstilla dag och f&rnimmer troligtvis inte luften mot sin kropp. Men, en
blasig dag kidnner hon av luften mot sin kropp. Det har did uppstitt en
variation i luften som gor att hon blir medveten om luften pé ett nytt sitt 4n
den dagen da det var vindstilla. Nir hon nista gang ir ute och springer en
blasig dag har hon samtidigt ont i knit. D4 kommer hon troligtvis inte kdnna
att det blaser, dd smirtan i kndt kommer vara i férgrunden d.v.s. det hon
ligger mirke till. Hir finns da en brist pd konstanta faktorer. Variationen finns
i bade luften och det smirtande knidet vilket gbr att den avgrinsande
variationen i form av luften inte uppfattas likadant som nir det endast var den
faktorn som varierade.
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Forskningsoversikt av studiens
innehallsmassiga fokus: linjara och icke-linjara
samband

Proportionalitet kan definieras pa flera sitt. Inledningsvis ges hir en kortfattad
Overblick Gver skillnaden mellan vad som dr proportionella samband och vad
som inte dr proportionella samband. Foreliggande studies intresse finns bland
de proportionella sambanden i figurens gra filt.

Tabell 1. Overblick éver proportionella och icke proportionella samband.

Proportionella samband Icke-proportionella samband

Linjara samband y=k-x y=k-x+m

Samband vars graf ar en rat | Samband som inte skar origo.
linje genom origo.

For studien hittar vi har det
linjara sambandet;

langdskalan
Icke-linjara samband y=k- x? y=k- x2+m
y=k- x3 y=k: x3+m
Samband vars graf ar en Samband som inte skar origo.

kurva genom origo.
For studien hittar vi har det
kvadratiska sambandet.

I det f6r studien aktuella lirandeobjektet; f6rmagan att férstora och férminska
tva-dimensionella geometriska figurer och utifrin det hantera lingdskalan,
moter geometrin proportionalitetsbegreppet. Lamon (1993) har identifierat
fyra proportionella problemtyper dir den fjirde av dem, fOrstoring och
términskning av geometriska figurer, faller inom den féreliggande studiens
intresse.

Elevers férmaga att 16sa problem som involverar begreppen lingd, area
och volym har studerats utforligt utifran perspektivet pseudo-proportionella
fenomen. Resultaten visar att elever har en stark tendens att anvinda linjira
samband okritiskt, d.v.s. de tenderar att Gvergeneralisera vad de erfarit som
’sant’ vid linjira samband och later detta gilla dven vid icke-linjira samband.
Det mest kinda exemplet av elevers inkorrekta anvindning av linjdra samband
sdgs vara da de anvinder sig av linjira samband dd de l6ser problem som
involverar relationen mellan lingder och area och/eller volym vid forstoring
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eller férminskning av likformiga figurer (De Bock et al. 1998). Denna
inkorrekta anvindning av linjaritet vid icke-linjdra situationer refereras ofta till
som ’illusionen av linjdritet’. Liksom begreppet linjdritet har manga ansikten,
har dven dess inkorrekta anvindning manga ansikten. ’Illusionen av linjiritet’
dr utbredd bland elever i mdnga olika dldrar och inom flera omriaden inom
matematiken (De Bock et al, 2002). Fernandez, Llinares, Van Dooren, De
Bock och Verschaffel (2009) menar att di elever har haft begrinsad tillgang
till de strategier som beh&vs for att férstora och férminska figurer och tyda
skalenliga ritningar finns mdjlighet att missférstand uppstar.

Det finns omfattande forskning kring fenomenet illusionen om linjaritet”.
I kommande avsnitt belyses fenomenet frimst utifran det f6r studien aktuella
geometriomradet; forstoring  och  foérminskning  av  tva-dimensionella
geometriska figurer samt de svirigheter som elever tycks ha. Forst redogors
f6r det matematiska innehallet avseende linjira- och icke-linjara samband och
hur det férhaller sig till proportionalitet, ddrefter beskrivs omradet utifran ett
didaktiskt perspektiv.

Det matematiska innehallet avseende ’illusionen om

linjaritet’

Proportionalitet ses som en hérnsten i en stor mingd olika omridden. Inom
matematikimnet férekommer det i mdnga sammanhang och kan sdledes ses
som en central matematisk princip (Lamon, 2007). I Lgr 11 (Liroplan for
grundskolan,  férskoleklassen  och  fritidshemmet  2011)  aterfinns
proportionalitet som ett centralt innehdll genom hela grundskolan dir
exempel pa omriden dr; proportionella samband, diribland dubbelt och
hilften, sambandet mellan proportionalitet och procent samt skala och dess
anvindning, bade 1 vardagliga situationer och vid avbildning av
flerdimensionella figurer.

Ett vanligt sitt att presentera proportionalitet i matematiken 4r genom att
visa pa tvd huvudkategorier av proportionella problem (Miyakawa & Winsléw,
2009), vilket dr en beskrivning av begreppet som ocksd ir relevant fér den hir
studien; en statisk del och en dynamisk del. Den statiska delen ses som mer
generell och innefattar ett dndligt antal parvis sammanhingande virden for tvd
storheter med en konstant kvot vilket kan uttryckas Z—i = Z—i = Z—z =
= Z—:. Den andra delen, en dynamisk proportionalitet mellan tvd variabler
definierar ett generellt samband, en s.k. linjir relation, didr a;=k-a och k ir
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proportionalitetskonstanten. Hir ses ett Omsesidigt beroende vilket kan
uppfattas som ett met avancerat forhillande 4n den  statiska
proportionaliteten.

Proportionell avbild och skala

Begreppet skala har med proportionell avbildning att géra och ir ett exempel
pé ett proportionellt samband. Skala, vilket det undervisas om i samband med
kartor och konstruktioner 4r synonymt med den proportionerliga lingdskalan
och visar pa det linjira foérhillandet mellan lingd hos tvd objekt (Bentley,
2008). Tva olika beteckningssitt anvinds. Om skalning avser en forstoring av
ett objekt i verkligheten s skrivs det genom att man anger antalet ganger som
forstoringen gbrs. Denna modell anvinds ofta i likformighetsproblem inom
geometrin och innebdr att avbildningen 4r sidan att avstindet mellan tvd
godtyckliga punkter multipliceras med en konstant. 1 det andra
beteckningssittet anvinds det gamla divisionstecknet t.ex. 1:3, vilket betyder
att ett avstind pa ritningen 4r tre ginger sd lingt i verkligheten. Bentley (2008)
uttrycker definitionen av skala som att;

If the scaling is seen as magnifying an object it could be described by the
number of times the object is magnified. (Bentley, 2008, s.42)

Uttrycket kan dock visa sig problematiskt, d4 det kan tas for givet att det ar
lingder som ir i fokus, dven da det uttrycks ’the number of times the object is
magnified” dd det handlar om tva- och tredimensionella geometriska figurer.
Hur kan ’object’ tolkas i detta fall? Definitionen kan uppfattas som oklar da
’object” kan tolkas som att det avser alla geometriska objekt i en eller flera
dimensioner eller enbart geometriska objekt i en dimension, d.v.s. strickor.
Skalor brukar héra till kartor och ritningar men kan med férdel dven anvindas
vid forstoring och férminskning av figurer. Da arean forindras vid en
forstoring eller férminskning kan man dven tala om en atreaskala, vilket dr det
samma som lingdskalan i kvadrat. Om en skala pa en karta eller ritning dr
1:1000 betyder det att 1 mm pé kartan motsvarar 1000 mm i verkligheten
d.v.s. verkligheten har blivit f6rminskad 1000 ganger. Detta sitt att férminska
verkligheten giller alla delar av kartan och har dirfér skett proportionellt. Pa
en ritning kan avbildningen dven gilla en forstoring da skalan t.ex. kan vara
2:1, vilket innebdr att ett matt i verkligheten har férstorats och blivit dubbelt
sa lingt. Samma samband giller f6r hela ritningen och skalan uttrycker
dirmed ett proportionellt samband (Bentley & Bentley, 2011). Om tva
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trianglar 4r likformiga innebdr det att férhdllandet mellan korresponderande
sidor i trianglarna 4r desamma.

Figur 3. Likformiga trianglar

Lingden pa strickorna i den storre triangeln 4dr dubbelt si linga som
motsvarande strickor i den mindre triangeln. Detta férhdllande giller samtliga
sidor i respektive triangel och dr dirfor ett proportionellt samband (Bentley &
Bentley, 2011), en s.k. statisk proportionalitet. En statisk proportionalitet
beskriver forhallandena mellan strickor inom figuren och att dessa
férhéllanden bibehdlls vid en forstoring eller férminskning av figuren. En
proportionell skalférindring, en s.k. dynamisk proportionalitet, beskriver
férhéllandena mellan motsvarande strdckor i de tva figurerna, d.v.s. att om en
sida dr dubbelt sa lang som en annan i ursprungsfiguren, sa kommer det vara
sd dven i den avbildade figuren. Detta férhallande anger ocksé lingdskalan.

Statisk och dynamisk proportionalitet blir saledes tvd si:t att se pa de tvi
olika aspekterna av en forstoring. Men hjilp av figur 4 illustreras hur dessa tvd
delar kan beskrivas utifran den hir studiens intresse.

a 4

Figur 4. Trianglar som tillsammans med formlerna nedan askadliggor statisk respektive
dynamisk proportionalitet.
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Statisk proportionalitet, vilket i studien hér samman med proportionell
avbildning, en likformighet, innebdr att alla foérhallanden inom figurerna
bibehills och kan beskrivas enligt foljande;

a _aq
b b,
a_a,
c Cq

Den dynamiska proportionaliteten innebdr att proportionalitet ses som en
linjdr relation, d.v.s. forhallandet 4r detsamma mellan figurerna, vilket i studien
kan relateras till hanteringen av skalbegreppet didr k dr proportionalitets-
konstanten och utgor skalfaktorn.

och

aq =k-a
bl :k'b
Cq1 =k-c

Nir man undersoker tvi forhillanden, eller nir man loser situationer som
innehiller direkt proportionalitet, kan man tidnka sig dem som antingen “inom
forhillande” eller "mellan forhdllande™ (within ratio eller between ratio) (Lamon,
2007; Vergnaud, 1988). Ett férhallande mellan tva storheter i samma
inramning eller figur dr ett ”inom foérhallande” t.ex. férhillandet mellan lingd
och bredd i en rektangel, inom kontexten av rektangeln. For alla likformiga
rektanglar 4r det korresponderande “inom forhallandet” samma. Ett mellan
torhallande” dr ett forhallande av tva korresponderande storheter i olika
figurer. I rektangeluppgiften ir férhallandet mellan lingd pé en rektangel och
lingden pa en annan likformig rektangel ett “mellan férhdllande”. Mellan tva
likformiga rektanglar dr alla ”mellan férhéllande” samma. Men “mellan-
forhallanden” for varje enskilt par av likformiga rektanglar kommer att vara
olika. Ett alternativt perspektiv, di geometriska figurer inte ir i fokus, beskrivs
1 Magnusson (2014). Dir anvinds begreppen dynamisk proportion och statisk
proportionalitet. Enlict Magnusson gors, vid en statisk proportion, en
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jamforelse utifrdn ett statiskt férhéllande mellan par av storhetsvirden och vid
en dynamisk proportionalitet gérs jaimforelser inom par av storhetsvirden.

En sammanfattning av hur dessa begrepp forhiller sig till varandra dé en
geometrisk figur fOrstoras ses i tabell 2. Bild som dskadliggér innehéllet kan
ses 1 figur 4.

Tabell 2. En sammanfattning av hur begreppen forhaller sig till varandra vid férstoring av en
geometrisk figur.

Proportionalitets-aspekt

Statisk proportionalitet

Dynamisk proportionalitet

Forhallande (ratio)

within /inom figuren

between / mellan figurerna

Aspekt av férstoringen | likformighet skala
Matematisk beteckning. | & _ %1 a=k-a
Se figur 4. b b dar k ar skalfaktorn

Ett matematikdidaktiskt perspektiv

Geometri kan sdgas utgdra grunden foér att utveckla fOrstielse av det
flerdimensionella rummet dd det 4r den del inom matematiken som behandlar
rummets natur genom att belysa figurens form, stotrlek och egenskaper
(Kilpatrick, 2001). De

grundliggande geometriska begrepp resonerar Nilsson, (2005) och menar att

flesta elever har intuitiva fOrestillningar om

geometrin kan ses som ett verktyg for att férsta och beskriva virlden vi lever 1,
men just dirfér blir den ocksd den mest intuitiva delen av matematiken. Ett
exempel pa detta dr just “illusionen av linjaritet”.

Proportionell avbildning

Modestou, Elia, Gagatsis och Spanoudis (2009) uttrycker att geometri har
varit ett privilegierat omrdde bland forskare inom matematikutbildning.
Sambandet mellan proportionellt resonemang och det geometriska begreppet
likformighet ses hir som intressant. Lika figurer tillhandahéller en visuell
representation av proportioner och proportionellt tinkande och stédjer
forstdelsen av likformighet. Nir likformighet diskuteras maste férhallandet i
figurerna bli utforskat. For att férvirva férmagan att resonera proportionerligt
inom det aktuella omridet behéver eleverna ha goda geometrikunskaper
menar Gagatsis, Stiraman, Elia och Modestou (2006). Van Hieles (1986)
nivaer av tinkande korresponderar med nivaer eller faser i lirandeprocessen,
vilket betyder att en elev har nitt en hégre nivd av tinkande déd det nya sittet
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att tinka blir mojligt att tillimpa pd nya objekt eller nya situationer. Liraren
skapar limpliga situationer som underlittar elevernas utveckling av tinkande
pd en hogre niva. Gagatsis et. al (2000) studie visar att barn inte initialt dr
kompetenta att kiinna igen delar och egenskaper av kinda geometriska figurer.
Yngre barn férstar en figur som en hel och inte som en summa av dess delar
och identifierar figurer i enlighet med deras utseende. De befinner sig pa en
visuell niva. Barn som dr pa denna niva har inte férmagan att identifiera de
flesta vanliga figurer eller gbra urskiljningar bland figurerna, t.ex. inkludera
begreppet kvadrat i begreppet rektangel. Nista nivd dr en beskrivande nivd.
Hir dr inte lingre figuren bedémd av utseende utan snarare genom sina
egenskaper. P4 niva tre finns den informella hirledningen och figurens
egenskaper dr mer logiskt ordnade, t.ex. kan barn formulera definitioner fo6r
kvadrat och rektangel och anvinda dem f6r att forklara forhéllanden som
varfor alla kvadrater dr rektanglar. Oavsett till vilken nivd individen har
kommit méste individen, dd ett nytt moment introduceras bdtja om péd niva
ett igen. T.ex. om individen fOrstir en kvadrats egenskaper, men ska forsta
vad en kub ir f6r niagot behéver individen ga tillbaka till niva ett igen, fér just
den hir forstaelsen. Ett syfte 1 Gagatsis et al. (2000) studie var att underséka
de strategier yngre clever antar nir de ska konstruera fOrstoringar av plana
geometriska figurer 1 en vixande serie. Frin undersdkningen kunde de dra
nagra anvindbara implikationer f6r undervisning av geometri. Resultaten
indikerar att formigan att identifiera geometriska figurer inte 4r direkt
relaterad till férmdgan att konstruera och transformera geometriska figurer.
De menar att undervisning som riktar sig mot att Overgripande utveckla
elevers geometriska kunnande behéver stédja bada dessa f6rmégor, genom att
ombesOtja aktiviteter dir inte batra igenkdnnande av geometriska figurer dr i
fokus, utan dven aktiviteter dér konstruktion och transformation av figurer ir 1
forgrunden, d.v.s. eleverna ska bade kdnna igen dem och kunna férindra dem.
Resonemanget ger tyngd 4t betydelsen av elevernas konstruktioner av
geometriska figurer vid forstoring och férminskning av tvddimensionella
figurer. Eleverna ges di mdjlighet att under processen gora jimforelser mellan
lingdférindringar och areaférindringar och skapar pd si vis ytterligare
mening. Att utga ifran ett pappersark, som kan vikas eller klippas, framhalls
som givande vid konstruktioner av geometriska figurer (Row, 1958; Watson &
Mason, 2005).
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Linjdra och icke-linjira samband

Pa senare ar har forskningen om elevernas bendgenhet att hantera icke-linjdra
problem som om de vore linjira, som tex. vid forstoringar och
términskningar av ytor, 6kat markant (De Bock et al. 2002; Gagatsis et al.,
2009; Modestou & Gagatsis 2006; Modestou et al., 2004; Paic-Antunovic &
Vlahovic-Stetic 2011; Van Doreen et. al 20042, Van Doreen, De Bock,
Hessels, Janssens & Verschaffel 2005). Att eleverna har bristande kunskaper 1
geometri kan vara en av anledningarna till att eleverna har svirigheter att skilja
linjira samband frin icke-linjdra samband menar De Bock et al. (2002) och att
illusionen av linjiritet inte 4r ett resultat av ett sdrskilt experiment utan att det
ar ett aterkommande fenomen som ser ut att vara universellt och resistent mot
olika former av stéd som syftar till att évervinna fenomenet. De Bock et al.
(2002) problematiserar omridet yttetligare genom att peka pa att linjir
proportionalitet tycks vara djupt rotat i elevernas intuitiva kunskap och
anvinds spontant och okritiskt, vilket gér det linjira tillvigagangssittet pa sa
vis ganska normalt och icke ifrdgasittande och till en stor del dven otillgingligt
tor reflektion. Eleverna tycks vara nistan okdnsliga f6r olika typer av hjilp och
systematisk stédundervisning har endast en begrinsad positiv effekt (Van
Dooren et al, 2004a).

Hilton, Hilton, Dole och Goos (2013) tittar nidrmare pd resultat som ror
just forstdelsen av begreppet skala och visar ytterligare forskning som befister
att eleverna har svarigheter att separera linjira samband med de icke-linjira
sambanden. Uppgiften som testades pa elever i dldrarna 10-16 4r handlade om
att urskilja en fjérils areaférindring dd lingd och bredd férdubblades. Firre dn
10 % av eleverna, oavsett alder, kunde besvara frigan korrekt. Det var heller
ingen markant skillnad i resultat mellan de yngre och de édldre eleverna. Mellan
60-78% av de deltagande eleverna svarade att arean ocksa blir dubbelt s stor
da lingderna blir dubbelt si linga. Majoriteten av eleverna gjorde en felaktig
bedémning, vilket skulle kunna tyda pa att de inte kan separera de linjira
sambanden frin de icke-linjira sambanden mellan tva likformiga figurer.

Modestou et al. (2009) genomférde en undersékning dir de skapade
situationer for eleverna dir den spontana och okritiska anvindningen av den
linjira modellen skulle kunna ifragasittas av eleverna. Resultatet visade att
anvindningen av den linjira modellen var stark bland en signifikant stor del av
eleverna, vilket i sin tur motverkade enstaka motsidgelser for en etablering av
en ny forstielse. I resultaten visar de att det finns en avsikt med att ta hand
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om det epistemologiska hindret av linjiritet d.v.s. vad som ér svirt och dven
den illusion som den genererar, vilket Modestou et al. (2009) menar endast
kan gbras med hjilp av en genomtinkt didaktisk situation. Situationen bor,
enligt Modestou et al. skapas pa ett sidant sitt att pastdendet eller striden om
linjdritet kommer att dyka upp spontant som ett nédvindigt verktyg som
16sning till problemet. I Modestou et al. (2004) visade det sig att den typ av
uppgifter som eleverna fick arbeta med kunde spela en roll, om dn liten.
Eleverna, 12-13-driga cypriotiska barn, fick arbeta aktivt med bilder av tva-
och tre-dimensionella figurer. Resultatet blev aningen bittre men problemet
kvarstod eftersom eleverna har svart att uppticka den gemensamma icke-
linjdra egenskapen av tvd- och tre-dimensionella figurer och dirfér hanterar de
situationen pa annat sitt 4n det matematiskt korrekta. Har lyfter Modestou et
al. (2004) fram att det dr den kognitiva faktorn som férhindrar elever frin att
urskilja de gemensamma icke-linjira egenskaperna av tvd-och tre-
dimensionella figurer. Siledes anser dven Modestou et al. (2004) att ett mer
systematiskt didaktiskt ingripande troérande den icke-linjira naturen av
geometriska objekt och uppgifter borde undersékas och utvecklas vidare. Att
gora ett s.k. systematiskt didaktiskt ingripande skulle kunna innebira att man
tar ett avstamp i det som Lo (2012) lyfter fram; att det dr av vikt att inte bara
studera hur man ska undervisa och go6ra lektionsplaneringar och
undervisningsmaterial, utan ocksa férstd vilka méjligheter som Oppnats upp
for elevers lirande och vad eleven verkligen lrt sig.

Att resonera kring proportionalitet

Proportionellt resonemang 4r en del av det relativt vida proportionalitets-
omradet och grundliggande 1 forstielsen av matematiska begrepp och kan pa
sd vis sdgas utgdra en stomme till vidare studier i matematik (Lamon, 2007).
Proportionella resonemang tillimpas i en bred omfattning av vardagslivet som
tex. forstoring och férminskning, lisa av skalenliga kartor, dubblera recept,
rikna ut ’bista dealen” och dela lika (Dole, 2010). Autentiska kontexter, vilka
ir familjira for elever i wvardagslivet, dr viktiga fOr utvecklingen av
proportionella resonemang. Lamon (2007) menar att just ett kdnt innehall
forefaller vara limpligt initialt i undervisningen, men att f6rmagan att anvinda
proportionella resonemang 1 icke kinda innehall ocksd ser ut att vara en
signifikant indikator f&r att senare kunna generalisera proportionella
resonemang.
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Proportionellt resonemang dr svart att definiera i en eller tvd meningar.
Det ir inte nagot du kan eller inte kan, utan det bor istillet ses som bide en
kvalitativ och en kvantitativ process. Uppskattningsvis dr det fler 4n hilften av
alla vuxna som inte haft mojlighet att utveckla férmagan till proportionellt
tinkande, vilket betyder att vi inte kan tilligna oss férmagan att resonera
proportionellt genom att bara bli dldre utan att det helt enkelt krivs
undervisning (Lamon, 2007). Genom detta stillningstagande gbr Lamon
(2007) Kklart att proportionella resonemang inte utvecklas genom naturliga
kulturella processer. Lamons (2007) forskning visar att undervisning har
effekt. Hon menar dock att eleverna kan behéva si mycket som tre dr, men
oftast mer for att fa mojlighet att utveckla proportionellt tinkande kring t.ex.
multiplikativa situationer for att sedan pa ett adekvat sitt utveckla sin f6rmaga
och skicklighet att resonera proportionellt. Férhastat anvindande av regler
uppmuntrar eleverna att applicera regler utan att tinka, vilket da skulle himma
utvecklingen av férmdgan att resonera proportionellt. Detta skulle kunna
sammanfattas som att en elev som kan l6sa uppgifter dir proportionella
samband efterfrigas genom algoritm inte nddvindigtvis kan mobilisera
proportionellt resonemang i situationen.

Lamon (2007) pekar pa nagra karaktirer av proportionellt resonemang.
Hon menar att en person som har férmagan att resonera proportionellt
forstar relationer dir tva storheter férindras tillsammans och kan utifrdn det
se hur forindringen i den ena stimmer 6verens med f6rdndringen 1 den andra.
Vidare kan man kinna igen proportionella relationer som skilda fran icke-
proportionella relationer, vilket kan innebéra att eleverna forstar inneborden
av proportionell avbildning, men dven att de fOrstir skillnaden mellan den
linjira- och den icke-linjira proportionaliteten mellan tvd likformiga
geometriska figurer. Ett proportionellt tinkande utvecklar dven en stor méingd
olika sorters strategier for att 16sa proportioner eller jimféra forhillanden, dir
de flesta dr baserade pa informella strategier snarare 4n dlagda férutbestimda
algoritmer.

Ur ett lirandeperspektiv dr det av betydelse att fokusera pd hur eleverna
uppfattar forhillandet inom respektive mellan figurer. Ett proportionellt
tinkande utvecklas genom aktiviteter som involverar jimférelser av
férhallanden i en vid mingd problembaserade omriden och situationer dir
tillflykt till regler eller formella tillvigagangssitt inte blir i fokus. Jimf&relser av
férhallanden formar en viktig kategori av uppgifter for eleverna for att pd sd
vis utveckla férmagan att resonera proportionellt (Lamon 2007). En avsevird
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mingd forskning har undersékt proportionalitet som ocksd inbegripit elevers
fel och strategier nir de férsoker 16sa problem (Vergnaud, 1988).

Vi vet férhallandevis lite om ldrares “content knowledge” (innehallsliga
kunskap). De resultat som finns, papekar Lobato et al (2011) visar att ldrare
saknar en djup fOrstdelse av proportionellt resonemang samt att de anvinder
sig av procedurellt riknande, som t.ex. korsvis multiplikation (Lobato et al
2011). Dole, Clarke, Wright, Hilton och Roche (2008) har i sin studie lyft upp
betydelsen av lirarnas kunskap om innehéllet de férvintas undervisa om. 1
studien intresserade sig forskarna foér ldrarnas forstdelse av begreppet
proportionella resonemang och hur detta gestaltades i, och relaterades till
lirarnas klassrumspraktik. Lidrarna i studien fick med hjilp av ett uppbyggt
program trdna sig pa att reflektera Gver elevernas svar. Resultatet i studien
visade att lirarna utvecklade formagan att diskutera elevers proportionella
resonemang. Dole et al (2008) uttrycker att resultatet var likt det av Watson,
Beswick, Caney och Skalicky, (20006) funna, vilka rapporterade att lirarna
visade en storre anvindning av ett mer specifikt sprdk nidr de talade om
elevernas lirande efter studien jimfért med innan studien.

Det ir rimligt att tdnka sig att dven lirare sjilva behover bli medvetna om
sina strategier och vad de tar f6r givet kring elevernas férstaelse av begreppet
proportionalitet ndr de planerar sin undervisning. Lo (2012) uttrycker att det
som inte si litt urskiljs av lirare, brukar ocksi vara det som blir de stérsta
hindren for elevers lirande. Det tycks vara svart for ldrare att urskilja de
aspekter som blir utmanande fér elever om de inte sjdlva har problem att
urskilja dessa aspekter, d.v.s. lirarna har svirt att se vad som skulle kunna vara
hinder f6r elevernas lirande. Om ldrare dr ovetande om att de ignorerar dessa
aspekter kommer det resultera i ett “knowledge gap” .

[...]Jit will result in a knowledge gap in the lesson that they may not
notice][...] (Lo, 2012, s. 28)
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KAPITEL 4: METODOLOGISKA
ANTAGANDEN

I detta kapitel diskuteras praxisnira forskning med en fokus pd learning study,
vilket 4r den metod som anvinds i studien.

Praxisnira forskning

Undervisningen ska vila pa vetenskaplig grund, men flera rapporter visar att
det dr svart att implementera bla. den dmnesdidaktiska forskningen i
undervisningen (Skolverket, 2012). Utbildningsforskning har genomférts med
ett avstind fran skolvardagen och gapet har varit tydligt mellan teori och
praktik. Carlgren (2011) antyder att den akademiska forskningen inte fullt ut ar
anvindbar for lirare 1 undervisningen och menar att forskningsfrigorna inte
ir relaterade till lirarnas undervisningsuppdrag. For att kunna hantera och
utveckla det pedagogiska uppdraget krivs en forskningsmiljé som har god
kontakt med praktiken.

Intresset f6r klassrumsforskning som involverar lirare har dock 6kat under
senare 4r. Aspekter som tycks vara centrala i frigan avseende framtidens
skolforskning ér, vem som utfér forskningen och varifrin fragorna som man
vill forska kring uppstir. Utvecklingen av skolans pedagogiska verksamhet har
inte varit sirskilt forskningsanknuten och didrmed uppstar ett gap mellan teori
och praktik. Nu syns dock ett behov av att istillet utéka och utveckla
forskningsansatser som talar mer direkt till lirarna och de problem de hanterar
i sin skolvardag; forskning med ett inifrdn-perspektiv dir ansatserna ar
utformade f6r att anvindas vid praxisnira forskning i skolan (Carlgren, 2012).
Grundargumentet for att placera lirare i hjirtat av utbildningsforskningens
process sidgs vara enkelt. Stenhouse (1981) betonar att liraren har ansvaret 1
klasstummet och att denna miljé borde vara det ideala laboratoriet for att testa
utbildningsteoretiska antaganden. Forskare borde, om intresset ligger i att
observera naturliga situationer, se att ldrarna dr utmidrkta potentiella
observatdrer 1 klassrummen. Han menar att oavsett vilken utgangspunkt vi tar
som forskare, s borde vi finna det svart att férneka att lirare dr omgivna av
rika forskningsmoijligheter. Lirare har skil att forska och forskarna har
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anledning att vicka denna potential hos lirarna. Men det krivs ett samarbete
mellan forskare och lirare, annars kan inte forskningen bli anvindbar eller
nyttiggérande och det dr forskarna som boér ndrma sig lirarna i storre
utstrackning dn vad som gors idag.

Metodologisk utgangspunkt

Eftersom detta arbete studerar pa vilket sitt antaganden, som tidigare
forskningsresultat lyft fram, paverkar elevers lirande har en metod valts som
anvinder klasstummet som forskningsmiljé. Metoden benimns learning study
och kan ses som en form av aktionsforskning (Elliot, 2012) som bédde liknar
processen i lesson study (Lewis, 2000) och Design Experiment (Cobb,
Confrey, Lehrer & Schauble 2003). En likhet mellan de tre édr att alla dr
iterativa och involverar en ldrargrupp som arbetar kring ett gemensamt
problem dir syftet dr att forbittra undervisningen. Dock skiljer sig Design
Experiment ifrdn de Gvriga tvd genom att ddr dr det i huvudsak forskaren som
har ansvar och styr Gver processen samt att undersékningen innefattar flera
variabler. Ytterligare en grundliggande skillnad mellan forskningsansatserna ar
forhallningssittet till de deltagande lirarna. Da lirarna bade i lesson study och
learning study ges moijlighet att beforska sin egen praktik och den egna tysta
kunskapen kan man 4 andra sidan se lirarna i ett Design Experiment mer som
utévare eller iscensdttare av en externt planerad undervisningsdesign
(Carlgren, 2012).

Forskningsaspekten i en learning study indikerar att forskare dr involverade
och att designen av lektioner grundar sig pd en lirandeteori. Pd si vis kan
learning study géra ansprik pad att vara en utvecklingsmodell som samtidigt ar
en modell fér forskning (Marton & Pang, 20006), vilket innebir att det ér en
modell didr forskare och lirare tillsammans analyserar, utvirderar och
diskuterar lektionsuppligg och undervisning kopplat till elevernas lirande.
Samtidigt har forskaren sina forskningsfrigor och ldrarna sina frigor. En
learning study kan ge svar pa relationen undervisning och lirande inom ett
specifikt iamnesomrdde, men den kan ocksd ge svar pa sjilva innebdrden av
detta specifika dmnesomride, lirandeobjektet eller en undervisning-lirande-
sekvens. Pa si sitt kan learning study ses som en praktikutvecklande
forskningsmodell med stora méjligheter att utveckla kunskap som kan hjilpa
lirare som forskare (Catlgren, 2011).
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Learning study 4r en universitetsbaserad forskning transformerad till
skolvarlden, men kan ocksi ses som en skolbaserad aktivitet dir skolan kan
ses som laboratoriet. I denna diskussion framhdlls att learning study har
genomgatt en utveckling och kan sidgas bestd av flera generationer dir den
forsta av dem innebar att variationsteorin testades och att generationen dérpa
var mer fokuserad pd utvecklandet av relationen mellan undervisning och
lirande med hjilp av variationsteorin. Det som diskuteras och dr i fokus nu 4r
vilken kunskap som fors vidate frin en learning study (Catlgren, 2012).
Runesson och Gustafsson (2012) diskuterar pa vilket sétt learning study skall
kunna bidra med en delad kunskapsproduktion som ett system for att 16sa den
stora variation som finns i undervisningskvalitéer fran en skola till en annan,
likt den som f6rs fram av Morris och Hiebert (2011) och Lewis (2000). De
visar genom studier hur en kunskapsproduktion, sprungen ur en kontext
kommuniceras, delas och éverférs i en ny klassrumskontext. Aven Holmqvist
et al. (2010) underséker hur en lektionsdesign, skapad i en kultur och
kommuniceras till en annan kultur, kan anvindas och utvecklas vidare. En
viktig aspekt 1 resonemanget tycks vara att kunna se ldrarna som bade
kunskapskonsumenter och kunskapsproducenter.

Utvecklingen av learning study goér att den hamnar i ett nytt ljus och
eventuellt skulle fungera inom ett kliniskt forskningsperspektiv. Carlgren
(2012) uttrycker att behovet av upprittandet och Okning av klinisk
utbildningsforskning dr enorm och frigar sig i vilken riktning learning study
kan utvecklas som en viktig ansats fér klinisk dmnesdidaktisk forskning. Hon
uttrycker att resultaten frin lesson study i Japan dr viktiga for att utveckla
lararprofessionell kunskap och menar utifrin dessa att en viktig aspekt for
learning study dr méjligheten att teoretiskt beskriva resultat av den specifika
process som sker angiende ldrandeobjektets beskaffenheter inom olika
dmnesomriden. Genom ett stringent dmnesinnehallsfokus 4r learning study en
god kandidat till en ansats for utvecklandet av en utbildningsklinisk
forskningstradition. Styrkan ligger i den systematiska analysen av lirande i
relation till lirandeobjektet och upprittandet av kunskap i utvecklandet av
designen och resultatet kommer troligtvis bli mer hallbart 4n vad som normalt
ir fallet 1 utbildningsforskning.
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Learning study-modellen

Learning study it ett teoribaserat undervisningsexperiment dir det tillhérande
teoretiska ramverket oftast dr variationsteorin. Teorin férvintas anvindas som
ett verktyg och som en resurs vid designen, men dven som ett verktyg for
lararna i interaktionen med eleverna, di som ett stod for att strukturera och
anvinda elevers inspel kring innehdllet (Marton & Pang, 2006). Ett fokus
riktas mot, utifran det variationsteoretiska perspektivet, vad som krivs for att
cleverna i en aktuell elevgrupp skall utveckla sin fOrstdelse for ett specifikt
lirandeobjekt, vilket gbrs genom att studera hur de kritiska aspekterna
kommer till uttryck under en lektion genom det ménster av variation som
konstitueras beroende pa vilka aspekter som varierar och vilka som halls
invarianta (Lo et al. 2005). Varje learning study dr baserad pa en lirandeteori
och den teorin ska testas. Learning study blir pd sa vis en bro mellan teori och
praktik och mellan grundforskning och utvecklingsatbete (Pang & Marton,
2003).

Kollegialt lirande

Lirare med olika undervisningserfarenhet kan genom sitt deltagande i en
learning study lira med och av varandra genom att observera sig sjilva och
varandra nir de undervisar om samma innehall. Erfarna lirare har ofta
kunskap om béde lirandeobjekt och de svirigheter elever kan tinkas ha i
relation till objektet, men denna kunskap har inte alltid lyfts fram och
reflekterats och blivit delad med andra lirare (Lo et al. 2005). Runesson,
Kullberg och Maunula (2011) lyfter fram att ldrare genom deltagande i en
learning study fir mojlighet att tala om lidrande och undervisning och
relationen dem emellan. Lo et al. (2005) vill lyfta fram att just learning study
kan ses som ett kraftfullt verktyg for lirare att reflektera och dela kunskap.
Avsikten med en learning study menar de ir att lirarna sjilva ska st for
lektionsdesignen och pa sa vis blir det en modell f6r att skapa mojligheter f6r
ldrare att utveckla sin profession.

I en learning study triffas en grupp ldrare for att utforska ett sirskilt
lirandeobjekt vilket betyder att de ska férdjupa sin kunskap om vad som krivs
tor att lira detta. Ett lirandeobjekt kan vara en sidrskild insikt, f6rméga eller ett
kunnande som eleven forvintas utveckla under lektionen eller under en
sekvens av lektionen. P4 si vis blir en learning study bdde innehalls- och
lirandeorienterad (Runesson et al 2011). Det &vergripande syftet med en
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learning study 4r att 6ka elevernas lirande och for att detta ska vara méjligt,
menar Runesson etal. (2011) ldr ldrarna samtidigt om det lirande eller den
térmaga som de vill att eleverna ska utveckla. Lirarna férdjupar sin kunskap
att undervisa for att utveckla férstielse hos eleverna och inte for att eleverna
bara ska komma fram till rdtt svar. De menar att ldrarna sjilva, t.ex. for att
undervisa om rikneoperationen -5-(-3)= grundligt, maste utforska vad som
krivs for att goéra denna rdkneoperation. De studerar vilka elevernas
svarigheter dr, pa vilket sitt de kan Gverbryggas och vad det dr de behdver
synliggéra 1 undervisningen for att eleverna ska utvecklas. Elevens perspektiv
ir centralt och lirarens forstdelse av elevens sitt att forsta innehallet antas bli
avgbrande f6r elevernas mojligheter att lira.

Learning study-cykeln

En learning study édr en process, vilken féljer ett visst antal steg. Lo et al
(2005) och Pang och Marton (2003) sammanfattar learning study-cykeln enligt
foljande;

1. Ldrare och forskare triffas for att samtala om studiens teoretiska
perspektiv och val av lirandeobjekt.

2. De diskuterar sitt valda lirandeobjekt pa djupet och vaskar utifrin egna
erfarenheter och dmnesdidaktiska studier fram méjliga kritiska aspekter.
En vidare utforskning av kritiska aspekter gors genom att alla elever gér
ett fOrtest samt att ett antal elever eventuellt intervjuas for att pa sa vis
fa fram ytterligare aspekter.

3. Lirarna planerar forsta lektionen tillsammans utifrdn de kritiska
aspekterna och variationsteorin. Den planerade lektionen genomfors i
en eleverupp av en av de deltagande lirarna. Lektionen videofilmas.
Eleverna gor ett eftertest.

4. Den inspelade lektionen analyseras gemensamt av ldrargruppen
tillsammans med resultatet fran fortest och eftertest. Lektionen
analyseras med fokus pa hur lirandeobjektet har behandlats under
lektionen. Utifran analysen omarbetas lektionsplaneringen. Samma eller
en annan ldrare 1 ldrargruppen genomfér nista lektion. Direfter
upprepas processen igen. Vanligtvis genomfdrs minst tre planerade
lektioner i en learning study-cykel.

5. Direfter sker en dokumentation dir syfte, process och resultat beskrivs.
Dokumentationen kan sedan ligga som grund fér en presentation av
studien till andra kollegor. Feedback p4 studien tas med till ndsta studie.
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Med hjilp av cykeln har lirare och forskare mojlighet att observera
undervisning av samma innehall. Innehallet 4r konstant, men sittet olika lirare
behandlar innehillet 4r olika och elevernas lirande blir olika (Lo et. al. 2005).

Faor- och eftertest

Ur ett analysperspektiv kan learning study bidra med méjlighet att jimféra hur
samma aspekter behandlas i de olika lektionerna. De tillhérande fér- och
efter-testen analyseras fOr att fi syn pd elevernas lirande i relation till hur
aspekterna behandlades, m.a.o. hur dimensioner av variation Oppnas eller
stings under lektionerna och hur detta speglas i elevernas lirande. Testen
anvinds for att kunna jimféra elevernas lirande i de olika grupperna och
studera pd vilket sitt elevernas lirande dndras nir lektionsdesignen dndras.
Testerna kan vara ett sitt att bade kunna mita vad de lirt sig, men ocksa att
analysera elevernas svar 1 relation till lektionsinnehallet. Kullberg (2010)
resonerar kring problemet med fortestsuppgifter;

It should be recognized that students’ ability to understand different tasks
and their skills in writing and articulating their answers are different and that
this could have an impact on the result. Students’ motivation in taking the
test can also differ between students and classes. (Kullberg, 2010, s. 83)

Kullberg (2010) menar pd att man dndd kan utldsa intressant information i
dessa elevers test da flera elever trots svarigheter dndrar eller utvecklar sina
svar 1 en specifik friga mellan f6rtest och eftertest, vilket i sa fall kan bli en
indikator pé vad som var méjligt £6r dem att urskilja.

Lektionsuppgifter

Avgorande for att designa en lektion som utvecklar elevernas lirande dr att
just det som avses att utveckla kan ringas in och studeras genom cykeln. Ett
sitt att skapa forutsdttningar for eleverna att urskilja det de dnnu inte urskilt dr
att konstruera uppgifter som anvinds under lektionen i syfte att erbjuda
cleverna att urskilja dem. Att konstruera lektionsuppgifter genom vilka
eleverna utvecklar en djupare forstaelse for det specifika fenomenet kan vara
svart. Marton och Tsui (2004) menar att uppgifternas mening och uppligg
under lektionen tycks vara avgbrande fér hur elevernas lirande utvecklas.
Watson och Mason (2000) talar om att anvinda variation som ett verktyg for
att utforma uppgifter och belyser lirarnas roll i denna process. Lirargruppen
bér konstruera uppgifter dir variation och férindring ingdr pa ett sidant sétt
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att reflektion kring elevsvaren leder till ytterligare férfining och precision av
uppgiften. Processen att skapa optimala uppgifter dir det explicitgbrs for
eleverna vad det dr som varierar, d.v.s. ett synliggérande av de kritiska
aspekterna (Mason, 2011), ser de att lirare med férdel kan gora tillsammans
och menar att dessa optimalt designade uppgifter inte gir att finna i
matematikbockerna. I en learning study ges denna mojlichet genom dess
iterativa modell och lirarnas kollaborativa arbete. Lo (2012) poidngterar att det
tor ndrvarande 1 skolan dr fér mycket betoning pd att anvinda
exempeluppgifter som visar pa likheter. Det ér faststillt, menar hon, att nir
elever kan urskilja likheter mellan exemplen kan det resultera i att de drar
slutsatser och sluter sig till regler, vilket inte gagnar en djupare forstdelse.
Istillet bor lirare undervisa ett innehall pd djupet genom att ta fram madnga
olika exempel didr samma koncept arbetas med. Medvetenheten om en aspekt
menar hon kan inte existera utan medvetenhet av variation.

Trovardighet

Kwvalitet pa en studie kriver validitet och reliabilitet. Eftersom arbetet syftar till
att studera undervisning dr det nédvindigt att analysera undervisning si som
den bedrivs i klassrummet. Kunskapen som genereras genom de data som
insamlas under de genomfdrda lirstudierna bygger pd en djupanalys av vilket
lirande som g6rs mojligt utifran hur innehéllet struktureras och behandlas i
undervisningen. Hur vil empiri, analys och slutsatser hinger ihop dr av
betydelse samt att en tydlig beskrivning av studien dr genomférd (Kvale,
1997).

Det kan vara problematiskt att ge nyanserade bilder av det fenomen som
studeras och samtidigt ge ldsaren en struktur f6r att skapa férstdelse avseende
det man vill férmedla. Detta har hanterats genom att tresultatavsnittet
inledningsvis ger lisaren en sammanfattande 6verblick 6ver studiens resultat
avseende elevernas lirande och det lirande som konstituerades i de tre
cyklerna. Direfter redogdrs for resultatet indelat i tva delar, dir den forsta
delen utgérs av en rik besktivning av vilka moénster av variation som
iscensattes under cyklerna samt pa vilket sdtt dessa skapades, Sppnades eller
slots. Beskrivningen berikas av flertalet citat frin lektionerna. I denna del
beskrivs en relativt innehallsrik bild av lirandeobjektet tolkat utifrin elevernas
perspektiv. Den andra delen av resultatet bestir av analys av elevernas lirande
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genom att spegla resultat pa f6r- och efter-test samt det f6rdr6jda eftertestet
till de monster av variation som iscensattes under lektionerna.

Reliabilitet i en studie handlar om noggrannhet, vilket syftar pd att
forskaren ska vara sia noggrann som mojligt 1 insamlandet av data (Stenhouse,
1991). Data kan besta av t.ex. videoinspelningar, test och intervjuer vilka kan
bidra till djupa beskrivningar och analyser. Upprepade analyser av bade
lektioner och elevernas lirande ses som en nédvindighet for att kunna ge
djupare analys och en stoérre noggrannhet 1 utsagorna. Intentionen i den hir
studien dr att ge ldsaren ménga excerpt fOr att pd sd vis kunna presentera en sa
fullstindig bild som mdjligt 6ver hur innehallet behandlats i klasstummet i
torhallande till vilka moénster av variation som iscensattes. Analysen av
lektionerna som helhet bidrar, presenterad tillsammans med utdrag av
belysande undervisningsmoment eller situationer, ocksa till en O6kad
trovirdighet.

Aven om forskaren arbetat sjilvstindigt, har olika delar av data och
analyser diskuterats med kollegor for att validera tolkningar. For att 6ka
tillforlitligheten och ge en god inblick i det empiriska materialet och analysen
ingar méinga utdrag ur empiriska data i resultatdelen av avhandlingen. P4 si vis
kan studien sigas vara mer transparant. Ett mdl med studien ér att erbjuda
resultat som ger upphov till diskussioner mellan lirare som undetrvisar i
matematik och som kan inspirera dem vidare i sitt arbete.

Forskningsetik

Studien har genomférts 1 enlighet med Vetenskapsradets (2011)
forskningsetiska principer. Forskarens relation till de deltagande lirarna i en
studie dr en viktig etisk friga (Kvale, 1997). I den hir studien kan férhallandet
mellan lirarna och forskare beskrivas som bide vinner och kollegor dit
forstielse av situationen kan ses som 6msesidig avseende att bada parter kan
lira av den andre. Rektor for skolan gav sitt medgivande tll studiens
genomfoérande och alla de tillfrigade lirarna var positiva till att delta. De sdg
alla ett deltagande i studien som en méjlighet att 6ka sin egen professionella
utveckling. Aven eleverna har deltagit frivilligt i studien. Elevernas
virdnadshavare fick innan studiens genomférande hemskickat ett
information- och samtyckesbrev fér paskrift, se bilaga 1. Det insamlade
datamaterialet har fGrvarats sd att obehoriga inte haft tillgdng till det.
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Alla deltagarna, bade lirare och elever, 4r anonyma genom att deras namn
har édndrats i resultatredovisningen. Personen, vars ansikte dr med pad
aktiviteten ’fotografiet’ dr tillfrigad och har givit sitt godkinnande till att
fotografiet av honom finns med i detta arbete.

Forskaren férklarade f6r eleverna vad forskningen handlade om och varfér
just de kunde hjilpa till genom att de skulle férsoka forklara hur de 16ste
uppgifterna de fick. Syftet med den informationen var att eleverna skulle
forsta att de inte skulle fokusera pa ritt eller fel svar utan istillet beritta hur de
tinkte och resonerade nir de 19ste uppgifterna och férséka forklara detta for
forskaten. Samtliga intervjuer transkriberades ordagrant en vecka efter att de
genomforts.

Som en forskande lirare hat jag insett mina dubbla roller och har dirvid
haft ambitionen att vara involverad i aktiviteterna som en ’insider’
inledningsvis, men att jag direfter har strivat efter att reflektera och analysera
med ett utifranperspektiv (Larsson, 1994).
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Syftet med denna learning study dr att genom den iterativa processen finna ett
kraftfullt sitt for att hjdlpa elever att handskas med ett relativt svart och
komplext lirandeobjekt; att utveckla férmagan att férstora och férminska tva-
dimensionella geometriska figurer och dirigenom hantera begreppet skala
korrekt. Studien fokuserar pa innehallets behandling i klassrummet, avseende
de monster av variation som iscensitts och hur de paverkar elevernas lirande.
Foé1- och eftertest anvindes for att leta efter skillnader i elevernas fOrstielse i
forhallande till hur innehallet behandlats under respektive cykel. Studiens
utgangspunkt 4r att imnesinnehallets behandling under lektionerna, inklusive
elevens och lirarens handlande och inspel, konstituerar lektionens liranderum
vilket i ndsta steg avgor vad som dr mojligt f6r elever att lira i forhdllande till
det avgrinsade lirandeobjektet.

Studiens genomférande och design

Denna studie bestir av tre cykler, vilka innehéller tva lektioner vardera i
samma elevgrupp, d.v.s. totalt sex videoinspelade lektioner med fér och
eftertest och dven ett fordréjt eftertest i tre olika elevgrupper samt méten med
forskare och lirargruppen dir emellan. En screening har genomforts i arskurs
sex och i arskurs nio, d.v.s. i andra men nitliggande arskurser d4n ddr forsk-
ningslektionerna kommer att genomforas. Skilet dr att screeningen i sig kan
innebidra en ldrsituation och dé avsikten dr att utprova de for fortestets kom-
mande fragestillningarna valdes andra elever 4n de som sedan ska ingé i stu-
dien. Screeningen ligger till grund {6t en utvecklad forstdelse av de skilda sitt
elever kan erfara lirandeobjektet och vilka svérigheter som tycks finnas kvar i
de senare skolaren. Resultaten av screeningen ligger dven till grund for ut-
formningen av testerna. Fortestet i elevgrupperna som deltog i studien ge-
nomférdes lektionen innan forsta forskningslektionen 1 serien och efter-testet
genomfdrdes under lektionen efter sista d.v.s. andra forskningslektionen. Det
fordrojda  eftertestet genomférdes cirka fem veckor efter forsknings-
lektionernas genomférande. De videoinspelade lektionerna anvinds i syfte att
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analysera och revidera lektionerna ytterligare. Varje elevgrupp deltar i tva pa
varandra féljande lektioner dag ett och dag tvd, vilket betyder att studien
innehaller sammanlagt sex lektioner, tva i vardera totalt tre elevgrupper.

Tabell 3. Studiens genomférande — en dversikt 6ver studiens design

Screening elevintervjuer. 12 elever i ak 6 och 12 eleveri ak 9 Fortlopande
februari-mars.

Cykel 1 i arskurs 8, elevgrupp 1 4 och 5 mars
Larare Maria

Fortest 4 mars

Lektion 1a ca 45 minuter. Transkriberad kommunikation. 4 mars

Lektion 1b ca 70 minuter. Transkriberad kommunikation. 5 mars
Eftertest 5 mars
Fordrojt eftertest. 5 april

Videoinspelade gruppdiskussioner under lektionerna
17 elever deltog i alla moment

Cykel 2 i arskurs 8, elevgrupp 2 11 och 12 april
Larare Anne

Fortest 11 april

Lektion 2a ca 60 minuter. Transkriberad kommunikation. 11april

Lektion 2b ca 70 minuter. Transkriberad kommunikation. 12 april
Eftertest 12 april
Fordrojt eftertest 14 maj

Videoinspelade gruppdiskussioner under lektionerna
17 elever deltog i alla moment

Cykel 3 i arskurs 8, elevgrupp 3 7 och 8 maj
Larare Maria

Fortest 7 maj
Lektion 3a ca 60 minuter. Transkriberad kommunikation. 7 maj
Lektion 3b ca 70 minuter. Transkriberad kommunikation. 8 maj
Eftertest 8 maj
Fordrojt eftertest 10 juni

Videoinspelade gruppdiskussioner under lektionerna
11 elever deltog i alla moment

Urval och deltagande

Studien har genomférts i drskurs 8 under en virtermin mellan mars och maj
miénad. Eleverna kommer frin samma skola och var 62 stycken initialt da
studien startade, men dd endast de elever som deltagit i samtliga moment,
d.v.s. fortest, de tva forskningslektionerna, eftertest och f6rdréjt eftertest kan
ingd 1 data-materialet, kommer totalt 45 stycken elever vara inberdknade i
studien. Elevgrupperna, vilka var tre stycken till antalet utgjordes av ordinarie
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klasser i arskurs dtta. Dd de tre klasserna dr de enda i drskurs édtta pa den
aktuella skolan har inte nagot sirskilt urval bland klasserna gjorts utan detta
skedde dndamalsenligt. Vilken av de tre klasserna som fick de férsta, de andra
respektive de tvi sista lektionerna fanns det ingen planerad tanke med utan
det var schemapositioner som fick avgora vilken ordning klasserna deltog i
lektionerna. Skolan dir studien 4r genomférd har elever fran olika
sociockonomisk bakgrund samt att drygt 30 % av eleverna har annat
modersmal 4n svenska. Det som skiljer de tre elevgrupperna at dr att i
elevgrupp 1 har endast en av de 17 eleverna annat modersmal 4n svenska. I de
Ovriga tva elevgrupperna ir det sex av 17 respektive fyra av 11 elever som har
annat modersmal. Tidigare forskning visar att de svirigheter eleverna har da
de handskas med linjira och ickelinjira samband mellan geometriska figurer
finns utbrett bland alla elever mellan 12-16 ir, dar av var alltsi val av arskurs
for studien av mindre betydelse.

Tabell 4. Studiens elevgrupper avseende kén och etnisk bakgrund

n=45 Elevgrupp 1 (n=17)  Elevgrupp 2 (n=17)  Elevgrupp 3 (n=11)
Flickor 8 6 6

Pojkar 9 11 5

Annat modersmal an 1 6 4

svenska

Ett urval av de deltagande lirarna kan géras pa olika sitt. Hir har gjorts ett
positivt och ett subjektivt urval av deltagare, vilket innebir att de deltagande
lirarna handplockats utifrin att just dessa lirare ska kunna ge bista
informationen. De tre lirarna som deltar i studien har alla deltagit i flertalet
learning studies tidigare och alla tre anvinder dven variationsteorin 1 sitt
dagliga arbete, vilket kan bidra positivt i utformning av undervisningen och
lektionsdesignen, men dven i analys av bdde lirandeobjektets gestaltning och
elevernas lirande. Tva av de tre ldrarna, lirare 1 och 2 (se tabell 5), deltog
ocksa i den tidigare genomforda studien vars resultat delvis ligger till grund f6r
denna studie. Att lirarna som deltog i den foreliggande studien har stor
erfarenhet av learning study och anvinder variationsteorin i sitt dagliga arbete
har troligtvis bidragit till att gruppen delar ett 'gemensamt sprak’. Vira moten
fick troligtvis ett tydligare fokus péd analys och vidareutveckling av lektions-
innehallet, vilket 4r i linje med studiens intentioner — att férdjupa kunskapen
om betingelser for lirande av fOrstoring och férminskning av geometriska
figurer i relation till begreppet skala.
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Tabell 5. De deltagande lararnas alder, utbildning och yrkeserfarenhet.

Alder Utbildning Yrkeserfarenhet
Larare 1 (Marcus) 35 Grundskolelarare 1-9 Ma/IH Sju ar
Léarare 2 (Anne) 43 Grundskolelarare 4-9 Ma/NO 13 ar
Léarare 3 (Maria) 45 Grundskolelarare 4-9 Ma/NO 18 ar

De deltagande lirarna har mellan sju och 18 ars yrkeserfarenhet. En av lirarna
(Marcus) blev pappa precis veckan innan han skulle genomféra den tredje
cykeln. Lirargruppen valde dock att inte flytta fram den tredje cykeln utan
istillet fick den lirare som hade det forsta lektionsparet dven ha det tredje
lektionsparet. Den tinkta ldraren for lektionerna i den tredje cykeln har dock
deltagit i samtliga planeringsméten. Lirarna i studien har tidigare varit kollegor
till forskaren och gemensamt med denna deltagit i samma learning studies vid
andra tillfillen. Forskningsstudien skulle kunna ses som ett fortsatt samarbete
1 gruppen. I texten uttrycks gruppen som ’lirargruppen’ i vilken dven jag som
forskare ingar.

Larargruppens planeringsméten

Studien inleddes med fyra planeringsméten infér den forsta cykeln. Under
dessa moten definierades, utifran lirarnas tidigare erfarenheter och screening-
intervjuerna det intentionella lirandeobjektet samt de presumtiva kritiska
aspekterna. De efterfdljande métena dgnades at hur dessa aspekter genom
monster av variation skulle kunna urskiljas av eleverna pa ett sidant sitt att
elevernas forstielse av lirandeobjektet Okar. Parallellt med detta arbetade
larargruppen fram frigor till f61- och eftertest. Méten med lirarna skedde vid
tre till fyra tillfillen 4 en och en halv timma till tvd timmar inf6r varje cykel.
Dessa moten videofilmades i princip i sin helhet med avsikt att kunna ge sup-
port till analys av lektionerna. Lektionerna planerades gemensamt under dessa
méten. Da den totala métestiden f6r lirargruppen var £6r knapp f6r att vi ge-
mensamt skulle kunna titta pd och analysera de inspelade lektionerna i sin hel-
het genomférde forskaren en egen forsta analys av bdde lektionen och elever-
nas svar pa fortest och eftertest. Utifrdn denna forsta analys diskuterade ldrar-
gruppen de kritiska aspekterna och hur de genom ytterligare monster av vari-
ation eller genom forfiningar av de redan presenterade monstren skulle ge ele-
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verna storre méjlighet att explicit urskilja de kritiska aspekterna och 6ka sitt
lirande kring lirandeobjektet.

Tabell 6 Studiens genomférande — en éverblick dver studiens design samt tillhérande
planeringsmoéten.

Cykel 1 i arskurs 8, elevgrupp 1 - Undervisande larare: Maria

Larargruppens planeringsméte 90 min 29 januari
Larargruppens planeringsméte 90 min 4 februari
Larargruppens planeringsméte 90 min 18 februari
Larargruppens planeringsméte 90 min 25 februari
Fortest 4 mars
Lektion 1a ca 45 minuter. Transkriberad kommunikation. 4 mars
Analys och planeringsmé&te 30 minuter 4 mars
Lektion 1b ca 70 minuter. Transkriberad kommunikation. 5 mars
Eftertest 5 mars
Fordrojt eftertest. 5 april

Videoinspelade gruppdiskussioner under lektionerna
17 elever deltog i alla moment

Cykel 2 i arskurs 8, elevgrupp 2 - Undervisande larare: Anne

Larargruppens planeringsméte 90 min 12 mars
Larargruppens planeringsméte 90 min 26 mars
Larargruppens planeringsméte 90 min 8 april
Fortest 11 april
Lektion 2a ca 60 minuter. Transkriberad kommunikation. 11april
Analys och planeringsméte 30 minuter 11 april
Lektion 2b ca 70 minuter. Transkriberad kommunikation. 12 april
Eftertest 12 april
Fordrojt eftertest 14 maj

Videoinspelade gruppdiskussioner under lektionerna
17 elever deltog i alla moment

Cykel 3 i arskurs 8, elevgrupp 3 - Undervisande larare: Maria

Larargruppens planeringsméte 90 min 23 april
Larargruppens planeringsméte 90 min 30 april
Larargruppens planeringsméte 90 min 6 maj
Fortest 7 maj
Lektion 3a ca 60 minuter. Transkriberad kommunikation. 7 maj
Analys och planeringsméte 30 minuter 7 maj
Lektion 3b ca 70 minuter. Transkriberad kommunikation. 8 maj
Eftertest 8 maj
Larargruppens mote. Sammanfattning 13 maj
Fordrojt eftertest 10 juni

Videoinspelade gruppdiskussioner under lektionerna
11 elever deltog i alla moment
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Videoinspelning av lektionerna

Alla lektioner har spelats in i sin helhet med hjilp av videokamera. Kameran
var placerad mitt i klassrummet med fokus pa liraren och whiteboardtavlan.
Detta frimst for att studien riktas mot innehéllets behandling, vilket innebir
att det dr betydelsefullt att dokumentera vad som skrivs pa tavlan, men dven
att f4 med ldrarens och elevernas roster. Under den stund dé eleverna arbetade
1 grupp med en uppgift flyttades kameran mellan dessa grupper for att pa sa
vis kunna fanga clevdiskussionerna da de 16ste gruppuppgifterna. Vid tva
tillfillen hade lirargruppen tillgang till ytterligare en kamera, men da det
endast var en person som filmade, fingades dnda inte fler gruppdiskussioner
in de som fokuserades genom kameran.

Liraren som holl lektionen rdrde sig mellan elevgrupperna under
gruppdiskussionerna och kunde pa si vis fianga upp ytterligare intressanta
aspekter eller delar av diskussioner rérande innehillet. Dessa blev av natutliga
skil inte videoinspelade dd en annan grupp filmades vid just det tillfillet.
Diremot kunde liraren anvinda innehall frin dessa diskussioner vid senate
tillfillen i helklassdiskussioner. Detta genomfdrande gillde under alla sex
lektionerna. Aven om det inte dr méjligt att finga all komplexitet kring det
matematiska innehallet i klassrummet vid grupparbete har intentionen varit att
belysa utdrag ur denna komplexitet.

Diskussionerna i helklass har i sin helhet dokumenterats genom
videoinspelning. Oavsett hur manga kameror man har i klassrummet dr det
svart att fi en helt rittvis bild av vad som hinder i klassrummet da
lirandeobjektet behandlas, d.v.s. ticka allt som sker i det s.k. liranderummet.

Studiens innehallsliga avgrinsning - lirandeobjektet

I en learning study ska behovet av att utveckla kunskap vara utgingspunkten
och i det har fallet avser studien att utveckla elevernas forstielse avseende
forstoring och férminskning av tva-dimensionella geometriska figurer i
torhallande till skala. Arbetet i skolan dr reglerat utifran kursplaner i Lgr 11
och i denna beskrivs det aktuella 2mnesinnehallet, vilket ocks3 kan ses som
studiens direkta lirandeobjekt;

“Avbildning och konstruktion av geometriska figurer. Skala vid

forminskning och forstoring av  tvd- och tredimensionella objekt”

(Skolverket, 2011, s 606)
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vilket sedan avgrinsats av lirargruppen och dirmed uttrycks som ett indirekt
larandeobjekt; Formagan att forstora och forminska tvi-dimensionella geometriska fignrer
och utifran det hantera langdskalan.

Screening

For att studera de uppfattningar eleverna har med sig i lirandesituationen av
innehéllet och testa ett antal fragestillningars konstruktion genomférdes en
s.k. screening, vilket i det hir fallet avser en initial beddmning av elevernas
kunskaper. Screeningen har dock genomférts 1 andra men nirliggande
arskurser dn dir forskningslektionerna genomférdes. En screening kan
innebira att en lirsituation skapas vilket kunde undvikas genom detta uppligg.
Dessutom visade tidigare forskning (De Bock et al 1998; De Bock et al. 2002;
De Bock et al. 2003) att en majoritet av elever i aldersspannet 12-16 dr har en
felaktig anvindning av proportionella samband och detta oavsett om de var 12
ar eller 16 ér. Screeningen syftade till att identifiera skilda sdtt att fOrsta
innehillet pa och genom att anvinda ett stérre urval 4n de i studien ingaende
deltagarna 6kar moijligheten att erhélla ett si vatierat underlag som mojligt.
Intervjufragorna formulerades utifrin de medverkande ldrarnas erfarenheter
frin den tidigare genomférda lirstudien samt vad tidigare forskning lyft fram
som elevernas svarigheter inom det aktuella matematiska innehallet. Under
intervjuerna stilldes dven frigor for att se hut eleverna resonerade nir bade
lingdférindringar och areaférindringar var i fokus. Vartje intervju varade
mellan 10 och 30 minutet, beroende pa hur pratsamma eleverna var.

Den intervjuade eleven och forskaren satt sjilva i ett litet grupprum. Vid
sidan av stod en videokamera pd stativ. Hela intervjun videofilmades.
Videofilmen anvindes for att i efterhand kunna analysera elevernas
resonemang och svar med avsikt att finna kritiska aspekter av det valda
lirandeobjektet. Eleverna i arskurs sex kidnde inte intervjuaren, men
intervjuaren hade diremot undervisat eleverna i arskurs nio i matematik och
de naturvetenskapliga dmnena da eleverna gick i arskurs 7. Samtliga elever i
arskurs sex som blev tillfragade visade sig positiva till att delta i intervjun. En
elev av de tillfragade i arskurs nio ville inte vara med.

Resultaten visade att majoriteten av eleverna, oavsett alder, forstod det
som att om lingderna blir dubbelt sd linga sa blir 4ven arean dubbelt sd stor
vid en forstoring oavsett vilken av figurerna, rektangel, triangel eller cirkel som
fokuserades. Denna vetskap ledde till diskussioner om att inte avgrinsa
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lirandeobjektet s som vi tinkt frin botjan; Formdgan att kunna nrskilja det
linjdra sambandet och dérmed lingdskalan mellan likformiga tva-dimensionella objekt. Vi
valde istillet att utvidga lirandeobjektet s att dven de icke-linjira relationerna
skulle urskiljas. Dessa tvad relationer tycktes vara starkt sammankopplade. Att
det inte bara var under screeningen som detta uppkom fick vi bevisat da
eleverna som deltog i forskningslektionerna redan i botjan av vatje cykel, dir
endast de linjira relationerna var i fokus, frigade efter de icke-linjira d.v.s.
riktade fokus mot areaférindringarna.

Liarandeobjektets presumtiva kritiska aspekter

I detta avsnitt gbrs en beskrivning Gver vad eleverna behévde urskilja 6t att
erfara och utveckla férmagan att forstora och férminska tva-dimensionella
geometriska figurer och utifrin det hantera lingdskalan. Underlaget for
identifiering av de presumtiva kritiska aspekterna bestod av ldrarnas
erfarenheter av en tidigare genomford learning study och resultatet frin
genomfdrda screeningintervjuer samt de svarigheter som tidigare forskning
visar att elever i aldrarna 12-16 ar har da de ska férstora och férminska fler-
dimensionella  geometriska  figurer. Dessutom innebdr fér-  och
eftertestsresultat samt analys av undervisningen att larargruppen ges
mojligheter att identifiera ytterligare aspekter som kan vara kritiska, vilket visas
i enlighet med ett kumulativt ménster i tabell 7 pa sidan 71.

Férutom att urskilja den linjira- och den icke-linjira relationen, d.v.s.
lingdférindring och areaférindring mellan likformiga tva-dimensionella
geometriska figurer, och férsta skillnaden dem emellan, uppticktes ytterligare
tva kritiska aspekter under screeningen; eleverna miste fOrstd innebérden av
en korrekt proportionell avbildning, d.v.s. likformighet, vilket innebar att
eleverna dven maste urskilja vad som dr lingder i en geometrisk figur och hur
dessa férdndras dé figuren skalenligt frstoras eller f6rminskas.

Sammanfattningsvis utgick studien frin nedanstiende presumtiva kritiska
aspekter;

e Forstd avbildning som likformighet

e Urskilja lingder ur de geometriska figurerna.

e Urskilja den lingdférindring som sker mellan de geometriska figurerna.

e Urskilja den areaférindring som sker mellan de geometriska figurerna.
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Di varje cykels for- respektive eftertest samt lektionspar ocksd innebar en
moéjlighet f6r synliggérande av nya kritiska aspekter kan det Overgripande
underlaget f6r synliggérande av kritiska aspekter ses utifrdn ett kumulativt
monstet.

Tabell 7. Underlag for de kritiska aspekternas identifiering enligt ett kumulativt ménster.

Cykel 1 Lektion 1a och 1b Presumtiva kritiska aspekter fran tidigare genomférda
learning study
Elevuppfattningar ang. begreppet skala och
flerdimensionella figurer
Screeningintervjuer
Fortest cykel 1

Cykel 2 Lektion 2a och 2b Presumtiva kritiska aspekter fran tidigare genomférda
learning study
Elevuppfattningar ang. begreppet skala och
flerdimensionella figurer
Screeningintervjuer
Innehallets behandling under cykel 1
For- och eftertestresultat fran cykel 1
Fortest cykel 2

Cykel 3 Lektion 3a och 3b Presumtiva kritiska aspekter fran tidigare genomférda
learning study
Elevuppfattningar ang. begreppet skala och
flerdimensionella figurer
Screeningintervjuer
Innehallets behandling under cykel 1
For- och eftertestresultat fran cykel 1
Innehallets behandling under cykel 2
For- och eftertestresultat fran cykel 2
Fortest cykel 3

Fortest och eftertest

I studien fanns fortest, eftertest och fordréjt eftertest, se bilaga 2. Testet tog
ungefir 30 minuter att genomfora. De elever som behovde, fick mer tid. Det
var ingen undervisning mer dn forskningslektionerna som berérde det aktuella
lirandeobjektet. For att undvika diskussion om huruvida elevernas uttryckta
forstaelse pa eftertestet hirstammar frin forskningslektionerna eller frin tiden
mellan forskningslektionerna och testet har bade f6r- och eftertest genomforts
i direkt anslutning till forskningslektionerna. Det férdréjda eftertestet
genomfordes citka fem veckor efter forskningslektionerna, och hir har
eleverna dock haft méjlighet att fordjupa sin forstielse med hjilp av de
mojligheter de erbjudits efter forskningslektionerna. Tva elever fick gora sitt
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tordréjda eftertest nagra dagar efter Gvriga i klassen da de var sjuka den
aktuella dagen. Alla tre testen sig likadana ut genom hela studien for alla
klasser. I samtliga uppgifter krivdes och efterfragades av eleverna att de skulle
kunna urskilja lingder och lingders f6rindring i relation till skala, men i olika
kontexter, detta fOr att det inte endast skulle vara ett sitt eller en kontext som
skulle bli avgérande. Dessa uppgifter krivde att eleverna kunde halla
areaférindringen 1 bakgrunden. 1 tva uppgifter efterfrigades 4ven
areaférindringen i relation till en given lingdférindring eller given skala.
Dessa tva uppgifter krivde att eleverna kunde hantera lingdf6rindring och
areaférindring simultant. Samma férmaga testades alltsa i olika uppgifter.
Nigra uppgifter krivde av eleven en noggrann genomlisning, vilket eventuellt
kunde forsvira uppgiften for nigra elever.

For- och eftertest-uppgifter

Analysen bygger pa ett samlat resultat pa uppgiftsnivd av de nio testfrigorna
2b, 2¢, 3, 4, 5, 8a, 8b, 9a och 9b, vilka beskrivs 1 detta avsnitt. Anledningen till
att just dessa fragor valts fran testen ir att de visade sig vara de mest relevanta
avseende elevresultat, med anledning av att de bist speglar huruvida eleverna
har erfarit lirandeobjektet sd som avsett.

Vad dr avbildning och vad dr inte avbildning? Testuppgift 2b och 2c
Testuppgifterna 2b och 2c kopplades till den del av innehallet som behandlar
skillnaden mellan vad som i4r en avbildning och vad ir inte avbildning.
Uppgiften ska indikera om eleverna har erévrat férmagan att urskilja lingder
och lingdférindringar di en tva-dimensionell figur, innehillande ett motiv,
ska avbildas efter given skala och huruvida de lyckas halla areaférindringen i
bakgrunden, da den inte efterfrigas i uppgifterna. Figuren de utgick ifran, se
figur 5 dr en kvadrat ddr en cirkel fanns inskriven och skulle ses som en helhet
som skulle forstoras i skala 4:1.

@

Figur 5. Figur till testuppgift 2b och 2c.
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1 uppgifterna fick eleverna flera alternativ och de skulle avgéra och motivera
varfor de fOreslagna bilderna var avbilder eller inte. Bidda uppgifterna 2b och
2c var uppbyggda pa samma sitt.

Férstoring av olika geometriska figurer - testuppgift 3, 4 och 5

Testfrigorna efterfrigade elevernas formaga att konstruera en korrekt
avbildning av olika geometriska figurer i relation till den givna skalan, d.v.s.
eleverna skulle ha lingder och dess férindringar i férgrunden och lita arean,
som vissetligen ocksd férindrades, men inte efterfrigades, ligea i bakgrunden.
Férmégan att kunna bortse ifran en aspekt kriver dock att man redan har
urskilt den. De tre uppgifterna innebar att eleverna skulle férstora en given
triangel och en given cirkel 1 skala 4:1 samt att géra en férstoring av en given
kvadrat i skala 2:1. Det fanns inga matt att tillgd. Att just skala 2:1 valdes for
kvadraten beror pi att den kan ge information om huruvida eleverna har ett
samtidigt fokus péd korrekt avbildning dd de antingen har lingdf6rindringen
eller areaférandringen i férgrunden.

Simultan urskiljning - Testuppgift 8a och 8b och 9a och 9b
Dessa tvd uppgifter, uppdelade i en a del och en b del, kan ses som relativt
utmanande uppgifter for eleverna.

Uppgift 8: Martin ska gbra en malning av Mollymus som dr 48 cm ling pa
sin dotters vigg. Han utgar i frin ett vykort dér han har en bild pd Mollymus
som 4r 12 cm. Han har f6rstorat bilden.

a) I vilken skala har han gjort férstoringen?

b) Hur manga gianger stérre yta har Mollymus-
milningen pd viggen dn Mollymus-bilden pd
vykortet?

Hur 16ser du problemet?

Forklara hur du resonerar.

Figur 6. Testuppgift 8

73



HUR KAN DUBBELT SA LANGT BLI FYRA GANGER STORRE?

Uppgift 9: Stina har ett staket runt sitt kvadratiska tridgardsland. Stinas bror
Olle har ocksa ett staket runt sitt kvadratiska trddgirdsland. Olles
tridgédrdsland dr storre dn Stinas och han behéver ett staket som dr dubbelt
sd langt.

a) Hur méinga ginger storre dr ytan pa Olles land jimfort med Stinas land?
b) Olles tridgardsland ér en fOrstoring av Stinas trddgirdsland. I vilken skala
ar forstoringen gjord?

Forklara hur du resonerar

Figur 7: Testuppgift 9.

For att kunna svara pd dessa fragor korrekt krivs att eleverna kan urskilja
lingdférindring och areatrindring simultant da dessa bdda aspekter
efterfrigas.

Uppgift 8 innehéller en bildillustration i form av en oregelbunden figur,
d.vss. inte en geometrisk figur, men den bestir ocksa av givna matt, d.v.s.
eleverna har specifika mitt att arbeta med. De har en lingd pd bade
originalbilden och avbilden. Lirargruppen valde att ha med en uppgift som
denna dé de ville se om eleverna kunde transformera sin kunskap vidare.

Uppgift 9 saknar bildillustration, vilket innebar att eleverna inte har en
given bild att utgd ifrdn, vilket de har haft i alla Gvriga testuppgifter. Hir far de
nu sjdlva konstruera bilder.

Lirargruppens intentioner avseende lektionsdesignen

Lirargruppens intentioner avseende studiens lektionsdesign tar sitt avstamp i
en problemorienterad inriktning dér elevers egna begrepp om och sitt att
tinka om avbildningar av geometriska figurer goérs till undervisnings-
situationens innehall. Eleverna boér, enligt lirargruppen férst konfronteras
med helheten, en forstoring eller férminskning av en geometrisk figur, for att
sedan via kritiska aspekter bryta ner helheten till mindre delar fér att pd sa vis
Oka forstaelsen om den s.k. helheten. Lirargruppen lade dérfor stor vikt vid
den inledande aktiviteten som de kallade ’introduktionsuppgiften’ i vilken de
ville visa pa den helhet till vilka delarna tillhér, med uppfattningen av att man
inte kan ldra fler detaljer utan att veta vad de 4r detaljer av (Marton, 2014).
Lirargruppen var 6verens om att starta lektionen i en s.k. odelad helhet for att
genom denna kunna separera ut lirandeobjektet tydligt f6r eleverna. For att
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eleverna skulle erfara inneb6rden av lirandeobjektet utgick lirargruppen ifrin
att de genom lektionsdesignen miste skapa méjlighet for eleverna att urskilja
aspekterna men dven forsta dess relation.

Utifrdn resonemanget att man inte kan lira fler detaljer utan att veta vad de
ir detaljer av drog lirargruppen slutsatsen att eleverna systematiskt borde
erfara mojligheten att bryta ner monstret av linjiritet och bli medvetna om
den samtidiga flerdimensionella effekten da lingder dndras, vilket betyder att
lingder, sitt att uttrycka lingder (olika drag av aspekten lingd), lingdskala och
geometriska figurer bor varieras i undervisningen. Eleverna behéver siledes
urskilja vad det d4r som dr ett linjirt samband mellan férstorade och
férminskade tva-dimensionella figurer, d.v.s. vad den linjdra skalfaktorn
bygger pa dven i situationer dir det ocksd finns ett icke-linjdrt samband.
Lirargruppen utgick initialt ifrdn att det icke-linjira sambandet, d.v.s. areans
forindring skulle fokuseras forst efter det att det linjira sambandet hade
behandlats.

Introduktionsuppgiftens relevans

Alla tre cyklerna startade med samma aktivitet vilken bestod av tva delar, del
A och del B, och foregis av att en avgrinsning har gjorts dir det forutsatts att
eleverna hade kunskap kring hur man uttrycker skala matematiskt korrekt.
Lirargruppen utgick ifran att det 4r relevant att rikta engagemanget i denna
forsta aktivitet mot de kvalitativt skilda sitt att tinka kring innehillet som
fanns och dirigenom utveckla en disposition mot att differentiera linjdra och
icke-linjara samband istillet f6r att ha fokus mot ett ritt svar. P4 sd vis sdg
larargruppen att eleverna gavs moijlighet till mer uppmirksamhet till sitt
initierande angreppssitt till problemsituationen och utifrin det kan de sedan
erbjudas att urskilja de relevanta aspekterna rérande innehallet — vad som ska
liras.

Lirargruppen utgick ifrin att aktiviteten kunde bidra till att den
undervisande liraren fir méjlighet att anvinda variation for att hjélpa eleverna
att kontrastera intuitiva sitt att se, med vad som verkligen hinder.

Elevernas sitt att se kan pa sd vis komma i férgrunden i deras medvetande
och lirargruppen sig fordelaktigt pa att det ges tillfille att Sppna upp
dimensioner av variation vad giller olika innehdllsliga uppfattningar.
Lirargruppen sig pa si vis en potential i att kunna anvinda sig av elevernas
vatierande sitt att se pd innehdllet. De var medvetna om att elever i
motsvarande alder inte urskiljer en explicit skillnad mellan lingdernas
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torindring och areans forindring vid forstoring och férminskning av tvé-
dimensionella figurer utan de kan uppfatta att lingderna och arean forindras
pd samma sitt, d.v.s. att om lingderna férdubblas, sd f6rdubblas dven arean
eller sa svarar de intuitivt och det gér inte att folja nigon logik. Med denna
design utgick lirargruppen ifrin att eleverna kunde engageras i undervisningen
pé ett sadant sitt att de bidrog till att gestalta lirandeobjektet och ddrmed till
liranderummets beskaffenhet.

De uppgifter som direfter foljde hade som syfte att introducera kontraster
tor att fora fram elevgruppens olika sitt att se och det nya sittet att se, det
avsedda i forgrunden, si att eleverna skulle kunna fokusera pa dessa tva
samtidigt. I denna forsta aktivitet var ett av malen att eleverna skulle fi en
relevansstruktur till lirandeobjektet, men dven att elever och ldrargruppen
skulle fd en forsta delad gemensam grund i relation till lirandeobjektet for att
sedan kunna ga vidare och skapa ytterligare mening 4t lirandeobjektet. De
moénster av  variation som  planerades  att  iscensittas  under
introduktionsuppgiften var tinkta att ge eleverna méjlighet att urskilja lingder
samt dess férandring vid avbildning och utifran det hantera skala.

En oversikt av lektionernas aktiviteter

Lirargruppen designade tillsammans de aktiviteter som lektionen byggdes upp
kring samt de moénster av variation som genom dessa aktiviteter skulle
iscensittas. Aktiviteterna ar ordnade i tabellform utifran under vilka lektioner
de genomférdes. De aktiviteter som ingir i resultatredovisningen dr de som
visat sig vara avgorande for studiens resultat.
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Tabell 8. Studiens planerade aktiviteter — en dversikt

Cykel 1 Cykel 2 Cykel 3

Lektion 1a (45 minuter) Lektion 2a (60 minuter) Lektion 3a (60 minuter)

Fotografiet Fotografiet Fotografiet

(introduktionsuppgift A) (introduktionsuppgift A) (introduktionsuppgift A)

Plustecknet Plustecknet Plustecknet

(introduktionsuppgift B) (introduktionsuppgift B) (introduktionsuppgift B)
Kvadrat. Férstoring och Kvadrat. Forstoring och
férminskning forminskning

Cirkel. Férstoring och
forminskning
Ad-papper. Férminskning 1:2  A4-papper. Férminskning 1:2  A4-papper. Férminskning 1:2
och 1:4 och 1:4 och 1:4
Rektangel. Forstoring med
och utan matt.

Lektion 1b (70 minuter) Lektion 2b (70 minuter) Lektion 3b (70 minuter)
Diagonalen.

Ad-papper. Ad-papper. A4-papper.

Férminskning 1:3 Férminskning 1:3 Férminskning 1:3

Pizza Pizza Pizza

Dockhus Dockhus (Tidsbrist, Dockhus (Tidsbrist,

dockhuset blev ej avslutad) dockhuset blev ej avslutad)

Analys av data

Analysen av data har skett i tva steg. Den forsta delen av analysen har skett i
samband med genomfdrandet av cykel 1 till 3. Detta har inneburit att
larargruppen infér och mellan cyklernas lektionspar analyserat undervisningen
och elevernas testresultat for att utifran denna kunna utveckla moénstren av
variation ytterligare samt skapa nya aktiviteter for att genom detta méjliggdra
ett O6kat lirande hos eleverna. Andra delen av analysen har genomforts av
forskaren och kan ses som en djupanalys av materialet vilket inneburit att de
videoinspelade lektionerna har tittats pa och lyssnats till upprepade ginger och
ocksa jimforts med elevernas uttryckta forstdelse pa eftertesten. For att fa
distans till materialet har denna analys skett tre manader efter lirargruppens
analys. Analysen har kopplats till studiens fragestillningar, vilka i det hir
skedet har férdjupats och har en mer variationsteoretisk riktning;

e Vad behover eleven urskilja for att se bade det linjira och det icke-
linjira sambandet, vid fOrstoring och forminskning av  tva-
dimensionella geometriska figurer och utifrin det hantera skalan
korrekt?
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e Pi vilket sitt kan innehillets behandling i form av olika ménster av
variation av innehdllets kritiska aspekter bidra till att elevernas forstdelse
av forstoring och férminskning av tvd-dimensionella geometriska
figurer 6kar?

e Hur forindras elevernas uttryckta forstielse av lirandeobjektet utifrin
hur innehallet har behandlats i undervisningen?

Utifrin empirisk data — de videoinspelade lektionerna, den transkriberade
kommunikationen under lektionerna samt resultat fran fér- och eftertest samt
fordrojt eftertest — har studiens forskningsfrigor besvarats. Det empiriska
materialet utgbrs av text i form av utsagor vilka ska tillskrivas en innebord.
Inneborden konstitueras mellan forskaren och datamaterialet, vilket kriver
upprepad lisning av hela det transkriberade materialet samt elevernas resultat
pa for- och eftertest for att pd sd vis fa en helhetsbild. Ur de transkriberade
lektionsinspelningarna  har innehdllsmissigt avgrinsade dialoger, dir
undervisningsinnehillet behandlas pé ett sitt som beddmts ha relevans for
forskningsfragorna, sirskilt analyserats.

Analysen fokuserade hur innehallet behandlats under lektionerna med en
tyngd pa det iscensatta lirandeobjektet. Det iscensatta lirandeobjektet ar
forskarens beskrivning av vad eleverna moter under lektionerna, vilket i den
hir studien innebar att innehallets behandling beskrevs och analyserades
utifrin vilka ménster av variation som iscensattes och dirmed vilka kritiska
aspekter som synliggjordes och vilka dimensioner av vatiation som dppnades
upp i relation till lirandeobjektet. Analysen av innehallets behandling
kopplades sedan vidare till elevernas uttryckta lirande, vilket mojliggjordes
genom analys av svar i de fortest respektive eftertest som eleverna
genomférde under studien. Fokus var att peka pa avgérande moment for
elevernas lirande, d.v.s. de iscensatta monstren av variation som tycktes visa
att eleverna gavs storre mojlichet att urskilja de kritiska aspekterna. Detta
betydde att dven da beskrivningen av de iscensatta monstren av variation ér
forskarens, dr analysen gjord med ett elevperspektiv i just dessa lektioner och
med ett intresse som riktades mot, vad det var i lektionerna som utvecklade
det lirande som eleverna uttryckte i testen. Resultatet av analysen resulterade i
en beskrivning av elevernas lirande bdde pa en individuell niva och kollektiv
niva.

Analysenheten 1 studien blev sdledes lektionerna och hur de kritiska
aspekterna genom monster av variation gavs mojlighet att urskiljas, vilket kan
sdgas vara en mikroanalys av hur innehillet behandlades och hur det kunde
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forstds av eleverna. Analysverktyget dr variationsteorin, vilken har beskrivits
tidigare. Jimforelsen mellan olika moénster av variation har frimst gjorts av
forskaren, men dven till viss del av ldrargruppen under planeringsméten
mellan forskningslektionerna, vilket innebir att betydande stor del av analysen
ir gjord 1 efterhand utifrdn empirin. Forskaren har pendlat mellan empiri och
teoti for att férdjupa forstdelsen for det fenomen som studerats, vilket innebar
att utgingspunkten togs i det oférklarliga och att med hjilp av empiri och
teoti kunna séka sig fram till ny kunskap om och svar pa de forskningsfrigor
som ir i studiens intresse. Analysen av studien har kontinuerligt presenterats
och diskuterats i forskningssammanhang pa seminatier med andra forskare.

Genom att tillhandahalla omfattande beskrivningar av hur det specifika
matematikinnehillet behandlades under de olika lektionerna, tillsammans med
direkta citat fran transkriptioner, har en ambition varit att géra redovisningen
si tydlig som mojligt, for att lisaren ska kunna bedéma trovirdigheten.
Upplégget syftar till att ge en god inblick i det empiriska materialet.

Studien g6r inga ansprak pa att ge en fullstindig bild 6ver de variationer
som férekommer under lektionerna utan har begrinsats till att beskriva den
variation i form av iscensatta monster av variation som befunnits vara mest
avgbrande for elevernas lirande ndr det giller frstoring och férminskning av
tva-dimensionella geometriska figurer i relation till begreppet skala.

All videoinspelad data har transkriberats ordagrant. Transkriptionen var till
hjilp vid analys. Lirarmétena har inte transkriberats. Elevernas och lirarnas
namn har dndrats under transkriptionen och ir i texten fingerade. De excerpt
som anvinds foljer foljande struktur.

Tabell 9. Studiens formalia

L: lararen
E (elevens namn): elev
En paus p.g.a. tvekan eller eftertanke

[...] Betyder att citatet &r nedkortat utan att
innebdrden har andrats eller att prat som inte
ar vasentligt for den aktuella analysen eller
som ar svart att identifiera har tagits bort.

[pekar pa bild tva] Beskrivning av vad som gors da det
fortydligar analys eller excerpt

storre Ord skrivna med fet stil betyder att de har
betonats starkt av personen som uttalar det.
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KAPITEL 6: STUDIENS
RESULTAT

I detta avsnitt redovisas resultatet av den analys som genomférts av det
datamaterial som samlats in under studien. Det matematiska innehéllet i de sex
lektioner som analyseras utifrdn ett variationsteoretiskt perspektiv handlar om
forstoring och forminskning av tvd-dimensionella geometriska figurer i
torhallande till begreppet skala. Syftet med studien 4r att studera
undervisningen och beskriva hur innehallets behandling i relation till
begreppet skala utifrin design grundad pé ett variationsteoretiskt perspektiv
péaverkar elevernas liarande.

Forst presenteras den fortestsanalys, vilken genomfdrts pd uppgiftsniva,
ddr det gir att utlisa att de sedan tidigare uttalade presumtiva kritiska
aspekterna urskiljs dven i de for studien aktuella elevgrupperna. Dessa ir:
urskilja lingder och dess fordndring, urskilja areaforindringen samt forsta innebirden av
korrekt proportionell avbildning och utifran detta hantera lingdskalan korret. Direfter
presenteras i tabellform en Overgripande sammanstillning Over de tre
cyklernas elevgruppsresultat pa alla de tre ingdende testerna. Innan analysen av
forskningslektionerna  besktivs  redovisas  ldrargruppens  6vergripande
lektionsdesign utifrin de presumtiva kritiska aspekterna och de aktiviteter som
syns som en réd trdd genom designen. Analysen av cyklernas respektive tva
forskningslektioner redovisas i kronologisk ordning. Till denna del kopplas
ocksa relationen undervisning och lirande i form av elevernas uppvisade
eftertestresultat i férhallande till hur innehéllet behandlats under lektionernas
aktiviteter avseende iscensatta monster av variation. En 6versikt ges ocksd av
de liranderum som konstitueras genom lektionernas aktiviteter i respektive
cykel och om de mojliggdr att lirandeobjektets olika kritiska aspekter lyfts
fram eller problematiseras fér att 4stadkomma den tinkta urskiljningen.
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Fortestsanalys

Fortestsanalysen indikerar att majoriteten av eleverna 1 samtliga tre
elevgrupper visar en pitaglig ’illusion av linjdritet’. Den visar samtidigt att 75-
80% av eleverna har arean i férgrunden da de ska férminska eller férstora tva-
dimensionella figurer utifran en given skala, vilket betyder att de i sina testsvar
uttrycker att dd lingderna i en figur blir dubbelt sa linga alternativt fyra ginger
sd langa blir dven arean dubbelt sa stor respektive fyra ganger si stor.

Forst foljer en tabell som visar ett Gvergripande testresultat f6r de tre
elevgrupperna avseende fortestet. Resultatet visar att elevernas fOrstdelse av
lirandeobjektet som helhet inte 4r tillfredstillande. Enligt testet, den tolkning
och analys som dir gérs av elevernas svar tycks grupperna initialt vara nidstan
likvirdiga avseende fOrstielsen av det avsedda lirandeobjektet. Elevgrupp 3
indikerar dock ett ndgot ligre resultat.

Tabell 10. Fortestresultat dar maxpoangen ar 9.

Medelvarde Standardavvikelse
Cykel 1 (n=17) 2,4 47
Cykel 2 (n=17) 2,6 47
Cykel 3 (n=11) 1,8 5,9

Fortestsanalysen goérs dock pa uppgiftsnivi, dd det dr elevernas urskiljningar
av lirandeobjektet som dr i fokus. Féljande tabell visar elevgruppsresultat pa
uppgiftsnivd, vilken f6ljs av en analys med fokus pé vad eleverna har urskilt.
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Tabell 11. Resultat av fortestanalys pa uppgiftsniva. Tabellen visar antal ratta svar och antal
elever som inte gav nagot svar alls.

Uppgift Cykel 1 Ej svar Cykel 2 Ej svar Cykel 3 Ej svar
n=17 n=17 n=11

2b Avbildning 2 5 5 1

2c Avbildning 6 5 4 5 4

3. Forstora en 5 4 3 1

triangel i skala

4:1.

4. Forstora en 4 3 3 4 1 6

cirkel i skala

4:1.

5. Forstora en 5 1 4 1 1 6

kvadrat i skala

2:1.

8a Urskilja 7 5 12 2 4 5

langder och

langdférandring

8b Urskilja 1 7 1 7 0 5

areaférandring

9a Urskilja 5 6 2 6 3 6

areaférandring

9b Urskilja 6 7 8 7 1 7

langder och

langdférandring

Vad dr avbildning och vad dr inte avbildning? Testuppgift 2b och 2c

Bade uppgift 2b och 2c innebir att eleverna ska urskilja lingder,
lingdférindring, bade vad giller cirkeln och kvadraten. Figuren de utgar ifran
ar en kvadrat dir en cirkel finns inskriven. Kvadraten och cirkeln ska ses som
en helhet, vilken ska forstoras i skala 4:1. Eleverna fir flera alternativa bilder
utifran vilka de ska resonera om huruvida dessa ir korrekta avbilder eller inte.

Dl

Figur 8. Bild till testuppgift 2b och 2c.
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Elevernas uttryckta forstdelse pa dessa fortest-fragor visar att det finns
skillnader mellan deras forstaelse av proportionell avbildning. Resultatet visar
att nir de ska avgora huruvida figuren ovan, figur 9 blir korrekt avbildad, har
de olika delar av figuren i férgrunden. I bada uppgifterna kryssar en majoritet
av eleverna for en figur dir arean har férstorats fyra ganger da de stills infor
att figuren ska fOrstoras i skala 4:1, oavsett om cirkeln inuti har férstorats eller
inte, d.v.s. har féljt med i forstoringen. Detta indikerar att eleverna varken
erfar skala korrekt eller innebérden av en korrekt avbildning.

Forstoring av olika geometriska figurer - Testuppgift 3, 4 och 5

Pa fortestet hade majoriteten av eleverna, utifrdn hur ldrargruppen stillde
frigorna, fokus pa arean, da de skulle forstora de olika geometriska figurerna.
Flertalet av dessa elever hade inte heller ett samtidigt fokus p4 likformigheten
och konstruerade dirav figurer som fick en helt annan form én
ursprungsfiguren, men med en area som var fyra respektive tva ginger storre.
Nedan foljer exempel pa elevernas konstruktioner fran fortestet. Genom
dessa figurer visas bl.a. att eleverna inte har likformigheten 1 fokus utan endast
att figurens yta ska bli fyra ginger storre respektive dubbelt sa stor vid skala
4:1 och skala 2:1. Négra elever fokuserar dock likformighet, men utgar ifrin
att det dr arean som ska fOrstoras fyra resp. tva ganger och ritar fyra former
som tillsammans bildar en ny stérre figur av samma form, eller gér kvadratens
yta dubbelt si stor. Om det hade varit area-skala som var i fokus hade svaret
dock varit ritt. Resultatet i elevgrupp 3 indikerar att de har en mer bristfillig
forstielse for lirandeobjektet 4n de Gvriga tva elevgrupperna.

Foljande bilder illustrerar elevernas forforstaelse.
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Figur 9. Utdrag ur elevresultat i fortestet
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Simultan urskiljning - Testuppgift 8 och 9

De tva uppgifterna dr olika till sin karaktir. Uppgift 8 innehaller, vilket tidigare
nimnts, en oregelbunden figur men den bestir ocksa av givna matt, d.v.s.
eleverna har specifika mitt att arbeta med. De har en héjd bade pa
originalbilden och avbilden. Uppgift 9 innehiller inga givna maitt och heller
ingen illustration. Tittar man pa fOrtestresultatet 1 uppgift 8a, dir det fragas
efter vilken skala bilden kommer bli avbildad i, 4r det en stor andel av eleverna
1 alla tre elevgrupperna som klarar av att 16sa den uppgiften. De riknar helt
enkelt ut hur minga ginger lingden av den kortare Molly—mus fir plats 1
lingden av den stérre Molly-mus. Att dirifrdan fokusera pa areaférdndringen
tycks vara mycket svdrare. De tva vanligaste svaren pa uppgift 8b under
fortesten var att arean antingen blev fyra ganger storre eller att uppgiften inte
gick att 16sa dé det fattades ett matt, bredden pd Molly-mus. Det forsta svaret
tyder pd att eleverna innehar en ’illusion om linjdritet’. Uppgift 9 utgar ifran ett
sammanhang dir lingderna 1 en kvadratisk trddgird ska dubblas och utifrin
detta ska eleverna avgora skalan i fOrstoringen av tridgirden samt den
areaférindring som blir en f6ljd didrav. Resultaten visar att det i den hir
uppgiften finns en storre spridning av elevsvaren jaimfért med uppgift 8. 1
uppgift 9 uttryckte en tredjedel respektive nistan hilften av eleverna i cykel 1
respektive cykel 2 att dd lingderna férdubblas har en forstoring 1 skala 2:1
gjorts. Overlag lyckas eleverna bittre di de ska urskilja lingder och dess
forindring 4n da det dr areaférindringen som efterfriagas. Men i elevgrupp tre
syns ett motsatt resultat. Tittar man nirmare pa denna grupps resultat visar
det sig att en avsevirt storre del av elever i den gruppen inte svarar
Overhuvudtaget. En elev urskiljer dock bade lingdférindring och
areaférindring korrekt. En annan elev ritar upp en bild pa tridgirden och
férdubblar direfter alla lingder, vilket resulterar i en area som blir fyra ganger
storre, vilket eleven ocksd svarar. Diarefter drar eleven slutsatsen att skalan i
avbildningen borde vara 4:1. Den hir elevens svar indikerar att férst holls
lingderna och dess férindring i forgrunden, direfter byttes fokus till
areaférindring, men dé skalan skulle anges behdll eleven sitt fokus pé arean,
vilket resulterade i att svaret blev inkorrekt. I denna uppgift visar en
Overvigande del av eleverna inget konsekvent urskiljande d.v.s. de varierar
osystematiskt sina urskiljningar och varierar sitt fokus inkonsekvent mellan
lingdférindring och areaféridndring. “Illusionen av linjdritet’ finns inte explicit
hir, utan elevsvaren tycks bero pa vad de har i férgrunden da de tar sig an
uppgiften.
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De presumtiva kritiska aspekterna i férhéllande till
fortestsanalysen

Genom elevernas svar pa fortestsuppgifterna stirks samtliga presumtiva
kritiska aspekter, vilka var identifierade genom ldrargruppens tidigare
erfarenheter, tillsammans med deras analys av screeningintervjuerna, och
resultat fran den tidigare forskningen. Da fOrtesten gors i direkt anslutning till
forskningslektionerna anvinds inte dessa resultat inledningsvis utan forst efter
det att forsta lektionen i cykel 1 har genomférts och direfter utifran det
kumulativa monster som redovisats i tabell 7.

Lektionsdesignen utifran de presumtiva kritiska
aspekterna

Infor cykel 1 planerades av lirargruppen tre aktiviteter utifran lirandeobjektets
presumtiva kritiska aspekter; fOrstd innebbrden av avbildning som
likformighet, vilket innefattar en urskiljning av lingder och lingdernas
torindring, samt di lirandeobjektet dven innebidr en hantering av skala
urskiljning av areaférdndring. Dessa utgjorde initialt en grund till
forskningslektionerna 1a och 1b, men visade sig givande och behélls saledes
genom béde cykel 2 och 3. Tva av aktiviteterna var tudelade, vilket i det hir
fallet betyder att de utgjorde en generalisering.

Lirargruppen enades om att genom de inledande aktiviteterna Gppna upp
tor variation avseende de kritiska aspekterna; urskilja lingder i de geometriska
figurerna samt lingders forindring vid avbildning utifrain en given skala.
Direfter skulle lektionsaktiviteterna rikta elevernas medvetande mot hela
lirandeobjektet, d.v.s. att dven den kritiska aspekten areaforindring skulle
fokuseras och behandlas simultant med lingdférindring. Under cykel 2
identifierades ytterligare en kritisk aspekt, den femte, vilken sedan belystes
under cykel 3.

Foljande tre aktiviteter ldg som grund f6r den ovan beskrivna
gemensamma progressionen i alla tre cyklerna. De monster av variation som
iscensitts genom dessa skulle kunna férfinas mellan cyklerna samtidigt som
det ocksd gavs mdjlighet att skapa nya aktiviteter infér varje cykel, vilka lades
till dessa gemensamma. De tre aktiviteterna beskrivs Gvergripande hir for att
de dr gemensamma for alla tre cyklerna. I den empiriska lektionsanalysen som
foljer beskrivs dock de nytillkomna aktiviteterna mer ingdende.
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Introduktionsaktivitetens tvd delar

Introduktionsaktiviteten, vilken var indelad i tva delar skulle inleda alla tre
cyklerna. Del A belyste aspekterna; att urskilja lingder och lingdernas
forindring vid en forstoring i relation till aspekten avbildning och del B av
introduktionsaktiviteten behandlade samma urskiljning men dven 1 relation till
en given skala. Det inledande monstret av variation var en form av
kontrastering, och meningen var att eleverna skulle notera skillnader och
likheter. Del A skulle i alla tre cyklerna inledas med en helklassdiskussion, dér
eleverna skulle, genom de kontrasteringar som iscensitts, ges mojlighet att fa
syn pd vad som dr en avbildning och vad som inte dr en avbildning, d.v.s. att
bide kunna urskilja lingder och dess férindring i en figur vid en forstoring.
Det betyder att bas och hojd ska separeras ifrin varandra, samtidigt som arean
ska hillas 1 bakgrunden. Figuren dr ett fotografi i form av en rektangel.

Del B av introduktionsaktiviteten kan ses som en generalisering och ir lik
del A avseende att 4ven den dr uppbyged kring en originalbild formad som en
rektangel, men till skillnad frin den tidigare har den nu ett plustecken inuti.
Uppgiften inbegrep, férutom de kritiska aspekterna frin férsta delen, dven
begreppet skala i relation till aspekten avbildning. Undervisningen kring den
andra del-aktiviteten var tinkt att bestd bade av helklassdiskussioner samt
gruppdiskussioner dir gruppdiskussionernas innehall skulle ligga som grund
tor helklassdiskussionerna, d.v.s. grupperna skall redovisa sina svar och
l6sningar och det ska goras mojligt att gbra innehallsliga kontrasteringar.
Genom dessa kontrasteringar var det meningen att eleverna skulle notera
skillnader istillet for likheter. Uppgiften iscensitts sekventiellt i alla tre
cyklerna, d.v.s. bilderna visas en i taget. Dock finns de féregdende bilderna
kvar och didrav mojlighet att gora kontrasteringar mellan bilderna allt efter
som. Bildserien utékas f6r varje cykel med ytterligare en bild. Det planerades
inte f6r ndgra moment dd eleverna skulle arbeta individuellt.

Rektangel A4-papper - forminskning

I den hir aktiviteten skulle alla de presumtiva kritiska aspekterna fokuseras
och innehallet behandlas som en fusion. Aktiviteten skulle inledas som en
gruppuppgift dir elevgrupperna skulle férminska ett A4-papper i given skala,
d.v.s. gora en skalenlig avbildning. Aktiviteten innehaller tvd delar och dr tinkt
att fungera som en generalisering utifrin att eleverna forst moter skala 1:2 och
1:4, och direfter skala 1:3 under den andra lektionen i respektive lektionspar.
Rektangeln forblir konstant, men skalan blir ny, d.v.s. lingdférindringen
varierar. Aktiviteten var tinkt att ge eleverna moijlighet att separera lingd fran
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area, d.v.s. urskilja lingder, lingdernas forindring och areaférindring vid
korrekt avbildning samt dess trelation, vid given skala.

I forsta delen, vilken genomférs under lektionerna la, 2a och 3a fir alla
elevgrupper tvi Ad4-papper per grupp. Hilften av respektive lektions
elevgrupper far skala 1:2 och den andra hilften far skala 1:4. Ett papper ir en
s.k. originalbild och det andra ska de anvinda for att géra en skalenlig
avbildning. Skalan de ska anvinda finns angiven pa pappret. Den andra delen
av aktiviteten som genomférs under lektionerna 1b, 2b och 3b innebir att alla
elevgrupper far tva A4-papper dir ett fungerar som originalbild och det andra
ska forminskas i skala 1:3. Vid varje lektion kan ndgra av elevgruppernas
diskussioner f6ljas med hjilp av videokameran.

Pizza-uppgiften

I den hir aktiviteten 4r det en cirkel som ska férminskas. Eleverna arbetar i
grupp och for att 16sa uppgiften de blir tilldelade maste de urskilja lingd,
lingdférindring och areaférindring simultant, vilket betyder att dven denna
aktivitet dr tinkt att ses som en fusion.

Eleverna fick f6ljande uppgift

Pizzauppgiften.

Kalle och Pelle har gitt till pizzerian for att dta. De dr hungriga och vill ha sa
mycket pizza som mojligt. De funderar pd om de ska ta varsin barnpizza
eller om de ska dela pd en familjepizza f6r att fa si mycket pizza som
mojligt. En pizza fran barnmenyn édr likformig med familjepizzan men
forminskad i skala 1:2.

Vilket alternativ dr det bista om killarna ska fd sa mycket pizza som moijligt?
Eller spelar det ingen roll?

Forklara hur du resonerar.

Den variation som skapas i den hir aktiviteten, genom att jimféra elevernas
16sningar, dr tinkt att mojliggbra urskiljning av de kritiska aspekterna.
Kontrasten mellan elevsvaren lyfter inte bara fram att det kan finnas olika
typer av l0sningar, utan visar dven pid olika aspekter i relation till
lirandeobjektet. Nir olika 16sningssitt blir synliggjorda, da uppgiften halls
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konstant, 6ppnas fér en variation, men utan att ’ritt svar’ dr i férgrunden.
Elevgruppernas l6sningar ska redovisas pd tavlan och hur de angripit
uppgiften sitts i fokus och prévas. Spontana ménster av variation kan skapas
utifrdn elevernas olika 16sningar, svar och argument, d.v.s. monster som inte
ir planerade av ldrargruppen utan iscensitts pd grund av elevernas uttryck. Sa
som innehallet ges mojlighet att behandlas hir, dr det inte det 16sningssitt som
leder fram till ritt svar som fokuseras, utan det 4r variationen av sitt och
urskiljningar som leder fram till ritt svar som ges mojlighet att lyftas fram och
kontrasteras for att hitta likheter och skillnader. Att veta varfor ritt svar dr ritt
blir viktigare 4n att bara komma fram till vad som dr ’ritt svar’. Lirargruppens
intention var i den hir aktiviteten att olika Isningssitt kan fokuseras,
samtidigt som de olika aspekterna urskiljs genom att bl.a. uppmuntra eleverna
att forklara sitt 19sningssitt och tala om vad de har fokuserat. Dock var
lirargruppen varse att da uppgiften var att vilja s mycket pizza som moijligt
kunde det fresta eleverna att fokusera areaférindringen, d.v.s. att de sitter
areaférindringen i férgrunden och att de inte separerar lingd frin atea.

Elevgruppernas samlade resultat pa testerna

Analysen bygger pa ett samlat resultat av de redan beskrivna testfrigorna 2b,
2¢, 3, 4, 5, 8a, 8b, 9a och 9b. Anledningen till att just dessa frigor valts frin
testet dr att de visade sig vara de mest relevanta huruvida eleverna har erfarit
lirandeobjektet. Frin den forsta till den tredje cykeln kan positiva skillnader i
elevgruppernas lirande identifieras. Samtliga resultat per gruppnivd Okar
mellan f61r- och eftertest och bibehills i stor utstrickning dven till det
fordrojda eftertestet. Den tydligaste och mest positiva férindringen ndddes
efter cykel 3, ddr man i tabellen kan se att medelvirdet f6r den elevgruppen
ligger hogst. Som tabellen ocksd visar dr det denna elevgrupp som inte bara
har det hégsta medelvirdet utan ocksid den elevgrupp som utvecklat sitt
lirande mest mellan f6r- och eftertest
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Tabell 12. Sammanstallning av elevgruppsresultat avseende medelvarde och standardavvikelse
dar maxpoangen ar 9.

Fortest Eftertest Fordrojt eftertest
Medelvarde St.avvikelse Medelvarde St.avvikelse Medelvarde St.avvikelse
Cykel 1 2,4 47 (+2,2) 4,6 8,6 (+0,1) 4,7 8,1
(n=17)
Cykel 2 2,6 4,7 (+3,9)6,5 41 (-0,3) 6,2 3,8
(n=17)
Cykel 3 1,8 5,9 (+5,3) 7,1 55 (-0,2) 6,8 4,5

(n=11)

Testresultatet visar Gvergripande att om eleverna endast kan urskilja enskilda
kritiska aspekter individuellt, men missar urskiljningen av dessa vid
iscensittningen av en fusion di en samtidig urskiljning av alla de kritiska
aspekterna och relationen dem emellan sker, resulterar det i att de inte
kommer f&rstd lirandeobjektet si som 6nskvirt, och kommer troligtvis inte
heller att kunna applicera sidan kunskap for att 16sa nya problem. Om
eleverna ska Oka sin forstdelse kring det specifika lirandeobjektet ser ut att
handla om huruvida liraren méjliggér en sadan fusion for eleverna. Empiriska
jamforelser pd uppgiftsnivd av de tre cyklerna foljer i ndsta avsnitt. Syftet dr att
beskriva de monster av variation som iscensitts samt peka pa vad som tycktes
vara avgorande fOr elevernas lirande.

Analys av studiens tre cykler

Strukturen pa analysen f6ljer de tre cyklerna kronologiskt dir fokus riktas mot
hur de kritiska aspekterna problematiseras genom de moénster av variation
som iscensitts utifrin de aktiviteter som planerats av lirargruppen. Forst
redovisas en kort beskrivning av aktiviteten, direfter foljer utdrag frin hur
interaktionen mellan innehall, lirare och elev fortskred under lektionerna och
pé sa vis kan ldsaren fd inblick i hur dessa monster av variation utvecklades av
lirare och elever tillsammans. De iscensatta monstren av variation visas 1
tabeller 1 slutet av varje aktivitet pd ett sitt sia att det ska gi att folja
progressionen av monstren.

Rikligt med excerpt éterfinns fran lektionerna for att dskadliggéra hur
innehallet behandlades och vilka ménster av variation som iscensatts.
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Resultat av analys av lektionsparet i cykel 1

Fotografiet - Introduktionsuppgift del A

Fotografierna visas i sekvenser under lektionen, d.v.s. att eleverna fick
diskutera varje bild £6r sig i relation till originalbilden, men da inga bilder tas
bort dd en ny visas fir eleverna i slutet av uppgiften se alla bilderna samtidigt.
Liraren talade inte om hur relationen f6rholl sig mellan lingders férindring
och korrekt matematisk avbildning, utan istillet gav liraren eleverna
mojligheter att sjdlva kunna dra relevanta slutsatser genom flertalet
problematiserande frigor. Eleverna ska hir ges mojlighet att separera bas och
héjd samt urskilja den relation som krivs dem emellan for att de ska vara en
korrekt avbildning.

Bild 2 Bild 3

Figur 10. Bild till introduktionsuppgiften del A.
Liraren visar bild 1.

Excerpt 2

L: Vi tar ett exempel.

L: Ar den hiir bilden en avbildning av Tom? [Pekar pa exempelbild 1]
E (flera): Ja.

L: Ja sdger du Anna, varfér det? Varfor dr det en avbild, tycker du?
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E: (Anna): Man ser ju att det ar han.

Ovanstdende utdrag kan indikera att eleverna intuitivt uppfattar att en
avbildning 4r att man kan se vad det férestiller. Eleverna urskiljer inte
relationen mellan lingdernas férindring, d.v.s. innebérden av likformighet.

Excerpt 3

L: D4 menar ni att den hir dr utdragen [Pekar pa basen i bild ett]. Den har
blivit lingre hir pa ndgot vis.

En kontrastering gbrs mellan basens forindring och hdjdens foérdndring
mellan originalbilden och bild 1. Direfter visar liraren bild 2.

Excerpt 4

L: Vad siiger ni om den hir d4? [Klickar fram bild 2] Ar det en avbild av det
fotot?

E (Josephine): Den dr bara utdragen s nu.

L: Ja, nu dr den sa hir i stillet, nu dr den lingre, den har dragits ut. [Pekar pa

héjden]

L: Har den dragits ut? [Pekar pa bredden]

E (Beata): Den ir utdragen pa lingden men inte pa bredden.

L: S4 nu dr den sidan utdragen och innan den sidan utdragen. [Pekar]
L: Men tycker ni att bada dr avbildningar eller?

E (Josephine): Ja, det dr ju samma.

Eleverna ges mdjlighet att urskilja relationen mellan basens och hojdens
lingdférindringar vid korrekt avbildning. En elev visar att hon uppfattar bade
bild 1 och 2 som korrekta avbildningar av originalbilden, vilket dock inte
kommenteras av ldraren som istillet visar bild 3, den korrekta avbildningen.

Excerpt 5

L: Vad siger ni om den hir da? [Klickar pa bild 3]

E (Beata): En forstoring.

L: Den ir forstorad? Men den var inte forstorad eller? [Pekar pa bild 2]

E (Beata): Alltsd de har ju tagit bort en del av bilden.
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L: Ja, men hela Tom ir ju med.
L: Och hela Tom ir ju med hir ocksd [Pekar pa bild 1]
L: Alvar

E (Alva): Bada har dragit ut pa lingden och bredden.

[...]

L: Det dr bara en bild som ir en avbildning, men det som 4r viktigt hir,
Jocke borjade dra i ndgot om lingderna.

L: Det dr om vi gbr en avbildning och férstorar den. Da maste vi forstora

bédde den lingden och den lingden och det har vi gjort hir [pekar pa bild 3]

L: D4 finns det ett till viktigt ord hir och det ér att ’det ska vara likadant’,
det var ju du inne pa Felix, eller hur?

E (Felix): Mm
L: Likformigt kan man prata om.

Motivet, d.v.s. bilden inuti rektangeln, belyses inte. Det gérs en kontrast
mellan den korrekta avbildningen och de tva féregiende forslagen bla. genom
att anvinda ett tidigare péstiende frin en elev, dock ett felaktigt sidant,
angdende begreppet avbild i férhallande till inneb6rden av férstoring.

Trots att bade elever och ldrare pratar i termer av att bilden ska vara
likadan, 6ppnas inte den dimensionen av variation explicit, d.v.s. motivets
lingder fokuseras inte.

Hir nedan foljer en Overgripande sammanfattning 6ver de monster av
variation som anvindes av liraren for att méjliggéra for eleverna att erfara
innebodrden av likformighet och dess betydelse vid avbildning. Beteckningen
V' stir £Or att aspekten varierades och beteckningen i’ for att aspekten holls
invariant.
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Tabell 13. Sammanfattning av de iscensatta ménstren av variation i introduktionsuppgiften del A

i cykel 1
Moment Bas Hojd Motiv Area Urskiljning
Bild1. Bas \ i Fokuseras Fokuseras Separera bas
férdubblas. inte inte och héjd och
urskilja dess
forandring.
Bild 2. Hojd i v Fokuseras Fokuseras Separera bas
férdubblas. inte inte och héjd och
urskilja dess
férandring.
Bild 3. v v Fokuseras Fokuseras Separera bas
Korrekt inte inte och hojd och
avbildning. urskilja dess
férandring
och relation
vid en
avbildning
(férstoring).

Plustecknet - Introduktionsuppgift del B

Mer ingiende information avseende aktivitetens design kan ldsas pd s. 88.
Denna deluppgift i likhet med den féregdende startas upp med en originalbild
vars form dr en rektangels, men nu med ett inskrivet plustecken. Meningen 4r
att det ska goras moijligt for eleverna att urskilja lingder och lingdernas
forindring i relation till avbildning och en given skala. Eleverna far, som en
forsta deluppgift diskutera i grupp, hur en férstoring av originalbilden i skala
2:1 ser ut.
- /

Figur 11. Bild till introduktionsuppgiften del B, cykel 1
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Efter gruppdiskussionerna kontrasterar liraren elevgruppernas svar med sina
firdiga forslag; bild 1 t.o.m. bild 5 (se bild ovan), huruvida de kan vara en
avbild i skala 2:1 eller inte. Eleverna fa hir kontrastera sina slutsatser frin
gruppdiskussionerna med de bilder liraren visar upp. De planerade ménstren
av variation som ldraren visar upp dr dock i férgrunden och det dr utifrin
dessa som helklassdiskussionen fors. Eleverna gor jimforelser mellan de olika
alternativa bilderna f6r att urskilja vilken som dr korrekt och wvarfor.
Kontraster gérs mellan inkorrekta avbildningar och den korrekta avbilden. De
ges moijlighet att separera bas och h&jd samt se dess relation vid den givna
skalan. De ges dven mojlighet att urskilja motivets, sjilva plustecknets lingder.
Liraren startar, efter att ha gdtt runt och lyssnat pa elevgrupperna, en
helklassdiskussion.

Excerpt 6

L: Jatteintressanta fragor ndr jag gir runt och lyssnar hir. Det har varit
fragor som ’vad hinder, den ska ju bli dubbelt si stor’, siger ni. Dubbelt sa
stor, vad kommer den dubbelt ifrin, vad har den att géra med det hir pa
négot sitt. [pekar pd 2:1, som dr skrivet pa tavlan]

[.]

L: Fragan dr bara vad vi vill ska vara dubbelt sa stort? For det 4r massa olika
saker, dtminstone tre olika saker som skulle kunna vara dubbelt sa stort.

[visar bild 1]

[.]

E (Saga): Alltsd, jag tinkte nog, borde inte arean bli dubbelt s stor ocksa
dd? Om man tar, lingden blir dubbelt si stor och bredden ocksa blir
dubbelt si stor?

L: Det ser ut som det, att det far plats tva sidana dir i ja. [Pekar pa bild 1.]

[.]

L: Men vad dr det som ska dubblas?

I utdraget ovan lyfter en elev upp aspekten, areans férindring vid forstoring i
skala 2:1. Liraren viljer 1 det hir ldget, trots elevens inspel att fortsitta ha
lingdernas foérindring i férgrunden och liter areans férindring ligga kvar i
bakgrunden och gar vidare genom att visa bild 2.

Liraren uppmanar eleverna att séka efter likheter och skillnader mellan
bild 1 och 2. Meningen dr att eleverna hir ska ges moijlighet att urskilja

96



STUDIENS RESULTAT

motivets lingder. Gemensamt mellan bilderna dr att endast basen har
férdubblats.

Excerpt 7

E (Nils): Jag bara undrar, borde inte korset ocksa bli lite tjockare?
L: Menar du den? [pekar pa bild 1] Menar du lingre eller tjockare?
E (Nils): Tjockare.

L: Tack Nils.

Liraren Oppnar inte dimensionen motivets lingder explicit i denna sekvens
utan aterkommer till denna férst efter att alla bilder har fokuserats.

I nista sekvens lyfts dterigen aspekten lingd, genom att en elev belyser
motivets lingder. Dessutom aterkommer areaférindringen.

Excerpt 8

L: Vi pratar om avbildning och férstoring eller f6rminskning. Och vad var
det som var dubbelt? [pekar pa texten 2:1 pé tavlan| Jo, det dr lingderna,
eller som Nils var inne pa, dd borde allting bli tjockare dessutom.

L: Vad siger ni om den hir da? Jimf6r den hdr. [Visar bild 5 tillsammans
med tidigare bilder]

E (Teo): Den ir ritt.

L: Varfor det?

E (Teo): Alla sidor har dubblats.

L: Jo, men det hade de gjort dir ocksa [pekar pa bild 4]

E (Teo): Nej, inte korset. Korset har ocksa lingder.

L: Saga, hade en jittebra tanke som jag vil lyfta med er. Du sa att om nu
lingderna eller omkretsen blir dubbelt si stor, blir inte arean dubbelt sd stor
da?

L: Vi tar och jamfor de tvé. [pekar pa originalbild och bild 5]

L: Ar det dubbelt s stor area som den hir? [pekat]

L: Vad tinker du Nils?
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E (Nils): Att den ér fyra ginger.
L: Kan det vara rimligt? Ska vi kolla om det far plats fyra sidana hir dd?

[.]

L: Mirker ni nigot skumt att fast vi dubblerar lingderna sa blir inte arean
dubbelt sd stor. Den blir fyra ganger sa stor.

Ovanstidende utdrag visar att eleverna ges mojlighet att sepatera lingder ifrdn
area. En kontrast gérs mellan rektangelns omgivande lingder och lingder inuti
rektangeln, d.v.s. motivets lingder. Elevernas tidigare inspel anvinds ocksé for
att kunna gbra en kontrastering mellan lingdf6rindring och areaférindring.

Hir nedan foljer en 6vergripande sammanfattning 6ver de monster av
variation som anvindes av liraren for att méjliggéra for eleverna att erfara
innebdrden av likformighet och dess betydelse vid avbildning vid en given
skala.

Tabell 14. Sammanstalining av de iscensatta monstren av variation i introduktionsuppgiften del
B icykel 1

Moment Bas Ho6jd Motiv Area Urskiljning
Bild 1. Basen dubblas. v i \Y Lyfts av en Urskilja langder och dess
Motivet férandras. elev, men férandring. (Separera bas och
fokuseras inte.  hdjd.)
Bild 2. Basen dubblas. v i i Fokuseras Se ovan
inte
Bild 3. Hojden i v v Fokuseras Se ovan
dubblas. Motivet inte
forandras.
Bild 4. Basen och v v i Fokuseras Se ovan
héjden dubblas. inte
Motivet ar invariant.
Bild 5. Basen och \ v \Y v Urskilja langdférandring i
héjden dubblas. relation till avbildning samt
Motivets alla Iangder areaférandringen i relation till
dubblas. En korrekt korrekt avbildning.
avbildning.

Rektangel A4-papper - forminskning

Nistfoljande aktivitet dr tvadelad. Mer information angiende aktivitetens
uppligg finns att ldsa pa s. 88. Det ér flera monster av variation som iscensitts
genom denna tvidelade aktivitet. Aktiviteten innebir en fusion, vilket betyder
att alla kritiska aspekter ska ges mojlighet att urskiljas; lingder,
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lingdférindring, areaférindring och korrekt avbildning. Aktiviteten innehaller
dven kontrasteringar och generaliseringar. Hir skapas spontana monster av
variation utifrdn elevernas svar och argument. Kontrasteringar gérs mellan
elevgruppernas svar och 16sningar da dessa redovisas pa tavlan och eleverna
uppmanas att tala om vad de har urskilt, vilket sedan fokuseras och prévas.
En planerad generalisering sker da rektangeln hills konstant genom den
tudelade aktiviteten, men dir lingdférindringar varierar genom de olika
skalorna eleverna erbjuds, fran skala 1:2, 1:4 i den f6rsta delen och skala 1:3 i
den andra delen.

Aktiviteten iscensitts genom att elevgrupperna har fitt sina uppgifter och
instruktioner 6ver vad som forvintas av dem. Hilften av grupperna i
klassrummet har fatt uppgiften att férminska A4-pappret i skala 1:2 och den
andra hilften i skala 1:4. Liraren betonar under arbetets ging att hon vill att
de ska beritta hur de 16st uppgiften. Hur de I6st uppgiften ska de sedan
redovisa i helklass. Forsta gruppen som kommer fram till tavlan har tvd olika
16sningar med sig, dd de ska férminska sitt papper i skala 1:2, vilket ldraren
uppmirksammar och senare utnyttjar for att pa sa vis genom kontrastering fi
eleverna att urskilja det hon planerat att de skulle urskilja; lingder,
lingdférindring och areaférindring i avbildningen.

Figur 12. Aktiviteten 'Ad-pappret’ i skala 1:2 i cykel 1

Liraren viljer att inte diskutera varje 16sning for sig, utan vintar tills alla
16sningar dr uppe pa tavlan och ber direfter eleverna att jimféra dem.
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Excerpt 9

L: Ser ni har. Vi har alltsa den, den och den.

L: Var jittegirna med hir nu med kommentarer. Vilken av dem stimmer?
Vilken liksom, hur var det, vad var det egentligen som skulle vara dubbelt
eller halften?

[Flera elever hors och vill vara med.]

L: Men jag borjar med Fanny, du hade en tanke Fanny, vad tinkte du?
E (Fanny): Miste ju dela bada lingderna med tva.

L: Bdda lingderna?

E (Fanny): Ja.

[Lararen visar pa bilden pa tavlan.]

E (Fanny): Ja, deras grupp har ju bara delat ena sidan.

[Lararen pekar pa tavlan].

L: Ja, de tog den sidan och vek sa.

E (Fanny): De ska dela andra sidan ocksa.

En kontrastering gérs mellan de tre olika svaren for att eleverna pd si vis ska
fa mojlighet att urskilja lingder och dess forindring. Under detta moment
pratar liraren om vikningar, hon vill veta hur eleverna vikt pappret. Det blir
inte explicit att det handlar om att urskilja och dela lingderna. Négra av
cleverna diremot pratar om att dela lingderna, men liraren uppmirksammar
inte detta utan fortsitter att prata vikningar, si som i utdraget ovan dd Fanny
ska tala om hur hon resonerar. I det hir fallet sammanfaller antalet vikningar
med antal ganger en sida ska delas. For att férminska A4-pappret i skala 1:2
innebidr att de kommer att vika pappret tvd ginger. De elever som endast
halverat en av sidorna kan ha haft areaférindringen i forgrunden, d.v.s. att det
ar arean som ska halveras. Eleven Fanny drar dock slutsatsen att eleverna som
delat pappret 1 tva lika stora delar endast har delat papprets ena sida med tva,
vilket skulle kunna tolkas som att Fanny sjilv har urskilt lingder, ndgot som
ocksa utdraget ovan indikerar.

I lektion 1a gbrs i den hir aktiviteten inte explicit vad avbildning i skala 1:2
innebdr, varken di det giller att urskilja lingdernas férindring, areaférind-
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ringen eller relationen dem emellan. Vikningarna kommer i férgrunden och
det blir svart att separera lingd frdn area. Hirefter dr det de elevgrupper som
skulle férminska pappret i skala 1:4 som ska redovisa sina l6sningar. Alla
grupper redovisar en korrekt avbildning. Eleverna pratar dock om hur de vikt
pappret. I férhillande till momentet innan fir eleverna en sérre mojlighet att
beskriva hur de tinkt. Men dven hir kan eleverna vika pappret fyra ganger fér
att fa ritt svar.

[ NI | R —

e e T

Figur 13. Elevldsning till ’A4-pappret’ i skala 1:4 i cykel 1

Att eleverna har fokus pd sjilva vikningen av pappret syns éven i nista del av
uppgiften, den som iscensitts under lektion 1b, vilket kan ses som en
generalisering avseende den tidigare Ad4-uppgiften. Lektion 1b behandlar
istillet skala 1:3, men figuren i friga hills konstant, genom rektangeln. En
dimension av variation avseende 16sningsstrategier Sppnas upp. Att f6rminska
Ad-pappret i skala 1:3 kan innebira tre olika saker: tre vikningar, tre ginger s
liten area eller tre ganger sd korta lingder.

I—— |
I———— |

Figur 14. Elevldsning till ’A4-pappret’ i skala 1:3 i cykel 1

Den foérsta 16sningen dr gjord av den grupp som liraren inte
uppmirksammade di de var framme vid tavlan och redovisade. De tva
eleverna som var framme vid tavlan var inte Gverens om hur de sig pd sitt
svar och inte heller pa sin 16sning. Denna grupp som vikt pappret tre ganger
fick inte méjlighet att sitta ord pd hur de tinkt. De visar att de tror att vika tre
ganger ir det ritta, men blir férbryllade 6ver att figuren som kommer fram
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inte dr ritt. Efter mycket diskussion slidpper liraren den hir elevgruppens
felaktiga 16sning da hon inte tycks forstd hur de tinkt och gar vidare.

I det hir momentet gbrs det inte méjligt £6r eleverna att separera lingder
fran area och inte heller lingdf6rindring fran areaférindring.

Hir nedan féljer en Overgripande sammanfattning 6ver de monster av
vatiation som anvindes av liraren fOr att mojliggbra for eleverna att erfara
innebdérden av términskning av en rektangel vid flera olika givna skalor.

Tabell 15. Sammanfattning av de iscensatta monstren av variation i aktiviteten 'Ad-pappret’ i

cykel 1

Moment Langdforandringar Area Urskiljning

Forminskning \Y v Langder, langdférandring och

av en rektangel areaférandring i relation till den givna
i skala skalan.

1:2och 1:4

Férminskning \Y v Langder, langdférandring och

av en rektangel areaférandring i relation till den givna
i skala skalan.

1:3

Pizza - férstoring och forminskning av cirkel

Den sista aktiviteten i cykel 1 innebdr att en i sammanhanget helt ny
geometrisk figur blir en del av innehallet. Mer information avseende
aktivitetens design kan ldsas pa s. 89. Aktiviteten dr en gruppuppgift dir
eleverna i denna nya figur ska ges mojlighet att urskilja lingder, samt
lingdférindringar och areaférindringar dd figuren ska forstoras respektive
torminskas.

Pizzauppgiften.

Kalle och Pelle har gitt till pizzerian for att dta. De dr hungriga och vill ha s
mycket pizza som mojligt. De funderar pa om de ska ta varsin barnpizza
eller om de ska dela pa en familjepizza f6r att fi si mycket pizza som
mojligt. En pizza fran barnmenyn ér likformig med familjepizzan men
forminskad i skala 1:2.

Vilket alternativ dr det bista om killarna ska fd sa mycket pizza som mojligt?
Eller spelar det ingen roll?

Forklara hur du resonerar.
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Spontana moénster av variation skapas utifrin elevernas olika ISsningar,
l6sningsstrategier och argument. De olika 16sningsstrategierna dr tinkta att
fokuseras samtidigt som de olika aspekterna urskiljs.

Excerpt 10

E (Gustav): D4 far man dubbelt si mycket om man tar familjepizzan.

L: Hur?

E (Joakim): Men det ska ju inte vara att man delar, det ir ju skala, eller det
ir ju inte riktigt samma sak.

Att dela en yta, men samtidigt fokusera lingdf6rindringar och f6rstd hur detta
torhaller sig till skalan tycks vara svart att erfara for eleverna nir det giller den
geometriska figuren cirkeln. Ovanstiende utdrag kan indikera att flera elever
har svirt att sepatera lingder frin area samt relatera detta till skala.

Flera elevgrupper visar genom sina 16sningsférslag att de inte har separerat
lingd frin area och inte heller att de explicit urskilt lingdférindring och
areafoérindring i férhallande till den givna skalan.

Excerpt 11

E (Alma): Och i fall man viker forst sd, sen sa - dd hade man den.
L: Cirkelpapper och vikt?

E (Alma): Ja, hade inte det fungerat?

L: Vad siger ni hade det fungerat?

E (Teo): Det blir inte likvirdigt. Det blir fortfarande en fjirdedel, men det
blir en.

L: Ja, just det den blir inte likformig.

[.]

L: Jag sa till er att ert resonemang stimmer, men det mdste vara en
cirkelformad pizza. Men en fjirdedel har ni ritt i.

En elevgrupp, vilket visas i ovanstiende utdrag, gér en generalisering fran A4-
aktiviteten, dir det aterigen syns att vikningar delvis var i férgrunden under
den aktiviteten. Eleverna tinker sig att pizzan ses som ett cirkelformat papper
som viks sa att ritt storlek fis fram. Denna elevgrupp separerar inte heller
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lingder frin area. Inte ndgra av de presumtiva kritiska aspekterna; lingd,
lingdforindring och areaférindring 6ppnas upp explicit under denna aktivitet.

Hir nedan féljer en Overgripande sammanfattning 6ver de moénster av
vatiation som anvindes av liraren fOr att mojliggbra for eleverna att erfara
innebérden av férminskning av en cirkel vid en given, men sedan tidigare
kind skala.

Tabell 16. Det 6vergripande mdnstret av variation avseende en generalisering fran féregaende
aktivitet i cykel 1.

Moment Geometrisk form Langdforandring Urskiljning
Forminska en cirkel i v i Langder
skala 1:2.

I aktiviteten ’pizza’ fick alla elevgrupper samma uppgift. De olika
elevgruppernas 19sningssitt varierades och uppgiften kunde ses som konstant.

Tabell 17. Det 6vergripande monstret av variation for aktiviteten 'Pizza’ del 1 i cykel 1.

Moment Losningssatt Uppgiften Urskiljning
Forminska en cirkel i v i Olika I6sningssatt
skala 1:2. kan ge ett 'ratt svar’.

Genom uppgiftens utformning som en fusion iscensattes monster av variation
dir bdde lingder och area varierade.

Tabell 18. Det 6vergripande monstret av variation for aktiviteten 'Pizza’ del 2 i cykel 1

Moment Langder Area Urskiljning

Forminska en v v Langder, langdférandring och areaférandring
cirkel i skala

1:2.

Analys av lektionernas mijliggirande av elevernas kunnande i cykel 1

Hur kan elevernas lirande forstds i skillnaderna 1 elevresultat pa
eftertestsuppgifterna 1 ljuset av hur innehdllet behandlades i de bada
lektionerna? Resultatredovisningen dr uppdelad i tre delar, dir den forsta
delen riktar sig mot elevresultat i testuppgifter 2b och 2c dir lingder och
lingdférindringar 1 relation till avbildning och en given skala fokuseras.
Areaférindringen fOrvintas hallas 1 bakgrunden did den inte explicit
efterfrigas. Aven andra delen, uppgift 3, 4 och 5, fokuserar urskiljning av
lingder och lingdférindring vid given skala, men den geometriska figuren
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som ska forstoras varieras. Tredje och sista delen, uppgift 8 och 9 testar
huruvida eleverna kan ha bade lingdf6rindring och areaférindring i
térgrunden, d.v.s. en simultan urskiljning efterfragas.

I tabell 19 hir nedan, visas elevgruppstesultat pa de nio frigorna péa for-
och eftertest samt 1 det f6rdr6jda eftertestet.

Tabell 19. Sammanstallning av elevgruppsresultat pa uppgiftsniva i cykel 1

Uppgift Fortest Ej svar Eftertest Ej svar Fordrojt Ej svar

n=17 n=17 eftertest
n=17

2b. Avbildning 2 5 10 0 10

2c. Avbildning 6 13 0 14

3. Forstora en 5 4 10 0 10

triangel i skala 4:1.

4. Forstora en cirkeli 4 3 6 0 8 0

skala 4:1.

5. Forstora en 5 1 9 0 10 0

kvadrat i skala 2:1.

8a Urskilja 7 5 11 2 10 6

langdférandring

8b Urskilja 1 7 1 9 2 7

areaférandring

9a Urskilja 5 6 6 5 5 3

areaférandring

9b Urskilja 6 6 11 4 11 3

langdférandring

Vad dr avbildning och vad dr inte avbildning? Testuppgift 2b och 2c

Resultatet 1 cykel 1 tyder pa en ofullstindig férstdelse av vad en avbildning
innebdr,  vilket antyder att det forvintade lirandet under
introduktionsaktiviteten i cykel 1, dd lingder och lingders forindring
behandlats i férhallande till avbildning och skala, inte har uppnitts. Drygt en
tredjedel av eleverna i gruppen visar genom sina eftertestsvar att de troligtvis
fortfarande har arean i férgrunden da de ska foérstora den givna bilden 1 skala
4:1, vilket betyder att de gor arean fyra ginger storre. De har inte givits
moéjlighet att under lektionen urskilja lingder och dess férindring vid en given
skala. Diremot dr det tva tredjedelar av eleverna som har urskilt innebérden
av avbildning. Den sista tredjedelen elever har inte motivets lingder i
férgrunden utan visar genom sina svar att de endast har urskilt formens, i det
hir fallet, kvadratens ytterlingder och att det dr dessa som ska bli fyra ganger
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sd langa. Drygt hilften av eleverna har urskilt bade formens (kvadraten)
lingder och motivets lingder i relation till den givna skalan, d.v.s. de ger
uttryck for att forstd den statiska proportionaliteten. Den Ovriga halvan av
elevgruppen visar att de fortfarande har problem med att hélla
lingdférindringen 1 foérgrunden genom att de inte verkar separera
lingdférindringen fran areaférindringen utan de anger att en bild vars yta har
blivit fyra ganger storre dr den korrekta avbildningen vid skala 4:1. De visar pa
sd vis att de fokuserar areaférindringen, d.v.s. de har ateafdrindringen i
térgrunden dé de 18ser uppgiften.

En elev har motiverat sitt svar ‘For nu far kvadraten plats fyra ganger i bredden
och lingden. Cirkeln dr ocksd ratt i forstoring’. Det dr en motivering som inte talar
for en explicit urskiljning av lingder, utan att det dr former som jamfoérs med
lingder. Med hinvisning till hur innehallet behandlades under lektionerna i
cykel 1 blev inte separation av lingder fran ytor si explicit, utan liraren
uttryckte att det far plats mindre former i stirre former’. Avbildningen blir inte
heller separerad fran ursprungsfiguren utan den kan uppfattas som en del av
ursprungsfiguren. Under lektionens aktivitet, dd A4-papper anvindes och
skulle delas i rutor for att askadliggdra férminskningen, kom inte lingder och
lingdférindringar i fokus utan det var istillet antal vikningar och antal rutor
eller former som var i fokus. Aven denna aktivitets iscensittning kan ha
paverkat elevernas svar pa dessa testuppgifter. Motivets lingder behandlas inte
i introduktionsuppgift del A utan endast i del B. Eleverna har 6verlag givit
knapphindiga motiveringar till sina svar.

Forstoring av olika geometriska figurer - testuppgift 3, 4 och 5

Lektionerna i cykel 1 har behandlat férstoring av rektangeln och cirkeln, men
inte triangeln, vilket betyder att eleverna endast kunde 16sa testuppgift 3
genom att anvinda tidigare kunskaper eller inneha férmdga att omvandla
kunskap som de erfarit under studiens lektioner till anvindbar kunskap i f6r
dem denna nya situation. Under cykel 1, dir det inte gjordes moijligt att
iscensatta flera eller explicita monster av variation for att varken urskilja
lingder och dess forindring eller fOr att urskilja areaférindring, kan man se att
endast en tredjedel av eleverna har erfarit f6rmagan att urskilja lingder i alla
dessa tre figurer, da de ska gora en skalenlig férstoring. Flera elever skriver
fortfarande bara att figuren ska bli fyra ginger storre respektive tvd ginger s
stor, men de uttrycker inte vad som ska bli storre. Cirkeln ser ut att vara ett
problem f6r eleverna. De svarar vissetligen pa den frigan under eftertestet,
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men antingen har de gjort arean fyra ganger sa stor eller sa har de bara skrivit
att cirkeln ska bli fyra gianger storre utan att tala om vad som ska bli fyra
ganger storre. Till uppgiften dir triangeln ska férstoras ritar drygt hilften av
eleverna en korrekt forstoring. Bland de Gvriga atta eleverna ritar sex stycken
en storre triangel, men de talar inte om vad det dr som blivit fyra ganger
storre. En av dessa dtta elever uttrycker tydligt att det dr arean som ska goras
fyra ganger storre. En elev har inte fokuserat likformighetsaspekten och sitter
ihop en bild dir fyra trianglar hinger ithop och bildar en helt annan form.
Samma analys kan dras utifrin elevresultaten nidr det giller kvadraten.
Majoriteten av de elever som inte gor en korrekt forstoring har hir bara skrivit
att kvadraten ska bli dubbelt sa stor.

Simultan urskiljning - Testuppgift 8 och 9

I dessa uppgifter efterfragas att eleverna bdde kan hélla lingdf6rindring och
areaférindring i forgrunden simultant. Dessa bada aspekter efterfrigas i en
och samma uppgift.

Tva tredjedelar av eleverna 16ste 8a korrekt. Hir fick eleverna siffror att
utgd ifran och Gverlag visar det sig att eleverna behirskar denna uppgift bra i
alla tre elevgrupperna. Men betyder det att de urskiljer vad som krivs for att
inneha en djupare forstielse av lirandeobjektet? Endast en av dessa elever
16ste dven uppgiften 8b korrekt och det var samma elev som ocksa kunde 16sa
uppgiften pi fortestet. Hela nio elever limnade blankt svar pa uppgiften.
Ovriga svar fran elevgruppen var att arean blev antingen fyra ginger storre,
vilket uttrycktes av tva elever, eller att arean blev dtta ganger storre. Att en
elev svarade att arean blev atta ginger storre kan visa att aspekten som dék
upp under cykel 2 i studien, och som handlade om att urskilja relationen
mellan lingdférindringen och areaférindringen, dr av betydelse for elevernas
forstdelse. Detta var ett svar som lirargruppen dock inte uppmirksammade
vid analys av eftertestet i cykel 1 som en mdjlig kritisk aspekt. Tre elever
uttryckte att de inte kunde 16sa uppgiften 8b da det endast fanns en lingd pa
Molly-mus. Eleverna uttryckte att de saknade bredden. I uppgift 9 skiljer sig
inte innehallet markant frin vad som har behandlats under lektionerna, d.v.s.
lingdférindring 1 bemirkelsen dubbla lingder och en efterfrigad
areaférindring, mer dn att det inte fanns bilder att utgd ifrin i testuppgiften.
Den utgdr i stillet fran en kontext dir eleverna sjilva fir skapa eventuella
bilder da de 16ser uppgiften. Pa eftertestet svarar 6ver hilften av eleverna att
det medfor att forstoringen blir 1 skala 2:1. Men av dessa elever ir det endast

107



HUR KAN DUBBELT SA LANGT BLI FYRA GANGER STORRE?

hilften som ocksa kan tala om att det medfér att arean blir fyra ginger si stor,
d.v.s. hilften av eleverna som urskiljer lingdfoérindringen har trots allt kvar
‘llusionen av linjdritet’, vilket visas genom deras svar, da de skriver att dven
arean blir dubbelt si stor di lingderna fordubblas. Det har tidigare
poingterats att de iscensatta monstren av variation inte var tillfredstillande
vatken for att urskilja lingder och dess forindring eller areaférindring i cykel
1, vilket dven elevresultaten bekriftar. I aktiviteten ’rektangel A4-papper’, som
ska fungera som en fusion, blir det ett fokus pa de antal vikningar som gors
for att fa fram en avbildning. Detta innebir att varken lingdforindring eller
areaférindring kommer i férgrunden och moijligheten till att separera lingder
fran area, samt att urskilja de kritiska aspekterna, gar férlorad.

Lektionsdesignens forandring infor cykel 2

Direkt efter de genomférda lektionerna 1a och 1b, diskuterar liraren och
forskaren designen i stora drag. Planeringsmétena som darefter f6ljer innebir
att hela lirargruppen analyserar designen och relationen mellan innehallets
behandling och elevernas lirande. De aspekter som tolkas att eleverna har
urskilt eller inte wurskilt blir underlag f6r hur ldrargruppen designar
nistkommande lektionspar. Lirargruppen enas om att de avsedda monstren
av variation ska ge eleverna maijlighet att initialt urskilja lingder och lingders
torindring 1 relation till en korrekt avbildning och en given skala. Det var
visserligen intentionen dven da lektionsdesignen foér cykel 1 planerades, men
de moénster av variation som iscensattes visade ingen systematik som
underlittade for eleverna, utan snarare motsatsen. Forslaget var att forfina
introduktionsuppgiftens avsedda ménster av variation genom att ge eleverna
mojlighet att uttrycka vad det dr de fokuserar i och mellan dessa bilder for att
pd sa vis synliggora vilka aspekter de urskiljer och inte urskiljer. Darfor
planerades det fOr ytterligare tvd aktiviteter; en ddr lingder och
lingdférindringar i férhillande till avbildning och skala skulle fokuseras och
en dir eleverna skulle ges mojlighet att separera lingdférindring frin
areaférindring fOr att pd sd vis ges mojlighet att urskilja lingder.
Lektionsdesignens 6vergripande mal var att ha ett tydligt fokus pa lingder och
lingdférindring och ldta areaférindringen ligga i bakgrunden i de forsta
aktiviteterna.
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Resultat av analys av lektionsparet i cykel 2

Fotografiet - Introduktionsuppgift del A
Mer information om aktivitetens design finns att lisa pd s. 88. Bilderna finns
pa s. 92 1 figur 10. Hir erbjuds eleverna, till skillnad frin i lektion 1a, alla tre
exempelbilderna simultant. Under den hir aktiviteten har eleverna jamfort
med den forsta lektionen 1a, ett mer gemensamt fokus pd att bilderna inte dr
likadana, att det dr olika former pa dem och att det betyder nidgot. Under
aktiviteten bjod ldraren in eleverna i en interaktion kring innehallet, d.v.s.
liraren talade inte om hur relationen mellan bas och héjd f6rhéll sig vid en
korrekt avbildning, utan istillet gav liraren eleverna mojligheter att sjilva dra
relevanta slutsatser. Detta skedde genom att hon stillde flertalet fragor dir
eleverna fick méjlighet att argumentera for sina svar eller funderingar, vilket
innebar att fler dimensioner av variation gavs mdjlighet att Sppnas upp
jamfort med samma aktivitet under lektion 1a.

Liraren borjar med att tala om att alla bilder som visas pa tavlan inte dr
avbildningar av ursprungsbilden pa Tom.

Excerpt 12

L: Vi ska prata om avbildning. [Klickar fram alla bilderna pa en ging]
L: Vad tror ni, vilket foto hir skulle kunna vara en avbild av Tom?

E (Anton): Den till hoger.

L: Du tror den. [Pekar pa den till hoget]. Varfor? Vad ser ni ddr? Eller vad
ser ni hir och inte ddr? [Pekar forst pd bild 1 och 2 och sedan p4 bild 3]

E (Anton): Den till hger har samma form.
L: Horde ni? Den till héger har samma form.

L: Har inte den samma form [Pekar pd bild 2] som den dir? [Pekar pé bild
3]

E (?): Nej, den ir avlang.

L: Den ir avlang.

L: Den da? [Pekar pa bild 1]
E (?): Den ir bred

L: Den ar bred.
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L: Vad sdger ni? Om ni far vilja en av de hir som ska vara en avbild, eller
tva.

E (flera): Den till hoger.

Ovanstiende utdrag illustrerar ndgra elevers spontana svat pa varfor bild 3 ir
en korrekt avbildning och vad det ir eleverna fokuserar. Aspekten lingdernas
forindring fokuseras, men dven dess relation vid en korrekt avbildning, vilket i
det hir fallet dr en forstoring. Den korrekta bilden kontrasteras med de
felaktiga bilderna avseende elevernas uttryck samma forns’. Liraren kontrasterar
olika drag av aspekten lingd och deras férindring mellan bilderna, i relation
till elevernas pastienden. Elevernas forstielse anviands for att synliggéra
aspekter eller drag av lirandeobjektet. Detta sker i situationer da eleverna
uppmanas att argumentera for eller férklara vad det dr de erfar eller urskiljer.

Diirefter belyses dven motivets férindring, d.v.s. att alla lingder, dven de
som ir inuti fotografiet ska forlingas, vilket inte gjordes i denna aktivitet
under lektion 1a.

Excerpt 13

L: Vad ir det som ir likadant da? Ar inte. Vad ir det som ir inte likadant
som den? [Pekar mellan bild 2 och originalbilden)]

E (Angela): Alltsa, det dr ju samma form. Den dr samma, ja den 4r samma.
L: Den 4r samma, men vad ir det. Jag vill att ni ska hitta...

E (Angela): Den dr forstorad. [Avbryter liraren]

L: Ja, den ér férstorad men vad dr det som dr forstorat?

E (Angela): Bilden.

L: Ja. Men den ir vil ocksa forstorad? [Pekar pa bild 2]

E (Angela): Ja, men inte likadant.

L: Vad dr det som skiljer dem at? Mats?

E (Mats): Den lingst till hoger ér forstorad i samma, i storre skala.
L: Varfor dr inte den det da? [Pekar pa bild 2]

L: Vad ir det som ar fel?

E (Mats): Den dir andra, den har andra former.
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[fler elever ligger sig i

L: Andra former. Vad menar du med det?
E (Mats): Den ir utdragen typ.

L: Utdragen?

L: Evelina, vad siger du?

E (Evelina): Alltsa, den till héger, har man dragit ut bade lingden och
bredden, nej, vad det heter, héjden och bredden, eller lingden kanske.

E (?): Héjden och lingden.

E (Evelina): Bada.
I ovanstiende utdrag Sppnar en elev upp en variation kring begreppet
“férstorad’, en dimension av variation som dven ppnades upp under lektion
la.

Excerpt 14

L: Hir har vi en stridcka [pekar pd basen pa originalbilden] kolla nu, den
strackan dir [pekar pa basen pa bild tre] ska vara férdubblad da, den ir
dubbelt sd stor dir nere. Och si har man da [pekar pia hojden pa
originalbilden] den sidan och [pekar pa hojden i bild tre] ska vara dubbelt s

stor dir.
E (Stefan): fyra stycken far plats.
L: Mm, det dterkommer vi till sedan Stefan.

[.]

L: Och sa dr det en sak till. Det idr inte bara den strickan [Pekar pa basen]
och den strickan [Pekar pd hojden] utan dven det som dr inne i bilden
behéver férstoras. Fér om vi gér den hir bilden dubbelt sa bred och later
Sgonen sitta med samma avstind pa Tom, si skulle han se ganska rolig ut.
Ar ni med? Aven sjilva fotot inne miste bli bredare och hégre om man
forstorar.

E: Det méste vara sa for alla saker.

L: Ja, precis. Det ir inte bara formen utanpa.

[.]
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L: D4 finns det ett ord for det hir och det ér att den bilden ar likformig
[pekar och jimfér originalbilden och bild tre]

Under det hir momentet gor en elev dven ett mycket tyst inspel angiende
areans forindring. Det uppmirksammas dock inte av liraren. Efter ytterligare
en minut, dd liraren jimfor originalbilden med bild 3, den korrekta avbilden
gOr en annan elev ett inspel angdende areans forindring. Den hir gingen
uppmirksammar liraren inspelet, men viljer att inte fokusera den aspekten
just da. I slutet av momentet belyses dven motivets forindring, d.v.s. motivets
lingder.

Liraren kontrasterar originalbilden med en av de andra bilderna, vilken
ocksa dr storre till ytan dn originalbilden, men inte dr en korrekt avbildning.
Innebdrden av ’forstorad’ belyses i relation till uttrycket ’likadant’. Eleverna
uppmanas att beskriva vad de menar med likadant och dirigenom ges eleverna
en moijlighet att urskilja lingdférindringen. Begreppet likformighet tydliggérs
mer explicit under den hir lektionen 4n i den tidigare, lektion 1a.

Tabell 20. Sammanfattning av de iscensatta monstren av variation i introduktionsuppgiften del A

i cykel 2
Moment Bas Hojd Motiv Area Urskiljning
Bild 1-3.Bas v \Y Fokuseras Fokuseras Separera bas
dubblas och inte inte och héjd och
héjd dubblas. urskilja dess
forandring
och relation
vid en
avbildning
Bild 1-3 v v v Lyfts av en Separera bas
elev, men och hojd samt
fokuseras att urskilja
inte. dess relation
vid en
avbildning

Plustecknet - Introduktionsuppgift del B

En bild, nummer 2, har tillkommit i uppgiften jimfoért med cykel 1 for att
kunna iscensitta ytterligare kontrasteringar och pé sa vis ytterligare mojliggdra
att kunna separera bas frin hdjd men ocksd for att ge fler mojligheter att
kunna Oppna fler drag avseende motivets lingder och lingdférindringar.
Uppliagget dr for 6vrigt det samma som i den féregiende lektionen och mer
information angiende aktivitetens design kan lisas pi s.88.
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Figur 15. Introduktionsuppgiften del B i cykel 2

Areans forindring lyftes upp, men problematiserades inte i foregiende
uppgift. Eleverna visar dven 1 denna uppgift att de vill kontrastera
lingdférindringen med areaférindringen.

Eleverna ges hir liksom i forsta delen av aktiviteten, rika mojligheter att
urskilja lingder och dess fordndringar vid avbildning. Motfragor stills till
elevernas argument for att pd sia vis gora innehallsliga kontrasteringar.
Eleverna ges didrmed mdjlighet att explicit tala om vad de har urskilt. Det
forsta erbjudna monstret av variation iscensitts genom att eleverna ska tala
om huruvida bild 1 4r en korrekt avbild eller inte och i sa fall varfor den 4r det
eller inte 4r det.

Excerpt 15

L: Ar det ndgon som tinkt s hir? [Visar bild ett]
E (flera): Nej!

L: Nej, varfor inte det?

E (Mia): For att den dr avling.

E (Johan): Den ir bara bredare.
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E (Mia): Ja.

L: Och den ir inte, vad ar den inte da?
E (Mia): Den ir inte forstorad [tyst].
L: Vad sa du?

E (Mia):Den ir inte utdragen pa bdda sidorna, eller alla, héjden och lingden.

Eleverna ges mojlighet att separera bas och héjd och genom detta urskilja
lingdforandring. Liraren fortsitter stilla fragor till eleverna for att fa syn pa
vad eleverna urskiljer.

Excerpt 16

L: Far jag hora? Hade ni nagonting?

E (Angela): Nej, jag sa bara att krysset, det hogra (pekar pd originalbilden) dr
ju, ska ju vara lika, och det 4r det ju inte pa en andra (pekar pa bild 1). Aven
om det ser ganska logiskt ut.

L: Okej, om vi skulle kolla inne i bilden. Och den hidr menar du pa [pekar pa
bild 1] 4r inte en avbildning av det dir korset? Ser man det? [pekar pd
originalbilden]

E (Angela): Ja, det ser man.

En elev belyser motivets férindring, och menar att motivet ser logiskt ut,
vilket kan tolkas som att elevens innebord av logiskt i detta fall innebir att
hon urskiljer att dven motivets lingder ska férdubblas dd basens lingd
férdubblas. Aspekten korrekt avbild kommer da i bakgrunden.

Bild 2 visas, vilket dr en bild som inte fanns med i cykel 1. Den har samma
form som bilden innan, men den innehiller tva plustecken bredvid varandra.

Excerpt 17

E (Mia): Nej, det dr bara tva bilder bredvid varandra.
E (Lisa): Ja.

L: Det ir inte heller en avbildning. Okej?

E (Mia): Det dr en férdubblad avbildning.

[.]
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E (Mia): Man ser ju att det 4r tva sidana som stir bredvid varandra, det ér ju
inte samma form, proportioner pi den.

[.]

L: I sjdlva formen sd har men gjort den bredare, eller dubbelt si bred som
den strickan [pekar pa basen] dir, men héjden dr oférindrad.

L: Ja [pekar pa plustecknet], for att det ska vara en avbildning ska det finnas
ett dir ocksd.

Fordubblad avbildning, dyker upp som intressant aspekt frin en elev. Eleven
stiller sitt uttryck férdubblad avbildning’ i kontrast med proportionalitet 1 en
korrekt avbildning. Direfter visas bild 3.

Excerpt 18

E (Mia): Det ir inte dubbelt sa stort dir det ska vara.

L: Vad ir det som inte ska vara dubbelt si stort?

E (Angela): Omkretsen.

L: Ah, ddr sa du nagot nytt. Det har vi inte nimnt férut.

E (Angela): Ja.

L: Men det var bra.

E (Mia): Ja, men alltsd, basen har ju férdubblats pa de hir, men det har ju

inte héjden gjort, sd om du hojer eller ligger till dubbel héjd pa de dir, dé

kan man ju fa plats med fyra sidana dir.

L: Jag har fler exempel.

E (Elina): Men maéste du fortsitta?

L: Vi hoppar hit da? [Visar bild fem]

E (flera elever): Nej!

E (Max): Det far plats fyra i den.

E (Minna): Men man miste vil fortfarande férlinga korsets. ..

(Minga elevroster hors)
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L: Vinta. Jag vill att en at gdngen pratar. Annars blir det sd svért for er att
lyssna. Casper, vad siger du?

E (Casper): Korset maste ocksa forstoras for att det ska vara en avbildning.
E (Max): Men det dir dr vil fyra ganger sa stort?

E (Casper): Resten ir ritt, férutom korset.

L: Sa den hir h6jden hir dr férdubblad som du siger.
E (Casper): Och bredden ocksa.

L: Férdubblad.

L: Men

E (Casper): Korset

L: Ar inte

E (Casper): Ni. [Bild 6 visas|

E (flera elever): Jaaal

E (flera elever): Tack.

E (Max): Men den dr vil fortfarande fyra ginger sa stor?

Ovanstiende utdrag visar att det gdrs kontrasteringar mot de tvd tidigare
bilderna. Ett drag av aspekten lingd, i det hir fallet omkretsen, lyfts av en elev
vilket liraren uppmirksammar utan att problematisera det. En elev lyfter
ocksa aspekten areans férindring, vilket liraren inte ger respons pa just da och
inte heller den aspekten behandlas explicit i denna sekvens. Lite senare dyker
dock aspekten upp pa nytt da den dterigen lyfts av en elev. Elevernas spontana
reaktioner tolkas som att majoriteten av eleverna har urskilt vad som krivs f6r
att gora en korrekt avbildning av bilden “plustecknet’.

Alla bilder finns nu samtidigt pé tavlan och elever och lirare fortsitter att
resonera kring vilka lingder de urskiljer och hur de férhiller sig till den givna
skalan.

Excerpt 19

E (Casper): Fran taket till korsets borjan.

L: Hirr
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E (Katl): Ja. Ar det ocksi dubbelt s4 stort dir?
L: Ja. Horde ni det? Jatteviktigt.

[.]

L: Och, som Angela sa, si galant alldeles nyss. Om den strickan dr
férdubblad [pekar pd basen] och den strickan [pekar pa hojden] och den
férdubblad [pekar pd basen] och den férdubblad [pekar pa héjden], sa ir

omkretsen ocksé férdubblad.

L: Sedan, det du sa Max ska vi nog dterkomma till om en liten stund.
E (Max): Men ir det inte s da?

L: Jo.

E (Max): Men vi skulle ju tvidubbla?

IL: Ska vi ta det?

E: Max): Ja

L: Vi kor det.

[.]

L: Men Max vi tar det du sa. Du sa att den hir ir fyra ginger sa stor som
den dir [pekar mellan bild sex och originalet].

E (Max): Ja, for det far plats fyra stycken sadana.

L: Tinker du lingder dé eller tinker, hur tinker du?
E (Max): Fyra former liksom.

L: Du tinker area?

E (Max): Ja.

L: Ska det férdubblas eller gbras i skala 2:1, sa ska den lingden [pekar| bli
dubbelt sa stor ddr, den héjden ska bli dubbelt sd stor dir [pekar]| och allting
hir [visar inuti]. Alla lingder ska bli dubbelt sa stora.

En elev 6ppnar upp fler virde ur dimensionen lingder da han tar upp lingder
de inte fokuserat, si som avstindet mellan bildens Oversta bredd och
plustecknets 6versta del. Aven liraren 6ppnar upp en dimension av variation
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avseende aspekten lingd dd omkretsen som en variation pd lingd lyfts in. Det
ar visserligen en aspekt som en av eleverna tidigare belyst, men som da inte
behandlades. I slutet av momentet lyfts aspekten areaférindring in som en
kontrast till skalan 2:1.

I aktiviteten kommer inte areaférindring i férgrunden explicit och det ges
dirfor inte mojlighet att simultant urskilja lingdférindring och areaférindring.

Liraren drar elevernas uppmirksamhet mot lingdf6érindringarna och
uttrycker att det dr dessa som dr viktigast dd man rdknar med skala.
Areaf6rindringen problematiseras inte, d.v.s. det blir ingen diskussion om
varfor arean inte blir dubbelt si stor, utan bara att den inte blir det.

Tabell 21. Sammanfattning av de iscensatta ménstren av variation i introduktionsuppgiften del B

i cykel 2.

Moment Bas Ho6jd Motiv Area Urskiljning

Bild 1. Basen ar v i v Fokuseras inte  Urskilja langder och dess
fordubblad. Motivet férandring vid avbildning i
forandras. relation till given skala.
Bild 2. \Y i v Fokuseras inte  Se ovan

Basen ar fordubblad.
Motivet ar forandrat i
forhallande till bade
originalbild och bild 1.

Bild 3. v i i Fokuseras inte  Se ovan
Basen ar fordubblad
Bild 5. Basen och héjden v v i Lyfts av en Se ovan
ar fordubblade. elev, men
fokuseras inte.
Bild 6. En korrekt avbild v \Y v v Som ovan samt urskilja att

det sker en areaf6randring
i relation till korrekt avbild.

Rektangel - férstoring och férminskning

Nista planerade aktivitet fanns inte med under cykel 1. Den kan delvis ses
som en generalisering till introduktionsuppgiftens bada delar, da det dven nu
ir en rektangel frin vilken de kritiska aspekterna fokuseras. Det som dr nytt dr
att den dessutom innehiller en konstrast mellan férstoring och férminskning.
Aktiviteten dr tinkt att iscensittas som en fusion da alla de presumtiva kritiska
aspekterna efterfrigas. Kvadraterna jimférs med varandra fOr att pa sa vis
mojliggora en urskiljning av lingder, lingdférindringar och areaférindringar.
Utifrin vad de urskiljer ska eleverna tala om vilka skalor avbildningarna ér
gjorda i.
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Figur 16. Bild till aktiviteten 'rektangeln’ i cykel 2

I det hir momentet uppmanar liraren eleverna att jimfora kvadraterna med
varandra fOr att pa si vis mojliggbra en urskiljning av lingder och dess
férindringar samt areaférindringar. Utifrin vad de urskiljer ska eleverna tala
om vilka skalor avbildningarna 4r gjorda 1.

Excerpt 20

L: Andreas vad siger du?

E (Andreas): For att det far plats fyra kvadrater dir i den dir stora.
L: Ja, det far plats fyra kvadrater.

L: Vad idr det i sa fall f6r skala?

E (Erik): 1:2

L: Vad jobbigt det blev. Okej, det hir 4r skala 1:2, men det far plats fyra
stycken kvadrater av den i den [pekar] Johan?

E (Johan): Som du sa riknar man strickan, inte lingderna eller arean menar

jag.

[--]

E (Anna): Men man kan vil rikna sa, si gar det enklare?
L: Va?

E (Anna): Far man inte rdkna si?

L: Jo, fast det ar inte skala 1:4.
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[.]

L: Visst kan man ridkna ut sa, men jag tror att ritt manga kommer fastna i
ett resonemang dir man tinker att man skriver att det hir [pekar pa den
mindre rektangeln] dr skala 1:4 om man tinker area.

Samtidigt som eleverna ska tala om vilken skala den lilla rektangeln 4r avbildad
1 lyfts areaférindringen, vilken kontrasteras med ’tvdan’ i skala-uttrycket. Dock
problematiserades inte areaférindringen.

Eleverna gavs hiar mojlighet att urskilja areaférindring och genom detta
gora en kontrast till lingdférindringen. En elev &ppnar dven upp
dimensionen av variation avseende relationen mellan lingdf6rindring och
areaférindring genom att friga om det alltid 4r sd att da lingderna blir dubbelt
sd langa, si innebdr det att areaférindringen blir den dubbla
lingdférindringen. Frigan fran eleven dr otydlig och dven elevens och
lirarens resonemang direfter blir otydligt varpa liraren slipper frigan ganska
omgiende. Den fér studien femte kritiska aspekten: ’relationen mellan
lingdférindring  och  areaférindring’,  identifieras dock  hir men
problematiseras inte explicit 1 denna aktivitet.

Tabell 22. Sammanfattning av de iscensatta monstren av variation i 'rektangeln’ i cykel 2

Moment Bas Hojd Area Urskiljning

Rektangel, Y v v Langder, langdférandring och
forstoring och areaférandring samt dess relation
forminskning till avbildning. Relationen mellan

langdférandring och
areaférandring lyfts av en elev,
men problematiseras inte.

Rektangel A4-papper - forminskning

Nista aktivitet 4r dven det en fusion. Mer information avseende aktivitetens
design kan ldsas pd s. 88. Liraren introducerar gruppuppgiften pa samma sétt
som det gjordes i cykel 1, d.v.s. genom att prata om att pappret ska vikas si att
onskvird avbild kan visas upp. Eleverna fir gruppvis redogéra fér hur de
resonerat ndr de 16st uppgiften och liraren framhaller att eleverna inte
behéver vara Gverens inom gruppen utan att flera svar kan redovisas. P4 sa vis
ges det mojligheter att genom en kontrast mellan olika svar urskilja de fyra
presumtiva kritiska aspekterna, som planerats att vara fokuserade. Under
aktivitetens andra del lyfts den femte och ocksd nya aspekten; relationen
mellan lingdf6rindring och areaférindring.
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Liraren gir runt mellan elevgrupperna fOr att finga in deras resonemang
och fa en Overblick 6ver hur de gar tillviga och vad de tycks urskilja.
Redovisningen startar med att en elevgrupp ska redogdra £or sin férminskning
i skala 1:2.

Excerpt 21

E (Mia): Okej, vi var inte Gverens.

L: Nej, men det beh6ver ni inte vara.
E (Mia): Okej

E (Vera): Vi, en utav oss tyckte den hidr [visar upp ett alternativ, den
korrekta, bilden till hoger]

L: Si en del av er har vikt pappret tvd ginger [ritar upp alternativet pi
tavlan].

E (Stefan): Men alltsa.

E (Vera): Nej, men jo.

E (Mia): Ja, vi har vikt pappret tvd ginger.

L: Ja.

E (Mia): Men du har vikt pappret en ging [nickar mot en Stefan].

Ovanstidende utdrag visar en grupp dir tva svar redovisas. Dessa tvd svar
indikerar att eleverna har haft olika aspekter i férgrunden.

Figur 17. Elevsvar i aktiviteten 'A4-papper’ vid forminskning i skala 1:2 i cykel 2

Liraren ritar upp de bdda alternativen och frigar sedan hur de har tinkt och
vill att eleverna ska sétta ord pd vad de har urskilt, till skillnad frin lektion 1a
dir eleverna inte i lika stor utstrickning fick méijlighet att utrala sig om vad de
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urskilt. Dir fanns ett stérre fokus pa vikningarna. Trots att liraren dven i cykel
2 pratar om att vika pappret, frigas det samtidigt om varfor eleverna har vikt
som de gor, vilket kan tolkas som att det implicit fragas efter vad det ir
eleverna har urskilt. Detta gjordes inte i lektion 1a och 1b. Liraren uppmanar
eleverna i gruppen att jimfdra sina svar.

Excerpt 22

L: Stefan, hur tinkte du, du ville ha den dir va? [pekar pd bild nr ett]. Hur
tinkte du da?

E (Stefan): Det ir halften.
L: Du séger att det dr skala 1:2?

E (Stefan): Mm

L: Mia, hur tankte du?

E (Mia): Jo, jag tinkte sd hir, om man ska dela alla sidor pa tva, sa blir det,
dir och dir [pekat] och da blir det sd [visar upp sitt forslag]

E (Mia): Om det ska vara hilften av allting, sa blir det sa, fér de [nickar at
Stefan] har ju bara gjort hilften pa, eller pa vagrita sidan.

Eleven Mia visar genom sitt svar i ovanstiende utdrag att hon har urskilt
lingder och lingdférindringar och att det dr det hon har i férgrunden dd hon
ska férminska pappret. Analysen stirks ocksd da hon kontrasterar sitt svar
med Stefans svar, ddr hon poingterar att han endast har férkortat en
dimension av pappret. Mia visar genom sitt pastdende att gruppmedlemmarna
som visar férminskningen som hilften av arean, glomt att dela ena sidan av
rektangeln med tvd. Stefans svar kan dock tolkas som att han har delat arean i
hilften. Kontrastering mellan vad som troligtvis halls i férgrunden gors
implicit. Hir finns sdledes en distinktion mellan att 4 ena sidan ha fokus pa
areaférindringen och 4 andra sidan ha fokus pa lingdférindring, dock enbart
avseende en dimension.

Liraren fragar efter ytterligare elevsvar, men det finns inga andra varianter
bland grupperna. Liraren gor en kontrastering och fragar specifikt efter om
ingen har tinkt sd hir;
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Figur 18. Elevsvar i aktiviteten 'A4-papper’ vid forminskning i skala 1:2 i cykel 2, ett icke korrekt

svar.

Excerpt 23

E (Mia): Nej, alltsd det dir hade varit exakt samma sak som den dir
ovanfor, men grejen dr att dela i bada delar.

[.]

E (Stefan): Alltsd, proportionerna skulle ju bli fel fran originalfiguren.

I detta utdrag visar eleverna genom sina uttalanden att det ges mojlighet att
urskilja lingder, lingdférindring och innebérden av avbildning.

En jimforelse kan gbras med hur innehillet behandlades i cykel 1, da
eleverna i lektion 1b skulle f6rminska A4-pappret i skala 1:3. Léraren fragade
inte 1 det momentet efter hur eleverna resonerat dd en av grupperna redovisar
sin 16sning dir de har delat pappret 1 tre lika stora delar. Det poingteras
endast att alla sidor ska delas i tre delar. I det momentet uppstod en méjlighet
att kontrastera elevernas l6sningar mer explicit och genom detta urskilja
lingdf6érindring och areaférindring simultant. Denna méjlighet togs dock inte
till vara i lektion 1b. Vad hinder i lektion 2a, di liraren hamnar i samma
situation, men nu med skala 1:2 i fokus? Eleven Mia redogér £6r sin 16sning.

Excerpt 24
E (Mia): Om det ska vara hilften av allting, s blir det sa.

E (Stefan): Det blir en fjirdedel, de blir inte en halv.

Liraren ger sig inte utan vill verkligen att eleverna ska ges méjlighet att urskilja
lingdernas foérindring och areaférindringen. Eleverna uppmanas att sitta ord
péa vad de fokuserar.
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Excerpt 25

L: Ja, det dr en fjirdedel. Vad ér det som ir en fjardedel?
E (Mia): Den ir delad i fyra bitar.
L: Vad dr det som ir en fjirdedel?

E (Mia): Det har inget med det hir att gora, alltsd, vi har ju sagt att det dr
lingd. Vi har delat lingderna.

L: Alice, vad siger du?

E (Alice): Alltsa ddr, dir har vi ju delat figuren i hilften, men dir har de ju

tagit strickorna i hilften.
[Lararen pekar pa bilderna pa tavlan|

E (Alice): Och det ir ju hilften av arean pa den 6versta och de har ju tagit
stricka och det 4r ju det man ridknar pé skala.

L: Sa det dir ar halva arean och det dar 4r halva strickan eller?
E (Alice): Ja.
[--]

L: Kolla pd tavlan. Den strickan hir dr hilften av hela. [Pekar pa basens
lingd]. Mia, dr den strickan dir hilften av hela?

E (Mia): Ja.
L: Ar den strickan dir [pekar pa héjden lingd] hilften av hela?
E (Mia): Ja.

L: En halv dir och en halv dir [pekar]. Da dr det skala 1:2, da dr det
forminskat i skala 1:2 dat.

L: Hir har vi halva areor [pekar pd dessa tva bilder]

En kontrast mellan areaférindring och lingdférindring iscensitts da eleverna
far forklara och argumentera for sina l9sningar. Lingdférindringen gors

explicit, dock inte areaférindring.

Direfter redovisas nista uppgift, vilken innebir att eleverna ska férminska
ett papper i skala 1:4. Uppgiften kan ses som en generalisering, dir rektangeln
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hills konstant frin féregiende uppgift, men att lingdférindringarna varierar,
d.v.s. att skalan férindras. Den elevgrupp som forst fir visa upp och resonera
kring sin 16sning visar upp en korrekt férminskning. Eleverna uppmanas att
sitta ord pd hur de resonerat for att pa s vis synliggéra vad som har urskilts.

Figur 19. Elevsvar i aktiviteten 'A4-papper’ vid férminskning i skala 1:4 i cykel 2
Excerpt 26
L: Vad ir det du har gjort egentligen?
E (Robert): Vikt det fyra ginger.
L: Varfér har du vikt det fyra ginger?

E (Robert): For att det ska bli fyra gdnger s4 litet.

Hir blev antal vikningar 1 férgrunden. I ovanstiende moment fragar liraren
efter varfor eleven har vikt fyra ganger och det kan tolkas som att eleverna ges
mojlighet att tala om vad de har fokuserat pid och liraren 4 sin sida ges
moijlighet att avgdra om eleverna har urskilt aspekterna. Men svaret som
eleverna ger visar att det dr vikningar de har haft i férgrunden, d.v.s. de ska
vika fyra ginger fOr att f&rminska pappret i skala 1:4. Liraren fortsitter att
fraga efter hur eleverna har vikt pappret for att géra f6rminskningen.

Excerpt 27
L: Ni hade 1:4, hur hade ni vikt?

E (Vera): Forst tinkte vi area, men vi blandade ihop en sak, sd dndrade vi
oss och gjorde som Mats gjorde.

L: Sé ni har bara ett 16sningsforslag |...]

E (Mia): Ja, med de dndrade ju sig. Fraga vad de gjorde innan.
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Eleverna visar sedan sin alternativa 19sning och liraren gér en kontrastering
mellan gruppernas olika svar.

EEPEE————
T
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1
1
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e
1
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1
1
EE e e L

Figur 20. Konstrast mellan tva elevsvar i aktiviteten *’A4-papper’ vid forminskning i skala 1:4 i
cykel 2

Excerpt 28
L: Och Mats, den 6vergav ni sedan, varfor gjorde ni det? [pekar pa bilden)]

E (Vera): Nej, for att jag kinde att det blev lite fel ocksé. Alltsa jag tinkte
area forst.

L: Ja, okej.
L: Ar det ndgon som kan férklara skillnaden pé de hir tva? [pekar]

E (Erik): Alltsi, om man tittar pd originalet, sd ser man ju att
proportionerna pa den nedre [den felaktiga bilden] idr ju fel jaimf6relsevis.

L: Ar detta inte en korrekt avbildning? [pekar pd den felaktiga bilden till
vinstet|

E (Erik): Ne;j.

L: Det ir sant, det dr ingen avbildning
Hirefter visar ldraren att alla strickor ska delas med fyra di det handlar om
skala 1:4 och jimfor det med den felaktiga bilden och pa vilket sitt lingderna
dir har delats samt vad det innebir att gra en korrekt avbildning.

En elev gor en tolkning av det felaktiga svaret, dir han lyfter in aspekten

relationen mellan lingdf6rindringen och areaférindringen.

Excerpt 29

E (Erik): Eftersom man tinker tvd upphojt till tva sa ska det vara fyra bitar
pé den skalan 1:2. Men tvd, men fyra upphdijt till tva dr ju inte atta, det dr...
ju 16 bitar pa den med ritt proportioner pa. Men det ar ju.
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E (Vera): Men man ska ju tinka lingder.
E (Mia): Ja, men om man gor det.

Hir gbr troligtvis eleven en generalisering fran féregiende moment dé skala
1:2 behandlades. Liraren gar dock in och bryter elevdiskussionen och visar att
i den felaktiga f6rminskningen har de bara delat basen med fyra, inte héjden,
den dr bara delad pd tva, vilken han sedan jimfér med den korrekta
forminskningen samtidigt som han talar om att dér ér alla sidor delade med
fyra. Liraren jamfor dven med areans fordndring, men endast genom att sidga
att forminskningens area inte 4r en fjirdedel av ursprungsarean och
poingterar sedan att det dr ‘lingderna vi hela tiden ska tinka pad’
Areaférindringen gors inte explicit i det hdr momentet och inte heller
relationen mellan lingdf6rindring och areaférindring. En elev 6ppnar upp for
dimensionen av variation nir det giller just relationen, men liraren lyfter inte
den vidare, utan riktar elevernas uppmarksamhet mot lingdférindringarna.

Nista del av A4-uppgiften, som dr en generalisering av féregiende uppgift,
organiseras pa samma sitt som under lektionerna 1a, 1b och 2a, men nu med
fokus pd skala 1:3. En gruppredovisning startas upp.

Excerpt 30

L: Pelle, vad kom ni fram till? Hur ser ert A4-papper ut? [Ritar en rektangel
pé tavlan]

E (Pelle): Man viker det siddr i tre bara.
L: Sadir, nigonting?

E (Pelle): Ja, exakt.

Figur 21. Elevsvar 1 i aktiviteten 'A4-papper’ vid férminskning i skala 1:3 i cykel 2.

Elevgruppen resonerar om att de inte riktigt 4r Overens om sitt svar och
uttrycker att "hgjden har vi inte delat, bara lingden’. Nigon kontrastering gérs dock
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inte under denna sekvens och huruvida eleverna endast urskilt lingder lings
en dimension eller haft areaférindringen i forgrunden da de 16st uppgiften
problematiseras inte. Nista grupp redovisar att de gjorde likadant som den
foregiende gruppen, men att de dven delade héjden pa tre.

SR |

Figur 22 Elevsvar 2 i aktiviteten 'A4-papper vid férminskning i skala 1:3 i cykel 2

Gruppen som direfter redovisar dr samma grupp som uncer lektion 2a inte
var 6verens nir det gillde forminskning i skala 1:2. Se excerpt 21 och 22. De
ir inte heller 6verens 1 den hir uppgiften.

Excerpt 31

E (Mia): Alltsa, vi har tvé svar.

L: Ah, det 4r samma som i gar, far jag hora.

[.]

L: Ni har en som ir sd hir [pekar pi ett svar som redan finas, d.v.s. den
korrekta avbildningen| och s har ni en som dr s [ritar en bild]

T
EpE—— |

Figur 23. Kontrastering av tva elevsvar i aktiviteten ’A4-papper’ vid forminskning i skala 1:3 i
cykel 2.
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Excerpt 32

E (Mia): Fast det blir fel f6r da har vi delat den hir sidan med tre och den
andra med tva.

Eleven far forklara varfér hon tycker att det blir fel och de bdda svaten
kontrasteras. Genom elevens resonemang lyfts den femte aspekten; relationen
mellan langdforandring och areaforindring, da eleven uttrycker att areaférindringen
fas fram genom att férdubbla lingdf6érindringen. En elev frin féregiende
lektion (2a) lyfte ocksd denna aspekt under aktiviteten ’rektangeln — férstoring
och férminskning’, men den behandlades dé inte vidare. Nir eleven utgick
ifran denna uppfattning i férra uppgiften, dd skala 1:2 var i fokus, resulterade
det i ritt svar, for arean blir en fjirdedel da man delar alla lingder med tva. 1
den hir uppgiften blir det dock problematiskt, dd hon utgar ifrin denna
uppfattning, samtidigt som hon poingterar att alla lingder ska delas med tre,
da skalan dr 1:3. Men, den uppfattningen hon ger uttryck fér avseende
relationen mellan langdforindring och areaforandring torblir 1 f6rgrunden och hon
viljer att svara enligt bilden ovan till vinster.

Excerpt 33

E (Mia): Alltsé, jag tyckte att det skulle bli s hir, att man delar pa mitten,
[visar pd ett papper hur girdagens uppgift 10stes| sa blev det fyra delar. Men
nir man ska dela den pa tre si borde det bli sex delar.

L: Men du var inte n6jd med den?
E (Mia): Jag vet inte.

E (Mia): Men dér har man ju delat bada sidorna med tre.

Liraren pekar pa bilden och skriver att avbildningens sidor ir en tredjedel av
originalbilden. Direfter far den sista gruppen presentera sin 16sning, vilket
visar sig vara en korrekt avbildning, d.v.s. de har frminskat alla lingder till en
tredjedel. Det dr fortfarande lingdforindringar som ar férgrunden, vilket blir
tydligt dd den sista gruppen resonerar om sin 19sning.

Excerpt 34

E (Alice): Den ska bli i skala 1:3 och dé ska sidorna, vad ska jag siga, bli tre
ganger kortare och sedan behévde vi ju fa nio bitar ocksé f6r arean.
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L: Okej, ni kom in pa det ocksa.

De uttrycker sig om arean, men inte explicit om den férminskade figurens
area jamfoért med originalbildens area. Areaférdndringen uttrycks hir som
former eller bitar som fir plats i en figur. Liraren slipper dock areaférindring,
vilket innebir att den aspekten inte gbrs explicit under det hir momentet. I
stillet fortsdtter liraren att ha lingdforindringen i forgrunden genom att
kontrastera den aktuella uppgiften med en uppgift fran lektionen innan, 2a.

Excerpt 35

L: En avbildning. Kommer ni ihdg. Minns ni en avbildning fran igr? Vad
var det som krivdes for att det skulle kallas en avbildning?

E (Erik): Likformighet
L: Likformighet, och hur kan nagot vara likformigt?
E (Exrik): S4 att proportionerna ér ritt.

L: Sa om man férlinger Toms lingd [aktiviteten fotografiet], si maste man

forlinga hans bredd ocksa.
E (Erik): Och allting dir i ocksa.

L: Det miste alltsa vara proportionellt for att vara likformigt. [...] Ritt svar
hir i skala 1:3 det 4r alltsd den hir [pekar pa den korrekta avbilden]

Tabell 23. Sammanstalining av de évergripande moénstren av variation i aktiviteten ’A4-papper’ i
cykel 2

Moment Langdforandringar  Area Urskiljning

Forminskning \Y v Langder, langdférandring och

av en rektangel areaférandring i relation till den givna

i skala skalan samt innebdrden av avbildning.
1:2och 1:4

Férminskning \Y v Langder, langdférandring och

av en rektangel areaférandring i relation till den givna

i skala skalan och innebérden av avbildning.
1:3 En elev lyfter ocksa implicit upp

relationen mellan 1&ngdférandring och
areaférandring, men det ar inget som
behandlas.
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Pizza - férstoring och férminskning av cirkel
Den hir aktiviteten introduceras pa samma sitt som i cykel 1. Mer
information finns att ldsa pé s. 89.

Foljande uppgift fick eleverna.

Pizzauppgiften.

Kalle och Pelle har gatt till pizzerian for att dta. De dr hungriga och vill ha sa
mycket pizza som méjligt. De funderar pd om de ska ta varsin barnpizza
eller om de ska dela pa en familjepizza fér att fa si mycket pizza som
méjligt. En pizza fran barnmenyn idr likformig med familjepizzan men
forminskad i skala 1:2.

Vilket alternativ dr det bista om killarna ska f4 sa mycket pizza som mojligt?
Eller spelar det ingen roll?

Forklara hur du resonerar.

Eleverna arbetar i grupp och f6r att 16sa uppgiften miste de urskilja alla de
presumtiva kritiska aspekterna; lingd, lingdf6rindring och areaférindring
simultant i relation till en korrekt avbildning. Lédraren gir runt mellan
elevgrupperna och fangar upp frigor, tankar och l6sningar.

Elevgrupperna far sedan i tur och ordning redovisa sina I6sningsstrategier.
Lararen fragar efter vilket alternativ som ar det bista och vill ocksa veta hur de
resonerat nir de kommit fram till sitt svar.

Excerpt 36

E (Max): Spelar ingen roll.
L: Lika stora?

E (Max): Ja

Den forsta gruppen visar att de hat haft areaférindring i forgrunden da de ska
términska pizzan i skala 1:2 och direfter avgéra om de ska vilja tva
barnpizzor eller en familjepizza fér att fi sa mycket pizza som mojligt.
Eleverna i gruppen visar att de har delat familjepizzan i tva lika stora delar och
sedan gjort om dem till tvi cirkelformade barnpizzor. En annan elevgrupps
svar far utgbra en kontrastering till ovanstiende svar.
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Excerpt 37

L: Vad sdger ni i er grupp?

E (Vera): Vi gjorde sa att vi tog familjepizzans diameter.
[-..]

E (Vera): Sedan delade vi den i tvd, si vet vi diametern pd barnpizzan.
[Liraren ritar upp det eleverna uttrycker]

[.]

E (Vera): Om man ska fa sd stor pizza som mdjligt si spelar arean roll. Vi
riknade ut att fyra barnpizzor far plats i en familjepizza.

Utdraget visar att de istillet har urskilt lingderna och dess foérindring da
pizzan ska férminskas. I en annan grupp gors en jimforelse med kvadraten

som i en tidigare aktivitet skulle f6rminskas i skala 1:2.

Excerpt 38

E (?): Jo, pa kvadraten sa skulle det fa plats fyra stycken i om det var en
siddan, en halv och sa da tinkte vi att da skulle det fa plats fyra pizzor i den.

[.]

E (?): Alltsa, det ddr var halften i arean, men det, vi ska inte rikna det, sd det
hir var hilften av diametern [visar upp sin bild]

Den femte och nya aspekten lyfts ocksd, men den problematiseras inte.

Excerpt 39

E (Kasper): Sedan utgick vi ocksa ifrdn att, i alla fall 4r det s nir man
riknar med kvadrater att arean, eller for vi tinkte mer area pa det hir
eftersom det var en mingd pizza man ville ha och dd sd blev det ju sa att
om man, om det dr skala 1:2, si far man ju ta den tvéan ganger sig sjilvt dir
uppe for att fa ut den nya arean och da blir den fyra istillet for tva, ja den
blir fyra ginger storre dn eller fyra ganger mindre menar jag.

Under den hir aktiviteten skapas en variation avseende elevgruppernas olika

l6sningsstrategier. D4 dessa olika 16sningsstrategier redovisas fokuseras ocksa
olika aspekter av lirandeobjektet. P4 grund av tidsbrist slutfér inte liraren den

hir uppgiften som det var tinkt.

De 6vergripande monstren av variation som anvindes av liraren for att

mojliggbra for eleverna att erfara innebérden av f6rminskning av en cirkel vid
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en given skala var de samma som i cykel 1. Fér att se sammanfattningen av
dessa se tabell 13, 14 och 15.

Analys av lektionernas mijliggorande av elevernas kunnande i cykel 2

I tabell 24 visas elevgruppens resultat pd uppgiftsniva. Direfter foljer en
analys Over elevernas lirande vilket jimfors med hur innehallet behandlades
under lektionerna i cykel 2.

Tabell 24. Sammanstallning av elevgruppsresultat pa uppgiftsniva i cykel 2.

Uppgift Fortest Ejsvar Eftertest Ej svar Fordrojt Ej svar

n=17 n=17 eftertest

n=17

2b Avbildning 5 1 14 0 13 0
2c Avbildning 4 5 17 0 17 0
3. Forstoraen 4 3 14 0 13 0
triangel i skala
4:1.
4. Forstora en 3 4 11 1 11 0
cirkel i skala
4:1.
5. Forstora en 4 1 15 0 13 0
kvadrat i skala
2:1.
8a Urskilja 12 2 16 1 16 1
langd och
langdférandring
8b Urskilja 1 7 4 4 5 2
areaférandring
9a Urskilja 2 6 4 6 5 3
areaférandring
9b Urskilja 8 7 16 1 15 2
langd och
langdférandring

Vad dr avbildning och vad dr inte avbildning? Testuppgift 2b och 2c

Innehallet har behandlats mer utforligt i cykel 2 jimfSrt med cykel 1 avseende
lingder, lingders forindring och innebdrden av avbildning. Det ett starkt
fokus pd lingder och dess forindringar genom bada deluppgifterna i
introduktionsuppgiften, vilket speglas i elevernas svar di 82 % respektive
100% av eleverna har svarat ritt pid de bada testuppgifterna, 2b och 2c. I det
férsta monstret av variation som iscensitts visas tre bilder samtidigt, vilket kan
tinkas erbjuda fler méjligheter till kontrasteringar och urskiljningar av lingder
och lingdernas férindringar. Liraren ger dessutom eleverna motexempel och
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iscensitter kontrasteringar genom att jaimfora deras inspel och pastienden och
pé sa vis anvinds elevernas forstaelse for att synliggora de kritiska aspekterna,
men dven for att synligebra nya drag av aspekterna. Resultatet indikerar att
eleverna har utvecklat en fOrstielse avseende urskiljning av motivets lingder
vid korrekt avbildning. Alla eleverna i gruppen visar, genom uppgift 2c, att de
urskiljer motivets lingder i relation till en korrekt avbildning. Ingen av
eleverna har dock visat explicit att de har arean i férgrunden dd de ska avgora
huruvida en bild dr férstorad i skala 4:1, d.v.s. ’illusionen av linjdritet’
framtrider inte bland elevsvaren. Eleverna ger motiveringar till sina svar som
antyder att de har separerat lingder fran yta tillfredstillande, t.ex. ’det far plats
fyra av den fOrsta rektangelns sidor i den stora rektangelns sidot’. De ger
uttryck for att det dr sidor som jimfors och inte former, vilket var ett
vanligare svar i foregiende elevgrupp.

hur du resonerar-
Ja
Nej
ag vetinte

et inte Férklara hur du resonerar:

B b sk vace e Sy | P e Sl Gpretora
ch wisle ale Voo £ S maste werm
Yorolors ovclota alt \ Cigures -

Figur 24. Utdrag ur elevsvar pa eftertest i testuppgift 2b och 2¢ i cykel 2

Férstoring av olika geometriska figurer - testuppgift 3, 4 och 5

Cykelns lektioner har i likhet med cykel 1 behandlat férstoring av rektangeln
och cirkeln, men inte triangeln, vilket betyder att eleverna endast kunde 16sa
testuppgift 3 genom att anvinda tidigare kunskaper eller inneha férméga att
omvandla kunskap som de erfarit under studiens lektioner till anvindbar
kunskap i f6r dem denna nya situation.

Tittar man pa eftertestresultat f6r denna elevgrupp, kan man se stora
skillnader 1 svaren jimfort med elevgrupp 1. I elevgrupp 2 dr det endast en
elev som 1 alla tre uppgifterna har konstruerat avbilder dir areaférindringen
varit 1 fokus. Ett intressant svar som dyker upp hos tvi av de elever som inte
16ser cirkel-uppgiften tillfredsstillande 4r att de fokuserar pa att arean ska bli
dtta ganger sa stor da figuren fOrstoras i skala 4:1. En av dessa elever uttrycker
aven att den storre triangeln ska innehalla dtta stycken mindre trianglar. Denna
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typ av uttryck syns dock inte i uppgiften om kvadraten. Utifrdn hur innehéllet
behandlades under lektionerna i cykel 2 kan man koppla detta svar till pa
vilket sdtt den nya kritiska aspekten, relationen mellan lingdf6érindring och
areaférindring belystes. Aspekten problematiserades aldrig utan den kontrast
som uppstod mellan tva elevsvar; att areaférindringen antingen blev dubbla
lingdférindringen  respektive att areaférindringen blev kvadraten av
lingdférindringen utvecklades inte vidare. Att motsvarande férstdelse inte gar
att finna 1 uppgiften om kvadraten kan dels bero pi att de monster av
variation som iscensattes i cykel 2 gav rika méjligheter att urskilja just lingder
och lingdforindringar hos rektanglar. Men mer trolig forklaring kan vara att
vid skala 2:1 blir areaférindringen fyra ginger si stor cavsett om svaret
grundar  sig 1 uppfattningen att areaférindringen  blir  dubbla
lingdfoérindringen  eller  att  arcaférdndringen  blir  kvadraten  av
lingdférindringen. Ytterligare ett svar som dék upp och som kan hirledas till
hur innehéllet behandlades i cykel 2 (och som hade med triangeln och cirkeln
att gora) var att eleverna gjorde en generalisering frin hur de fOrstorat
rektangeln till hur de resonerade da de skulle forstora triangeln och cirkeln.
Eleverna multiplicerade helt enkelt bade ’basen och héjden med fyra’, eller
uttryckte att de ska fi plats fyra former lings basen och fyra former lings
héjden, vilket skulle kunna tolkas som om de inte explicit har urskilt lingder 1
vatken triangeln eller citkeln, eller separerat lingdfrindring fran
areaférindring. Areaférindringen har ocksa i flertalet aktiviteter uttryckts som
torindringar av antalet former som far plats, utan att explicit redogéra f6r vad
som urskilts da detta uttryck anvints.

et bace,, &

Figur 25. Utdrag ur elevsvar pa eftertest testfraga 3, 4 och 5 i cykel 2

Nir det giller triangeln blir avbildningen visserligen korrekt, men har eleverna
urskilt lingder och dess forindring? Avseende cirkeln och denna
16sningsstrategi skapas en helt annan form én en cirkel.
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Majoriteten av de elever som gor korrekta férstoringar visar att de har
urskilt lingder av nagot slag, vilka de tar fasta pd, tex. si nidmns bade
diameter, radie och omkrets for cirkeln.

Simultan urskiljning - Testuppgift 8a, 8b, 9a och 9b

I elevgrupp 2 dr det endast en elev som inte anger en korrekt skala pa
forstoringen av den oregelbundna figuren i uppgift 8a da eleven viljer att inte
ge nagot svar 6verhuvudtaget. Att dértill ange hur mycket storre arean blir pa
den oregelbundna figuren i 8b visar sig dven for elevgrupp 2 bli svart. Endast
fyra av 17 elever uttrycker ritt svar. En tredjedel av elevgruppen uttrycker att
arean blir fyra ginger si stor dd lingderna blir fyra ginger si langa, vilket ir
firre d4n under fortestet dia hela nio eclever visade att de hade arean i
férgrunden. I uppgift 9 fragas det efter vilken skala forstoringen dr gjord i dé
omkretsen dubblas och dir svarar alla elever, férutom en som limnar blankt,
att skala 2:1 dr korrekt skala. Att ddrifrdn urskilja areans férindring g6r endast
en fjirdedel av dessa elever. En annan fjirdedel av eleverna limnar blankt och
den sista halvan svarar att dven arean blir férdubblad. Det resulterar i att
nistan hilften av eleverna i gruppen har kvar ’illusionen av linjiritet’, men de
urskiljer lingder och bestimmer skala korrekt.

Ingen av eleverna uttryckte i uppgift 8 att areaférindringen blir den dubbla
lingdférindringen, d.v.s. att ytan pd Molly-mus blir atta ginger storre. Den
femte aspekten, relationen mellan lingdforindring och areaférindring har
alltsd inte fokuserats av eleverna. Att resultatet ser ut sihir f6r den andra
elevgruppen talar for att de s.k. fusionsuppgifterna inte iscensatte effektiva
monster av  variation. Aktiviteterna under lektionerna dir innehillet
behandlades med fusionsliknande moénster var fler dn i cykel 1, men de gav
inte en tillfredsstillande mdojlighet att urskilja de kritiska aspekterna. De linjira
sambanden var starkt i férgrunden under storre delen av bdda lektionerna.
Eleverna gjorde flertalet inspel under flera olika aktiviteter ddr de visade att de
ville lyfta in areaférindringen, men aspekten 6ppnades inte upp explicit med
hjilp av de iscensatta monstren av variation. Det var endast under aktiviteten
rektangeln’ och ’A4-uppgiften’ som areaférindringen behandlades explicit.
Problematiken avseende den nya kritiska aspekten, ’relationen lingdférindring
och areaférindring’ askadliggdrs explicit 1 aktiviteten ’A4-pappret’. Den
Oppnas dock inte upp for variation och dirav har eleverna inte givits méjlighet
att erfara lirandeobjektet pa ett tillfredsstillande sitt. Majoriteten av eleverna
visar att de har en ’illusion av linjdritet’ i férgrunden dd de svarar att
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lingdernas forindring 4r de samma som areans forindring, d.v.s. om
lingderna férdubblas blir dven arean férdubblad.

Lektionsdesignens fordndring infor cykel 3

Aven direkt efter de genomférda lektionerna 2a och 2b, diskuterade liraren
och forskaren designen i stora drag. Under de planeringsméten som direfter
foljde diskuterade och analyserade hela lirargruppen designen och relationen
mellan innehallets behandling och elevernas lirande. De aspekter som
tolkades att eleverna har urskilt eller inte urskilt blir liksom efter cykel 1 och 2
underlag fér hur lirargruppen designar nidstkommande lektionspar. De
monster av variation som iscensattes under forsta delen av cykeln visade en
systematik med ett starkt fokus pa att urskilja de kritiska aspekterna; lingder
och lingdf6rindring i relation till avbildning och en given skala. Elevresultatet
indikerade att dessa monster var effektiva. Lirargruppen beslot att behalla
detta tydliga fokus pa aspekterna inledningsvis dven i nista cykel. De plockade
dock bort aktiviteten ’diagonalen’, dia den ansigs alltfér lik de féregiende
aktiviteterna. 1 stillet antog lirargruppen att det var systematiken i de
iscensatta monstren av variation som var av betydelse for elevernas
mojliggérande till urskiljning. Det som fortfarande tycktes vara svart for
eleverna var fusionsuppgifterna, dd de simultant skulle urskilja alla de kritiska
aspekterna. Hir tycktes det dock saknas en medveten struktur.

Lirargruppen planerade for ytterligare ndgra aktiviteter, vilka pa ett mer
systematisk sitt skulle erbjuda eleverna maoijlighet att separera lingdférindring
fran areaférindring. En ’r6d trdd’ formulerades for att erbjuda eleverna
moéjlighet att forst urskilja lingdférindringen och direfter areaférindringen
genom att iscensitta en generalisering dir rektangeln utgjorde grund for
innehallets behandling. Efter ndgra aktiviteter ersattes tektangeln av en cirkel.
Dessutom identifierades en ny aspekt under cykel 2; relationen mellan
lingdférindring och ateaférindring vilken ocksd skulle tas i beaktning.
Eftersom det dr en funktion av de &vriga kritiska aspekterna planerades den
att belysas i samband med dessa. Lirargruppen diskuterade 4ven
fusionsuppgiften dir ett A4-papper anvindes och menade att redovisningen
av denna maéste askddliggdras pad ett sidant sitt att lingder separeras frin atea
och lingdférindring frin areafdrindring samt att relationen dem emellan
synligg6rs 1 och med detta.
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Resultat av analys av lektionsparet i cykel 3

Fotografiet - Introduktionsuppgift del A
I den hir aktiviteten presenteras bilderna i likhet med lektion la sekventiellt,
men till skillnad frin lektion 1a, och i likhet med lektion 2a, si fokuseras
motivets lingder samt att areaférindringen lyfts men problematiseras inte.
Mer information avseende aktivitetens design kan lisas pa s.88.

Originalbilden visas férst och direfter de tre exempelbilderna i tur och
ordning.

Excerpt 40

L: Vi tar nista. [Ldraren visar bild 3]

L: Vad sdger ni om den hir bilden? Kidnns den som en okej avbildning?
E (flera): Ja.

L: Varfor siger ni spontant okej sa? Julia?

E (Julia): Den dr forstorad pa alla hall lika mycket.

L: Precis, den ir proportionellt férstorad.

[.]

L: S4 alla lingder har blivit dubbelt sa linga. Nu undrar jag, alltsd Toms
mun hir, har den ocksa blivit dubbelt s laing om ni jimf6r ddr [pekar], dr
hans muns avbildning ocksd dubbelt sé ling?

E (pojke): Ja

L: Vad tror du Elin?

E (Elin): Ja

L: Alla lingder maste bli dubbelt s linga. Om det nu é4r dubbelt det handlar
om hir nu. Och dr det en avbildning s ska det vara proportionellt, man kan
inte bara kéra en lingd och inte de andra lingderna. Si det hir var en

avbildning [pekar pa bild 3] och det var inte ndgon och det var inte ndgon
[pekar pa bild 1 och 2].

Hir ges inte eleven, Julia, mojlighet att tala om vad det 4r hon har urskilt da
hon sdger att bilden ar forstorad pd alla hall lika mycket. Liraren talar istillet
om vad det dr de ska urskilja. Liksom i lektion 2a ges eleverna hir méjlighet
att urskilja aspekterna; lingder, lingdernas foérdndring och innebérden i
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avbildning. I ovanstdende utdrag, dir bild 3 visas behandlas alla dessa kritiska
aspekter.

Kontrasteringar dir aspekterna, urskilja lingder och lingdférindringar dr i
fokus blir dock firre i den hir aktiviteten 4n i motsvarande aktivitet under
lektion 2a. Till skillnad frin samma aktivitet i lektion 2a ges eleverna hir inte
heller samma méjlighet att explicit uttrycka vad det dr de urskiljer, vilket kan
tolkas som att méjliga dimensioner av variation gar férlorade.

Tabell 25. Sammanfattning av de iscensatta ménstren av variation i introduktionsuppgiften del A

i cykel 3
Moment Bas Hojd Motiv Area Urskiljning
Bild 1 \ i Fokuseras Fokuseras Separera bas
Basen har inte. inte. och héjd samt
fordubblats. att urskilja
dess relation
vid en
avbildning.
Bild 2 i v Fokuseras Fokuseras Separera bas
Hojden har inte inte och héjd samt
férdubblats. att urskilja
dess relation
vid en
avbildning
Bild 3 v v v Lyfts av en Separera bas
En korrekt elev, men och héjd samt
avbild. fokuseras att urskilja
inte. dess relation
vid en
avbildning

Plustecknet - Introduktionsuppgift del B

I den hir uppgiften har ytterligare en bild, bild 6, lagts till de Ovriga jAmfort
med motsvarande aktivitet under cykel 2. Bild 6 innehdller fyra stycken
plustecken och avsig ge mdjligheter att skapa en konstrast mellan dubbla
lingder och en fyra ginger sd stor area i foérhallande till en korrekt avbildning.
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Figur 26. Bild till introduktionsuppgift del B i cykel 3

Eleverna fér i likhet med lektion 1a och 2a forst diskutera i grupp hur de
tycker att en fOrstoring i skala 2:1 av originalbilden skulle kunna se ut. En
helklassdiskussion fors sedan kring hur en korrekt avbildning ska se ut.
Eleverna ges hir méjlighet att beskriva vad det dr de fokuserar vid en korrekt
avbildning genom att gora kontrasteringar mellan de icke korrekta
avbildningarna och den korrekta avbildningen.

Lingder och lingdférindringar ges méjlighet att urskiljas och relateras till
korrekt avbildning i flera sekvenser under aktiviteten och genom flera monster
av variation. Kontrasteringar gors, bl.a. till féregiende deluppgift.

Excerpt 41

L: Vad sdger ni om det hdr, dr det en avbildning? [visar bild tv]
E (Helena): Nej, de har lagt ihop tva stycken.

L: Far det inte vara tva kors da?

E (Helena): Nej, for det dr ett kors pa denna bilden [pekar pd
originalbilden].

L: En avbildning 4r ju proportionellt storre. Vi hade ju inte tvd Tom innan
pé bilden eller hur, vi hade ju en Tom, hela Toms ansikte, allting var storre.
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L: Det dr visserligen tva kors [pekar pa bild tvd]. Den hir tvdan kanske ni
tinker har att gbra med, hinger thop med 2:1, men det ska bara vara ett
kors, och i det korset ska alla strickor bli, tvd ganger s linga.

Aven i denna cykel visar sig bild 2 6ppna upp intressanta dimensioner av
variation avseende vad som ska férdubblas vid en korrekt avbildning, vilket
ovanstdende utdrag visar delar av. Nir bild 2 visas upp, vilken innehéller tva
plustecken, gérs tvi kontrasteringar; den fOrsta innebir att arean fokuseras
genom att foresla att arean pd avbildningen ska bli dubbelt sa stor vid skala
2:1. Den andra kontrasteringen innebir att plustecknets antal fokuseras genom
att de tvd plustecknen i bild tvd kontrasteras med ’tvaan’ i skala-uttrycket,
vilket sedan sammanfattningsvis relateras till vad proportionellt innebdr. Nir
6vriga bilder visas, 6ppnas det upp fler dimensioner av variation avseende
lingder. Eleverna tycks, genom sitt sitt att uttrycka sig om bilderna under
resterande del av aktiviteten, ha urskilt de aspekter som ir av betydelse for att
torstd innebérden av en korrekt avbildning. Den nya bilden, bild 6, fyllde
ddrav ingen funktion.

Tabell 26. Sammanfattning av de iscensatta ménstren av variation i introduktionsuppgiften del B

i cykel 3
Moment Bas Hojd Motiv Area Urskiljning
Bild 1 visas. Basen har \ i v Fokuseras  Urskilja langder och dess
férdubblats. Motivet har inte. férandring vid avbildning i
forandrats. relation till given skala.
Bild 2 visas. Basen har v i v Fokuseras  Urskilja Iangder och dess
fordubblats. Motivet har inte forandring vid avbildning i
forandrats. relation till given skala.
Bild 3 visas. Basen ar Y i i Fokuseras  Urskilja langder och dess
férdubblad. inte. férandring vid avbildning i
relation till given skala.
Bild 5 och 6 visas pa tavlan. \ v Y Fokuseras  Urskilja langder och dess
Basen och hojden ar inte férandring vid avbildning i
fordubblade. Motivet ar relation till given skala.
forandrat.
Bild 7 visas pa tavlan. En Y v \Y Fokuseras  Urskilja langder och dess
korrekt avbild inte férandring vid avbildning i

relation till given skala.

Rektangel - férstoring och forminskning

Efter introduktionsuppgifterna iscensitts aktiviteter dir alla de kritiska
aspekterna ska behandlas. Areans férindring har endast lyfts upp kort under
ett moment i den tidigare aktiviteten, vilket betyder att den inte har
problematiserats. Under cykelns resterande aktiviteter behandlas dock
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areafdérindringen explicit. Kommande aktivitet ses som en generalisering till
introduktionsuppgiftens bida delar, men nu utékad, vilket innebir att den
dessutom innehaller en kontrastering mellan forstoring och férminskning.

/N

Figur 27. Bild till aktiviteten 'rektangeln’ i cykel 3

Under den hir aktiviteten behandlas férst en férstoring i skala 2:1 och en
términskning i skala 1:2 dérefter gbrs en generalisering till skalorna 1:4 och
4:1.

Hela lirandeobjektet ges mdjlighet att erfaras da alla de fyra presumtiva
kritiska aspekterna synliggérs. Dessutom problematiseras dven den femte och
nya aspekten, vilken identifierades under cykel 2. Aspekten areaférindring har
tidigare inte problematiserats under cykel 3. Den fokuseras forst 1 denna
aktivitet efter att lingder och lingdférindring varit i fokus genom flertalet
monster av variation tidigare under lektionen. Forst fokuseras dock lingder
och lingdernas férindring dven i denna aktivitet.

Excerpt 42

L: Det hir har jag nu avbildat [pekar pa den hogra bilden]. Jag har f6rstorat.
Den dir tvaan, det hir [ringar in 2:1 som star pa tavlan] star f6r skala. Men
vad ir det skalan innebir i det har fallet? Vad ir det tvdan star for, tror ni?

E (?): Hur médnga ginger storre.
L: Just det: Och i det hir fallet, nir det ér skala, dr det alltid lingder.

Utdraget visar att aspekten lingdfoérindring tas f6r given da eleven uttrycker
"bur manga ganger storre’. Hir gar en mojlighet forlorad vad giller att belysa vad
det dr som blir storre. Liraren dr inte vaksam pa vad det dr eleven menar som
blir stérre utan éppnar hir dimensionen lingdférindring och direfter ett drag
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av aspekten lingder. I nista sckvens lyfter en elev in areaférindringen i
relation till lingdférindringen. Det gors en kontrastering mellan
areaférindring och omkretsens f6rindring.

Excerpt 43

L: Vinta lite. Elisa siger du att den dr fyra gdnger sd stor?

E (Miranda): Omkretsen?

L: Ja, omkretsen ja.

E (Miranda): Nej, den borde vara tva ginger sa stor.

L: Vad siger du Axel?

E (Axel): Omkretsen dr dubbelt s stor och arean dr fyra ganger si stor.
L: Vi ska titta pa det.

[.]

L: Vi later arean hinga i nigra sekunder. Ar ni med pa att om lingderna blir
dubbelt sa stora (visar i figuren) sd méste omkretsen vara bli dubbelt s stor
ocksd. For det hir (visar omkretsen) ér ju alla lingder ihop.

[.]

L: Det handlar hela tiden om lingder, men det hinder saker med ytan
ocksa. Axel du var inne pd det. (...) Kan du utveckla din tanke?

E (Axel): Ja du.
L: Borde det inte vara dubbelt si mycket?
E (Axel): Nej.

[--]
L: Sa det blir en fyra ganger sa stor figur?
E (Axel): Ja.

L: Ytmissigt och arean blir fyra ginger sa stor, fast lingderna var dubbelt sd
stora. Sa det hdnder olika saker med lingder och areor. Men vi vill att ni ska
fokusera pa lingderna har.

Ovanstdende utdrag askddligedr hur aspekterna, lingdfoérindring och
areaférindring systematiskt behandlades, i relation till den givna skalan,
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genom de ménster av variation som iscensattes. Efter detta belyser en elev
relationen mellan lingdférindring och areaférindring genom att friga om
arean alltid férindras dubbelt s mycket som lingden vid en f6rstoring. Denna
aspekt identifierades som kritisk under cykel 2. Den lyftes dd upp vid tva
tillfillen, men problematiserades inte vid ndgot av dessa. D4 aspekten dyker
upp for forsta gingen i den hir cykeln problematiseras den inte omedelbart,
utan férst da den lyfts f6r andra gangen.

Excerpt 44

E (Sofia): S arean blir alltid dubbelt sa stor?
L: Ar det alltid dubbelt? Du menar att tva plus tva ir fyra?
E (Sofia): Ja. Eller?

L: Vi kan ha det som en arbetshypotes lite.

"Tvaan’ kan hir ses som intressant da den stiller till problem fér eleverna.
Dessa problem resulterar dock i att relationen mellan lingdférindring och
areafrindring problematiseras, men hur explicit gérs det?

Liraren gor sedan en kontrastering mellan den aktuella kvadraten och den
términskade kvadraten, vilken ocksa finns ritad pa tavlan. En jimforelse gors
mellan lingdf6rindring och areaférindring dir skillnaderna kan sigas bli
explicitgjorda. Hir ges méjlighet att se detta visuellt.

Figur 28. Innehallets behandling under aktiviteten ‘rektangeln’ i cykel 3.
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Excerpt 45

L: Hur mycket storre dr den arean [pekar pd originalbilden och den
férminskade bilden] 4n den arean?

E (Erik): Fyra.

L: Precis, den dr den fjirdedel [pekar pa férminskningen|. Ja den far plats
fyra ginger, fast lingderna har halverats, delats pd tva.

En elev &ppnar direfter upp dimensionen av variation avseende
lingdforandringen. Det iscensitts en generalisering dir rektangel halls
konstant men skalorna varierar till 1:4 och 4:1.

Excerpt 46

E (Johan): Om det ir typ fyra ginger... fir det plats...?
L: Om det hade varit fyra... skala 1:4?

E (Johan): Ja.

L: Kan vi, jag kan tinka mig gbra ett sidant hopp nu, till den skalan. Jag gér
det nu. Ar det okej?

Figur 29. Innehallets behandling i cykel 3 del 2 under aktiviteten "rektangeln’

En kontrast gérs nu mellan forstoringen och férminskningen med hjilp av
skala 1:4 och 4:1. Under den hir uppgiften lyfts frigan igen huruvida
areaférindringen dr dubbelt sd stor som lingdférindringen, d.v.s. dven
aspekten relationen mellan lingdf6érindring och areafbrindring berérs och
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problematiseras. Dessutom ges moijlighet att urskilja omkretsen som ett virde
av lingdférindring.

Excerpt 47
E (Johan): Den ir fyra ganger sa ling och den ir fyra ginger s lang [pekar]

L: S4 att lingderna, varje sida har blivit fyra ginger sa langa. Vad tror ni har
hint med hela omkretsen hir? [pekar]

[Flera elever pratar hir rakt ut och liraren upprepar vad som sigs.]
L: Fyra ganger sd stor? Fyra ganger sa ling?

L: Vad har hint med arean i sd fall? Lingd och omkrets mirker ni, att det
hinder samma sak. Det blir fyra ganger si stort. [Skriver upp detta pa
tavlan]

L: Men vad hiander med arean?

E (Allan): Atta

Eleven Allan g6r hir troligtvis en generalisering fran féregiaende uppgift dir
relationen mellan lingdfoérindring och areafdrindring lyfts, men inte
problematiseras, utifrin frigan om areaférindringen alltid 4r dubbelt sa stor
som lingdférindringen. Ingen notis tas Over svaret utan det dr ett annat
clevinspel som tidigare gjorts som belyses.

Excerpt 48

L: Heli, du har ju varit inne pa den hir tanken alltsd. Du har redan sagt det?
E (Heli): fyra ganger fyra idr 16.

L: Fyra ganger fyra?

Innan lararen talar om huruvida Helis svar var ritt, eller undersoker Helis svar
djupare, kontrasterar liraren svaret med Allans svar som dok upp ndgon
minut tidigare, men inte uppmirksammades just dd angdende ‘vad som bander
med arean?’.

Excerpt 49

L: Du sa tidigare Allan. Blir det dubbelt upp? Ar fyra plus fyra itta? Ja, det
ar ju dtta. [Pekar pa 4:1] Men det ir ju inte 16, eller hur? Utan det ir fyra

ganger fyra.

146



STUDIENS RESULTAT

En kontrastering gors direfter mellan forstoringen 1 skala 4:1 och
torminskningen 1:4. Den geometriska figuren dr densamma.

I den hir aktiviteten belyses de kritiska aspekterna systematiskt samtidigt
som de ocksd problematiseras. Det iscensitts kontrasteringar och
generaliseringar vilka méjligedr urskiljning av lingder och lingdférindringar
samt areaférindring i relation till korrekt avbildning och en given skala. D4
detta gors innebédr det ocksa att det ges mojligheter att urskilja relationen
mellan lingdf6rindring och areaférindring. Rektangeln dr i fokus liksom i de
tidigare aktiviteterna. Den systematik av monster av variation som iscensitts
genom denna aktivitet fanns nirmelsevis inte 1 de tva tidigare cyklerna.

Tabell 27. De 6vergripande monstren av variation som iscensattes i aktiviteten ‘rektangeln’ i

cykel 3.

Moment Bas Hojd Area Urskiljning

Rektangel, \Y \Y \Y Langder, langdférandring och
férstoring och areaférandring samt dess relation
férminskning vid avbildning och given skala.

Cirkeln - férstoring och férminskning
Nista aktivitet genomfdrdes vare sig i cykel 1 eller cykel 2. Det dr en
generalisering till foregidende aktivitet. Skalan halls konstant, i och med att
skala 1:2 och 2:1 dven fokuserades i den tidigare aktiviteten. Den geometriska
formen varieras, fran rektangel till cirkel. Det ges moijlighet att urskilja lingder
i cirkeln samt lingdf6rindringar och areaférindring i férhallande till den givna
skalan.

Foljande utdrag visar pad vilket sitt, genom olika mdnster av vatiation, som
aspekterna behandlades och att de p4 sd vis gavs méijlighet att urskiljas.

/Q\
o

Figur 30. Bild till aktiviteten 'cirkeln’ i cykel 3
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Liraren ber eleverna att férst fokusera lingder i en cirkel.
Excerpt 50
E (Julia): Diametern
L: Diametern. Tack. Den finns. Jittebra.
E (Allan): Radien
L: Radien.

[.]

L: Nu ska ni fundera pa, vad betyder den hir tvdan egentligen [Pekar pi
tvaan i 2:1]. Hur stor borde den hir cirkeln bli? [Pekar pa den till héger] om
jag jaimfor med den? Hur ska det bli om man ska avbilda? Ni far tinka. En
cirkel ér ju skitkonstig. Det 4r ju mycket enklare nir det dr en kvadrat eller
rektangel.

E (Lena): En ging lingre dn vad sjilva strecket dr, storre.

L: Menar du en ging, att vi férdubblar det?

E (Lena): Ja.

[--]

E (Lena): Om du ska férminska den, férminskar du den en ging.

[Liraren ritar den férminskade cirkeln pé tavlan.]

Eleverna 6ppnar upp dimensionen av variation avseende lingder genom att
belysa flera olika drag av aspekten lingd i situationen. En kontrast gbrs dven
mellan forstoring och férminskning avseende lingdernas férindring. Liraren
och eleverna resonerar vidare tillsammans kring férstoringen av cirkeln 1 skala
2:1 och dven areaférindringen fokuseras.

Excerpt 51

L: Men vad sjutton har hint med arean hir borta? [pekar pa forstoringen|
Ar den ocksi dubbelt sa stor?

E (Axel): Den har dubblat sjilva, vad heter det...

(Elevmummel)
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E (Axel ): Den har dubblat lingderna.

L: Vad tror ni, hur mycket storte tror ni arean ar?

E (Allan): Fyra ginger

L: Fyra ganger sa stor. Precis. Nu handlar inte skalan om arean, men det blir

effekter pa arean. Och jobbar vi med dubbelt si mycket [pekar pi 2:1] sd
blir det fyra ginger sa stor area.

Figur 31. Innehallets behandling i cykel 3 under aktiviteten 'cirkeln’

Aven i den hir aktiviteten iscensitts ménster av variation dir alla de kritiska
aspekterna, forutom relationen mellan lingdf6rindring och ateaférindring,
behandlas explicit. Den femte kritiska aspekten belyses implicit i och med att
det endast konstateras att Jobbar vi med dubbelt si mycket, sa blir det fyra ginger sa
stor area’. Monstren iscensitts med en systematik liknande den i féregiende
aktivitet, d.v.s. forst ges mojlighet att fokusera lingder, direfter
lingdférindringen och sist areaférindringen i relation till skala 1:2 och 2:1.

Tabell 28. De 6vergripande moénstren av variation som iscensattes i aktiviteten ‘cirkeln’ i cykel 3.

Moment Langder Area Urskiljning

Forstoring och v v Langder, langdférandring och areaférandring vid
férminskning av given skala

en cirkel.

Rektangel A4-papper - forminskning

Dai den i tredje cykeln tidigare genomfdrda aktiviteten ’rektangeln’ och dven
till viss del aktiviteten ’cirkeln’ behandlat samtliga kritiska aspekter genom ett
systematiskt iscensittande av monster av variation genomfors nista aktivitet
som en fusion. Aktiviteten, rektangel A4-papper’ genomférdes visserligen i de
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tva tidigare cyklerna, men di de kritiska aspekterna i den hir cykeln
behandlats mer explicit innan denna aktivitet genomférs kan man hir se
aktiviteten som en fusion dir eleverna ges mojlighet att urskilja alla aspekterna
simultant. Aktiviteten organiseras pa samma sétt som i de tidigare cyklerna
d.v.s. som en gruppaktivitet och startas upp genom att liraren introducerar
uppgiften i klassen och visar upp ett A4-papper. Direfter gir liraren runt
mellan grupperna och lyssnar pi elevernas resonemang for att pa sa vis
eventuellt f ta del av vad de urskiljer nir de I6ser uppgiften.

Exempel pa 16sningar som liraren har sett under elevernas grupparbete
ritas upp pa tavlan.

Figur 32. Kontrastering av tre elevsvar i aktiviteten 'A4-papper’ vid férmins«ning i skala 1:2 i
cykel 3.

Eleverna far ta stillning till de tre 18sningsalternativen simultant genom att i
helklass diskutera vilken av de tre bilderna som dr en korrekt avbildning i skala
1:2 och vilka som inte dr korrekta avbildningar enligt skalan. De uppmuntras
att tala om varfor det inte dr en korrekt forminskning.

Excerpt 52
L: Varfor dr den ritt? [pekar pa bilden lingst till héger]
E (Tjej): Man har delat bdde lingden och bredden.

[.]

L: Men vad har hidnt med arean undrar jag. Hur stor del dr den hir delen
[pekar pa den férminskade bilden] av hela den [pekar pa originalbilden]?

E (Elin): En fjirdedel

L: Ja, en fjirdedel. Ja. Fast det inte finns en fyra hir, sd blir det en fjirdedel.
Fyra ganger sa liten. Oke;.

Liraren lyfter in areaférindringen och kontrasterar areaférindringens
proportioner med lingdférindringens proportioner. Under den hir
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redovisningen ges eleverna mojlighet att separera lingder frin area och
relatera lingdférindringen till den givna skalan. Detta liknar det monster av
variation som iscensattes under aktiviteten *fotografiet’ i lektion 2a. Elevernas
tycks hir, liksom 1 den tidigare aktiviteten, vara eniga om att bild 3 dr den
korrekta forminskningen. Aspekten, relationen mellan lingdférindring och
areaférindring belyses implicit, vilket ocksé visas 1 ovanstaende utdrag.
Direfter dr det de grupper som arbetade med f6rminskning i skala 1:4 som
ska redovisa sina l6sningar. Aven hir visas de olika I6sningsforslagen
simultant. Grupperna far argumentera f6r om avbilderna dr korrekta eller inte.

Figur 33. Kontrastering av fyra mojliga elevsvar i aktiviteten 'A4-papper’ vid férminskning i skala
1:4 i cykel 3.

Excerpt 53

L: Den hir da, den ir ju i fyra delar? Den dr ju i fyra delar borde inte det
stimma med den [pekar pd bilden lingst till vinster samt uttrycket 1:4 som
stir pa tavlan].

L: Sebbe?
L: Allan?

E (Allan): Nej, den ir ju bara hilften. Lingderna ir ju bara hilften. Det blir
ju inte fyra ginger.

Kontrasteringar gérs forst mellan de tre inkorrekta 19sningarna och direfter
liggs den fjdrde och korrekta avbildningen till. De tva forsta svaren, dir arean
har delats med fyra, uttrycks inte av eleverna som en korrekt 16sning. I nista
alternativ har alla lingder delats med tva och arean har blivit en fjirdedel av
originalbilden.

Excerpt 54

L: Kan jag gora sd hir dd sa vi far alla att bli sd [ritar samtidigt den korrekta
férminskningen]

E (Alva): Ja, s fyra
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[.]

L: Man kan ju fundera pé hur stor del den dir [pekar pa férminskningen] dr
av den [pekar pd originalbilden].

L: Hur stor del dr arean jaimfort med den arean?
E (Carl): 16 ginger sd liten

[.]

L: [...] men lingderna var en fjirdedel.

Liraren ritar och visar att lingderna blivit en fjirdedel si linga och lyfter
direfter  aspekten  areaférindring  och  kontrasterar den  med
lingdférindringen. I den hir sekvensen belyses lingdférindring och
areaférindring explicit. Bada aspekterna kommer i férgrunden och behandlas
simultant. Relationen mellan lingdf6rindring och areaférindring kan endast
férnimmas.

Under lektion 3b, ska A4-pappret forminskas i skala 1:3. Aktiviteten
organiseras som ett grupparbete, i likhet med de tidigare cyklerna.

Excerpt 55

L: Det ni ska fundera p4d, hur gér man hir, med férminskning, om man gér
skala 1:3? Hur ska man vika det hir pappret for att det ska bli en korrekt
avbildning av det hir pappret? Ni fir en stund pa er sa kollar vi lite olika
resultat?

Pa tavlan ritas olika alternativa lésningsforslag upp. Men till skillnad fran
toregiende uppgift visas och diskuteras forslagen sexventiellt. Foérsta
l6sningen ser ut enligt féljande;

Figur 34. Forsta alternativet till 16sning i aktiviteten 'A4-papper’ skala 1:3 i cykel 3
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Excerpt 56

L: Vad ar det som ar fel eller ratt med den har?

[.]

E (Julia): Men de har ju gjort, alltsa bara ena sidan.

Den andra bilden dr ocksa ett alternativ dir hela A4-pappret har delats in i tre
delar, men nu lings hojden.

Figur 35. Andra alternativet till I6sning i aktiviteten 'A4-papper’ skala 1:3 i cykel 3

Excerpt 57

L: Var det ndgon som gjorde si hir dd? Vad dr det som ér ritt och vad ar
det som ir fel i den?

L: Jakob?

E (Jakob): Alltsd, det ér ju typ, det ér ju exakt samma form som den andra,
men den ér at andra hallet.

[..]

L: Men vad dr det den dir trean star f6r? [pekar pd 1:3 som stir pa tavlan]
L: Vad, hur ska man tinka?

E (kille): Hur mdnga ginger man ska dela.

L: Du menar hur mycket mindre man ska, mindre den hir firdiga lingden
ska vara dd allt 4r klart. Hur mycket mindre den dr ‘dmfért med
ursprungsbilden. [pekar pa bilderna]
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Figur 36. Tredje alternativet till I16sning i aktiviteten 'A4-papper’ skala 1:3 i cykel 3

I det ovanstiende momentet skapar liraren variation genom att kontrastera de
olika alternativen. Det dr elevernas inspel tillsammans med ldrarens frigor som
ger variationen. Liraren later dock inte eleven tala om vad han har urskilt utan
talar i stillet om f6r eleverna vad det dr som ska urskiljas, vilket kan jimforas
med lektion 2a och 2b dir ldraren i sitt sitt att stilla foljdfrigor visar att hon
vill att eleverna ska uttrycka vad det dr de har urskilt. Det dr dock inga
elevgrupper som redovisar ndgra av de felaktiga forminskningarna utan alla
grupper har en korrekt f6rminskning att visa upp. Efter diskussion kommer
det dock fram att en grupp har haft problem och egentligen har tvd svar. En
elev frin en annan grupp vill hir iscensitta en kontrastering mellan ritt svar
och fel svar.

Excerpt 58

L: Men hur blev det d4? Kan du visa?
E (Albin): Fel

E (Rosa): Fel

E (Julia): Alltsa, det 4r ju det lektionen gir ut pé, att vi ska visa vad vi gjorde
for fel. Vi ldr oss av vira misstag.

E (Julia): Allts4, hur vek ni?

[.]

E (Elina): Vi fick fyra rutor i alla fall, dtta menar jag.
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Gruppens bortvalda 16sning ritas upp pa tavlan.

R B —————

Figur 37. Fjarde alternativet till I16sning i aktiviteten 'A4-papper’ skala 1:3 i cykel 3

I den hir sekvensen synliggdrs att en elevgrupp initialt hade antal vikningar i
forgrunden. Gruppen hade liknande problem som en grupp fran lektion 1b
dir eleverna hade vikt pappret tre ginger da skalan var 1:3. Vikningarna kom 1
forsta cykeln att vara i forgrunden i aktiviteten. Aven i den hir cykeln har
liraren fragat efter hur eleverna har vikt sitt papper dd de gjort
férminskningen. Tar hon for givet att eleverna kan halla bide vikningatr och
lingdférindring 1 fokus samtidigt? Eller att de kan hélla vikningarna i
bakgrunden da de ska ha fokus pa lingdférindringen? Hir iscensitts dock en
kontrast mellan dessa bada; antal vikningar och lingdférindring avseende
skalan. Pd sd vis kan lingdférindringen komma i férgrunden igen. Vidare
belyses dven areans férindring samt ett nytt drag av aspekten lingd i och med
att omkretsen lyfts som en variation pa aspekten lingd.

Excerpt 59

L: Det ir inte helt ldtt att fa till, man maéste verkligen fa till, och tdnka till pa
vad stir den ddr trean for. Att fatta det. Det star ju inte for tre vikningar
egentligen. Utan man ska fa att den hir [visar i den korrekta bilden pa
tavlan] ska vara en tredjedel av den [visar basen] och den ska vara en
tredjedel av den [visar héjden]. Och ni kom till lingderna allihop.

[.]

L: Nu undrar jag sa hir, om lingderna blivit en tredjedel, vad har hint med
hela omkretsen?

[.]

E (Erik): Ja men omkretsen 4r ju en tredjedel.

[.]

L: Men hur resonerade ni Elin?
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E (Elin): Nej, men jag menar att sjilva ytan far plats nio ginger.

[.]

L: Lilla omkretsen édr en tredjedel av stora omkretsen precis som det var
med den lingden och den lingden [pekar i bilderna]

L: Men du menar den lilla arean Julia?

E (Julia): Ja.

L: Lilla atean ir en niondel av stora arean eftersom den fir plats nio ganger
dir i da.

Figur 38. Innehallets behandling under aktiviteten ’A4-papper’ i cykel 3 dar en kontrastering
gors mellan langdférandring och areaférandring.

De fyra presumtiva kritiska aspekterna ges mdjlighet att urskiljas under
aktiviteten genom flera monster av vatiation. Det genomfdrs jaimforelser
mellan de bada aspekterna lingdférindring och areaférindring. Relationen
dem emellan belyses dock inte. Det iscensitts flera kontrasteringar dir
separation av lingder och area gérs mdjlig, men det ges dven moijlighet att
urskilja lingder och dess f6rindring i relation till en korrekt avbildning och en
given skala.
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Tabell 29. Overgripande sammanfattning av de iscensatta ménstren av variation under

aktiviteten 'A4-papper’ i cykel 3.

Moment Langdférandringar Area Urskiljning

Férminskning av v v Langder, langdférandring och

en rektangel i areaférandring i relation till den givna

skala skalan samt innebdrden av

1:2 och 1:4 avbildning. En elev lyfter ocksa
implicit upp relationen mellan
ldngdférandring och areaférandring,
men det ar inget som behandlas.

Férminskning av v v Langder, langdférandring och

en rektangel i areaférandring i relation till den givna

skala skalan och innebérden av avbildning.

1:3

Rektangeln - forstoring med och utan matt

Aven i denna aktivitet ir det utifrin en rektangel som innehéllet behandlas.

Men till skillnad frin de Gvriga aktiviteterna halls areaférindringen initialt i

térgrunden. Det dr flera monster av variation som iscensitts dven hir, men

den del av aktiviteten som 4dr av mest betydelse for erfarandet av

lirandeobjektet dr att eleverna, i kontrast till de tidigare aktiviteterna, initialt

erbjuds att ha areaférindringen i forgrunden. Den lilla rektangeln hat en atea

pa 20 m? och den stora har en area pa 80 m? och eleverna ska avgéra om det

kan stimma att forstoringen ir gjord i skala 2:1.

Excerpt 60

L: Vi har ju hela tiden pratat om att det ska vara dubbelt si langa lingder.
Men vad sjutton, det hir dr vil inte dubbelt si mycket? [Pekar 80m?
respektive 20m?]

L: 80 dr vil inte dubbelt sa mycket som 20?
[--.]
L: Abbe sdger att det dr fyra ganger sa mycket.

[.]

L: Kan vi géra en liten bevissving bakat hdr. Vad skulle det kunna vara f6r
sidor?
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Hir ges mojlighet att gora ett férgrundsskifte, fran att ha haft areaférindring i
férgrunden uppmanas eleverna nu att byta fokus och istillet ha lingder och
lingdférindringar i férgrunden.

Excerpt 61

L: Kom ni ihdg vad vi héll pid med innan ni, i bétjan av lektionen? Helen?
Att vi mirkte att ndr vi hade skala 2:1 sa blev det inte dubbelr sa stor area.
Det blev fyra ginger sa stor atea.

Figur 39. Innehallets behandling under aktiviteten 'rektangeln — férstoring med och utan matt’ i
cykel 3 dar areaférandringen ar i férgrunden.

Eleverna far hir mojlighet att separera lingder fran arean och relatera
lingdférindring och areaférindring med den givna skalan, men nu med ett
initialt fokus pa areaférindringen.

Tabell 30. Overgripande sammanfattning av de ménster av variation som iscensattes under
aktiviteten ‘rektangeln — férstoring med och utan matt’ i cykel 3.

Moment Langder Area Urskiljning
En forstoring i skala v v Langder och relatera
2:1. dessa till

areaférandringen och
den givna skalan.

Pizza - férstoring och férminskning av cirkel

Aktiviteten organiseras som i de foregdende cyklerna. Mer information
avseende aktivitetens design kan ldsas pa s. 89. Cirkeln har i denna cykel
tidigare varit en del av innehéllet, till skillnad fran de tidigare cyklerna, dir
aktiviteten ’pizza’ var den enda aktivitet som behandlade cirkeln. Liraren

158



STUDIENS RESULTAT

organiserar aktiviteten som en gruppuppgift pa samma sitt som gjorts i de
tidigare cyklerna, men forindrar redovisningsstrukturen. Alla elevgruppers
16sningar ritas upp pa tavlan, sd att 16sningarna kan synliggéras samtidigt. Det
ar dock kontrasteringar som iscensitts, precis som i de tidigare cyklerna, for
att genom dessa mojliggéra urskiljning av kritiska aspekter, men ocksa for att
synliggdra vad eleverna redan har urskilt. Aven den hir aktiviteten ses som en
fusion di eleverna maste urskilja lingd, lingdférindring och areaférindring
simultant i relation till en korrekt avbilning och en given skala.

Figur 40. Innehallets behandling i 'Pizzauppgiften’ i cykel 3.

Liraren borjar med att friga cleverna om de ser nagra likheter mellan
16sningarna.

Excerpt 62

L: S kan vi botja med att vi bara tittar pd allihop, sa far vi se lite hur ni har
tinkt.

L: Finns det likheter mellan nagra gruppers 16sningar pd tavlan som éven,
om de kanske skiljer sig lite, sa finns det nidgonting som de har gemensamt?
Ser ni ndgonting hér?

E (Elin): Diametern

Klassen kommer fram till att alla grupper har delat diametern pa hilften d.v.s.
de har urskilt lingd.
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Excerpt 63

L: D4 undrar jag, forsta, forsta grejen, som jag tror att alla har gemensamt
hir inne. Hur har ni tolkat den hir skalan? [pekar pa 1:2 pa tavlan]

[.]

E (Julia): Alltsd, den dr ju halften sd stor i omkretsen.

[.]

E (Julia): Ja, den ir hilften sd stor i omkretsen, men eftersom de vill ha mer
pizza, sa miste vi kolla pa arean.

L: Okej, men vad har ni gjort? Hur har ni anvint den?

[.]

L: Ni jobbar ju med lingd, eller hur. Sedan i nésta steg arean.

[.]

E (Juila): Pizzan ir bara hilften s stor runt om, men den ir fyra ginger s
liten i area.

L: Hur dyker fyran upp?

I ndsta sekvens ges mojlighet att urskilja lingdférindring och areaférindring
simultant dd en elev i ndsta moment lyfter upp de bada aspekterna samtidigt.
Liraren poingterar dock att forst ska de urskilja lingder och direfter arean.

Liraren belyser kontrasten mellan lingdférindringen och areaférindringen
som lyftes fram av Julia tidigare och visar pd si vis relationen mellan
lingdférindring och areaférindring.

Excerpt 64

E (Allan): Att man tar skalan ginger skalan, egentligen, eller om det ér 1:2,
sd tar man tva ginger tvd, sa blir det fyra, s om man tar skala 1:3 sa tar man
tre ganger tre, sd blir det nio.

[.]

L: Men ar det sa 4ven nir det ar cirkelformat?

E (Helen): Ja, men man ser det inte lika ldtt.

En jimforelse gors mellan hur eleverna férminskade en rektangel i skala 1:2 1
en tidigare aktivitet och hur de nu gick till viga nir de férminskade en cirkel i
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skala 1:2. En elev gor en generalisering mellan skala 1:2 och 1:3, vilket kan ses
som nodvindig for att urskilja skillnaden mellan ’tva ginger tva och tva
upphdit till tva’. Denna generalisering gjordes dven i foéregiaende uppgift, ’A4-
uppgiften’ dir eleverna skulle férminska ett A4-papper forst i skala 1:2 och
ddrefter i skala 1:3.

Elevgruppernas 16sningar redovisas pa tavlan och vad de har urskilt och
hur de angripit uppgiften sitts i fokus och prévas. I likhet med cykel 1 och 2,
ir det diametern som urskils avseende lingder. En grupp redogdr for en
16sning, vilken dock var mer frekvent i bade cykel 1 och 2, dir de gbr en
generalisering till kvadraten som tidigare varit del av innehéllet. De stiller en
hypotes dir de antar att cirkeln fungerar pa samma sitt, d.v.s. det borde gi att
dela cirkeln i fyra lika stora delar, dir en fjardedel skulle utgbra en barnpizza.

I likhet med aktiviteten, da den genomférdes 1 cykel 2, dr det ett starkt
fokus pa lingder och lingdforindring initialt. Men till skillnad fran cykel 2
belyses dven i denna cykel areaférindringen explicit. Lararen tar forst fasta pa
aspekten att urskilja lingder samt dess fordndring vid den givna skalan,
ddrefter lyfts areaférindringen. Pa det vis som uppgiftens innehall behandlas
under lektion 3b ges en stérre moijlighet f6r en variation av tolkning och
16sningssitt. Liraren och eleverna 6ppnar tillsammans dimensioner av
variation vad giller olika innehallsliga aspekter genom att elevernas olika sitt
att 16sa uppgiften anvinds.

De 6vergripande ménstren av variation som anvindes av liraren for att
méjligebra f6r eleverna att erfara innebérden av f6rminskning av en cirkel vid
en given skala var de samma som i cykel 1 och 2. For att se sammanfattningen
av dessa, se tabell 13, 14 och 15.

Analys av lektionernas mijliggirande av elevernas kunnande i cykel 3

I tabell 31 visas elevgruppens resultat pa uppgiftsniva. Darefter foljer en
analys ddr elevernas lirande jimfdrs med hur innehidllet behandlades under
lektionerna under cykel 3.
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Tabell 31. Sammanstallning av elevgruppsresultat pa uppgiftsniva i cykel 3.

Uppgift Fortest Ejsvar Efter- Ejsvar  Fordrojt Ejsvar

n=11 test eftertest
n=11 n=11

2b Avbildning 1 5 9 0 10 0

2c Avbildning 4 6 11 0 10

3. Forstora en triangel i 1 6 9 1 10 0

skala 4:1.

4. Forstora en cirkeln i skala 1 6 9 2 10 0

4:1.

5. Forstora en kvadrat i 1 6 10 0 10 0

skala 2:1.

8a Urskilja langder och 4 5 9 2 10 2

langdférandring

8b Urskilja areaférandring 0 5 5 5 3 5

9a Urskilja areaférandring 3 6 6 3 5 1

9b Urskilja 1angd och 1 7 8 3 10 1

langdférandring

Vad dr avbildning och vad dr inte avbildning? Testuppgift 2b och 2c

Samma elevresultat som i cykel 2 framkommer dven i cykel 3. I cykel 3
behandlas dock innehallet i introduktionsuppgiften genom att bilderna visas
sekventiellt fran borjan, men dd inga bilder tas bort nir nya kommer till kan
alla bilder erfaras samtidigt/simultant i slutet av uppgiften och férdelaktiga
kontraster ges moijlighet att goras dven hir. Detta systematiska uppligg
avseende monster av variation vid urskiljning av lingder och lingders
torindring 1 férhillande till likformig avbildning tycks vara férdelaktigt da
bdda elevgrupperna visar tillfredsstillande resultat. Eleverna far dven i cykel 3
respons till sina inspel vilket iscensitter kontrasteringar genom att inspel och
pastdenden jimfors. P4 sa vis anvinds elevernas forstaelse for att synliggdra
de kritiska aspekterna, men dven fOr att synliggéra nya drag av aspekterna.
Eleverna 1 denna grupp visar pd samma sitt som eleverna i cykel 2 att de
genom sina motiveringar har separerat lingder fran yta, t.ex. ’alla sidor plus
cirkelns omkrets har 6kat fyra ginger’.

Forstoring av olika geometriska figurer - testuppgift 3, 4 och 5

Elevgrupp 3 har utvecklats mest baserat pd att de var de som visade minst
kunskaper pd fortestet och sedan dessutom visar det bdsta resultatet pa
eftertestet. Eleverna i den hir gruppen har jimfort med de tva tidigare
elevgrupperna urskilt lingder och dess forindring 1 mycket storre
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utstrickning, framforallt ndr det giller cirkeln-uppgiften. Under cykel 3
behandlades innehillet utifrin cirkelfiguren vid tva tillfillen, dir de iscensatta
moénstren av  variation som modjliggjorde att bide lingder och
lingdférindringar kunde urskiljas i forhallande till skalan troligtvis var mer
effektiva. Under lektionen iscensattes ett monster av variation dir eleverna
erbjods att systematiskt urskilja forst lingder déirefter lingdférdndringen och
sist areaférindringen. Aktiviteten var dessutom en generalisering frin den
foregdende aktiviteten ddr en rektangel behandlades genom ett monster av
variation med samma systematik. Det édr visserligen tva elever som svarar
blankt, men Ovriga elever uttrycker att de urskiljer en eller flera av cirkelns
lingder; diameter, radie eller omkrets vilka de sedan gor fyra ginger si langa.
Nir det giller triangeln 4r det en elev som limnar blankt och en elev som
endast uttrycker att triangeln ska bli fyra ganger storre, men skriver inte vad
som ska bli fyra ginger storre. 1 uppgiften om kvadraten har alla elever
férutom en, illustrerat fOrstoringen utifrin en urskiljning av lingd och
lingdf6érindring. Eleven har i stillet haft arean i férgrunden och ritat en figur
vars area har blivit dubbelt si stor. Da eleven bara har lagt till en kvadrat till
den ursprungliga har resultatet blivit en ny figur som inte heller 4r en korrekt
avbild. I de Ovriga figurerna, triangeln och cirkeln har eleven dock fokuserat
lingder vid forstoringen.

Alla de elever som ritat korrekta forstoringar har ocksa, till skillnad fran de
tidigare lektionernas elever, talat om vad de har urskilt, d.v.s. vilka lingder de
har utgatt ifrin da de forstorat figuren. De flesta eleverna har uttryckt att “alla
sidor ska forlingas’ ndr det giller triangeln eller kvadraten. Nir det giller
cirkeln har de uttryckt ett svar som visar att de 4r medvetna om bdde omkrets
och diameter som strickor i en cirkel. Relaterat till hur innehallet behandlades
under lektionerna kan man se att monster av variation med ett samtidigt fokus
pa de tva aspekterna lingdférindring och areaférindring  iscensattes i flera
moment under cykel 3. D4 eleverna redovisade sina I§sningsstrategier av
aktiviteten *A4-pappret’ gjordes flera kontraster vilka mojliggjorde att eleverna
kunde separera lingd frin area och skillnader mellan lingdférindring och
areaférindring gjordes explicit. Detta monster av variation fanns inte med
samma explicitet i de tva tidigare cyklerna.
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Figur 41. Utdrag av elevsvar fran eftertest uppgift 3, 4 och 5 i cykel 3

Simultan urskiljning - Testuppgift 8 och 9

Liksom i elevgruppen i cykel 2 visar nistan samtliga elever i denna cykel, nio
av elva, att de i uppgift 8a kan rikna ut skalan korrekt dd de far ett matt pd
lingden av den lilla figuren och ett motsvarande matt pa lingden av den storre
figuren. Hilften av dessa elever uttrycker ocksa att arean pa den storre figuren
blir 16 ginger storre. Det dr endast en elev i elevgruppen som uttrycker att
arean blir fyra ginger sa stor, vilket kan betyda att eleverna i den hir cykeln ir
pé vig att slippa ’illusionen av linjiritet’. I uppgift 9 visar elevgruppen, precis
som eleverna i cykel 2, att de kan urskilja lingder och lingdférindring och
dirmed tala om i vilken skala en forstoring dr gjord. Av dessa elever kunde alla
férutom en dven urskilja areaférindringen korrekt. D4 inga elever i den hir
elevgruppen uttryckte att areaférindringen blev den dubbla lingdférindringen
i uppgift 8b kan det indikera att de elever som uttrycker att area blivit fyra
ganger storre 1 uppgift 9 ser en korrekt relation mellan lingdférindring och
areaférindring, d.v.s. de ser atean som kvadraten av lingdférindringen och
inte som den dubbla lingdf6érindringen. Eleverna uttryckte ocksd svar dir de
overlag angivit vad det dr de urskilt, t.ex. att det handlar om att bdde ’lingd
och bredd ska férlingas’.
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Figur 42. Utdrag av elevsvar fran eftertest uppgift 8, och 9 i cykel 3

Den hir elevgruppen var markant bittre pa att urskilja lingder,
lingdf6érindring och areaférindringen simultant, vilket indikerar att de kunde
slippa ’illusionen om linjiritet’. Under lektionerna i cykel 3 iscensattes bide
fler och mer effektiva ménster av variation som kan anses svara mot monstret
fusion. Det fanns en systematik i vad som hoélls konstant och vad som
varierade 1 storre utstrickning 4n i de tidigare cyklerna. De monster av
variation som iscensattes genom A4-uppgiften gav stérre moijlighet att
separera lingder frin area, dn i de tidigare lektionerna. Eleverna visade ocksa
genom sina l6sningar att de fokuserade pa lingderna i férhallande till skalan.
Det redovisades inga 16sningar ddr arean varit i férgrunden. En elevlosning
d6k dock upp som dterigen visade pa att den nya kritiska aspekten ’relationen
mellan lingdf6rindring och areaférindring’ dr av betydelse for forstaelsen av
lirandeobjektet. Jimfér man elevernas resultat i den hir klassen med de 6vriga
tva klassernas elevresultat sd presterar de bittre pa eftertestet i just de
uppgifter dir lingdfoérindringen och areaférindringen frigas efter samtidigt.
Den hir samtidigheten iscensitts genom monster av variation vid flera
tillfdllen under den tredje cykeln.

Empiriska jimforelser av studiens tre cykler

De tre elevgrupperna var i stora drag likvirdiga avseende den forforstielse de
visat upp av det aktuella lirandeobjektet. Pi fortestet hade majoriteten av
eleverna areaférindring i férgrunden da de efter given skala skulle férstora
eller férminska en geometrisk figur. Flertalet av dessa hade inte ett samtidigt
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fokus pa likformigheten och konstruerade bilder som fick en helt annan form
an ursprungsbilden, men med en area som var fyra respektive tva ginger
stérre. Markanta skillnader kan didremot ses mellan de tre grupperna i
eftertestsresultaten. Resultaten indikerar att den elevgrupp som deltog i cykel 3
1 storre utstrickning utvecklat den férmigan som avsags, d.v.s. att urskilja
linjira och icke-linjira samband vid fOrstoring och forminskning av tva-
dimensionella geometriska objekt samt utifran detta hantera begreppet skala.
Genomgiende har denna elevgrupp ett bittre resultat dn de Ovriga tva
grupperna.

Resultat frin de tre f6r- och eftertesten indikerar att eleverna i cykel 3 till
stor del har utvecklat den f6rmdga som avsigs under studien. Vid en nirmare
granskning av testresultaten skiljer sig de tre cyklerna at. Avseende de
planerade aktiviteterna, vilka skiljer sig 4t i antal mellan de tre cyklerna, kan
dessa ha resulterat i att det skapades olika liranderum. Cykel 3 innehaller
nédgra fler aktiviteter dn cykel 2, som i sin tur innehéller fler 4n i cykel 1.
Denna utveckling har skett utifrin den o6kade insikten om vad eleverna
behéver erbjudas att urskilja. Innehallets behandling skiljer sig darfér ocksa at
mellan de tre cyklerna avseende antal iscensatta monster av variation och
huruvida urskiljning av de kritiska aspekterna gérs mer eller mindre explicit.
Utifrdn innehéllets behandling i de tre cyklerna relaterat till elevernas
testresultat gérs hidr en sammanfattning 6ver vad som gjordes méjligt for
eleverna att ldra. Syftet dr att beskriva vilka likheter och skillnader mellan de
tre elevgruppernas lirande som kan urskiljas.

Elevgruppen i cykel 1 visar utifrdn testresultat att de inte i ndgon storre
utstrickning har urskilt lirandeobjektets kritiska aspekter. De iscensatta
monstren av variation gav eleverna begrinsade moijligheter att lira det tinkta
lirandeobjektet. Analys av de iscensatta monstren av variation visar att varken
lingdférindring eller areaférindring fokuserades pa ett sidant sitt att det gav
eleverna moijlighet att urskilja dessa aspekter av innehdllet pa ett sdtt som
krivdes for att utveckla den 6nskvirda formigan. Resultaten indikerar att de
fortfarande har kvar ’illusionen om linjdritet’, d.v.s. de uttrycker pa eftertesten
att om lingderna blir fyra ginger si linga i en figur si blir dven arean fyra
ganger sa stor. Vid analys av cykel 1, dd4 de iscensatta ménstren av variation
betraktades, visas att elevgruppen inte gavs mojlighet att erfara de kritiska
aspekterna simultant. Liraren holl areaférindringen i bakgrunden och hade
under bida lektionerna fokus pa lingder och lingdforindring 1 férhillande till
givna skalor, vilket troligen fOrsvirade fOr eleverna att urskilja dem bade
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separat men ocksd simultant, d.v.s. att separera lingdférindringar frin
arcaférindringen. For att kunna ha areaférindringen i bakgrunden maste den
ocksd ha wurskilts, vilket go6r iscensdttandet av monster av variation
problematiskt dé aspekterna it funktioner av varandra.

Elevresultatet i cykel 2 ddremot indikerar att de iscensatta monstren av
variation innebar att elevgruppen fick avsevirt stérre moijlighet att urskilja
lingder och dess férdndringar i férhallande till en given skala. I de férsta
uppgifterna, 2b och 2c, visar stérre delen av gruppen att de kan urskilja
lingder och lingdférindringar i forhallande till den givna skalan. 1
testuppgifterna 3, 4 och 5 visar de samma f6rmaga som elevgruppen i cykel 3
men med ett nidgot simre resultat i uppgift 4 som behandlade cirkeln. I det
monster av variation dir cirkeln behandlades i cykel 2 *pizzauppgiften’, visar
analysen att monstret inte blev strukturerat som det var planerat att vara. Flera
aspekter varierade samtidigt, vilket ocksa var planerat, da aktiviteten sigs som
en fusion, men redovisningen av elevernas olika 16sningar och vilka aspekter
de hade urskilt blev inte explicitgjorda i den utstrickning som troligen hade
varit av betydelse. Dessutom var det tidsbrist och liraren avslutade inte
aktiviteten som Onskat.

Lektionsanalysen visar ocksa att det fanns ett tydligt fokus pa att
areaférindringen skulle hallas i bakgrunden och att det var lingder och
lingdernas férdndring som skulle vara i férgrunden, vilket resulterade i att
denna elevgrupp inte lyckades sa vil i de fragor pa eftertestet, uppgift 8 och 9,
som efterfrigade bida dessa aspekter simultant. Att eleverna hade problem
med att fokusera bida dessa aspekter simultant visade sig i aktiviteten *A4-
papper’, vilket ocksa resulterade i att en ny aspekt dok upp; relationen mellan
lingdf6érindring och areaférindring.

Forsta lektionen i cykel 3 inleddes 4ven den med ett starkt fokus pa lingder
och lingdférindringar i relation till bade en given skala, men ocksa till
begreppet likformighet och korrekt avbildning. Aspekten areaférindring
belystes inte under introduktionuppgiften utan dir var det starkt fokus pa
lingder och dess forindring. Diremot lyftes aspekten areaférindring explicit i
de nidstkommande aktiviteterna, ’rektangeln’ och ’cirkeln’ och elevgruppen
fick moijlighet att urskilja de kritiska aspekterna simultant. De monster av
vatiation som iscensattes i cykel 3 kan tolkas som att det var moijligt for
eleverna att urskilja dessa kritiska aspekter simultant pa ett mer explicit sétt dn
de monster av variation som iscensattes i cykel 1 och 2.
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Nir det giller det icke-linjira sambandet mellan geometriska figurer, d.v.s.
aspekten areaférindring, indikerar elevresultatet f6r elevgrupperna i cykel 1
och 2 att denna aspekt inte erbjods urskiljas pd ett kraftfullt sitt. Denna aspekt
holls i allt f6r manga monster av variation i bakgrunden och detta trots att
elever i framforallt cykel 2, efterfrigade aspekten. De gav starkt uttryck f6r att
de ville lyfta in den aspekten i resonemanget dé lingdférindringar fokuserades
i relation till en given skala. Liraren i cykel 2 fortsatte dock att belysa lingder
och dess férdndringar och plockade inte in areaférindringen forrin i slutet av
den forsta lektionen i cykeln. Elevgrupp 3 presterar avsevirt bittre i de tva
test-uppgifterna, 8 och 9, dir bide lingdforindring och areafbrindring
efterfrigas. En tinkbar anledning till detta kan vara att fler ménster av
vatiation iscensattes dir dessa tva aspekter hoélls i férgrunden simultant, men
ocksa att det gdr att utldsa en systematik i hur dessa monster av variation
Oppnades upp. Aspekterna lingder och lingdforindring i férhillande till
avbildning och likformighet fokuserades forst, dérefter plockades skalan in. I
nista steg lyftes areaférdndringen explicit och blev en del av innehéllets
behandling, men med ett samtidigt fokus pa lingdférindringen. Relationen
mellan dessa bada aspekter behandlas ocksd explicit vid flertalet moment.
Dessutom varierade dven den geometriska figuren. Betydelsefullt for att erfara
det avsedda lirandeobjektet tycktes vara vad som gjordes méjligt att urskiljas
omedelbart och vad som limnades dirhin en stund for att senare, da liraren
ansig att det gav en stOrre potential, lyftas fram och fokuseras genom ett
monster av variation.

En 6versikt av lektionernas laranderum

Nir olika dimensioner av variation &ppnas upp i undervisningssituationen
skapas en rymd av variationer, ett liranderum, till vilket ldrarens och elevernas
medvetande riktas. Liranderummets beskaffenhet bestimmer siledes den
inneb6rd eller den mening som dr mojlig for eleverna att erfara. De
dimensioner av variation som Oppnades upp eller de kritiska aspekter som
belystes under studiens tre cykler nir det giller forstoring och férminskning
av tvi-dimensionella geometriska figurer visas i nedanstiende tabell 26.

Fran lirargruppens sida fanns en intention av progtession av innehéllets
behandling genom lektionsaktiviteterna. Introduktionsuppgifternas syfte var
att forst behandla de kritiska aspekterna; lingd och lingdforindring i relation
till avbildning och lita helheten vara konstant. Helheten i det hidr momentet
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var den geometriska formen rektangel, fOrstoring, proportionell avbildning
samt begreppet skala, d.v.s. proportionalitetskonstanten. Efter att ha belyst
dessa kritiska aspekter och litit helheten vara konstant ansdg lirargruppen att
de var i position att diskutera situationer eller erbjuda aktiviteter didr dven
areaférindringen fokuseras d.v.s. att flera kritiska aspekter varierar samtidigt
da de iscensitts genom ett monster av fusion. Detta gérs genom aktiviteterna
som direfter féljer. Resultatet av detta visar sig i att liranderummet vixer ju
lingre in i vatje enskild cykel undervisningen fortskrider, men dven ju lingre
in i studien ldrargruppen och eleverna kommer, eftersom de iscensatta
moénstren av variation bade forfinas och blir fler mellan vatje cykel
Liranderummen blev ocksd olika utifran att elevernas frigor och inspel
vatierade mellan grupperna, vilket resulterade i att de kritiska aspekterna
kunde belysas p4 olika sitt.

Hir nedan foljer tabellen 6ver hur liranderummet utvecklades genom
studien i respektive cykel. Jimforelse kan gdras, bdde inom och mellan
aktiviteterna i de olika cyklerna, vilket kan hjilpa till att géra det mojligt att
upptidcka och beskriva olikheter i huruvida kritiska aspekter lyftes och
problematiserades eller inte. Tabellerna skulle kunna ligea inspringda i
resultatavsnittet under respektive cykel, men dd de kan ses som en méjlighet
att explicit kunna jamfora de olika cyklernas liranderum kan det vara en f6rdel
att se dem tillsammans pa detta sitt.

Tabell 32. Beskrivning av fargkodning av laranderummets konstitution.

Betyder att den kritiska aspekten éppnades upp och problematiseras genom
monster av variation under denna aktivitet.

Betyder att den kritiska aspekten éppnades upp, men inget ménster av
variation iscensatts under denna aktivitet

Betyder att den kritiska aspekten inte behandlades under denna uppgift

overstruken En &verstruken aktivitet betyder att den inte iscensattes under lektionen

Dessa firgkodningar illustrerar likheter och skillnader mellan aktiviteterna
huruvida de bidrog till att belysa de kritiska aspekterna eller inte genom de
olika cyklerna, vilket kan fungera som en hjilp for att lisaren ska fi en
6verblick 6ver hur liranderummet utvecklades under studiens ging.
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Tabell 33. Analys av laranderummets konstitution i cykel 1.

Kritiska Inneboérd av  Urskilja Urskilja Urskilja Urskilja

aspekter likformighet. langder langd- area- relationen
Relationen forandring forandring mellan
mellan vid given vid given langd-
langder vid skala skala férandring
korrekt och area-

Aktivitet avbildning forandring

Introd.
uppgift.
Fotografiet
Introd.

uppgift.
Plustecknet

Ad4-papper,
férminskning
1:2 och 1:4

Plzza 1:2

Ad-papper,
formlnsknlng

Forsta cykelns liranderum skapas utifran vad lirargruppen initialt trodde var
betydelsefullt f6r elevernas lirande avseende det aktuella lirandeobjektet.
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Tabell 34. Analys av laranderummets konstitution i cykel 2.

Kritiska Innebdrd av  Urskilja Urskilja Urskilja Urskilja

aspekter likformighet. langder langd- area- relationen
Relationen forandring forandring mellan
mellan vid given vid given langd-
langder vid skala skala forandring
korrekt och area-

Aktivitet avbildning forandring

Introd.
uppgift.
Fotografiet
Introd.
uppgift.
Plustecknet
Rektangel,
forstoring och
férminskning
Girkel;

e Ig_

A4-papper,
forminskning
1:2och 1:4

Diagonalen

Ad-papper,
formlnsknmg

Plzza 1:2

Infér cykel 2 hade lirarna planerat for fler aktiviteter ddr de kritiska
aspekterna ocksd gavs mojlighet att urskiljas vid flera tillfillen. Dock kom
larargruppen inte at areans forindring explicit i den utstrickning som de
Onskat, vilket ocksa syns i tabellen.
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Tabell 35. Analys av ldaranderummets konstitution i cykel 3.

Kritiska Innebord av  Urskilja Urskilja Urskilja Urskilja

aspekter likformighet. langder langd- area- relationen
Relationen forandring foréndring mellan
mellan vid given vid given langd-
langder vid skala skala forandring
korrekt och area-
avbildning foréndring

Aktivitet

Introd.

uppgift.

Fotografiet

Introd.

uppgift.

Plustecknet

Rektangel,

forstoring och
forminskning
Cirkel,
forstoring och
férminskning
Ad-papper,
forminskning
1:2 och 1:4
Rektangel,
forstoring och
forminskning
med och utan
matt

Diagonalen

Ad-papper,
forminskning
1:3

Pizza 1:2

I cykel 3 togs en aktivitet bort, men tva nya lades till. Dessa bada bidrog till att
fler av de kritiska aspekterna gavs mojlighet att problematiseras och urskiljas
vid ytterligare fler tillfallen. Areaférindringen problematiserades explicit i flera
aktiviteter och dven dess relation till lingdférindringen belystes. Overlag
skapades hir ett liranderum som var rikare dn de tva tidigare pa sd vis att det
var fler aktiviteter ddr de kritiska aspekterna kunde belysas, vilket de ocksa
gjorde, med en explicitet.
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KAPITEL 7: DISKUSSION

I detta kapitel kommer resultaten att diskuteras utifrin den genomférda
studiens forskningsfragor. D4 studien dr tinkt att ge ett dmnesdidaktiskt
bidrag si dr det dven av intresse att diskutera hur resultatet kan relateras till
tidigare forskning samt vad studien kan innebéra fér undervisningen i det
aktuella innehéllet i matematik. Kapitlet inleds med en sammanfattning av
studiens forskningsprocess dir det dven férs en metodologisk diskussion.
Direfter f6ljer resultatdiskussionen didr forskningsfrigorna besvaras.
Avslutningsvis  diskuteras studiens begrinsningar samt ndgra mojliga
implikationer avseende studiens kunskapsbidrag och fortsatt forskning.
Studiens overgripande syfte var att genom en learning study analysera och
beskriva relationen mellan innehallets behandling av ett specifikt matematiskt
innehall under tre cykler samt koppla detta till elevernas lirande. Studien vill

ge svar pa féljande fragor;

e Vad behover eleven urskilja f6r att se bade det linjira och det icke-
linjira sambandet vid avbildning av tvi-dimensionella geometriska
figurer och utifrin det hantera skalan korrekt?

e P4 vilket sitt kan innehillets behandling i form av olika ménster av
variation av innehallets kritiska aspekter bidra till att elevernas férstaelse
tor forstoring och férminskning av tvd-dimensionella geometriska
tigurer 6kar?

e Hur forindras elevernas uttryckta férstaelse av lirandeobjektet utifrin
hur innehallet har behandlats i undervisningen?

Komplexiteten i ett matematikklassrum dr pitaglig. Alla hindelser under en
lektion kan mer eller mindre pdverka varandra. Denna komplexitet har
minimerats genom att intresset har riktats mot att studera de moénster av
variation som iscensitts under lektionerna di det matematiska innehillet
forstoring och férminskning av tvid-dimensionella geometriska figurer samt
begreppet skala behandlas. Det betyder inte att andra paverkansvariabler dr

173



HUR KAN DUBBELT SA LANGT BLI FYRA GANGER STORRE?

oviktiga, men det dr inte dessa som studeras eller analyseras. Nir elevernas
lirande diskuteras dr det avgrinsat till vad som dr mojligt att ldra genom dessa
iscensatta monster av variation.

Di de kritiska aspekterna identifierades vara kritiska 1 alla tre
elevgrupperna kan innehallet ses som konstant pa ett évergripande plan. Detta
moéjliggjorde ocksa urskiljning av explicita skillnader i hur moénster av variation
iscensattes samt dven mojligheten att relatera dessa till elevernas lirande.

Analysen visade att det 6ppnades olika dimensioner av vatiation under de
olika lektionerna samt att det pa sd vis var olika aspekter som var mdojliga att
urskilja. Lirarna belyste dessa aspekter mer eller mindre explicit, vilket innebar
att det skapades liranderum som mdijliggjorde olika lirande. Avsikten med
utformningen av studien har varit att genom interventionen i en learning study
ge mojlighet att skapa och férfina ménster av variation, vilka hade till avsikt
att bidra till ett 6kat lirande. Resultatet i studien visar dels att det var méjligt
att genom undervisning komma f6rbi “illusionen av linjiritet” (De Bock et.al,
1998; DeBock et.al, 2002; De Bock et. al, 2003), dels att eleverna, da skalan
var 1 fokus, kunde separera lingdférindring och areafbrindring och
dirigenom handskas med skalan korrekt.

For att lyckas med undervisningen menar Marton och Tsui, (2004) att
lirare och elever behéver dela en gemensam grund i relation till
lirandeobjektet, en s.k. relevansstruktur, vilket startar i att lirarna behéver
gbra sig medvetna om elevernas forstielse av lirandeobjektet och ditefter
vara uppmirksamma pa elevernas signaler, huruvida de delar denna
gemensamma grund eller inte. Meningen dr att lirarna genom undervisning
ska forsoka att vidga denna gemensamma grund. Alla dessa tre uppmaningar
hinger dock samman, podngterar Marton och Tsui, (2004), och kan inte
astadkommas oberoende av varandra. Vid analys av studiens genomférda
lektioner kan slutsatsen dras att dessa tre uppmaningar, for att d4stadkomma en
lyckad undervisning, kan skénjas i samtliga tre cykler. Aktiviteten som kallas
‘introduktionsuppgiften’, vilken genomférdes i samtliga cykler, hade delvis
som syfte att skapa denna gemensamma grund. Den hade ocksd som syfte att
ge eleverna moijlighet att se pa lirandeobjektet pd ett nytt och mer kvalitativt
sidtt genom att iscensdtta monster av variation vilka skulle ge eleverna
mojlighet att urskilja fler aspekter, d.v.s. att de gavs mdijlighet att vidga den
gemensamma grunden. Overlag visade lirarna en nyfikenhet 6ver hur eleverna
uppfattade lirandeobjektet och de uppmanade dem vid flera tillfillen att
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utveckla sina ofta korta implicita svar fOr att pa sa vis i reda pa vad de hade
urskilt.

Sammanfattning av forskningsprocessen

Learning study anvinds som metod for att undersoka relationen undervisning
— lirande avseende ett specifikt matematiskt innehall. Under processens gang
tycktes larargruppen fi en allt djupare férstaelse for hur iscensittning av olika
monster av variation paverkade elevernas lirande. Denna utveckling ska
kunna f6ljas genom resultatkapitlet.

Learning study, med utgingspunkt i variationsteorin (Marton & Tsui
2004), har visat sig vara limplig f6r att upptidcka och beskriva olikheter och
utveckling i hur innehallet behandlas avseende ménster av variation genom de
tre cykler som denna studie innefattas av. Genom att tillhandahélla
omfattande beskrivningar av hur det matematiska innehallet behandlades
under de tre cyklerna samt utdrag frin bade lektioner och elevers svar pa fot-
respektive eftertest, har gjort frigan om bevis, savil validitet som reliabilitet
for resultatet sa explicit som méjligt f6r lasaren. Dirigenom kan ldsaren gbra
sin egen bedémning av resultatet, vilket kan &ppna upp f6r diskussion och
verifikation en s.k. dialogisk validitet (Newton & Burges, 2008).

Syftet med studien var att utifrin ett variationsteoretiskt perspektiv
underséka och jimfora undervisningen i de tre cyklerna avseende de monster
av variation som iscensattes och beskriva i detalj vilka skillnader som
framkom och hur dessa paverkade elevernas lirande. Under processens gang
tycktes ldrargruppen fi en allt djupare fOrstdelse for relationen mellan
undervisning och elevernas lirande avseende det specifika lirandeobjektet.
Processen ska gi att félja genom resultatredovisningen och kan pa si vis
kopplas till en begreppsvaliditet. Resultatet 4r kopplat till sjilva
undervisningen av det matematiska innehallet; férstoring och f6rminskning av
tva-dimensionella geometriska figurer i tre specifika elevgrupper och kan pa
grund av detta bli svirt att generalisera. Men 4 andra sidan da det aktuella
matematiska innehallet 4r vil beforskat vad giller elevernas svirigheter och
ddr svarigheterna sdgs greppa Over hela aldersspannet 12-16 ar, utan nagra
storre skillnader i hur eleverna fOrstir innehillet, framhalls att studiens design
kan vara tillférlitlig. De presumtiva kritiska aspekterna har kunnat identifieras
frin resultatet frin den tidigare genomférda learning studyn samt frin
screeningintervjuerna med elever i olika dldrar, men de anas ocksa frn resultat
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av tidigare forskning. D4 resultaten i min studie indikerar att de dessutom
tycks vara kritiska dven i studiens tre elevgrupper, kan slutsatsen dras att det
trots allt gir att generalisera resultatet av studien sa till vida att de monster av
vatiation som iscensattes under lektionerna i cykel 3 dven skulle kunna ligga
som grund f6r en lektionsdesign f6r en annan elevgrupp 1 motsvarande édlder.
Det som denna studie bidrar med 4r att beskriva pé vilket sitt lirandet av
detta innehdll kan utvecklas och férindras med hjilp av férindringar i
innehallets behandling under lektionen.

Studiens resultat ska inte ses som en firdig lektionsdesign med tillhérande
kritiska aspekter utan bor istillet ses som ett vetenskapligt bidrag till vér
kunskap om vad som krivs fOr att lira.

Resultatdiskussion

I resultatdiskussionen, vilken organiseras utifrin studiens tre forskningsfragor
diskuteras dven studiens resultat i forhallande till tidigare forskning. Dd
interaktionen mellan lirare, elever och dmnesinnehillet var pataglie genom
hela studien fors dven ett resonemang om dess betydelse i den aktuella
undervisningen.

Vad behover eleverna urskilja for att 6ka sin forstaelse
av lirandeobjektet?

Lirargruppen hade, innan de genomférde den planerade learning studyn,
identifierat fyra presumtiva kritiska aspekter fér det aktuella lirandeobjektet
och syftet var att skapa limpliga och effektiva ménster av variation fOr att pa
sa vis hjilpa eleverna att fokusera och urskilja dessa presumtiva kritiska
aspekter. Dessa aspekter visade sig genom studien vara kritiska dven for
foreliggande studies tre elevgrupper och formulerades som att eleverna skulle
ges mojlighet att urskilja lingder i de olika geometriska figurerna, lingdernas
forindring och areans férdndring dd figuren forstorades eller forminskades
samt koppla dessa till korrekt avbildning vid hantering av skala. Genom att
skapa forutsittningar for eleverna att urskilja dessa kritiska aspekter gavs de
dels moijlighet att komma f6rbi ’illusionen av linjéritet’, dels att utveckla sin
forméaga att hantera skalan korrekt vid forstoring och férminskning av tva-
dimensionella geometriska figurer.

I bétjan av studien iscensattes monster av variation som inte gav eleverna
tillfredsstillande mojligheter att urskilja de kritiska aspekterna. Detta med-
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térde att eleverna, framforallt i forsta cykeln, inte erfor en lika kvalitativ helhet
av lirandeobjektet som eleverna i cykel 3. De tycktes inte ha givits méjlighet
att erfara hur del-helhetsrelationen var beskaffad. Liraren lyckades inte skapa
en gemensam relevansstruktur (Lo, 2012) och analysen frin cykelns lektioner
indikerade att det tycktes vara betydelsefullt i vilken ordning de olika
aspekterna belystes. Eleverna behévde, som Marton och Booth (1997) uttalar,
rekonstruera den redan konstituerade omvirlden, d.v.s. forst ska de plocka
isir (dekonstruera) lirandeobjektet for att sedan plocka ihop det igen. For att
det ska skapas en fusion behéver eleverna fa méjlighet att urskilja de enskilda
kritiska aspekterna i helheten och hur de relateras till varandra och till
helheten och i detta férutse vad som skulle hinda om mer 4n en kritisk aspekt
vatierar. D4 de kritiska aspekterna dr funktioner av varandra, d.v.s. varierar en
av dem varierar ocksa en annan, medférde detta att det tycktes vara svirt f6r
lirarna att fi en systematik kring hur dessa kritiska aspekter skulle belysas
inledningsvis.

Ytterligare en aspekt identifierades i aktiviteten ’A4-pappret’ i cykel 2, dd
en elevgrupp i samband med att de skulle urskilja areaférindringen uttryckte
att areaférindringen blev dubbla lingdf6rindringen. Det vill siga, da skalan ir
1:2 blir lingderna hilften sa langa och arean fyra ginger si liten, och dé skalan
ar 1:3, blir lingderna en tredjedel si linga och arean sex ginger sd liten. Det
forra dr i och f6r sig korrekt, arean blir fyra ginger sa liten men urskiljningen
ir inte den avsedda, d.v.s. areans férindring har inte varit i férgrunden utan
istdllet blir det just relationen mellan lingdférindring och areaférindring som
blir férgrunden. Problem uppstir di de tar med sig denna uppfattning till
nistkommande uppgift dir skalfaktorn 1:3 dr i fokus. Den hir nya aspekten
identifieras 1 samband med att en elev vid en gruppuppgift under cykel 2
redovisar tva olika svar som kontrasteras av bade henne och liraren infér
klassen pd grund av behovet att etablera ytterligare mening och fOrstielse
kring lirandeobjektet.
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Figur 43. De tva olika elevsvaren ur vilka en ny kritisk aspekt kunde identifieras.

I detta fall medforde det att en ny aspekt blev synlig f6r fler elever; relationen
mellan lingdférindring och areafbrindring. De tva olika sdtt att uppfatta
relationen mellan lingdférindring och areaférindring problematiseras dock
inte explicit under cykel 2. Kullberg (2010) resonerat utifrin Al-Mutani, (2009)
om betydelsen av elevernas delaktighet d4 dimensioner av variation dppnas
upp och lyfter fram f6ljande;

Variation generated by learners provides a window into students’ awarness
and contributes to the public domain while being possible for other learners
to experience. (Kullberg, 2010, s.156)

De elevgrupper som inte fick uppgiften med skala 1:2 fOrst utan istillet fick
skala 1:4 att arbeta med och direfter skala 1:3 visade inte samma problematik.
Hir skulle man kunna tolka det som att det 4r just ’tvdan’ som dar
problematisk, d.v.s. hilften och dubbelt dr ord vi anvinder bade till vardags
och inom matematiken, men att anvindandet behover bli mer explicit inom
skolmatematiken. Uttryckt med hjdlp av variationsteoretiska termer, fick
eleverna inte mojlichet att separera de tinkta kritiska aspekterna,
lingdforindring frin areaférindring, innan de skulle erfaras simultant. I stillet
letade eleverna kanske efter ett monster eller sa svarade de intuitivt? Den nya
kritiska aspekten problematiserades genom ménster av variation férst under
cykel 3, men da i samband med en annan aktivitet.

Den nya kritiska aspekten behover eventuellt inte urskiljas eller vara kritisk
for att erévra en tillfredstillande fOrstielse av lirandeobjektet. Men i det hir
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fallet har den hjilpt lirargruppen att fi syn pa huruvida eleverna har urskilt de
andra kritiska aspekterna. Lirargruppen tog for givet att eleverna hade urskilt
areans férindring explicit da A4-pappret skulle férminskas i skala 1:2. Men da
nista uppgift hade iscensatts blev lirargruppen varse om att eleverna
eventuellt inte hade urskilt areaférindringen explicit utan istillet hade de haft
relationen mellan lingdforindringen och areafrindringen i fokus did de
genomforde férminskningarna, bade i skala 1:2 och 1:3. Relationen sdg de
som att areaférindringen dr den dubbla lingdf6rindringen. Att lirargruppen
fick syn pd detta hjilpte dem att inse att eleverna inte fétt tillfredstillande
mojlighet att explicit urskilja areaférindringen utan troligtvis holls den
fortfarande i bakgrunden. For att erfara lirandeobjektet pé ett tillfredstillande
sitt behover eleverna separera lingdférindringen fran areaférindringen, vilket
innebir att de behover se att relationen dem emellan inte dr linjir. Detta kan
dven innebidra att eleverna behover urskilja hur denna relation dr beskaffad,
d.v.s. kubisk, f6r att erfara det avsedda lirandeobjektet.

For att ta reda pa vad som dr ndédvindigt att urskilja kan, vilket tidigare
nidmnts, ett fortest genomféras. Men det kan tyckas vara en omdilighet att 1
realiteten genomfora ett sidant innan vatje lektion. Utifran den foreliggande
studiens resultat kan slutsatsen dras att det dr av betydelse att liraren dels har
goda kunskaper om det aktuella lirandeobjektet, men att liraren dven Ar
nyfiken pa hur eleverna ser pa innehdllet. T.ex. vad eleverna fokuserar pa i
givna uppgifter dir innehallet behandlas, f6r att under lektionens gang kunna
identifiera vad som skulle kunna utgéra kritiska aspekter och dir och di
anvinda dem som del i undetvisningen.

Vilka iscensatta mdénster av variation tycks ha
betydelse for elevernas lirande?

Det som varierar dr det som blit méjligt att urskilja. Studiens empiri
understryker ocksd detta, dd de iscensatta monstren av variation blev mer
explicita under studiens ging samtidigt som elevernas uttryckta forstdelse av
lirandeobjektet utvecklades. Det f6r studien aktuella lirandeobjektet innebar
bla. att skillnaden och relationen mellan de tvd aspekterna; lingdférindring
och areaférindring skulle urskiljas. Om vi vill att eleverna ska relatera de tva
aspekterna till varandra, d.v.s. fOrstd relationen dem emellan, bor lirarna
variera dem samtidigt, men forst efter att aspekterna har urskilts var och en
for sig (Marton & Pang, 2013). Det hir var lirargruppen medveten om nir de
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planerade lektionerna. De monster av variation de presenterade for eleverna
initialt hade som syfte att eleverna skulle urskilja lingder och lingdernas
torindring vid en avbildning, i form av en forstoring. Att fOrst urskilja
lingderna och sedan ldgga till areans forindring, men inte slippa
lingdférindringen sdg ut att vara av betydelse, d.v.s. att bada dessa aspekter
skulle hillas i férgrunden simultant. Nér dessa bdda holls i férgrunden samt
varierades 1 tre av aktiviteterna i cykel 3; ’rektangeln’ samt kontrasten som
uppstod mellan den och ’citkeln’ samt delar av ’A4-pappret’, uppstod ett
kraftfullt monster av variation. Undervisningen generade pa sa vis ett specifikt
monster av variation. Detta skulle kunna tolkas som att liraren hade goda
kunskaper om och erfarenhet av vanliga elevmissuppfattningar, samt de
kritiska aspekter som behandlades, vilket i den hir studien delvis kan ha
erdvrats genom den iterativitet som en learning study medfér. Kontrasten
som skapades mellan dessa exempel Oppnade upp flertalet dimensioner av
variation, vilka korresponderade till aspekter som hir ses som kritiska nir det
kommer till forstdelse av begreppet forstoring och férminskning av olika
tvadimensionella geometriska figurer. De aktuella aspekterna halls i detta
monster av variation i forgrunden simultant; lingdférindring, areaférindring,
olika drag av aspekten lingder i geometriska figurer samt relationen mellan
lingdférindring och areaférindring. Detta effektiva monster av variation, som
visserligen skedde i flera steg, kan visa sig vara en av orsakerna till att den
tredje elevgruppen, bidde klarar av den direfter pa lektionen kommande
fusionsuppgiften pa ett bittre sitt, men ocksa att de visar ett ékat lirande
jimfort med de tva tidigare elevgrupperna pa eftertestet. I cykel 3
genomfdrdes dven fler undervisningsmoment dér de olika kritiska aspekterna
belystes genom monster av variation. Eleverna fick ocksd méta de kritiska
aspekterna 1 olika sammanhang (Marton, 2014), vilket hir betyder att eleverna
i cykel 3 erbjods en storre variation av strukturerade aktiviteter dir bla. den
geometriska figuren varierades i storre utstrickning. Watson och Mason
(2006) och Mason (2011) hivdar att uppgifter som noggrant strukturerar
variationen kring innehillet sannolikt resulterar i ett 6kat lirande, pd ett sitt
som en ostrukturerad uppsittning av uppgifter inte gér. Genom en learning
study’s iterativa uppligg gavs mojlighet att préva, férindra och forfina dven
systematiken inom och mellan aktiviteterna. Lirarna gavs hir mojlighet att
reflektera Gver innehéllet och de uppgifter de anvinde, vilket enligt Kullberg
et al. (in press/2014) kan resultera i uppgifter som ir bittre anpassade. Aven
detta kan ha bidragit till att eleverna i cykel 3 fick stérre méjlighet att utveckla
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formigan att forstora och férminska tva-dimensionella geometriska figurer
och hantera lingdskalan, 4n eleverna i de 6vriga tva cyklerna.

De inledande mionstren av variation

Alla tre cykler inleddes med aktiviteten ’introduktionsuppgiften’ dar
kontrasteringar skulle iscensittas. Kontrasteringar kommer med fordel fore
monster av variation som generalisering och fusion (Marton & Tsui, 2004),
och tanken ir att mening ska framkomma genom skillnader och inte likheter.
De planerade monstren av variation i introduktionsuppgiften var tinkt att
hjilpa eleverna att urskilja innebérden av proportionell avbildning, vilket
innebar att eleverna ska urskilja lingder och lingdférindringar vid férstoring
och férminskning. Att starta upp lektionerna med dessa uppgifter och de
monster av variation som dérigenom iscensattes, ligger vil i linje med den
variationsteoretiska principen; att ga fran helhet till delar (.o, 2012). Notera
dock att denna aktivitet endast vill ge eleverna en fornimmelse av
lirandeobjektet. Men den kom siledes att ge eleverna en méjlighet att skapa
en relevansstruktur for att pid  sd  vis gbéra de efterfdljande
undervisningsaktiviteterna mer meningsfulla. Den variation som iscensattes i
introduktionsuppgiften var av betydelse. Utmaningen tycktes vara att skapa
och iscensitta limpliga monster av variation di de identifierade kritiska
aspekterna var funktioner av varandra, vilket férsvirade urskiljningen.
Varieras t.ex. lingderna i en figur vatierar dven arean. For att kunna bortse
frain en aspekt behdver den ocksia vara urskild (Marton, 2014), vilket
inledningsvis tycktes vara ett stort problem att 16sa.

En utmaning f&r lirargruppen lag i hur mycket de kunde tona ner den ena
aspekten, vilket inledningsvis var areafSrindringen, for att mojliggora
urskiljning av den andra aspekten, lingdférindringen. Lirargruppen hade
redan i forsta cykeln flera planerade aktiviteter dir monster av vatiation var,
som Marton (2014) uttrycker, inbiddade. Dessa aktiviteter blev genom
studiens fortskridande fler och de gav dessutom upphov till mer explicita
monster av variation dir en distinktion mellan lingdfoérindringen och
areaférindringen blev allt tydligare. I cykel 3 tycktes lirargruppen komma
fram till en mer tillfredstillande balans avseende hur dessa bdda aspekter
inledningsvis skulle varieras, genom att lita areaférindringen ligea i
bakgrunden under introduktionsuppgifterna och foérst i de fdljande
aktiviteterna lata aspekten finnas med som en del av de iscensatta monstren av
variation. Visserligen lyftes areaférindringen av en elev under introduktions-
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uppgiften, men den problematiserades inte. I samtliga cykler var det elever
som uppmirksammade areaférindringen i samband med att férstoring och
términskning diskuterades i férhallande till den givna skalan 2:1 ‘varfor pratar ni
om att dubbla, det far ju plats fyra sidana?’ Att karaktiren av de kritiska aspekterna
komplicerade den systematiska hanteringen av variationen var ndgot som
lirargruppen blev varse under studiens ging. Att komma 4t dessa aspekter och
problematisera dem blev m&jligt genom att systematisera variationen, men
ocksd genom att lirarna kontrasterade elevernas pastdenden genom att de
stillde motfragor till dessa fOr att pa sd vis komma 4t vad eleverna explicit
hade urskilt, men aven for att komma at deras intuitiva forstielse.

Swvdrigheter med att iscensatta en generalisering

Aktiviteterna som involverade A4-pappret visade sig generera en ny aspekt,
men ocksd att den tinkta generaliseringen mellan de tvd olika delarna i
uppgiften blev problematisk. Aven Wallerstedt (2010) och Lilliestam (2013)
lyfter fram en problematik med generalisering. Likt det Wallerstedt beskriver i
sin studie, att eleverna inte urskiljer det generaliserbara som liraren avsett utan
de urskiljer ndgot annat, kan dven jag se i min studie. I Wallerstedts studie
presenterar liraren musik i tvdtakt och tretakt tillsammans med olika rérelser
sasom klappmonster och gingmonster for att pd sia vis stodja elevernas
mojlighet till att urskilja takten och skillnaden takterna emellan. Fér eleverna
kom dock helt andra aspekter i fokus. Det blev istillet fokus pa skillnaderna
mellan de olika rérelserna och inte alls skillnaderna mellan takterna si som
lararen hade avsett. Det blev en kontrast mellan rérelserna. Lilliestam (2013)
kan se att historielirare kan riskera att skapa generaliseringar som understédjer
négot annat 4n det tinkta t.ex. att eleverna placerar in personer och hindelser i
en tid dir de inte hér hemma. Utifrin Wallerstedts resonemang gér jag en
jimforelse med min studie och gruppuppgiften ’A4-pappet’. I denna uppgift,
vilken fanns med i alla tre cyklerna, skulle eleverna arbeta i grupp kring en
uppgift som skulle fungera som en fusion. Intentionen var att eleverna skulle
urskilja bade lingdférindring och areaférindring samt dess relation, fOrst
utifrdn skala 1:2 eller skala 1:4 och under lektionen direfter (1b, 2b och 3b)
utifran skala 1:3, vilket kan ses som en generalisering. Eleverna hade inte
tillgdng till sax, utan de skulle istillet forkorta papprets lingder genom att vika
thop pappret sa att de skapade en skalenlig avbild. Hir var det flera grupper
som istillet for att fokusera lingdférindringen i férhallande till den givna
skalan, fokuserade antal vikningar och relaterade dessa till den givna skalan,
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d.v.s. de kontrasterade antal vikningar istillet for lingdférindringar, vilket
betydde att de vek pappret tva ginger vid skala 1:2 och fyra ganger vid skala
1:4 samt tre ginger vid skala 1:3. I de férsta tvd fallen blev resultaten
dessutom korrekta avseende avbildningen, men urskiljningen var en annan dn
den Onskvirda. Under den hir aktiviteten identifierades dven den femte
kritiska aspekten ocksa pa grund av att den avsedda generaliseringen inte helt
foll ut som det var tinkt. En elevgrupp hade fokus péd ’relationen mellan
lingdf6érindringen och areaférindringen’ under aktiviteten, vilket dr beskrivet
tidigare 1 avhandlingstexten.

Att iscensatta fusion

De moénster av variation som iscensattes genom aktiviteten *’A4-papper’ var av
lirargruppen tinkta att fungera som fusion. De konstituerades dock pd olika
sdtt i de tre cyklerna. I cykel 1 problematiserades inte de kritiska aspekterna pa
ett sadant sitt att de explicit kunde urskiljas av eleverna. Elevernas svar pa
eftertestuppgifterna indikerade, genom att de var inkonsekventa i sina
16sningar, att det troligtvis hade varit f6r mycket som varierat samtidigt och pé
ett for tidigt stadie under lektionen. Det tyder pd att det alltfér tidigt i
undervisningen iscensatts en synkron simultanitet, d.v.s. att alla kritiska
aspekter samvarierade, men ocksi att det saknades en systematik i de monster
av variation som iscensattes. Dessutom viljer liraren sjilv att tala om vad det
ir som urskiljs, d.v.s. eleverna gavs inte samma modjlighet som 1 de
efterkommande cyklerna att sjilva tala om vad det dr de urskiljer. ’A4-pappret’
bjod in till ett fokus pad antal vikningar av pappret och det avsedda fokuset pa
lingder och dess férindring hamnade i bakgrunden. I framstillning av
aktiviteten i cykel 2 fanns ett starkt fokus pa lingdernas forindring. Pa sd sitt
erfars ett lirandeobjekt dér areaférindringen forblir ett problem, vilket ocksa
tydligt visar sig i elevresultatet pa eftertestet. I cykel 3 6ppnades det dock upp
féor en variation avseende relationen mellan lingdférindring och
areaférindring, vilken karaktiriserades av att det skapades samband mellan
lingdférindring och areaférindring. Dessa samband varierades utifrin olika
givna skalor. Att de iscensatta monstren av vatiation tycktes vara mer explicita
under den hir aktiviteten i cykel 3 dn i de 6vriga cyklerna indikerades av att
alla elever redovisade korrekta 16sningar i den andra delen av aktiviteten da
skala 1:3 var i fokus. Att eleverna redovisade korrekta I6sningar pia denna
fusion kan ocksa forefalla bero pé att de aktiviteter som genomférdes innan
denna aktivitet i cykel 3, iscensatte monster av variation med en pdtaglig
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systematik avseende bdde vilken ordning de olika kritiska aspekterna skulle
belysas, men ocksa att relationen dem emellan problematiserades explicit vid
flera tillfillen. Detta skulle indikera, att for att lyckas iscensitta en synkron
simultanitet avseende det aktuella lirandeobjektet krivs att den har foregitts
av diakron simultanitet, vilket 4r ndgot som bade Marton och Tsui, (2004) och
Marton (2014) framhiéller som betydelsefullt vid simultan urskiljning av ett
lirandeobjekts kritiska aspekter.

Attt gppna en dimension av variation pa olika sdtt

Utifran variationsteorin 4r erfarandet av variation nédvindig for urskiljning av
en aspekt av lirandeobjektet, vilket betyder att utifrin ett teoretiskt perspektiv
ar det intressanta huruvida en dimension av variation 4r 6ppnad eller inte, det
menar Higgstrém (2008) 4dr den kritiska skillnaden. Frdn det teoretiska
perspektivet dr det inte méjligt att goéra skillnad pa olika sitt att Gppna upp
dimensioner av variation. Inte heller dr det mdjligt att gbra skillnad mellan
antal ganger en dimension av variation har Sppnats upp under flera antal
lektioner. Om en dimension av variation Gppnats upp betyder det att en
aspekt har gjorts mojlig for eleverna att urskilja. Higgstrom (2008) resonerar
utifrin detta och framhaller att de elever som faktiskt kommer att erfara
vatiation i den aktuella aspekten, troligtvis kan bero bade pa vilket sitt och hur
minga ginger dimensionen av variation Oppnas upp. Han uttrycker att det
skulle vara intressant att jimféra olika sitt att 6ppna en dimension av variation
i relation till vad eleverna lir sig. I férhallande till Higgstréms resonemang
funderar jag pa min studie, dir det 4r ndgra fa kritiska aspekter som ar i fokus,
men att det under lektionerna fanns ett flertal olika aktiviteter, ddr varje
aktivitet innebar att flera av dessa kritiska aspekter skulle urskiljas och belysas.
Det betyder att varje kritisk aspekt gavs flera tillfillen att belysas genom att
dimensioner av variation avseende aspekten Sppnades upp vid flera tillfdllen.
Dimensionen &ppnades dven upp pa olika sitt. Det kan vara pa ldrarens
initiativ eller pa ndgon elevs initiativ eller genom att en innehillsdiskussion
térs mellan eleverna i ett grupparbete. Higgstrom (2008) fragar sig ocksd om
det spelar nagon roll huruvida dimensionen av variation 6ppnas upp explicit?
Kan ndgot sitt vara bittre dn ndgot annat? 1 den fdreliggande studien
framkommer att det 4r just detta som 4r avgbrande. Att en kritisk aspekt lyfts
vid flera tillfillen genom olika aktiviteter tycktes inte vara tillrdckligt.
Resultatet indikerade att det dven krivs att aspekten problematiserades, d.v.s.
att den belystes explicit. Att explicitgéra kontrasten mellan lingdférindringen

184



DISKUSSION

och areaférindringen, men ocksa att belysa dess relation, tycktes bidra till en
okad forstielse for eleverna. Aven resonemangens karaktir, genom vilka
monstren av variation skapades kunde vara implicita eller explicita (Lilliestam,
2013), wvilket ocksa gjorde skillnad f6r huruvida en kritisk aspekt
problematiserades eller inte, eller huruvida en dimension av variation
Oppnades upp och problematiserades. Lilliestam (2013) menar att vid de
implicita resonemangen si Overlits sjilva urskiljningen till eleverna sjdlva. Den
kritiska aspekten problematiserades inte och méjligheten att 6ppna upp nya
drag eller virden av den aspekten eller dimensionen gick férlorad och ett
distinkt ménster av variation oméjliggjordes. De explicita resonemangen i den
foreliggande studien utmirktes av att den kritiska aspekten lyfts upp och
problematiserats genom moénster av variation och dir liraren eller eleven har
satt ord pd vad som gjorts mojligt att urskilja. Liraren frigar efter elevernas
forstielse genom att friga efter vad de urskilt och sitter vid flera tillfillen
elevernas pastdende i kontrast med ndgot annat fOr att pa sd vis explicitgéra
vad det dr de urskilt. Att fa dessa dimensioner av variation mer “explicitgjorda’
genom effektiva ménster av variation bidrar till att elevernas méjlighet till
lirande 6kar, men ocksd att dessa dimensioner av variation Oppnas upp
genom flera olika aktiviteter eller uppgifter. I cykel 2 och 3 syntes ett mer
explicit resonemang i flera moment dir ménster av variation 6ppnades upp,
vilka kvalitativt skiljde sig frin resonemangen i den forsta cykeln dir elevernas
inspel inte gav ett lika explicit 6ppnande av variation, eftersom ldraren inte
utnyttjade dem 1 skapandet av effektiva monster av variation. Genom
metoden learning study, fir lirarna mojlighet att testa just detta (Holmqvist,
20006; Lo et al. 2005).

Foriandring i elevers lirande

Inom fenomenografin definieras elevernas lirande som en forindring av den
dynamiska situationen av att erfara nagot. Den lirande kan alltsid gd frin en
mindre kvalitativ uppfattning av ndgot mot en mer kvalitativ uppfattning av
samma nagot (Marton, 1981; Marton & Pang, 2008). Elevernas lirande kan
ocksa beskrivas 1 hur ménga ritt eller fel de hade pé ett test och ldta dessa
siffror tala f6r om ett 6kat lirande har skett eller inte. Denna studie beskriver
elevernas lirande i enlighet med dessa bada sitt att identifiera lirandet. 1
resultatredovisningen illustrerades elevernas progression avseende lirandet av
det specifika lirandeobjektet i form av utdrag frin deras respektive fér- och
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eftertest. Ur dessa kunde de kvalitativt skilda sitt att erfara lirandeobjektet
utrénas. Vidare visades dven, i tabellerna 19, 24 och 31 hur ménga elever som
gav ritt svar pd varje uppgift 1 respektive cykel, vilket inbjod till att jamfora
hur manga ritta svar som angavs pa fortestet respektive eftertestet. Denna
jimforelse kunde ocksd indikera huruvida ett lirande hade varit méjligt eller
inte under de olika lektionerna.

Skillnaderna i de iscensatta moénstren av variation speglade elevernas
lirande i de svar de anger pa eftertestuppgifterna och huruvida monstren
moéjliggjorde det avsedda lirandet eller inte. Empirin visar att den elevgrupp
som deltog i undervisningen i cykel 3, har oOkat sin forstielse for
lirandeobjektet mer 4n de andra tvd elevgrupperna. Resultatet indikerar att
den tredje elevgruppen i storre utstrickning utvecklat den férmagan som
avsdgs, d.v.s. urskilja linjira och icke-linjira samband vid f&rstoring och
forminskning av  tva-dimensionella geometriska objekt samt utifrdn det
hantera begreppet lingdskala. De har dels visat svar och l6sningar pa
testuppgifterna som dr av hogre kvalitet, men de dr ocksa den elevgrupp som
hade minst kunskap med sig frin bérjan avseende det avsedda
lirandeobjektet. I cykel 3 iscensitts monster av variation med en storre
systematik 4n i de tidigare cyklerna. Forst ges eleverna moijlighet att urskilja
enskilda aspekter, en s.k. diakron simultanitet. Direfter ger en fusion eleverna
moijlighet att relatera de kritiska aspekterna till varandra, vilket betyder att det
erbjudits, enligt Marton & Tsui, (2004) en synkron simultanitet. Cykel 3 stod 1
kontrast till cykel 1 i vilken aspekterna inte explicit problematiserades en i
taget och avsaknaden av systematik var uppenbar. Elevernas resultat pd
eftertestet indikerade ocksa att undervisningen inte givit eleverna méjlighet till
lirande d4 majoriteten av eleverna varken urskilde lingdférindringar eller
areaférindringar korrekt i forhdllande till en avbildning i given lingdskala. I
cykel 2 var tre av de fem kritiska aspekterna explicit problematiserade vilket
ocksa speglas i elevgruppens eftertestresultat dd de presterar avsevirt bittre pa
uppgifterna 2, 3 och 5 dn pd uppgifterna 8 och 9, dir de senare uppgifterna
kriver en simultan urskiljning av alla de kritiska aspekterna.

Den storsta kvalitativa skillnaden i elevernas lirande och forstielse av
lirandeobjektet handlar siledes om huruvida eleverna har lyckats urskilja
lingdférindring och areaférindring simultant, men ocksd pa vilket sitt
eleverna motiverar sina svar. Elevgrupp 3 har genomgiende ett bittre resultat
in de 6vriga tva grupperna, vilket kommer till uttryck genom att de bade
uttrycker sig mer explicit om vad de har urskilt, men dven att de motiverar
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sina svar mer stringent. De talar tex. om att ‘alla lingder, bide pa insidan och
utsidan av figuren ska vara fyra ginger sa linga’, vilket kan jimféras med de andra
elevgrupperna dir eleverna som deltog i cykel 1 6verlag endast ger svar som
Jiguren ska bli fyra ganger stirre’ eller elevgruppen frin cykel 2, som ger mer
implicita svar t.ex. Yingderna ska bli fyra ganger storre’. Dessa kvalitativt olika
elevsvar speglades i undervisningen och de moénster av variation som
iscensattes satillvida att de resonemang som férdes f6r att mojliggora
iscensittningen var mer implicita i cykel 1 4n i cykel 3. Det betyder att de
kritiska aspekterna inte problematiserades explicit och att eleverna inte fick
moéjlighet att sitta ord pé vad de urskilde. Det férdes fler explicita resonemang
i fOrsta delen av cykel 2 och under stérre delen av cykel 3. Till detta kan en
parallell dras till Lo (2012) som pekar pd, att det 4r vad eleverna
kommunicerar om och inte hur de kommunicerar som ir av betydelse, d.v.s.
att innehallet i denna kommunikation 4r avgérande for elevernas lirande.

Hilton et al. (2013) redogdr for en studie dir resultatet visar att eleverna
har svirigheter med att sepatera de proportionetligt linjira sambanden med de
proportionerligt icke-linjira sambanden da tvi-dimensionella figurer forstoras
vid given skala. Firre 4n en tiondel av eleverna i Hiltons studie svarade
korrekt pa areans férindring da lingd och bredd férdubblades. Tre fjirdedelar
av eleverna svarade att dven arean férdubblades dé lingderna férdubblades.
Jamfors dessa resultat med foreliggande studies resultat, dér ett liknande
kunnande efterfragas i framforallt friga 9, indikeras ett liknande resultat, d.v.s.
att det endast dr ett fdtal elever som kan separera lingdférindringen fran
areaférindringen. Diremot sker en markant utveckling av elevernas kunnande
genom foreliggande studies intervention, da det 4r en majoritet av eleverna i
tredje cykeln som kan separera dessa samband och ocksd se dess relation.
Detta resultat indikerar att de iscensatta ménstren av variation avseende att
hilla bade lingdférindringen och areaférindringen i forgrunden simultant,
kan ses som effektiva. Majoriteten av eleverna som deltog i undervisningen 1
cykel 3 visade att de kunde géra denna urskiljning.
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Interaktionens betydelse i undervisningen

Det kan tyckas vara svart i en studie att fOrutsiga resultatet av en lektion dar
det finns en stor mingd interaktion, 4n i en lektion med mindre interaktion.
Om man som ldrare har utvecklat en detaljerad lektionsdesign, men samtidigt
uppmirksammar elevernas idéer och forsdker anpassa undervisningen till
dessa, kan det resultera i att det blir svédrare att folja lektionsdesignen
(Kullberg, 2010). Elevernas inspel kan komma att férdndra designen och
resultera i att planerade jimfrelser blir svarare. Elevernas och lirarens sitt att
stilla frigor samt sitt att respondera pa dessa kan avgdra hur innehallet
behandlas (Kullberg et al. inpress). Genom den iterativitet som finns i en
learning study, kan lirargruppen med hjilp av interventionen prova sig fram
och utforska pa vilket sitt elevernas inspel kan anvindas for att utveckla
undervisningen. En del kritiska aspekter kommer inte fram varken genom
lirarnas samarbete om ldrandeobjektet eller under ett fortest utan férst nir
elever interagerar med dmnesinnehillet under lektionen (Lo, 2012), vilket dven
visade sig vara av betydelse i foreliggande studie.

Interaktionen i alla tre cykler, men framfdr allt i cykel 2 och 3 ir riktad at
flera hall. Det sker en kommunikation mellan lirare och elever, men ocksi
mellan elever. Ur detta skapas spontana monster av variation som gor det
mojligt att belysa de kritiska aspekterna fran flera héll eller pa olika sitt.
Lirarna har genom studien haft en f6rmdga att rikta kommunikationen mot
avgrinsade delar av lirandeobjektet och interaktionen sker i flera riktningar
mellan lirare, elever och det specifika innehillet, vilket enligt Marton (2014)
utifrin  Maunula (2011) kan ses som en dynamisk innehallsrelaterad
interaktion. Lidrarna uppmuntrade eleverna att kommunicera om innehallet
och genom detta tycktes lirare och elever ges mdjlighet att tillsammans
iscensitta ménster av variation dér elevernas missuppfattningar eller skilda sétt
att se pd innehallet kunde synliggbras, men ocksd problematiseras. En parallell
kan hir dras till Paic-Antunovic och Vlahovic-Stetics (2011) studie dd dven de
for fram att det dr av betydelse att eleverna far respons pa sina svar samt att de
far mojlighet att diskutera sina strategier och jimf&ra sina I6sningar med andra
elevers l9sningar oavsett om de dr korrekta eller inte. Detta menar de kan
bidra till att eleverna kommer forbi ’illusionen av linjiritet’ och fir en ny
forstaelse for forstoring och férminskning av tva-dimensionella figurer. Att
lita eleverna sjilva uttrycka hur de ser pd innehillet, men inte ldta det stanna
dirvid, utan ocksa anvinda och problematisera uttrycken, har i flera studier
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visat sig vara ett effektivt sdtt att utmana den problematik som beskrivits i
tidigare forskning (De Bock et.al, 1998; DeBock et.al, 2002; De Bock et. al,
2003; Nilsson, 2005). De poingterar att detta kan vara ett effektivt sitt att
komma at elevernas intuitiva sitt att se pa det aktuella innehallet.

Nir lektionerna analyserades tillsammans av ldrargruppen i forsta skedet
sig det ut som om liraren gjorde bruk av elevernas inspel som en killa {6t till
sin undervisning. Men vid den djupare analysen som direfter skedde tycktes
det vara en nigot mer explicit interaktion under cykel 2. Kommunikationen
riktades tydligare mot att ta reda pa vad eleverna urskilde och samtidigt f4 dem
att sitta ord pa vad det var det urskilde. Nagot som kan sigas betyda att
ldraren forsékte fa eleverna att gd bortom sin intuitivitet, d.v.s. slippa den eller
borra i det som de intuitivt ville svara pd de specifika frigor eller aktiviteter
som stilldes eller genomférdes under lektionerna. Lirarna gjorde bruk av
elevernas inspel, pa ett sitt som indikerade att de bade hade ett kunnande om
lirandeobjektet, men ocksd om de svarigheter som pavisats att elever i
motsvarande dlder tycks ha (Lo, 2012). Frigorna och motfrigorna lirarna
stillde gjorde det mojligt f6r dem att peka ut ndgot, fi elevernas
uppmirksamhet riktat mot en specifik aspekt eller fa eleverna att sitta ord pa
vad de hade urskilt, vilket tycktes vara av betydelse f6r hur undervisningen
utvecklades men ocksd i hur elevernas lirande utvecklades. Di tidigare
forskning papekat att eleverna girna svarar intuitivt pa fragor eller uppgifter
rérande det aktuella matematiska innehillet (De Bock et al. 2002), tycktes
ldrarnas forhallningssitt till elevernas inspel och de fragor som stilldes vara av
betydelse. Lirarna anvinde de framlyfta aspekterna i ett fOr eleverna
meningsfullt ménster av variation. Genom detta férhdllningssitt skapades vid
flera tillfillen spontana och effektiva monster av variation ddr kritiska aspekter
blev explicit problematiserade. Nir eleverna svarade eller redogjorde for
16sningar under de olika aktiviteterna stillde ldrarna vid flera tillfillen
hypotetiska motfragor likt det som efterfrigades av Modestou et al. (20006)
och Modestou et al. (2008).

Under cykel 2 skulle en elev under aktiviteten ’fotografiet’ (se figur 10) tala
om varfor den tredje bilden var en korrekt avbildning. Eleven sidger di att den
dr ritt for att den dr forstorad . Liraren nojde sig inte med svaret utan stillde da
en hypotetisk motfriga genom att peka pa bild 2, vilken ocksd ir storre dn
ursprungsbilden, men inte en korrekt avbildning och fragar Gr inte den ocksa
Jforstorad?. Frigandets karaktdr bidrar till elevernas uppmirksamhet pa de
kritiska aspekter som ska urskiljas, d.v.s. lingder, lingdernas férindring och
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innebdérden av en korrekt avbildning. Liraren skapade genom sin motfriga en
kontrast, d4 hon jimforde tvd forstoringar med varandra. Marton och Tsui,
(2004) menar pi att liraren genom att stilla frigor av den hir karaktiren
Oppnar upp utrymmet for att elevgruppen ska kunna undersoka sina svar, men
ocksd att fragor som stills vid kritiska faser i lektionen kan innebdra att de
kritiska aspekterna kommer i férgrunden. Detta var nagot som hinde vid flera
tillfillen under lektionerna, men frimst under lektionerna i cykel 2 och 3.
Eleverna uppmanades att nyansera och utvidga sina pastdenden och tankar,
vilket vid flera tillfdllen resulterade i mer explicita svar och méjlighet till
urskiljning av ndgon av de kritiska aspekterna. Frigorna gav ocksd méjlighet
till det som Modestou et al. (2008) kallar f6r systematiska didaktiska
ingripanden, di liraren skapar situationer som méjligedr ett ifrigasittande av
elevernas sitt att se pa innehdllet. Mason (2000) lyfter ocksa fram betydelsen
av frigor i undervisningen och hivdar att de bor vara av sidan form att de
stimulerar eleverna att botja stilla relevanta fragor till sig sjilva och genom det
forstd matematiken som ndgot annat dn endast rdtta svar. Mason (2000)
papekar ocksa att for att lirarna ska kunna stilla relevanta frigor dr det en
fordel om de har vetskap om vilka svarigheter eleverna har inom det aktuella
omradet. Aven hir kan man dra en parallell till elevernas intuitiva kunskap och
oférméga att reflektera 6ver dem (De Bock et al. 2002; Van Dooren et al.
2004a). For att kritiskt kunna granska sin intuitiva kunskap behover eleverna
troligtvis lirare som 4r nyfikna pa hur de tinker, pd vad de fokuserar och pa
vad de tycks ta f6r givet.

Det ser ut att vara en fornuftig undervisningsstrategi att ge eleverna
mojlighet att uttrycka sig kring det matematiska innehillet f6r att pa sa vis
undvika att ta uppenbara aspekter for givet. Anvindandet av elevernas inspel i
studien genererade exempel som hjilpte lirargruppen och dven ldraren i
enskild undervisningssituation att avsléja hur eleverna férstir och tinker om
det aktuella matematiska innehéllet. Det tycks vara det specifika i inspelen som
ar avgorande, inte inspelen i sig. Med hjilp av denna starkt innehéllsrelaterade
delaktighet kunde lirargruppen skapa nya eller forfina monster av variation
infér varje cykel, men de kunde dven skapa spontana monster av vatiation
under pagiende undervisning.
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Studiens begrinsningar

Learning study far ibland kritik fér sin smiskalighet, vilket 4r ndgot som bor
beaktas. I en learning study anvinds ofta tester fOre respektive efter
undervisningen i varje cykel for att med hjilp av dessa kunna bedéma
elevernas lirande av det avsedda lirandeobjektet (Lo, 2012). Elevgrupperna i
foreliggande studie dr relativt smd, och antalet elever dr ocksd olika i de tre
ordinarie klasserna, sd skillnader i resultatsiffror av kvantitativ karaktir dr pd sa
vis inte 6vertygande. Det har inte varit moijligt att pavisa statistiskt sikerstilla
skillnader mellan elevgrupperna da det krivs storre elevgrupper fér detta. En
skillnad mellan elevgrupperna visade dock vad giller antal ritta svar, men
framforallt framtridde det skillnader avseende kvalitén i svaren eleverna ger,
vilket visade sig i att eleverna i grupp 3 motiverade sina svar i storre
utstrickning dn framforallt elevgrupp 1. De visade ocksd mer explicit vad det
var de hade urskilt och tar fasta pa nir de 16ser uppgifterna, vilket var nagot
som inte gjordes i lika stor utstrickning i elevgrupp 2 och knappt alls i
elevgrupp 1. Fordelen med att genomféra studien i de ordinarie klasserna,
trots att det i framfdrallt elevgrupp 3 blev firre antal elever, dr att eleverna ér
trygga med varandra, vilket i den hir studien bedémdes vara viktigare dn att
det konstruerades nya stérre grupper dir eleverna frin olika klasser skulle
blandas. Eleverna kinde dven studiens deltagande lirare, vilket inte sdgs som
en nackdel i f6rsta hand utan med en férhoppning att det skulle ge en trygghet
for eleverna och innebira att eleverna deltog aktivt i undervisningen pa si vis
att de gav sig in i diskussionerna och deltog i interaktionen som var planerad
att skapas mellan ldrare, elev och det matematiska innehillet. Avsaknad av
kontrollgrupp var ocksd nédgot att forhélla sig till i den hir studien. Om
forutsittningarna i storre utstrickning liknar de som eleverna ir vana vid kan
den s.k. Hawthorne-effekten minskas (Cohen, Manion & Morrison, 2011).
Hawthorne-effekten innebir att en s.k. konstruerad elevgrupp kan prestera
bittre dn en kontrollgrupp p.g.a. den 6kande uppmirksamheten den far.
Enligt Elliot, (2012) kan man istillet i studier som denna se att
kontrollgruppen skapas genom sjilva iterativiteten, vilket betyder att de s.k.
interventionsgrupperna blir varandras kontrollgrupp. Tillimpningen och
variationsteorin valideras pa s vis genom den iterativa processen.
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Testens betydelse

De presumtivt kritiska aspekterna identifierades i den tidigare genomférda
learning studyn, i screeningintervjuerna 6ver flera arskurser samt att de anas
utifrin vad tidigare forskning visar av elevernas svarigheter inom det aktuella
dmnesomridet. Det 6vergripande resultatet visar ocksd att 1 samtliga tre
elevgrupper syns samtliga presumtiva kritiska aspekter. Utan dessa inledande
kartliggningar skulle ett fortest i direkt anslutning till forskningslektionerna
kunna innebdra att de kritiska aspekterna f6r den aktuella elevgruppen inte
kommer i fokus f6r undervisningen da dessa aspekter inte blir synliga fér
lirargruppen forrin efter genomférd undervisning. Genom att anvinda
screening for att synligegdra de presumtivt kritiska aspekterna, och f6r- och
eftertest som ett instrument att studera elevernas forindrade uppfattningar i
direkt anslutning till lektionen, elimineras denna problematik. Dessutom
bestar varje cykel av tva forskningslektioner, vilka genomfors tvd pa varandra
toljande dagar, vilket innebdr att lirargruppen haft mojlighet att ta del av
fortestsresultatet  innan  de genomfér den andra av  de tva
forskningslektionerna.

Da eftertesten ligger i direkt anslutning till den sista av de tvd lektionerna i
vatje cykel finns en risk att eftetestet endast visar nagot som eleverna har
memorerat frin undervisningen, d.v.s. ndgot de kommer ihdg. De férdréjda
eftertesten spelar p.g.a. detta en viktig roll, dd de testar elevernas kunnande
flera veckor efter avslutad lektion och kan pa ett mer trovirdigt sitt visa vilka
effekter undervisningen har haft pa elevernas lirande. Milet med
undervisningen vatr att eleverna skulle utveckla en férmiga som de ocksd
skulle behdlla 6ver tid. De fordréjda eftertesten kan dd ses som en slags
utvirdering av undervisningen och dess relation till lirande. Testet som
eleverna genomférde, vilket bestod av nio frigor, visade att eleverna pi
gruppnivi presterade i stort sett samma pd det fordrdjda eftertestet som pa
eftertestet, se tabell 11. Det gar dock inte att utesluta att lirande har skett
mellan eftertest och f6rdrdjt eftertest bade i form av undervisning i skolan
eller vid andra tillfillen dn lektioner. Det f6rdrdjda eftertestet visar pa vilket
sitt eleverna lyckats ta tillvara de efterféljande lirsituationerna och utvecklat
sitt kunnande bortom undervisningstillfallet.

De testuppgifter som anvinds i studien dr utformade av lirargruppen
tillsammans, men dven i samrdd med andra forskare. Att pa férhand kunna
formulera relevanta uppgifter kan anses vara svart. De uppgifter som
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anvindes har dock testats under screeningintervjuerna och ansags da testa det
som lirargruppen var nyfiken pd, nimligen hutruvida eleverna kunde urskilja
de linjdra och de icke-linjira sambanden mellan tvi-dimensionella geometriska
figurer och dirigenom hantera skalan korrekt. Trots detta uttryckte
larargruppen i efterhand att testuppgifterna skulle kunna konstrueras med
storre skidrpa pd att de verkligen kunde ge svar pd det som ldrargruppen
efterfrigade. Detta indikerar att ldrarna utvecklat en férdjupad forstdelse
jamfort med tidpunkten nir de konstruerade fortestet.

Studiens kunskapsbidrag och fortsatt forskning

Resultatet av en learning study kan inte anvindas rakt av i ett nytt
sammanhang utan kan ses som en beskrivning av de kritiska aspekter som ir
identifierade f6r en speciell elevgrupp avseende ett specifikt dmnesinnehall
och som kan ge en riktning da undervisning ska planeras i en ny grupp kring
samma dmnesinnehall. Resultatet av en learning study ska heller inte ses som
en lista av kritiska aspekter, utan ett resultat som vuxit fram ur en interaktiv
aktivitet och som ir specifikt for just det sammanhanget. Den kunskap som
producerats genom en learning study avseende ett avgrinsat dmnesinnehall
kan istillet ses som en killa att utgd ifrin nir lektioner ska planeras i en ny
kontext (Runesson & Gustafsson, 2012). De resultat som en learning study
ska utmynna i ska bidra till var fOrstdelse av lirandets betingelser, bide pa
generell och innehallsmissig niva.

Kan resultatet i denna studie bli anvindbart for lirare i praktiken eller for
fortsatta studier avseende det aktuella matematiska innehallet utifrin ett
undervisningsfokus? Jag tror att si dr fallet. Det empiriska resultatet kan
betraktas som anvindbart fér andra lirare. Dessutom kan studien ses som att
den fyller en plats inom omradet ’illusionen av linjiritet’ genom att resultaten
bidrar till var forstaelse f6r varfor detta fenomen uppkommer och pa vilket
sitt det kan motverkas genom undervisning.

I foreliggande studie hade lirargruppen redan innan studien startade
kunskap om vad som skulle kunna vara kritiskt for att dstadkomma ldrande av
det valda lirandeobjektet dd de tidigare genomfdrt en learning study kring
begreppet skala. Genom att direfter ha tagit del av resultat fran tidigare
forskning avseende elevers svirigheter (De Bock et al. 1998; De Bock et al.
2002; Fernandez et al. 2009; Modestou et al. 2009; Van Dooren et al. 2004a)
och resultatet av screeningintervjuerna, vilka tycktes vara samstimmiga, fick
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de en riktning och kunde dirigenom identifiera presumtiva kritiska aspekter
och direfter ett mer avgrinsat lirandeobjekt i forhillande till det som
iscensattes i den tidigare learning studien.

Studien ger en detaljerad beskrivning av de moénster av variation som
iscensattes under lektionerna. Genom att ta del av denna beskrivning kan
lirarna bli medvetna om sin egen undervisning, men de kan dven se
beskrivningen som en inspiration f6r hur de kan handskas med det aktuella
matematiska innehdllet. Med hinsyn till méjligheten att géra generaliseringar
av monster av variation dr huvudlinjen att det aldrig gar att siga att ett
specifikt monster av variation 4r bittre eller mer kraftfullt 4n andra ménster av
variation. Ett ménster kan endast vara bittre eller mer kraftfullt 4n ett annat i
relation till ett specifikt lirandeobjekt (Marton, 2014). En systematik kring
monster av variation som under interventionen vixte fram som mer effektivt i
studien, var att forst fokusera vad som krivs f6r en korrekt avbildning genom
att lata lingdférindringar variera men halla den geometriska figuren konstant.
Direfter hélls lingdférindringen konstant och den geometriska figuren
varierar. Areaférindringen halls i bakgrunden initialt. Den lyfts fram explicit
och simultant med de Gvriga aspekterna forst dd dessa har fokuserats genom
flera olika monster av vatiation, vilket innebdr att en synkron simultanitet
mojliggjordes. Systematiken visade sig vara effektiv avseende att komma f6rbi
llusionen av linjdritet’. En majoritet av de elever som erbjéds denna
systematik visade i sina 16sningar pd eftertestet att de bade kunde separera
linjira samband och icke-linjira samband frin varandra och se hur dessa
forholl sig till helheten, men att de ocksd kunde urskilja dem simultant da
detta efterfrigades. Det betyder att de i en och samma uppgift kunde
konstruera en avbild efter given lingdskala samt explicit tala om vad som
hinder med lingderna respektive arean.

Den interaktiva karaktiren av ett klasstum visade sig i denna studie vara
betydelsefull, vilket hidr innebar att eclevernas forstielse av innchallet
efterfrigades och blev till undetrvisningens innehall i form av att lirarna
uppmanade eleverna att sitta ord pa vad de fokuserade pa i innehillet for att
dirigenom fi mojlighet att fa syn pd vad eleverna hade urskilt, men ocksa for
att fi syn pd eventuella nya kritiska aspekter. Analysen av innehéllets
behandling indikerade att dven de iscensatta ménstren av vatiation kunde ses
som dynamiska déd elevernas olika sitt att se pa innehillet synliggjordes, vilka
dirigenom blev ett redskap fOr att skapa spontana monster av variation. Dessa
monster av variation blev mer explicita och siledes mer kraftfulla i sista cykeln

194



DISKUSSION

da interventionen givit lirarna en stérre férstaelse for elevernas svarigheter,
vilket ytterligare ger tyngd at att undervisning och lirande dr ndgot lirare och
elever med fordel skapar tillsammans. Morris och Hiebert (2011) podngterar
att lektionsplaneringen inte dr en fast produkt utan dven den dr till for att
andra lirare ska testa och utveckla den vidare. Undervisningen i studien skulle
kunna ses som genuint interaktiv, med vilket jag menar att elevernas inspel
och pdstienden ges utrymme och liraren gbr bruk av dessa som en killa till
undervisning och skapandet av bide planerade och spontana monster av
variation.

Ytterligare praxisndra forskning avseende detta specifika matematiska
innehall kan bygga vidare pd studiens resultat. En naturlig fortsdttning pd
studien skulle kunna vara att med ett fortsatt undervisningsfokus utvidga det
matematiska innehallet. Som ett forsta steg skulle det kunna innebdra att
areaférindringen far ett storre utrymme vid forstoring och férminskning
genom att féra fram den i férgrunden och lata lingderna ligga i bakgrunden.
Genom ett sidant forfarande kan begreppet skala fordjupas genom att
kvadratiska samband kan undersdkas och problematiseras. Elevgrupperna
visade i alla tre cykler att dd en tva-dimensionell figur underséks uppkommer
en nyfikenhet avseende areans fordndring i relation till begreppet skala. I
studien var det lingdskalan som var i fokus, men den gav siledes upphov till
frigor som visade att begreppet skala i nista steg borde utvecklas vidare
genom att dven areaskalan belyses. Yttetligare ett steg i undersékningen kan
vara att dven behandla oregelbundna tvi-dimensionella figurer samt tre-
dimensionella figurer.

Det borde finnas intresse i det dmnesdidaktiska filtet att genom fortsatt
forskning bygga vidare pa och préva de resultat som denna studie presenterar
genom ytterligare en studie didr det matematiska innehdll jag givit forslag pd
underséks eller att resultatet frin denna genomférda studie ses som en
utgingspunkt fér att undersdka ett utbkat dmnesinnehdll genom Design
experiment (Cobb et al. 2003). En nyfikenhet som vickts under arbetets ging
och som skulle kunna bli en férlingning pd studien dr att sitta delar av
resultatredovisningen i trelation till Brousseau’s teori (Brousseau, 1997) om
didaktiska situationer. Brousseau’s teotri kan sammanfattas som en teori, vilken
explicit beskriver hur matematikundervisning kan genomféras dir eleverna
har ett eget ansvar fOr att skapa sin kunskap, men att ldraren samtidigt har ett
ansvar for att stédja eleven 1 lirprocessen genom att bl.a. utmana eleverna i
deras befintliga forestillningar om det matematiska innehallet. Bade lirare,
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elever och matematiskt innehill 4r involverade i den didaktiska situationen,
vilket d4ven speglas i resultatet av denna studie.
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Bilaga 1: Tillstaind for deltagande i studien.

He;j! Goteborg [ IR

Mitt namn &r Jenny Svanteson Wester och jag &r anstélld pa _ som
matematik- och NO-ldrare samt utvecklingsledare. Jag har dock tagit ett uppehall i min
larartjanst och ar nu doktorand i pedagogiskt arbete vid Goteborgs universitet och
forskarskolan Learning study, med inriktning matematikundervisning. Ni kanske kénner
till att svensk matematikundervisning debatteras mycket i media och att fokus ligger pa
att alltfor ménga elever lar sig for lite matematik. For att kunna utveckla
matematikundervisningen behdver vi som forskare fa veta mer om den och det &r i detta
sammanhang som jag planerar att filma tva av matematiklektionerna i ditt barns klass.
Det som ska fangas pé filmen ar vad lararna gor och séger i undervisningssituationen
och hur barnens tankar bemots och hanteras. Filmandets fokus ar dérfor i forsta hand pa
lararen och inte pa barnen. Jag kommer inte att ta med nagot material som kan uppfattas
som krdnkande eller som utldmnar enskilda barn. Dérefter ska jag analysera lektionerna
for att pa sikt kunna bidra med kunskap om vad i undervisning som mojliggor larande.
Lektionerna har planerats med ditt barns ordinarie larare i matematik och ingar i den
ordinarie undervisningen. Négra av eleverna kommer, om de vill bli intervjuade fore
och efter lektionen. Nar studien &r klar kommer den att presenteras i bokform for
pedagoger och forskare i pedagogik. Materialet kan dven anvéindas i utbildning av
larare, om ni godkdnner det. Varken ditt barns namn eller skolans namn kommer
ndmnas 1 ndgot sammanhang.

Jag hoppas att du och ditt barn stiller er positiva till att delta i detta forskningsprojekt.
Har ni fragor eller undrar 6ver ndgot, gar det bra att kontakta mig via telefon eller mail.

Vinligen

Jenny Svanteson Wester
doktorand vid Institutionen for didaktik och pedagogisk profession (IDPP), Goteborgs
universitet. Forskarskolan Learning Study.

Tele: NN

Mail: jenny.svanteson@fenestra.se
Handledare:

Docent Mona Holmgqvist

Fil.Dr. Cecilia Kilhamn

Professor Catherine Lewis




Barnets namn:
Barnets klass:

____Ja, mitt barn fér delta i forskningsprojektet. Filmen far anvidndas bade i forskning
och i utbildning av lérare.

_Nej, mitt barn deltar inte i forskningsprojektet.
Barnets underskrift:

Vérdnadshavares underskrift:



Bilaga 2: De for- och eftertest-uppgifter som anvindes
1 samtliga cykler.

uppgift dr att avgéra om de fdljande figurerna dr avbildningar

. Uppgift 2b: Titta pi den kvadratiska figuren till vinster. Din

av den forsta figuren som en férstoring i skala 4:1?

Forklara hur du resonerar.

A. O Ja
O Nej
O Jag vet inte
Forklara hur du resonerat:
B. O Ja
O Nej

O Jag vet inte
Forklara hur du resonerat:




Uppgift 2c: Titta pa den kvadratiska figuren till vinster. Din
uppgift dr att avgéra om de foljande figurerna dr avbildningar
av den férsta figuren som en forstoring i skala 4:1?

Forklara hur du resonerar.

O Ja

O Nej

O Jag vet inte

Forklara hur du resonerat:

O Ja

O Nej

O Jag vet inte

Forklara hur du resonerar:




Uppgift 3: Gor en avbildning av triangeln i skala 4:1. Forklara hur du
resonerar.

Uppgift 4: G6r en avbildning av citkeln i skala 4:1. Férklara hur du resonerar.

Uppgift 5: Gor en avbildning i skala 2:1 av figuren nedan. Forklara hur du
resonerar.




Uppgift 8: Martin ska géra en malning av Mollymus som dr 48 cm ling pa sin
dotters vigg. Han utgar i frin ett vykort dir han har en bild pd Mollymus som
ar 12 cm. Han har férstorat bilden.

a) I vilken skala har han gjort férstoringen?

b) Hur minga ginger stérre yta har Mollymus-malningen pd viggen in
Mollymus-bilden pa vykortet?

Hur 16ser du problemet?

Forklara hur du resonerat.

Uppgift 9: Stina har ett staket runt sitt kvadratiska tridgardsland. Stinas bror
Olle har ocksd ett staket runt sitt kvadratiska trddgirdsland. Olles
tridgérdsland dr stérre dn Stinas och han behéver ett staket som dr dubbelt sa
langt.

a) Hur mdnga ginger storre dr ytan pa Olles land jimfort med Stinas land?

b) Olles tridgirdsland 4r en foérstoring av Stinas tridgardsland. I vilken skala
ir forstoringen gjord?

Forklara hur du resonerar









HUR KAN DUBBELT SA LANGT BLI FYRA GANGER
STORRE?

Tidigare forskning har visat att majoriteten av 12-16-ariga elever har en
tendens att utgd ifran ett linjart samband da de 16ser uppgifter av icke-linjar
karaktar. Fenomenet, som kallas for ’illusionen av linjaritet” kommer av att
eleverna da de ska forstora eller forminska fler-dimensionella geometriska
figurer intuitivt utgar ifran att dd sidorna gors dubbelt sa langa blir dven
arean och volymen dubbelt sa stor. Syftet med denna licentiatuppsats har
varit att undersoka hur innehdllets behandling under en serie lektioner
avseende forstoring och forminskning av tva-dimensionella figurer i relation
till begreppet skala kan bidra till att utveckla elevernas férméga att urskilja
det linjart proportionella och det icke-linjart proportionella sambandet
simultant. Empirin, vilken baseras pa en learning study, en iterativ process,
tar hdr sin utgdngspunkt i variationsteorin. Resultatet i studien visar att
undervisning som skapar forutsittningar for elever att urskilja bada dessa
samband simultant, d.v.s. separera lingdforandring fran areaférandring och
se att relationen dem emellan inte ar linjir, ger eleverna mojlighet att komma
forbi ’illusionen av linjaritet’.

Eftersom tidigare forskning visat pa att eleverna girna svarar intuitivt pa
fragor eller uppgifter rorande det aktuella matematiska innehallet, tycktes
aven lararnas forhallningssatt till elevernas inspel och de fragor som stilldes
vara av betydelse. Med hjilp av denna innehallsrelaterade delaktighet
kunde larargruppen, genom att anvianda elevernas inspel, skapa monster av
variation dar elevernas missuppfattningar eller satt att se pa innehallet kunde
bli, inte bara visualiserat utan ocksa problematiserat. De kritiska aspekterna
kunde saledes bli explicit urskilda, vilket tycktes vara av stor betydelse for
hur elevernas larande utvecklades.

Jenny Svanteson Wester dr verksam som ldrare i
matematik och NO pa grundskolan sedan 1994. Hennes
forskningsintresse ar klassrumsnara och inriktad pa

relationen mellan undervisning och lirande.
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