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Matematiska monster eller strukturer aterfinns 6verallt. Geometrins cirk-
lar, koner, romber och trianglar hdrror fran geometrin, det vill siga lant-
materiet. Det elementira riknandet av antal leder till aritmetiken, och
studiet av krafter och rorelse till den matematiska analysen. Osidkerhet
och variation i observationer for till sannolikhetskalkyl och statistisk ve-
tenskap.

De matematiska monstren dr dock inte identiska med sina fenomen.
De mejslar ut eller renodlar egenskaper, bortser fran storande detaljer,
och bygger sin egen teori. Inom denna kan man sa vinna ny kunskap,
med den logiska deduktionens kraft. Ofta sprider denna matematiska
kunskap ljus dver de empiriska fenomen som teorin &dr fodd ur eller avser
att beskriva. Ibland dominerar till och med den matematiska strukturens
egenskaper situationen: i manga sammanhang ir hjulets cirkelform vik-
tigare dn dess materialegenskaper. I andra fall samspelar matematiska
aspekter med andra, och i somliga sammanhang, tyvirr, kan matemati-
ken bli till en mystifierande sloja.

Idealet &r att en matematisk struktur skall férena enkelhet med en upp-
sjo av hirledbara egenskaper, vilka i sin tur besitter en stor genomslags-
kraft i konkreta tillimpningar. Sddana finns det markligt ménga. En &r
reproduktionens fundamentala monster. Det utgors av en méngd eller,
som man ofta sdger i dessa sammanhang, en population av individer, dér
maingdens storlek och sammansittning fordndras genom att individerna
genererar nya individer men sjdlva lamnar scenen. Det aterfinns, natur-
ligtvis, i biologin men ocksa i fysikens partikelvérld, och forstas i sam-
hillen uppbyggda av biologiska varelser.

I den moderna sannolikhetsteorin introducerades det, i ett samhalleligt
sammanhang, av en av 1800-talets intellektuella foregangsgestalter, Dar-
wins kusin Sir Francis Galton. I 4n hogre grad dn de flesta av oss var
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han bade djupt originell och ett barn av sin tid. Han upptickte fingerav-
trycken och gjorde dem till kriminologiska verktyg. Han var rasist, eller
atminstone rashygieniker, i den tradition som under 1900-talets forsta
hilft kom att vinna visst burskap dven hir i Sverige. Det var han som
borjade med skallmétningar. Men det var ocksa han som introducerade
det fruktbara begreppet korrelation. Han var ohejdbar i sin rationalism
och gjorde en statistisk studie av bonens effektivitet genom att jimfora
forlisningar av skepp med och utan skeppsprést.

Oroad av vad han kallade ”de ddla familjernas forfall” formulerade
Galton for 140 ar sedan Problem 4001 i Educational Times: Ett antal
min med olika efternamn koloniserar ett omrade. I varje generation for-
blir en fix andel barnlds, en annan andel far en son (som Overlever till
vuxen alder), en andel far tva sonder osv. Bestim sannolikheten for att
ett slaktnamn skall d6 ut. Givetvis forutsitts att efternamn 4rvs fran far
till son.

Formuleringen ir pittoresk och priglad av sin tid. Men det dr létt att
se att den stiller en fraga av stor allmén vikt: Hur bestdms populationers
overlevnad av individernas reproduktion? Galton var inte forst. Trettio
ar tidigare hade den franske statistikern I. J. Bienaymé oroat sig Gver
den franska lantadelns utdéende. Redan Malthus observerade mot slutet
av sin beromda Essay on the Principle of Population, as it Affects the
Future Improvements of Society (1798) att under tva sekler 379 av bor-
gerskapets 487 slikter i Bern hade dott ut. En naturlig fraga dr da om ett
frekvent utdoende av slédkter eller andra delpopulationer &r ett naturligt
inslag i utvecklingen av vixande befolkningar eller ndgot som antyder
ett hot eller en fordndring, till exempel degeneration av adliga itter.

Det kom bara in ett forslag till 16sning av Problem 4001, och det
gjorde, som Galton uttryckte det, en "forskricklig rora” av det hela. Gal-
ton vinde sig till kyrkoherden H.W. Watson i Berkswell, Coventry, som
han kinde fran Cambridge och visste var en skicklig matematiker. Wat-
son var fortsatt vetenskapligt aktiv med monografier om elektromagne-
tism, geometri och kinetisk gasteori pa sin meritlista. Han kom péa den
losningsmetod, som fortfarande &r den vanliga, och som forresten dver-
ensstimde med den Bienaymé hade anvént — utan Galtons vetskap. Ut-
slocknandesannolikheten maste uppfylla en enkel fixpunktsekvation.
Denna har alltid 16sningen 1, som ju skulle sdga att utdoendet dr ound-
vikligt. Tyvirr forbisag Galton och Watson att ekvationen ocksa kunde
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ha andra I6sningar och publicerade 1875 sin deprimerande konklusion:

’Alla efternamn gar mot utdéende ... och detta resultat hade man kun-
nat vinta sig, ty ett forlorat sliktnamn kan aldrig aterskapas ... Detta re-
sultat far inte forvixlas med den manliga befolkningens utddende, ty ...
vi har (i manga fall) en obegrinsad tillvixt av den manliga populationen
(i sin helhet).”

Man kan fraga sig hur hogt begavade personer som Galton och Wat-
son kunde hamna i detta mirkliga resonemang om att alla sldkter skulle
do ut utan att samma 6de skulle drabba befolkningen som helhet. Svaret
kanske framst star att finna i Malthus observation: ett frekvent men inte
totalt utdoende av slikter kan mycket vil ga hand i hand med en snabb
tillviaxt av helheten. Fragan hade ju vickts av observationen att manga
sldkter hade dott ut, och som man ropade fick man svar.

Om man vill, kan man ocksa spekulera i paverkan av forestillningar
som florerade vid denna tid och som kunde underbygga tanken att allt
maste do ut. Prefascistiska samhillsteorier ville se nationer och folk (och
varfor inte slikter) som organismer med eget, dndligt liv. Man fascine-
rades av det romerska imperiets fall och diskuterade den visterldndska
civilisationens nodvindiga undergang.

Omvirlden tycks inte heller ha reagerat. En pa sin tid i Sverige kidnd
statsvetare och konservativ riksdagsman, professorn Pontus Fahlbeck i
Lund, forfattare till ett monumentalverk dver Sveriges adel (1898), po-
lemiserade dock mot Galton och Watson, i forsvar for (atminstone den
svenska) adelns obédndiga livskraft: “Galton, som med vanlig vetgirighet
upptagit fragan, har genom sakkunnig person sokt utreda ... i hvilken
omfattning ... slikterna maste do ut ... Men om detta forlopp (utddendet)
grundar sig pa en matematisk lag, sa ir det vil nodvindigt som den?
Och huru gér det da med vara slutsatser ... att ingen nodvandighet bjuder
atterna att do? Ligger ej hiruti en motsédgelse? ... Dock, de matematiska
kalkylerna, ... , se obevekliga ut, men &ro i sak ganska oskyldiga. Nod-
viandigheten ligger bunden uti dem som den elektriska strommen i en
sluten ledning; den kommer ej ur dem och har ingen makt 6fver verk-
ligheten.” (s. 133-134).

Felrikningen upptickte Fahlbeck inte. Hans argumentation andas mer
en allmin skepsis mot matematisk-logiska resonemangs relevans for
forstaelsen av var omvirld, kanske inte helt ovanlig bland den tidens
sturska humanister. I dag finns, pa gott och ont, en storre respekt for ma-
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tematiska utrdkningar av samhélleliga och sirskilt ekonomiska samman-
hang, inte alltid korrekta.

Det skulle droja hela femtio ar innan den store fysiologen, genetikern
och publicisten J.B.S. Haldane kom sanningen pa sparen. Om genom-
snittsreproduktionen &r storre dn ett, sa har den ekvation som bestimmer
utslocknanderisken en rot till, utdver 16sningen ett. Denna &r strikt
mindre dn ett och ger den riktiga utslocknandesannolikheten. Men med
realistiska reproduktionstal ligger den ofta nira ett. I naturen eller i
minskliga populationer fore den moderna medicinens genombrott &r ut-
slocknandesannolikheter kring 0,75 inte ovanliga, och detta trots att ge-
nomsnittsantalet barn per kvinna kan ligga hogt. I sadana fall rader en
brutal dikotomi. Antingen dor befolkningen ut eller ocksa vixer den ex-
ponentiellt, sésom Malthus hidvdade. Under den exponentiella tillvixten
fortsitter emellertid det frekventa utdéendet. Om utslocknandesanno-
likheten &r 0,75 kommer endast var fjirde individ i den snabbt vixande
populationen att ge upphov till en slikt som inte dor ut. Det var detta
som Malthus och Galton hade observerat, inte vad de felaktigt konklu-
derade, att alla sldkter maste do ut.

Exempel: Overlevnadssannolikheter for nordatlantiska silar

o Sannolikheten att en nyfodd sdl dverlever sitt forsta levnadsar dr 0,6
och chansen att en ettaring skall klara sitt andra levnadsar 0,8. Sedan
dar sannolikheten storre, ungefdir 0,95 per ar fram till 30-arsaldern.

e De forsta tre levnadsdren far honan inga barn. Det fjirde en dotter
med sannolikheten 0,2 och sedan med sannolikheten 0,45 per ar.

e En slikt med en stammoder dor ut med sannolikheten g=0,65. Ge-
nomsnittsantalet dottrar/hona = 3. Den Malthusiska parametern
(den exponentiella tillvixttakten) dr 0,11, och populationsstorleken
fordubblas pa sex ar! (Om inget hindrar detta. Men det gor det ju.)

Den snabba, exponentiella tillvixten av storlek dr kombinerad med sta-
bilisering av populationens sammanséttning. Redan Euler (1707-1783)
kinde till vad som med ett nagot missvisande namn kallas den stabila
aldersfordelningen. Det ror sig ndmligen inte om en utan mdnga fordel-
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ningar, som bestdms av populationens exponentiella tillvixttakt, den sa
kallade Malthusiska parametern, och av individernas livslingdsfordel-
ning. Den upptrider som griansvirde av den empiriska aldersfordel-
ningen i varje population, som inte dor ut. Men detta grinsvirde kommer
inte ensamt. Om det finns olika genotyper av individer, kommer typ-
fordelningen att stabiliseras, liksom egenskaper som beror av individens
relation till sina sldktingar. Detta 4r den matematiska bakgrunden till or-
ganismernas stabila slikttrad, det som brukar kallas deras fylogeni.

Ett langt enklare exempel ledde for Over trettio ar sedan mig in pa
dessa ting. Goteborg hade pa denna tid en kind alkoholldkare, Carl Gus-
tav Berglin. I sin praktik hade han observerat att manga av hans klienter
var forstfodda, drygt hédlften om man riaknar ensambarn som forstfédda.
Som pensiondr hade han
nu fatt tid att grunna nér-
mare pa sina iakttagelser
och insett att han inte var
den forste som hade for-
véanats Over den stora an-
delen forstfodda i olika
grupper. Redan Galton
hade hivdat att statsmén
tenderade att vara forst-
fodda och de forstfodda
verkade Overrepresente-
rade Overallt, alltifran poe-
ter till alkoholiserade go-
teborgare. Berglin hade da E
utfort enkla simulerings-

e?iperlm?nt IT.led hjalp av Om py betecknar sannolikheten att fa k barn, k =
ritade slikttrad och kom- 0, 1, 2, 3, ..., dr utslocknandesannolikheten for en
mit fram till att detta var Sfamilj med en anmoder lika med q, ddir q dr den
ett sannolikhetsteoretiskt minsta positiva ldsningen till ekvationen q =
fenomen. Proportionen Po+P 1q+1?2q2+p3q3+... . Den .c'ir ilmindre an ett om
forstfodda i ménskliga po- genomsmttsantqlet barn pﬁr znflmd ar storre dn
. o e q- ett. Med sannolikheten q dor slikten ut, med san-
pulationer lig ndmligen nolikheten 1-q viixer den exponentiellt. Déirvid sta-
mycket hogre &n vad en biliseras sammansdittningen.
naiv analys pekade pa. Bild: Eva Engstrand
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En individ slumpmdissigt vald
ur populationen, "Ego”, ger
upphov till en population av
efterkommande, en forgre-
ningsprocess av den art vi har
beskrivit. Men hon har ocksd
en historia, som kan beskrivas
sannolikhetsteoretiskt. Denna
utgor hennes stabila slakttrdd.

Bild: Eva Engstrand

Berglin sokte nu kontakt med mig, och jag kunde visa att andelen forst-
fodda i vixande populationer maste stabilisera sig kring ett tal som med
realistiska siffror for ménskliga populationer 1ag kring 50%, trots att an-
talet barn per mamma, i en population som inte dor ut, ligger kring tre.
Detta ledde sa vidare till upptickten av hela den stabila sldktstrukturen
1 viixande populationer.

Men i verkligheten, i en dndlig virld, kan ju inte den exponentiella till-
vixten fortga i evighet. I den matematiska modellen &r reproduktions-
sannolikheterna givna. Med en sannolikhet f6rblir du barnlos, med en
annan far du ett barn, med ytterligare en tva och sa vidare. Utifran detta
bestimmer vi chansen att dina efterkommande ska fortleva och hirleder
satser om exponentiell tillvdxt och stabilisering av egenskaper. Men i
verkligheten paverkas ju sannolikheten for reproduktion, atminstone nér
populationen blir stor, av dennas samspel med omvirlden. I en population
vars storlek ndrmar sig vad dess miljo kan bira, avtar reproduktionen.

Forenklat kan man med ekologiskt sprakbruk tala om att varje habitat
har en birighet eller kritisk kapacitet for ett visst species. Ar populatio-
nen mindre 4n bérigheten, tenderar den att vixa. Reproduktionen &r vad
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man brukar kalla superkritisk, det vill sdga att genomsnittsantalet barn
per individ 6verskrider ett. Ar diremot populationen for stor for sin om-
givning, blir reproduktionen subkritisk.

I traditionell analys av sadana populationer, baserad pa differentialek-
vationer, kan man hirleda tva stabila populationsstorlekar. Den ena &r
noll, och svarar mot utdéende. Den andra &r en populationsstorlek lika
med vad miljon formar bira. Den forsta 16sningen dr verkligt stabil, en
utdod population forblir utdod. Men den senare &r tyvérr en chimir eller
produkt av modelleringsforenklingen. Eftersom verkligheten priglas av
variation, kommer populationen gang pa gang att lamna den skenbara
stabilitet som birigheten erbjuder. Varje sadan utflykt innebir en risk for
utddende, som forr eller senare maste realiseras. Detta framgar ocksa av
dagens mer sofistikerade sannolikhetsteoretiska modeller. Man kan be-
visa att alla begrinsade populationer maste do ut. Givetvis giller detta
for populationer som inte lever i balans med sin omvirld utan urholkar
dess barkraft, men tyvérr ocksd dem som inte minskar bérkraften hos
sitt habitat. I den meningen hade Galton och Watson ritt. I dessa mer
realistiska modeller for populationsdynamik dr utslocknandesannolik-
heten ett.

Hur lang 4r da var tid pa jorden? Har kan det vara tid for ett trostens
ord. Om bérigheten r ett stort tal, som vi kan kalla K, blir tiden till ut-
doende exponentiell i K, det vill sidga oerhort lang. (Att ett tal 4r expo-
nentiellt i K betyder att dess storleksordning kan skrivas som ett lampligt
tal, storre d@n ett, upphdojt till K. 10¥ dr en etta med K nollor efterat.)
Redan med K = 100 000, kommer enkla populationer, som inte dott ut i
initialskedet utan nétt upp i storleksordningar i ndrheten av K att overleva
1 3000 generationer (Klebaner m.fl., 2011). Och med storre miljoer, som
kan hirbdrgera miljoner individer, sa linge miljon inte urholkas, handlar
det om ofattbart stora tal. Langt fore utslocknande av dessa skil kommer
jorden att vara obeboelig pa grund av solens expansion!

Lat mig sammanfatta:

En ny population, som kommit till ett omrade pa nagot sitt, genom mu-
tation eller immigration, kommer antingen att do ut fort, eller ocksa ta
omradet i besittning och vixa upp till barigheten K. P4 grund av den ex-
ponentiella tillvixttakten gar detta snabbt och tillvixtfasen &r relativt
kort, logaritmisk i K. Vil uppe i den kritiska kapacitetens niva kommer
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populationsstorleken att oscillera kring denna under en mycket lang tid,
vars varaktighet dr exponentiell i K. Sedan dor den ut pa en tid som ater
ar logaritmisk i barigheten (Jagers, Klebaner och Sagitov, 2007). Under
tillviaxtfasen stabiliseras populationens sammansittning: aldersfordel-
ningen, fordelningen over olika typer av individer, men ocksa slakttré-
dens fordelning. En typisk fylogeni uppstar.

Och all denna teori, med alla sina tillimpningar, gar tillbaka till den
oskyldiga felbesvarade fraga som Galton stéllde 1873, oroad dver den
bristande livskraften hos den samtida engelska 6verklassen.
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