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Sammanfattning

Titel: Variationens betydelse f6r elevernas lirande - Relationen mellan
en funktions graf och grafen till funktionens derivata

Forfattare:  Ulf Ryberg

Sprak: Svenska med en engelsk sammanfattning

GUPEA: http:/ /hdl.handle.net/2077/37569

Nyckelord: derivata, graf, student, elev, uppfattning, variationsteori, learning
study

Begreppet derivata dr mangfacetterat och innebdrden kan beskrivas och tolkas
i flera olika representationsformer. Elever har emellertid ofta en snidv
uppfattning av begreppet och f6r minga 4r derivata synonymt med
algebraiska manipulationer. Vid uppgifter som utgar fran grafer dr det
exempelvis vanligt férekommande att elever efterfrigar ett algebraiskt
funktionsuttryck f6r att kunna tillimpa deriveringsregler. Férmdgan att
uppfatta detivatans innebord i olika representationsformer har under lang tid
lyfts fram som betydelsefullt inom den matematikdidaktiska forskningen.
Samtidigt kvarstir fortfarande ett behov av att underséka och analysera hur
utvecklandet av denna f6rmaga kan stillas i relation till undervisningen.

Syftet med denna licentiatuppsats dr att beskriva hur elevers mojlighet att
urskilja relationen mellan en funktions graf och grafen till funktionens derivata
paverkas av innehallets behandling i undervisningen. Forskningsansatsen
utgdrs av en learning study som ér en iterativ och cyklisk process dir forskare
och lirare samarbetar. Inom ramen f6r detta samarbete designas,
implementeras och analyseras en lektion vid upprepade tillfillen och mellan
vatje tillfille sker revideringar. Studien genomférdes vid en svensk
gymnasieskola och innefattade sammanlagt 68 elever. De deltagande eleverna
var vid genomférandet 17-18 dr och kom frin fyra olika gymnasieprogram.

Utgangspunkterna f6r en learning study dr tidigare dmnesdidaktiska
forskningsresultat och de deltagande elevernas uttryckta uppfattningar om
innehallet. For att undersdka det senare genomférdes fore studien kvalitativa
intervjuer med sex elever. Baserat pa resultatet av intervjuerna och tidigare
forskningsresultat designades lektioner med ett variationsteoretiskt perspektiv.
Enligt variationsteorin innebidr lirande att urskilja kritiska aspekter av ett



fenomen och avgérande fér mdjligheten till urskiljning 4r det ménster av
variation och invarians som skapas under lektionen.

Elevernas urskiljning bedémdes med hjilp av tester fére och efter
lektionen och dessutom genomférdes ett f6rdrojt eftertest cirka sju veckor
senare. Resultatet antyder att ett kvalitativt urskiljande var férenligt med en
invariant representationsform under lektionen. Detta i termer av att ldraren
inte, vare sig skriftligt eller muntligt, relaterade grafernas utseende till
algebraiska  funktionsuttryck utan endast utnyttjade den grafiska
representationsformen vid behandlingen av innehéllet. Jimfdrelser med
algebraiska funktionsuttryck forefoll, tvirtemot avsikten, ha lett tll ett
procedurellt lirande hos eleverna. Liknande effekter kunde skénjas nir typen
av grafer var invariant under lektionen. Om graferna som behandlades endast
utgjordes av polynom av lag grad verkade elevernas mdjlighet till urskiljning
ha begrinsats.
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The concept of derivative is multifaceted and can be desctibed in a variety of
representations. Nevertheless, students” knowledge of the concept is often
restricted to a set of loosely connected algebraic actions and many students
facing a graph express the need for a formula in order to use the
differentiation rules. In previous tresearch, students” capability to change
between representations is highlichted as very important. This view was
established several decades ago but how to design instruction in the most
appropriate way, to make it possible for the students to achieve this capability,
still needs to be explored.

The aim of this licentiate thesis is to describe how students” learning of the
relationship between a graph and its derivative graph can be related to
instruction. The methodological approach is Learning Study, an iterative and
cyclic process where researchers and teachers cooperate in designing,
implementing, revising and analysing the outcomes of a lesson plan. The study
is conducted at a Swedish upper secondary school and comprises 68 students,
aged 17-18 years, attending four different programmes.

In a Learning Study, the points of departure are previous research results
and the participating students” initially expressed perceptions. To examine the
latter, qualitative interviews with six students were conducted. Based on the
insights from the interviews and the previous research results, a lesson plan
was designed and during this process, Variation Theory was used as a
theoretical framework. According to Variation Theory, learning is equivalent
to discerning critical aspects of a phenomenon and for this to occur; the
patterns of variation and invariance created during the instructions are
determinant.



Students’ discernments were evaluated via pre-, post-, and delayed
posttests. The results primarily indicate that a qualitative discernment was
associated with instructions in an invariant form of representation. This was
synonymous with an absence, both written and verbally, of algebra during the
lesson. Furthermore, the results showed a more qualitative discernment when
a variation of graphs were present at the lesson. Even if not intended,
teachers’ verbal comparison with differentiation rules or an invariance of
graphs, for instance only polynomial, led to a procedural thinking by the
students which in turn impeded their discernment of the relationship between
a graph and its derivative graph.
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Kapitel 1: Introduktion

Kritiken mot svensk matematikundervisning har under de senaste dren vuxit
sig allt starkare och det péstas att den inte utvecklar det spektrum av f6rmagor
vilka i férening svarar mot savil dmnesplanens mal som de flesta lirares
forestillningar om vad kunnande i matematik innebidr. Skolinspektionen
granskade dar 2010 undervisningen i ddvarande matematik A pd 45 skolor i
Sverige. I den efterféljande rapporten var de mycket kritiska till det vanligaste
uppligget av lektionerna.

I Matematik A finns, konstaterar Skolinspektionen, en tradition i hur lirarna
utformar undervisningen. Flertalet lektioner innehéller i huvudsak tva delar,
en gemensam genomgéng av ett moment foljt av elevernas eget atbete. I en
sidan utformning finns inget eller mycket begrinsat utrymme for att arbeta
med helhet och sammanhang i utbildningen (Skolinspektionen, 2010, s.16).

Skolinspektionen (2010) beskriver ocksa hur vissa skolor utgdr goda exempel
och det som utmairker dessa dr alternativa arbetsmetoder och utrustning, till
exempel att eleverna arbetar i grupp eller att liraren anvinder en smartboard. I
denna licentiatuppsats ifrigasitts inte resultatet av Skolinspektionens rapport i
sak men samtidigt tas ett annat perspektiv. Om utgangspunkten ir att en
genomgang, precis som Skolinspektionen (2010) hivdar, 4r en vanlig
arbetsform sa uppkommer en fraga: Vad skiljer en bra genomgang, eller f6r
den delen en bra lektion, frin en mindre bra? Om en genomging innebir att
illustrera en enskild 16sning pd ett problem si genererar det enligt Marton,
Runesson och Tsui (2004) ofta inte de ultimata frutsittningarna for lirande.
De argumenterar 4 ena sidan for lirarens betydelse for elevernas lirande men
menar 4 andra sidan att en enskild 16sning av ett problem kan innebira att
lararen ser andra alternativ som sjélvklara vilket det inte alls édr lika sdkert att
eleverna gor. Att elever och ldrare tolkar situationen olika dr dock inget som ér
relaterat till genomgangen som metod utan istillet till utformningen av den.
Resonemanget utgdr grunden inom denna uppsats dir fokus dr riktat mot
innehallets behandling och inte mot metod och organisation. Marton et al.
(2004) menar att eleverna, liksom alla andra minniskor, behover variation f6r
att det ska vara mojligt att lira sig. Inte variation 1 vilken bemarkelse som helst
utan av en viss karaktir och enligt ett speciellt ménster.
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VARIATIONENS BETYDELSE FOR ELEVERNAS LARANDE

Utvecklingen kriver att undervisningen
analyseras

En bidragande orsak till att matematikundervisningen granskades av
Skolinspektionen (2010) var sjunkande resultat hos svenska elever i
internationella jimforelser (Skolverket, 2004, 2008, 2009, 2010). Den
neditgiende trenden ir i linje med de undersékningar som genomforts av
blivande ingenjérsstudenters forkunskaper och vid Kungliga tekniska
hégskolan 1 Stockholm (KTH) konstaterar Thunberg, Filipsson och Cronhjort
(2006) en kraftig kunskapsnedgéing vid ungefir samma tidsperiod. KTH testar
alla nyblivna studenter via 15 fragor f6r att méjliggdra jimforelser mellan olika
argingar.

Sveriges position som en ledande tekniknation dr beroende av elever med
goda  matematikkunskaper  vilket betonas fran flera olika  hall
(Matematikdelegationen, 2004; Teknikdelegationen, 2012;
Utbildningsdepartementet, 2012). Detta i kombination med en utveckling dér
en allt stérre andel elever gir vidare till universitet och hégskolor gér att den
urvalsprincip som Niss (2001) beskriver, dir uppfattningen att misslyckandet i
matematik kan liggas enbart pd studenten sjilv, inte lingre dr giltig. For att
astadkomma en utveckling och en forbittring av nuvarande situation krivs
sannolikt insatser pd flera plan och de politiska diskussionerna rér saker som
klasstorlek och liroplaner. Skolverket och Skolinspektionen hinvisar 4 sin sida
i flera sammanhang till betydelsen av utbildningen som en helhet och de pekar
ocksa pa vikten av att elever utvecklar vissa specifika férmagor. Vad betriffar
undervisningen finns den iterkommande med som en bakgrundsfaktor. Den
bendmns ofta och det konstateras att den behéver forbittras men ingen kan
riktigt precisera hur.

I denna licentiatuppsats analyseras relationen mellan undervisning och
lirande. Forskningsansatsen utgors av en learning study inom det matematiska
omradet derivata. Specifikt studeras relationen mellan en funktions graf och
grafen till funktionens derivata, en relation som 1 uppsatsen benimns
lirandeobjektet. Learning study dr en vidareutveckling, eller kanske snarare en
modifiering, av det japanska konceptet lesson study (Lewis, 2000) och tog
form i bérjan av 2000-talet i samarbete mellan forskare frin Sverige och Hong
Kong (Lo, Marton, Pang & Pong, 2004; Kullberg, 2010; Runesson &
Gustafson, 2012). Learning study 4r en klassrumsbaserad forskningsansats dir
forskare och lirare samarbetar. Med hjilp av en teoretiskt grundad, i det
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INTRODUKTION

aktuella fallet i variationsteori, och iterativ undervisningsdesign dr syftet att
beskriva hur innehillets behandling paverkar elevernas lirande. Ansatsen kan
beskrivas som en hybrid mellan lesson study och design experiment (Marton
& Pang, 2006) dir det forsta kan sdgas std for praktikutveckling (Stigler &
Hiebert, 1999) och det andra fér dominspecifik teoriutveckling (Cobb,
Confrey, diSessa, Lehrer & Schauble, 2003). Learning study kan alltsa
tillskrivas ett dubbelt syfte och har prévats som modell i ett stort antal studier
om lirande och visat sig ge savil bestiende effekter pd larares praktik
(Holmgvist, 2010; Elliot, 2012) som en Okad insyn i vad en specifik
undervisningsdesign leder till f6r typ av lirande (Lo, 2012).

Vikten av att generera kunskap om
undervisning och lirande

Pring (2004) menar att de stora summor som drligen ldggs pa
utbildningsvetenskaplig forskning inte anvdnds pd ritt sdtt. En bidragande
orsak dr hur forskningen ér finansierad, 1 regel ytterst av stat och regering,
vilket leder till att frdgorna som stills ofta dr av fel karaktir och behandlar fel
omriden. Enligt Pring (2004) dr frigorna felformulerade dels for att
forskningen inte ger nigra entydiga svar pa de frigor som stills, dels for att
fragorna ligger for lingt frin skolans praktik och slutligen pd grund av att
frigorna ger en fragmenterad bild och inte bidrar till nidgon koherens i
kunskapen da de har olika utgangspunkt och baseras pa olika typer av urval.
Mycket forskning som bedrivs under bendmningen utbildningsvetenskap
saknar enligt Pring (2004) relation till skolans kirnfragor.

Many such researchers feel no need to enter schools or be interested in how
and what children learn. They would no doubt be as happy outside the
education department — in, say, departments of psychology or sociology.
But the distinctive focus of educational research must be upon the quality
of learning and thereby of teaching. With few exceptions, the classroom,
and the transaction between teacher and learner in all its complexity, are
what research should shed light upon. It is essentially eclectic and draws
upon the theoretically more fundamental work of sociologists and
psychologists, but is not the same as it nor can it be logically reduced to it
(Pring, 2004, 5.27).

Pring (2004) 6nskar se en utbildningsvetenskaplig forskning dir frigorna ér
centrerade kring undervisning och lirande och hirstammar fran lidrarna. Pa sa
sitt kan en kumulativ kunskapsbas konstrueras och liraryrket skulle komma
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att likna den situation som rider inom professionen medicin. Resonemanget
paminner om det Carlgren (2012) f6r angdende liraren som forskare dir inte
bara forskningsobjekten och kunskapen om dem i sig dr av intresse utan ocksa
forskningen som en kunskapsgenerator i ett vidare perspektiv. Catlgren (2012)
menar att learning study dr en méjlig vig f6r att dstadkomma detta men pekar
samtidigt pa betydelsen av hur forskningsobjektet formuleras. Learning study
ir en relativt ny forskningsansats och hittills har forskningsobjektet i manga
studier varit ldrares ldrande eller héllbarheten i den ofta applicerade
variationsteorin. Enligt Carlgren (2012) behéver detta forskjutas i en riktning
mot att vara lirandeobijektet eller relationen mellan undervisning och lirande.

Svenska elevers matematikkunskaper

En analys av svenska gymnasieelevers forstielse for matematiska begrepp
(Bentley, 20092) menar att denna ér bristfillig och att elevernas kunskaper
frimst bestir av att kunna utféra ett antal procedurer. Bergqvist, Lithner och
Sumpter (2003) ger samma bild av situationen och menar att ytterst fa
elevresonemang grundar sig pd matematiska koncept utan utgar istillet frin att
folja rutiner, imitera exempel och genomféra procedurer vilka inte ges nigon
mening. Ett procedurellt lirande kidnnetecknas av att eleverna behdrskar sma
steg eller sekvenser men brister i fOrstdelse av Overgripande begrepp.
Kunskaperna ir kontextuella och om en uppgift kinns igen av eleven och har
trinats tidigare 16ses den korrekt men avviker formuleringen nagot far eleven
omedelbart problem di den inte har forstatt det bakomligegande begreppet
(Bentley, 2009a; Bentley, 2009b). Att hantera procedurer finns med som en
férméga att utveckla i styrdokumenten f6r matematikimnet men dven andra
férmagor som resonemang, kommunikation och problemlésning dr
framskrivna. Denna licentiatuppsats argumenterar inte emot virdet av att
utveckla procedurella kunskaper men ser det som ett komplement i enlighet
med Rittle-Johnson, Siegler och Alibali (2001) vilka menar att det inte gir att
separera procedurella kunskaper frain konceptuella da de hela tiden paverkar
varandra 1 en iterativ process och utvecklandet av den ena typen gynnar
utveckling av den andra. Ingen av dem kan heller sigas ha automatiskt
foretrdde 1 utvecklingen utan detta avgors av vilket omrdde som behandlas
och vilka utgangspunkter som tas i undervisningen. Problemet uppstar nir
situationen liknar de undersékningar som Marton, Hounsell och Entwistle
(1986) refererar till gillande en grupp hégskoleldrare. Lirarna framholl vikten
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av att eleverna utvecklade ett kritiskt tinkande och problemlésningsférmagor
men det budskap som eleverna uppfattade var istillet riktat mot
utantillinldrning av fakta och teorier. Att procedurella kunskaper ér
dominerande hos eleverna ir inte unikt f6r Sverige utan inriktningen kinns
igen fran flera linder inom vistvirlden. Exempelvis skriver Kinard och
Kozulin (2012) om amerikanska elevers bristande begreppsforstielse

Saledes avslutar manga elever sina kurser i naturvetenskap och matematik
med en illusorisk kompetens grundad pa upprepning av memorerat stoff.
De bygger inte upp den forstielse eller den flexibla struktur som krivs for
dkta lirande och for bildande av ny kunskap i olika sammanhang och
situationer (Kinard & Kozulin, 2012, 5.43).

Aven om liroplanerna frin 4r 2011 lyfter fram ett antal férmagor att utveckla
vid sidan om att hantera procedurer ir steget till inforlivande i praktiken
sannolikt ganska lingt. Stigler och Hiebert (1999) sitter fingret pa detta nir de
beskriver undervisning som en kulturell foreteelse. Vad undervisning innebir
och hur den genomfdrs dr nigot vi formar en bild av genom att vixa upp
inom en viss kultur snarare 4n ndgot som dr medfott eller utvecklas via en
lirarutbildning. Dagens lirare undervisar som de blev undervisade sjilva och
enligt metoder vilka till viss del grundlades redan innan de ens bérjat skolan
(Stigler & Hiebert, 1999). Samtidigt far inte tidsaspekten glémmas bort i
sammanhanget. En undervisning som syftar till att eleverna ska utveckla
konceptuella kunskaper via resonemang, kommunikation, kritiskt tinkande
och probleml6sning kriver tid och faller till stor del utan procedurella
kunskaper. Det gir inte att resonera kring en strategi (procedut) i avsaknad av
vetskapen om hur denna gir till och det gar inte att tinka kritiskt kring nagot
utan att kdnna till fakta om detta ndgot. Svenska gymnasieelever ligger mindre
tid pa lixor jimfort med elever i andra linder (Skolverket, 2009) vilket i
kombination med ett utSkat innehall i liroplanerna fér gymnasiet fran 2011
gOr situationen svarhanterlig. Med hinvisning till Bentley (20092, 2009b) och
Skolverket (2004, 2008, 2009, 2010) forefaller Sverige vara i en situation dir
eleverna dr i behov av savil mer procedurella som konceptuella kunskaper
dven om avsaknaden av de senatre framtrider tydligast.

Undervisningen om derivata

Svenska elever som ldser naturvetenskap, teknik samt i viss man
samhillsvetenskap introduceras f6r begreppet derivata i matematikens kurs 3
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pd gymnasiet. Amnesplanen fér kurs 3 tar bland annat upp deriveringstregler
och sambandet mellan en funktions graf och dess derivata. Derivata ir ett
ytterst centralt begrepp inom matematisk analys och utgér en betydande del
av de efterféljande kurserna pa gymnasiet samt inom manga av
matematikkurserna vid tekniska och naturvetenskapliga universitetsstudier
(det forekommer dven vid studier inom andra omriden i olika omfattning).

Forstaelsen for derivata vilar pa férstdelsen av funktionsbegreppet (Asiala,
Cottrill, Dubinsky & Schwingendorf, 1997) och i den svenska
gymnasiematematiken behandlas funktioner inom samtliga kurser. En
funktion kan representeras pd flera olika sitt men storst tid dgnas at den
symboliska representationen och vid &vergingar mellan representationer ir
det vanligast att gi frin symboliskt uttryck till graf (Bentley, 2009a).
Undervisningen i matematik 4r av tradition i stor utstrickning liroboksstyrd
och de mest frekvent anvinda liromedlen som behandlar detivata var fram till
bérjan av 2000-talet likvirdiga i sina uppligg och utsatta for relativt sma
forindringar Over tid (Bremler, 2003). De sista dten har nya férmdgor
betonats i de svenska styrdokumenten och i kombination med den 6kande IT-
anvindningen har nya vigar till representationer och visualisetingatr Gppnats,
men fortfarande dgnas huvuddelen av tiden 4t att behandla derivata
symboliskt i form av algebraiska funktionsuttryck. Detta leder till att svenska
elever ofta efterfragar algebraiska uttryck vid probleml6sning, ett fenomen
som dven kinns igen internationellt och beskrivs i flertalet studier (t.ex. Tall &
Vinner, 1981; Haciomeroglu, Aspinwall & Presmeg, 2010; Juki¢ & Dahl,
2012). Uppgifter eller resonemang didr grafer utgdr utgangspunkten
térekommer i undervisningen och liromedlen men 4r mer ovanligt vilket ger
en annotlunda bild jimfoért med hur det ser ut inom andra omriden,
exempelvis naturvetenskap eller statistik, ddr det dr vil si vanligt att grafen
existerar men inte det algebraiska uttrycket.

Matematisk formaga

Aven om det f6r manga elever ir en ling vig mot den formella uppfattning av
derivata, som dr skolans och utbildningssystemets slutmal, férekommer det
ocksa att elever relativt snabbt formar tolka och f6rsta vad som dr nédvindigt
att urskilja fO6r att forstd det abstrakta begreppet derivata. Vad dr det dessa
elever urskiljer som inte de andra gbr, hur dr f6rmagan att urskilja beskaffad
och hur kan undervisning underldtta urskiljning? Den kanske mest
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grundldggande studien i syfte att definiera matematisk férmdga i generell
mening genomférdes under dryga tio ar i mitten pa 1900-talet av V.A.
Krutetskii. Knappt 200 elever deltog i undersdkningen som var av sivil
kvantitativ. som kvalitativ art. Fokus i undersékningen lig pd analyser av
problemlésningsstrategier hos elever i olika aldrar och med skiftande
matematisk férméaga. Aven intervjuer med matematiker och matematiklirare
genomfordes och Krutetskii (1976) slar bland annat fast att lirare med
erfarenhet av undervisning ir en stor tillging vid sékandet av hur matematisk
férmiga dr strukturerad. Enligt Krutetskii (1976) dr matematisk férmaga inte
ndgot medfott utan ndgot som utvecklas via matematiska aktiviteter, dock ar
vissa personer mer bendgna till utveckling och har en tendens att tolka virlden
matematiskt. I jimfOrelsen mellan kapabla (giffed alternativt capable i den
engelska 6versittningen av Krutetskiis studie) och inkapabla (#ncapable) elever
konstateras att de forra vid problemlésning ser den formella strukturen, dger
tormagan till ett flexibelt och avkortat resonemang och kommer ihag
relationer, barande argument och angreppssitt medan de senare istillet hinger
upp sig pa detaljer som inte har med den matematiska strukturen att géra och
minns delar av icke matematisk karaktir. Krutetskii (1976) menar att olika
elever har olika potential men i princip kan alla lira sig den matematik som
behandlas i skolan, om 4n med olika midngd 6vning. Mélet mdste vara att
utveckla alla elevers foérmigor maximalt vilket enligt Krutetskii (1976)
mojligebrs genom att skapa ett system av organiserade Gvningat.

Om utgingspunkten dr Krutetskiis (1976) beskrivning av hur utvecklingen
av matematisk férmaga kan ske genom ezt system av organiserade ovningar kan en
learning study dir design och analys har sin grund i variationsteorin svara mot
behoven. Variationsteorin besktiver lirande i termer av vad som urskiljs och 1
en learning study analyseras och designas undervisningen pa ett systematiskt
vis fér att mojliggora urskiljande och samtidigt beskriva ett kunnandes
beskaffenhet. I relation till Krutetskii (1976) kan en variationsteoretisk analys
dels liknas vid att beskriva vilka aspekter av ett innehéll de kapabla eleverna
urskiljer men ocksd vid en beskrivning av hur dessa aspekter kan synliggtras
tor samtliga elever.

Syfte och fragestillningar

Pa ett 6vergripande plan dr licentiatuppsatsens syfte att bidra till en 6kad
kunskap om hur undervisning pdverkar lirande. Specifikt ér syftet att utifrdn
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ett variationsteoretiskt perspektiv beskriva elevers lirande mot bakgrund av
vad som synliggjorts och ddrmed varit méjligt att urskilja i undervisningen.
Lirandeobjektet, relationen mellan en funktions graf och grafen till
funktionens  derivata, utgdr det dmnesspecifika innehallet. Den
dmnesdidaktiska forskningen inom derivata dr relativt omfattande men har
samtidigt till stor del varit inriktad pa vilken forstaelse elever uppvisar och
vilka de mest frekventa missuppfattningarna dr. Denna uppsats dr ocksd
centrerad kring elevernas uppfattningar men forsOker beskriva hur dessa kan
stillas i relation till undervisningen.
Uppsatsen soker svaret pa foljande tre fragor:

e Vilka aspekter hos lirandeobjektet ér kritiska att urskilja?

e Di vilket sdtt paverkar innehallets behandling elevernas lirande?

e DPi vilket sitt kan tidigare matematikdidaktiska forskningsresultat

anvindas fOr att designa undervisningen inom ett specifikt innehall?
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Kapitel 2: Teoretiska utgangspunkter

Inom licentiatuppsatsens ram ér den teoretiska utgangspunkten att minniskor
behéver uppleva variation f6r att ldra sig och den applicerade variationsteorin
beskriver hur denna variation bor gestalta sig. Variationsteorin har utvecklats
under de senaste decennierna och en historisk tillbakablick ger vid handen att
det dr de teoretiska inriktningarna behaviorism och kognitivism som
dominerat det vetenskapliga studiet av ldrande (Siljo, 2000, 2005).
Behaviorism och kognitivism 4r i en mening varandras raka motsatser och har
sin filosofiska grund i empirism respektive rationalism. Inom behaviorismen
problematiseras inte hur skapandet av kunskap gér till utan kunskapen ses
som diskret till sin karaktir och som ndgot som &verfors till individen bit f6r
bit. Det dr alltsd frigan om ett rent férvirvande och ndgon analys av de
mentala processerna i samband med detta sker inte da dessa inte antas existera
eller 4tminstone inte dr mojliga att studera f6r en utomstiende (Silj6, 2000).
Undervisningen kan enligt en av de frimsta foretridarna, Skinner
(1969/2000), liknas vid att paskynda utvecklandet av ett 6nskvirt beteende
med hjilp av positiva forstirkningar.

Behaviorismen, som endast koncentrerar sig pd det yttre beteendet, kom i
slutet av 1950-talet att ersittas av kognitivismen som istéllet helt fokuserar pa
det inre tinkandet. Kognitivismen bestir av manga olika inriktningar men den
som har fatt storst genomslagskraft inom den visterlindska skolan ir
konstruktivismen, en inriktning som frimst férknippas med den schweiziske
kunskapsteoretikern Jean Piaget (Silj6, 2000). Inom konstruktivismen ses
kunskap som ndgot som skapas inom individen i samband med utforskandet
av den omgivande miljén. Det nyfédda barnet mognar undan fér undan och i
takt med denna mognad utvecklar det allt mer férfinade tankestrukturer. Det
slutgiltiga abstrakta tinkandet uppnas i tondren och da sker tinkandet i form
av allminna idéer som inte kriver ndgon direkt koppling till omgivningen
(Piaget, 1976/2006). Det ir ett tydligt fokus pa att mognad foretrider
inldrning och likasd pd att barnet, minniskan sjilv, ska vara aktiv i sin
konstruktion av kunskap. Liraren eller den vuxnes uppgift dr framforallt att
tillhandahdlla en kreativ milj6 som m&jliggdr utveckling och inte att leda
densamma vilket snarare anses ha en negativ inverkan. Konstruktivismen fick
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stor inverkan pd matematikens didaktik och i borjan pa 1990-talet var det
enligt Bjoérkqvist (1993) svart att finna matematikdidaktiker vars arbete inte
omfattade de konstruktivistiska idéerna.

Konstruktivismen férklarar det yttre, handlingar och beteenden, i termer
av det inre (Marton & Booth, 1997). Inom fenomenografin, till vilken
variationsteorin 4r nira relaterad, ir denna relation manniska—viarld central
eftersom den ontologiska grunden innebdr ett icke-dualistiskt synsitt.
Minniska och virld ses inte som 4tskilda, som subjekt och objekt, utan
fenomenografin menar att dessa utgér en intern relation.

Fenomenografi

Enligt fenomenografin (Marton, 1981; Marton & Booth, 1997) erfar
minniskor situationer och tillhérande fenomen pa skilda sitt. En situation dr
den helhet som vi erfar tillsammans med andra nérvarande i en social, rumslig
och tidsbestimd position. For att erfara ett fenomen kridvs en situation, men
fenomenet ir inte kopplat till en viss plats eller en viss tid. Fenomenet 4r mera
abstrakt och linkar samman olika situationer och ger dem en mening. Nir vi
erfar ndgot kan vi inte skilja pd situationen och fenomenet men ur
forskningssynpunkt gar det att studera dem étskilda (Marton & Booth, 1997).
Att erfara dr det mest centrala begreppet inom fenomenografin och kan liknas
vid vilken relation en minniska har till omvirlden och till olika fenomen i
denna. Olika minniskor erfar virlden och fenomen pi olika sitt. Marton och
Booth (1997) menar att det finns sitt att erfara som 4r mer avancerade och
mer komplexa 4n andra och att erfara nagot pa en nytt mer kvalitativt sitt dr
vad lirande ytterst handlar om.

Eftersom fenomenografin intresserar sig fér hur minniskor erfar sin
omvirld kriver forskningsansatsen att man bitvis intar ett andra ordningens
perspektiv. Med detta avses att man intar den lirandes perspektiv (Marton &
Booth, 1997). Om en elev till exempel 16ser en ekvation och fir svaret tre
samtidigt som den matematiskt korrekta l6sningen dr fem sa innebir ett andra
ordningens perspektiv att fokus ligger pa att besktiva hur eleven uttrycker sitt
tinkande, eller erfar problemet. Elevens uttryckta férstdelse av problemet dr
det relevanta och inte huruvida svaret dr ritt eller fel. I exemplet med
ckvationen ska dirfér foljdfrdgan handla om hur eleven resonerat fOr att
komma fram till svaret tre. Svaret ger i sig inte sirskilt mycket information till
skillnad mot vigen dit, vilken kan beritta desto mer. Vid en fenomenografisk
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analys studeras flera elevresonemang vilket leder till att vissa, inte
nédvindigtvis for att de ger samma svar, konvergerar mot varandra och vissa
divergerar. Resonemangen kommer ocksa vara kvalitativt skilda vilket ligger
till grund f6r att kategorisera dem.

Pang (2003) beskriver hur fenomenografin bestir av tvd inriktningar.
Medan den ursprungliga var att kategorisera individers sitt att erfara ett
fenomen 4r den nya att besvara frigorna vad det innebir att erfara nigot och
vad som skiljer mellan tvi olika sitt att erfara nigot. Den nya intiktningen gor
att fenomenografin gar frain en metodisk till en mer teoretisk inriktning. Vad
innebédr det da att erfara nagot? Att erfara dr utifrain fenomenografin att
urskilja kritiska aspekter av detta nagot. Ett fenomen ér alltid odndligt
komplext men har samtidigt ett dndligt antal kritiska aspekter som sirskiljer
det frin andra fenomen (Pang, 2003). For att de kritiska aspekterna ska kunna
urskiljas méste det finnas savil en struktur som en mening, vilket ses i termer
av strukturella respektive referentiella aspekter (se t.ex. Marton & Pong, 2005).
Marton och Booth (1997) exemplifierar i ett fall de tvd typerna av aspekter
genom férmagan att urskilja ett radjur i morkret. Fér att urskilja radjuret maste
dess konturer urskiljas frin omgivningen men detta urskiljande kriver
samtidigt att radjuret ges ndgon mening. Den strukturella aspekten ir
dessutom tvasidig. Dels handlar det om att urskilja nagot, en helhet, ur ett
sammanhang vilket bendmns fenomenets externa horisont, och dels urskilja
olika delar och hur de hinger ihop inbordes, vilket benimns fenomenets
interna horisont (Marton & Booth, 1997).

Vilka kritiska aspekter den lirande urskiljer samtidigt utmarker ett specifikt
sitt att erfara (Pang, 2003). Alla aspekter kan inte urskiljas samtidigt men
enligt Marton och Booth (1997) dr ett mer avancerat sitt att erfara ndgot
detsamma som att urskilja ménga aspekter samtidigt och dessutom relatera
dem pa ett riktigt sdtt till varandra. En sdmre forstdelse av ett fenomen,
exempelvis ett matematiskt problem eller en instruktion, kan ses som att inte
lika manga aspekter urskiljs samtidigt, vilket innebir en ofullstindig forstielse.
Marton et al. (2004) menar att en minniskas medvetande dr hur virlden erfars
momentant. Detta gérs mot bakgrund av vad som erfarits tidigare, varfor
medvetandet hela tiden férindras. Vi dr i ndgon mening medvetna om allt vi
erfarit hela tiden men allt dr inte fokuserat. En utvecklad forstaelse f6r nigot
innebdr att vi samtidigt kan fokusera pd ménga av de aspekter som ar kritiska.
For att detta ska vara mojligt maste de kritiska aspekterna ha urskiljts. For att
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kunna urskilja en kritisk aspekt krdvs att den varierar. Emanuelsson (2001)
diskuterar variationens betydelse och skriver:

Variation tycks ha avgérande betydelse for vad vi erfar med véra sinnen,
uppfattar och forstar, vilka aspekter vi urskiljer och dirmed ocksa f6r vad vi
lir. Vi erbjuds stindigt mojligheter att lira i och utanfor
utbildningssystemet. Har vi tillgang till flera olika sitt att tinka om samma
sak, en variation i sitt att se, si har vi rimligtvis battre mojligheter att méta
en helt ny situation 4n om endast ett sitt att forstd finns vid handen
(Emanuelsson, 2001, s.12).

Variationsteori

Variationsteorin dr en teori om lirande vilken har vuxit fram ur den
fenomenografiska forskningsansatsen. Utgangspunkten inom variationsteorin
ar lirandeobjektet, vilket syftar pd det som dr avsikten med lirandet. Marton
et al. (2004) beskriver lirandeobjektet som ett kunnande vilket kan delas i en
generell och en specifik aspekt. Den generella aspekten syftar pa vilken typ av
kunnande det dr friga om till exempel komma ihig, urskilja eller f6rstd. Den
specifika aspekten syftar pd innehillet till vilket kunnandet dr kopplat till
exempel nagon historisk hindelse eller ett matematiskt avsnitt. Detta belyser
det som Marton och Booth (1997) betecknar som lidrandets grundliggande
struktur, det finns alltid ett hur och ett vad i samband med lirande. Hur hor
samman med den generella aspekten och benimns det indirekta
lirandeobjektet och vad hoér samman med den specifika aspekten och
bendmns det direkta lirandeobjektet. De olika aspekterna dr stindigt
nirvarande vid alla former av lirande men inte stindigt fokuserade. De
separeras och diskuteras i ett forskningssyfte men inte noédvindigtvis i
samband med sjilva lirandet. Marton et al. (2004) menar att elever i regel
fokuserar pd det direkta lirandeobjektet medan liraren bor fokusera pa bada
tvi. Det direkta lirandeobjektet kan inte ensamt utgbra mélet £f6r lirandet utan
det dr snarare ett sdtt att kunna hantera det som #r ldrandets avsikt
(Gustavsson, 2008).

Varje lirandeobjekt har ett stort antal aspekter men som Marton et al.
(2004) beskriver kan det definieras utifrin de aspekter som dr kritiska. De
kritiska aspekterna identifieras via analys av empiriskt material, till exempel 1
form av hur lektioner genomforts eller vilka typer av svar som elever gett vid
tester eller intervjuer. De kritiska aspekterna som urskilts f6r en grupp av
elever behéver inte nédvindigtvis vara desamma som f6r en annan eleverupp
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(Kullberg, 2010). Marton och Booth (1997) benimner de kritiska aspekterna
som dimensioner av vatiation och menar att en person hela tiden fokuserar pa
vissa aspekter medan andra dr i bakgrunden. Ett sirskilt sitt att forsta nagot
kan alltsa ses i termer av vilka aspekter som 4r fokuserade.

For att kunna fokusera en aspekt kridvs att den har urskilts och
variationsteorin syftar till att variera ett lirandeobjekts kritiska aspekter sd att
dessa blir méjliga att urskilja. De kritiska aspekterna varieras i samband med
undervisning i form av ett monster vilket besktivs enligt separation/kontrast,
generalisering och fusion (Matton et al., 2004). Separation/kontrast innebir
att endast en kritisk aspekt varierar och kontrasteras mot ndgot annat.
Avsikten 4r att synliggéra vad nagot dr genom att kontrastera mot vad det inte
ar. Generalisering foljer efter kontrasteringen och innebdr att samma kritiska
aspekt synliggors 1 flera exempel efter varandra, nu i en varierande kontext.
Slutligen genomférs en fusion dir flera kritiska aspekter varierar samtidigt och
en simultan urskiljning av flera kritiska aspekter utgér malet for lirandet. Nir
en kritisk aspekt vatieras innebir det att en dimension av variation Oppnas
upp. De kritiska aspekterna ska inte varieras, Sppnas upp, slumpvis. Runesson
(2006) menar att det inte bara dr vilken eller vilka dimensioner som &ppnas
upp som ir avgdrande for lirandet. Avgérande dr ocksa i vilken ordning och
med vilken samtidighet detta gors.

Aven om kritiska aspekter ir identifierade innan en lektion, till exempel
som resultatet av ett fortest eller intervjuer, dr det inte sikert att eleverna
kommer att fokusera pa dessa, de kanske riktar sin uppmirksamhet mot andra
aspekter av olika anledningar. Marton et al. (2004) beskriver detta som att det
finns tre typer av lirandeobjekt. Gustavsson (2008) gor Gversittningen enligt
det intentionella, det iscensatta samt det erfarna lirandeobjektet. Det
intentionella 4r det som fore lektionen ar avsikten, det iscensatta 4r det som
verkligen kommer till uttryck under lektionen och det erfarna 4r det som
svarar mot vad eleverna faktiskt lirde sig. Det iscensatta dr mycket paverkbart
di det dels beror pa hur liraren agerar men ocksa pa hur interaktionen med
eleverna ser ut. Interaktionen i klassrummet dr mycket svér att férutspd men
kan fi stor inverkan pa resultatet. Kullberg (2012) redovisar en studie dir det
intentionella lirandeobjektet innebar att utelimna ndgra kritiska aspekter i
undervisningen men dessa fordes di fram av eleverna. Det iscensatta
lirandeobjeketet blev dirmed nagot annat 4n det intentionella.

Variationsteorin ligger fokus pd innehillets behandling och inte pa metod
eller organisation. De tre begreppen urskiljning, variation och samtidighet r
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enligt teorin centrala fér att méjliggdra lirande (Holmqvist, 2010). Férst och
frimst méste en kritisk aspekt urskiljas. For detta fordras en variation av den
aspekten och slutligen kridver en utvecklad forstdelse att flera kritiska aspekter
kan fokuseras samtidigt. Samtidighet dr ett nyckelbegrepp dé att forsta nagot
inte handlar om att urskilja kritiska aspekter i en ling rad efter varandra utan
just samtidigt och i samband med detta kunna differentiera och ge vissa
kritiska aspekter en 6verordnad roll (Runesson, 2000).

Marton et al. (2004) tar upp begreppen diakronisk och synkronisk
samtidighet. Det férstnimnda kan jimfSras med att lyssna pd en melodi. Varje
ton fOr sig dr timligen meningslés men tillsammans skapar de en melodi
genom variationen. Vi erfar i detta fall ndgot vi upplevt vid olika tillfillen pa
en och samma gang. Detta kan jimf6ras med synkronisk samtidighet vilket
svarar mot det som beskrevs tidigare dér erfarandet bestar av att urskilja olika
kritiska aspekter av ett fenomen pd en och samma giang. Att erfara ndgot
samtidigt kan alltsd dels innebdra att det sker i nuet men det kan ocksad
innebira att delar av det som erfars hdrstammar frin tidigare upplevelser.

Variationsteorin 4r fortfarande ung och under utveckling men det
vatiationsteoretiska petrspektivet har prévats 1 ett relativt stort antal studier
inom matematik (t.ex. Kullberg, 2010; Olteanu, 2007; van Bommel, 2012;
Wernberg, 2009). Wernberg (2009) studerade hur lirandeobjektet behandlades
i samband med tre learning studies och kom bland annat fram till att lirarna
tydligare bor problematisera vad det innebir att lira sig ndgot och inte ta for
givet att eleverna behirskar vissa moment. Kullbergs (2010) avhandling
undersékte bland annat hur kritiska aspekters ndrvaro i1 undervisningen
péaverkade elevernas lirande och om funna kritiska aspekter kunde férmedlas
mellan ldrare. Inom en empirisk studie (Kullberg, 2010) utnyttjade lirare
kritiska aspekter som identifierats i tvd tidigare genomférda learning studies.
Lirandeobjektet hade i den ena av dessa varit addition och subtraktion med
negativa tal. De fyra identifierade kritiska aspekterna var minustecknets olika
betydelse, subtraktion kan ses som skillnad eller ”ta bort”, kommutativa lagen
icke anvindbar samt talsystemets uppbyggnad. Lektionerna inom Kullbergs
(2010) studie genomférdes med detta som utgingspunkt och analyserades
utifran det intentionella, iscensatta samt erfarna lirandeobjektet. Elevernas
lirande studerades via identiska tester fére och efter lektionen. Resultatet av
studien tyder pd att fokus pa de kritiska aspekterna bidrog till elevernas
lirande. Resultatet pekar vidare pd att eleverna behéver ges mojlighet att
urskilja de kritiska aspekterna; att bara nimna dem ger inte samma effekt.
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Kullberg (2010) menar ocksa att de tidigare identifierade kritiska aspekterna
utgjorde en kunskapsresurs for lidrarna i samband med designen av
undervisningen.
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Kapitel 3: Nagra for studien relevanta
forskningsresultat

Begreppet derivata befinner sig pa grinsen till det som Tall (2004a; 2004b;
2008) kallar den formella matematiska virlden och innebidr f6r minga elever
betydande svarigheter. Undervisningen inom derivata syftar till att eleverna
ska utveckla en konceptuell forstielse for begreppet men samtidigt menar
Carlgren (2011) att skolans undervisningspraktik ofta inte stédjer den
kunskapsutveckling som efterstrivas. Denna situation kidnns igen inom
omradet derivata vilket f6r manga elever blir synonymt med en uppsittning
regler utan ndgon djupare inneb6rd. Eleverna dr dessutom ofta beroende av
att uppgiftsformuleringen dr kind sd att en invand procedur kan tillimpas
(Bentley, 20092). Att analysera undervisningen av derivata kan goéras pa olika
sitt och exempelvis har Asiala et al. (1997), Habre och Abboud (2006) och
Ubuz (2007) undersokt vilka konsekvenser anvindandet av datotrer kan fi for
elevernas utveckling. Denna licentiatuppsats tar ett annat perspektiv och
fokuserar pa innehillets behandling och pa vilka aspekter som urskiljs av
eleverna. Forskningsprocessen idr iterativ och intervenerande. Den f&rséker
med hjilp av en variationsteoretiskt grundad lektionsdesign identifiera de
aspekter som dr kritiska for elevernas lirande och samtidigt beskriva pa vilket
satt undervisningen mojliggor urskiljning.

Di tidigare forskningsresultat dr en av utgangspunkterna i en learning
study beskrivs i detta kapitel ett antal insikter som framkommit gillande
elevers forstaelse for derivata, det vill siga det begrepp som innesluter denna
studies lirandeobjekt. S6kningen av tidigare forskningsresultat skedde initialt
via G6teborgs universitetsbiblioteks elektroniska s6ksidor. De forsta s6korden
var derivative, graph, student och understanding. Med hjilp av ett relativt stort antal
triffar kunde sékningen utvidgas genom att utnyttja de referenslistor som
folide med dessa triffar. I samband med att genomgingen av tidigate
forskningsresultat fordjupades utkristalliserades ett antal forskare som
refererades till i flertalet studier inom derivata (t.ex. Tall & Vinner, 1981;
Orton, 1983; Asiala et al., 1997). Dessa forskares slutsatser har tillsammans
med ett antal andra studiers resultat beretts plats i detta arbete. Syftet med
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litteratursékningen har varit att forséka beskriva elevers uppfattningar av
begreppet derivata; uppfattningar som 1 sin tur togs som en av
utgingspunkterna fér den empiriska studiens design. Vid sckningen framkom
att ett stort antal studier hade teoretiska utgangspunkter som var grundade 1
konstruktivismen. De konstruktivistiska idéerna hade ocksa i flera fall gett
upphov till teoretiska ramverk som beskriver matematikinlirning (ndgra av
dem beskriver dven lirande av derivata specifikt). I kapitlet presenteras nigra
av dessa teorier och de som givits plats har ansetts relevanta for uppsatsens
empiriska studie, dels som bakgrund men ocksa genom att de indirekt pekar
pa behovet av studien. Flera av teorierna (Duval, 2006; Zandieh, 2000) har
ocksa haft inflytande pa designen av studien medan Tall (2008) har paverkat
valet av lirandeobjekt.

I texten nedan ges fOrst en kort introduktion till derivata foljt av de
teoretiska beskrivningarna av hur lirande av matematik och derivata kan
gestalta sig. Direfter fokuseras elevers uppfattningar av derivata vilket
specificeras ytterligare 1 form av elevers uppfattningar av derivata i den
grafiska representationsformen. Sist i kapitlet finns en sammanfattning som
leder till den empiriska studiens syfte och lirandeobjekt.

Derivatans olika representationer

Derivatans definition utgérs av ett grinsvirde vilket dels kan vara en
funktions férdndring i en punkt men ocksa en funktion i sig (jamfor figur 1
och 2 nedan).

Figur 1. Derivatan i en punkt. Grafen som utgdrs av en parabel ovan kan beskrivas symboliskt
enligt f(x) = 2x — x2. | punkten dar x = 2 &r en tangent dragen till parabeln. Den grafiska
tolkningen av derivatan i en punkt ar lutningen hos tangenten i punkten.
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Figur 2. Derivatan som en funktion. Om f(x) = 2x — x? kan derivatans funktion symboliskt
uttryckas f“(x) = 2 — 2x. Denna funktion &r representerad grafiskt ovan.

Definitionen innebir f6r manga elever betydande svirigheter (Tall & Vinner,
1981; Orton, 1983; Hihkioniemi, 2006a). Dels utgdr den algebraiska
hanteringen av grinsvirden ett problem i sig och dels dr den matematiska
innebodrden av ett grinsvirde av abstrakt karaktir. Detta gor att det som pa
sikt kan 6ppna f6r en djupare forstielse inledningsvis f6r manga elever istillet
utgodr ett hinder.

En funktions derivata kan i regel representeras pé flera olika sitt. Méinga
elever har svart att Gverblicka derivatans olika representationsformer och det
ar vanligt att elever kan hantera och fOrstd derivata i en representationsform
utan att kunna relatera den till nigon annan (Zandieh, 2000). Aven férstielsen
for derivata som en funktion innebdr svarigheter och i den grafiska
representationsformen férekommer flera missuppfattningar. Exempelvis ér
det vanligt att elever forvintar sig en likhet mellan grafen till en funktion och
grafen till funktionens derivata (Nemirovsky & Rubin, 1992; Hihkioniemi,
2006b). Det férekommer ocksa att elever likstiller tangenten i en punkt med
derivatans funktion (Asiala et al., 1997).

Teorier om larande i matematik

Vid undervisning inom derivata hanteras ofta symboliska funktionsuttryck.
Enligt Gray och Tall (1994) och Tall, Gray, Ali, Crowley, DeMarois,
McGowen, Pitta, Pinto, Thomas och Yusof (2000) kan symboler uppfattas
som processer eller koncept, se tabell 1 nedan. I takt med att utvecklingen
fortgir blir individen allt bittre pa att skifta mellan det ena och det andra. De
som upplever svirigheter med matematik har ofta problem att vixla mellan de
tva sitten att se pa symboler medan exempelvis matematiker gor det utan att
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fundera alls. Gray och Tall (1994) benimner kombinationen av process och
koncept som procept och definierar proceptuellt tinkande som férmégan att
fritt vixla mellan de tva varianterna. De menar att proceptuellt tinkande utgdr
grunden for att lyckas i matematik och att de som inte utvecklar denna
férmaga hamnar i ett procedurtinkande med exempel som multiplikation fore
addition, tva negativa blir positivt etcetera.

Tabell 1. Symboler som processer eller koncept (Tall et al., 2000).

symbol process koncept
-3 subtrahera 3 negativ 3
3/4 division brik
dy/dx derivera derivata
F(x)dx integrering integral

Att stanna kvar i ett procedurellt tillvigagangssitt, dir nagot bara utférs enligt
rutiner, och dirmed inte utveckla nigon begreppsforstaelse, leder ofta till en
dtervindsgrind inom matematiken. Detta dr ett vanligt férekommande
problem hos elever och existerar dels inom den grundliggande aritmetiken i
de tidiga skoliren (Gray & Tall, 1994) men ocksd senare inom matematik-
studierna vilket exemplifieras i flera studier (t.ex. Selden, Selden & Mason,
1994; Bergqvist et al., 2003).

Utvecklingen av procept (Gray & Tall, 1994; Tall et al., 2000; Tall, 2004a;
Tall, 2004b; Tall, 2008) beskrivs enligt stegen procedur, process, procept. De
tre stegen innebir att det matematiska fenomenet gar fran att férknippas med
nigot att gora till att bli ett mentalt objekt, en konstruktion dir fokus
successivt fOrflyttas fran sjilva utférandet till resultatet av utférandet. Synen
pé lirande som beskrivs vid utvecklingen av procept kinns igen i flera andra
teorier inom matematikdidaktik och tvd av dem presenteras nedan.

APOS som stir for nivaerna action — process — object — schema ér en teori
om lirande i matematik, beskriven av Dubinsky och Mc Donald (2001). Enligt
APOS sker utvecklingen via mentala konstruktioner av de tre forsta nivierna
vilka sedan organiseras i scheman. Den fOrsta nivin innebidr att utféra
operationer steg fOr steg via instruktioner. Nir detta repeteras och eleven kan
reflektera Gver operationer, och tinka pd dem utan att faktiskt utféra dem,
innebidr det att se dem som en process vilket utgér den andra nivin. Eleven
kan ocksd tinka kring processen i tva riktningar och férena den med andra
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processer. Ett objekt konstrueras ur processen nir eleven kan se processen
som en helhet vilken 1 sig kan transformeras. Slutligen ir ett schema 6ver ett
matematiskt koncept en samling av aktioner, processer och objekt samt andra
scheman som ir linkade till det aktuella via generella principer. Schemat ér att
likna vid ett ramverk i medvetandet och kan anvindas vid probleml6sning
som inkluderar det matematiska konceptet. Dubinsky och Mc Donald (2001)
menar att APOS kan anvindas som ett verktyg vid analys av data och att
forskate med dess hjilp kan jimféra studenters framgangar eller
misslyckanden inom matematiska omriden med de mentala konstruktioner de
uppvisar. Detta har gjorts i flertalet studier inom derivata (t.ex. Asiala et al.,
1997, Cooley, Trigueros & Baker, 2007; Garcfa, Llinares & Sanchez-
Matamoros, 2010).

Sfard (1991) ger ytterligare ett exempel pd en teori vilken uppvisar
pataglica likheter med APOS. Sfard (1991) menar att en fOrstielse for
matematik kriver savil en strukturell som en operationell uppfattning av
matematiska fenomen. Det férsta innebir att se matematik som statiska objekt
och det sista att se det som processer. Tillignandet av ett matematiskt koncept
startar i regel i form av processer vilket utgér basen for foérstielsen. Sfard
(1991) beskriver hur vigen till den strukturella statiska synen sedan gir via de
tre stegen snteriorization - condensation — reffication. Det forsta steget innebdr att
bekanta sig med och hantera enkla processer. Om det exempelvis handlar om
funktionsbegreppet kan det réra sig om att anvinda en formel och bestimma
specifika funktionsvirden. I det andra steget blir processen mer till en helhet
och betydelsen av detaljer minskar. Olika processer kan kombineras och det
matematiska fenomenet kan studeras i olika representationsformer. Med
avseende pd funktioner kan dessa nu exempelvis underskas och grafer kan
ritas. Det andra steget pdgar sd linge som fenomenet férknippas med specifika
processer medan det tredje steget, vilket dr det svaraste, innebir ett skifte i
kvalitativ mening dir fenomenet ses pa ett nytt sitt i form av ett reellt,
existerande och statiskt objekt vilket kan behandlas som en helhet. Detta
relateras nu inte lingre till de processer som skapade det utan kan nu
anvindas som bas fOr att tilligna sig nya koncept. Gillande funktioner kan
detta tredje steg visa sig till exempel via firdighet att 16sa
differentialekvationer eller en syn pd funktioner i form av nigot som inte
innebdr nagon berdkning. Stard (1991) hivdar att den vanligt férekommande
kategoriseringen i konceptuell respektive procedurell forstielse inte dr rimlig
och dirav valet att istillet anvinda termerna strukturell och operationell vilka
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fungerar som komplement till varandra, det dr en friga om dualism istillet f6r
dikotomi.

De tre teoretiska beskrivningarna ovan (Gray och Tall, 1994; Dubinsky
och Mc Donald, 2001; Sfard, 1991) redogér alla fér den matematiska
utvecklingen enligt olika stadier. Pegg och Tall (2010) menar att de, pa grund
av gemensam utgiangspunkt i Piagets tankar, dr mycket lika:

Each of these theories of ‘process-object encapsulation’ is founded
essentially on Piaget’s notion of ‘reflective abstraction’, in which actions on
existing or known objects become interiorized as processes and are then
encapsulated as mental objects of thought (Pegg & Tall, 2010, s.180).

Samtidigt som dessa tre teorier pd ett detaljerat sitt beskriver utvecklingen
6ver tid lyser det kortsiktiga perspektivet med sin franvaro. Vad som kan
mojliggora, underlitta eller paskynda 6vergingen mellan olika stadier férklaras
inte heller.

Ett specifikt teoretiskt ramverk om férstielsen av
derivata

Zandieh (2000) utatbetar ett teoretiskt ramverk for att beskriva elevers
utveckling inom derivata. Zandiehs (2000) avsikt 4r inte att med detta forklara
hur eller varfor elever lir och inte heller att féresprika nagon specifik vig for
lirandet. Istillet vill hon férs6ka dstadkomma ett analysverktyg som kan
anvindas vid diskussioner som ror elevers lirande. Teorin kan sammanfattas i
en matris som ser ut enligt f6ljande:

Process- Contexts
object layer | Graphical | Verbal Physical Symbolic Other
Slope Rate Velocity Difference
Quotient
Ratio
Limit
Function

Figur 3. Matris 6ver derivatans olika kontexter och lager (Zandieh, 2000).

Kontexter dr ett annat ord fOr representationer och anvinds av Zandieh
(2000) for att ge det en bredare innebord. Anledningen hér samman med
kolumnen till h6éger dir manga olika fysiska representationer (kontexter) kan
ta plats. Att Zandieh (2000) viljer hastighet som representant f6r den fysiska
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representationen beror pa att hastighet dr vanligast férekommande nir
begreppet detivata ska beskrivas. De olika lagren i vinstra kolumnen beskriver
enligt Zandieh (2000) hur derivata dr uppbyggt och process - objekt ir
begtepp som hirstammar frin flera andra teorier men speciellt Sfard (1991),
en teori som diskuterades ovan, har haft inflytande pd Zandiehs (2000)
tinkande dd4 hon menar att alla tre lagren kan ses som bade dynamiska
processer och statiska objekt. Férhillande (ratio) dr det forsta lagret vilket kan
ses dels som en divisionsberikning (process) men ocksa som en kvot (statiskt
objekt). Andra lagret, grinsvirde (limit), kan dels ses som en dynamisk
process i form av att nidrma sig grinsvirdet men ocksa statiskt i form av dess
definition. Sista lagret, funktion, kan dels uppfattas som dynamiskt genom att
den byggs upp via upprepade processer eller statiskt i form av en uppsittning
ordnade par. Begreppet derivata innehaller de tre process — objekt paren vilka
bildar en kedja fran férhallande som process till funktion som objekt. Zandieh
(2000) infér dven begreppet pseudo-object vilket ocksa det dr starkt influerat
av Sfard (1991). Detta begrepp besktiver hur elever kan ga vidate i inldrningen
av derivata utan att ha utvecklat en statisk uppfattning av ett lager och innebir
en uppfattning i form av en helhet utan undetliggande struktur. Till exempel
kan ett symboliskt uttryck f6r en funktion manipuleras utan att eleven vet vad
en funktion dr och pa samma sitt kan ett grinsvirde behandlas utan forstielse
for processen som leder fram till gransvirdet.

Zandieh (2000) utgar frin matrisen ovan nir hon analyserar nio elevers
forstdelse f6r begreppet derivata. Alla eleverna var framgangsrika i matematik
och dven om Zandieh (2000) dr forsiktig med sina generaliseringsansprak
menar hon att de problem eleverna uppvisade med stor sannolikhet dven delas
av andra, mindre framgingsrika elever. Data samlades in under en kurs pa nio
minader och bestod dels av filtanteckningar frin 75 lektioner och dels av fem
intervjuer med vatje elev. Under intervjuerna matrkerades i matrisen vilka
representationer eleverna anvinde samt hur vil de gjorde detta nir de skulle
forklara vad detivata innebar. Studien visade att vid forsta intervjun anvinde
olika elever olika representationer men vid sista intervjun var eleverna relativt
enade om att foredra representationerna slope och rate. Detta menar Zandieh
(2000) skiljer sig frin en matematiker vilken kanske i forsta hand tinker pa
den formella definitionen. Vad giller en eventuell hierarki mellan de tre
process — objekt lagren konstateras att det gér att ta sig fram via fOrstielse 1
form av pseudo-object varfor lagren inte nédvindigtvis behdver uppfattas
hierarkiskt. Utmaningen hos liraren ligger enligt Zandieh (2000) i att ge
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eleverna erfarenheter som mojliggor en forstielse fOr alla de tre lagren. Ett bra
liromedel och en gynnsam diskurs ger enligt Zandieh (2000) eleverna
moijlighet att mota de olika lagren i matrisen i manga olika kontexter.

Representationsformens betydelse

F6r Duval (2006) dr formégan att vixla mellan representationsformer
avgorande for hela den matematiska utvecklingen. Duval (2006) hivdar att
komplexiteten i begreppen inte dr nagot som utmirker matematiken, alla
vetenskaper har komplexa begrepp. Att matematiken ar svartillginglig beror
istillet enligt Duval (2006) pa att matematiska objekt inte dr tillgingliga via
perception eller instrument utan endast via behandling av dess semiotiska
representationer. A ena sidan maéste eleverna kunna skilja objektet frin den
semiotiska tepresentationen men 4 andra sidan 4r de semiotiska
representationerna de enda ingdngarna till imnet vilket innebir problem.

The crucial problem of mathematics comprehension for learners, at each
stage of the curriculum, arises from the cognitive conflict between these
two opposite requirements: how can they distinguish the represented object from the
semiotic representation used if they cannot get access to the mathematical object apart from
the semiotic representations? And that manifests itself in the fact that the ability
to change from one representation system to another is very often the
critical threshold for progress in learning and for problem solving (Duval,
2000, 5.107).

En svirighet for eleverna dr enligt Duval (2006) matematikens stora variation
av semiotiska representationer. Vissa matematiska processer kan utféras inom
en representation men manga kriver att flera representationer kan behandlas
samtidigt dir dessa vixlar mellan férgrund och bakgrund. Duval (2006) skiljer
i matematiken mellan fyra typer av semiotiska system som han benidmner
representationsregister. Representationsregistret dr mer avgorande dn det
matematiska objektet eftersom registret begrinsar vilka egenskaper som kan
urskiljas. De fyra registren innefattar inte alla semiotiska system utan endast de
som tilliter en transformering av representationer. Transformering kan 1 sin
tur innebdra tva olika saker; treatment eller conversion (Duval, 2006). Treatment ir
en transformation inom samma register, till exempel utféra en berikning eller
16sa en ekvation. Comversion innebidr att gi frin ett register till ett annat
exempelvis frin ett algebraiskt uttryck till en graf eller frin att beskriva en
relation med vardagligt sprak till att beteckna den med symboler. Conversion ir
en mer komplex transformation eftersom den kriver att objektet kdnns igen i
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tva olika representationer som ofta inte har ndgot uppenbart gemensamt.
Duval (2006) menar att undersékningar foér ofta riktar in sig pd vilken
representation som ér bast limpad for att eleverna ska férsta ett matematiskt
begrepp vilket 1 sin tur leder till en ytlig forstielse hos eleverna. Om
undervisningen begrinsas inom en representation kommer eleverna fa
problem nir de méter begreppet i en annan representation varfér det mest
centrala for lirandet dr att kunna vixla representationsform (Duval, 2000).

Talls teoriutveckling pa 2000-talet

Procept-begreppet har av Tall senare integrerats i en mer omfattande teori
vilken han kallar tre virldar av matematik (Tall et al., 2000; Tall, 2004a; Tall,
2004b; Tall, 2008). Grundtankarna bakom teorin publicerades férsta gingen
2002 (Tall, 2004a) och beskriver hur den kognitiva utvecklingen i matematik
pégar i tre skilda virldar vilka interagerar med varandra. Teorin kan antingen
appliceras pa en individs totala matematiska utveckling eller pa utvecklingen
av ett specifikt matematiskt begrepp (Hdhkitniemi, 2006a).

Den f6rsta virlden, den forkroppsligade (Tall, 2004a, 2008), grundar sig pa
vira perceptioner och innefattar vart tinkande om sadant vi forst kan uppfatta
och kinna for att sedan kunna forestilla oss mentalt. Utvecklingen i denna
virld sker via reflektion och ett alltmer utvecklat sprik. Vi kan till exempel
med hjilp av det matematiska spraket forestilla oss en perfekt cirkel eller en
rit linje dven om dessa inte ldter sig konstrueras. Den andra virlden dr den
symboliska (Tall, 2004a, 2008) och innefattar de symboler som anvinds inom
aritmetik, algebra och analys etcetera. Denna virld vixer fram ur den
forkroppsligade och utvecklingen gir frin handling till begreppsuppfattning.
Exempelvis lir vi oss forst att rikna (handling, ndgot vi gbr) f6r att sedan
utveckla talbegreppet (begrepp, nagot vi kan tinka om). I princip har Tall
(20042, 2008) hir bevarat den uppfattning som beskrevs tidigare angdende
procept (virlden kallas ibland f6r den proceptuella av Tall). Den tredje och
sista virlden dr den formella (Tall, 2004a, 2008) vilken grundar sig pd axiom,
teorem, definitioner och bevis dir det skrivna matematiska beviset utgér det
sista steget i det matematiska tdnkandet. Den formella virlden sluter teorin
om de tre virldarna di formalism utgir frin erfarenheter i de tvad andra
virldarna men ocksa ger upphov till mer avancerade erfarenheter, vilket i sin
tur skapar mojligheter att uppfatta alltmer avancerad matematik (Tall, 2008).
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De tre virldarnas konsekvenser f6r undervisningen
inom derivata

Tall (2008) diskuterar hur derivata introduceras inom matematiken och menar
att detta har stor betydelse f6r den framtida forstielsen. Tall vill att eleverna
ges mojlighet att skapa en inre bild av hur en graf, dven om den har en lutning
som varierar, lokalt kan ses som en rdt linje. Talls (2008) modell att
dstadkomma detta visuellt 4r genom att kraftigt zooma in grafen under ett litet
intervall och pa sd sitt uppfatta den som rit. Nir denna inre bild 4r skapad
kan eleven f6lja en graf med lutningen i fokus och se hur denna kontinuerligt
térindras. Detta dr en férdndringsprocess, vilken i sin tur kan ses som en
funktion, och kan 4skadligbras med en ny graf, derivatans graf. Detta
tillvigagingssitt foljer enligt Tall (2008) utvecklingen enligt de tre vérldarna pa
sa sitt att lutningen forst kan férkroppsligas och visualiseras vilket ger upphov
till en funktion som nu kan berdknas numeriskt eller symboliskt. I samband
med detta uppstir behovet av ett grinsvirde och hela processen blir mer
naturlig 4n ndr den istillet utférs i omvind ordning (Tall, 2008).

Hihkioniemi (2006a) menar att det existerar tvd etablerade synsitt pa hur
elever lir sig derivata. Det ena dr att abstrahera begreppet genom stegen
process — objekt vilket kan ske genom att berdkna virdet pa olika derivator.
Detta tillvigagingssitt kan antingen liknas vid Talls symboliska virld eller vid
Sfards (1991), Zandiehs (2000) och APOS (Dubinsky & Mc Donald, 2001)
teorier. Det andra dr att arbeta med begreppet som ett objekt vilket till
exempel kan innebdra att erhalla en funktions derivata fran funktionens graf.
Detta svarar i sin tur enligt Hihkioniemi (2006a) mot Talls férkroppsligade
vitld. Hahkiéniemi (2006a) utgér i sin avhandling fran Talls teori om de tre
virldarna och fokuserar pd vilka representationsformer eleverna anvinder i
sitt tinkande kring derivata samt i vilket syfte och hur de gor detta. Resultatet
av Hihkioniemis (2006a) kvalitativa studie pekar pa att behandlingen av
derivata som ett objekt etbjuder eleverna manga kraftfulla tankeredskap.
Eleverna i studien anvinde termer som 6kning, branthet och grafens tangent
nir de tinkte pa derivata kvalitativt och inte utférde nigra berikningar. Detta
ackompanjerades med gester vilket var ett viktigt bidrag i tinkandet och via
egna representationer erholl eleverna en fOrstaelse for begrepp som
positiv/ negativ derivata och maximum,/minimum punkt. Hihkiéniemi
(20062) menar att tresultatet av studien stoder uppfattningen om att
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undervisningen inom derivata bor ta sin utgangspunkt i derivata som ett
objekt och med andra ord utgad fran Talls férkroppsligade virld.

Derivata — ett sedan linge erkdnt svart begrepp
tor elever

De f6rsta publikationerna som r6r elevers forstdelse for derivata kan spéras till
bérjan av 1980-talet och en ofta inom omradet citerad artikel skrevs av Tall
och Vinner (1981). I denna diskuteras hur elevers uppfattningar om
matematiska begrepp gradvis utvecklas och dndrar karaktir.

We shall use the term concept image to describe the total cognitive
structure that is associated with the concept, which includes all the mental
pictures and associated properties and processes. It is built up over the
years through experiences of all kinds, changing as the individual meets new
stimuli and matures (Tall & Vinner, 1981, 5.152).

Forutom begreppet concept image (hir Gversatt till begreppsbild) anvinder Tall
och Vinner (1981) ocksd begreppet concept definition (hir Oversatt till
begreppsdefinition) vilket innebdr de ord med vilka ett begrepp definieras.
Hos en individ 4r den formella definitionen av ett begrepp en del av
begreppsbilden och definitionen Gverensstimmer inte alltid med individens
Ovriga  begreppsbild. Tall och Vinner (1981) exemplifierar med
funktionsbegreppet som inledningsvis kanske definieras som en relation
mellan tvd mingder, A och B, vilken ordnar exakt ett element i B till varje
element i A. Om arbetet med funktioner direfter i princip enbart bestir av
uppgifter dir formler ska tillimpas kan emellertid den formella definitionen
glémmas bort eftersom den har varit inaktiv. Begreppsbilden innefattar nu
istillet att funktioner likstdlls med att anvinda en formel och individen kan
ocksd ha wvarit lyckosam 1 den specifika kontexten. Nir den méter
funktionsbegreppet 1 ett senare skede har den diremot svart att forstd och i
detta fall 4r det den tidigare undervisningen som skapat problemet.

Enligt Tall och Vinner (1981) existerar en potentiell kognitiv konflikt nér
en individs begreppsbild inte dr koherent eller skiljer sig frin den formella
begreppsdefinitionen. Tall och Vinner (1981) fokuserar pa begreppen
grinsvirde och kontinuitet vilka dr fundamentala inom omradet derivata och
menar att dessa tva dr exempel pd nir individens begreppsbild ofta star i
konflikt med den formella definitionen. Avvikelserna kan vara subtila, och for
individen knappt mirkbara, men de ger upphov till problem vid kontakt med
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den formella behandlingen. Potentiella kognitiva konflikter, dir den egna
begreppsbilden it koherent men strider mot den formella, utgér ett hinder for
inldrningen om de inte aktualiseras. Detta eftersom individen dé kan uppleva
sig siker i sin tolkning av begreppet och anse den formella teorin som onddig
och 6verflodig.

Orton (1983) genomfdrde en studie dir han intervjuade 110 studenter
angdende deras fOrstdelse fOr uppgifter relaterade till derivata och
indringskvot. Sammanlagt testades studenterna pia 21 uppgifter och en
utbredd missuppfattning kunde konstateras pd manga av dessa. Sirskilt
noterbart var att 39 studenter inte kunde berdkna dndringskvoten utifrin tva
givna punkter pa en graf dir férindringen dessutom var litt att lisa av till ett i
bida led. Vissa fel var ocksi av algebraisk natur till exempel i form av
inkorrekt lésta  ekvationer och utelimnad mellanterm vid bruk av
kvadreringsregeln. Ortons (1983) studie ger ingen djupare insikt i hur eleverna
tinkte utan redovisar i princip bara 16sningsfrekvensen. Han delar dock in de
felaktiga svaren i tre olika kategorier och vissa typer av felaktiga svar tas upp
som exempel. I samband med redovisningen av resultatet spekulerar Orton
(1983) en del kring tinkbara orsaker till studenternas missuppfattningar och
han anser att studien bor fa implikationer fér utformningen av kommande
liroplaner och for framtida undervisningsmetoder. Vad giller det senare
beklagar Orton (1983) att vissa studenter introduceras till derivata som en
samling regler och han trycker pa vikten av olika representationsformer dd han
menar att arbetet med grafer dr mycket viktigt f6r forstielsen av omridet. De
svaga algebraiska kunskaperna hos studenterna bér enligt Orton (1983)
medféra en introduktion av matematisk analys dédr algebra ges en mindre
framtridande roll for att inte hindra férstdelsen.

Resonemanget hos Tall och Vinner (1981), samt resultatet och analysen
frin Orton (1983), dr nu 30 4r gamla men fortfarande gingbara. Liknande
slutsatser har dragits i flertalet senare studier. Juki¢ och Dahl konstaterar sa
sent som ar 2012 att mdnga elever snabbt glémmer sina kunskaper inom
derivata da de dr av procedurell karaktir och starkt férknippade med specifika
rutiner utan begteppslig férankring. Juki¢ och Dahls (2012) studie ska
dessutom ses i ljuset av att de intervjuade elever som frivilligt stillde upp och
dessa uttryckte explicit att de behirskade omridet detivata. Juki¢ och Dahl
(2012) fragar sig hiarmed lite kryptiskt vilka kunskaper de elever som avbéjde
att delta for att de inte kunde derivata hade. Att den begreppsliga férankringen
saknas far konsekvenser fér andra dmnen och Christensen och Thompson
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(2012) noterar att studenter ofta saknar de matematiska verktygen som kréivs
inom fysikkurser. Deras prelimindra resultat antyder att detta dven giller
derivata dd eleverna inom en kurs i flervariabelanalys hade svart att
begreppsligt forstd de matematiska uppgifter vilka var av liknande karaktir
som de inom fysikkurserna.

Elevers forstaelse for derivata i den grafiska
representationen

Savil Orton (1983) som Koirala (1997) foreslir en informell start pa
analyskurser dir tolkning av grafer utgdr en betydande del. Bida foresprakar
ocksa att inledningsvis arbeta med grafritande riknare fOr att pd sd sitt ligga
fokus pd att tolka derivata grafiskt, vilket de menar ér av betydande vikt fér de
fortsatta studierna inom omridet. Effekten av att 16sa uppgifter med hjilp av
grafritande riknare underséktes av Berry och Nyman (2003). De dtta
studenter som ingick i studien blev presenterade for fyra grafer vilka
representerade derivator. Uppgiften var att i grupper om fyra diskutera hur
graferna till antiderivatorna sdg ut. Direfter skulle en person 1 gruppen fysiskt
forflytta sig framfér en rorelsedetektor pa sd sitt att antiderivatornas grafer
erhélls 1 en grafritande riknare som var kopplad till detektorn. Berry och
Nyman (2003) menar att nistan alla studenter klarar att berdkna motsvarande
uppgifter om funktionerna ges 1 algebraisk form men att denna
uppgiftsformulering krivde en Adnsla for hur graferna och didrmed
torflyttningarna skulle se ut. Studenterna i studien klarade efter ett par f6rsék
uppgifterna relativt vil men upplevde att den grafiska processen var svirare dn
motsvarande algebraiska. Berry och Nyman (2003) hdvdar att denna typ av
uppgifter bor inga i analyskurser och da sirskilt inledningsvis sd att
studenterna fir mojlighet att utveckla sin férstaelse for grafers egenskaper. De
menar att sa skedde i detta fall och att Gvningen gav goda forutsittningar for
diskussioner och reflektioner. Om studenter kan lira sig skissa grafen till
antiderivatan utvecklas enligt Berry och Nyman (2003) deras begreppsliga
forstdelse men de pdpekar samtidigt att en sidan process tar tid varfér lirare
inte ska stressa mot derivatans formella, symboliska definition.

Noterbart i studien av Berry och Nyman (2003) var att den mest
framgangsrika eleven inom algebraiska resonemang var relativt tyst genom
hela den grafiska processen. Haciomeroglu et al. (2010) analyserade utifrin
Krutetskiis (1976) modell tre universitetsstudenters sitt att tinka i samband
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med uppgifter som gick ut pa att rita grafen till antiderivatan det vill siga
samma typ av uppgift som i studien av Berry och Nyman (2003). Krutetskii
(1976) delar in matematisk begavning 1 tre olika typer vilka han beskriver som
analytisk, geometrisk och harmonisk (se tabell 2).

Tabell 2. Olika typer av matematisk begavning (Krutetskii, 1976, s.318).

Analytisk Geometrisk | Harmonisk (a) | Harmonisk (b)
Verbal-logisk Mycket stark Over Stark Stark
komponent genomsnittet
Visuell-bildlig | Svag Mycket stark | Stark Stark
komponent
Korrelation Verbal-logisk | Visuell-bildlig | Jamvikt Jamvikt
mellan totalt totalt
komponenter dominerande dominerande
Anvindning av | Kan inte och Kan anvinda | Kan anvinda | Kan anvinda
visuellt stod vid | kinner inget och kinner men gor det och gor det
problemldsning | behov ett behov inte

Den analytiska typen har en mycket stark spraklig-logisk sida men didremot en
svag visuell-bildlig och spatial férmaga. Hos den geometriska typen ir
férhallandena i princip omvinda medan den harmoniska typen ér stark pa alla
omriden. Den analytiska typen kan inte anvinda visuella bilder vid
probleml6sning och kidnner heller inget behov av det. Fér den geometriska
typen édr det tvirtom medan det hos den harmoniska typen rdder en balans
mellan de tvd sitten att tinka och de kan kombineras (notera att den
harmoniska typen delas i tvd undergrupper).

I studien som genomférdes av Haciomeroglu et al. (2010) var endast
grafen till derivatan kidnd fér studenterna. Uttagningen av medverkande
studenter skedde i samrad med ordinarie lirare dd Haciomeroglu et al. (2010) i
undersékningen Onskade arbeta med studenter vilka hade utvecklad
matematisk f6rmaga och dessutom verbala kvaliteter. En av eleverna arbetade
konsekvent analytiskt enligt ménstret att via den kdnda grafen ta fram det
algebraiska uttrycket, vilket sedan integrerades och direfter ritades i grafisk
form. En av de andra eleverna brydde sig inte om funktionsuttrycket utan
ritade antiderivatans graf direkt med hjilp av derivatans graf och
representerade alltsd den geometriska typen. Hos den tredje eleven lig ocksa
tonvikten pd det visuella, men bitvis kombinerades de tvd sitten att tidnka.
Slutsatsen av studien dr att ett visuellt tinkande spelar en betydande roll vilket
ett analytiskt tinkande inte kan ersdtta. Samtidigt dr det visuella tinkandet
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ingen patentldsning utan det kriver pa motsvarande sitt stdd av det analytiska.
Nir studenterna i studien endast anvinde ett sitt att tinka fick de forr eller
senare ett antal problem och férfattarna menar att en undervisning bor
introducera olika representationsformer for eleverna. Elever tinker pa olika
sitt och att de konstruerar olika representationer i interaktion med varandra,
for att erhalla en djupate forstaelse, 4r en mojlighet till att forena olika sitt att
tinka (Haciomeroglu et al., 2010).

Aspinwall, Shaw och Presmeg (1997) beskriver hur det efterfrigats en
storre betoning pa det visuella tinkandet inom undervisningen i matematisk
analys men menar samtidigt att detta inte alltid 4r till f6rdel. Elever som har en
stark visuell bild har mycket svért att slippa denna dven om de inser att den pa
nidgot sdtt dr felaktig. Aspinwall et al. (1997) undersdkte en
universitetsstudents sitt att tinka vid en uppgift som gick ut pa att utifrin en
graf 1 form av en parabel rita derivatans graf. Studenten ritade férst en
tredjegradsfunktion med motiveringen att lutningen pi parabeln gick mot
odndligheten. Efter att han uppmirksammats pa att det kunde vara en
andragradsfunktion kom han pa andra tankar och menade att derivatan maste
vara en tit linje eftersom detta erhalls som resultat vid en algebraisk
derivering. Han slippte dock inte uppfattningen om parabelns lutning och
forst ndgra dagar senare kunde han forklara att de grafer som representerar
andragradsfunktioner ser #f att vara begrinsade av asymptoter pd grund av hur
de i regel ritas. Aspinwall et al. (1997) motsitter sig inte visuella bilder men
pekar pa vikten av att vara uppmirksam pa hur de formas och att liraren hir
har en viktig roll d4 de i vissa fall kan géra mer skada 4n nytta.

Asiala et al. (1997) applicerade i sin studie APOS teorin i ett férsok att
forsta vilka mentala konstruktioner de studerande har i samband med
inldrningen av derivata i den grafiska representationen. Uppgiften som
undersékningen baserades pa utgjordes av en graf vilken endast benimndes
f(x). Till grafen var en tangent dragen i den angivna punkten (5,4) och det
framgick dven av bilden att tangenten skar y-axeln i virdet 2. Utifrin denna
information ombads studenterna bestimma f(5) respektive f7(5). Det
kortrekta svaret pa friga ett stod redan i uppgiften da punkten (5,4) var given
och svaret pd friga tvd erh6lls genom att berdkna tangentens lutning med
hjilp av en differenskvot (givet i uppgiften att tangenten gick genom punkten
(0,2) och (5,4)). Vid analys av studenternas svar gillande den forsta
uppgiften framkom att vissa var pd ett processtadium (process) vid grafisk
tolkning av funktioner och kunde via detta I6sa uppgiften genom att
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kombinera olika information. Andra var pa handlingsstadiet (action) vilket till
exempel visade sig genom on6diga omvigar vid bestimning av f(5) (forst ta
fram tangentens ekvation och via denna bestimma f(5)). Slutligen hade nigra
ingen tolkningsférmdga alls vad gillde grafen utan efterfrigade ett
funktionsuttryck for att lésa uppgiften. Vid den andra uppgiften maste
studenten forstd att f'(5) dr detsamma som tangentens lutning i punkten
x =5 och ocksi kunna l6sa uppgiften med bara grafisk information.
Uppfattningar som framkom hdr var till exempel att tangentens ekvation var
densamma som ursprungsfunktionen eller att den var detsamma som
ursprungsfunktionens detivata och alltsé kunde ge detivatans virde i en
godtycklig punkt pd grafen. Asiala et al. (1997) delar in studenterna i
undersékningen 1 tre nivder efter visad férstielse och menar att en utebliven
sadan i mdngt och mycket hirrér fran att inte ha natt processtadiet (process)
vad giller funktionsbegreppet i grafisk form.

Cetin (2009) undersokte studenters f&rmdga att bestimma grafen till
derivatan med utgingspunkt i situationer i vardagslivet. Sa linge sambandet
var linjirt var studenterna lyckosamma men nir graferna var aningen mer
komplicerade fick minga problem. Cetin (2009) konstaterar likt flera andra att
studenterna var duktiga pa att derivera funktioner algebraiskt men foreslar att
undervisningen inte bara bér centreras runt detta utan dven innefatta uppgifter
och resonemang som hirrér fran tillimpad naturvetenskap eller vardagsliv for
att 6ka forstaelsen, det sista en asikt som delas av bland annat Koirala (1997).

Att omsitta resultaten 1 undervisningen

Genomgangen av tidigare forskningsresultat ger méinga exempel pa hur elever
uppfattar begreppet derivata. Samtidigt dr det en relativt entydig bild som
milas upp. Det som férenar beskrivningarna dr betoningen pa att elever
behirskar enskilda procedurer och att dessa frimst 4r relaterade till derivatans
algebraiska representationsform; nagot som for 6vrigt forefaller vara konstant
éver tid (se t.ex. Orton, 1983; Juki¢ & Dahl, 2012). Aven behovet av att kunna
forsta inneborden av derivata i flera representationsformer uttrycks som
avgbrande 1 flertalet tidigare studier (se t.ex. Orton, 1983; Koirala, 1997;
Zandieh, 2000; Berry & Nyman, 2003; Haciomeroglu et al, 2010). Den
representationsform som efterlyses mest frekvent dr den grafiska. Detta
uttalade behov leder till denna studies lirandeobjekt men dven i den grafiska
representationsformen férekommer ett flertal olika uppfattningar hos elever
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(se tex. Asiala et al, 1997; Aspinwall et al., 1997). Valet av lirandeobjekt ir
med andra ord inte 16sningen 1 sig utan frigan for studien dr hur
lirandeobjektet ska kunna urskiljas av eleverna. De teorier om lirande i
matematik som presenterats ger implikationer fér undervisningen men det ir
svart att tolka dem i ndgot annat dn ett makroskopiskt perspektiv. Denna
licentiatuppsats forsoker istillet besktriva vad som méjliggér ett urskiljande av
lirandeobjektet i ett mikro-perspektiv.
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Kapitel 4: Learning study som
forskningsansats

Inom en learning study ger tidigare forskning virdefulla insikter nir fokus
flyttas frin att i forsta hand analysera elevers forstdelse till att fOrsoka
identifiera vad som r kritiskt att urskilja och préva hur detta kan manifesteras
i undervisningen. I detta kapitel ges forst en bakgrund och en motivering till
metodvalet. Detta f6ljs av en jimforelse med liknande ansatser. Slutligen
diskuteras frigor som ror validitet, generaliserbarhet och forskarens roll i
processen.

Varfor learning study?

Den svenska skolan utsattes for ett Gvergripande reformarbete i slutet av
1900-talet och bétjan av 2000-talet. Gemensamt for de flesta av dessa
reformer var avsaknad av vetenskaplig grund (Stenlds, 2009) samt inriktning
mot praktiska och organisatoriska frigor (Aman, 2011). I takt med sjunkande
svenska elevresultat 1 internationella jimforelser borjade dock fokus férskjutas
mot andra faktorer och dd i synnerhet undervisningens utformning vilken
ocksa tilldelades brett medialt utrymme. Detta sirskilt i samband med att John
Hattie (2009) presenterade sin metaanalys av vilka faktorer som ligger bakom
goda studieresultat. En rimlig frdga att stilla 4r vad som svarar mot en god
undervisning i den meningen att den genererar hég maluppfyllelse hos
eleverna inte bara pa kort sikt utan ocksa i ett lingt perspektiv vilket dr nigot
som studerats med hjilp av learning study (Holmqvist, Gustavsson &
Wernberg, 2007).

Ofta diskuteras undetrvisningen i termer av gruppstotlek, arbetsformer och
elevernas delaktighet. Resultatet av Hatties (2009) analys pekar i andra
riktningar vad giller hég méluppfyllelse och komprimerat si genereras det
bista resultatet nir liraren har férmégan att se inlirningen via elevens
perspektiv. Gruppstorlekar, tekniska hjdlpmedel, arbetsform med mera ir
enligt Hattie (2009) inte att forkasta men de dr av sekundirt intresse. En
learning study innehaller flertalet av de faktorer som av Hattie (2009) lyfts
fram som centrala f6r elevers maluppfyllelse. Ansatsen fokuserar pa vad som
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behéver synliggdras 1 undervisningen f6r den aktuella elevgruppen och pa vad
detta fir f6r konsekvenser for innehillets behandling, vilket innebir ett tydligt
elevperspektiv. Att undervisning utgér fran kritiska aspekter 4r inte unikt i sig
utan det som utmirker learning study dr pa vilket sitt och med vilken
systematik det genomfdrs. En stor del av den undervisning som normalt
férekommer innebidr en statisk férmedling av ett dmnesinnehall och eleverna
ir att betrakta som objekt i sammanhanget (Pettersson, 2011). Inom learning
study dr behandlingen av innehéllet dynamiskt (Wernberg, 2009) och det
dndras successivt genom studien med elevernas férstaelse och utveckling som
utgangspunkt.

Fran lesson study till learning study

I Japan har lirarrollen, till skillnad mot i méinga andra vistlinder, dndrats
markant de senaste 50 dren (Stigler & Hiebert, 1999). 1 princip alla japanska
skolor for yngre elever dr engagerade i nigot som benidmns kounaikenshuu
vilket bestdr i ett antal aktiviteter som tillsammans ska borga fér en stindig
utveckling av skolan. Mycket vanligt inom kounaikenshuu ir lesson study
(Stigler & Hiebert, 1999). En lesson study genomférs i samarbete mellan en
grupp lirare och innehaller ett antal steg i syfte att utveckla undervisningen.
Utgangspunkten ér ett problem som kan vara av specifik karaktir, till exempel
lira eleverna forstd ett avgrinsat dmnesinnehall, eller av allmin karaktir till
exempel Oka elevernas motivation for ett dmne i stort. Lewis (2000) beskriver
hur valet av problem ofta sker efter en identifikation av ett omride dir
glappet mellan konstaterade och 6nskvirda kunskaper hos eleverna dr som
storst. Vilket problem som viljs avgors ofta av lirarna sjilva men ibland kan
dven forslag komma fran hogre instanser om det exempelvis konstateras vara
av nationellt intresse (Stigler & Hiebert, 1999). Nir problemet ar valt sker en
cyklisk process vilken grovt har féljande monster:

1. Planering av en lektion utifrin det formulerade problemet.

2. Genomforande av lektionen.

3. Utvirdering av lektionen och dess resultat vilket fungerar som underlag
for justeringar av den initiala planeringen.

4. Genomfdrande av den justerade lektionen.

5. Utvirdering av den justerade lektionen.

6. Dokumentation av resultatet.
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Vid planeringen av den inledande lektionen tas ofta hjilp av liknande redan
genomforda lesson studies som finns dokumenterade. Malet med planeringen
ir inte bara en bra lektion utan ocksa att erhalla kunskap om varfér och pa
vilket sdtt lektionen bidrar till férstaelse hos eleverna (Stigler & Hiebert, 1999).
En av lirarna r ansvarig for genomférandet av lektionen medan de Gvriga
observerar. Vanligt férekommande édr att lektionen videofilmas och att
observationerna 16pande noteras skriftligt (Lewis, 2000). Vid utvirderingen av
lektionen deltar samtliga lirare och beskriver i kritiska ordalag hur lektionen
fortlépt och vad som eventuellt inte fungerade. Det dr hir tydligt fokus pa
lektionen som sadan och di denna ses som en produkt av ett grupparbete
mojliggdr detta en kritisk granskning utan att en enskild ldrare star i
blickfanget. Nir lektionen sedan ater genomfdrs med bestimda justeringar ér
ofta stora delar av 6vrig skolpersonal med och observerar. Alla deltar direfter
i ett mote dir lektionen och dess innehall och utfall diskuteras ur flera olika
aspekter (Stigler & Hiebert, 1999). Resultatet av en lesson study dokumenteras
och modellen ir enligt Hiebert, Gallimore och Stigler (2002) ett bra exempel
pa vad som kan svara mot en professionell kunskapsbas som kan goras
allmin, sparas och utvecklas. Den bygger ocksd pa praktisk kunskap snarare
dn akademisk, vilket enligt Hiebert et al. (2002) 4r en fordel dd ldrare och
forskate 1 regel har olika syften och den kunskap som produceras inom
akademin ofta dr svar for lirare att anvinda i sin praktik.

Learning study har en tydlig relation till lesson study déd ansatsen kan ses
som en utveckling, eller modifiering, av lesson study och det praktiska
upplagget dr likartat. Exempelvis delas stegen att ha ett tydligt lirandemal,
arbeta i grupp med en undervisande lirare och resterande observerande.
Vidare planera, genomféra och revidera lektionen utifran lirandemalet och i
samband med detta ta hjilp av tidigare forskning och erfarenheter. Den stora
skillnaden 4r den teoretiska grunden eller kanske ibland avsaknaden av den
inom lesson study. Pang och Lo (2012) menar att en teori om ldrande, i deras
fall variationsteorin, dr ett kraftfullt redskap som stirker mojligheterna for
ldrarna att lyckas dd den fungerar som en guide i designen av lektioner och
efterfoljande analyser. Hiebert et al. (2002) pekade pa lesson study som en
modell f6r att skapa en kunskapsbas forankrad i praktiken men tio ar senare
menar Elliot (2012) att learning study svarar dn béttre mot behovet dé lesson
study, dven dd det medverkat till spridd kunskap om undervisning, inte vilar
pd en enhetlig teoretisk grund. Foéljden kan bli att lesson study vid
implementeringen i andra linder och kulturer saknar relation till de uttalade
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pedagogiska malen. Detta exemplifieras i en studie av Fernandez, Cannon och
Chokshi (2003) i vilken de analyserade inférandet av lesson study i USA.
Projektet var ett samarbete mellan amerikanska och japanska lirare dir de
senare fungerade som stéd och Fernandez et al. (2003) konstaterar att de
amerikanska ldrarna hade svirt att behilla forskarperspektivet vid arbetet med
lektionerna.

The American teachers selected as their lesson study goal ‘fostering
students’ problem solving and responsibility for learning.” However, as they
worked on their lessons, this goal was noticeably absent from their
conversations. While it is likely that the 5th and 6th grade group might have
had this goal in the back of their minds, throughout 15 hours of
conversations about their lesson this goal was never discussed in any
explicit manner. Moreover, it certainly never served to generate any
hypotheses for the teachers to test (Fernandez et al., 2003, 5.174).

Att det inom learning study appliceras en teori fir ocksd konsekvenser f6r vad
som kan astadkommas och for vilken kunskap som kan produceras. Medan
Carlgren (2012) beskriver lesson study som en, i forsta hand, modell for
lirares professionella utveckling har learning study 4 sin sida forutsittningar
att generera teoretiska kunskaper om de specifika lirandeobjekten. En lesson
study 4dr forvisso ocksd i ndgon mening teotrigenererande men denna kunskap
ir, till skillnad fran den inom learning study, ofta tyst och outtalad. Resultatet
av en lesson study besktiver utformningen av en lektion. En besktrivning
vilken ér frukten av ldrarnas sitt att genomféra och studera undervisningen.
Att denna lektion kan implementeras i en annan kultur ddr en annan syn pa
undervisning rader, kanske framférallt hos eleverna, dr inte sjilvklart medan
resultatet av en learning study i form av vad som miste synliggdras i
undervisningen, littare kan tas som utgingspunkt dd detta inte pa samma sitt
ir beroende av kulturella betingelser.

Vid betraktandet av det praktiska genomférandet verkar sivil learning
study som lesson study ligga nira den besktivning av aktionsforskning som
gbrs av exempelvis Cohen, Manion och Morrison (2011). Begreppet
aktionsforskning innehaller enligt Cohen et al. (2011) en mingd olika metoder
och kan genomféras av olika anledningar men gemensamt 4r att problemen
formuleras 1 den lokala praktiken och syftet 4r att utveckla densamma.
Praktikutveckling 4r dock ndgot som learning study, pd grund av dess
applicering av en teori om ldrande, inte ser som sitt enda mal utan modellen
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har ocksd en annan dimension vilken framkommer i citatet av Elliot (2012)
nedan.

The transformation in Hong Kong of lesson study into a form of “learning
study” structured by variation theory has challenged a currently widespread
western assumption that action research is about the development of
practice rather than the testing and development of theory (Elliot, 2012,
s.115).

Elliot (2012) syftar pd att prova och utveckla variationsteorin vilket i flera av
de inledande studierna inom learning study var ett uttalat mal. Learning study
var inledningsvis synonymt med vatiationsteori men i takt med att modellen
utvecklats har dock friagan om vilken typ av lirandeteori som anvinds
diskuterats. Det ir inte fastlagt att detta ska vara variationsteori och Elliot
(2012) diskuterar hur han 6nskar se en utveckling av learning study dir
variationsteorin férenas med andra teorier.

Learning studys relation till design experiment

Learning studys relation till design experiment kan, likt relationen till lesson
study, verka ndra men vid nidrmare granskning finns nagra avgorande
skillnader. Design experiment 4r liksom learning study en relativt ung
forskningsansats och namnet myntades i bérjan pd 1990-talet. Brown (1992)
forfattade en av de fOrsta artiklarna med design experiment i titeln och hon
beskriver i denna behovet av att placera in studiet av lirande i en naturlig
kontext. Cohen et al. (2011) diskuterar benimningen design experiment och
menar att vi bor fokusera pd design snarare dn experiment di metoden
befinner sig vildigt lingt fran det klassiska experimentet dir betydelsen av en
variabel underséks at gangen och stims av mot kontrollgrupper. Design
experiment dr, som Brown (1992) beskriver, en studie som genomférs i
naturliga férutsittningar och likheten med experiment ligger i att det
innehaller en genomtinkt intervention (Cohen et al., 2011). Cobb et al. (2003)
karaktiriserar design experiment via fem typiska drag vilka 1 stor utstrickning
dven kan anvindas fOr att beskriva learning study. 1. Malet ir att utveckla
teorier om ldrande. 2. Metoden ir starkt relaterad till interventioner. 3.
Designen gérs utifrin hypoteser vilka i sin tur stammar fran flera typer av
analyser. 4. Hypoteserna omformuleras efter reflektion 6ver genomfdrandet
det vill siga designen ir iterativ. 5. De teorier som utvecklas ér till skillnad mot
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mer allminna pedagogiska teorier dominspecifika och direkt relaterade till den
aktuella designen.

Design experiment utgir fran tidigare forskning och syftar till att forbittra
undervisningsdesignen (Collins, Joseph & Bielaczyz, 2004; Cobb et al., 2003)
vilket dven dr ett ofta uttalat mal f6r learning study. Collins et.al (2004)
hivdade f6r 10 4r sedan att design expetiment dr hir for att stanna men att
metoden samtidigt genererar si mycket data att denna skulle kunna delas och
analyseras av andra forskare dn de som ingitt i studien. Den stora
datamingden forklaras av Cobb et al. (2003) da de menar att ett idealt design
experiment resulterar i en forstielse for lirande beskrivet i form av en ekologi.
Detta kan ses som ett komplext, interagerande system bestdende av multipla
element av olika typ och pa olika nivier.

Argumenten for design experiment dr framforallt dess placering i den
naturliga kontexten. Brown (1992) berittar om sin 6verging till
klassrumsforskning eftersom resultaten frin hennes experiment i rena
laboratoriemiljéer var mycket svéra att placera in i ett naturligt sammanhang.
Pring (2004) for ett liknande resonemang och poingterar upprepade ginger
att transaktionerna mellan lirare och elev inte kan ses som isolerade
foreteelser utan mdste relateras till en undervisningspraktik. Praktiken
definierar Pring (2004) som en samling aktiviteter med ett gemensamt syfte
och gemensamma virderingar vilka tillsammans ger den enskilda aktiviteten
en mening. Det frimsta argumentet for design experiment leder paradoxalt
nog ocksa till det frimsta emot. 1 ett naturligt klassrum inverkar minga
vatiabler och nidr minga av dessa tas i beaktande genereras stora mingder
data. Shavelson, Phillips, Towne och Feuer (2003) frigar sig om de narrativ
som design experiment ofta vilar pa kan uppritthédlla validiteten och om det
inte finns andra méjliga tolkningar 4n den som framstills i det aktuella fallet.
Shavelson et al. (2003) menar att validitetsfrigan var sidrskilt olycklig for
design experiment i borjan pa 2000-talet déd trenden f6r vad som ansdgs som
hégklassig forskning inom utbildningsvetenskap gick alltmer mot det klassiska
experimentet. De féredrar 4 ena sidan experiment men menar samtidigt att
dven design experiment har sin plats i forskningen och att forskningsfrigorna
ir det som bér avgdra valet av metod. De efterfragar dock en integration av
design experiment och andra metoder i syfte att stirka validiteten.

Learning study har mycket gemensamt med det som skrivits om design
experiment ovan men med utgingspunkt i syftet och forskningsfrigorna for
denna licentiatuppsats finns nédgra skillnader vilka talar till learning studys
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tordel i valet av forskningsansats. Cobb et al. (2003) skriver angiende design
experiment att komplexiteten kan bli alltfér stor och att det dirfér kan finnas
skil att fokusera pd ndgra variabler och lita andra finnas i bakgrunden. I
denna studie ligger fokus pa hur det matematiska innehallet behandlas i
undervisningen och vilka konsekvenser det fir for elevernas lirande. En
learning study innebir f6r eleverna bara en intervention under en eller ett par
lektioner till skillnad fran design experiment som ofta stricker sig Gver en ling
tid. Enstaka lektioner kan verka som en for liten tid f6r att kunna paverka den
matematiska utvecklingen, men samtidigt gérs inom learning study inga
ansprik pa att generera ett recept for allmin matematisk utveckling. Istillet
fokuserar studierna pa att lyfta fram vad som dr kritiskt inom ett mycket
begrinsat matematiskt innehall och hutr behandlingen av detta, med grund i en
teori om ldrande, paverkat elevernas mojlighet till urskiljning. En longitudinell
studie som kan ske inom ramen f6r design experiment kommer i detta fall inte
med precision kunna svara pd frigor om det specifika lirandeobjektet medan
det mikro-perspektiv som tas med en learning study hir erbjuder bittre
forutsittningar. Inom learning study studeras subtila skillnader i innehallets
behandling och Kullberg, Runesson och Martensson (2013) beskriver till
exempel hur en liten skillnad i hanteringen av en och samma uppgift leder till
olika moijligheter till lirande hos eleverna.

Validitet och generaliserbarhet

Cohen et al. (2011) beskriver validitetsfrigan som central i alla typer av
forskning. Samtidigt menar de att den har gatt frin att enbart bedoma
huruvida ett instrument miter det som 4r avsett att mita till att ges en vidare
torklaring, exempelvis djupet och omfattningen av de data som inhdmtats. Att
uppna full validitet 4r inte mojligt dd kvantitativ forskning innefattar ett
inbyggt mitfel och kvalitativ forskning dr behiftad med en subjektivitet hos
respondenterna vad giller asikter, attityder och perspektiv. Sdledes handlar det
om att minimera invaliditeten och maximera validiteten (Cohen et al., 2011).
Shadish, Cook och Campbell (2002) relaterar begreppet validitet till
sanningshalten i de kunskapsansprak som gbrs. Om validiteten ska anses god
har anspraken stoéd av empiriska resultat men ocksa 6verensstimmelsen med
teorin och tidigare forskning dr av betydelse. Den learning study som
genomfordes inom ramen fOr denna licentiatuppsats utgick frin tidigate
forskning och resultaten hirur bekriftades i stor utstrdckning i de intervjuer
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och tester som genomférdes. Kunskapsanspraket ligger sedan i att identifiera
vilka aspekter som dr kritiska f6r att forstd ett matematiskt avsnitt och pa vad
som bor synliggbras i undervisningen for att eleverna ska ges mojlighet att
urskilja dessa kritiska aspekter. Undervisningsdesign och analys genomfors
med utgangspunkt 1 variationsteorin och i nigon mening pdminner processen
om det som Stiles (2009) kallar teotribyggande fallstudie. Stiles (2009) skiljer
mellan kliniska och teoribyggande fallstudier dir de senare, till skillnad mot de
forsta, inte primirt syftar till att djupare fOrstd det aktuella fallet utan istillet
med dess hjilp strdvar efter att ge en teoretisk beskrivning av mer generell
karaktir. Ett centralt inslag 4r hir det som Stiles (2009) bendmner abduktion
vilket innebdr att teorin justeras och foérfinas med utgangspunkt i de
observationer som gjorts inom det aktuella fallet. Arbetsgangen inom learning
study foljer ett liknande monster dér teoribildningen om lirandeobjektets
beskaffenhet succesivt justeras for att till slut mynna ut i en beskrivning i vad
som dr kritiskt for elevernas lirande. Ett matt pa teorins kvalitet blir da hur vil
beskrivningarna Overensstimmer med gjorda observationer, men ocksi
minniskors igenkdnnande ér en springande punkt (Stiles, 2009).

En central validitetsfriga fOor learning study, och i synnethet for
variationsteorin, dr huruvida det dr skillnaden i innehéllets behandling som
ligger bakom 6verensstimmelsen mellan teoti och empiri eller om det dr andra
parametrar som dr avgorande. Learning study genomférs i klassrum under
naturliga férutsittningar och dirmed finns atskilliga saker som kan péverka
resultatet och da framfdrallt det faktum att det dr olika elever och olika ldrare.
Samtidigt innebar det iterativa inslaget i den aktuella learning studyn inga
omkastningar i lektionsorganisation och gillande lirarna var dessa likvirdiga i
termer av erfarenhet och matematiska kunskaper. Det som varierade var
innehallets behandling till exempel i form av att en grupp diskuterade grafer
benimnda med gradtal medan nista grupp mottes av grafer som saknade
nirmare specifikationer. Eleverna i de olika grupperna kan ha olika
forutsittningar men det som studeras dr framforallt kvalitativa skillnader i
elevernas svar pa for- och eftertest. Dessa holls i direkt anslutning till
lektionerna och krivde ett resonemang frin eleverna varfor designen av den
undervisning de métt rimligtvis paverkar deras méjligheter att utforma detta.

De kritiska aspekterna mejslas fram med utgingspunkt i tidigare forskning
och empiri frin studien. En friga for validiteten blir huruvida de verkligen ér
kritiska. Mitinstrumenten bestir av en pilotstudie med fyra elever, intervjuer
med sex elever innan studiens genomférande, for-, eftertest samt fordroijt
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eftertest. Testen fir i och med detta bira en tung bérda vad giller den analys
som gors ansprik pd. Newton och Burgess (2008) menar att mycket av den
aktionsforskning som bedrivs av lirare lider av validitetsproblem och alltfor
ofta argumenterar for saker som inte kan beldggas. De exemplifierar med ett,
enligt dem, skrickexempel dir savil test som urvalsgrupper inom ett
aktionsforskningsprojekt var olika men 4nda jimfordes resultaten vilket
havererade validiteten. Testen som anvindes inom denna studie prévades pa
andra elevgrupper och diskussioner om utformningen foérdes dels mellan
larare och dels i seminarieform inom akademin. Validiteten i testen kan inte
dirmed ristas i sten men vad som ddremot kan slas fast 4r att de genomgitt en
granskning av den typ som Newton och Burgess (2008) si starkt efterlyser
inom aktionsforskning.

Foér- och eftertesten innehdll en marginell olikhet vilket var en medveten
konstruktion i syfte att undvika att eleverna kunde upprepa sina svar enligt ett
kopieringsférfarande. Resultaten kommer dock inte vara definitiva och som
Kullberg (2010) papekar kan de kritiska aspekterna vara olika fér olika
elevgrupper. Samtidigt kan konstateras att tidigare forskning om elevers
forstaclse om derivata dr relativt koherent &ver tid och linder varfér de
kritiska aspekterna ocksd kan antas ha birighet utéver de undersokta
klasserna. Urvalet i den learning study som genomférdes inom ramen for
denna licentiatuppsats bestod av fyra gymnasieprogram med sammanlagt 68
elever. Vilken forstdelse och vilka kunskaper dessa elever uppvisade stilldes i
relation till den genomférda undervisningen och de variationsménster denna
innehallit. Aven om vi antar att resultaten i studien 4r valida kan
generaliserbarheten, och didrmed applicerbarheten, pa andra elever diskuteras.
Ewers och Wu (2006) menar att det finns ett antal konstituerande regler for
hur undervisning gar till varfér klassrum, oavsett placering i virlden, uppvisar
pétagliga likheter vilket leder till den typ av generalisering som Larsson (2009)
kallar kontextlikhet. Om betingelserna i de klassrum som beskrivs inom
uppsatsens learning study liknar de i andra klassrum kan vi anta att resultaten
ir gangbara dven dir. Hir pdpekar Larsson (2009) att det ligger pa ldsaren
snarare dn pa forfattaren, det vill sdga forskaren, att avgoéra kontextlikheten.
Forskarens roll dr att beskriva och kommunicera kontexten varefter lisaren
bedémer om den egna kontexten dr att betrakta som liknande. Att generalisera
via kontextlikhet 4r dock inte helt oproblematiskt di likheten inte dr litt att
avgdra och dessutom ir det ingen garanti att manniskor agerar pa samma sitt
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bara for att kontexten dr 6verensstimmande. Det kan till och med tinkas att
samma person agerat olika i samma kontext vid olika tillfallen (Larsson, 2009).

Forskarens roll i processen

Larsson (2009) menar att kvalitativa studier ibland avsdger sig fragor om
generalisering vilket 4r mycket mirkligt dd virdet av studierna i och med detta
reduceras till i princip noll. Den learning study som besktivs i kommande
kapitel leddes av en forskare som samtidigt var kollega med de lirare som
genomforde undervisningen under forskningslektionerna. 1 kraft av
forskarrollen och av att vara initiativtagare till studien fick forskaren en
framskjuten roll ndr det giller design och genomférande. Detta forfarande kan
stillas mot att genomféra en learning study utan inblandning av forskare och
fragan ar vilket alternativ som ar att féredra. For att dterknyta till Newton och
Burgess (2008) menar de att aktionsforskning ofta stoder sina resultat pa
lirares upplevelser utan att ta hinsyn till den egentliga effektiviteten. Med
ledning av en forskare inom en learning study Okar sannolikheten fér en
vetenskaplig forankring 1 sdvil design som analys och generaliserings-
anspraken kan dirmed ocksd vara hogre. En learning study ska fokusera
innehallets behandling och en forskare bidrar sannolikt till att halla detta
fokus. Vid flera tillfillen inom den aktuella studien kom lirarna in pa saker
som inte var av relevans for den planerade studien. Ett kort inldge frin
forskaren ledde dock tillbaka pa spdret och processen kunde fortsitta. Ett
argument mot inblandning av forskare kan vara att lirarnas kunskap hamnar i
skuggan av forskarens forestillningar. Fragan dr dock om inte detta eventuella
problem idr nagot som styrs mer av sociala faktorer i gruppen dn av om en
forskare deltar eller inte samt huruvida forskaren har en bakgrund i
lirargruppen eller inom akademin.
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Ansokan till den forskarutbildning inom vars ram denna licentiatuppsats ar
skriven gjordes under hosten 2011. Da en antagning innebar att en learning
study skulle komma att genomfdras tillfrigades tre lirare 1 samband med
ans6kan om de 6nskade delta i en studie. Ett ar senare startades processen
som omfattade den empiriska studien och inledningsvis forsags lirarna med
tre texter. Den fOrsta texten var en beskrivning av forskningsfiltet
matematikdidaktik (Niss, 2001) och fungerade som en Overgripande
introduktion till forskningsprocessen. Samtliga av de deltagande lirarna hade
varit verksamma i skolpraktiken under minga 4r men samtidigt var de inte
uppdaterade inom det matematikdidaktiska filtet vad gillde dess utbredning
och inriktning. En learning study kan genomfdras i olika syften men den
aktuella forskarutbildningen hade dmnesdidaktiskt fokus varfér Niss (2001)
Oversiktliga beskrivning av matematikdidaktik ansdgs utgéra en god
introduktion. Den andra texten var forskarskolans ansékan (Runesson, 2011)
till Vetenskapsradet vilken gav en orientering inom forskningsansatsen men
ocksa ett motiv till varfér en learning study skulle genomféras. Den sista
texten var en beskrivning av fenomenografi och variationsteori (Ryberg,
manuskript) och avsag introducera lirarna f6r den teori som skulle komma att
genomsyra lektionsdesigner och analyser. Texterna ldstes enskilt av ldrarna och
direfter genomfordes en halv dags mote mellan forskaren och lirarna dir
texternas innehall diskuterades och lirarna hade méjlighet att stilla frigor om
eventuella oklarheter. Vid tiden fér detta moéte var inte lirandeobjektet
avgrinsat till mer 4n att behandla derivata i den grafiska representationen och
gemensamt togs dd beslutet att beskriva det enligt:

e Relationen mellan en funktions graf och grafen till funktionens derivata
(direkt).

e Att ecleverna utvecklar f6rmdgan att, utifrin grafen dll en
funktion/derivata, kunna tolka och skissa, derivatans graf/funktionens
graf (indirekt).
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Beslutet togs efter en diskussion grundad 1 tre urvalskriterier. 1.
Lirandeobjektet skulle ha uppmirksammats inom matematikdidaktisk
forskning. 2. Lirandeobjektet skulle vara ndgot som av lirarna ansdgs som
problematiskt for eleverna att urskilja. 3. Lirandeobjektet skulle vara nagot
som genom urskiljning kunde underldtta lirandet inom derivata i en vidare
mening. Det fOrsta kriteriet fanns med f6r att underlitta den kommande
designen men ocksa for att kunna erhilla ett perspektiv pd resultatet. De tva
sista kriterierna var grundade i den metodologiska ansatsen. Learning study it
en modell som belyser en del av en pagiende undervisningssekvens, en del
som ldrarna uppfattar som sirskilt problematisk att undervisa om. Den eller
de lektioner dir lirandeobjektet behandlas dr sdledes en del av en storre
helhet, men samtidigt ocksd en del som kan vara avgérande for att forstd vad
det 4r som dr signifikant fér att utveckla elevernas lirande. Forskaren kunde
bekrifta att det formulerade lirandeobjektet uppfyllde det forsta kriteriet (se
tex. Aspinwall et al. 1997; Ubuz, 2007, Haciomeroglu et al., 2010) och
gruppen var Gverens om att det ocksa uppfyllde de tva sista. Lirandeobjektet
ansigs dock vara fér omfattande f6r en lektion 4 60 minuter varfér det besléts
att det skulle behandlas under 2 X 60 minuter.

Datainsamling

Det forsta empiriska materialet samlades in varen 2012 i samband med en
pilotstudie ~ som  innefattade fyra  elever.  Eleverna  gick pa
Naturvetenskapsprogrammet och tillhérde davarande drskurs 2 och skulle inte
delta i den kommande learning studyn. Ett dr senare, 1-2 veckor foére
forskningslektionernas genomférande, intervjuade forskaren tvd elever frin
varje deltagande grupp i1 huvudstudien f6r att underséka hur elevernas
uttryckta  uppfattningar om  derivata  Overensstimde med  tidigare
forskningsresultat. Med utgangspunkt i resultatet av pilotstudien, intervjuerna,
lirarnas erfarenheter och tidigare forskningsresultat gjorde forskaren ett
designutkast till de tva forsta lektionerna. Direfter diskuterades och
reviderades utkastet under tvd méten 4 tva timmar tillsammans med lirarna.
Studien genomfoérdes sedan enligt tabell 3.
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Tabell 3. Studiens genomférande.

Punkt | Dag | Aktivitet

1 1 Fortest samt lektion 1 med Teknikprogrammet.

2 1 Analys av lektion 1 och fortestet. Revidering av planeringen for
lektion 2 med Teknikprogrammet.

3 2 Lektion 2 med Teknikprogrammet samt eftertest.

4 126 Gemensam analys av de tva lektionerna och eftertestet. Revidering

av planeringen f6r kommande lektioner med
Naturvetenskapsprogrammet.

5 7 Fortest samt lektion 1 med Naturvetenskapsprogrammet.

6 7 Analys och revidering enligt punkt 2.

7 8 Lektion 2 med Naturvetenskapsprogrammet samt eftertest.

8 8-11 | Gemensam analys enligt punkt 4. Revidering av planeringen infor

kommande lektioner med Samhillsvetenskapsprogrammet.

9 12 Fortest samt lektion 1 med Samhaillsvetenskapsprogrammet.

10 12-13 | Analys och revidering enligt punkt 2.

11 |14 Lektion 2 med Samhillsvetenskapsprogrammet samt eftertest.

12 | 14-16 | Gemensam analys enligt punkt 4.

13 |56 Fordrojt eftertest med eleverna i de tre programmen.

Urval

I samarbeten mellan universitet och skola uppstar inte sillan konflikter dd den
mer teoretiskt inriktade forskaren ska arbeta tillsammans med de mer
praktikorienterade lirarna. Adamson och Walker (2011) visar med ett reellt
exempel pd hur denna typ av konflikt kan utvecklas inom en learning study. 1
den learning study de refererar till delade lirarna till en borjan forskarens
teoretiska ansats men i takt med att diskussionerna pagick gled de alltmer Sver
i en férenklad syn pa problemstillningen och ett tinkt djup i studien 6vergick
i betydligt ytligare resonemang och analyser. Det visade sig att det inte pd
négot sitt var klart vid studiens bérjan vem som var ansvarig f6r vad och hur
deltagarna férvintades bidra. Exemplet pekar pa vikten av att rollférdelningen
ir klar vid en learning studys borjan men ocksa pi betydelsen av
dmnesteoretiska kunskaper. Lirarna hade inte sjilva klart for sig vad det
innebar att kunna det som skulle liras ut vilket fick konsekvenser for studiens
utfall (Adamson & Walker, 2011).
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Den aktuella learning studyn genomférdes inom en av staten finansierad
forskarutbildning f6r verksamma lirare (Utbildningsdepartementet, 2011).
Syftet med utbildningen var att bygga upp skolans kunskapsbas och parallellt
med studiens genomforande arbetade forskaren som gymnasieldrare dir det
senare uppdraget innebar 20 % av arbetstiden. Forskaren var vil fértrogen
med miljén och de anstillda pa den skola han arbetade vilket talade for att
genomfora studien tillsammans med kollegor. Inledningsvis fanns funderingar
pa att genomfdra studien pd en annan skola, men férdelen av att ha en
upprittad relation med de tre lirarna ansags tala till den egna skolans férdel.
Ytterligare en aspekt var vetskapen om de tre lirarnas utbildningsniva och
erfarenhet. Samtliga hade gedigna dmneskunskaper och dessutom ling
erfarenhet av undervisning (se tabell 4).

Tabell 4. Medverkande larares utbildning och erfarenhet.

Examen Undervisningserfarenhet
Lirare 1 | Amneslirare matematik och fysik 25 ar
Lirare 2 | Amneslirare matematik och fysik 32 ar
Lirare 3 | Magisterexamen matematik, inriktning 19 ar

pedagogik

I och med valet av skola och lirare ansdgs effekten av de potentiella problem
som Adamson och Walker (2011) beskrev ovan vara minimerade. Att hitta
lirare med adekvat utbildning och erfarenhet pa en annan skola hade varit
fullt mojligt men relationen och rollférdelningen vid design, genomférande
och analys hade didremot varit en betydligt mer osiker faktor.

I studien ingick elever fran Teknikprogrammet (TE), Naturvetenskaps-
programmet (NA), Sambhillsvetenskapliga programmet (SP) samt elever frin
Idrott och ledarskapsprogrammet (IL). IL var ett lokalt utformat program
vilket férsvann i samband med inférandet av Gy 11 (Skolverket, 2013). NA
och TE liste programvis Matematik 3¢ enligt Gy 11 och SP/IL liste
tillsammans Matematik C enligt LPf 94. Som framgir av tabell 5 var
térdelningen mellan pojkar och flickor relativt jimn si ndr som pd en nigot
storre andel flickor inom SP/IL pa grund av fordelningen pa SP. Inom TE
och SP/IL fanns ingen elev som inte fullt ut behirskade det svenska spraket
medan detta for tre av eleverna pa NA, om dn i olika grad, ansags vara en icke
torsumbar faktor i den ordinarie undervisningen. D4 behandlingen av
innehallet till storsta delen innebar arbete med grafer ansig dock inte den
ordinarie ldraren att det var ndgot som sirskilt behdvde tas i beaktande.
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Tabell 5. Program, arskurs, antal elever och férdelning mellan pojkar och flickor.

Program Arskurs | Antal Pojkar | Flickor
Teknikprogrammet (TE) 2 26 12 14
Naturvetenskapsprogrammet (NA) 2 23 11 12
Sambhillsvetenskapliga programmet (SP) | 3 9 2 7
Idrott och ledarskapsprogrammet (IL) 3 10 5 5

Initialt inneholl designen endast elever frin NA och TE. Cohen et al. (2011)
beskriver ett antal olika mdjligheter gillande urval av deltagare, eventuella
kontrollgrupper etcetera och flera av dessa varianter diskuterades. NA och TE
inneholl sammanlagt 49 elever och ett alternativ var att dela in dessa i det som
Cohen et al. (2011) benidmner matched pairs utifran tidigare uppnadda resultat
och sedan lita hilften av eleverna utgbra en kontrollgrupp. Detta skulle dock
medféra att interventionen omfattade endast 25 elever vilka i sin tur skulle
delas i gruppet. Elevunderlaget ansigs hir for litet och dessutom skulle
designen innebidra ett steg bort ifrin de naturliga fOrutsdttningar som
efterstrivas inom en learning study. Efter diskussioner mellan forskaren och
lirarna togs dirfor beslutet att involvera dven SP/IL. Argumenten for detta
var att studien ddrmed skulle omfatta fler elever, att elevernas bakgrund skulle
vara mer skiftande och slutligen att de ordinarie elevgrupperingarna kunde
hillas intakta. En skola med flera elever inom NA och/eller TE hade
moijliggjort den forsta typen av design ovan och dven alternativ. med
kontrollgrupper frin andra skolor diskuterades. Sammantaget ansigs
emellertid, mot bakgrund av aktuell tidsram samt diskussionerna om
deltagande lirare som fordes tidigate, att designen med tre sammanhallna
elevgrupperingar pi en och samma skola innebar det mest dndamalsenliga
uppligget.

De sex elever (tvd frin NA, tvi frin TE och tva frin SP/IL) som
intervjuades innan forskningslektionerna valdes ut av respektive ldrare.
Urvalskriterierna var att de skulle inneha god verbal f6rmiga men ocksa att de
kunskapsmissigt var representativa for gruppen som helhet 1 den meningen
att de inte skulle utgéra en ytterlighet. Det bor hidr papekas att urvals-
moéjligheterna var goda och grupperna innehdll manga elever som svarade mot
kriterierna. Efter en kortare diskussion mellan lirarna och forskaren valdes
direfter en pojke och en flicka frin respektive grupp ut for interviju.
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Dokumentation av forskningslektionerna

Alla sex forskningslektioner f6ljde samma monster i form av videoinspelning
och observation. Tvd videokameror anvindes vid varje lektion. En
videokamera var statiskt placerad i ett av de frimre hérnen pa klassrummet
och dokumenterade elevernas foérehavanden. Den andra manévrerades av
forskaten och foljde den undetrvisande ldrarens aktiviteter. Kamerornas
inverkan pi eleverna dr svar att uttala sig om men de verkade inte réna nigon
storre uppmirksamhet. Att eleverna var 17-18 ar var sannolikt en faktor som
medférde att kamerornas paverkan inte var si pataglig. Vid sidan om
videoinspelningen observerades ocksi alla lektioner av forskaren och de tvi
lirare som for tillfillet inte undervisade. Direkt efter varje lektion hélls en
diskussion ddr lirarnas och forskarens momentana reflektioner ventilerades
och skrevs ner av forskaren.

Etiska 6verviganden

I en learning study studeras minniskor och i det aktuella fallet bestir det
empiriska materialet av videofilmade lektioner, ljudupptagningar frin
intervjuer, testresultat i skriftlig form samt observationer. Att bli videofilmad
innebir ett intrdng i den personliga integriteten och deltagande i studien var
frivilligt. Eleverna informerades i f6rvig om studiens syfte och genomférande
och fick direfter limna ett skriftligt medgivande om att delta. De fick ocksa
precisera huruvida videosekvenserna dir de férekom endast fick anvindas 1
forskningssyfte eller om de dven fick anvindas vid fortbildning av lirare. Alla
elever utom en valde att delta i studien och de som inte godkidnde att
videosekvenserna anvindes i fortbildningssyfte placerades utanfor
videokamerans rickvidd under lektionerna. De elever som deltog i intervjuer
tillfragades och gav sitt medgivande muntligt och dven 1 detta fall
informerades de om att deltagande var frivilligt. Samtliga sex elever som
tillfrdgades tackade ja till att medverka i intervjuerna. Lirarna tillfrigades om
att delta i studien ett och ett halvt ar innan genomf&randet och informerades 1
samband med detta om uppligget inklusive kommande videofilmning. I deras
fall var de extra utsatta eftersom en kamera dokumenterade alla deras
férehavanden under de tvd lektionerna. Alla tillfrigade lirare valde att
medverka under de beskrivna férutsdttningarna.

I Vetenskapsradets riktlinjer f6r god forskningssed (2011) beskrivs hur
forskning handlar om att pa ett rimligt sétt viga olika intressen mot varandra.
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Inom arbetet med denna licentiatuppsats aktualiserades detta vid ett antal
tillfillen. I de excerpt som férekommer i texten framgar det inte nigonstans
vilken elev som avses. Det enda som star angivet dr att det dr en elev som
yttrar sig. Skilet till att inte precisera nirmare dr att det inte bedémdes som
avgbrande 1 sammanhanget, dtminstone inte pa bekostnad av att det skulle bli
littare att hinfora ett uttalande till en viss elev. Det som studeras och
analyseras dr innehallets behandling. I och med detta 4r det inte vilken elev
som siger vad som dr avgorande. Det intressanta dr istillet hur det paverkar
vad som dr moijligt att urskilja eller att det berittar nigot om vad som urskilts.
Ett liknande resonemang férdes i samband med att resultatet av intervjuerna
som undersokte elevernas uppfattningar om funktioner och derivata skulle
redovisas. I denna beskrivning framgir inte vilket program de olika eleverna
tillhér, ndgot som borde vara av intresse eftersom innehallets behandling i
respektive cykel ska utgd frin elevernas forkunskaper. Under intervjun gav
dock de sex eleverna utryck for liknande uppfattningar varfor en separering av
dem programvis inte tillférde nigon extra dimension till resultatet. Det skulle
diremot ha medfort att respektive yttrande kunnat hinféras till ndgon av tva
elever. Intresset att inte kunna identifiera eleverna vigde i detta fall tyngte dn
intresset att precisera deras programtillhdrighet.

Pilotstudien

Fyra elevers (bendmns 1-4 nedan) sitt att erfara ett problem undersoktes via
intervjuer vilka videofilmades. 1 wurvalsgruppen, 30 elever frin
Naturvetenskapsprogrammets arskurs tvd, fanns ingen elev som ej uppnatt
milen i matematik. Eleverna hade under intervjun endast tillging till penna
och papper. De arbetade utan tidspress och fick samtidigt férklara vad de
gjorde (eller kunde tdnka sig att gbra) och varfér de gjorde det (eller hur de
tinkte kring problemet). Denna intervjumetod beskrivs av Marton och Booth
(1997) och innehaller alltsa tva parallella delar. Den ena innebidr att
intervjuaren utformar situationen och resultatet dr den intervjuades 16sning,
eller f6rsok till 16sning, pd problemet. Den andra delen r6r den intervjuades
egen medvetenhet om hur denna 16sning vixte fram och Marton och Booth
(1997) beskriver hur detta kan vara problematiskt. Dels kan det vara jobbigt
tor den intervjuade att redogora for sina tankegingar men det dr ocksa viktigt
att den intervjuades tankar tillits komma fram i sin helhet. Vad giller det
térstnimnda verkade ingen av de intervjuade se ndgra problem med att delge
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sina tankegdngar och reflektioner. Ett sitt att dstadkomma det andra dr att
aterkomma till ursprungsfrigan gang pd ging eller att ta upp saker som den
intervjuade tidigare sagt. Bada dessa forfaranden anvindes vid flera tillfillen i
samtliga intervjuer.

Pilotstudien genomfdrdes i slutskedet av den for eleverna aktuella kursen
(matematik C enligt Lpf 94). Kursen hade till storsta delen behandlat derivata
och syftet med pilotstudien var att underséka vilka férmagor de elever som
genomgatt kursen utvecklat. En insikt som i sin tur skulle kunna tas som en av
utgingspunkterna vid designen av undervisningen i den kommande
huvudstudien. En av uppgifterna inom pilotstudien innebar att eleverna
utifran en funktions derivata som var given savil symboliskt, f'(x) = x3 +
3x? , som grafiskt (se figur 4 nedan), skulle skissa antiderivatan.

Y

e
o
o

Figur 4. f'(x) = x3 + 3x?

Uppgiftstypen var ny for eleverna men det ska papekas att de i anslutning till
studien arbetat med deriveringsregler f6r polynom och med att skissa savil
tredje- som fjirdegradsfunktioner. Samtliga elever konstaterade snabbt att
antiderivatan skulle vara en fjirdegradsfunktion men direfter blev det mer
komplicerat. Tvd av eleverna (1 och 4) sig framfor sig hur grafen till
antiderivatan i olika omfattning skulle likna derivatans graf. Elev 1 sldppte
aldrig denna férestillning utan konstaterade till slut att de tva graferna i
princip skulle vara identiska (trots att antiderivatan var en fjirdegrads-
funktion).

Excerpt 1:
Elev 1: Utifran den hir tycker jag liksom att den ska se exakt likadan ut.

Elev 2 funderade under ett par minuter men kunde sedan inte komma lingre 1
resonemanget dn att det var en fjirdegradsfunktion av nigot slag. De tvd sista
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eleverna (3 och 4) genomférde mer omfattande ansatser. Att uttala sig om
vilka férmagor dessa tvd elever besatt generellt 4r inte pa nigot sitt mojligt
eller 6nskvirt, men deras handlande i det aktuella fallet kan analyseras. Elev 3
konstaterade fOrst att det var en fjirdegradsfunktion men slippte direfter den
tanken och fokuserade endast pa derivatans graf och inte pa det algebraiska
uttrycket. Undan f6r undan konstruerades sedan en graf vilken i princip var
korrekt (uppgiften var att skissa). Eleven visade upp ett mycket vil utvecklat
visuellt resonemang men reflekterade inte Gver att grafen kunde forskjutas i
héjdled och hade inte heller nigon klar bild 6ver hur funktionen kunde
uttryckas algebraiskt. Elev 4 konstaterade ocksé inledningsvis att det rrde sig
om en fjirdegradsfunktion vilken dessutom skulle ha positiv fjirdegradsterm.
Trots en medvetenhet om hur en funktion av den typen sig ut stotte eleven
pé problem eftersom uppfattningen samtidigt var att antiderivatans graf skulle
likna derivatans. Trots ling tids fundering kunde inte eleven komma fram till
ndgot svar.

Excerpt 2:

Elev 4: [..] om den skulle komma hir nerifran sa kinns det som att det
skulle vara ett minustecken framfor x*, annars kinns det som att den skulle
komma hir uppifran.

Sammanfattningsvis kan konstateras att samtliga elever inledningsvis
resonerade algebraiskt nir uppgiften skulle 16sas. Tillgangen till det algebraiska
funktionsuttrycket uppmuntrade férmodligen till detta men samtidigt var
kanske ocksé utseendet pa grafen bekant for eleverna. Trots konstaterandet att
antiderivatan var en fjirdegradsfunktion menade tva av eleverna att grafen till
funktionen och grafen till antiderivatan skulle likna varandra.

Allmianna férkunskaper och uttryckta
uppfattningar om derivata

Designen av en learning study kan variera men gemensamt dr att de tar sin
utgingspunkt 1 elevernas kunskaper och uppfattningar. I det aktuella fallet
erhélls en allmién bild av elevernas kunskaper genom att summera och jimféra
deras resultat i den senast avslutade kursen. Eftersom ldrarna i studien ocksi
undervisade pa de tre programmen som ordinarie lirare kunde de komplettera
betyg och provresultat med intryck frin lektionstid. Eleverna pa TE och NA
bedémdes vara relativt likvirdiga. De hade list samma matematikkurser under
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samma tid, de hade liknande betygsstatistik pa kursen innan och de hade en
liknande resultatbild pd det senaste nationella provet. Exempelvis var
betygssnittet pa kursen innan (omvandlat till meritvirde) 13,75 f6r TE och
13,91 f6r NA. SP/IL innebar dock andra férutsdttningar:

e Matematikimnet var mindre centralt pA SP/IL di programmen inte
riktade sig mot matematikintensiva utbildningar pid hogskola/
universitet.

e Eleverna liste mindre matematik under sin gymnasietid jimfért med
TE och NA vilket ocksa innebar firre matematiktimmar per vecka.

e SP/IL liste enligt Lpf 94 medan TE och NA liste enligt Gy 11.
Kurserna var inte identiska gillande innehall och uppligg och olika
liromedel anvindes. Stoffet som ticktes pa SP/IL var mindre
omfingsrikt och tempot pd kurserna var ligre.

e Eleverna pi SP/IL hade ligre resultatnivi pa kursen innan och en
storre andel av eleverna bedémdes uppleva dmnet som svart.

Punkterna ovan ledde inte till nidgon férdndring av lirandeobjektet men de
ansigs fa inverkan pa designen.

For att kartligga elevers kunskaper om lirandeobjektet studerades tidigate
dmnesdidaktisk forskning men di den aktuella undervisningsgruppen i en
learning study ska motas efter sina forutsdttningar ska ocksa deras specifika
uppfattningar studeras. Hur detta genomfdrs varierar. Ett sitt dr att
genomfora fortestet en tid innan forskningslektionerna och anvinda sig av
resultatet 1 designen. Problemet som déd uppstdr dr att det gar en tid mellan
fortest och forskningslektion. Kritik som ddrmed kan uppkomma 4r huruvida
elevernas skilda sitt att uttrycka sig pa for- respektive eftertest hirstammar
fran forskningslektionen eller om det kan relateras till tiden mellan fértest och
forskningslektion. For att undvika kritik av denna typ genomférdes i denna
studie fortestet i direkt anslutning till den forsta lektionen.

Som grund fér studiens design genomfdrdes istillet for skriftliga tester sex
intervjuer vilka spelades in med diktafon. Intervjuerna behandlade funktioner
och derivata och syftet var att fi en bild av hur elevernas uppfattningar av
dessa begrepp kunde relateras till tidigare forskningsresultat. Fore intervjun
klargjorde forskaren att tillfillet inte utgjorde underlag for betygsittning. Det
tydliggjordes ocksa att det var elevens uppfattningar och tankar kring
fragestillningarna, oavsett ritt eller fel, som var intressanta. Ingen av frigorna
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berérde lirandeobjektet och detta var ett medvetet val. Lirandeobjektet var
nytt for eleverna och lirarna och forskaren gjorde med st6d av
undervisningserfarenhet antagandet att férkunskaperna var knapphindiga. Pa
grund av detta antagande ansigs en intervju centrerad kring lirandeobjektet
till 6vervigande del bli ett tillfille f6r lirande. Nackdelarna med
intervjuférfarandet var att endast en liten andel av eleverna kom till tals och
intervjuerna gav inte heller ndgon information om elevernas uppfattningar om
lirandeobjektet. Samtidigt medférde de uteblivna frigorna om lirandeobjektet
att validiteten pd de intervjuade elevernas kommande testresultat 6kade vilket
ansdgs Overviga nackdelarna med tillvigagingssittet. Genomgingen av
tidigare forskningsresultat om elevers uppfattningar av begreppet derivata
hade gett en relativt koherent bild. Bedémningen som gjordes var att
intervjuer med tva elever per undervisningsgrupp skulle ge information om,
och i sd fall i vilken grad, de aktuella elevgruppernas uppfattningar kunde
stillas i relation till denna bild. Overensstimmelsen mellan elevernas uttryckta
uppfattningar och tidigare forskningsresultat ansdgs direfter kunna utgbra en
utgangspunkt vid designen av forskningslektionerna. Detta eftersom
intervjuinnehillet angransade till lirandeobjektet.

Intervjuuppldgget var inte identiskt, men liknade det Goldin (2000)
bendmner task-based interview vilket innebir att intervjun dr centrerad kring en
sekvens av specifika uppgifter vilka viljs med utgingspunkt i det syfte som
intervjun har. Intervjun innebar ocksd, i enlighet med Goldins (2000)
beskrivning av structured task-based interview, en interaktion dir forskaren vid
behov hjilpte till att f6ra diskussionen framat. Om eleven exempelvis efter en
stunds funderande inte hade nagot svar forsokte forskaren med hjilp av ett
forslag fa eleven att komma vidare. Nir eleven resonerade var inte heller
forskaren nollstilld utan uppmuntrade och bemétte elevens resonemang utan
att fo6r den skull Overgd i forklaringar av frigestillningen. Task-based
interviews kan enligt Maher och Sigley (2013) ha olika frihetsgrad och
forskatens fragor kan vara helt férutbestimda eller sa finns mojlighet att
anpassa sig till situationen. Intervjuerna foljde det senare uppligget och i
respektive intervju var utgdngspunkten de sju frigorna men efter varje fraga
styrdes riktningen pa diskussionen av eleven.

Samtliga intervjuer pagick i cirka 20 minuter och utgick fran sju frigor (se
bilaga 1) vilket, dd sex elever intervjuades, resulterade i totalt 42 svar eller
beskrivningar. De forsta tre fragorna behandlade funktioner och de fdljande
tre begreppet derivata. Avslutningsvis fick eleverna till uppgift att skissa en

65



VARIATIONENS BETYDELSE FOR ELEVERNAS LARANDE

graf och sedan redogéra f6r vad derivatan innebar i detta fall. Resultatet av
intervjuerna ir presenterat nedan som en sammanfattande l6pande text.
Vilken elev som har svarat vad kan inte utldsas. Sittet att redovisa resultatet ar
valt di elevernas uppfattningar om begteppen funktion och derivata i de
fragor som stilldes var relativt likartade. Svaren var inte heller av karaktiren
ritt eller fel varfor en kategorisering av detta slag skulle varit bade svir att
genomfora och svir att tolka. I sammanhanget dr det ockséd virt att dterigen
upprepa syftet med intervjun. Syftet var att fi en bild av hur elevernas
uttryckta uppfattningar kunde stillas i relation till den bild som framkom 1
forskningsoversikten, inte att mita eller att pad djupet analysera deras
kunskaper. De citat som finns i texten dr exakta atergivningar (hela eller delar)
av elevernas yttranden.

Lirandeobjektet behandlade den grafiska representationen och forst
underséktes om eleverna spontant relaterade funktioner till denna
representationsform. Den férsta frigan gick ut pd att beskriva vad en funktion
innebar. Gemensamt f6r samtliga sex elever var att de i forsta hand
associerade begreppet funktion till ett symboliskt uttryck. Fem nimnde
specifikt att en funktion f6r dem inkluderar x. Den sista eleven nimnde
térvisso inte x men istillet ”siffror 4 typ sint, plus och minus och upphéijt”
varfér dven detta svar innebar en symbolisk association. Tva av eleverna
nimnde ocksa att en funktion kunde representeras grafiskt men detta efter att
de forst redovisat en symbolisk tolkning. Nir eleverna i friga tvd ombads ge
exempel pa en funktion var svarsbilden aterigen enhetlig och alla gav exempel
pé polynomfunktioner i symbolisk form av férsta eller andra graden.

Direfter ledde intervjuaren in samtalet pa grafer och en bild av en
andragradsfunktion (y = x? + 2x) representerad grafiskt visades. Eleverna
fick i samband med detta den tredje frigan som var om bilden visade en
funktion. Alla elever ansdg, i ndgra fall efter diskussion om begteppen
ekvation och funktion, att det var en funktion och alla utom en kunde ocksa
namnge den som en andragradsfunktion. Denna elev sade sig dock kdnna igen
funktionen utan att for den skull kunna namnge den.

Den fjirde frigan var att beskriva vad derivata innebar. Alla elever utom
en férknippade direkt begreppet med lutningen i en punkt dven om det
uttrycktes pa olika sitt. En elev beskrev det som “har svart att hinga upp det
péd nagot men skulle va lutningen i en punkt” medan en annan hinvisade till
processen att berdkna k-virdet i en punkt och en tredje till processen att dra
tangenter. En av eleverna gav ett annorlunda svar péd vad derivata innebar och
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det krivdes ett antal foljdfragor for att reda ut vad eleven menade. Eleven
hinvisade till ett streck och forst forstod inte intervjuaren vad detta syftade
pa. Det klargjordes dock nir eleven ritade f'(x) med hjilp av sitt finger i
luften. Strecket hirrérde frin notationen fér derivata i den symboliska
representationsformen. Om funktionen betecknas f(x) skrivs derivatan som
f'(x) vilket utlises f ptim av x dir prim svarar mot strecket. Eleverna hade
arbetat med deriveringsregler och denna elev férknippade derivata med hur
detta uttrycktes symboliskt.

Samtliga elever kunde derivera enkla polynomfunktioner och dven eleven
som forst associerade derivata till prim i den symboliska notationen relaterade
efter ndgra foljdfrigor ocksd begreppet till lutning och tangenter. Vad
tangenter innebar eller syftet med att dra dem var emellertid mer eller mindre
oklart vilket framkom i friga fem dir olika representationsformer av derivata
diskuterades. Pi bordet ldg fortfarande grafen frin friga tre och intervjuaren
forsokte bland annat fa eleverna att beskriva varfor tangenter dras till en graf.
Svaren frin eleverna var dd osikra och en elev svarade exempelvis “men da
kan man vil fa ut hur manga x det gir pd ett y” men kunde direfter inte
riktigt forklara vad detta i sin tur betydde. Att relatera tangentens betydelse till
det symboliska uttrycket for derivatan innebar ocksa svarigheter. I en av
intervjuerna var eleven pa det klara med att detivatans virde kunde beriknas
tor ett specifikt x-virde med hjilp av det algebraiska uttrycket. Eleven
ombads déi foresld en metod for att berikna derivatan fér samma x-virde
grafiskt och svarade “ehh, ja, ja alltsd man kan ju sikert rikna ut det”. Svaret
ir representativt for eleverna och de ville girna arbeta med specifika virden
och uttryck. Vad derivering av ett algebraiskt uttryck hade f6r betydelse i den
grafiska representationen var diremot inte pd nigot sitt klatt.

Fraga sex innebar att férklara vad derivatan innebar med utgangspunkt i en
graf (fortfarande y = x? + 2x fran friga tre och fem). Eleverna hade svart att
uttala sig angdende detta och en elev svarade “ja, alltsd, nej det skulle jag ha
problem 4 sdga”. Samtliga elever kunde dock efter olika mycket hjilp siga
huruvida derivatan var positiv, negativ eller noll i en punkt eller ett intervall.
Det visade sig ocksi att det inte bara var begreppet derivata som var
problematiskt i den grafiska representationsformen utan dven betydelsen av
ordet funktionsvirde véllade problem nir det kom upp i en av intervjuerna.
”Jag har ingen aning om vad det ordet betyder” blev svaret fran eleven och
forst efter ett klargérande kunde intervjun fortsitta.
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Aven om redogérelserna si hir lingt ir korta och fokuserar olika
missuppfattningar belyser de samtidigt hur intervjuaren upplevde situationen
med alla de intervjuade eleverna. Samtliga kunde nimna ett antal begrepp och
beskriva ett antal procedurer men pa frigor om hur dessa var relaterade till
varandra eller varfor de utférdes var svaren betydligt mer vaga.

Sist fick eleverna i uppgift att skissa en graf 6ver hur deras kroppslingd
forindrat sig fran fodseln fram till idag. De ombads sedan med utgangspunkt i
grafen diskutera derivatans betydelse. Lirandeobjektet i den kommande
studien skulle till stor del behandla grafer utan specifika virden och syftet var
att cleverna skulle utveckla férmagan att tolka och analysera snarare idn
berdkna. Denna sista friga fanns med i ett férsék att utreda hur eleverna
torholl sig till ordet skiss och den forsckte ocksa ge svar pi om begreppet
derivata kunde ges nigon mening i en naturlig kontext. En elev skissade en rit
linje med positiv lutning och start i origo vilket alltsd svarar mot en jimn
lingdtillvixt och att vi f6ds 0 cm langa. Ytterligare tva elever startade grafen i
origo men astadkom bortsett frin detta, liksom Ovriga tre elever, grafer som
var rimliga i sammanhanget. Det var dock uppenbart att de uteblivna
specifikationerna skapade viss osidkerhet och eleverna fragade till exempel
”Miste den korsa x- och y-axeln?” eller ”Alltsa kan jag bérja var man vill?
Kan jag botja hidr?” 1 samband med att grafen skulle skissas. Nar graferna vil
var skissade kunde eleverna ganska vil redogéra f6r grafernas utseende och
torklara orsakerna till eventuella skillnader i lutning 1 olika partier. Pa fragor
om vad derivata innebar i férhallande till den skissade grafen hinvisade nagra
elever till att det svarade mot lutningen men i flera fall var detta samband mer
oklart.

Sammanfattningsvis gav de sex intervjuerna en bild av att derivata var ett
diffust begrepp. Noterbart var att de uppfattningar eleverna uttryckte, med
nigot eller ndgra undantag, fanns dokumenterade i form av tidigare
forskningsresultat. Intervjustudien gav inte mdoijlighet till nidgon djupanalys av
elevernas kunskaper men den styrkte uppfattningen att de tidigare, frimst
internationella, forskningsresultaten forefdll utgdra rimliga utgangspunkter f6r
designen av den kommande studien. I huvudsak konstaterades att eleverna
kunde tillimpa deriveringsregler och beskriva derivata som lutningen i en
punkt men diremot kunde de inte ge ndgra utforliga redogérelser av
innebdrden. Resultatet var inte anmarkningsvirt med tanke pd att TE och NA
hade startat den aktuella kursen under varen och bara arbetat med derivata
under ett par veckor. SP/IL hade 4 sin sida startat kursen pa hosten i dk 3
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vilket innebar att de arbetat lingre tid med derivata. Intervjuerna pekade dock
inte pd att eleverna pa SP/IL hade urskilt fler aspekter av detivata jimfort
med eleverna pa TE och NA. De nimnde visserligen fler typer av funktioner
men pd frigor som rérde inneb6rden av begreppet derivata framkom ingen
skillnad, alla elever redovisade ungefir samma uppfattning. Om det fanns
ndgon skillnad foreféll denna vara mer av kvantitativ dn av kvalitativ karaktir
och med tanke pa lirandeobjektet innebar det inget som av lirare eller
forskaren ansigs underlitta urskiljandet.

Fortest, eftertest och fordrojt eftertest

Precis fore lektion ett i respektive cykel gjorde eleverna ett fortest och direkt
efter lektion tva genomférde de ett eftertest. 6-8 veckor senare genomférdes
ett f6rdrojt eftertest och anledningen till det tvd veckor linga intervallet var att
samtliga deltagande program gjorde detta test samma dag. 1 Gvervigningen
mellan att alla elever skulle ha lika ling tid mellan lektioner och f&érdréit
eftertest eller att de skulle gbra testet samma dag ansags det senare vara att
foredra. Eleverna kinde inte till existensen av det f6rdrdjda eftertestet och da
detta var av betydande vikt for analysen talade mycket for ett samtidigt
genomférande. Att hitta en dag med samtliga elever pa plats var inte mojligt
varfor sex elever genomférde det fordréjda eftertestet nér de dterkommit fran
sjukdom, resa eller motsvarande. Vid testen hade eleverna inte tillging till
négra hjilpmedel och eleverna genomférde testen enskilt i skriftlig form.
Testen innehdll tre uppgifter vilka alla utgick fran grafer (se figur 5-7). De
sista tvd uppgifterna utgick frin samma graf och benimndes dirfér 2a
respektive 2b. Uppgift 1 var identisk under alla tre testen medan grafen till
uppgift 2a och 2b skiftades mellan fortest och eftertest for att undvika ett
kopieringsforfarande av ett exempel som férekommit under lektionerna.
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Figur 5. Grafer till uppgift 1.

Alla uppgifterna i testen inneholl uppmaningar till eleverna att forklara eller
motivera sina svar och vikten av detta pipekades dven muntligt i samband
med testen. Uppgift 1 gick ut pi att redogéra f6r om runktionen g var
detivata dll funktionen f (se figur 5). Svaret ir nej och uppgiften var
utslagsgivande si tillvida att funktionen f dr en tredjegradsfunktion och
funktionen g dr en andragradsfunktion. Dessutom idr nollstillena fér g
korrekta och de elever som endast utgar fran dessa tva kontrollpunkter svarar
fel.

>
B

Figur 6. Graf till uppgift 2a och 2b fortest. Figur 7. Graf till uppgift 2a och 2b pa eftertest
och férdrdjt eftertest.

Grafen dll uppgift 2a och 2b (se figur 6 och 7) var féremil f6r flera
diskussioner. Dels mellan forskaren och forskarkollegor och dels mellan
forskaren och de i studien deltagande lirarna. Till slut bestimdes att i
uppgiften utga frin en linjir funktion.
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I uppgift 2a skulle eleverna skissa grafen till derivatan och i uppgift 2b
skulle de av sex givna grafer (se bilaga 2 och 3) identifiera den som
representerade funktionens antiderivata. Begreppet antiderivata var nytt for
eleverna och innebérden forklarades muntligt i samband med testen med en
beskrivning: I uppgift 2a ska ni utga fran grafen i figuren och skissa grafen till derivatan.
I uppgift 2b dr istillet grafen i figuren en derivata. Ni ska motivera vilken av de sex givna
graferna den dr derivata #ill. Det férekom dven ytterligare foérklaringar av
begreppet antiderivata men gemensamt var att de handlade om betydelsen av
begreppet och inte innebar ndgon ledtrad till hur uppgiften skulle 16sas.

Valet av en linjar funktion i friga 2 var inte givet och andra alternativ
diskuterades. Lirandeobjektet innefattade dock att eleverna med en graf som
utgingspunkt skulle kunna férklara bade hur grafen till derivatan sig ut och
hur grafen till antiderivatan sig ut. Det innebar ocksa att savil kunna skissa
som att analysera befintliga grafer och en linjir funktion ansigs da vara den
bista utgangspunkten eftersom en skiss av derivatans graf i detta fall 4r litt att
bedéma korrektheten i (Aven en andragradsfunktion hade varit passande men
det férekom 1 uppgift 1). Nackdelen med en linjir funktion ansigs vara att
uppgiften eventuellt skulle kunna 16sas utan forstdelse men samtidigt krivdes
en foérklaring och dessutom hade tva av de deltagande programmen endast ett
par veckors erfarenhet av derivata. For att undersdka uppgifternas limplighet
provades de pa sex elever fran en annan arskurs som forskaren undervisade.
Bedoémningen var att testet f6ll vil ut och att en linjir funktion kunde svara pa
huruvida eleverna hade urskilt relationen som lirandeobjektet innefattade eller
inte. Att eftertestet skulle innehalla en annan linjir funktion 4n fértestet var
forskare och lirare eniga om. Det blir férvisso en annan uppgift men da
grafen i fortestet forekom i undervisningen fanns en uppenbar risk att
eleverna skulle komma ihdg utseendet pd derivatas och antiderivatans graf.
Dessutom kan konstateras att om en elev forstitt relationen mellan en graf
och derivatans graf dr inte typen av linjir funktion avgbrande fér huruvida
eleven kan avge ett korrekt svar eller inte.

Bortfall

Varje cykel i studien innebat tvd lektioner som genomférdes under olika dagar
vilket medfdrde ett visst bortfall. P4 TE var en elev som deltagit i lektion 1
frinvarande frin lektion 2. P4 SP/IL var motsvarande antal tvd stycken. Pa
NA deltog dock alla elever fran lektion 1 ocksd under lektion 2. Det totala
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antalet elever som deltog i bidda lektionerna var 68. Samtliga dessa
genomforde det fordréjda eftertestet men det gjordes inte av alla under
samma dag. Betydelsen av att nagra elever gjorde testet vid ett senare tillfdlle
kan diskuteras men fordelarna med att alla elever deltog ansdgs Gverviga
eventuella nackdelar. Det ska ocksd poidngteras att eleverna vid flertalet
tillfillen informerades om studiens syfte och om att deras enskilda
prestationer inte utgjorde underlag f6r betygsittning dd svaren pa individniva
endast skulle komma att studeras av forskaren.

Lektionsdesign

Lektionsdesignen var for samtliga tre cykler strukturerad. Den innebar till
storsta delen lirargenomgangar och avsikten var att strikt behdlla fokus pd det
avsedda innehéllet. Den tydliga strukturen ska inte tolkas som att elevernas
tankar skulle ignoreras. Tvirtom var malet en stindig interaktion mellan ldrare
och elever men samtidigt betonades vikten av att interaktionen hoéll sig inom
det planerade innehallet. Lektionsdesignen var i alla tre cykler baserad pa
toljande Presumtiva Kritiska Aspekter (PKA):

Eleverna behdvde urskilja:

e att derivatan kan vara bade en funktion och lutningen i en punkt (PKA
1)

e att derivatans graf i regel inte liknar den deriverade funktionens graf
(PKA 2)

e relationen mellan virdet pd derivatans graf och lutningen pa den
deriverade funktionens graf (PKA 3)

e betydelsen av grafernas nollstillen och vindpunkter (PKA 4)

Under cykel 2 identifierades ytterligare en presumtiv kritisk aspekt som kom
att behandlas i cykel 3:

e Eleverna behdvde urskilja skillnaden mellan lutning och virde inom en
och samma graf (PKA 5)

PKA 1 och 2 var grundade i tidigare forskningsresultat. PKA 2 var ocksa

tydlig under pilotstudien medan betydelsen av PKA 1 hade bekriftats under
intervjuerna som genomférdes under veckorna fére studien. Med tanke pd
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resultatet av intervjuerna fordes diskussioner mellan forskaren och lirarna
huruvida tangentens inneb6rd utgjorde en PKA 1 sig. Gruppen enades dock
om att innesluta tangentens inneb6rd i PKA 1. PKA 3 och 4 hirstammade
inte fran kdnda missuppfattningar utan utgjorde vad som ansigs som kritiskt
att urskilja for att utveckla de férmagor som det indirekta lirandeobjektet
innebar. Framforallt betonades betydelsen av PKA 3 vilket ocksa inverkade pé
designen. PKA 5 tillkom efter att fyra elever i cykel 2 f6rvixlat betydelsen av
vitde och lutning inom en och samma graf i friga 2b pa eftertestet.

Tidigare forskningsresultat var enligt ovan den direkta orsaken till tva
presumtiva kritiska aspekter men resultaten paverkade vid sidan om detta
ocksd momentens utformning pd andra sitt. I forskningsversikten framkom
en stark betoning pa procedurer och algebraiska resonemang hos elever vilket
ocksd bekriftades i intervjuerna fére studien. For att synliggdra relationen
mellan graferna och flytta fokus bort frin procedurer och berikningar
skissades dirfér i princip alla koordinatsystem utan gradering. Det enda
momentet som inneholl graderade koordinataxlar var det forsta. Anledningen
till graderingen var dock olika i cykel 1 jamfért med cykel 2 och 3. I cykel 1
fanns graderingen fOr att liraren pd ett, i princip exakt sitt, skulle kunna rita
funktionen f(x) = x2 och dess derivata f'(x) = 2x. Cykel 1 tog dirmed
sin utgangspunkt i de algebraiska uttryck som eleverna var bekanta med och
syftet var att via detta synliggéra en 6verging mellan olika representations-
former. Férmagan att kunna vixla mellan representationsformer var i tidigare
forskningsresultat uttryckt som mycket betydelsefull och bédde forskaren och
lirarna delade denna uppfattning. Vid genomférandet av cykel 2 och 3 var
orsaken till graderingen en helt annan. I dessa cykler var Gvergingen frin
algebraiskt uttryck till graf borttagen och graderingen existerade pa grund av
behovet att kunna berdkna lutningen hos ett antal tangenter. Dessa beriknade
virden markerades sedan i ett nytt koordinatsystem dir grafen till derivatan
konstruerades.

Den tillkomna presumtiva kritiska aspekten (PKA 5) innebar ett extra
moment (D, nedan) i designen {61 cykel 3 vilken i och med detta innehdll tta
olika moment férdelade pa de tva lektionerna. Av tidsskil kom dock moment
D och E att genomfdras samtidigt och moment F utgick vilket innebar att
totalt sex moment genomfordes i cykeln. Designen f6r cykel 1 och 2 innehdll
sju moment (A-G) dir tre var planerade att genomféras under lektion 1 och
6vriga fyra under lektion 2 vilket ocksd blev fallet. Momenten var avsedda att
synliggéra de presumtiva kritiska aspekterna och dven om en enskild
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presumtiv kritisk aspekt kunde vara i fokus under ett visst moment
behandlades  ocksd, direkt eller indirekt, flera andra pd grund av
lirandeobjektets formulering. Exempelvis innebar alla moment att derivatan
beskrevs som en funktion och samtliga moment innefattade ocksé relationen
mellan virdet pa derivatans graf och lutningen péd funktionens graf. P4 samma
sitt synliggjordes dterkommande, implicit eller explicit, att graferna hade olika
utseende och att nollstillen och vindpunkter var av sirskilt intresse. Av denna
anledning dr det svirt att hdvda att de uteblivha momenten i cykel 3 medférde
att nagon presumtiv kritisk aspekt kan anses utelimnad.

Inom en learning study revideras designen mellan cyklerna. De
revideringar som genomférdes i den aktuella studien beskrivs och analyseras
frimst i ndsta kapitel. Gemensamt for revideringarna var att de innebar
forindringar av innehallets behandling /#zo7 momenten. Syftet med momenten
och deras ordningsféljd var diremot detsamma varfér det Svergripande
uppldgget i de tre cyklerna kan beskrivas gemensamt. Momentens innehall,
samt vilka presumtiva kritiska aspekter som i férsta hand berdrdes 1 respektive
moment, kan sammanfattas enligt foljande:

Moment A

Innebar att lirandeobjektet introducerades. Momentet innehéll avslutningsvis
en graf och grafen till funktionens derivata bredvid varandra pa tavlan (se
figur 8). Momentet kontrasterade derivatan som lutningen i en punkt mot
derivatan som en funktion (PKA 1). Det innebar ocksi en kontrast mellan
grafernas utseende (PKA 2). Slutligen kontrasterades ocksd lutningen hos
funktionens graf mot virdet av derivatans graf (PKA 3).

Figur 8. Funktion och derivata i moment A i cykel 1 (TE).
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Moment B

Efter det inledande momentet var syftet att eleverna skulle kunna urskilja
begreppen funktion, derivata och antiderivata i vardagliga hindelser. De fick
dirfor forst arbeta med en uppgift i grupper om tre till fyra dir formuleringen
var att en bil kérde ut pa en vig och direfter med konstant acceleration Skade
farten frin noll km/h till den tillitna hastigheten. Uppgiften till eleverna var
att i tre befintliga koordinatsystem skissa grafer som beskrev bilens
acceleration, hastighet respektive stricka med avseende pi tiden (axlarna i
koordinatsystemen var mirkta med @ och t, v och t samt s och t). Tiden for
grupparbetet var ungefir tio minuter och avbrots nir liraren forvissat sig om
att minst en grupp hade korrekta skisser. Direfter gick ldraren igenom
uppgiften gemensamt pé tavlan. Det indirekta lirandeobjektet innebar att med
utgdngspunkt i en graf kunna skissa bade grafen till derivatan och grafen till
antiderivatan. Detivatan tll v(t) ir a(t) och antidetivatan dll v(t) ar s(t)
och kopplingen till en hindelse frin vardagen var tinkt att underlitta
urskiljandet av relationen mellan graferna.

Som en kontrast till bilens rérelse ovan behandlades ocksa situationen nir
bilen istillet bromsade in. Liraren skissade grafen som beskrev strickan och
direfter skissades graferna som visade hastighet respektive acceleration. Bada
hindelserna summerades med att beskriva de skissade graferna som funktion,
derivata och antiderivata.

e f[l-)

Figur 9 och 10. Skissade grafer dver acceleration, hastighet samt stracka for de tva
handelserna i cykel 2 (NA).
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Momentet innebar en generalisering av det som behandlats i moment A.
Kontexten var dock helt annorlunda och i férsta hand var syftet att PKA 3
skulle urskiljas av eleverna.

Moment C
For att generalisera sambandet mellan stricka, hastighet och acceleration
introducerades 1 moment C ytterligare en hindelse vilken innebar att en boll

kastades rakt upp i luften.

Figur 11. Figur och grafer som visar bollens roérelse i moment C i cykel 1 (TE).

En figur 6ver bollens rorelse samt grafen som visade bollens stricka som
funktion av tiden skissades av liraren utan medverkan frin eleverna. Nir
dessa fanns pd tavlan resonerades med eleverna om hur grafen kunde relateras
till figuren och om hur graferna som beskrev bollens hastighet respektive
acceleration kunde se ut. Aterigen gjordes kopplingen till funktion, derivata
och antiderivata. Momentet innebar en generalisering av moment B.

Moment D

Under lektion 1 hade lirandeobjektet introducerats och en stor del av
lektionen hade dgnats 4t att relatera till vardagliga hindelser {(bilen och bollen).
Designen i lektion 2 innehdll inte ndgra kopplingar till vardagliga hindelser
utan syftade till att eleverna skulle kunna tolka relationen mellan funktionens
graf och grafen till derivatan generellt. I det inledande momentet skapades en
kontrast mellan positiv och negativ lutning genom att liraren skissade tva rita
linjer (se figur 12). Ndr graferna var skissade fick eleverna till uppgift att skissa
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motsvarande derivator och antiderivator. Elevernas forslag togs sedan som
utgingspunkt i diskussionen om grafernas utseende. Aterigen var PKA 3 i
fokus.

e e

Figur 12. Grafer till funktioner och derivator skissade i cykel 2 (NA).

Moment D,

For att eleverna skulle fi mdojlighet att urskilja skillnaden mellan lutning och
virde inom en och samma graf skissade liraren tva grafer p och q (se figur
13). q var skissad sd att lutningen var positiv men virdet negativt och liraren
stillde frigan om ¢ kunde vara derivata till p. Liraren kontrasterade direfter
p:s positiva lutning mot q:s negativa virde och synliggjorde varfor sd inte var
fallet. Istillet skissades p:s derivata korrekt i den andra kvadranten. Momentet
genomfordes bara i cykel 3 och avsig att eleverna skulle urskilja PKA 5.

Figur 13. Fran cykel 3 (SP/IL). p till vanster och q till hoger i tredje kvadranten. p:s derivata i
andra kvadranten.
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Moment E

I uppgifter som innehdller grafer dr ofta grafens skidrning med x-axeln av
intresse men detta paverkar inte utseendet pd derivatans graf; grafens
nollstillen ger i sig ingen specifik information om derivaten. Omvint giller
diremot att derivatans eventuella skirning med x-axeln dr central da det ger
information om antiderivatans vindpunkter. Foér att eleverna skulle fd
mojlighet att urskilja relationen mellan nollstillen och vindpunkter skissades

en graf vilken forskots i hojdled (se figur 14). Syftet med momentet var att
eleverna skulle urskilja PKA 4.

Figur 14. Graf forskjuten uppat och nedat i cykel 1 (TE).

Moment F

For att generalisera sambandet mellan en funktions vindpunkter och
derivatans nollstillen skissades ytterligare tva grafer. Den ena grafen skissades
med utgingspunkt 1 den andra och nyttan av att mitialt studera
nollstillen/vindpunkter synliggjordes liksom processen for att firdigstilla
skissen. Aven hir var avsikten i forsta hand ett urskiljande av PKA 4 men
ocksa PKA 3 synliggjordes. Momentet genomférdes inte i cykel 3.

Moment G

Moment G avslutade de tvd lektionerna och var det moment som innebar
mest enskilt arbete for eleverna. Eleverna hade forvisso redan under de
tidigare momenten varit aktiva men detta moment presenterades mer
uttryckligen som en uppgift till dem. De fick ocksd mer tid avsatt. I cykel 1
och 2 innebar momentet att med utgingspunkt i grafer skissa grafer till
derivatan och antiderivatan. I cykel 3 innebar det att med utgingspunkt i ett
antal befintliga grafer beskriva vilken som var derivata respektive antiderivata
till vilken. Som avslutning i alla tre cyklerna gick liraren igenom de korrekta
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16sningarna. Infir detta moment var malet att PKA 1, 2, 3 och 4 (och PKA 5 i
cykel 3) skulle vara urskiljda.

I cykel 1 och 2 kom designen att f6ljas mycket strikt och med mycket sma
avvikelser genomforde lirarna de olika momenten helt enligt planeringen.
Cykel 3 holl sig ocksa strikt till designen men diremot medférde inspel frin
eleverna att tiden inte rickte till for att genomféra alla moment (didrav att
moment E komprimerades och moment F uteblev). Inspelen var inte av
karaktiren att de ledde lektionen bort frin det planerade innehallet utan
innebar att innebérden av vissa av de ingdende begreppen diskuterades mer
utforligt.

Analysprocess

Analysen av det empiriska materialet har skett i omgangar och i olika
konstellationer. Syftet har genomgiende varit att med ett variationsteoretiskt
perspektiv studera hur innehillets behandling paverkat elevernas lirande.
Successivt har forskaren, sjilv och tillsammans med andra, undan f6r undan
férdjupat och arbetat fram den analys som presenteras i nista kapitel.
Analysen baseras i fOrsta hand pd elevernas tester och videoinspelade
lektioner. Moten och diskussioner med de deltagande lirarna och andra
forskare har kompletterat bilden och ocksa péverkat utfallet. Nedan ges en
overgripande beskrivning av hur analysprocessen sett ut.

I direkt anslutning till genomfdrda forskningslektioner delgav forskaren
och lirarna varandra sina omedelbara reflektioner vilka noterades i en form av
dagbok som férdes under studiens ging. Denna momentana analys lig
tillsammans med resultaten pd fOrtesten till grund fOr justeringar av designen
mellan tva lektioner i samma cykel. Efter varje cykel gjordes pd samma sitt en
direkt analys men da tiden till nidsta cykel var 4-5 dagar kom den att
kompletteras ytterligare av forskaren och lirarna. Analysen ldg tillsammans
med resultaten pé eftertestet till grund for justeringar av designen i kommande
cykel.

Efter att de sex forskningslektionerna genomférts och eftertesten rittats
fick materialet vila fram till att det f6rdréjda eftertestet hallits. Efter detta
kunde analysen foérdjupas och utgingspunkten var att fOrsdka forklara
resultatbilden pa testen i respektive program med utgingspunkt i innehéllets
behandling under forskningslektionerna. Testresultaten summerades per friga,
per test och totalt. Denna kvantitativa del utgjorde grunden for analysen.
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Viktigare var emellertid den kvalitativa analysen av testen dér utgangspunkten
var hur elevernas motiveringar, och foérindring av motiveringar, sig ut pa
programniva. De skillnader som hir fanns analyserades mot bakgrund av
innehéllets behandling i respektive cykel.

Inledningsvis skapade sig forskaren en helhetsbild av innehiéllets
behandling genom att i obruten f6ljd studera videoinspelningarna av de sex
forskningslektionerna tvd ganger. P4 grund av kvalitativa skillnader i elevernas
testsvar riktades darefter fokus mot hur vissa aspekter behandlats under de tre
cyklerna. Succesivt vixte direfter, via ytterligare granskning av lektionerna, en
bild fram Gver vad som skilde de olika cyklerna 4t och hur detta i sin tur
kunde wvara en orsak till skillnaderna i elevernas resultat. Eftersom
videoinspelningarna i detta lige studerats minga ginger provade forskaren
sina slutsatser genom att ldta andra forskare, som inte var insatta i studien,
studera materialet. Ndgra av de mest intressanta videosekvenserna valdes dé
ut och studerades i seminarieform. Ingen information gavs utan deltagarna
ombads endast beskriva innehallets behandling under videosekvenserna. De
analyser som framkom under seminariet f6rindrade inte bilden som forskaren
hade sedan tidigare. Avslutningsvis gick direfter forskaren igenom
videoinspelningarna dnnu en ging for att ater erhalla en helhetsbild. Vid
denna genomging skrevs innehillets behandling i de olika momenten ner
vilket foljdes av en variationsteoretisk analys pd momentniva 1 respektive
cykel. De Overgtipande drag som hirigenom kunde urskiljas som utmirkande
tor innehallets behandling i respektive cykel var gemensam med den tidigare
uppfattningen och de ir dessa drag pa vilken analysen i uppsatsen baseras.
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Kapitel 6: Resultat och analys

I detta kapitel presenteras och analyseras resultatet av den empiriska studien. I
det forsta avsnittet redovisas elevernas resultat pa for-, efter-, samt fordrojt
eftertest. Férutom sammanstillningen av antalet korrekta svar pa respektive
program redogors ocksa for elevernas motiveringar och strategier. Det senare
giller savil korrekta som felaktiga svar. Att summera antalet korrekta svar pé
programmen ger en Overgripande bild av elevernas kunskaper men det ér i
kombination med den kvalitativa analysen av samtliga elevers strategier och
motiveringar som det blir méjligt att uttala sig om vad eleverna urskilt.

Testresultaten var en av utgdngspunkterna fér de revideringar som
genomfordes i designen mellan respektive cykel. Revideringarna beskriver
skillnaderna mellan cyklerna med avseende péd innehillets behandling. Vad
revideringarna bestod av beskrivs 1 kapitlets andra avsnitt. Direfter stills de
tvd inledande avsnitten i relation till varandra pa sd sitt att testresultaten
analyseras mot bakgrund av innehallets behandling. Analysen dr genomférd
enligt den process som beskrevs i avsnitt 5.10 och resultatet av analysen
redovisas 1 de tva sista avsnitten 1 detta kapitel.

Testresultat

Testresultaten pa respektive program redovisas i tabell 6. For att ett svar skulle
bedémas som korrekt krivdes en tillhérande motivering. En motivering
ansigs godtagbar om den forklarade elevens svar/skiss/val av alternativ pa ett
sitt som var korrekt och mdjligt att folja. Tabellen ger en Overblick av
resultatutvecklingen och det kan konstateras att pa alla tre programmen var
antalet korrekta svar pd fOrtestet ldgt fOr att sedan stiga kraftigt pd eftertestet.
Alla tre programmen gick ocksa tillbaka pd det fo6rdréjda eftertestet. Noterbart
ar att endast en elev pd SP/IL svarade ritt pd uppgift 1 péd eftertestet och att
det var fler elever pdA NA som svarade ritt pa uppgift 1 pd det férdréjda
eftertestet jimfort med eftertestet.
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Tabell 6. Resultat i form av antal korrekta svar per test och program.

TE (n=20) Uppgift 1 Uppgift 2a Uppgift 2b
Fortest 0 4 6

Eftertest 16 20 15
Fordrojt eftertest | 5 12 8

NA (n=23) Uppgift 1 Uppgift 2a Uppgift 2b
Fortest 1 3 2

Eftertest 9 22 17
Fordroit eftertest 11 15 10

SP/IL (n=19) Uppgift 1 Uppgift 2a Uppgift 2b
Fortest 0 0 0

Eftertest 1 17 12
Fordroit eftertest 3 9 4

Tabell 6 siger inget om karaktiren pa elevernas motiveringar. I avsnitten
nedan redovisas resultatet pd respektive test var for sig och elevernas
motiveringar jimférs bdde inom och mellan programmen. Det gérs ocksa
sammanstillningar 6ver vilka strategier och motiveringar som eleverna

anvinde 1 samband med de felaktiga svaren.

Fortest

Tabell 7 redovisar antalet korrekta svar pa fOrtestet pa respektive program. Ett
fatal av eleverna pa TE och NA hade svarat korrekt pd uppgifterna men

diremot ingen pa SP/IL.

Tabell 7. Antal korrekta svar pa fortest per program och uppgift.

Uppgift 1 Uppgift 2a Uppgift 2b
TE (n=20) 0 4 6
NA (n=23) 1 3 2
SP/IL (n=19) 0 0 0

Av de som svarat ritt hade en elev pa NA vil underbyggda motiveringar pa
samtliga uppgifter. De 6vriga korrekta svaren grundades i de flesta fall pa
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direfter tillimpades deriveringsregler.

redovisas i tabell 8-10. En del elever limnade filtet f6r motivering blankt och
en del hade motiveringar som var svéra att tyda eller som inte kunde relateras
tll Gvriga delen av svaret. Dessa elever dr samlade under rubtiken inget/oklart
svar i tabellen. Noterbart dr att ett likartat ménster i svarsbilden framtrider

Elevernas typer av felaktiga strategier eller motiveringar pa fortestet

oavsett program.

Tabell 8. Typer och frekvens av felaktiga strategier/motiveringar pa fortest (TE).

Typ av felaktig strategi/motivering TE (n=20) Uppgift
1 2a 2b
1. Utgar fran likheter mellan graferna. 11 5
2. Detivatan av x3 blir x2. 1
3. Derivata ir lutningen i en punkt och ingen graf. 2
4. Likstiller derivata med en tangent. 1
5. Tar bara hinsyn till derivatans nollstillen. 1
6. Tar fram ett felaktigt algebraiskt uttryck.
7. Menar att f ir derivata till g (tvirtom).
8. Felaktig rit linje. De flesta en likadan som f(x). 8
9. Derivatan dr konstant men utan/felaktig skiss. 6
10. Skissar en andragradsfunktion. 4
11. Gir inte att skissa utan ett algebraiskt uttryck.
12. Fel alternativ med olika motiveringar. 9
13. Ritt alternativ men utan/felaktig motivering. 6
14. Inget/oklart svar. 12 2
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Tabell 9. Typer och frekvens av felaktiga strategier/motiveringar pa fortest (NA).

Typ av felaktig strategi/motivering NA (n=23)

Uppgift

2a

2b

. Utgar fran likheter mellan graferna.

11

. Detivatan av x2 blir x2.

. Derivata ir lutningen i en punkt och ingen graf.

. Likstiller derivata med en tangent.

WIN| W] J|—

. Tar bara hinsyn till derivatans nollstillen.

. Tar fram ett felaktigt algebraiskt uttryck.

. Menar att f ir derivata till g (tvirtom).

DI (N[N —

. Felaktig rit linje. De flesta en likadan som f(x).

9. Derivatan dr konstant men utan/felaktig skiss.

10. Skissar en andragradsfunktion.

11. Gir inte att skissa utan ett algebraiskt uttryck.

N[O

12. Fel alternativ med olika motiveringar.

13. Ritt alternativ men utan/felaktig motivering.

(O]

14. Inget/oklart svar.

Tabell 10. Typer och frekvens av felaktiga strategier/motive

ringar pa fortest (SP/IL).

Typ av felaktig strategi/motivering SP/IL (n=19)

Uppgift

2a

2b

1. Utgar fran likheter mellan graferna.

2. Detivatan av x3 blir x2.

3. Derivata ir lutningen i en punkt och ingen graf.

—|=| ;|

4. Likstiller derivata med en tangent.

5. Tar bara hinsyn till derivatans nollstillen.

6. Tar fram ett felaktigt algebraiskt uttryck.

7. Menar att f ir derivata till g (tvirtom).

8. Felaktig rit linje. De flesta en likadan som f(x).

9. Derivatan dr konstant men utan/felaktig skiss.

10. Skissar en andragradsfunktion.

11. Gir inte att skissa utan ett algebraiskt uttryck.

[SSRRSVE RG] Ne'e)

12. Fel alternativ med olika motiveringar.

13. Ritt alternativ men utan/felaktig motivering.

11

14. Inget/oklart svar.

—_

Det vanligaste felet var att resonera utifrin likheter mellan graferna
(strategi/motivering 1 och 8 i tabell 8-10). P4 uppgift 1 kunde det till exempel
betyda att eleven svarade ja med motiveringen att bida graferna var avtagande
i botjan eller nej eftersom f hade tre nollstillen och g bara 2. Pa uppgift 2b
var det vanligaste svaret 1 detta fall att antiderivatans graf var exakt likadan
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som funktionens. P4 uppgift 2a var det vanligaste felet av samma karaktir det
vill siga eleverna skissade en derivata som var exakt likadan som funktionen.
Ett annat vanligt férekommande resonemang pa uppgift 2a var att funktionen
var av typen Kx + m varfor derivatan med hjilp av deriveringsregler blev en
konstant. Hur eller var grafen skulle skissas var dock inte klart (9). I Svrigt
syntes ett antal olika strategier/motiveringar av vilka flera kunde relateras tll
undervisningen av algebraiska deriveringsregler och derivatan som en tangent
(2-4, 6, 11).

Eftertest

En stor andel av eleverna som tidigare inte lyckats 16sa uppgifterna svarade pa
eftertestet korrekt. Resultatbilden var i tabellform (se tabell 11) av samma
karaktir i de tre cyklerna med undantag f6r uppgift 1 i cykel 3 dir endast en
elev svarade ritt.

Tabell 11. Antal korrekta svar pa eftertest per program och uppgift.

Uppgift 1 Uppgift 2a Uppgift 2b
TE (n=20) 16 20 15
NA (n=23) 9 22 17
SP/IL (n=19) 1 17 12

Vid en ndrmare analys av elevernas strategier och motiveringar framkom dock
skillnader. Exempelvis verkade antalet ritta svar pd TE vid fOrsta anblicken
vara tillfredsstillande men samtidigt var elevernas motiveringar i manga fall
knapphindiga. Pi uppgift 1 motiverade de flesta eleverna med att derivatans
graf skulle vara fvdrtom eller en ledsen mun medan det var fa som resonerade i
termer av lutning och virde. Samma ménster dterkom i uppgift 2b dir
motiveringarna i minga fall baserades pa algebraiska resonemang. Aven om
andelen ritta svar var liknande pd NA (nagot ldgre i uppgift 1 men hogre i
uppgift 2) var den sammantagna bilden av elevernas motiveringar annorlunda
och av de korrekta var det fler som var av en utforlig karaktdr. En viktig
skillnad 1 svarsbilden var ocksd att andelen motiveringar som grundade sig pa
relationen mellan virdet pa derivatans graf och lutningen pd den deriverade
funktionens graf var markant hégre pa NA medan algebraiska resonemang
bara forekom en handfull ginger. P4 SP/IL var det endast en elev som
svarade korrekt pa uppgift 1. P4 uppgift 2 var det diremot en hog andel ritta
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svar och i samtliga fall utom ett var motiveringarna baserade pa grafernas
utseende och pd hur virdet i den ena grafen svarade mot lutningen i den
andra. Trots detta framstod svaren Gverlag som en aning mekaniska och
merparten av dem var ganska knapphindiga, om dn korrekta, dir virdet hos
f (x) och lutningen hos antidetivatan markerats med + och -.

De felaktiga strategier/motiveringar som eleverna anvinde/uttryckte pi
eftertestet presenteras i tabell 12-14 (numreringen fran tabell 8-10 har
behillits). Jimfort med fortestet kan ett antal skillnader konstateras.

Tabell 12. Typer och frekvens av felaktiga strategier/motiveringar pa eftertest (TE).

Typ av felaktig strategi/motivering TE (n=20) Uppgift
1 2a 2b
1. Utgar fran likheter mellan graferna.
2. Derivatan av x3 blir x?. 2
5. Tar bara hinsyn till derivatans nollstillen. 5

7. Menar att f ir derivata till g (tvirtom).

12. Fel alternativ med olika motiveringar.

13. Ritt alternativ men utan/felaktig motivering. 10
14. Inget/oklart svar. 3

15. Ritt skiss men utan motivering. 4

16. Skissat antiderivatan. 1

17. Skissat en graf med konstant men positivt virde. 1

18. Forvixlat negativt virde med negativ lutning.

Tabell 13. Typer och frekvens av felaktiga strategier/motiveringar pa eftertest (NA).

Typ av felaktig strategi/motivering NA (n=23) Uppgift
1 2a 2b
1. Utgar fran likheter mellan graferna. 2
2. Derivatan av x2 blir x2. 4
5. Tar bara hinsyn till derivatans nollstillen. 2

7. Menar att f ir derivata till g (tvirtom).

12. Fel alternativ med olika motiveringar. 3

13. Ritt alternativ men utan/felaktig motivering.

14. Inget/oklart svar. 2

15. Ritt skiss men utan motivering.

16. Skissat antiderivatan.

17. Skissat en graf med konstant men positivt virde.

18. Forvixlat negativt virde med negativ lutning. 4 1 3

86




RESULTAT OCH ANALYS

Tabell 14. Typer och frekvens av felaktiga strategier/motiveringar pa eftertest (SP/IL).

Typ av felaktig strategi/motivering SP/IL (n=19) Uppgift

1 2a 2b

1. Utgar fran likheter mellan graferna.

2. Derivatan av x2 blir x?2.

5. Tar bara hinsyn till derivatans nollstillen. 8

7. Menar att f ir derivata till g (tvirtom). 3

12. Fel alternativ med olika motiveringar.

13. Ritt alternativ men utan/felaktig motivering. 7

14. Inget/oklart svar. 1

15. Ritt skiss men utan motivering,.

16. Skissat antiderivatan. 1

17. Skissat en graf med konstant men positivt virde. 1

18. Forvixlat negativt virde med negativ lutning.

Ett flertal felaktiga typer av strategier och motiveringar hade foérsvunnit frin
fortest till eftertest (3-4, 6, 8-11 i tabell 8-10). Strategin att utga fran likheter
mellan graferna (1) hade dessutom minskat kraftigt och férekom nu endast i 8
fall jimfort med 1 46 pd fOrtestet. Den strategi som Okat mest uppenbart i
anvindning var att vid studiet av graf och derivatans graf kontrollera att
vindpunkter och nollstillen éverensstimde (5). I uppgift 1 ledde detta till fel
svar vilket dskadliggors 1 tabellerna ovan men strategin var ocksa flitigt anvind
i de andra uppgifterna. Vid jimférelse mellan programmen hade den
gemensamma svarsbilden splittrats i vissa avseenden och tvd saker kan
péapekas sdrskilt. For det forsta att eleverna pa TE i1 mindre utstrickning dn
NA och SP/IL resonerade i termer av virde och lutning och fér det andra att
i princip alla elever pi TE och SP/IL valde ritt alternativ i uppgift 2b men
minga av dem saknade motivering till varfor (13).

Fordrojt eftertest

Resultatet av det férdrojda eftertestet som genomfoérdes 6-8 veckor efter
forskningslektionerna redovisas i tabell 15. Sett till antalet korrekta svar dr
nedgingen jamfort med eftertestet relativt likvirdig pa programmen vad giller
uppgift 2. NA utmirker sig ddremot pa uppgift 1 dir till och med ndgot fler
elever svarade ritt pd det fordrojda eftertestet (detsamma giller f6r SP/IL
men dir var endast ett fatal svar korrekta pa respektive test).
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Tabell 15. Antal korrekta svar pa fordrdjt eftertest per program och uppgift.

Uppgift 1 Uppgift 2a Uppgift 2b
TE (n=20) 5 12 8
NA (n=23) 11 15 10
SP/IL (n=19) 3 9 4

Med négot undantag utgick de korrekta svaren i uppgift 1 fran ett resonemang
dir lutningen hos f stilldes mot vitdet hos g. P4 uppgift 2a var svarsbilden
ocksa entydig och de som svarade ritt konstaterade att f(x) hade en konstant
negativ lutning vilket gav upphov till en derivata med konstant negativt virde.
Pa uppgift 2b var motiveringarna ndgot mer olika. P4 TE utgick fem elever
frin att f(x) var en negativ forstagradsfunktion vilket gav att antidetivatan
var en negativ andragradsfunktion medan tre elever férde ett resonemang som
grundades pa antiderivatans lutning. P4 NA motiverade nio av eleverna svaret
med hjilp av antiderivatans lutning och bara en elev utgick fran ett algebraiskt
resonemang. Pi SP/IL var alla korrekta svar pa uppgift 2b baserade pa
relationen mellan lutning och virde. Sammanfattningsvis var de korrekta
svaren pa det fordrojda eftertestet, oavsett typ av motivering, Overlag
torhallandevis tydliga.

Fordelningen av de felaktiga strategierna/motiveringarna pa det fordrojda
eftertestet d4skadliggors i tabell 16-18 (numrering enligt tabell 8-10, 12-14).

Tabell 16. Typer och frekvens av felaktiga strategier/motiveringar pa fordréjt eftertest (TE).

Typ av felaktig strategi/motivering TE (n=26) Uppgift
1 2a 2b
1. Utgar fran likheter mellan graferna. 1
2. Derivatan av x blir x2. 6
5. Tar bara hinsyn till derivatans nollstillen. 1
8. Felaktig rit linje (ej med k = 0) 1
12. Fel alternativ med olika motiveringar. 13
13. Ritt alternativ men utan/felaktig motivering.
14. Inget/oklart svar. 13
15. Ritt skiss men utan motivering. 3
16. Skissat antiderivatan.
17. Skissat en graf med konstant men positivt virde. 8
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Tabell 17. Typer och frekvens av felaktiga strategier/motiveringar pa fordrojt eftertest (NA).

Typ av felaktig strategi/motivering NA (n=23) Uppgift
1 2a 2b
1. Utgar fran likheter mellan graferna. 2
2. Derivatan av x blir x2. 4
5. Tar bara hinsyn till derivatans nollstillen. 1
8. Felaktig rit linje (¢j med k = 0) 1
12. Fel alternativ med olika motiveringar. 11

13. Ritt alternativ men utan/felaktig motivering.

14. Inget/oklart svar. 5

15. Ritt skiss men utan motivering,.

16. Skissat antiderivatan.

W N ==

17. Skissat en graf med konstant men positivt virde.

Tabell 18. Typer och frekvens av felaktiga strategier/motiveringar pa fordréjt eftertest (SP/IL).

Typ av felaktig strategi/motivering SP/IL (n=19) Uppgift
1 2a 2b
1. Utgar fran likheter mellan graferna.
2. Detivatan av x3 blir x2.
5. Tar bara hinsyn till derivatans nollstillen. 5
8. Felaktig rit linje (ej med k = 0) 1
12. Fel alternativ med olika motiveringar. 9
13. Ritt alternativ men utan/felaktig motivering. 6
14. Inget/oklart svar. 6 3
15. Ritt skiss men utan motivering.
16. Skissat antiderivatan. 4
17. Skissat en graf med konstant men positivt virde. 2

Pa uppgift 2b valde nu betydligt fler elever pa samtliga program fel alternativ
(12). Betydande skillnader kan dven konstateras f6r TE pa uppgift 1 och 2a.
Manga av de korrekta, men knapphindiga, motiveringarna i uppgift 1 pa
eftertestet hade nu ersatts av motiveringar som utgick fran deriveringsregler
(2) alternativt inga eller oklara svar (14). TE hade dven betydligt farre korrekta
svar pa uppgift 2a och den mest frekventa felaktiga strategin var att skissa en
graf med konstant positivt istillet for negativt virde (17). En graf med
konstant positivt virde var for 6vrigt den korrekta skissen pa fortestet.
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Resultatutvecklingen pa programmen

Foérutom att studera tabell 6 kan ytterligare en jimforelse av
resultatutvecklingen frin fortest till f6rdrojt eftertest gbras. Detta genom att
korrigera for att ndgra elever pa fortestet svarade ritt och i tabell 19 4r dessa
svar exkluderade. Tabellen aterger ddrmed hur stor andel av de felaktiga
svaren pa fortestet som pa det fordrojda eftertestet var korrekta. D4
elevantalet pa programmen inte var lika stort och antalet felaktiga svar pa
fortestet var olika pd olika uppgifter anges resultatet i procent (tex. TE
uppgift 2a: 22 fel pa fortest och 14 fel pa fordrdjt eftertest det vill siga
8/22~36 % av de felaktiga svaren pa fortestet var pa det férdrojda eftertestet
korrekta).

Tabell 19. Resultatutveckling fran fortest till fordrdjt eftertest med korrekta svar pa fortestet
exkluderade.

Uppgift 1 Uppgift 2a Uppgift 2b
TE 19 % 36 % 10 %
NA 45 % 60 % 38 %
SP/IL 16 % 47 % 21 %

Tabell 19 ger den kanske mest rittvisande bilden av resultatutvecklingen pa
programmen. Att utgd frin de elever som innan studien svarat fel sdger
rimligtvis mer om resultatet dn att inkludera samtliga. Berdkningsmodellen kan
forvanska resultatet men dr passande i det aktuella fallet d4 antalet korrekta
svar pa fortestet var férhallandevis litet. De var dessutom fordelade pa ett
sadant sitt att berdkningsunderlaget inte var avvikande i ndgot fall.

Revideringar i designen mellan de tre cyklerna

Efter genomfdrda lektioner diskuterades designen av forskaren och lirarna.
Med utgingspunkt i elevernas forkunskaper, observationer under lektionerna
och testresultaten genomfdrdes revideringar i designen mellan de olika
cyklerna. Efter cykel 1 var uppfattningen hos den undervisande och de
observerande ldrarna samt forskaren att lektionerna kunnat folja designen
enligt planeringen. Samtidigt upplevde den undervisande ldraren att graferna
som de olika momenten innehdll var alltfor likartade vilket lett till ett felaktigt
fokus, framférallt under andra halvan av lektion 2. Istillet for att fokusera pa
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de PKA som var avsikten upplevdes de sista momenten ha handlat om att
komma ihag grafernas utseende fran tidigare moment. Denna bild delades av
Ovriga varfér designen till nidsta cykel ansdgs behéva innehilla en storre
variation av grafer. Efter att elevernas eftertest analyserats stirktes
uppfattningen av de gjorda observationerna. Minga elever hade svarat korrekt
och ocksa motiverat svaren men detta utan att samtliga PKA bedémdes som
urskilda. PKA 1 och 2 f6refdll eleverna ha urskilt men didremot inte PKA 3.
PKA 4 hade ocksa minga elever fatt syn pa men samtidigt var inte inneborden
klar £6r alla vilket visat sig i ett antal felaktiga svar pa uppgift 1.

Di ett flertal resonemang pa eftertestet var grundade i deriveringsregler
genomfdrdes ytterligare en 6vergripande revidering; i cykel 2 berérdes endast
den grafiska representationsformen. Detta innebar att designen inte inneholl
ndgra skriftliga algebraiska funktionsuttryck. Det innebar ocksa att den
undervisande liraren inte skulle gbra nagra muntliga jimforelser mellan grafer
och algebraiska funktionsuttryck.

Revideringarna ledde till att de funktioner som férekom i moment E, F
och G i cykel 1 byttes ut. I cykel 1 hade endast grafer till polynomfunktioner
av grad 0-3 forekommit. 1 designen f6r cykel 2 férekom ocksd en graf till en
polynomfunktion av grad 4 samt grafer som inte kunde relateras till ett
algebraiskt uttryck. Intentionen var att undvika ett igenkidnnande hos eleverna
och istillet synliggbra PKA 3 genom generalisering pa ett tydligare sitt.

Forutom de tvd 6vergripande revideringarna designades ocksd moment A
pa ett annorlunda sitt. T moment A i cykel 1 tecknades funktionen f(x) = x?
och dess derivata f'(x) = 2x pa tavlan och direfter skissades motsvarande
grafer med hjilp av de algebraiska uttrycken. Virdet pa f'(x) kontrasterades
sedan mot lutningen hos grafen till f(x) i tvi punkter. Lutningen hos f(x)
askadliggjordes med tangenter men virdet pd derivatan beriknades med hjilp
av det algebraiska uttrycket. I den efterféljande analysen ansags detta kunna ha
torhindrat ett urskiljande av PKA 3 eftersom det i processen inte hinvisades
till virdet hos grafen till derivatan. I cykel 2 slutade moment A med samma
tvé grafer pa tavlan men vigen dit var mycket annotlunda. Grafen till f(x) =
x? ritades av liraren och i samband med detta drogs ocksi fem tangenter till
funktionen (tvd for negativa och tvé f6r positiva X samt tangenten f6r x = 0).
Momentet gick sedan ut pa att berdkna virdet pa tangenternas lutning och
direfter pricka in virdena i ett nytt koordinatsystem. De fem punkterna
hamnade i och med valet av funktion lings en rit linje. Syftet var att steg for
steg synliggbra hur derivatans graf kunde konstrueras med utgiangspunkt i
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lutningen hos grafen till funktionen. Processen synliggjorde dels derivatan
som en funktion (PKA 1) men ocksi hur lutningen hos f(x) svarade mot
virdet hos f'(x)(PKA 3). Avslutningsvis pekade liraren pa grafernas olika
utseende (PKA 2).

Efter cykel 2 var uppfattningen att revideringarna varit dndamalsenliga.
Variationen av funktioner upplevdes i kombination med de uteblivna
algebraiska funktionsutrycken ha bidragit till en stérre mojlighet att urskilja
PKA 3. Innan cykeln spekulerades i om eleverna skulle efterfriga algebraiska
uttryck men sia blev inte fallet. Nir eftertestet studerades kunde det
konstateras att eleverna i cykel 2 motiverade sina svar pa ett annorlunda sitt
jaimfort med eleverna i cykel 1. De algebraiska resonemangen var inte lika
frekventa och en hogre andel av eleverna motiverade sina svar pa ett sitt som
antydde att de urskilt de PKA som designen avsett att synliggora.

Designen i cykel 2 bedémdes, bide med avseende péd gjorda observationer
och med avseende pa elevernas testresultat, ha synliggjort PKA férhallandevis
vil. Inledningsvis var det dirfor inte pd nigot sitt uppenbart hur designen
infér cykel 3 skulle revideras. De Overgripande revideringarna infér cykel 2
hade dock varit tvd stycken och inf6r cykel 3 beslutades att préva den ena av
dem. De grafer som anvindes i momenten byttes dirfor aterigen ut och i
designen  for cykel 3 anvindes nidstan uteslutande grafer il
polynomfunktioner av grad 0-2. Avsikten var att ddrmed férséka utreda hur
stor del av skillnaderna mellan cykel 1 och 2 som kunde hitledas till de
uteblivna jimforelserna mellan grafer och algebraiska uttryck. Vid sidan om
detta fanns yttetligare ett motiv till revideringen vilket var relaterat till
eleverna. Eleverna i cykel 3 gick pid mindre matematikintensiva program och
de hade ocksd ett ndgot ldgre resultat pa tidigare kurser. Ndgra av de grafer
som anvints i cykel 2 hade lett till avancerade tolkningar och det bedémdes
som att detta skulle kunna leda till en utebliven méjlighet till urskiljning i cykel
3. Av samma anledning beslutades att i lektion 1 i cykel 3 utesluta begreppet
antiderivata. Moment B och C inneh6ll dirmed bara relationen mellan
hastighet och acceleration och begreppet antiderivata togs upp forst i designen
for lektion 2. Vid sidan av dessa revideringar tillkom ocksd moment D, sedan
det uppmirksammats att ett antal elever i cykel 2 blandat ihop betydelsen av
vitde och lutning inom samma graf i uppgift 2b pd eftertestet. Grafen
representerade i detta fall en derivata och i ett intervall hade den en positiv
lutning men ett negativt virde. De aktuella elevernas tolkning hade dé varit att

92



RESULTAT OCH ANALYS

den deriverade funktionens lutning skulle vara positiv i intervallet vilket
motiverades med att detivatans derivata (lutning) vat positiv.

Vilka aspekter hos lirandeobjektet ar kritiska
att urskilja?

Relationen mellan en funktions graf och grafen till funktionens derivata ir ett
komplext lirandeobjekt. Det vilar pd forstielsen av bade funktioner och
derivata och gillande dessa tva begrepp maste dessutom fOrstdelsen innefatta
den grafiska representationsformen. Fére och under studien formulerades fem
presumtiva kritiska aspekter. Analysen av innehallets behandling och elevernas
testresultat pekar mot att tva av dem var kritiska medan de andra tre var
underordnade den ena av dessa tva kritiska aspekter.

Kritiska aspekter

Det indirekta lirandeobjektet innefattade att kunna tolka relationen mellan
grafer men ocksa att med utgingspunkt i en graf kunna skissa en annan. De
flesta eleverna hade fore studien uppfattningen att derivata svarade mot
lutningen i en punkt. En kritisk aspekt var att komplettera denna uppfattning
genom att ocksa urskilja derivatan som en funktion. Analysen av testresultaten
tyder pd att en stor andel av eleverna gjorde det men det dr ddremot svirare
att siga hur kvalitativt elevernas erfarande var. Samtliga moment behandlade
en relation mellan grafer. Eleverna fick dirmed mdjligheten att induktivt
erfara derivatan som en funktion och det fanns savil en strukturell som en
referentiell aspekt. Samtidigt kan den strukturella aspekten av erfarandet ha
varit begrinsad till den externa horisonten. Helheten kan ha urskilts fran
sammanhanget utan att delarnas inbdrdes relation urskilts.

I moment A i cykel 2 och 3 synliggjorde proceduren att dra tangenter och
berdkna deras lutning inte bara relationen mellan virde och lutning utan ocksa
derivatan som en funktion. Erfarandet kunde i detta fall innebira att lutningen
pé vatje tangent gavs tvd innebdrder. Dels beskrev den lutningen i punkten
hos ursprungsfunktionen och dels sd svarade den mot ett virde i derivatans
funktion. I detta sitt att erfara derivatan som en funktion kunde dven delarna
som tillsammans formade en helhet urskiljas. I cykel 1 erbjods inte eleverna
det variationsmonster dir derivatan synliggjordes som en funktion pa detta
sitt. Detta innebir inte att elevernas sitt att erfara i nagon cykel kan sorteras
in och beskrivas enligt det ena eller det andra sittet. Diremot kan det
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konstateras att innehallets behandling i cykel 2 och 3 erbjéd eleverna
mojligheter till ett mer kvalitativt erfarande. Moment A gav i cykel 2 och 3
moéjlighet att ocksd urskilja delarna av derivatans funktion det vill sdga den
strukturella aspektens interna horisont.

Att urskilja derivatan som en funktion dr enligt analysen en av
lirandeobjektets kritiska aspekter. Den andra kritiska aspekten 4r att urskilja
hur virdet pa derivatans graf dr relaterat till lutningen pa den deriverade
funktionens graf. I kombination gav utskiljandet av dessa bada aspekter
mojlighet att utveckla de foérmédgor som specificerades 1 det indirekta
lirandeobjektet. De kunde antingen urskiljas separat i form av att derivatan
forst urskiljdes som en funktion och direfter urskiljdes att virdet i varje punkt
svarade mot en lutning. De kunde ocksd, till exempel i proceduren dir
tangenter drogs, urskiljas simultant. Oavsett vilket visar analysen av eftertesten
att urskiljandet av dessa tva aspekter var gemensamt for de mest kvalitativa
motiveringarna.

Ett stort antal elever resonerade under fortestet med utgangspunkt i
likheter mellan graferna och pa eftertestet var det minga som hinvisade till
betydelsen av vindpunkter och nollstillen. Att bortse frin det férstndimnda ar
nédvindigt och att utnyttja det sistndimnda ér att féredra men det dr inte
forenligt med att det var kritiska aspekter. Nollstillen och vindpunkter kan
med fordel anvindas fOr att snabbt skaffa sig en Gverblick av en grafs
utseende eller for att skissa en graf men det dr samtidigt en aspekt som ar
underordnad relationen mellan virdet pd derivatans graf och lutningen pa den
deriverade funktionens graf. Har det senare urskilts s har ocksd det forra
gjort det. Omvindningen giller diremot inte vilket flera av elevernas
motiveringar pd testen vittnade om. Om betydelsen av nollstillen och
vindpunkter urskiljs innan relationen mellan lutning och virde urskilts kan
detta leda till att nollstillen och vindpunkter tjinar som “kontrollpunkter”
vilket i sin ensamhet innebir en ofullstindig forstielse av lirandeobjektet.

Att resonera med utgingspunkt i likheter mellan graferna ir enligt analysen
en dn mer underordnad aspekt. Visserligen var det en vanlig strategi men for
de flesta bara i samband med att lirandeobjektet var nytt. Om eleverna urskilt
relationen mellan virde och lutning dr inte eventuella likheter mellan graferna
lingre intressanta. Detta betyder inte att grafernas, ofta olika, utseende ir
meningslost att lyfta fram i undervisningen. Inledningsvis kan det vara att
féredra men det innebdr inte att det 4r kritiskt. Den sista presumtiva aspekten
som formulerades efter cykel 2 4r av samma karaktdr. Att blanda ihop
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betydelsen av virde och lutning inom en och samma graf kan betraktas som
ett misstag som litt intriffar. Sirskilt eftersom lirandeobjektet innebar en hég
abstraktionsniva och innefattade flera for eleverna nya begrepp. Designen i
cykel 3 inneholl ett specifikt variationsmonster for att  synliggéra
missuppfattningen men samtidigt innebar det bara ytterligare ett sitt att
synliggora relationen mellan virdet pd derivatans graf och lutningen pa den
deriverade funktionens graf.

Pa vilket satt paverkar innehallets behandling
elevernas lirande?

Testresultaten beskriver att eleverna pa NA i stérre utstrickning erbjudits
mojligheter att urskilja lirandeobjektets kritiska aspekter. Detta kan
konstateras dels kvantitativt via tabell 19 men framfor allt kvalitativt 1 form av
karaktiren pa deras motiveringar. Motiveringarna pd TE var jimfért med NA
generellt mer knapphindiga och till storre del inriktade péd algebraiska
resonemang. Resultatet pd de bada eftertesten ger vid handen att ganska fa
elever pd TE urskilt lirandeobjektets bada kritiska aspekter i samband med
forskningslektionerna. Vad giller SP/IL ir deras resultat ockséd ligre an NA
men diremot enligt tabell 19 aningen hégre 4n TE. Motiveringarna hos SP/IL
liknade i allminhet de pa NA men var samtidigt nidgot vagare. Pa eftertestet
utmirker sig dessutom friga 1 dir endast en elev kunnat svara korrekt.

Variationens betydelse i de tre cyklerna

Pa vilket sitt kan skillnaderna av innehéllets behandling i de tre cyklerna
forklara skillnaderna i resultat? Om det iscensatta lirandeobjektet analyseras
pé ett 6vergripande plan, med ett variationsteoretiskt perspektiv, och i termer
av vad som varierat och hallits invariant under de tre cyklerna kan foljande
tabell konstrueras:

Tabell 20. Iscensatt larandeobjekt. Invariant (i) och variant (v).

Cykel Representationsform Typ av funktioner
1TE v i
2NA i v
3 SP/IL i i
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Trots att momenten i varje cykel var likartade i form av innehdll och
organisation var de iscensatta lirandeobjekten olika. Representationsform syftar
péa funktioner, derivator, antiderivator och respektive grafer. Under cykel 2
och 3 anvindes, i savil tal som skrift, endast den grafiska representations-
formen medan ocksd den algebraiska representationsformen var vanligt
férekommande i cykel 1. Det mest uppenbara var under moment A dir
designen i cykel 1 innebar att representera funktionerna biade algebraiskt och
grafiskt. Aven om inte nigot av de resterande momenten innehéll nigra
skriftliga algebraiska uttryck férekom de diremot ofta muntligt genom att
liraren benimnde grafer algebraiskt. Det synliggjordes dirmed for eleverna
hur relationen mellan tvd grafer kunde erhéllas med hjilp av deriveringsregler
vilket ocksd en stor andel av svaren pad testuppgifterna vittnar om.
Representationsformen dr ingen kritisk aspekt i sig men i samband med att
den varierade skapades ytterligare en kontrast. Denna uppkomna kontrast
forefaller ha stingt mojligheten att urskilja relationen mellan virdet pa
derivatans graf och lutningen pa den deriverade funktionens graf f6r manga av
eleverna.

Enligt tabell 20 var #ypen av funktioner invariant 1 cykel 1 och 3 vilket innebér
att endast polynomfunktioner av lig grad férekom i undervisningen. I cykel 1
anvindes polynomfunktioner av grad 0-3 och i cykel 3 anvindes i huvudsak
polynomfunktioner av grad 0-2. I det sista momentet i cykel 3 férekom
férvisso en polynomfunktion av grad 3 men denna behandlades under en
mycket kort tid varfér elevernas méijlighet till urskiljning kan sigas ha varit
begrinsat till polynomfunktioner av grad 0-2. I cykel 2 férekom ocksa vid
flertalet tillfdllen polynomfunktioner av grad 0-3 men eleverna fick ocksd méta
andra typer av funktioner upprepade ginger. Typen av funktioner ir inte
heller en kritisk aspekt men dven i detta fall tyder resultaten pa att en invarians
av funktioner stingt moijligheten att urskilja relationen mellan virdet pa
derivatans graf och den deriverade funktionens lutning fér manga elever.
Observera att en variation av funktioner kan ha olika innebérd for olika
elevgrupper. Det avgérande i sammanhanget dr huruvida eleverna kan relatera
en graf till ett algebraiskt uttryck eller inte. De flesta eleverna i den aktuella
studien bedémdes vara bekanta med polynomfunktioners grafiska utseende
upp till grad 3 medan utseendet pa andra funktioners grafer ansigs vara
obekant f6r merparten.

Enligt bide testresultat och obsetvationer verkar betydelsen av savil
varierande representationsform som invarianta funktioner forstirkas nir de
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kombineras. En tillbakablick pd de presumtiva kritiska aspekterna forklarar
varfér. Innan forskningslektionerna formulerades de enligt féljande:

Eleverna behdvde urskilja:

e att derivatan kan vara bide en funktion och lutningen i en punkt
(PKA 1)

e att derivatans graf i regel inte liknar den deriverade funktionens graf
(PKA 2)

e relationen mellan virdet pd derivatans graf och lutningen pa den
deriverade funktionens graf (PKA 3)

e betydelsen av grafernas nollstillen och vindpunkter (PKA 4)

Tesresultaten visade att de tvd fOrsta verkade ha urskilts av i princip samtliga
elever och dven den fjirde forefoll en stor del av eleverna fatt syn pa. Det som
skiljer mellan cyklerna dr i forsta hand den tredje kritiska aspekten och det var
ocksd den som diskuterades mest i méten mellan forskaren och ldrarna infor
cykel 2. Den ansags ytterst central men hade enligt bdde testresultat och
observationer inte synliggjorts i de flesta momenten. I cykel 1 varierade
representationsformen medan funktionerna var invarianta vilket medférde att
mojligheten f6r eleverna att urskilja relationen mellan virde och lutning
begrinsades. Tabell 20 beskrev cyklerna som helhet i termer av variation och
invarians. Tabell 21 ir ett exempel pd hur respektive moment kan beskrivas pa

samma satt.

Tabell 21. Exempel pa invarianta respektive varianta aspekter per moment.

Representationsform Virde Lutning

i/v i/v i/v

Syftet 1 de flesta momenten var att synligedra relationen mellan virde och
lutning genom att vatiera dessa simultant (antingen via antiderivata/funktion
eller via funktion/derivata). Detta gjordes ocksa i samtliga cykler men om
representationsformen samtidigt varierade, som 1 cykel 1, férhindrade det
moéjligheten till urskiljning. Eleverna erbjéds att tillimpa algebraiska
resonemang vilket betydde att relationen mellan lutning och virde var
6verflédig och saknade mening.

Variationen av funktioner som anvindes i momenten fick ocksd en
avgérande betydelse och pédverkade hur det iscensatta ldrandeobjektet
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gestaltade sig. I bade cykel 1 och 3 var typen av funktioner invariant.
Kombinationen av variant representationsform och invarianta funktioner i
cykel 1 gjorde att det iscensatta lirandeobjektet f6r midnga av eleverna
antingen blev ett pussel av elementira grafer som skulle paras thop tvd och
tva, eller en bekriftelse av deriveringsreglerna. 1 cykel 3 wvar
representationsformen invariant. Dirmed fick eleverna stérre mojlighet att
urskilja relationen mellan virde och lutning men did funktionerna
genomgiende var invarianta i momenten erbjéds ingen mdjlighet till
generalisering. Det senare kan tdnkas forklara varfér si fa elever svarade
korrekt pa uppgift 1, de hade bara métt polynomfunktioner av foérsta och
andra graden. Aven om eleverna urskilt relationen mellan virde och lutning
var urskiljandet begrinsat till funktioner med ett visst utseende. 1 cykel 2
innebar kombinationen av invariant representationsform och varierande
funktioner att relationen mellan virde och lutning kunde urskiljas och
dessutom generaliseras. Variationsteoretiskt kan relationen mellan lutning och
virde inom ett moment besktivas som ett synkroniskt erfarande. I cykel 2
innebar variationen av funktioner att eleverna ocksa erbjéds mdjligheten till
ett diakroniskt erfarande.

Empiriska jimforelser mellan cyklerna - variationen
av representationsform

Skillnaden av innehallets behandling i de tre cyklerna kan illustreras med ett
antal empiriska exempel. I detta avsnitt beskrivs pd vilket sitt den varierande
representationsformen paverkade elevernas mojligheter till urskiljning. I det
efterféljande avsnittet beskrivs pd motsvarande sitt hur variationen av
funktioner spelade en betydande roll i de tre cyklerna.

Representationsform moment A

I moment A var syftet att eleverna skulle urskilja derivatan som en funktion,
att derivatans graf inte liknade den deriverade funktionens graf och att virdet
hos derivatans graf kunde relateras till lutningen hos grafen till den deriverade
funktionen. I cykel 1 presenterades och deriverades dirfér funktionen
f(x) = x? algebraiskt och motsvarande grafer skissades (se figur 15).
Direfter berdknades derivatan fér tvd virden pid x med hjilp av det
algebraiska uttrycket. Dessa virden jimfordes med lutningen hos tangenter till
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ursprungsfunktionen fér samma x-virden men det gjordes ingen koppling till
motsvarande virden i derivatans graf.

Excerpt 3:

Lirare cykel 1: f prim av minus tv4, det vill siga lutningen i punkten x lika

med tvé, f6rlat minus tvd, x lika med minus tva, lutningen i den punkten
den har vi ju dir va [pekar i funktionens graf], skissar vi den [skissar
tangenten| sd verkar den va negativ, det dr negativ lutning. Och lutningens
virde d4, fir vi genom att ta tvd ginger minus tva, minus fyra [berdknar
med hjilp av derivatans algebraiska uttryck f7(x) = 2x]. Si lutningen i

punkten x lika med minus tva dr ju minus fyra.

Figur 15. Funktion och derivata representerade algebraiskt och grafiskt i cykel 1. Berékningar av
derivatans varde till héger i bild. Motsvarande tangenter syns (svagt) i funktionens graf.

I cykel 2 och 3 wvar syftet med momentet detsamma och liksom i
lektionsdesignen 1 cykel 1 slutade det med att funktion och derivata fanns
bredvid varandra pa tavlan. I cykel 1 skissades dock graferra 1 sin helhet och
pd samma ging med hjilp av de algebraiska uttrycken. I cykel 2 och 3 ritades
inledningsvis endast funktionens graf och detta utan hinvisning till nagot
algebraiskt uttryck. Eleverna kinde férmodligen igen den som grafen till en
andragradsfunktion men det var inget lirarna noterade utan de benimnde den
bara som en funktion f(x). Istillet synliggjordes hur derivatans graf kunde
konstrueras bit for bit med hjilp av lutningen hos tangenter till funktionen.
Lutningen beriknades for respektive tangent och lutningen i vatje punkt
prickades in som ett virde i derivatans graf (se figur 16). Fem punkter innebar
ingen graf men som ldraren i cykel 2 konstaterade:

Excerpt 4:

Lirare cykel 2: Det skulle jag kunna halla pd ndgra dagar med, 4 pricka in
punkter, 4 da skulle man kanske kunna tinka sig att det hamnar punkter,
nénstans, pd det hir sittet [prickar in ett antal punkter till i derivatans graf],
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4 da ser ni att det verkar ju som att till varje, till varje x-virde hir [pekar pa
ursprungsfunktionen], sa finns det faktiskt en tangent och tangenten ir ett
derivatavirde sd att, vi har pa négot sitt pavisat hir att, vi kan fa, till varje x-
virde i en funktion si kan vi alltsd fi ett derivatavirde och vi kan fa
derivatan som en funktion.

Figur 16. Graf med tangenter (syns svagt) och derivatans graf i cykel 3.

I alla cykler synliggjordes att derivatan var en egen funktion och att dess graf
inte liknade funktionens graf si i den meningen uppfylldes syftet. Elevernas
moijlighet att urskilja hur graferna var relaterade till varandra, det vill sdga det
indirekta lirandeobjektet, skiljde sig diremot ét. I cykel 1 hamnade fokus pa
algebraiska berdkningar och derivatans virde berdrdes inte grafiskt
overhuvudtaget. I cykel 2 och 3 var istillet graferna i fokus och funktionens
lutning kontrasterades mot derivatans virde, de varierade simultant.

Tabell 22. Varianta respektive invarianta aspekter i moment A. * Derivatans varde varierade
symboliskt men inte grafiskt.

Moment A Representationsform Virde Lutning
Antiderivata - - -
Cykel 1 Funktion v - v
Derivata v -* -
Antiderivata - - -
Cykel 2 Funktion i v v
och 3 Derivata i v -

Tabell 22 sammanfattar moment A med avseende pd vad som varierade (v)
och vad som hélls invariant (i) i de tre cyklerna. Ett streck (-) betyder att detta
inte  behandlades.  Tabellen  askddligg6r  hur  den  varierande
representationsformen 1 cykel 1 ledde till en utebliven variation (grafiskt) av
derivatans vérde. I cykel 2 och 3 erbjdds inte eleverna méjligheten att resonera
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algebraiskt pa grund av att representationsformen var invariant och relationen
mellan graferna blev dirmed synliggjord pa ett tydligare sitt.

Representationsform moment B

I momentet skissades grafer som visade strickor, hastigheter och
accelerationer. Syftet var att generalisera moment A men nu i koppling till
vardagliga hindelser och 1 alla tre cykler synliggjordes derivatans betydelse i
den aktuella hindelsen upprepade ginger. Liksom i moment A erbjods
emellertid eleverna i cykel 1 att resonera algebraiskt. Excerpt 5 dterger
konversationen i samband med att grafen som visade strickan skulle skissas.

Excerpt 5:

Lararen: Hur blir det med strickan? Jag sig ni hade ett par forslag dir nere.
Den gruppen lingst ner dir.

Elev: Sa [visar med handen].

Liraren: Ja som en...

Elev: Halvmane.

Liraren: Ja, vad ér det for typ av funktion?

Elev: x?

Liraren: Ja, x2va? Skulle vi kunna képa att det 4r nit sant dir?

Elev: Mycket sannolikt.

Nir sambandet mellan stricka och hastighet diskuterades en stund senare
utnyttjades det faktum att strickan var en andragradsfunktion.

Excerpt 6:
Liraren: [...] Hur 4r sambandet mellan stricka och hastighet? Finns det nit
liknande samband dir?

Eleverna: [tystnad]

Liraren: Vi skulle kunna tinka si hir. Om det dir var en x2-kurva [pekar
pé s(t)], om jag detiverar den, vad far jag dd?

Elev: Den dir nere [v(t)].

Liraren: Precis, det var ju precis vad vi gjorde hir [pekar pd graferna fran
moment Al, vi deriverade en andragradskurva och vad fick vi? Jo en rit
linje. S4 att s°(t) ir helt enkelt lika med hastigheten. Och deriverar jag
hastigheten s far jag accelerationen. Och det édr helt enkelt dom da [pekar
pé graferna] funktionerna som vi har ritat har.
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Istallet f6r att synliggbra relationen mellan lutningen hos grafen for strickan
och virdet i grafen for hastigheten i olika punkter behandlades graferna istillet
som helheter. Detta kan jimféras med hur sambandet mellan stricka och
hastighet behandlades i cykel 2.

Excerpt 7:

Litaren: Om vi tittar pd s(t)-diagtammet dé. Ja d4 ser vi ju att lutningen i
olika punkter dr ju inte konstant. I borjan [pekar pd grafen] s ir lutningen
liten och vad ir lutningen i ett §(t)-diagram? Jo det ir lika med hastigheten.
Hastigheten dr ju 1ag hir [pekar i botjan pd grafen], lutningen okar nir tiden
gar [anvinder pennan som tangent och flyttar lings med grafen]. Vi skulle
kunna rikna ut lutningarna men [...] si lutningarna hir [pekar i s(t)-grafen|
kan vi fi som virdena hir [pekar i v(t)-grafen).

Cykel 3 tog inte upp sambandet mellan stricka och hastighet men
motsvarande diskussion holls om sambandet mellan hastighet och
acceleration. Aven i denna cykel riktade liraren in sig pa relationen mellan

lutning och virde och for att yttetligare fortydliga skrevs detta ner pa tavlan
(se figur 17).

Figur 17. "Konstant lutning” och "konstant varde” noterat vid respektive gref.

Tabell 23 beskriver moment B med avseende pé vilka aspekter som varierade
respektive holls invarianta. Strickan svarade i momentet mot antiderivatan
vilket férklarar varfér denna inte finns med i tabellen f6r cykel 3. Tabellens
utseende 4r liknande i de tre cyklerna med undantag for att antidetivatans
(strickans) representationsform varierade i cykel 1 vilket medférde att
funktionens virde inte behévde varieras. En viktig skillnad eftersom eleverna
pd grund av detta fick mdjlighet att urskilja hur relationen mellan graferna
kunde beskrivas algebraiskt.
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Tabell 23. Varianta respektive invarianta aspekter i moment B.

Moment B Representationsform Vitde Lutning
Antiderivata (s) v - v
Cykel 1 Funktion (v) 1 - v
Derivata (a) i v -
Antiderivata (s) i - v
Cykel 2 Funktion (v) i v v
Derivata (a) i v -
Antiderivata (s) - - -
Cykel 3 Funktion (v) 1 - v
Derivata (a) i v -

Representationsform moment F

I cykel 1 innebar momentet att med utgangspunkt i en tredjegradsfunktion
skissa grafen till derivatan. Liraren visade pd fOrdelen av att utgd frin
vindpunkterna hos grafen till funktionen di dessa var litta att markera i
koordinatsystemet f6r derivatans graf eftersom de hamnade pd x-axeln.
Diirefter papekades att det fanns ett stille mellan vindpunkterna dir lutningen
var som brantast vilket ocksa markerades. Slutligen konstaterades att lutningen
hos funktionens graf var positiv bide i bérjan och i slutet vilket gav upphov
till ytterligare tvd punkter pd derivatans graf. Nu fanns dels grafen till
funktionen och dels fem punkter i derivatans graf pa tavlan (se figur 18). Det
som dterstod var att binda samman punkterna.

Figur 18. Funktionens graf och inprickade punkter i derivatans graf.
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Efter att genom hela processen ha utgatt fran relationen mellan derivatans
virde och lutningen hos funktionens graf erbjod liraren i detta lige dven
eleverna att urskilja sambandet algebraiskt.

Excerpt 8:

Liraren: Vad skulle det hir kunna vara f6r typ av funktion [syftar pa de fem
punkter han just prickat in]?

Elev: En andragradare.

Liraren: En andragradare verkar det vara [skissar grafen]. Det hir da [pekar
pa ursprungsfunktionen]? Vad skulle det kunna va f6r typ av funktion,
varan ursprungsfunktion, om derivatan nu dr en andragradare, vad skulle
detta kunna va da?

Elev: Tredjegrad.

Liraren: Det borde va en tredjegradare ja.

Lirarens intention var att visa pa rimligheten i skissen genom att hdnvisa till
de sedan tidigare kinda deriveringsreglerna. Av svaten pa eftertesten att déma
verkade dock detta alternativa sitt att urskilja sambandet fatt en dverordnad
roll hos en stor del av eleverna.

I cykel 2 utgick momentet frin samma tredjegradsfunktion som i cykel 1
men istillet skissades funktionens antiderivata. 1 denna process var
representationsformen invariant och antiderivatans graf skissades med
utgdngspunkt i virdet hos funktionens graf i olika punkter. I cykel 3
genomfordes inte moment F.

Tabell 24. Varianta respektive invarianta aspekter i moment F.

Moment F Representationsform Virde Lutning
Antiderivata - - -

Cykel 1 Funktion v - v
Derivata v v -
Antiderivata i - v

Cykel 2 Funktion i v -
Derivata -

Tabell 24 aterger hur bade lutning och virde varierade i de bdda cyklerna.
Variationen av representationsform 1 cykel 1 gav dock dterigen eleverna
moijlighet att urskilja sambandet mellan graferna algebraiskt.
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Empiriska jimforelser mellan cyklerna - variationen
av funktioner

Variationen av funktioner sig olika ut i de tre cyklerna. Dels kan detta
beskrivas i termer av vilka funktioner eleverna métte under
forskningslektionerna som helhet men analysen pekar mot att den progression
som variationen medférde var lika viktig f6r elevernas méjligheter till
urskiljning. Det foérefoll med andra ord inte bara vara variationen som sadan
utan ocksd nir och hur denna variation uppkom som var betydelsefullt.
Skillnaden mellan cyklerna dterfinns framférallt genom att betrakta de tre sista
momenten (E-G) som en helhet. Skillnaden i innehall i de tre momenten i
respektive cykel var betydande och innebérden av den i cykel 2 storre
variationen analyseras nedan.

I moment E studerades betydelsen av att grafen forskots 1 hojdled. I cykel
1 och 3 illustrerades detta med utgingspunkt i en andragradsfunktion medan
cykel 2 istillet utgick fran en tredjegradsfunktion (se figur 19-21).

Figur 19. Graf forskjuten i Figur 20. Graf forskjuten i Figur 21. Graf férskjuten i
hojdled i cykel 1. hojdled i cykel 2. hojdled i cykel 3.

Polynomfunktioner av grad 3 hade visserligen férekommit i undervisningen
innan studien men jimfért med andragradsfunktioner som anvindes i cykel 1
och 3 innebar det dndd en viktig skillnad. Dels pa grund av att
andragradsfunktioner férekommit betydligt mer frekvent i tidigare kurser men
ocksa pd grund av att det innebar en kontrast mot funktionerna i de tidigare
momenten. I samtliga tre cykler hade alla moment si lingt utgitt frin f&rsta-
och andragradsfunktioner. Overgingen till en tredjegradsfunktion innebar
endast en subtil skillnad men samtidigt ocksid en betydelsefull variation
eftersom eleverna i detta skede borjade kinna sig bekvima med utseendet pa
graferna. Att di dterigen utgd fran en andragradsfunktion 6kade risken att
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eleverna direkt sig den rita linjen (som derivatan innebar) framfor sig och
missade urskiljandet av den kritiska aspekten (betydelsen av funktionens
nollstillen).

Moment F var nira kopplat till moment E och syftet med momentet var
att synliggéra betydelsen av nollstillen och vindpunkter. Cykel 1 och 2 utgick
i momentet fridn samma tredjegradsfunktion men i cykel 1 skissades derivatan
och i cykel 2 skissades antiderivatan (se figur 22 och 23).

]

Figur 23. Funktion och antiderivata i cykel
2. Funktionens (réd) varde markerat med
plus och minus i de olika intervallen
mellan nollstéllena.

Figur 22. Funktion och derivata i
cykel 1.

Forutom att eleverna i cykel 2 nu moétte ytterligare en typ av (f6r de flesta
okind) funktion innebar progressionen aterigen att de inte kunde luta sig
tillbaka och férlita sig pa tidigare kunskaper och erfarenheter om grafers
utseende. De blev tvingade att rikta sin uppmirksamhet mot relationen mellan
graferna och pé vilket sitt utseendet pd den ena paverkade utseendet pa den
andra. En rimlig frdga att stilla 4r om inte detsamma gillde f6r eleverna i cykel
1 i och med inférandet av en tredjegradsfunktion; innebar inte det samma
progression som i cykel 2 men ett moment senare? Svaret dr 4 ena sidan ja
men om moment E-G studeras som en helhet faller till stora delar den
moijlighet till urskiljning som eleverna i cykel 1 erbjéds i och med moment F.
Detsamma giller eleverna i cykel 3 dd de inte genomfdérde moment F.
Designen av moment G nedan forklarar varfor.

Moment G innebar i samtliga cykler en uppgift till eleverna men den var
formulerad pd olika sdtt. I cykel 1 skulle eleverna skissa derivatan och
antiderivatan till tre olika funktioner (se figur 24). I cykel 2 skulle eleverna
skissa derivata och antiderivata till en funktion (se figur 25). I cykel 3 skulle
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eleverna med utgingspunkt i fyra befintliga funktioner (se figur 26) svara pi

fragor om vilken funktion som var derivata/antiderivata till vilken.

Figur 24. Funktioner i moment G i cykel 1.

C D

Figur 25. Funktion i moment G i cykel 2. Figur 26. Funktioner i moment G i cykel 3.

I detta sista moment fanns i cykel 2 inga moijligheter f6r eleverna att kopiera
tidigare skisser eller anvinda sig av algebraiska resonemang. For att 16sa
uppgiften krivdes att relationen mellan lutning och virde hade urskilts. I den
gemensamma genomgangen av utseendet pa derivatans graf var det tydligt vad
som var i férgrunden i lirarens resonemang.

Excerpt 9:

Liraren: D4 far man memorera igen, vad ar det vi haller pd med? Vi ska rita
derivatan till den hir funktionen det vill sidga vi ska kolla pa lutningen och fa
fram derivatan. Borjar vi fran vinster, lutningen fram hit [sveper med
pennan lings grafens inledande horisontella del]? Vad sdger ni?

Elev: Noll.

Liraren: Noll. Det innebidr att derivatans virde dr noll. Det kan vi vara
overtygade om [skissar derivatans graf lings med x-axeln i det aktuella
partiet]. Sen ser vi att det dr negativ lutning dnda fram dit [sveper samtidigt
med pennan lings det forsta avtagande partiet] det vill siga detrivatans virde
ska va negativt.
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Pa motsvarande sitt skissades resten av derivatans graf och processen
upprepades fOr att skissa antiderivatan.

I cykel 2 innebar moment G ytterligare en progression jaimfért med
moment F. I cykel 1 innebar momentet istéllet ett steg tillbaka. I férsta liget
skulle derivatan till de tre funktionerna skissas och ingen av dessa skisser
krivde att eleverna utgick fran grafernas lutning. De hade gjort samma skisser
innan och kunde titta tillbaka i sina anteckningsblock om de var osikra. Som
inledning pd momentet hade liraren ocksa, helt enligt designen, illustrerat med
ett exempel hur uppgiften gick till. Det var da tydligt att variationen av
funktioner varit obetydlig.

Excerpt 10:

Lararen: Ska vi ta och borja med derivatan dir dd. Och den kan vi ju nu den
har vi ju gjort ett par ganger va? Kolla var vi har minpunkten [pekar pa
grafen|, derivatans virde lika med noll [markerar punkten]. Positivt till
héger [pekar pa grafen utan att vinda sig mot eleverna], negativt till vinster
[konstaterar utan att peka och markerar punkternal, ligger varan rita linje
dir [skissar grafen och fortsitter med antiderivatan utan vidare diskussion].

Den gemensamma genomgangen i cykel 1 som f6ljde efter att eleverna skissat
sina forslag var av liknande karaktdr. Graferna hade redan skissats i tidigare
moment och tonvikten lag pa att behandla dem som helheter, vilken graf
passade 1 det aktuella fallet. Liraren gjorde i nidgra fall kopplingar mellan
lutningen i en graf och virdet i en annan men sammanfattningsvis var denna
relation i bakgrunden. Att tiden dessutom bétjade bli knapp var ocksa en
paverkansfaktor som inverkade pi genomgingens uppligg, den fick inte bli
alltf6r utdragen.

Tidsfaktorn spelade viss roll i sista momentet f6r cykel 1. For cykel 3 kom
denna att piverka hela den andra lektionen i cykeln vilket fick konsekvenser
f6r moment E-G. Moment E bakades in i moment D och moment F hann
aldrig genomféras. Avslutningsvis fick moment G genomféras i hégt tempo
och relationen mellan graferna som var tinkta att studeras ingiende fick
istdllet konstateras i snabb takt. Designen innebar en mindre variation av
funktioner jimfort tidigare cykler och den forcerade avslutningen medforde
att vatiationen minskades ytterligare.
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Skillnaden mellan intentionellt och iscensatt
lirandeobjekt i cykel 3

Analysen av innehillets behandling har hittills varit relaterad till aspekter som
kan hirledas till skillnader i de olika designerna. I cykel 1 och 2 var
avvikelserna frin designen si sma att orsakerna till testresultaten till stor del
kan spdras i denna analys. For eleverna i cykel 3 kom dock andra, oférutsedda,
aspekter 1 form av elevernas forestillningar och foérkunskaper att paverka.
Dessa ledde inte lektionerna bort fran innehallet men de tvingade fram en
utvidgad diskussion om ett antal begrepp som var nédvindiga att forstd fOr att
de aktuella momenten skulle ges nagon mening. Tiden som dirmed togs i
ansprak orsakade den paskyndade avslutningen av cykeln vilket i sin tur
péaverkade elevernas mdjlighet att urskilja lirandeobjektet.

For samtliga elever i studien var lirandeobjektet nytt. Nir innehdllet var
begrinsat till grafer skissade i koordinatsystem som saknade gradering och
markering av axlarna var antalet inspel frin eleverna obetydligt. Sannolikt har
detta sin forklaring 1 svirigheten att relatera innehdllet till tidigare
uppfattningar och dirmed begrinsas vad som kan ifrdgasittas. Moment B och
C innebar diremot att lirandeobjektet placerades i en naturlig kontext och
detta fick olika konsekvenser i de tre cyklerna. I cykel 1 och 2 vickte
begreppen stricka, hastighet och acceleration ingen uppmirksamhet och
eleverna verkade acceptera detivatans betydelse i sammanhanget. Férklaringen
ir férmodligen elevernas studier i fysikimnet dir begreppen férekommit vid
flertalet tillfillen. Dessa elever hade ocksa tidigare skissat grafer liknande dem
i designen av studien.

I cykel 3 ledde diremot moment B och C till diskussioner vilka kretsade
kring frigor som inte var planerade att behandlas. Betydelsen av begreppet
konstant acceleration och betydelsen av att hastigheten och accelerationen var
relaterade till varandra (vilket beskrevs 1 uppgiftstexten till eleverna i moment B)
var exempelvis foremdl for ifrdgasittanden fran eleverna. I de tidigare cyklerna
hade kopplingen till fysikdimnet varit uppenbar men nu var liraren i en annan
situation. I diskussion med eleverna férsékte hon reda ut begreppet konstant
acceleration och det diskuterades ocksd om det kunde finnas situationer dir
acceleration och hastighet inte dr relaterade till varandra.

Excerpt 11:

Elev: Det star ju att hastighet och acceleration ar relaterade till varandra.

Lararen: Ja.
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Elev: Det betyder ju att dom 4r beroende av varandra, 6kar den si 6kar den.
Om det inte hade statt s hade vil inte linjen blivit rdt? Eller ér linjen rit
bara for att dom dr relaterade till varandra?

Lararen: [..] Kan hastighet och acceleration vara inte relaterade till
varandra? Om vi vinder pa fragan.

Elev: Den kan ju 6ka, i borjan sa kanske den accelererar ganska lingsamt
sen kanske den gasar upp jittefort.

Liraren: Ja och hdnger hastighet ihop med acceleration dé eller? Var for sig?
Vad tror ni? [...]

Elev: Det dr klart att hastigheten beror pa hur mycket man accelererar.

Liraren fortsatte direfter att reda ut innebérden av ordet onmstant. Hon
hinvisade bland annat till grafen for hasticheten och konstaterade att
hastigheten inte var konstant eftersom virdet Okade, ddremot var grafens
lutning konstant. En elev tog i samband med detta upp en diskussion om
grafens utseende om hastigheten de facto varit konstant. Eleven menade att
det borde leda till en horisontell linje vilket liraren utnyttjade fOr att skissa
grafen till accelerationen. Pa tavlan fanns nu de tvd graferna och ldraren
fortydligade ytterligare genom att skriva komstant Ilutming vid grafen for
hastigheten och konstant (samma) virde vid grafen f6r accelerationen.
Diskussionen om accelerationen var inte slut och kom nu att kretsa kring
varfor grafen inte startade i origo samt om det var praktiskt mojligt att trycka
sd jamnt pd gaspedalen som krivdes for en konstant acceleration. Liraren
hinvisade till att det var en modell och kunde till slut flytta fokus till grafernas
utseende.

Med tanke pé elevernas funderingar och ifrigasittanden under lektion 1
beslutades att i designen for lektion 2 utdka tiden for repetition. Bland annat
skulle moment B och C repeteras innan nista moment tog vid. Repetitionen
av lektion 1 hade i de tva fOrsta cyklerna tagit 3-5 minuter. I cykel 3 var cirka
10 minuter avsatt till repetition men det tog vid genomférandet ungefir tre
ginger si lang tid varfoér halva lektionen dgnades at detta. Inledningsvis
skissade liraren graferna fOr stenen som kastades i moment C och nu innebar
det beskrivningar av sivil hojden som hastigheten och accelerationen. Liraren
hade tydliga intentioner att eleverna skulle ge forslag pa skissernas utseende
men responsen var ganska svag. Det verkade som om grafernas utseende
fortfarande var oklara for cleverna vilket medférde att liraren vid flera
tillfillen fick upprepa eller utvidga sina resonemang. Liraren fick i och med
detta mdnga mdijligheter att synliggbra hur virdet i en graf var relaterat till
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lutningen i en annan men utgangspunkten var hela tiden polynomfunktioner
av grad 0-2 (eftersom det i grunden var konstant acceleration som skulle
torklaras). Parallellt kom interaktionen mellan lirare och elever édterigen att
handla om flera aspekter som inte var planerade. Till exempel diskuterades
varfor koordinatsystemen inte var graderade och varfoér graferna skissades pa
den plats de gjorde i hjdled (vilket skulle tas upp i ett senare moment).

Det iscensatta lirandeobjektet i cykel 3 bidrar till férklaringen av elevernas
testresultat och det visar ocksd pd hur elevernas mdijligheter till urskiljning
styrs av innehdllets behandling. Det iscensatta lirandeobjektet i cykel 3
synliggjorde hur lutningen hos en graf paverkar utseendet pa derivatans graf
men mojligheten till urskiljning blev samtidigt begrinsad till vissa typer av
funktioner. En begrinsning som inte var tinkt men som uppkom pi grund av
en design som inte var limplig f6r den aktuella elevgruppen. Bilen och stenen
var tinkta att generalisera begreppet detivata till vardagliga hindelser men
inom SP/IL var momenten dir de ingick inte passande. For dessa elever
utgjorde bilen och stenen vardagliga objekt men hindelserna som beskrevs i
momenten kan inte beskrivas som vardagliga.
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Kapitel 7: Diskussion

Det kan diskuteras hur stor del av skillnaderna i resultaten som kan hirledas
till skillnaderna i innehallets behandling under forskningslektionerna. Eleverna
pd NA stod f6r den bista resultatutvecklingen fran fortest till f6rdréijt eftertest
och orsakerna till detta kan vara flera. Samtidigt 4r det inte det kvantitativa
testresultatet utan kvaliteten pa elevernas motiveringar som i forsta hand
analyserats. Inom programmen var elevernas motiveringar relativt koherenta
medan de skilde sig a4t mellan programmen och dessa likheter och skillnader
kan sparas 1 analysen av innehallets behandling. Dirmed inte sagt att det inte
finns ett antal andra faktorer, vilkas betydelse inte fingades, som ocksd kan ha
péaverkat resultatet.

Pa samma ging som analysen visar att elevernas mojlighet till urskiljning
paverkas av innehallets behandling framgir ocksd att elevernas bakgrund
paverkar hur behandlingen kan se ut. Cykeln som innefattade SP/IL
genomfordes sist i studien och dirmed fanns flest testresultat och
observationer tillgingliga vid designen. Detta kunde delvis utnyttjas men
samtidigt blev det uppenbart att det inte gar att forcera undervisningen och att
elevernas uppfattningar maste tas i beaktande.

Pa grund av elevernas skiftande bakgrund dr det extra svart att jimfora
resultatet pd SP/IL med TE/NA. Vissetligen var bara ett fital av svaren,
oavsett program, pa fortestet korrekta och under intervjuerna som
genomfdrdes fére studien framkom liknande uppfattningar hos eleverna i alla
de tre grupperna. Detta till trots kan inte deras forutsittningar inf6r studien pa
ndgot sitt jimstillas. Provresultat och betyg erhillna fére studien var pa
SP/IL ldgre och analysen pekar mot att deras, av allmin matematisk karaktr,
négot ldgre nivéd pé forkunskaper paverkade deras mojligheter till ett kvalitativt
erfarande av lirandeobjektet. Delvis redan i designen, eftersom forindringarna
infér cykel 3 pé ett sitt stred mot erfarenheterna fran de tva férsta cyklerna,
men ocksd under genomférandet da designen férindrades wll folid av
interaktionen mellan ldrare och elever. Noterbart dr dock att de uppkomna
fraigorna och diskussionerna i cykel 3 inte uppfattades hirstamma frin
kognitiva begrinsningar hos eleverna utan beddmdes snarare vara en effekt av
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att eleverna inte tidigare erbjudits en undervisning som berdrt det aktuella
innehéllet.

Att anvinda tidigare forskningsresultat

Tidigare forskningsresultat spelade en betydande roll f6r licentiatuppsatsens
empiriska studie dd de paverkade sivil presumtiva kritiska aspekter som
lektionsdesignen. De forskningsresultat som analyserades fére studien var till
storsta delen internationella och fragan var hur gingbara resultaten var med
avseende pi de i studien ingiende eleverna.

Forskaren genomférde infor lektionsdesignen intervjuer, dels i samband
med pilotstudien och dels i samband med huvudstudien. Totalt innebar detta
10 intervjuer med en sammanlagd intervjutid om tre timmar. Under dessa tre
timmar framkom 1 princip inga uppfattningar hos eleverna som inte fanns
dokumenterade 1 litteraturen. Att elever, likt elev 1 och 4 i pilotstudien, s6kte
likheter mellan ursprungsgrafen och grafen till derivatan fanns beskrivet av
bland andra Nemirovsky och Rubin (1992) och Hihkiéniemi (2006b) menar
att detta dr ett vanligt férekommande fenomen. Elev 3 férde 4 sin sida
tankarna till Krutetskiis (1976) geometriska typ dd den fokuserade helt pa
grafens utformning och inte pa det algebraiska uttrycket. Elev 4 personifierade
det resonemang som forts av Aspinwall et al. (1997) dir tva olika tinkanden,
det visuella och det analytiska, stod i konflikt med varandra. Alla fyra eleverna
visade ocksi att de girna resonerade via procedurer om mdijlighet fanns, nagot
som ocksé var vildokumenterat sedan tidigare (se t.ex. Bergqvist et al., 2003;
Juki¢ & Dahl, 2012). De sex elever som intervjuades infér huvudstudien hade
mindre erfatenhet av derivata jimfért med eleverna i pilotstudien.
Uppfattningarna fanns dock édterigen redovisade i tidigare forskningsresultat,
bland annat i form av derivata som en samling regler (se t.ex. Berry & Nyman,
2003; Orton, 1983) eller att inte inse tangentens betydelse (Asiala et al., 1997).
Aven  svarigheten att forstdi inneborden av  derivata i olika
representationsformer var tydlig hos eleverna (Zandieh, 2000). Gillande
derivata visade intervjuerna att tidigare forskningsresultat gav en god bild av
hur elever uppfattade begreppet men ocksd att elevers uppfattningar verkade
vara likvirdiga mellan linder. Att tidigare studier var genomférda med
exempelvis danska, turkiska, kroatiska eller amerikanska elever paverkade inte
overforbarheten 1 resultaten.
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Den goda 6verensstimmelsen mellan de intervjuade elevernas uttryckta
forstielse och tidigare forskningsresultat medforde att de senate var till hjdlp
vid designen av undervisningen. Samtidigt ger inte tidigare forskningsresultat
alla nycklar till en optimal lektionsdesign. Det dr i lika hég utstrickning
tolkningen, bearbetningen och inférlivandet i den aktuella kontexten som ér
avgbrande. De tidigare forskningsresultaten redogjorde i det aktuella fallet
frimst for elevers missuppfattningar. Frigan som i férsta hand behovde stillas
var hur dessa missuppfattningar beskrev vad eleverna behévde urskilja; inte
vad de inte urskilde. Gillande detta gav de tidigare resultaten inte lika tydliga
svar och de beskrev inte heller hur undervisningen skulle se ut. Implicit gavs
visserligen ett antal allminna rdd fér undervisningens utformning och
exempelvis lyftes betydelsen av att den utvecklade en férstaelse f6r begreppet
derivata i olika representationsformer. I studien visade sig dock effekten av att
vatiera representationsformen leda till en minskad mdijlighet f6r eleverna att
urskilja lirandeobjektet. Det betyder inte slutsatsen var felaktig och sivil
forskaten som de i studien deltagande lirarna delade, och delat, uppfattningen
att det dr en viktig f6rméga. I det ldge eleverna som deltog i studien befann sig
var diremot, enligt analysen av resultatet, en avgrinsning till den grafiska
representationen att féredra. Exemplet beskriver hur forskningsresultat inte
alltid ger direkt information om undervisningen utan behéver ses i ljuset av de
aktuella elevernas fOrutsittningar. Detta stiller héga krav pa ldrarna,
framforallt i form av en forstaelse av innehallet och vad det innebir att kunna
det. Lirarna i den aktuella studien hade samtliga gedigna dmneskunskaper
vilket kan pekas ut som en avgoérande faktor i processen att forséka identifiera
pa vilket sitt designen kunde forindras fér att underlitta urskiljningen av
lirandeobjektets kritiska aspekter.

Liarandeobjektet och variationsteorin

Lirandeobjektet inom denna uppsats empitiska studie ligger ndrmast Talls
(2008) och Hihkiéniemis (2006a) utgingspunkt i form av att urskilja derivatan
som ett objekt. Tall (2008) menar att om undervisningen om detivata startar i
den férkroppsligade virlden (Tall, 2004a, 2004b, 2008) leder det till att
derivatans symboliska processer och dess definition ses som mer natutligt.
Hihkiéniemi (2006a) menar att det finns férdelar med att inledningsvis mé&ta
begreppet derivata i den grafiska representationen istillet for att utféra
berdkningar. 1 Hihkiéniemis (2006a) studie ledde detta till att eleverna
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tillignade sig flertalet tankeredskap som de anvinde i diskussioner om
detivata. Hahkiéniemis (2006a) och Talls (2008) resonemang kan jimforas
med Sfards (1991) och Dubinsky och Mc Donalds (2001). De senare beskriver
hur inldrningen startar med enkla processer och forst i ett senare skede forstis
det matematiska begreppet som en statisk helhet. Huruvida undervisningen
om derivata ska starta med berdkningar eller med tolkning av grafer kan
relateras till den sedan linge inom matematikdidaktiken utbredda diskussionen
om procedurella kontra konceptuella kunskaper vilken berérdes i
introduktionen. Valet av lidrandeobjekt ska inte tolkas som att
licentiatuppsatsen tar stillning i denna friga men kan diremot ses i ljuset av
den Overvikt pd algebraiska resonemang hos elever som framkom i
forskningsoversikten. Att urskilja aspekter av lirandeobjektet handlar siledes
inte om att ersidtta utan om att komplettera elevernas algebraiska firdigheter
med ett grafiskt urskiljande.

En forstielse f6r derivata innebdr mer 4n algebraiska manipulationer och
uppfattningar i form av det Zandieh (2000) benimner som pseudo-object.
Zandieh (2000) pekar pa vikten av att elever ges mdoijlighet till en forstdelse av
derivata som innefattar alla tre lagren i hennes matris. Att urskilja relationen
mellan en funktions graf och grafen till funktionens derivata berér alla tre
lagren i den grafiska kontexten i Zandiehs (2000) matris. Detta eftersom det
inte rdcker med att urskilja inneb6rden av en tangent (limit i matrisen) utan
funktionen behéver urskiljas i form av ett (odndligt) antal tangenter (function i
matrisen). Inom den dmnesdidaktiska forskningen om derivata pdpekas ofta
att elever behover arbeta med flera representationsformer (se tex. Berry &
Nyman, 2003; Haciomeroglu et al., 2010; Koirala, 1997; Orton, 1983) vilket
gOr att studier som t6r elevers lirande av grafiska samband 4r motiverade. Om
eleverna urskilt de kritiska aspekterna i relationen mellan en funktions graf
och grafen till funktionens derivata har eleverna erhallit en kvalitativ inneb6rd
av begreppet derivata vilket i sig kan underlitta for att ge exempelvis
derivatans definition en mening.

Variationsteorins sitt att forklara lirandeprocessen betyder inte att de
beskrivningar som ges av exempelvis Tall (20042, 2004b, 2008), Sfard (1991),
Dubinsky och Mc Donald (2001) och Duval (2006) inte kan tillskrivas nagon
mening. Dessa beskrivningar dr dock i férsta hand statiska och redogdr pa ett
6vergripande och dmnesrelaterat plan f6r den kognitiva utvecklingen i termer
av olika nivier. Nir eleven behdrskar nagonting skapar det i sin tur
moéjligheter f6r en fortsatt utveckling och slutprodukten av beskrivningarna
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bestar i att kunnandet formuleras i form av vilka firdigheter och vilken
forstaelse eleverna har vid de olika nivierna. Konkreta exempel pa vad
kunnandet kan bestd av presenteras men i ett mikro-perspektiv saknas en
redogorelse f6r vad som méjliggdr utvecklingen, framforallt inom olika nivier.
Tall (2008) menar till exempel att de tre virldarna bor forenas i
matematikundervisningen men han klargor inte hur de kvalitativa skillnaderna
inom virldarna uppstar. Exempelvis beskrivs hur eleven f6rst lir sig rdkna f6r
att sedan kunna uppfatta talbegreppet men vad som mojliggor for eleven att
ga frin process till koncept fastsills inte.

Aven om manga elever har svarigheter att na det som av Gray och Tall
(1994) beskrivs som proceptuellt tinkande, vilket kan sidgas ha sin
motsvarighet 1 ett objekttdnkande hos Sfard (1991), existerar det ocksa elever
som relativt snabbt nar dessa stadier (Krutetskii, 1976) och ligger mirke till de
aspekter som dr birande for en 6nskvird matematisk forstielse. Vad dr det
dessa elever ser som inte de andra gér? Variationsteorin ger i detta avseende
en forklaring dd den beskriver utvecklingen i form av urskiljning och pa vilket
sitt denna kan mdijliggéras i undervisningen. Det kan verka som att
vatiationsteorins ontologiska grund skulle kollidera med de pa 1990-talet ofta
konstruktivistiskt ~ grundade = (Bjorkqvist,  1993)  teorierna  inom
matematikdidaktiken. Om forklaringen av vad lirande innebir skiljs frin
kunskapen om vilka uppfattningar elever uppvisar behéver emellertid inte
olika ontologiska utgingspunkter utgdra ett problem. Variationsteorin ger en
holistisk bild av lirandet men férklarar ocksa vad lirandet av ett enskilt
fenomen innebir. Samtidigt dr det inte en matematikdidaktisk teori varfér de
beskrivningar av elevers kunnande som ges av Tall (2004a, 2004b, 2008), Stard
(1991), Dubinsky och Mc Donald (2001), Duval (2006) och Zandieh (2000) pa
samma gang dr relevanta.

Testens och iterativitetens betydelse

Tester, bade vad giller utformning och resultat, har en betydelsefull roll i
beskrivningen av vad elever behover urskilja. Studien visar att undervisningen
inte kan utvirderas och utvecklas enbart via observation och diskussion. Aven
om det vicktes funderingar kring designen direkt efter genomférandet av
cykel 1 var samtidigt uppfattningen att lektionerna genomférts pd ett gediget
sdtt utan egentliga misstag. Samma sak gillde de 6vriga cyklerna. Det fanns en
initial uppfattning hos forskaren och lirarna om vad som synliggjorts under
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lektionerna men det var fOrst nir denna jaimférts med resultatet av eftertestet
som det blev mojligt att beskriva vad i designen som kunde bli féremal for
justering.

Pa samma sitt spelade det fordrojda eftertestet en viktig roll. Vissetligen
beskrev eftertestet hur eleverna uppfattat innehéllet men i kombination med
resultatet pa det fordrojda eftertestet kunde det analyseras pa ett noggrannare
sdtt. Rimligtvis existerar det ingen undervisning som syftar till att eleverna
endast ska kunna nagot i ditekt anslutning till lektionen utan maélet 4r att
kunskaperna ska finnas kvar 1 sd stor utstrickning som mo&jligt. Ett f6rdroijt
eftertest ger mojlighet att utvdrdera vad de elever som har bestiende
kunskaper har urskilt. Redan vid réttningen av ett eftertest gors en virdering
av kvaliteten i elevernas urskiljande och i den aktuella studien svarade denna
relativt vl mot utfallet pa det f6rdr6jda eftertestet. Dirmed inte sagt att denna
6verensstimmelse var given varfor det fordrojda eftertestet spelar en viktig
roll vad giller att styrka eller ifrdgasitta analysen av eftertestet.

De test som eleverna genomférde bestod av tre uppgifter och alla av dem
innebar att eleverna skulle motivera sina svar. Kravet pd motivering var
betydelsefullt i analysen da endast ett kort svar av karaktiren ja eller nej i regel
inte beskriver elevernas urskiljande. Ett tydligt exempel ér friga 2b under
eftertestet dir 44 av 45 elever 1 cykel 1 och 3 valde ritt alternativ men en stor
andel av dem kunde inte motivera varfér. Att en del av eleverna limnat
utrymmet f6r motivering tomt skulle kunna tolkas som att de inte tog sig tid
men den forklaringen dr inte den mest sannolika. Testen var designade for att
kunna genomféras pé kort tid, ungefir 10 minuter, och eleverna var dessutom
17-18 4r och sirskilt instruerade att motiveringarna var viktiga. Dessutom
visade de bristfilliga eller knapphindiga motiveringarna pa uppgift 2b att valet
av ritt alternativ inte kunde likstillas med ett kvalitativt erfarande. Alla test har
dock sina begrinsningar och det ska pdpekas att uppgifterna inte alltid med
sdkerhet kunde redogbra f6r hur elevernas urskiljande var beskaffat. Nagra
elever som svarade korrekt resonerade exempelvis med hjilp av insiktsfulla
algebraiska resonemang. Om dessa elever ocksd behirskade andra strategier ir
okint. De kan till exempel ocksa ha urskilt att lutningen pa funktionens graf
svarade mot derivatans virde utan att hinvisa till det. Om sa inte var fallet
svarade de ritt pd testen utan att ha utvecklat de f6rmdgor som specificerades
i det indirekta lirandeobjektet.

Tester forekommer 1 olika form genom hela utbildningssystemet men i
minga fall anvinds resultaten endast f&r att bedéma den enskilda elevens
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prestationer. Skolverket (2014a) betonar vikten av att eleverna involveras i
bedémningspraktiken och att denna inte bara ska vara summativ utan ocksa
av formativ art. Formativ bedémning (se t.ex. Black & Wiliam, 2012) kan ske
genom att liraren anvinder elevens resultat for att identifiera styrkor och
svagheter vilka férmedlas till eleven i syfte att 6ka medvetenheten om vad
som behéver utvecklas. Aven om denna process kombineras med att liraren
beskriver pa vilket sitt utvecklingen kan ske dr det fortfarande eleven som ska
justeras utifrdan ldrarens anvisningar. Iterativiteten inom en learning study
innebir istillet att processen dr omvind; elevernas resultat anvinds for att
forstd hur lidrarna behéver justera sin undervisning. Learning study méter
dirmed det efterfragade behovet av att lirare utvirderar sin egen undervisning
vilket enligt Hattie (2009) 4dr en av de viktigaste faktorerna fOr att uppna hog
maluppfyllelse.

A major argument throughout this book is the power of feedback to
teachers on what is happening in their classroom so that they can ascertain
“How am I going?” in achieving the learning intentions they have set for
their students, such that they can then decide “Where to go next?” for the
students (Hattie, 2009, s.181).

Iterativiteten i en learning study ger inte bara méjlighet att identifiera ndsta steg
utan ocksd att gira om det senaste steget. Direkt eller indirekt designades den
aktuella studien under ett drs tid och sammanlagt hade forskaren och de
deltagande lirarna 88 ars erfarenhet av undervisning. Trots denna Sver tid
utstrickta och i erfarenhet grundade design, identifierades via tester och
observation ett flertal justeringar som bedémdes kunna underlitta
urskiljandet. Hade utférandet varit begrinsat till en cykel skulle erfarenheterna
av denna varit desamma men mdjligheten att omedelbart genomféra en ny
cykel, med en justerad design, kan dnda pekas ut som en bidragande faktor f6r
mojligheten att generera kunskaper om lirandeobjektet. De flesta lirare
reflekterar férmodligen Sver sin undervisning men i regel gir det en tid till
ndsta genomférande och eventuella forindringar riskerar att bli av typen
forandring for forandringens skul/ som Hattie (2009) uttrycker det. Inom en
learning study sker istillet férindringen pé ett systematiskt sitt. De ofta subtila
skillnaderna mellan olika undervisningsmoment skapar férutsittningar for att
pé en detaljerad niva peka ut vilka aspekter av lirandeobjektet som behéver
synligg6ras for eleverna.
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Studiens implikationer nationellt

Redan ar 2003 (Skolverket, 2004) konstaterades en kraftic nedging hos
svenska grundskoleelevers matematikkunskaper men det var forst nér dessa
sjunkit ytterligare ar 2007 (Skolverket, 2008) som det pa allvar bérjade
uppmirksammas. Den negativa trenden har direfter fortsatt. De tva
internationella jimforelser som i regel hinvisas till inom matematik dar TIMSS
och PISA (se t.ex. Skolverket, 2008, 2010) och syftena med maitningarna ér
delvis olika (Wu, 2009). Medan TIMSS ir direkt relaterad il
klassrumspraktiken och liroplaner dr PISA ocksd inriktad mot hur vil
eleverna dr forberedda for framtiden (Wu, 2009). Noterbart dr att Sverige
tappar inom béada undersékningarna och som l6sning pa problemet aberopas
framforallt att undervisningen behéver utvecklas och en av atgirderna frin
regeringen har varit att satsa pd kompetensutveckling f6r matematikldrare
(Utbildningsdepartementet, 2012). Innehéllet i utbildningen bygger pa
kollegialt lirande och uppligget liknar i flera avseenden learning study. Lirare
tar del av tidigare forskningsresultat inom ett omrade och planerar direfter en
lektion gemensamt. Lektionen genomfors sedan av vatje ldrare enskilt och
avslutningsvis diskuteras de olika lektionerna gemensamt.

Den svenska skolan ska vila pa vetenskaplig grund och beprovad
erfarenhet (Skolverket, 2014b). Angdende det senare uttrycker Skolverket
(2014b) att larares eller ett lirarlags tyckande inte dr underlag f6r huruvida en
metod kan betraktas som byggd pa beprovad erfarenhet eller inte. Satsningen
pd att fortbilda matematiklirare dr ett led 1 att Oka skolans vetenskapliga
forankring men samtidigt som tidigate forskningsresultat tas i beaktande och
diskuteras mellan ldrare sa saknas i fortbildningen kravet pa iterativitet och
tester. I denna uppsats empiriska studie utgjorde testresultaten en betydelsefull
del i beskrivningen av vad eleverna urskilt och iterativiteten gav méjlighet att
omforma designen. Utan dessa tvi inslag blir utvirderingen av en lektion inte
pé ndgot sitt meningsloés men mer uddlés och risken ér att aktiviteterna under
lektionen utvirderas utan hinsyn till resultatet av dem. Aven om relationen
mellan en funktions graf och grafen till funktionens derivata utgdr ett
avgrinsat innehall kan de i studien vunna kunskaperna och erfarenheterna
utnyttjas i andra sammanhang. Detta eftersom en undervisningsdesign baserad
péa tidigare forskningsresultat och elevers férkunskaper, med ett kvalitativt
lirande som mal, inte dr metodiskt begrinsad till ett specifikt lirandeobjekt.
Pa samma sitt var licentiatuppsatsens forskningsfrigor centrerade kring ett
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enskilt lirandeobjekt men de svar som gavs kan ocksa tolkas i relation till
undervisning och skolutveckling i en mer generell mening.

Studiens resultat i ett matematikdidaktiskt
perspektiv

Historiskt har diskussioner och studier som r6r matematikutbildning ofta
behandlat elevers taluppfattning och kunskaper inom grundldggande aritmetik
men 1 takt med att matematikdidaktiken utvecklats och utvidgats har ocksa
mer specialiserade omraden kommit att behandlas. Tall och Vinner (1981) och
Orton (1983) forfattade nagra av de forst publicerade studierna som beskriver
elevers forstaelse f6r derivata och under de efterféljande 30 ren har ett stort
antal forskare analyserat elevers uppfattningar av begreppet. Resultaten har
under dessa ar varit férhéllandevis likartade och slutsatserna har ofta varit av
en nedsliende karaktir. Elever verkar ha svirt att utveckla nigon djupare
forstdelse for derivata och deras kunskaper skrivs i regel fram som
procedurella.

Frin 1990-talet och framat kan en viss forskjutning, fran att konstatera
elevers missuppfattningar till att forscka forsta hur dessa har uppstatt, skonjas
och ett antal studier har exempelvis fOorsokt beskriva elevers lirande av
derivata med st6d 1 ett teoretiskt ramverk (t.ex. Asiala et al., 1997; Cooley et
al, 2007). Ett flertal forskare har ocksd avgridnsat sig till den grafiska
representationsformen (t.ex. Aspinwall et al, 1997; Hihkioniemi, 20006a;
Haciomeroglu et al.,, 2010 ). Under andra halvan av 1990-talet etablerade sig
datorerna alltmer inom skolans praktik och dven deras inverkan pd férstaelsen
av derivata har undersékts vid upprepade tillfillen (t.ex. Habre & Abboud,
2006; Ubuz, 2007). Argumentet bland de som féresprakar datorer dr att dessa
bidrar till en Skad férstielse for derivata dd de skapar mojlighet att laborera sig
fram. Samtidigt flyttar de ocksa fokus frin det tidsddande arbetet att rita
grafer till att istdllet kunna studera hur dessa férdndrar sig nir koefficienter
och konstanter varieras. Aven grafritande riknares betydelse for forstielsen
har undersokts (se t.ex. Berry & Nyman, 2003) och forfattarna nar liknande
slutsatser som datorféresprakarna och menar att grafritande riknare kan
stirka forstielsen.

Det som férenar flertalet av de studier som genomforts ér att de pé olika
sitt beskriver ridande férhallanden och inte i fOrsta hand férséker forklara
hur elevernas lirande kan férbittras. De avslutas i och for sig ofta med négra
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generella rdd fér undervisningen men nir forskningsresultaten inte Adr
analyserade mot bakgrund av undervisningen, dtminstone inte i ett mikro-
perspektiv, ges inga ndrmare beskrivningar av hur undervisningen bor
utformas. Hahkiéniemi (2006a) nidrmar sig visserligen lirandet d4 han foreslar
en hypotetisk vig vid inlirningen av derivata men samtidigt dr det ingen
beskrivning pa lektionsniva. Aven Jukié¢ och Dahl (2012) diskuterar méjliga
vigar till att f6rdjupa forstaelsen. I deras fall genom idéer om hur uppgifter
bor utformas. De dr samtidigt forsiktiga i sina ansprak eftersom inte heller
deras studie har analyserat undervisningen utan elevers uppfattningar.

De f6rslag som férekommer vad betriffar undervisningens utformning har
genom dren varit relativt liknande. Orton pekade redan 1983 pé vikten av att
eleverna far arbeta med flera representationsformer och slutsatserna i manga
av de senare studierna har liknande utgingspunkt; derivata ska inte enbart
innebidra algebraiska manipulationer utan dven andra representationsformer
boér férekomma 1 undervisningen. Att beskriva derivatans betydelse 1
vardagliga sammanhang 4r ett annat vanligt férekommande forslag och
Zandieh (2000) lyfter fram begreppet hastighet specifikt eftersom det enligt
henne ofta anvinds ndr derivatans inneb6rd ska férklaras.

Resultatet av denna studie motsiger inte de tidigare forskningsresultaten
vad giller elevers uppfattningar av begreppet derivata. Tvirtom si bekriftades
de i stor utstrickning och med nagot enstaka undantag fanns de uppfattningar
som eleverna i studien gav uttryck for i tester, under lektioner och intervjuer,
redovisade i tidigare forskningsresultat. Det som diremot skiljer studien fran
minga av de tidigare dr dess fokus. Vissetligen var elevers uppfattningar av
intresse men huvudsyftet var att stilla dem 1 relation till undervisningen.

Undervisningen hade tidigare forskningsresultat som en av
utgangspunkterna och dirav valet att i flera av momenten utga fran hastighet
och acceleration. Zandieh (2000) hivdar enligt ovan att det 4r ett vanligt
térekommande angreppssitt och Hihkioniemi (2006a) menar att rorelse ir
ndgot som alla elever kan relatera till vilket dirmed kan gbra det littare att
forsta derivatans innebdrd. Studiens resultat pekar dock mot att detta
stallningstagande bor problematiseras yttetligare. Observationerna av cykel 1
och 2 i studien gav inga beligg f6r att moment B och C (bilen och bollen) var
avgorande for att synliggdra detrivatans betydelse och i cykel 3 var momenten
nirmast hindrande. Detta betyder inte att en anknytning till vardagliga
hindelser (eller objekt) inte bor férekomma i undervisningen inom derivata.
Studiens resultat visar emellertid att anknytningen inte alltid 4r helt
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oproblematisk och att det inte kan tas for givet att en koppling till vardagen
leder till en 6kad mojlighet till urskiljning. Vardagliga hindelser dr i regel
komplexa ur matematisk synvinkel och foér elever som inte har accepterat
matematikens sitt att modellera kan kopplingen till vardaglica hindelser
orsaka problem. Gillande lirandeobjektet, relationen mellan en funktions graf
och grafen tll funktionens derivata, forefaller urskiljandet enligt studiens
resultat snarare ha underldttats av att behandlingen av innehillet f&rflyttades
till en abstrakt niva.

Att kunna vixla mellan representationsformer dr enligt Duval (2006) den
mest avgorande férmagan for progressionen i den matematiska fOrstaelsen.
Resultatet av den empiriska studien kan tyckas std i motsats till Duvals (20006)
resonemang men paradoxalt nog kan det vara tvirtom. Att forstd inneborden
av ett begrepp i flera representationsformer och att kunna vixla mellan dem ar
milet men fér att kunna gbra detta maste eleverna rimligtvis forst kunna
urskilja inneb6rden 1 representationsformerna var £6r sig. Eleverna viljer sa att
sdga inte att vixla till en representationsform dir ingen uppfattning existerar.
Nir representationsformen i cykel 1 varierade erbjéds eleverna att stanna kvar
i det algebraiska tinkandet och méjligheten att urskilja derivatan i den grafiska
representationsformen begriansades. I cykel 2 och 3 var den grafiska
representationsformen den enda som erbjods men dven om detta under
lektionerna utgjorde en begrinsning innebar det pd samma gang en utvidgning
i det lingte perspektivet.

P4 samma sitt som en varierande representationsform verkade férsimra
mojligheterna till urskiljning antyder studien ocksi att en invarians av grafer
har samma paverkan. Initialt kan grafer som eleverna kinner igen anvindas
for att synligedra de kritiska aspekterna men dérefter bor generaliseringen ske
med hjilp av grafer som inte kan beskrivas med ett algebraiskt uttryck i den
meningen att eleverna kan tillimpa deriveringsregler.

Den empiriska studien inom denna licentiatuppsats har genererat ett antal
resultat men de ska tolkas med forsiktighet. Innehéllets behandling ir enligt
studien en faktor som paverkar elevernas mdjligheter till lirande men
samtidigt var urvalet begrinsat till 68 elever frin fyra olika gymnasieprogram.
Generaliserbarheten i resultaten 4r didrmed svér att uttala sig om men det
relativt sndva urvalet till trots bidrar studiens resultat med ett antal hypoteser
vilka kan prévas i nya studier alternativt ses i relation till andra resultat inom
omradet. Vid sidan om detta bidrar resultaten dessutom med att
problematisera innebérden av de allminna riktlinjer som inte sillan avslutar
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studier som ror elevers lirande av derivata. Studien visar att det inte finns
ndgon universallésning for hur undervisningen om detivata ska designas utan
att detta ar beroende av de aktuella eleverna.
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Bilaga 1

Intervjufragor vid undersokningen av elevernas, fore studien, uttryckta uppfattningar om
funktioner och derivata.

1. Du har arbetat med funktioner inom matematiken. Kan du forsdka beskriva vad en
funktion ar?

2. Kan du ge nagot exempel pa en funktion?

3. Ar det hér en funktion?

A i/

O W Bt G

4. Beskriv vad begreppet derivata innebar for dig.
5. Hur kan man bestdamma derivatan?
6. Kan du sdga nagot om derivatan hos denna funktion? (se grafen i fraga 3)

7. Kan du i grova drag férsoka skissa en graf som visar din langd fran det att du foddes fram
till idag? Vad innebér derivatan i detta fall?






Bilaga 2

Svarsalternativ i fraga 2b pa fortest.

a)

c)

e)

b)

d)

f)







Bilaga 3

Svarsalternativ i fraga 2b pa eftertest och fordrojt eftertest.

a)

c)

e)

b)

d)

f)

Bl










VARIATIONENS BETYDELSE FOR ELEVERNAS
LARANDE

Relationen mellan en funktions graf och grafen till funktionens
derivata

Enligt den matematikdidaktiska forskningen dr en forstdelse for
derivata beroende av formdgan att kunna viaxla mellan derivatans
olika representationsformer. Samtidigt beskrivs emellertid ocksa hur
derivata for manga elever blir synonymt med att manipulera algebraiska
funktionsuttryck. Denna licentiatuppsats baseras pa tidigare forskning
men fokuserar inte, likt flera tidigare studier, pa elevers missuppfattningar.
Utgangspunkten ar istillet pa vilket sitt en kartliggning av elevernas
uppfattningar kan anvidndas i undervisningsplanering och genomforande
for att utmana och utveckla elevernas forstaelse. Uppsatsen innefattar en
empirisk studie dir relationen mellan en funktions graf och grafen till
funktionens derivata utgor det dmnesspecifika innehallet. Resultatet av
studien visar att forstdelsen for relationen mellan graferna gynnas om
undervisningen endast behandlar den grafiska representationsformen
och inte den algebraiska. Larandet gynnas ocksa av att undervisningen
innehaller en variation av grafer med olika komplexitet. En koppling till
vardagliga hiandelser leder daremot inte enligt studien till en mer kvalitativt
utvecklad forstielse hos eleverna.

Ulf Ryberg har varit verksam som matematiklarare
sedan borjan pa 2000-talet. Hans forskningsintresse
ar klassrumsnira och inriktat pa relationen mellan
undervisning och larande.

GUPEA - Goteborgs universitets publikationer - elektroniskt arkiv:
http://hdl.handle.net/2077/37569
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