GOTEBORGS UNIVERSITET

INST FOR PEDAGOGIK OCH SPECIALPEDAGOGIK

Larares exempel | matematik

En studie om larares anvandning av exempel fore
och efter deltagande i Learning study

Henrik Hansson

Uppsats/Examensarbete: 15 hp
Program och/eller kurs: PDGX61

Niva: Grundniva
Termin/ar: Ht/2013
Handledare: Angelika Kullberg
Examinator: Mikael Nilsson

| Rapport nr: PDGX61:1 HT14



Abstract

Uppsats/Examensarbete: 15 hp
Program och/eller kurs: PDGX61

Niva: Grundniva

Termin/ar: Ht/2013

Handledare: Angelika Kullberg

Examinator: Mikael Nilsson

Rapport nr: PDGX61:1 HT14

Nyckelord: Variationsteori, Learning Study, Exempel, Matematik,

Undervisning, L&rande

Studien underséker om och i s fall hur larare i matematik andrar sin undervisning efter att de
deltagit i en kompetensutveckling i form av tre Learning studies. Lédrares anvandning av
exempel i undervisning samt skillnader i vad som gérs mojligt att lara studeras. Data bestar av
totalt fyra lektioner dar tva larare undervisar tva lektioner var. En lektion fore respektive efter
att de deltagit i Learning studies videoinspelades. Variationsteorin &r teoretiskt ramverk i
studien. Resultatet visar att lararna férandrat anvandningen av exempel i sin undervisning. |
lektionerna efter Learning studies, valde lararna fler exempel som fokuserade skillnader
(kontraster), fler exempel dar det fanns en tydligare invarians mellan exemplen och dar
specifika aspekter varierades, samt fler exempel som skapade ménster av variation. Studien
visar dven att forandringen gav olika mojligheter till l&rande i lektionerna. | lektionerna efter
lararna deltagit i Learning studies gavs eleverna mojlighet att erfara fler aspekter i relation till
det som skulle laras, mojlighet att urskilja en storre variation inom aspekterna, samt mojlighet
till en storre vidd av exempel. Detta indikerar att larare genom att delta i Learning studies kan
utveckla undervisningen och anvandningen av exempel samt att det kan bidra till att ge elever
storre mojligheter till larande.
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Inledning

| Skolverkets sammanstallning av resultat fran TIMSS (Trends in International Mathematics
and Science Study) pavisas en nedatgaende trend i svenska elevers matematikkunskaper,
under de tv& senaste decennierna (Skolverket, 2009). | TIMSS jamfors svenska elevers
kunskaper och fardigheter med elever i andra lander och med tidigare elever i Sverige. Aven
en annan internationell jamforelse av elevers kunskaper i matematik, PISA (Programme for
International Student Assessment) visar samma trend (Skolverket, 2013b). Trenden har skapat
debatt i Sverige om vilka férandringar som bor goras for att forbattra prestationerna i
matematik. Mycket av diskussionen har handlat om faktorer utanfor undervisningen, till
exempel om skolan skall forstatligas igen, om det skall vara férre elever i klasserna, om
skolplikten skall utokas till tio ar, om det fria skolvalet skall tas bort. Det finns manga saker
som kan goras for att en forandring i skolan skall ske, men lite diskuteras om vad som kan
forandras direkt i undervisningen for att forbattra svenska elevers matematikprestationer. 1
Skolverkets sammanstallning av resultat fran TIMSS pekas just undervisningen ut som en av
de bidragande faktorerna till den negativa trenden (Skolverket, 2009).

Undervisning ar ett komplext fenomen som bestar av manga olika aspekter och fragor, till
exempel om den skall vara lararstyrd eller om eleverna skall arbeta individuellt, vilket
material och aktiviteter som skall anvandas, hur ett tillitande klimat kan skapas i
undervisningssituationerna. Den aspekt foreliggande studie fokuserar &r hur larare behandlar
innehallet i undervisningen. Elever i Shanghai (Kina) ar de som enligt PISA 2012 presterat
bast i matematik (Skolverket, 2013b). Haggstrom (2008) studerade hur larare i Hong Kong,
Shanghai och Sverige undervisade samma matematikinnehall och fann att lararna behandlade
innehallet olika. Han har visat att kinesiska larare varierade aspekter av innehallet pa ett mer
systematiskt satt och indikerar att detta kan vara en anledning till skillnaden i resultat mellan
landernas prestationer i de internationella undersdkningarna. Flera forskare (Runesson, 1999;
Pong, 2000; Marton, 2003; Al-Murani, 2007; Kullberg, 2010) har visat att hur larare
behandlar innehéllet gor skillnad for vad eleverna har mojlighet att lara. Bills, Dreyfus,
Mason, Tsamir, Watson och Zaslavsky (2006) samt Scataglini-Belghitar och Mason (2012)
menar att larares exempel och matematikinnehdllet, ej géar att separera da larares
matematikundervisning just sker genom de uppgifter och exempel som lararen presenterar
och eleverna arbetar med. Kan larare utveckla sin matematikundervisning genom att forandra
hur de anvander exempel (och darmed férandra hur de behandlar innehallet) i sin
undervisning?

Denna studie undersoker tva larares matematikundervisning och hur de anvénder exempel
fore och efter deltagande i en kollegial kompetensutveckling, kallad Learning study. Studien
undersoker om och isafall pa vilket satt lararna har forandrat sin undervisning om samma
innehall. Fokus i studien ar hur lararna behandlar innehallet i matematikundervisningen
genom anvandning av exempel. Studien kan ge ett bidrag till om l&rares undervisning &ndras
genom erfarenheter de fatt genom deltagande i Learning studies. Studien ar en delstudie i
LGK-projektet (Lararnas Gemensamma Kunskapsproduktion®), vid Géteborgs Universitet.

! Lararnas Gemensamma Kunskapsproduktion &r ett projekt finansierat av Vetenskapsradet. | projektet ingar
forskare fran Hogskolan i Jonkoping, Goteborgs Universitet, Luled Tekniska Universitet och Hogskolan i
Halmstad. Projektledare &r Ulla Runesson, Hogskolan i Jonkdping
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Bakgrund

Anvéndning av exempel i matematikundervisning &r vél beforskat (Bills, Dreyfus, Mason,
Tsamir, Watson och Zaslavsky, 2006). Daremot har fa studier gjorts dar man undersoker
anvandning av exempel ur ett variationsteoretiskt perspektiv. Ett exempel &r Al-Muranis
(2007) studie som i forskningsprojektet Dimensions of Variation Programme (DVP)
studerade hur larare behandlade det matematiska innehallet algebra i sin undervisning. Sex
klasser undervisades av larare som deltog i projektet och fyra klasser undervisades av larare
som utgjorde en kontrollgrupp till projektet. Projektet pagick 6ver fjorton manader och totalt
videoinspelades och analyserades tta lektioner, fyra lektioner i borjan av projektet och fyra
lektioner i slutet av projektet. Lararna och forskarna traffades regelbundet och planerade
tillsammans hur lektionerna med innehéllet algebra i fokus skulle genomféras samt
utvarderade dem, med hjalp av variationsteorin. Al-Murani visar att lararna som deltog i DVVP
undervisade pa ett kvalitativt annat satt an lararna i kontrollgruppen. Lérarna interagerade och
kommunicerade med eleverna om undervisningens innehall pa ett sitt som gjorde att aspekter
av innehallet systematiskt varierades pad ett annat satt i lektionerna, jamfort med
kontrollgruppernas lektioner. | motsats till kontrollgruppens larare &ppnade lararna som
deltog i projektet for mojligheten till andra variationer an enbart ett exempel som visade pa
nagot generellt och att det fanns fler satt att 16sa ndgot &n enbart pa ett specifikt satt. Nar
exempelvis ekvationssystemet 5x-y=9, 4x+y=9 skulle Ifsas visade en l&rare som deltog i
projektet att man kan substituera uttrycket for y forst, men att det &r ett val och att det kan
variera. Léraren forde en dialog med eleverna och de kom tillsammans fram till att man &ven
kan substituera uttrycket for x forst. Pa liknande satt visar Al-Murani dven andra exempel pa
att elever som undervisades av lararna som deltog i DVP fick stérre moéjlighet att erfara
systematisk variation av undervisningens innehall och darmed andra majligheter till larande
med hjalp av de exempel lararna anvénde, &n elever som deltog i undervisning av
kontrollgruppens larare.

Learning study &r ett arrangemang dér larare tillsammans studerar elevers larande med hjalp
av en teori om larande (se kap. Teoretiska utgangspunkter) och i de flesta Learning studies
som genomforts har variationsteorin anvénts. | ett flertal Learning studies har larares
anvandning av exempel visat sig vara centralt for elevernas larande (Kullberg, 2010). | en
Learning study om decimaltal (att det finns oandligt manga decimaltal) behandlade lararna
innehallet pa olika satt i lektion 1 jamfort med lektion 2 och 3 (Kullberg, 2004). | lektion 2
och 3 behandlades innehéllet bland annat genom att talen 0,97 och 0,98 representerades pa
olika satt (decimaltal, brdktal och procent) och en jamférelse mellan talen 0,97 och 0,98
genomfordes, vilket inte gjordes i lektion 1. De aspekter som varierade i lektionerna genom
anvandningen av exempel, skiljde sig enligt Kullbergs analys at mellan lektionerna. | lektion
1 varierades olika tal medan decimalformen var invariant och i lektion 2 och 3 varierades
olika antal andelar av en helhet. Eleverna i lektion 2 och 3 gavs ddarmed storre mdjlighet att
lara att det finns oandligt manga decimaltal, &n eleverna i lektion 1. Kullberg indikerar att
lararna utvecklat hur de behandlade innehallet i lektion 2 och 3 jamfort med lektion 1 och att
det hade betydelse for elevernas larande.

Pillay (2013) foljde i en studie lararnas utveckling i en Learning study om funktioner. Han
kunde tydligt se att lararna utvecklade innehéllets behandling med hjélp av exemplen, ju
langre studien pagick och att detta gav battre mojligheter till larande for eleverna. Framférallt
i lektion 4 anvandes exemplen annorlunda &n i de andra lektionerna. De anvéndes mer i par
och exempelvis anvandes y=2x och y=1/2x respektive p (x) = x* och g (x) =2* samtidigt och
eleverna fick jamfora dem med varandra. Anvandningen av exempel pad detta sétt gav



eleverna mojlighet att urskilja kritiska aspekter som i de tidigare lektionerna inte varit mojligt.
Fore och efter studien fick lararna aven fylla i enkéter dar de skulle svara pa frdgor som
exempelvis hur de véljer och anvénder exempel i sin undervisning. Lérarna uttalade att de
efter studien valde exempel utifran vad som skall laras och inte langre slumpmassigt ur ett
laromedel eller utifran vilken kunskapsniva eleverna befinner sig i gruppen. De uttalade ocksa
att de anvande exempel i medvetna sekvenser for att ndgot specifikt skall vara mojligt att
urskiljas, samt att de tanker pa vad som varierar och ar invariant mellan exemplen.

Ovanstaende studier & exempel pa undersokningar dar larare forandrat sitt satt att behandla
innehallet i sin undervisning genom Learning studies och med hjalp av variationsteorin.
Slutsatsen av studierna &r att lararna som deltagit i dessa arrangemang utvecklat sitt satt att
behandla innehallet i undervisningen (genom hur de anvander exempel), medan de deltagit i
projekten. Aven andra studier har studerat larares larande i Learning studies (se Gustavsson,
2008; Wernberg, 2009; Holmgqvist, 2011). Holmgqvist (2011) undersokte om och i sa fall pa
vilket satt sex larare forandrade sin planering och undervisning i tre olika Learning studies, de
deltog i. Hon kommer fram till att lararna gradvis fordndrade sitt sétt att planera och
genomfora lektionerna i studierna, under de tre terminerna som de pagick. Den férandring
hon fokuserade och noterade var att lararna forbattrade sin forméaga att urskilja
elevgruppernas kritiska aspekter for ett larandeobjekt och att de férandrade behandlingen av
larandeobjektet, genom att hantera innehallet pa ett annat satt. Varken Holmgqyvists studie eller
de andra ovan ndmnda studierna har dock studerat hur larare som deltagit i studier férandrat
sitt satt att undervisa en tid efter genomférda Learning studies. Denna studie har analyserat
effekterna pa lararnas larande néar det galler anvandning av exempel en tid efter att de deltagit
i Learning studies. | studien studeras tva larares undervisning och behandling av innehallet
fore och efter deltagandet. Studien undersoker hur lararna férandrat anvandningen av exempel
och vilka skillnader foérandringen inneburit for elevernas mdjlighet att léra.

Problemformulering och syfte

Syftet med studien &r att beskriva skillnader i hur matematiklarare anvénder exempel i sin
undervisning fore och efter deltagande i Learning study samt vilka olika mdjligheter till
larande det ger. De fragor studien avser att besvara ar

e Hur skiljer sig lararnas anvandning av exempel i undervisningen, fére och efter
deltagande i Learning studies?
o Vad ger skillnaderna i anvandning av exempel for olika méjligheter till Iarande?



Tidigare forskning om exempel i matematikundervisning

Vad dr ett exempel? Watson och Mason (2005) menar att ett exempel &r “...anything from
which a learner might generalize.” (s. 3). Flera forskare (Zodik & Zaslavsky, 2008; Rowland,
2008; Mason, 2006) menar att ett exempel ar ett specifikt fall eller instans i en storre generell
klass. Watson och Mason (2002) menar att det viktiga draget i exempel ar att de valjs av en
rad mojliga exempel. Goldenberg och Mason (2008) menar att matematiska objekt bara blir
exempel om det uppfattas som exempel av ndgot. Watson och Mason (2005) menar att
exempel kan vara exempel pa olika saker inom matematiken. De kan vara exempel pa
begrepp, dar x+4=7 &r ett exempel pd en forstagrads ekvation, medan 3x*+2x=3-7x &r ett
exempel pa en andragradsekvation. Det kan ocksa vara exempel pa metoder dar 3+2x=7, 3-
3+2x=7-3, 2x=4, 2x/2=4/2, x=2 ar ett exempel pd att 16sa en ekvation med hjalp av
balansmetoden och det kan &ven vara exempel som representerar ndgot, dar 3x°+2x=3-7x &r
ett exempel som representerar en ekvation som ar svdrare att I6sa an 3+2x=7. Oavsett vad
exempel dr exempel pd, s 4r de nagot specifikt i ndgot mer generellt. Dessa exempel kallas
for generic examples (Mason & Pimm, 1984). Denna studie anvander begreppet exempel som
att det ar en specifik instans i ndgot matematiskt generellt, till exempel &r % ett exempel pa ett
stambrak.

Tsamir, Tirosh och Levenson (2008) menar att det finns fler exempel &n de generiska. Icke-
exempel (non-examples) &r en annan typ av exempel och &r exempel som inte stimmer med
det begrepp, eller den I6sning som l&raren vill att eleverna skall 1ara sig. Ett icke-exempel kan
vara 3+4=7 (nér begreppet ekvation behandlas), for att visa vad som inte &r en ekvation och
det kan ocksd vara 2-3+4=7.2, for att visa att om man gor ett tilligg i form av en
multiplikation pé ena sidan om likhetstecknet (i detta fall pa hoger sida, i exemplet 3+4=7) sa
maste man ocksa gora det pd alla andra varden pa vanstra sidan av likhetstecknet, ej enbart pa
ett av vérdena. Zaskis och Chernoff (2008) tar upp en annan typ av exempel, motexempel. De
menar att ett sadant exempel &r ett exempel som motbevisar den larandes uppfattning om vad
som ar matematiskt korrekt. Motexempel anvands for att skapa en kognitiv konflikt, dar den
larande stélls infor en motsdgelse av sin uppfattning eller infor ett faktum att uppfattningen ej
ar hallbar i alla exempel.

Exempel kan dven kategoriseras pa andra satt. Ett sétt ar fran vem exemplen kommer ifran, i
undervisningen. Instructional examples kommer fran lararen och Student Generated
Examples kommer fran eleverna. Watson och Mason (2002) menar att exempel skapade av
elever (Student Generated Examples) ar exempel dar eleverna sjalva utarbetar forslag som
visar pa nagot mer generellt, exempelvis begrepp och lésningar. Sddana exempel kan ge
indikationer pa vad eleverna kan om ett specifikt matematiskt innehall och kan dven hjalpa till
att utveckla forstaelsen av det. Zaslavsky och Lavie (2005) menar att exempel som instruktion
(Instructional examples) &r exempel som i en undervisning, valts och erbjuds av lararen for att
eleverna skall lara sig ett specifikt matematiskt innehdll. Sddana exempel &r och har under
lang tid varit en central del av matematikundervisningen. Rowland (2008) menar att exempel
som instruktion kan ha tva olika anvdndningsomraden. Det ena &r induktivt och sd skall
exemplen erbjuda exempel av nagonting, dar ndgonting ar det generella och exemplet &r en
instans i det generella. Han menar att det andra anvandningsomrédet ej &r induktivt och att
exemplen anvéinds som uppgifter att 6va/trana pa (fardighetstraning). Aven dessa exempel &r
specifika och representerar nagot generellt. Denna studie fokuserar de exempel lararen valjer
att anvénda och erbjuda eleverna, exempel som instruktion och de som anvénds induktivt, till
exempel vid helklassdiskussioner dar exemplen ar tillgangliga for alla elever samtidigt.



Betydelsen av de exempel och uppgifter larare anvander och hur de anvander dem i sin
matematikundervisning &r val beforskat. Bills et al. (2006) menar att “The choice of
examples, and their sequencing, is crucial in instruction” (sid. 146).

Watson (2008) har undersokt vilken roll exempel har for elevers engagemang och larande i
matematikundervisning. | studien analyserades fyrtio lektioner fran tva tidigare studier, The
Changes in Mathematics Teaching Project (CMTP) och Mathematics Knowledge in Teaching
e-Research Project (MKiTeR). Fokus i analysen av lektionerna var, i) vad som var tillgangligt
under lektionerna som eleverna kunde ldra matematik av, ii) vad eleverna skulle géra under
lektionerna och iii) hur matematiska idéer kunde utvecklas under lektionerna. Hon kom fram
till att de exempel som ldrarna anvénde spelade stor roll for elevernas engagemang och
larande oavsett vilken undervisningsstil, social kontext, lektionsstruktur och monster av
interaktion som fanns i lektionerna.

Trots att larares val av exempel spelar en viktig roll i matematikundervisningen undervisas
det sallan specifikt om detta pa lararutbildningar (Goldenberg & Mason, 2008). Rowland
(2008) uppmarksammade detta problem och har studerat de val av exempel lararstudenter
gjorde samt hur de anvande dem i sin praktiska del av utbildningen, i matematikundervisning.
Lararstudenterna hade inte fatt nagon tidigare direkt utbildning om vikten av val i vilka
exempel de skulle kunna anvinda och hur de kunde anvénda dem. Rowland analyserade
tjugofyra matematiklektioner de undervisade i och hur de férberedde sig infér dessa. Han kom
fram till att studenterna hade bristfalliga insikter i vilka exempel de anvande vilket renderade i
fyra olika kategorier som lararutbildare behdver guida och undervisa studenterna i hur de kan
anvénda exemplen i sin undervisning: “variables”, “sequencing”, “representations” och
”learning objectives”. Med variables” menas att varje matematiskt objekt bestéar av tva eller
fler komponenter/variabler och att larare behdver ta hansyn till vilka variabler som finns i ett
objekt, nar de véljer exempel. Med “sequencing” menas att exemplen kan komma i olika
kronologisk ordning, exempelvis samtidigt eller efter varandra och att larare behdver ta
hansyn till i vilken ordning exemplen anvénds. Med representations” menas i vilken form
exemplen presenteras och &r viktigt att ldrarna tar hansyn till s att det tangerar vad som skall
laras. Rowland namner att Naturliga tal kan presenteras i manga olika former, t.ex. block,
linjer, rutnat. Med “learning objectives” menas att exemplen skall véljas utifran vad de skall
anvéndas till och vad eleverna skall l&ra av dem.

Zodik och Zaslavsky (2008) har undersokt vad som karaktariserar redan utbildade larares val
av exempel infér och i undervisning. Undersékningen har anvant 54 lektions observationer,
frén fem olika larares undervisning samt for- och efterintervjuer med lararna, for varje lektion.
De kom fram till att lararna bade anvinde exempel som &r planerade i forvdg och exempel
som &r spontana i undervisningen. De spontana exemplen ar exempel som lararna valjer att
anvanda beroende pd vad som hander i undervisningen. Bade de exempel som &r planerade i
forvag och de exempel som anvands spontant delades sedan upp i olika grupper. Anledningen
till att lararna véljer de ena eller andra exemplen & manga och Zodik och Zaslavsky (2008)
menar att "The specific choice of examples may facilitate or impede students learning, thus it
presents the teacher with a challenge, entailing many considerations that should be weighed.”
(s. 166). De namner olika aspekter larare maste ta hansyn till nar de valjer exempel, av vilka
nagra éar, i) vilken generell matematisk princip exemplet skall vara nagot specifikt i, ii) vilka
styrkor och svagheter elevgruppen har i den generella matematiska principen, iii)
medvetenhet om elevernas mdjliga 6ver- eller undergeneralisering av de exempel som
anvands, iv) elevers tendenser att fokusera ej relevanta aspekter av exemplet istéllet for de
kritiska aspekterna for det larande som exemplet skall visa pa, v) vilka aspekter som kan och



bor variera mellan exemplen for att eleverna skall fokusera det som &r relevanta drag hos
exemplen. Zodik och Zaslavsky (2008) menar precis som Rowland (2008) samt Goldenberg
och Mason (2008) att lararutbildningen behdver utbilda blivande larare i vikten av vilka
exempel man véljer och hur man anvénder dem, samt att redan utbildade l&rare behdver
fortbildas i detta.

Ma (2010) menar att kinesiska larare valjer och anvander exempel pa medvetna och specifika
sétt i sin matematikundervisning och att det grundar sig i deras PCK (Pedagogical Content
Knowledge). Hon intervjuade amerikanska och kinesiska larare om hur de undervisar i olika
matematiska innehall och fann skillnader i vad de undervisar om, vilka exempel de véljer och
hur det paverkar variationen av innehallet. De amerikanska lararna undervisade om
procedurerna i berdkningar, medan kinesiska larare undervisade bade om procedurerna och de
underliggande principerna bakom procedurerna. N&ar de kinesiska lararna undervisade
anvande de &ven en storre variation av innehallet 4n de amerikanska lararna. De forsokte fa
eleverna att urskilja flera olika variationer pa samma sak. Ett exempel var olika sitt att
berdkna samma sak och vilket satt som ar mest effektivt. De amerikanska lararna undervisade
ofta i enbart ett specifikt satt att berdkna. Ma menar ocksa att de kinesiska lararna varierade
innehallet medvetet med hjalp av de exempel som anvéandes, for att eleverna skulle ha
majlighet att urskilja specifika aspekter som lararna visste var viktiga for att forstd de
underliggande principerna i matematiken. 1 och mellan de exempel lararna valde att anvénda,
var ofta en specifik aspekt invariant och dar olika variationer gjordes utifran det. Ett exempel
hon beskriver ar uppdelning av ett tal for att sedan kunna anvénda den kunskapen nér elever
ska losa subtraktioner med véxling, med hjélp av algoritm. Hon utgar fran subtraktionen 53-
26 och visar hur kinesiska larare resonerade runt att dela upp talen pa olika satt. Lararna
argumenterade foér att man antingen kan dela upp 53 i 40 och 13 for att kunna subtrahera
darifrdn och detta var ocksd det vanligaste svaret fran de amerikanska lararna. De kinesiska
lararna diskuterade dock fler satt man kan dela upp 53, exempelvis som 40, 10 och 3 for att
subtrahera darifran. De kinesiska lararna argumenterade aven for att i subtraktionen dela upp
talet 26 som 20, 3 och 3 och att det kan vara effektivt, vilket ingen av de amerikanska lararna
gjorde. Genom att visa skillnaderna mellan hur de kinesiska lararna anvénde exempel i sin
undervisning jamfort med amerikanska, argumenterar Ma &ven for att det ger olika
majligheter till larande och dar kinesiska elever far storre mojlighet att lara sig olika satt att
I6sa samma sak.

De beskrivna studierna visar att larare anvander exempel pa olika sétt och att det ar viktigt att
larare medvetet anvander exempel i matematikundervisning, utifran den variation som finns
mellan exemplen. Watsons (2008) och Mas (2010) studier visar att de exempel elever far
tillgang till i undervisning ger specifika majligheter till larande.



Teoretiska utgangspunkter

Studien undersoker lararnas anvéndning av exempel fore och efter deltagande i tre Learning
studies, samt vad de skillnaderna medfor for olika mojligheter till larande. FOr att undersoka
och analysera detta anvénds variationsteorin (Marton, 2014; Lo, 2012).

Variationsteorin

Variationsteorin har sitt ursprung i fenomenografin (Marton, 1981; Runesson, 1999; Marton
& Booth, 2000; Lo, 2012). Fenomenografins satt att se pa varlden (ontologi), 4r att man inte
kan separera individens erfarande av varlden och varlden. Varlden skapas av hur vi uppfattar
den (Marton, 2014; Marton & Booth, 2000). Enligt fenomenografin uppfattar vi ett fenomen
som nagonting, men att detta nagonting kan vara olika for olika individer. Olika fenomen
bestar av olika aspekter och Lo (2012) menar att det finns en grans for hur mycket vi kan
fokusera samtidigt i ett fenomen och att det innebadr att vissa aspekter av fenomenet kommer i
forgrunden och andra i bakgrunden. Beroende pa vilka aspekter som kommer i forgrunden
uppfattar vi fenomenet péa ett specifikt sitt och eftersom olika aspekter kan komma i
forgrunden for olika individer kan samma fenomen uppfattas pé olika sétt (Marton & Booth,
2000; Pang, 2003). Nar det galler larande menar flera forskare (Marton, 2014; Marton &
Booth, 2000; Runesson, 1999) att det kan ses som forandring i séttet att uppfatta nagot, till
exempel att andra aspekter kan urskiljas &n de man tidigare urskiljt eller att fler aspekter &n
tidigare kan urskiljas samtidigt. Hur kan man da se pa relationen mellan fenomenografin och
variationsteorin? Ett sétt att se det ar att fenomenografin ar ett forskningsomrade som kan
sdgas fokusera och undersoka hur ménniskor uppfattar fenomen i vérlden och vad larande
inneb&r, medan variationsteorin kan ses som en larandeteori om vad som kravs for att lara
(Pang, 2003; Runesson & Kullberg, 2010). Om det &r fdérandring och utveckling av en
uppfattning som ar larande (fenomenografiskt satt att se pa larande), kan variationsteorin vara
ett verktyg som hjalper till med vad som krévs for att lara och kan &ven anvandas for att
analysera om majligheten till 1arande givits. | variationsteorin &r larandet centralt och larandet
ar alltid ett larande av nagot specifikt. Detta nagot definieras i teorin som Larandeobjekt
(Marton, Runesson & Tsui, 2004).

Larandeobjekt

Med ett larandeobjekt avses vad som skall laras, vilken forméaga som skall utvecklas (Marton,
2014; Marton, Runesson & Tsui, 2004). Larandeobjektet ses i teorin utifran tre perspektiv, det
avsedda, det iscensatta och det levda larandeobjektet (Lo, 2012; Wernberg, 2009; Marton,
Runesson & Tsui, 2004). Det avsedda larandeobjektet &r det lararen planerar att undervisa om
och som lararen vill att eleverna skall lara sig vid ett undervisningstillfalle. Perspektivet har
kan ségas vara en ldrares. Det iscensatta larandeobjektet &r det larandeobjekt som kommer
fram i undervisningen och som ar méjligt for eleverna att lara sig. Perspektivet har kan ségas
vara en forskares, som analyserar vad som ar mojligt att lara. Det levda larandeobjektet &r det
som eleverna faktiskt lar. Perspektivet h&r kan s&gas vara elevernas. Ur ett
undervisningsperspektiv &r det onskvért att det avsedda, det iscensatta och det erfarna
larandeobjektet ar detsamma, men for det finns ingen garanti oavsett hur bra undervisning
lararen planerar och genomfdr. Denna studie fokuserar och undersoker det iscensatta
larandeobjektet.
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Dimensioner av variation, varden och instanser

Marton och Booth (2000) menar att ett fenomen defineras av den variation av de olika
aspekterna, som finns i fenomenet. Marton (2014) och Marton och Booth (2000) anvénder
begreppet aspekt synonymt med dimension av variation (DoV). Marton (2014) ger farg som
exempel pa en DoV och att det inom dimensionen farg finns mojlighet till en variation av
olika farger, till exempel gron, rod, bld. Variationen i en DoV bendmner han som varden i
dimensionen, vilket innebar att gron, rod och bla ar exempel pa varden inom DoV farg.
Marton (2014) menar dven att ett varde har instanser och att vérdet grén i DoV férger,
exempelvis kan ha instanserna grén boll, gron kub och grént prisma. Denna studie anvéander
som tidigare namnts begreppet exempel som en instans i nagot mer generellt. Begreppet
instans anvands darmed synonymt med begreppet exempel och som att det representerar ett
mer generellt vérde.

Laranderymd

Det &r det iscensatta larandeobjektet som visar vad som varit mojligt att lara vid ett
undervisningstillfalle (Marton, Runesson & Tsui, 2004; Kullberg, 2010). De definerar det
iscensatta larandeobjektet som den laranderymd (space of learning) som funnits och att den
karaktiseras av de DoV som &ppnats upp. Manga olika Dov kan Oppnas upp i ett
larandeobjekt, men i laranderymden fokuseras de som &r relevanta for det larandeobjekt som
behandlas. Olika laranderymd kan skapa olika mojligheter att lara.

Variationsrymd

Runesson & Marton (2002) menar att det férutom laranderymd &ven finns en variationsrymd
(space of variation). Det innebér att det &r den variation av vérden som anvands (iscensatts)
for att 6ppna upp en DoV, som ar mdéjliga att lara. Manga variationer kan anvandas men i
variationsrymden fokuseras de som é&r relevanta for det larandeobjekt som behandlas. Till
exempel kan samma DoV Oppnas upp, men en variation av olika varden anvindas och vara
mojliga att urskilja.

Exempelrymd

Exempelrymd &r inte ett variationsteoretiskt begrepp, men Watson & Mason (2005) anvéander
exempelrymd (Example space) och menar att "Examples are usually not isolated; rather, they
are perceived as instances of a class of potential examples. As such they constitute what we
call an example space” (s. 51). De menar att det finns en viss mgjlig variation av de exempel
som ar specifika instanser i det mer generella vardet. | denna studie tolkas detta som att det
inom varje vérde finns en exempelrymd, vad som & mojligt att urskilja i form av de exempel
som &r tillgangliga for eleverna. Mason (2011) menar att for att kunna veta om ett exempel &r
ett exempel i en specifik exempelrymd kan man ta hjalp av fragorna; vad som kan varieras
och vad som maste vara invariant for att det skall kunna vara det. Till exempel kan det i DoV
Negativa tal finnas véardet som braktal. Under véardet Negativa tal som bréktal kan exemplen -
1/4, -3/4 samt -2 ¥ finnas och vara instanser i vérdets exempelrymd. Det som varierar &r vad
braken representerar -1/4 representerar stambrak, -3/4 representerar ej stambrak och -2 ¥
representerar brak i blandad form. Invariant ar att de alla representerar nagot slag av negativa
tal beskrivna som brak. Alla exemplen kan dé ségas ingéa i exempelrymden som finns i vérdet
Negativa tal som bréktal. Det beror ocksa pa vilket varde som avses, om exemplen &r inom
den exempelrymden. Exemplen -2, -102 och -19 102 &r instanser i vardet Negativa tal som
heltal. Heltalens varde varierar, men alla exempel ar exempel pa negativa heltal. | denna
exempelrymd hor da inte exemplet -0,75 hemma. Visserligen ar det ett negativt tal, men det ar
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inget negativt heltal och alltsa ar det ingen instans i exempelrymden Negativa tal som heltal.
Watson och Mason (2005) menar att varje individ har sin personliga exempelrymd och att
rymden &r dynamisk for individen, beroende av situation. Flera forskare (Watson & Mason,
2006; Goldenberg & Mason, 2008) menar att ldrare i sin planering och i sjilva
undervisningen bor vara medvetna om vilken exempelrymd som finns i det de vill att eleverna
skall lara och att de medvetet bor valja vilket/vilka exempel de anvénder i den rymden, som
instans i nagot mer generellt. Detta for att eleverna skall fa basta mojlighet till larande av det
lararen vill att de skall lara. Vad lararen anvander fér exempel (exempel som instruktion) som
skall representera det mer generella (vardet), kan ségas vara de iscensatta exempel som
eleverna ges mojlighet att lara av (exempelrymden). Denna studie fokuserar den
exempelrymd exempel som instruktion ger eleverna i lektionerna (the instructional example
space).

Dimensioner av variation (DoV) 6ppnas upp
Kontrast — skillnad

Marton (2014), menar att for att ldra sig ndgot nytt maste en skillnad i det som skall laras vara
ndrvarande i en ldrandesituation. | exemplet farg framgar att om en person inte tidigare lart
sig vad férg ar kan denne inte ldra sig det om enbart fargen gron ar narvarande (t.ex. grén boll,
gron kvadrat). Om daremot fargerna gron och bla (varden i DoV farg) finns samtidigt i en
larandesituation, ges majlighet att urskilja vad farg ar. Invariant mellan exemplen ar att bada
ar farger och eftersom det som varierar ar att det &r olika farger, finns mojlighet att lara vad
farg ar. | detta exempel fungerar fargen bla som kontrast till fargen gron.

Nar tva varden anvands och skiljer sig at i den DoV som skall Gppnas upp, blir det dven
mojligt att urskilja vardena i sig. Nar bla anvands som kontrast till grén och DoV farg 6ppnas
upp, blir det dven mojligt att urskilja vardena bla och grén. Det finns &ven en annan majlig
kontrast dar bade DoV och de varden som anvéands ar méjliga att urskilja. Nagot som ej ar
korrekt kan stallas i kontrast till nagot som &r korrekt.

Samtidighet, jamfoérelse, invarians

| ovanstdende exempel pd kontrast har det i kontrasterna funnits mojlighet att jamfora
exemplen med varandra eftersom de beskrivits som att de varit narvarande samtidigt. Marton
(2014) menar att detta ar en nodvandig forutsattning for att den larande skall kunna fa syn pa
en skillnad och urskilja en DoV, som darmed 6ppnas. Samtidighet och jamforelse ar darav
viktigt och kan forstarkas av att till exempel en larare anvander exempel samtidigt och aktivt
uppmanar eleverna att jamféra dem. Marton menar att invarians i allt annat &n den DoV som
skall 6ppnas upp ar en forutsattning for att ge den larande basta mojlighet till larande. N&r
DoV farg skall oppnas upp ar det till exempel mer kraftfullt om en bla kvadrat anvands som
kontrast till en lika stor gron kvadrat istéllet for att en bla kvadrat anvands som kontrast till en
grén boll. 1 det senare fallet varierar bade farg och form samtidigt, vilket innebar att en
larande har tva mojligheter att urskilja nagot, antingen farg eller form. | det tidigare fallet
varierar enbart en sak (fargen), vilket innebdr att en larande enbart har méjlighet att fokusera
och urskilja en sak, fargen. Runesson och Mok (2004) skriver att ”If the particular aspect is
present as a dimension of variation, it’s likely to be discerned.” (s. 98). Marton (2014) menar
att forutom att DoV maste vara ndrvarande i ett undervisningstillfalle, ger det ytterligare
béattre forutsattningar att urskilja den om exempel i kontrasterande varden anvénds samtidigt,
den larande far mojlighet till en jamforelse mellan exemplen och att det enda som varierar
mellan exemplen &r den DoV som skall laras.
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Monster av variation

Genom att anvénda ett exempel i kontrast till ett annat, dér det enda som varierar mellan dem
ar den DoV som skall urskiljas, bildas ett visst monster av variation. Om en samtidighet finns
i anvandandet av exemplen och en jamfoérelse gors, skapar detta ménster goda méjligheter for
den larande att kunna urskilja den avsedda DoV. Det ar dock inte enbart tva exempel som
stélls i kontrast till varandra som kan bilda ett ménster av variation och som kan hjélpa till att
Oppna nya DoV. Marton menar att dven att en viss systematik i anvédndandet av exempel kan
skapa monster av variation och 6ppna nya DoV. Den sekvens exemplen anvands i kan skapa
ett visst monster som den larande kan urskilja och dra slutsatser av. Exempelvis kan
nedanstaende sekvens av exempel anvéandas for att 6ppna DoV Att namnare mindre &n ett ger
en kvot storre an taljaren, se figur 1.

1. 64/2=32
2. 64/1=64
3. 64/0,5=128

Figur 1. Exempel pa anvandning av exempel som skapar ett visst monster av variation for att 6ppna DoV Att
nédmnare mindre &n ett ger en kvot storre &n taljaren.

Invariant mellan exemplen &r taljaren (64) och det som varierar & namnarens varde som
mellan exemplen hela tiden halveras, vilket ger att kvotens vérde dubbleras. N&r ndmnaren ar
tva ar kvoten mindre &n téljaren, nar namnaren &r ett ar kvoten lika stor som téljaren och nar
nadmnaren ar noll komma fem &r kvoten storre dn taljaren. Ddrmed ges mdjlighet att urskilja
DoV Att en ndmnare mindre &n ett ger en kvot storre an téljaren.

| denna studie anvands variationsteorin for att analysera vilket larande som varit méjligt under
lektionerna samt hur lararna anvénder exempel i sin undervisning. Férutom att teorin anvénds
som analysredskap, anvands den ocksa for att utveckla undervisning med fokus pa innehallets
behandling. Flera forskare (Marton, 2014; Lo, 2012; Marton, 2005) menar att larare kan
anvanda teorin som ett verktyg i sin vardagliga planering, undervisning och utvardering av
undervisningen. Detta gors av larare pa manga hall i varlden och teorin anvands aven pa detta
satt i sa kallade Learning studies. Lérarna i denna studie har mellan de lektioner som
analyserats, deltagit i tre Learning studies, under 1,5 ar. Vad innebar da Learning study?

Learning study

Learning study &r studier i elevers larande. Marton (2003) menar att Learning study &r
inspirerat av Design experiment (se Brown, 1992; Collins, 1992) och Lesson study (se Stigler
& Hiebert, 1999; Lewis & Tsuchida, 1998; Yoshida, 1999). Learning study och Lesson study
har manga likheter som arrangemang, men skiljer sig bland annat genom att Learning study
primart studerar larandet och tar hjalp av en teori om larande, medan Lesson study primért
studerar lektioner (Marton, 2003; Marton & Tsui, 2004; Wernberg, 2009).

Learning study kan beskrivas som ett arrangemang dar larare tillsammans systematiskt
planerar, genomfor och utvarderar undervisning, utifran en teori om larande. Ett antal larare
och en handledare (med kunskap i den teori om l&rande som anvénds i studien och kunskap
om arrangemanget) bildar en grupp som planerar, utvarderar och utvecklar undervisning
tillsammans. Lérarna i gruppen startar studien med att bestamma vilket innehall man vill att
undervisningen (en lektion eller serie av lektioner) skall behandla och vad man vill att
eleverna skall lara sig. Ett fortest genomférs i de elevgrupper som skall undervisas i studien
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och rattas. Gruppen analyserar resultaten och hur eleverna forstar det man ville att de skall
lara sig. Dérefter bestams till forsta lektionen i studien, vad man skall undervisa om och vad
man vill att eleverna skall lara. Forsta lektionen genomfors av en larare ur gruppen och
undervisningen filmas. Ett eftertest gérs och jamfors med fortestet for att se vilken effekt
undervisningen haft pa larandet. Filmen analyseras for att finna anledningar till varfor det
blev den effekt det blev pa larandet och hur eleverna i undervisningssituationen forstod det
som lararna ville att de skulle lara sig. Utifrn analysen justeras eventuellt det man vill att
eleverna skall lara sig nagot och planeringen av undervisningen utvecklas. En ny larare i
gruppen undervisar en annan elevgrupp med den gemensamt utvecklade planeringen, ett
eftertest gors, en analys gors, och en utveckling av planeringen gors, pd samma satt som ovan.
Oftast gors denna cykel ytterligare en gang. Studien avslutas med att resultaten av studien
dokumenteras och presenteras for andra larare (H&ggstrém, Bergqvist, Hansson, Kullberg,
Magnusson, 2012).
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Metod

Studien &r en fallstudie (Johannesson & Tufte, 2010) som undersoker tvd matematiklarares
anvéndning av exempel i sin undervisning fore och efter deltagande i Learning study samt
vilka mojligheter till larande det ger.

Metodval

Att studera hur exempel anvands i matematikundervisning ar forst mojligt efter noga,
detaljerad och kontrollerad observation (Bills, Dreyfus, Mason, Tsamir, Watson & Zaslavsky,
2006; Scataglini-Belghitar & Mason, 2012). Darfor har den kvalitativa metoden observation
genom video anvants. Powell, Francisco och Maher (2003) menar att video &r ett flexibelt
instrument for att samla in bade muntlig och visuell information. Forskare far med hjalp av
video mojlighet att analysera samma data flera ganger om. Intervjuer valdes i denna studie
bort eftersom de inte visar hur lararna faktiskt anvander exemplen i sin undervisning, samt att
det hade varit svart att genom intervjuer analysera vad som varit mojligt att lara under
lektionerna.

Johannesson & Tufte (2010) menar att kvalitativ dataanalys maste vara bade teoretiskt upplyst
och empiriskt grundad. Syftet med denna studie ar att unders6ka hur exempel anvands i
matematikundervisning och vilket larande som varit méjligt. Variationsteorin (Marton, 2014;
Lo, 2012) har valts for att analysera data da den fokuserar innehallets behandling och vad som
ar mojligt att lara. Flera forskare (Runesson, 1999; Marton & Pang, 2006; Haggstrom, 2008;
Kullberg, 2010; Lo, 2012) beskriver variationsteorin som anvandbar och kraftfull for att
analysera hur innehéllet i undervisning behandlas och vad som ar majligt att lara. Om studien
haft ett annat syfte hade andra teoretiska utgangspunkter varit mer lampliga. Om syftet varit
att undersbka vilket behov av ldrande anvandningen av exempel skapat hade
verksamhetsteorin (Engestrom, 2000) kunnat anvédndas och hade syftet varit att understka
vilken interaktion anvandningen av exempel skapat mellan eleverna hade ett sociokulturellt
perspektiv (Saljo, 2000) kunnat anvandas.

Studiens upplaggning

Studien &r en delstudie i LGK-projektet (L&rarnas Gemensamma Kunskapsproduktion)
finansierat av Vetenskapsradet som pagick under aren 2010-2014. | LGK-projektet har 12
larares undervisning i matematik och NO (totalt 24 lektioner), observerats fore och efter
deltagande i Learning studies, samt har lararna intervjuats om hur de uppfattade att de
behandlade undervisningen och dess innehdll (Runesson, 2009). Studien undersoker tva av
LGK-projektets deltagande matematiklarare med fokus deras anvéndning av exempel i
undervisning fore (lektion 1) och efter (lektion 2) deltagande i tre stycken Learning studies.
Nedan beskrivs studiens design och datainsamling.

1. Lektion 1. Ldraren undervisade en lektion dar han/hon sjélv valt innehéllet i
undervisningen. Lektionen videofilmades.

2. Lararna deltog i tre stycken Learning studies, under en period av tre terminer.

3. Lektion 2. Lararen undervisade en annan elevgrupp om samma innehall som i Lektion
1, tva ar senare. Lektionen videofilmades.

Varje Learning study lararna deltog i bestod av sju moten och tog fyra manader att
genomfdra. Lérarna har medverkat under alla tre studierna och endast sjukdom har gjort att
lararna varit borta vid nagra tillfallen. Lararna valde sjalva innehall i de genomférda Learning
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studies. Det var "Réta linjens ekvation”, “Division med tal mellan 0 och 1”, samt "Forsta
ordet “av”, till exempel om 3 av 4 innebdr en multiplikationsberdkning eller
divisionsherakning”. NAr de deltog i Learning studies fanns en handledare som &ven var en
av forskarna i LGK-projektet.

Video data

Data i form av de videoinspelade lektionerna som anvénds i studiens analys samlades in vid
fyra olika tillfallen. Tva tillfallen innan ldrarna deltog i Learning studies och tva efter. Enbart
en kamera anvéndes vid filmandet av lektionerna och riktades mot lararen och tavlan i de
gemensamma genomgangarna, for att finga “undervisningens centrum”. Hela lektionerna
filmades och vid de gemensamma genomgangarna var kameran placerad i bakre delen av
klassrummet. Lektion 1 som larare A undervisade i var ca. 53 minuter lang och lektion 2 var
ca. 46 minuter 1ang. Lektion 1 som larare B undervisade var ca. 47 minuter och lektion 2 var
ca. 48 minuter. De tva lektioner larare A undervisade i behandlade omradet ekvationsldsning
och de tva lektioner larare B undervisade i behandlade omradet brak och procent.

Videoinspelningarna har transkriberats for analys och bade tal, vad som skrevs pa tavlan och
vad lararen till exempel pekade pd, har transkriberats. Nedan finns en beskrivning av hur
transkriberingen skall l3sas.

(L1) eller (L2), star for om det ar forsta eller andra lektionen transkriberingen kommer fran
Larare: star for att lararen sager nagot

Namn: star for vilken elev som séager nagot

Elev: star for att en elev sager nagot, men det framgar inte vem det &r

Text inom parentes star for forfattarens kommentarer, till exempel att lararen pekar pa nagot
pa tavlan eller skriver/ritar nagot pa tavlan

Analysprocessen

Videoinspelningarna har analyserats manga ganger och i analysarbetets uppstart genomférdes
arbetet aven tillsammans med en forskare som arbetar p& NCM (Nationellt Centrum for
Matematik) och som ar kunnig i variationsteorin. Infér det gemensamma analysarbetet hade
vi forst analyserat lektionerna var for sig och vi utvecklade sedan en gemensam syn pa
analysen. Fokus i analysen har varit hur lararna anvande exemplen i undervisningen samt vad
som var mojligt att lara. I analysen har variationsteorin anvéants som teoretiskt redskap. Né&r
lararnas anvandning av exempel analyserades i undervisningen var foljande fragor i fokus, i)i
vilken sekvens anvandes exemplen, ii)gavs eleverna mojlighet att jamfoéra exemplen,
iii)vilken invarians fanns och hur varierade aspekter mellan exemplen, iv)anvandes elevernas
uppfattningar som exempel, v)fokuserade l&rarna skillnader mellan exemplen, vi)anvande
lararna icke-exempel i kontrast till korrekta exempel. | analysen av vad eleverna gavs
majlighet att lara i undervisningen var foljande fragor i fokus, i)vilka DoV Gppnades, ii)vilken
variation av vérden var mdjlig att erfara inom de 6ppnade DoV, iii)vilken vidd av exempel
var mojlig att erfara inom de vérden som varierade.

Urval

Urval av skolor och larare i LGK-projektet har gjorts av de forskare som samlade in data i
projektet. Deras kannedom om skolorna och lararnas vilja att delta i utvecklingsprojektet, 1ag
till grund for urvalet. Lararna i denna studie arbetar pd en kommunal skola belagen i en
svensk mellanstor stad som i huvudsak har elever fran villaomraden. Lararna ar utbildade
Ma/NO 4-9 larare och hade vid LGK-projektets borjan 8 respektive 20 érs lararerfarenhet. |
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deras Learning study grupp deltog ytterligare en lararkollega som undervisar i matematik. De
tva lararnas undervisning ar i studien vald dels utifrdn den foreliggande studiens omfattning
och dels utifran vilket matematiskt innehall som behandlades i lektionerna. Innehdllen valdes
for storsta mojlighet till att analysera relevansen av de DoV som éppnades i lektionerna. Den
ena lararen behandlade innehdllet ”Brdk och procent” och den andra lararen behandlade
innehallet “Ekvationer”. Den tredje lararen som deltog i samma Learning study grupp
undervisade i "Geometri” och har darfor valts bort i denna studie. Bada ldrarna undervisade
lektionerna i arskurs 7.

Tillforlitlighet

Ambitionen har varit att ge lasaren mojlighet att sjalv bedéma tillforlitligheten i studien
genom att redovisa analys av data och excerpt s att lasaren har mdjlighet att bedéma
rimligheten i tolkningen. Larsson (2005) menar att forskning skall vara tillganglig for kritisk
granskning. Oppenhet har varit ett ledord i denna forskning, till exempel har det s& tydligt och
noga som majligt redogjorts for hur undersékningen gatt till.

Validitet handlar om den metod man valt méater vad man pastas vilja undersoka (Kvale &
Brinkmann, 2009). Eftersom analysen fokuserat lektioner som genomfdrdes fore respektive
efter lararna deltog i Learning studies mats hur denna kompetensutveckling paverkat lararnas
undervisning. Hade studien enbart undersokt férdndring av hur lararna anvénde exempel i sin
undervisning under tiden de deltog i Learning studies, hade inte resultaten varit valida i
relation till lararnas undervisning efter deltagandet i Learning studies. Detsamma hade gallt
om l&rarna enbart intervjuats om hur de anvénder exempel i sin undervisning fore och efter
deltagandet i Learning studies. Validiteten starks av att det &r individuellt planerade lektioner
som analyserats, fére och efter deltagandet i Learning studies, i de lektioner som analyserats.
Studiens analys har gjorts utifran min 10-ariga erfarenhet som grundskollarare i matematik,
min 4-ariga erfarenhet av att utbilda larare i variationsteorin samt utifran att ha varit
handledare for 55 Learning studies dér variationsteorin anvants for att studera och utveckla
undervisning i olika matematiska innehéll. Aven den sambeddmare som anvandes ar kunnig i
variationsteorin och det matematiska innehall som analyserats.

Kvale och Brinkmann (2009) menar att reliabilitet ar vad forskaren gjort for att fa
noggrannhet i sina méatningar. Analysen har gjorts med reflexiv objektivitet (Kvale &
Brinkmann, 2009) dar min erfarenhet och bakgrund har tagits h&nsyn till och dér jag é&r
medveten om att den kan péverka mitt satt att analysera och se pa studiens resultat. Aven vid
transkriberingen kan detta paverka och Kvale och Brinkmann (2009) menar att utskrifterna ar
konstruktioner som kan vara styrda av vara specifika teoretiska antaganden.
Transkriberingarna har nedskrivits ordagrant efter noggrann analys av vad som sagts och vad
som hant i behandlingen av innehdllet under lektionerna, dér jag varit medveten om mina
teoretiska antaganden.

Videoobservation ger mdjlighet att observera samma fenomen flera ganger och det ar ett satt
att komma at den manskliga faktorn i “live” observation. Det finns &ven beslut och
svarigheter som forskare stter pd nar man anvander videokamera. Mot vad skall kameran
riktas for att f& med det centrala i vad man vill observera, nar skall man filma och inte filma
och egentligen behdvs flera kameror for att fanga allt som hander i ett klassrum. Dessutom
kan ldrare och elever upptrada pé ett satt de vanligtvis inte gor nar videokameran inte finns i
klassrummet (Powell, Francisco och Maher, 2003). For att komma fram till resultaten har
videoinspelningarna av lektionerna observerats ett flertal génger, av bdde mig och andra

17



forskare. Om observation enbart gjorts direkt pa plats hade det varit latt att missa saker och
svart att hinna g6ra anteckningar om allt som observerades. Jamfort med enbart
ljudinspelning var det dessutom med videoinspelningarna méjligt att f syn pa vad som hande
i klassrummet forutom det som sades. | denna studie har det férutom talet fran lararen och
eleverna varit viktigt att observera de exempel som skrevs pa tavlan och vad lararen pekade
pé. Eftersom enbart en kamera anvants vid videoinspelningarna har den vid de gemensamma
genomgangarna i huvudsak varit riktad mot undervisningens “centrum”, oftast tavlan och dar
lararen befann sig i klassrummet. Det &r dock omdjligt att veta hur eleverna agerade férutom
muntligt, nér de vid dessa tillfallen ej ”var i bild”. Till exempel skulle elevernas gester for att
forklara vad de menade kunna vara ett tankbart bortfall. Aven nar inte lararen “var i bild” kan
dennes gester vara ett tankbart bortfall. Ljudet har dock varit av god kvalité och tal fran bade
lararen och eleverna, har varit mojligt att observera vid alla gemensamma genomgangar i
lektionerna. Eftersom videofilmning kan upplevas som en konstlad situation av ldrare och
elever &r det inte sdkert att de agerar som de brukar i undervisningen. Det kan innebéra att
undervisningen som studerades ej var representativ for lararnas ordinarie undervisning. For att
inte mer an nodvandigt stéra undervisningen filmades undervisningen fran langst bak i
klassrummet.

Den undervisning respektive larare genomfort fére och efter deltagande i Learning studies, &r
om samma matematiska innehall. Hade undervisningen varit om olika innehdll hade det varit
svarare att jamfora undervisningarna och avgora en forandring. De matematiska innehallen
respektive larare undervisar om skiljer sig &t mellan dem, men det paverkar ej tillforlitligheten
eftersom varje larares forandring i anvéndandet av exempel studeras for sig. For att ytterligare
vara saker pa att samma sak analyserades i bada lektionerna, gjordes analysen enbart av de
gemensamma genomgangarna lararna hade med eleverna. De moment dar eleverna fick trana
sig i att 16sa uppgifter analyserades ej, da det i en av lektionerna ej framgar vilka uppgifter
eleverna fick trana pa. Det var heller inte mojligt i ndgon av de videoinspelade lektionerna, att
analysera vilka exempel lararna anvande och hur de gjorde det, nér de gick runt och hjélpte
eleverna i att 16sa uppgifterna.

Da studiens resultat enbart bygger pa tva larares undervisning och fyra lektioner, gar det inte
att generalisera genom till exempel signifikanta resultat rent statistiskt och undersokningen
anger inte heller hur vanligt fenomenet ar. Denna studie kan enbart siga nadgot om de
inspelade lektionerna och inte om lararnas undervisning i andra lektioner. Det gar dock att
argumentera for att det finns en dverforbarhet av studiens resultat och att det kan ge mening
utdver just denna undersokning. Johannesson och Tufte (2010) menar att ¢verforbarhet ar
mdjlig om man i studien lyckas gora tydliga beskrivningar av begrepp, tolkningar och
forklaringar som &r anvéndbara i andra sammanhang. Larsson (2005) menar att l&sarens
igenké&nning har stor betydelse for om han/hon skall kunna anvénda studiens resultat i sitt eget
sammanhang och att det kréver en rik beskrivning av fallstudien. Kvale och Brinkmann
(2009), menar att en analytisk generalisering absolut kan goras av kvalitativa studier. Dar
behdver man gora en analys av olikheter och likheter mellan den ursprungliga studien och den
“nya” studien. Aven de betonar vikten av rika beskrivningar av fallstudien for att detta skall
vara majligt. 1 denna studie har en beskrivning gjorts pa ett sa detaljerat satt som majligt av
lararnas foréndring av anvandandet av exempel och vad det inneburit for elevernas méjlighet
till larande. Pa detta satt har mojligheten starkts till att andra skall kunna Gverféra och
anvanda den kunskap, studien bidrar med.

Tillforlitligheten i studien skulle kunna forbattrats pa olika satt. Till exempel skulle aven
analys av de intervjuer som genomfordes i LGK-projektet kunnat anvéandas, fler lektioner av
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samma larare kunnat observeras innan och efter deltagandet i Learning studies och flera
larares undervisning i LGK-projektet kunnat studeras. P4 grund av studiens begransade
omfattning valdes ovanstdende mojligheter bort.

Etiska hansynstaganden

| LGK-projektet har Vetenskapsradets (2002) huvudkrav for humanistisk och
samhéllsvetenskaplig forskning foljts. Informationskravet féljdes genom att elever och lérare
innan projektet startade blev informerade om projektets syfte och upplagg samt att de nar som
helst under projektets gang kunde avbryta sin medverkan. Konfidentialitetskravet foljdes
genom att 16fte om anonymitet gavs till bade larare och elever. I denna studie benamns lararna
som Larare A respektive Larare B och elevernas riktiga namn har andrats i excerpten, for att
de skall kunna forbli anonyma. DA det &r videoinspelningar som &r en del av projektets data,
forvaras de pa siker plats. Samtyckeskravet féljdes genom att lararna sjalva fick vélja om de
ville delta i projektet efter forfragan, samt genom att malsmans skriftliga samtycke till att
eleverna fick delta i projektet inhamtades. D& ej malsman samtyckte placerades eleven s att
ej kamera hade mojlighet att filma eleven. Eleven har pa detta sitt anda kunnat delta i
undervisningen.

Det finns alltid dubbla etiska hansynstaganden som behdver goras i en forskning. Dels
gentemot informanterna och dels mot sjilva forskningen (Kvale & Brinkmann, 2009;
Larsson, 2005). Samarbetet mellan forskare och larare i LGK-projektet, har préglats av
respekt och lyhdrdhet for lararnas vilja och beslut. Till exempel fick l&rarna valja vilket
innehall de ville undervisa om i lektionerna fore deltagandet i Learning studies. LGK-
projektet genomfordes i nara samarbete med larare och elever, dar vissa av forskarna &ven var
handledare fér de Learning studies lararna deltog i. Detta innebar att forskarna forskade
tillsammans med lararna istallet for pa dem (Runesson, 2009).
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Resultat

Har presenteras resultatet fran analysen av de lektioner som ingatt i studien. Analysen har
gjorts med hjélp av variationsteorin. Jamférelse av larare A:s lektioner (lektion 1 och 2) och
larare B:s lektioner (lektion 1 och 2) presenteras var for sig.

Jamforelsen gors utifran tva huvudfragor.
e Vad gavs mdjlighet att lara i de olika lektionerna? Vilka dimensioner av variation
(DoV) 6ppnades, vilka varden och exempel anvandes?
e Hur anvandes exemplen i lektionerna? | vilken sekvens anvédndes de och vilken
variation av aspekter fanns mellan exemplen?

Studien visar att lararna forandrat sitt satt att behandla innehéllet i matematik, utifran hur de
anvander exempel i undervisningen. Det fordndrade sattet att anvénda exempel i
undervisningen gav ocksd olika majlighet till larande for eleverna i lektionerna. | béada
lararnas lektioner har fler DoV och varden som &r relaterade till larandeobjektet varit mojliga
att erfara i lektion 2 &n i lektion 1. Detta innebdr att det i lektion 2 funnits en stérre och mer
strukturerad Larande- och Variationsrymd. De exempel som anvéndes i lektion 2, hade aven
en storre variation av specifika instanser inom de mer generella vérdena, vilket innebéar att
aven exempelrymden var vidare i lektion 2.

I de Learning studies l&rarna deltog i (mellan de lektioner som analyserats i denna studie)
anvandes variationsteorin i planering och analys av lektionerna. I resultatet kan man tydligt se
att det satt spér i lararnas undervisning, efter studiernas slut. Skillnaderna mellan lektion 1 och
lektion 2, kan sammanfattas enligt foljande. I lektion 2
e Anvande lararna flera exempel samtidigt, vid fler tillfallen
e Anvande ldararna exemplen med specifika sekvenser och pa ett mer systematiskt satt,
som frambringade monster av variation
o Lat lararna eleverna jamfora exemplen, vid fler tillféllen
e Anvande lararna fler exempel dar nagot holls invariant och nagot specifikt varierade
mellan exemplen
e Anvande lararna fler exempel utifran elevernas uppfattningar
e Fokuserade lararna skillnader (kontraster) mellan exemplen pa ett tydligare sétt
o Anvande lararna fler icke-exempel som kontrast till korrekta exempel

Resultaten fran respektive larares undervisning presenteras var for sig och inleds med en kort
beskrivning av vad som var lika och vad som skiljde mellan lektionerna. Dérefter presenteras
resultaten sa att det skall bli majligt att se skillnaderna i vad som var mojlighet att lara och
skillnaderna i hur exemplen anvands, mellan varje léarares lektioner. De gemensamma
innehallen for lektionerna, jamfors dven om de i respektive lektion behandlades pa olika
stallen i lektionerna. Varje innehall som jamfors borjar med vad som gavs mojlighet att lara
pé lektionerna, i form av en tabell med de DoV som Gppnades och de varden som anvandes.
Under varje varde finns det/de exempel som var en instans/instanser i just det vérdet.
Beskrivning gors inte av alla DoV som dppnades och varden som anvéandes, utan framforallt
av de som &r relevanta for larandeobjektet och det innehall som behandlades eller for att
belysa andra viktiga skillnader i vad som var méjligt att lara. Beskrivning gors inte heller av
hur alla exempel anvands i lektionerna, utan framforallt av de som belyser likheterna och
skillnaderna i hur l&rarna anvénde dem i lektion 1 respektive lektion 2.
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Larare A — Larandeobjekt: Att kunna lésa en ekvation

Lektion 1 och lektion 2 som larare A undervisade i, var i vissa avseenden lika och i andra
avseenden olika, vilket nedanstdende tabell (tabell 1) visar. Organisatoriskt var en likhet att
lektionerna forst innehdll en genomgéng/diskussion och darefter arbetade eleverna med
uppgifter, i par. Skillnaden var att det i lektion 2 dven fanns en genomgang efter eleverna
arbetat med uppgifter (se L2, rad 6), vilket inte fanns i lektion 1. En innehdllsméssig likhet
var att bada lektionerna behandlade ldrandeobjektet Att kunna IGsa en ekvation och innehéllen
likhetstecknet, begreppet ekvation och l6sa en ekvation med hjalp av balansmetoden. En
skillnad var att i lektion 1 behandlades &ven innehallet Ta ut och uttrycka relevant
information fran en uppgift samt gora en ekvation upp (se L1, raderna 1, 5 och 7), vilket det
inte gjordes i lektion 2.

Tabell 1. Lektionsinnehall i Lektion 1 (L1) och Lektion 2 (L2).

L1 L2
Tid Innehéll Tid Innehdll
1. 7:39-13:18 Ta ut och uttrycka relevant information | 1. 00:17-11:20 Likhetstecknet
fran en uppgift samt géra en ekvation
2. 13:19-15:53 Begreppet ekvation 2. 11:21-19:35 Losa en ekvation med hjélp av
balansmetoden
3. 15:54-19:15 Likhetstecknet 3. 19:36-20:15 Begreppet ekvation
4. 19:16-24:24 Losa en ekvation med hjélp av | 4. 20:16-23:24 Losa en ekvation med hjélp av
balansmetoden balansmetoden
5. 24:25-26:58 Ta ut och uttrycka relevant information | 5. (23:35-40:32) (Eleverna jobbade tva och tvé med
frén en uppgift samt gora en ekvation uppgifter)
6. 26:59-29:08 Losa en ekvation med hjélp av | 6. 40:33-45:36 Losa en ekvation med hjélp av
balansmetoden balansmetoden
7. 29:09-36:35 Ta ut och uttrycka relevant information

fran en uppgift samt géra en ekvation

8. 36:36-37:25 Losa en ekvation med hjadlp av
balansmetoden

9. (37:26-52:12)  (Eleverna jobbade tvd och tvd med
uppgifter)

Eftersom innehdllet Ta ut och uttrycka relevant information fran en uppgift samt gora en
ekvation inte behandlades i lektion 2, var larandeobjektet mer avgransat i lektion 2. Det
tillsammans med att en extra gemensam genomgang hoélls i lektion 2, innebar att det i den
lektionen anvandes mer tid till det innehall som var samma mellan lektionerna.

| foljande text kommer de olika innehdll som var gemensamma for lektionerna beskrivas

separat. Beskrivningen inleds med vad som var mgjligt att lara och darefter beskrivs hur
exemplen anvandes, i de olika lektionerna.
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Begreppet ekvation

Nar innehéllet Begreppet ekvation behandlades Oppnades olika DoV i respektive lektion.
Nedanstdende tabell (tabell 2) visar att exempelvis DoV Losningar kan uttryckas pa olika
satt, dppnades i lektion 2 (se L2, rad 1), men inte i lektion 1.

Tabell 2. DoV som 6ppnades och de varden och exempel som anvéandes i innehallet Begreppet ekvation

L1 L2
1. Ekvationer kan symboliseras pa olika satt (DoV) 1. Lésningar kan uttryckas pa olika satt (DoV)
a.  Algebraiskt (\Varde) a.  Aritmetisk ldsning (\Varde)
3x+5=20 3+4=7
b.  Som bilder (Varde) b.  Algebraisk ekvation (Vérde)
X+4=7
00000
00000 2. Ekvationer kan vara olika svdra att l6sa (DoV)
u u u 00000 a.  Léttare ekvation (Vérde)
00000 00000 6x/4+4=7

b.  Svarare ekvation (Vérde)

A 3xC+2x=3-Tx

2. Om det obekanta talet ej kan ha ett negativt vérde, finns
det ekvationer som ej har en likhet och gar da ej att losa
(DoV)

a.  Ekvation dar det obekanta talet &r ett positivt varde
och da gar att 16sa (Varde)
3x+5=20
b.  Ekvation dér I6sningen ar ett negativt virde och
dd ej gar att losa (Varde)
3x+20=5
2x+3=3x+4

Det framgar att eleverna i lektion 2 hade majlighet till en annan laranderymd. Da begreppet
ekvation dr det direkta larandeobjektet i larandeobjektet Att kunna losa en ekvation kan det
vara relevant att behandla. Eftersom vardet Algebraiskt ekvation anvéandes i lektion 2 (se L2,
rad 1b) men inte i lektion 1, hade eleverna i lektion 2 mojlighet att erfara innebdrden av
begreppet ekvation, vilket eleverna i lektion 1 inte hade.

Lektion 1

Under lektionen fick eleverna vid ett moment komma med forslag pa vad en ekvation innebar,
men l&raren anvénde inte dessa forslag som exempel och jamforde dem inte med varandra.
Lararen gav inte heller sjalv ndgra egna exempel pa vad en ekvation innebar.

Vid ett annat moment i lektionen anvandes 3x+5=20 och nedanstaende figur 1 samtidigt.
00000
00000

00000 00000

Figur 1. En balansvag med tre lador och fem stenar pa ena sidan och tjugo stenar péa andra sidan.

En jamforelse i likhet mellan exemplen (3x+5=20 och figur 1.) gjordes. Lararen sa "ser ni att
det hénger ihop” (se Excerpt 1, rad 3).
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Excerptl  (L1)
Lararen hade tidigare skrivit upp ekvationen 3x+5=20 och dven ritat ovanstaende figur 1, pa

tavlan

1. Lérare: lada, hanger det ihop med det dar pa nagot sétt (pekar pa 3x+5=20)
2. Elev: ja

3. Ldérare: ser ni att det hanger ihop?

4. Elev: mmh, ja

5. Lérare: det &r olika séatt att beskriva samma sorts problem va

6. Elev: ja

Nér exemplen jamfdérdes var den enda skillnaden mellan exemplen att 3x+5=20 var
algebraiskt och figur 1 var i bilder. Darmed gavs mojlighet att urskilja att man kan
symbolisera en ekvation pé olika sétt, bade algebraiskt och som bilder.

Lektion 2

Vid ett moment i lektionen anvéndes 3+4=7 och x+4=7 samtidigt. Léraren, skrev upp
exemplen pa tavlan och bad eleverna jamféra skillnaden mellan dem. Léraren sa ” vad har
hént nu?” (se Excerpt 2, rad 2).

Excerpt2  (L2)

1. Lérare: (skriver 3+4=7, pa tavlan) jag tankte sahar nuda
2. Larare: (skriver x+4=7, pa tavlan) vad har hant nu?

3. Elev: du har bytt ut trean mot ett x

4. Laérare: och vad har hant da?

5. Elev: fyra plus x eller blir sju

6. Lérare: ja och vad, vad kallar vi det nu fér ndgonting?
7. Elev: ekvation

8. Laérare: ja just precis, nu har det blivit en ekvation va

Né&r exemplen jamfordes stalldes icke-exemplet 3+4=7 som kontrast till x+4=7, dar den enda
skillnaden mellan exemplen var att 3:an i 3+4=7 var utbytt till ett x i x+4=7. Darmed gavs
majlighet att urskilja att 16sningar kan uttryckas pé olika satt och att en ekvation ar en likhet
dér ett obekant tal ingar.

NAgot senare i lektionen anvande lararen dven 6x/4+4=7 och 3x*+2x=3-7x samtidigt och som
kontrast till varandra. Lararen ledde en diskussion med fokus pa vilken av ekvationerna som
var enklast att 16sa. | detta moment gavs mojlighet att urskilja att det finns ekvationer som &r
olika svara att l6sa.

| jamforelsen av hur exemplen anvéndes i lektionerna finns bade likheter och skillnader. |
bada lektionerna anvands exemplen vid vissa tillfallen samtidigt och med invarians mellan
exemplen. Den stora skillnaden var att lararen i lektion 2 fokuserade skillnader istallet for
likheter med hjalp av fler kontrasterande exempel.

Likhetstecknet

Nar innehallet Likhetstecknet behandlades Gppnades bade samma och olika DoV, i
lektionerna. Nedanstdende tabell (tabell 3) visar att DoV Likhetstecknet kan anvandas pa
olika satt dppnades i bada lektionerna (se L1, rad 1 och L2, rad 1) och att DoV Likhetstecknet
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kan forstas pa olika satt (se L2, rad 4) enbart 6ppnades i lektion 2, samt att DoV Ett svar kan
finnas pa olika sidor om tecknet enbart 6ppnades i lektion 1 (se L1, rad 3).

Tabell 3. DoV som dppnades och de varden och exempel som anvandes i innehallet Likhetstecknet

L1 L2
1. Likhetstecknet kan anvandas pa olika satt (DoV) 1. Likhetstecknet kan anvandas pa olika satt (DoV)
a.  Korrekt, som att visa likhet (\Varde) a.  Korrekt, som att visa likhet (Varde)
18*2=36 6*4=12*2=24
b.  Ej korrekt, som att visa ej likhet (\Varde) 12*%4/2=48/2=24 cm?
3*6=18*2 b.  Ej korrekt, som att ej visa likhet (\VVarde)
6*4=48/2=12
2. En likhet kan utryckas pad olika satt om ett 6%4=24/2=12
likhetstecken (DoV) 12*4=48/2=24 cm?
a.  Som ett svar (Varde)
12%2=24 2. En likhet kan uttryckas pa olika satt pa sidorna om ett
b.  Som en operation (Vérde) likhetstecken
12*2=3*2*2*2 a.  Somsvar (Varde)
12*2=24
3. Ettsvar kan finnas pa olika sidor om tecknet (DoV) b.  Som operation (Virde)
a.  Hoger sida (Vérde) 6*4=12%2
3*4=12
b.  Vénster sida (Varde) 3. Likhetstecknet kan forstas pa olika sétt (DoV)
12=3*2*2 a.  Som en likhet mellan vérden (Varde)
6+2=8
b.  Som del av berdkningsprocesser (Varde)
6+2=8/2=4

I jamforelsen av vad som var mojligt att lara mellan lektionerna fanns likheter och skillnader.
En likhet var att eleverna i bada lektionerna hade mojlighet att erfara likhetstecknets innebdrd,
som att det méste vara likhet pa bada sidorna om tecknet. Detta genom att vérdet Korrekt, som
att visa likhet (se L1, rad la och L2, rad l1la) anvandes. Detta kan vara relevant for
larandeobjektet Att kunna l6sa en ekvation samt likhetstecknet, da en ekvations definition 4r,
en matematisk utsaga som innehaller en likhet (Kiselman & Mouwitz, 2011). En skillnad i
laranderymd var att eleverna i lektion 1 hade mojlighet att erfara att ett svar kan finnas pa
olika sidor om likhetstecknet, genom att dven vardet vanster sida (se L1, rad 3b) anvéndes,
vilket eleverna i lektion 2 inte hade mdjlighet till. 1 likhetstecknets anvéndning kan eleverna
ibland missforsta tecknet som ett svarstecken och de kan dven uppfatta det som att svaret
endast kan komma pa hoger sida om tecknet, vilket gor att detta kan vara relevant att
behandla. En annan skillnad var att eleverna i lektion 2 hade mojlighet att lara sig att
likhetstecknet kan uppfattas pa olika satt. Nar den DoV 6ppnades, anvandes vardet Som en del
av en berdkningsprocess (se L2, rad 3b). | forstaelsen av likhetstecknets innebord kan
eleverna ibland missforsta tecknet som att det &r en del av en berakningsprocess istéllet for att
det innebér att det skall vara lika stort varde pa bada sidor tecknet, vilket gor att dven detta
kan vara relevant att behandla. I lektion 2 var exempelrymden vidare an i lektion 1. | vardena
som anvandes for att éppna DoV Likhetstecknet kan anvandas pa olika satt, fanns fler
exempel som var specifika instanser i de mer generella vardena. 1 lektion 1 anvédndes enbart
exemplen 18*2=36 och 3*6=18*2 medan det i lektion 2 anvandes exemplen 6*4=12*2=24,
12*4/2=48/2=24 cm’ , 6*4=48/2=12, 6*4=24/2=12 och 12*4=48/2=24 cm®. | lektion 2 hade
eleverna darmed mdjlighet att erfara att vardena korrekt som likhet och ej korrekt som likhet
aven galler i areaberékningar, vilket inte eleverna i lektion 1 hade mdjlighet till.
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Lektion 1

I lektionen anvandes exemplet 18*2=36 som kontrast till icke-exemplet 3*6=18*2. Exemplen
anvéndes samtidigt och en jamforelse i vilket exempel som visade likhet och inte, gjordes.
Invariant mellan exemplen var 18*2 och mellan exemplen varierades tva saker samtidigt. Det
som varierades var att det fanns en produkt pa ena sidan likhetstecknet (36) och att det var en
likhet i exemplet 18*%2=36, medan det i exempel 3*6=18*2 fanns operationer (3*6 och 18*2)
pa bada sidor om likhetstecknet samt att det inte var en likhet. | detta moment gavs majlighet
att urskilja att det maste vara en likhet mellan vardena pa bada sidor likhetstecknet for att det
skall vara korrekt.

| ett annat moment fanns exemplen 3*4=12 och 12=3*2*2 under varandra pa tavlan,
samtidigt. Tva saker varierade mellan exemplen, produkten (12) fanns pa olika sidor
likhetstecknet i exemplen och 4:an delades upp i 2*2. Ingen jamférelse gjordes mellan
exemplen av lararen, men eftersom de fanns under varandra samtidigt gavs anda maéjlighet att
urskilja att ett svar kan sta pa olika sidor om likhetstecknet.

Lektion 2

I lektionen anvandes exemplen 6*4=12*2=24, 6*4=48/2=12 och 6*4=24/2=12 samtidigt.
Lararen sa, ”nu vill jag att ni kollar riktigt noga pa det har och sa forsoker ni avgora om allt
det jag har skrivit hédr ar réatt, om det stammer. Stdmmer allting som jag har skrivit har” (se
excerpt 3, rad 3).

Excerpt3  (L2)

1. Lérare: jah, bra da. Da tankte jag skriva upp nagra olika utrakningar som
jag vill att ni kollar lite extra pa. (skriver 6*4=24/2=12, pé tavlan)

2. Lérare: sa har man ju gjort en sadan dar liten fusklapp sé att det blir riktigt
bra (skriver 6*4=48/2=24 och 6*4=12*2=24, pa tavlan)

3. Laérare: nu vill jag att ni kollar riktigt noga pa det har och sa forsoker ni

avgora om allt det jag har skrivit har ar ratt, om det stimmer.
Stdmmer allting som jag har skrivit har

4. Elev: nej, inte den i mitten

5. Lérare: Signe var forst sa hon far bérja
6. Signe: Inte den i mitten

7. Larare: Den stdmmer inte?

8. Signe: nej

9. Laérare: nehe, varfor tycker du inte det

(Diskussionen fortsatte sedan om varfor exemplen stdmde och inte stdimde med en likhet,
samt vad som skiljde exemplen &t)

Exemplen anvéndes som kontraster till varandra, dér en jamforelse gjordes i vilka exempel
som var en likhet och inte var en likhet. | alla exemplen var operationen 6*4 invariant och det
som varierade var att det i exemplet 6*4=12*2=24 fanns en likhet medan det i icke-exemplen
6*4=48/2=12 och 6*4=24/2=12 ej fanns en likhet. | detta moment gavs mojlighet att urskilja
att det maste vara en likhet mellan véardena péa bada sidor likhetstecknet for att det skall vara
korrekt.

Lararen anvande aven icke-exemplet 6+2=8/2=4 for att belysa hur han uppfattade att manga

elever anvande likhetstecknet felaktigt, som en del av en berdkningsprocess. Svaret fran
berédkningen, 6+2=8 skrevs ihop med en ny berékning, 6+2=8/2=4 och dar exemplen
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anvéandes som kontrast till varandra. Lararen sa "ni tanker att likamedtecknet &r en process,
man gor raknar man gor ndgonting va. Man har nagonting s far man nagonting och sen &r det
ok va. Och sen kan vi fortsatta med att dela pa tvd och goéra sahar va. Men sa tanks inte
likamedtecknet, likamedtecknet &r ndgonting det ska vara lika mycket pa bada sidor”. Lararen
anvande den felaktiga uppfattningen om likhetstecknet som en kontrast till hur likhetstecknet
skall uppfattas och i detta moment gavs eleverna mdjlighet att urskilja att ett likhetstecken
skall uppfattas som en likhet i varde och ej som en del av en berdkningsprocess.

| jamforelsen av hur exemplen anvindes i lektionerna finns bade likheter och skillnader. 1
bada lektionerna anvands exemplen vid vissa tillfallen samtidigt och med invarians mellan
exemplen samt att lararen fokuserade skillnader mellan dem. De stora skillnaderna var att
lararen i lektion 2 hela tiden anvande icke-exempel och som ibland kom fran elevernas
uppfattningar som kontraster till exempel som var korrekta, samt att lararen hela tiden lat
eleverna jdmfora exemplen med varandra.

Losa en ekvation med hjélp av balansmetoden

Nar innehallet Lésa en ekvation med hjalp av balansmetoden behandlades 6ppnades bade
samma och olika DoV. Nedanstdende tabell (tabell 4) visar dock att det i lektion 1 inte
oppnades nagon DoV som direkt behandlade balansmetodens princip eller vad man behover
kunna for att utnyttja den, det vill sdga hur olika operationer fungerar i en ekvationslésning. |
lektion 2 dppnades flera sadana DoV, exempelvis DoV Samma tillagg maste goras pa bada
sidor om likhetstecknet for att det skall bli en likhet (se L2, rad 5), DoV Mellan en konstant
och en variabel behovs inte multiplikationstecken skrivas ut (se L2, rad 3), DoV En faktor
multiplicerat med en annan faktor delat med samma vérde som en av faktorerna, ger ett varde
pa svaret som ar detsamma som den andra faktorn (se L2, rad 4), DoV Hur multiplikation
skall anvandas korrekt i balansmetoden (se L2, rad 7) och DoV Samma varde kan skrivas pa
olika satt (se L2, rad 8).

Tabell 4. DoV som oppnades och de varden och exempel som anvandes i innehallet Losa en ekvation med hjalp
av balansmetoden

L1 L2
1. Balansmetoden &r tillampbar for olika ekvationer (DoV) 1.  Balansmetoden &r tillampbar for olika ekvationer (DoV)
a.  Ekvation med det obekanta talet multiplicerat a.  Ekvation med ett obekant tal adderat en konstant
en konstant (\Varde) (Vérde)
3x+5=20, 3x+5-5=20-5, 3x=15, 3x/3=15/3, 3+4=7, x+4=7, x+4-4=T7-4, x=3
x=5 b.  Ekvation med det obekanta talet multiplicerat en
b.  Ekvation med det obekanta talet dividerat konstant (Vérde)
med en konstant (Varde) 3+4=7, 3+2x=7, 3-3+2x=7-3, 2x=4, 2x/2=4/2,
x/3+495=1975,  x/3+495-495=1975-495, x=2
x/3=1480, 3*x/3=1480*3, x=4440 c.  Ekvation med det obekanta talet dividerat en
c. Ekvation med det obekanta adderat en konstant (\VVarde)
konstant (\Vérde) 3+4=7, 6x/4+4=7, O6x/4+4-4=T7-4, 6x/4=3,
3X+(x+5)+x=40, 5x+5-5=40-5, 5x/5=35/5, 4*6x/4=3*4, 6x=12, 6x/6=12/6, x=2
x=7

2. Upprepad addition kan skrivas som en multiplikation
(DoV)
a.  Multiplikand som ett vérde (Varde)
3+3+3+3=4*3
b.  Multiplikand som ett obekant tal (\Vérde)
AX=XHXHXHX=4*X

3. Mellan en konstant och en variabel behdvs inte
multiplikationstecken skrivas ut (DoV)
a.  Konstant och variabel med multiplikationstecken
(Vérde)
4*x
b.  Konstant och variabel utan multiplikationstecken
(Vérde)
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4x
c.  Tva konstanter utan multiplikationstecken ger inte
samma sak som en konstant och variabel utan
multiplikationstecken (Varde)
4*3 betyder inte samma som 43

4. En faktor multiplicerat med en annan faktor delat med
samma varde som en av faktorerna, ger ett virde pa
svaret som &r detsamma som den andra faktorn (DoV)

a.  Multiplikator ssmma som nédmnare (Vérde)
5*3/5=15/5=3
6*4/6=4

b.  Multiplikand samma som ndmnare (Varde)
5*3/3=15/3=5

c.  Multiplikation med obekant tal (Vérde)
6x/6=x

5. Samma tilligg maste goras pd bada sidor om
likhetstecknet for att det skall bli en likhet (DoV)
a.  Ej likhet (Varde)

3+4=T7+2
b.  Likhet (Vérde)
2+3+4=7+2
6. | balansmetoden kan likhet skapas med olika raknesatt
(DoV)
a.  Med en addition (Varde)
2+3+4=T7+2

b.  Med en subtraktion (Varde)
2+3+4-5=7+2-5

c.  Med en multiplikation (\Varde)
2%3+4*2=7*2

7.  Hur multiplikation skall anvandas korrekt i
balansmetoden (DoV)
a.  Ej korrekt, ej multiplikation av alla varden (Varde)
2*3+4=T7*2
b.  Korrekt, multiplikation av alla varden (Varde)
2%3+4*2=7*2

8. Samma varde kan skrivas pa olika sétt (DoV)
a.  Som ett vdrde (Vérde)

3+4=7

b.  Som en multiplikation (Vérde)
3+2*2=7

c.  om en konstant och variabel (Vérde)
3+2x=7

9.  Man kan l6sa en ekvation genom olika sétt (DoV)
a.  Genom att hélla for (Vérde)
3+2x=7, x=2
b.  Genom att anvénda balansmetoden (Véarde)
3+2x=7, 3-3+2x=7-3, 2x=4, 2x/2=4/2, x=2

10. Metoder att l6sa ekvationer med, ar olika héllbara for
olika ekvationer (DoV)

a. “Halla foér” metoden, &r hallbar for lattare
ekvationer (Varde)
3+2x=7

b.  Balansmetoden &r hallbar bade for lattare och for
svarare ekvationer (Varde)
3x%+2x=3-Tx

Det framgar att eleverna i lektion 2 hade majlighet till en annan laranderymd, &n eleverna i
lektion 1. Eleverna i lektion 1 gavs inte nagon direkt mojlighet att erfara balansmetodens
princip eller vad som &r nddvandigt att kunna for att utnyttja den. Eleverna i lektion 2 gavs
flera mojligheter till detta och det kan vara relevant for larandeobjektet Att kunna lésa en
ekvation eftersom det &r en av metoderna som kan anvandas for att 16sa ekvationer. Eleverna i
lektion 2 hade mdjlighet att erfara principen i balansmetoden, som Samma tillagg maste goras
pa bada sidor om likhetstecknet for att det skall bli en likhet. De hade dven mojlighet att
erfara att flera olika raknesatt kan skapa likhet nér balansmetoden anvénds (se L2, rad 6). De
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raknesatt som anvéndes var addition, subtraktion och multiplikation (se L2, vardena 6a, 6b,
6¢). Att variationsrymden inte begransades med till exempel addition kan vara relevant for att
eleverna skall forsta att principen for balansmetoden ar generell och att den inte enbart géller
for ett réknesatt. Eleverna i lektion 2 hade &dven mojlighet att erfara att ett
multiplikationstecken ej behdver skrivas ut mellan en konstant och variabel. Detta kan vara
relevant for att eleverna skall forsta varfor en division behdver anvéndas for att det obekanta
talet skall bli ensamt i exempelvis ekvationen 4x=12, nér balansmetoden anvénds. Da DoV En
faktor multiplicerat med en annan faktor delat med samma varde som en av faktorerna, ger
ett varde pa svaret som ar detsamma som den andra faktorn dppnades i lektion 2, hade de
aven mojlighet att erfara en strategi for att komma fram till vilken ndmnare som behdver
anvandas for att fa det obekanta talet ensamt. Eleverna hade ocksa mdjlighet att erfara hur
multiplikation skall anvéandas korrekt i balansmetoden, genom att en multiplikation maste
goras av alla varden pa bada sidor om likhetstecknet for att det skall bli en likhet. Detta kan
vara relevant da en del elever kan missforsta vilka tilligg som behdver géras och uppfatta det
som att endast en multiplikation behdver goras pd var sida om likhetstecknet for att fa en
likhet, oavsett hur méanga varden det ar. | lektion 2 hade &ven eleverna majlighet att erfara en
strategi hur de kunde tinka ut vad det obekanta vérdet kunde vara, utan att anvénda
balansmetoden. Genom att forstd att samma varde kan skrivas pa olika sétt hade de mojlighet,
att till exempel ténka ut vardet i det obekanta talet i ekvationen 4x=12. | lektion 2 dppnades
ocksd DoV Man kan lésa en ekvation genom olika satt (se ovanstaende tabell, L2, rad 9).
Dérmed hade eleverna i lektion 2 mdjlighet till en stérre variationsrymd i vilka metoder som
kan anvandas for att losa ekvationer, 4n eleverna i lektion 1. Aven DoV Metoder att l6sa
ekvationer med ar olika hallbara for olika ekvationer (se L2, rad 10) 6ppnades i lektion 2 och
eleverna hade darmed mdjlighet att erfara att man kan véalja metod efter ekvationernas
svarighetsgrad, vilket inte eleverna i lektion 1 hade mojlighet till.

Lektion 1

De exempel pa ekvationer som anvandes och som lararen utgick fran nar innehallet Losa en
ekvation med hjélp av balansmetoden behandlades var olika, 3x+5=20, x/3+495=1975 och
3x+(x+5)+x=40. Mellan exemplen varierade mycket, exempelvis talen som anvéndes i
exemplen och kontexten ekvationerna kom ifran. 3x+5=20, kom fran kontexten lador och
stenar, x/3+495=1975 kom fran kontexten pengar och inkdp och 3x+(x+5)+x=40 kom fran
vilken alder en syskonskara hade. Mellan ekvationerna varierade aven det obekanta talets
varde i ekvationerna (x=5, x=4440 och x=7). Invariant var att man I6ste alla ekvationerna med
hjalp av samma metod. Darmed gavs mdjlighet att urskilja att balansmetoden ar tillampar for
att 16sa olika ekvationer.

Lektion 2

I alla moment dar Ilararen undervisade om hur ekvationer kunde l6sas anvéndes
utgangsexemplet, 3+4=7. Utifran det skapades de olika ekvationerna, x+4=7, 3+2x=7 och
6x/4+4=T7. | exemplen 3+2x=7 och 6x/4+4=7 var dven vardet pa det obekanta talet invariant,
x=2. Invariant var aven att alla exemplen léstes med samma metod. Med dessa exempel gavs
mojlighet att urskilja att balansmetoden ér tillampar for olika ekvationer.

3+4=7 var invariant i flera delar av lektionen och utifrdn det varierades specifika saker
beroende pd vad lararen ville att eleverna skulle urskilja. Forutom att 3+4=7 var
utgangsexemplet fran vilket olika ekvationer skapades, anvandes det aven till behandlingen av
balansmetodens innebord. Utifran 3+4=7 gjordes ett tillagg i form av en addition pa hoger
sida om likhetstecknet vilket skapade icke-exemplet 3+4=7+2. Exemplet anvandes sedan som
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kontrast till 2+3+4=7+2. Skillnaden mellan exemplen var att det i exemplet 3+4=7+2 ej fanns
likhet och i exemplet 2+3+4=7+2 fanns en likhet. Eleverna fick jamféra exemplen med
varandra utifrdn vilken skillnad som fanns mellan dem. Denna anvandning av exemplen gav
eleverna mgjlighet att urskilja att om ett tillagg till en likhet i form av en berékning gors pa
ena sidan om likhetstecknet maste samma tillagg goras pa andra sidan om likhetstecknet for
att det skall bli en likhet.

3+4=7 anvandes sedan aterigen och dér ett tilligg i form av en multiplikation gjordes pa ena
sidan om likhetstecknet (7*2) och eleverna fick svara pd vad som skulle skrivas pd andra
sidan for att skapa en likhet. En elev svarade 2*3+4 (se excerpt 4, rad 2), vilket skapade
exemplet 2*3+4=7*2. Lararen skrev efter ett tag dit ytterligare en multiplikation med tva s&
att exemplet 2*3+4*2=7*2 skapades (excerpt 4, rad 15). Eleverna fick jamfora de tva
exemplen med varandra och diskutera vilket av exemplen som stdmde i likhet och inte, samt
vad det var som gjorde att det blev en likhet eller ej.

Excerpt4  (L2)

1. Lérare: (skriver 3+4=7, pa tavlan) da tankte jag ndgonting annat nu, da
tankte jag ta ganger tva dar (skriver till 2 sa det blir 3+4=7*2)

2. Al da tar du tva ganger tre plus fyra

3. Ldérare: vad sa du?

4. Al ta tva ganger tre plus fyra

5. Léarare: det var bra Ali

6. Elev: eller sa lagger du bara till sju dar

7. Lérare: eller sa lagger vi bara till sju ddr. Men du sa 2*3+4, sa Ali
(skriver 2*3+4=7*2). Var det ratt tycker ni?

8. Elev: ja

9. Ldérare: men nu svarar du for fort

10. Elev: det blir tio

11. Lérare: det blir tio ja, stimmer det da

12. Elev: nej

13. Lérare: vad var det lilla, lilla han tdnkte nog réatt Ali men han sa ett litet
fel hér

14. Elev: man tar allt det dér ganger tva

15. Lérare: allt det dar ganger tva ja. Jag slanger in en ganger tva dar med,
eller hur (skriver 2*3+4*2=7*2)

Lite senare
16. Léarare: sd om man fordubblar det pa den sidan (pekar pa hoger sid

om likhetstecknet i 3+4=7*2) d& maste man fordubbla det pa alla
delar (pekar pa vénster sida om likhetstecknet), det var nog sa du
tnkte

| detta moment anvande lararen en uppfattning som ej &r korrekt. Icke-exemplet 2*3+4=7*2
(en elevs uppfattning) och exemplet 2*3+4*2=7*2 anvandes samtidigt, en jamférelse var
mojlig for eleverna och det var lite som varierade mellan exemplen. Skillnaden mellan
exemplen fokuserades vilket skapade en kontrast mellan exemplen och ett specifikt
variationsmonster framtradde. Skillnaden mellan exemplen var att enbart ena termen
multiplicerats i exemplet 2*3+4=7*2, vilket inte gav en likhet medan bada termerna
multiplicerats i exemplet 2*3+4*2=7*2, vilket gav en likhet. Denna anvéndning av exemplen
gav eleverna mojlighet att l&ra sig principen i balansmetoden, samt hur multiplikation skall
anvandas i balansmetoden.
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| ett moment anvandes exemplen 3+3+3+3=4*3 och 4x=x+x+x+x=4*x samtidigt, pa tavlan.
En jamforelse i exemplet 4x=x+x+x+x=4*x gjordes mellan 4x och 4*x, dér enda skillnaden
var multiplikationstecknet. Sedan anvédndes icke-exemplet 43 tillsammans med
multiplikationen 4*3 fran exemplet 3+3+3+3=4*3 i en jamforelse med 4x och 4*x och att det
var skillnad i hur man kunde tdnka med 43 och 4*3 respektive 4x och 4*x (se excerpt 5, rad 3
och 5).

Excerpt5 (L2)

1. Lérare: (ritar dit ett multiplikationstecken mellan 4 och x och pekar pé
4*x=x+x+x+x=4*x exemplet) brukar man skriva ut det

2. Elev: fyra x bara

3. Laérare: (suddar ut multiplikationstecknet mellan 4 och x) ja, man skriver

inte ut ganger, men fyra x betyder egentligen fyra
ganger x. Ar ni med pé det?

Elev: mmh

Léarare: Men om man skrev det har utan ganger tecken da blir det inte sé
bra va (skriver 43 jamte 3+3+3+3=4*3, pa tavlan och pekar pa 4*3
och 43) det betyder ndgonting helt annat. Det ar ett
matematiksprak det har. Nar man skriver sa (pekar pa
4x och 4*x) da menar man sahar dd menar man fyra ganger
X, &r vi dverens om det

6. Elev: mmh

o &

Lararen anvande exemplen 43 och 4*3 som kontrast till 4x och 4*x, dar skillnaden var att 4x
och 4*x innehdll variabler, vilket inte 43 och 4*3 gjorde. | detta moment gavs mojlighet att
urskilja att mellan en konstant och en variabel behdvs inte multiplikationstecken skrivas ut,
det star anda for en multiplikation. Det gavs ocksd mojligt att urskilja att det &r skillnad om
tva konstanter skulle skrivas ihop, det blir inte samma sak.

Exemplen 5*3/5=15/5=3 och 5*3/3=15/3=5 anvandes samtidigt. Mellan exemplen varierade
enbart namnarens varde vilket ocksa gav en variation i véardet pa kvoten. Lararen bad eleverna
att jamfora exemplen och fragade efter vilket monster de kunde se mellan dem. Eleverna hade
svart att se monstret lararen var ute efter och fragade efter ytterligare exempel som lararen
skrev upp pa tavlan. Lararen skrev upp och anvande exemplen 6*4/6=4 och 6x/6=x dar
skillnaden mellan exemplen var att faktorn 4 dndrades till faktorn x, vilket ocksa gav en
skillnad i vilken kvot divisionen fick. Eleverna fick jamfora exemplen med varandra och leta
efter monstret. Har gavs eleverna mdjlighet att urskilja att en faktor multiplicerat med en
annan faktor delat med samma varde som en av faktorerna, ger ett varde pa kvoten som ar
detsamma som den andra faktorn.

| ett annat moment anvandes aterigen 3+4=7 och i en snabb foljd exemplen 3+2*2=7 och
3+2x=7, sa att de samtidigt stod under varandra, pd tavlan. Lararen fragade eleverna om de
kunde saga vardet pa det obekanta talet i exemplet 3+2x=7 (se excerpt 6, rad 3). Efter det
startade lararen en diskussion genom att sdga om vi skulle rdkna ut x:et om vi inte visste det
har som var ovanfor, skulle ni se det pa en gang, (se rad 11).
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Excerpt6  (L2)
(Exemplen 3+4=7 och 3+2*2=7 fanns pa tavlan och lararen har precis skrivit exemplet

3+2x=7, sa att alla exempel kom under varandra)

1. Lérare: vad sager vi nu da, Sune? Vad sager ni nu?

2. Elev: en ekvation

3. Lérare: (l&raren skriver till ekvation bakom 3+2x=7) en ekvation, ok. Vad
ar svaret pa ekvationen da

4. Elev: x ar lika med tva

5. Larare: det ser ni, Sune

6. Sune: ja, ja

7. Lérare: ar ni med pa det, det ser du nu

8. Elev: ja

9. Ldrare: det var inget svart

10. Elev: nej

11. Lérare: om vi skulle rékna ut x:et om vi inte visste det har som var

ovanfor, skulle ni se det pa en gang

I diskussionen som féljde om hur man kunde komma fram till vérdet, kom lararen och
eleverna tillsammans fram till att det var latt att se det obekanta talets varde nar man sdg
exemplen ovan. De konkluderade att det framtrddde ett monster som hjalpte dem att urskilja
vardet pa det obekanta talet. | monstret gavs majlighet att urskilja att samma sak kan skrivas
pé olika sétt och att man genom att se l6sningar ekvationen kommit fran, kan ange vérdet pa
det obekanta talet.

I jamférelsen av hur exemplen anvandes i lektionerna finns det skillnader. | lektion 1
anvandes fa exempel och skillnaderna mellan exemplen var méanga. | lektion 2 daremot
anvandes manga exempel och skillnaderna mellan dem var fa och specifika. | lektion 2
anvandes aven manga icke-exempel i kontrast till korrekta exempel samtidigt, samt gjordes en
jamforelse mellan exemplen med fokus pa skillnad, vilket inte gjordes i lektion 1. I lektion 2
anvéndes dven exemplen vid vissa tillfallen systematiskt och i en viss ordning for att utgéra
specifika monster av variation. Inga sadana monster anvandes i lektion 1.

Sammanfattning av larare A:s lektioner
Mojlighet till larande

| jamforelsen av lektionerna visar det sig att eleverna i lektion 2 hade andra mdjligheter till
larande &n eleverna i lektion 1. De storsta skillnaderna i laranderymd var att eleverna i lektion
2 hade mojlighet att erfara begreppet ekvation, balansmetodens princip och forutsattningar for
att kunna anvanda metoden som till exempel att det mellan en konstant och variabel inte
behdvs skrivas ut ett multiplikationstecken. Skillnaden i variationsrymd var exempelvis att
eleverna i lektion 2 hade mojlighet att erfara att balansmetoden kan anvéndas och hur den
skall anvandas i bade raknesétten addition, subtraktion och multiplikation. Dessa viktiga
aspekter for larandeobjektet Att 16sa en ekvation, gavs inte mojlighet att erfara i lektion 1.

Anvandning av exemplen

| jamforelsen av hur exemplen anvandes i lektionerna, visar det sig att i lektion 2 anvénde
lararen exemplen pa ett mer systematiskt satt, an i lektion 1. I lektion 1 anvande exempelvis
lararen exempel dar manga aspekter varierade samtidigt mellan exemplen. I momenten nar
balansmetoden skulle anvandas for att 16sa en ekvation, anvandes till exempel tre olika
ekvationer 3x+5=20, x/3+495=1975 och 3x+(x+5)+x=40. | lektion 2 anvénde lararen
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exemplen pa ett annat satt, exempelvis genom att hela tiden utga fran exemplet 3+4=7 och
variera specifika aspekter utifran det, for att eleverna skulle ha majlighet att urskilja dem. De
utmarkande skillnaderna i hur lararen anvande exemplen var att han i lektion 2, i) anvinde
fler exempel dar nagot holls invariant och nagot specifikt varierade mellan exemplen, ii)
anvande exempel samtidigt vid fler tillfallen, iii) gav eleverna méjlighet att jamfora exemplen
med varandra vid fler tillfallen, iv) fokuserade skillnader (kontraster) mellan exemplen pa ett
tydligare sétt, v) anvande fler icke-exempel som kontrast till korrekta exempel, vi) anvénde
fler exempel utifran elevernas uppfattningar, vii) anvande exemplen med mer specifika
sekvenser och pa ett mer systematiskt satt som skapade monster av variation.
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Larare B — Larandeobjekt: Att kunna skriva brak som procent
och tvartom

Lektion 1 och lektion 2 som ldrare B undervisade i, var i vissa avseenden lika och i andra
avseenden olika, vilket nedanstéende tabell (tabell 6) visar. En likhet var att bada lektionerna
inneholl en genomgang/diskussion och sedan jobbade eleverna med uppgifter, tva och tva.
Skillnaden var att det i lektion 2 aven fanns en genomgang efter eleverna jobbat med
uppgifter (se L2, rad 5), vilket inte fanns i lektion 1. Likheterna i de innehall som behandlades
var att bada lektionerna behandlade ldrandeobjektet Att kunna skriva brék som procent och
tvartom och inom det brak (som del av hel) skrivs som procent, brak (som del av antal) skrivs
som procent och procent av en helhet skrivs som antal.

Tabell 6. Lektionsinnehdll i Lektion 1 (L1) och Lektion 2 (L2).

L1 L2
Tid Innehall Tid Innehdll
1. 00:25-04:45 Brak (som del av hel) omvandlas till | 1. 00:19-05:28 Brak (som del av hel) omvandlas
procent till procent
2. 04:46-10:47 Brak (som del av antal) omvandlas till | 2. 05:29-11:30 Procent av en helhet omvandlas till
procent antal
3. 10:48-15:15 Procent av en helhet omvandlas till antal 3. 11:31-15:50 Brék (som del av antal) omvandlas
till procent
4, (16:09-47:02)  (Eleverna jobbade tvd och tvd med | 4. 16:24-33:48 (Eleverna jobbade tva och tvd med
uppgifter) uppgifter)
5. (33:49-48:28) (Genomgang av de uppgifter
eleverna jobbat med tva och tva)

Eftersom det fanns en extra gemensam genomgang i lektion 2, innebar det att det anvandes
mer tid i den lektionen, till behandlingen av larandeobjektet.

Brak (som del av hel) skrivs som procent

Nér innehallet Brak (som del av hel) skrivs som procent behandlades 6ppnades bade samma
och olika DoV i lektionerna. Nedanstaende tabell (tabell 7) visar exempelvis att DoV En
andel kan symboliseras pa olika satt (se L1, rad 1 och L2, rad 1) dppnades i bada lektionerna,
medan DoV Néamnarens innebérd (se L2, rad 4) enbart 6ppnades i lektion 2.

Tabell 7. DoV som Gppnades och de varden och exempel som anvéndes i innehallet Brak (som del av hel) skrivs
som procent

L1 L2

1. Enandel kan symboliseras pa olika sétt (DoV) 1. En andel kan symboliseras pé olika stt (DoV)

a.  Somdelav fiiur (Vérde) a.  Somdel av figur

-

b.  Som brakform (Varde)
Ya

c.  Procentform (Varde)
25%

b.  Som brékform (Vérde) 2. Téljarens innebdrd (DoV)
Ya a.  Flerdelar (Varde)
4/10
c¢.  Som procentform (Varde) 3/5=60%
) b.  Farre delar (Varde)
25%
40% 1/5=20%
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3. Olika brak kan skrivas som procent (DoV)

2. Taljarens innebord (DoV) a.  Stambrak
a.  Fler delar (Varde) Vi=25%
4/10=40% oo
=40% =209
b.  Farre delar (Varde) iﬁof%/o
1/10=10% | U/100%1%
b.  Ej stambrak
3/5=60%
3. Olika brak kan skrivas som procent (DoV) %=75%
a.  Stambrak c. Enhel
1%=25% 1=100%
1/10=10%
b.  Ejstambrik 4. Namnarens innebord (DoV)
4/10=400% a.  Farre delar (Varde)
b.  Fler delar (Vérde)
¥2=50%
1/5=20%
1/10=10%
1/100=1%

5. Delarnai ett skrivet brak star for olika saker (DoV)
a.  Namnaren stdr fér hur manga delar den hela
arindelad i (Varde)
1/4
b.  Téljaren star for hur manga delar av delarna
den hela &r delad i (Vérde)
1/4

| jamforelsen av vad som var mdjligt att lara i lektionerna fanns likheter och skillnader. En
likhet var att det i bada lektionerna fanns mojlighet att erfara att en andel kan symboliseras pé
olika satt. Det kan vara relevant att behandla i larandeobjektet Att kunna skriva brak som
procent och tvartom, eftersom brak och procent &r tva olika satt att symbolisera samma andel.
En skillnad var att eleverna i lektion 2 hade majlighet att erfara bade taljarens och namnarens
innebdrd, medan eleverna i lektion 1 enbart hade mgjlighet att erfara taljarens inneb6rd. Att
bade téljarens och namnares innebdrd behandlas nar brak skall skrivas som procent kan vara
relevant for att inte skapa en begransning i elevernas uppfattning om vad som paverkar
procentsatsen. En annan skillnad var att eleverna i lektion 2 kunde erfara att forutom stambréak
och ej stambrak kan dven en hel skrivas som procent (se L2, rad 3c). Darmed hade eleverna i
lektion 2 mojlighet att erfara en storre variation av vilka brak som kan skrivas som procent.

Lektion 1

Vid ett tillfalle i lektion 1 fanns %, 25% och nedanstdende figur 2 samtidigt pa tavlan.
Andelen var invariant mellan exemplen och hur den symboliserades varierade. Ingen direkt
jamforelse gjordes mellan exemplen av lararen, men eftersom exemplen fanns péa tavlan
samtidigt gavs eleverna mojlighet att urskilja att en andel (1/4) kan symboliseras pa olika satt.

—

Figur 2. En kvadrat indelad i fjardedelar, dar en av delarna var markerad.
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Aven exemplen 4/10, 40% och nedanstdende figur 3 anvéindes pa samma sétt.

Figur 3. En rektangel indelad i tiondelar, dér fyra av delarna var markerade.

| ett annat moment anvandes exemplet 4/10=40% och 1/10=10% samtidigt. En jamforelse
gjordes mellan exemplen och man kom fram till att braket 4/10 var fyra ganger storre an 1/10.
Lararen och eleverna diskuterade att skillnaden i procentsats darmed ocksd maste vara fyra
ganger. Mellan exemplen var namnaren invariant och enbart taljaren varierade. | detta
moment gavs eleverna mojlighet att urskilja taljarens innebérd.

Mellan exemplen %=25% och 1/10=10% gjordes ingen jamforelse och eftersom exemplen
inte heller fanns samtidigt pa tavlan ndgon gang under lektionen, hade eleverna inte mojlighet
att urskilja DoV Namnarens innebdérd.

Lektion 2

Vid ett tillfalle i lektion 2 fanns exemplen 1/4, 25% och nedanstaende figur 4 samtidigt pa
tavlan.

i

Figur 4. En rektangel indelad i fjardedelar, dar en av delarna var markerad.

En jamforelse gjordes mellan exemplen ¥4 och 25%. Lararen sa “ar det ndgon skillnad mellan
en fjardedel och tjugofem procent” (se Excerpt 1, rad 3).

Excerptl (L2)
1. Lérare: (skriver ¥4 och 25%, jamte varandra pa tavlan) Ehh, Om jag

skriver en fjardedel och s& skriver jag tjugofem procent vid sidan
av, ar det ndgon skillnad mellan en fjardedel och tjugofem
procent? Stefan

2. Stefan: nej

3. Ldérare: Nej en fjardedel och tjugofem procent det ar tva olika sitt att
beskriva lika mycket, sd jag kan sitta ett likamedtecken har
emellan (skriver ett likhetstecken mellan % och 25% och pekar
sedan pé rektangeln som &r indelad i fjardedelar och dar en del &r
markerad) sa jag har prickat in en fjardedel av figuren och den
fjardedelen utgor alltsa tjugofem procent.

I momentet var andelen (1/4) invariant mellan exemplen och hur den symboliserades
varierade (1/4, 25% och figur 4). | detta moment gavs eleverna mojlighet att urskilja att en
andel kan symboliseras pa olika sétt.

Exemplen ¥%=50%, 1/5=20%, 1/10=10% och 1/100=1% skrevs upp under varandra, pa tavlan.
Invariant mellan exemplen var att de var stambrdk och namnarens varde varierade. Exemplen
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utgjorde ett monster dar vardet i brakets namnare hela tiden 6kade mellan exemplen, medan
procentsatsen minskade. | detta moment gavs eleverna mdjlighet att urskilja innebdrden av
namnaren.

| jamforelsen av hur exemplen anvandes i lektionerna finns bade likheter och skillnader. |
béda lektionerna anvands exemplen vid vissa tillfallen samtidigt och med invarians mellan
exemplen samt att lararen fokuserade jamfdrelse mellan dem. De storsta skillnaderna var att
lararen i lektion 2 anvande exemplen mer systematiskt och i en viss ordning for att utgdra
specifika monster av variation. Inga sddana monster anvandes i lektion 1.

Brak (som del av antal) skrivs som procent

Nar innehéllet Brak (som del av antal) skrivs som procent behandlades 6ppnades bade samma
och olika DoV i lektionerna. Nedanstaende tabell (tabell 8.) visar att exempelvis DoV En
andel kan symboliseras pa olika satt (se L1, rad 1 och L2, rad 1) dppnades i bada lektionerna,
medan DoV Taljarens innebord (se L2, rad 2) och DoV Namnarens innebérd (se L2, rad 3),
enbart 6ppnades i lektion 2.

Tabell 8. DoV som Gppnades och de vdrden och exempel som anvandes i innehdllet Brak (som del av antal)
skrivs som procent

L1 L2
1. Enandel kan symboliseras pa olika sétt (DoV) 1.  Enandel kan symboliseras pa olika sitt (DoV)
a.  Del av ett antal (Vérde) a. Del av ett antal (Varde)
5 elever av 8 elever 1krav4kr
b.  Brékform (Varde) 3krav4kr
5/8 1 krav 10 kr
c.  Decimalform (Varde) 6 krav 10 kr
0,625 b.  Brakform (Vérde)
d.  Procentform (Varde) Ya
62,5% Ya
1/10
6/10

¢.  Procentform (Varde)
25%
75%
10%
60%

2. Téljarens innebdrd (DoV)
a.Farre delar (Vérde)

14=25%

1/10=10%

7/10=70%
b. Fler delar (Varde)

%=75%
6/10=60%
10/10=100%

3. Néamnarens innebérd (DoV)
a.  Fler delar (Vérde)

8/100=8%
b.  Farre delar (\Vérde)

8/10=80%

c.  Om forhéllandet mellan tal uppfattas fel,
kan namnaren i braket bli felaktig, vilket
leder felaktig procentsats (Varde)

8/100=80%
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I jamforelsen av vad som var méjligt att lara mellan lektionerna fanns likheter och skillnader.
En likhet var att det aven i detta innehdll fanns majlighet att erfara att en andel kan
symboliseras pa olika satt. Skillnaden var att eleverna i lektion 1 kunde erfara att en andel
dven kan symboliseras som ett decimaltal (se L1, rad 1c), men detta lag utanfor
larandeobjektet. En annan skillnad var att eleverna i lektion 2 hade mdjlighet att erfara andra
exempel, nar brdk skulle skrivas som procent. | lektion 1 anvéindes enbart exemplet
5/8=62,5%, medan exempelvis 1/10=10% och 10/10=100% anvéndes i lektion 2. | den senare
lektionen hade eleverna mojlighet att erfara en vidare exempelrymd av vilka brak som kan
skrivas som procent, eftersom det fanns skillnad i brakens véarde mellan exemplen.

Lektion 1

I lektion 1 skrevs brak som procent i enbart ett exempel, nar innehéllet Brak (som del av
antal) skrivs som procent behandlades. Vid ett tillfalle stod 5/8=0,625=62,5% pa tavlan men
ingen direkt jamforelse gjordes mellan dem. Eftersom dessa exempel dnda fanns samtidigt pa
tavlan och andelen var invariant gavs eleverna mdjlighet att urskilja att en andel kan
symboliseras pa olika satt.

Lektion 2

Vid ett moment i lektion 2 anvandes forst exemplen ¥4=25% och %=75% i en sekvens samt
1/10=10% och 6/10=60% i en direkt anslutande sekvens. Mellan exemplen ¥=25% och
¥,=75% varierade enbart téljarens varde och darmed dven procentsatsen, vilket &ven var fallet
mellan exemplen 1/10=10% och 6/10=60%. D& exemplen fanns samtidigt pa tavlan hade
eleverna mojlighet att urskilja inneborden av téaljaren.

Vid ett moment uppfattade en elev att 8 avl0 (8/10) kunde skrivas som 8/100. Lararen
anvande exemplet som ett icke-exempel och som kontrast till 8/10 och diskuterade med
eleverna att det inte var samma sak. Slutsatsen var att det blev olika procentsatser beroende pa
om forhallandet mellan atta och tio beskrivs som 8/100=8% eller 8/10=80% (se excerpt 3, rad
6) samt att 8/100=80% inte ar korrekt (se excerpt 3, rad 2 och rad 6).

Excerpt3  (L2)
(Pa tavlan star 8 av 10 och 8/10=80%)

1. Elev: Gar inte atta hundradelar, gar inte det

2. Laérare: Atta hundradelar, hur mycket motsvarar det? Atta hundradelar &r
det ocksa attio procent?

3. Elev: Nej

4. Lérare: Asa

5. Asa: Atta procent

6. Lérare: Det &r atta procent. Och hade det varit atta pojkar utav tio stycken

eller hade det varit 8 pojkar utav hundra stycken, Sture da hade det
varit atta hundradelar och da hade det varit atta procent. Men nu
var det atta utav tio pojkar, det var ju nastan allesammans (pekar

pa 8/10)
7. Elev: Ja
8. Ldérare: Och &ttio procent det &r, det &r nastan allesammans.

Mellan exemplen 8/100=8% och 8/10=80% var taljaren invariant och ndmnaren varierade och
eftersom exemplen jamfordes var det mojligt att urskilja innebdrden av nédmnaren.
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I jamforelsen av hur exemplen anvandes i lektionerna fanns skillnader. | lektion 1 anvénde
lararen enbart ett exempel, medan hon i lektion 2 anvénde flera. | den senare lektionen
anvande hon exemplen systematiskt med tydlig invarians mellan exemplen, sa att monster av
variation framtradde. Lararen anvande &aven icke-exempel och som kom fran elevernas
uppfattningar som kontrast till exempel som var korrekta.

Procent av ett varde skrivs som antal

Nar innehallet Procent av ett varde skrivs som antal behandlades 6ppnades samma och olika
DoV i lektionerna. Nedanstaende tabell (tabell 9.) visar exempelvis att DoV En andel kan
symboliseras pa olika satt (se L1, rad 1 och L2, rad 1) aterigen dppnades i bada lektionerna
och att DoV Nar brak av ett varde skrivs som antal, varierar berakningsstrategin med vilket
brak det ar (se L2, rad 3) enbart ppnades i lektion 2.

Tabell 9. DoV som Gppnades och de vdrden och exempel som anvindes i innehallet Procent av en helhet
omvandlas till antal

L1 L2
1. En andel av ett viarde kan symboliseras p& olika satt 1. En andel av ett varde kan symboliseras pa olika satt
(DoV) (DoV)
a.  Procentform (Vérde) a.  Procentform (Vérde)
5% av 800 kr 25% av 200 kr
6% av 700 kr 10% av 200 kr
b.  Antal (Vérde) 40% av 200 kr
40 kr av 800 kr 75% av 200 kr
42 kr av 700 kr 50% av 500 kr
25% av 500 kr
2. Inneborden av procent, som andel av ett viarde (DoV) 10% av 500 kr
a.  Fler procent (Vérde) 1% av 500 kr
6% av 700 kr ger 42 kr b.  Brékform (Vérde)
5% av 800 kr ger 40 kr Yaav 200 kr
b.  Farre procent (Varde) 1/10 av 200 kr
1% av 700 kr ger 7 kr 2/5 av 200 kr
1% av 800 kr ger 8 kr Y2 av 200 kr

% av 500 kr
Ys av 500 kr
1/10 av 500 kr
1/100 av 500 kr
c.  Antal (Varde)
50 kr av 200 kr
20 kr av 200 kr
80 kr av 200 kr
150 kr av 200 kr
250 kr av 500 kr
125 kr av 500 kr
50 kr av 500 kr
5 kr av 500 kr

2. Inneborden av procent, som andel av ett varde

(DoV)

a.  Fler procent (Vérde)
10% av 200 kr ger 20 kr
40% av 200 kr ger 80 kr
75% av 200 kr ger 150 kr

b.  Férre procent (Vérde)
50% av 500 kr ger 250 kr
25% av 500 kr ger 125 kr
10% av 500 kr ger 50 kr
1% av 500 kr ger 5 kr

3. Nar brak av ett varde skrivs som antal, varierar
berdkningsstrategin med vilket brdk det ar
(DoV)

a. Virdet divideras med brakets namnare,
nér det dr ett stambrak (Varde)
1/4 av 200 kr: 200kr/4=50kr
1/10 av 200 kr: 200kr/10=20kr
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b. Vardet divideras forst med brakets
namnare och kvoten multipliceras sedan
med brdkets tiljare, nar det ar ett ej
stambrak (Varde)

2/5 av 200 kr, 1/5: 200/5=40kr,
40kr*2=80kr
3/4 av 200 kr, Ya: 200kr/4=50kr,
50kr*3=150kr

| bada lektionerna kunde eleverna éterigen erfara DoV en andel kan symboliseras pa olika
satt. Skillnaden var att det i lektion 2 fanns mojlighet att erfara att en andel, férutom procent
och antal, aven kan symboliseras som brak (se L2, rad 1b.). Denna variation kan vara viktig
att inte ta forgivet att eleverna forstar, eftersom strategin som anvandes for att komma fram
till vilket antal procentsatsen motsvarar av vardet, innebar att procentsatsen forst skulle
skrivas som brak. | lektion 2 hade eleverna aven méjlighet att erfara att berdkningsstrategin
for att kunna skriva procentsats av ett varde till ett antal, varierar med vilket brak
procentsatsen skrivs som. Detta kan vara relevant att behandla d& en del elever uppfattar det
som att de beraknat klart nar de skrivit stambraket till ett antal, &ven om det &r ett ej stambrak
som skall skrivas som antal. En annan skillnad var att eleverna i lektion 2 hade mdjlighet att
erfara andra exempel, nar en procentsats av ett varde skulle skrivas som antal. | lektion 1
anvandes enbart exemplen, 5% av 800 kr ger 40 kr och 6% av 700 kr ger 42 kr, medan
exempelvis 1% av 500 kr ger 5 kr och 75% av 200 kr ger 150 kr, anvandes i lektion 2. | den
senare lektionen hade eleverna mojlighet att erfara en vidare exempelrymd av procentsatser
som kan skrivas som antal, eftersom det fanns storre skillnad i procentsatsernas vérde mellan
exemplen.

Lektion 1

For att skriva procent som antal anvandes strategin att forst ta reda pa hur stort varde antalet
har for en procent genom att dividera med hundra (eftersom procent betyder hundradel) och
sedan multiplicera den kvoten med antal procent. | exemplet 5% av 800 kr dividerades forst
800 kr/100=8 kr vilket gav att 1% av 800 kr var 8 kr. Sedan multiplicerades 8 kr*5=40 kr,
vilket i detta fall gav vérdet 40 kr av 800 kr. I utrdkningen fanns 5% av 800 kr och 40 kr av
800 kr samtidigt och mellan exemplen var vérdet invariant och hur andelen symboliserades
varierade. Aven om ingen direkt jamforelse gjordes gav detta eleverna dandd majlighet att
urskilja att en andel kan symboliseras pd olika satt. | strategin anvandes antalet som
motsvarade 1% av vardet for att fa fram antalet som motsvarade 5%, vilket gav eleverna
mojlighet att jamfora 1% av 800 kr som gav 8 kr och 5% av 800 kr som gav 40 kr. Ingen
direkt jamforelse gjordes mellan exemplen men de fanns samtidigt pa tavlan och vardet var
invariant och procentsatsen varierade. Darmed hade eleverna majlighet att urskilja inneb6rden
av procent, som andel av ett vérde.

De enda exemplen som anvéndes var 5% av 800 kr och 6% av 700 kr. Mellan exemplen
varierade bade procentsatsen och vardet samtidigt.

Lektion 2

For att skriva procent av ett varde som antal anvandes strategin, att forst skriva procentsatsen
som brak och sedan dividera vardet med brakets namnare for att fi fram antalet. | exemplet
10% av 200 kr skrevs forst 10% som 1/10 av 200 kr och sedan dividerades 200 kr/10=20 kr,
vilket i detta fall gav antalet 20 kr av 200 kr. 10% av 200 kr, 1/10 av 200 kr och 20 kr av 200
kr fanns samtidigt pa tavlan och eleverna kunde gora en jamférelse mellan dem dven om inte
lararen gjorde en direkt sddan. Invariant mellan exemplen var vardet och andelen. Det som
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varierade var hur andelen symboliserades vilket gav eleverna mdjlighet att urskilja att en
andel kan symboliseras pa olika sétt.

Manga berakningar gjordes i lektionen med ovan beskriven strategi. Vid ett moment fanns
nedanstaende exempel samtidigt och skrivna under varandra pa tavlan,

50% av 500 kr ger 250 kr
25% av 500 kr ger 125 kr
10% av 500 kr ger 50 kr
1% av 500 kr ger 5 kr

Exemplen utgjorde ett variationsmonster dér bade procentsatsen och antalet minskade, mellan
exemplen. Invariant mellan alla exempel var vérdet (500 kr), vilket gav eleverna mojlighet att
urskilja innebdrden av procent, som andel av ett varde.

| jamforelsen av hur exemplen anvéandes i lektionerna fanns skillnader. De storsta skillnaderna
var att lararen i lektion 2 vid flera tillfdllen anvande exemplen systematiskt och i specifika
sekvenser, sa att tydliga monster av variation framtradde, samt att invarians mellan exemplen
hela tiden anvandes och dar specifika aspekter varierades, vilket inte fallet var i lektion 1.

Sammanfattning av larare B:s lektioner
Mojlighet till larande

I jamforelsen av lektionerna visar det sig att eleverna i lektion 2 hade andra méjligheter till
larande &n eleverna i lektion 1. En skillnad i l&randerymd var att eleverna i lektion 2 hade
mojlighet att erfara bade taljarens och namnarens innebord. En skillnad i variationsrymd var
att eleverna i lektion 2 hade majlighet att erfara att férutom stambrak och ej stambrak kan
aven en hel skrivas som procent. Eleverna i lektion 2 hade dven mdjlighet att erfara en vidare
exempelrymd. Nar procent av ett varde skulle skrivas som antal hade eleverna i lektion 2 till
exempel mojlighet att erfara exempel med procentsatser fran en procent till sjuttiofem procent
medan eleverna i lektion 1 enbart hade mdjlighet att erfara procentsatserna fem och sex
procent.

Anvéndning av exemplen

I jamforelsen av hur exemplen anvénds i lektionerna, visar det sig att i lektion 2 anvénde
lararen exemplen pa ett annat satt, jamfort med i lektion 1. | lektion 1 anvéande lararen
exempel dér flera aspekter varierade samtidigt, mellan exemplen. Ett exempel pa det ar i
momentet nér procent av ett varde skulle skrivas som antal, d&r exemplen 5% av 800 kr och
6% av 700 kr anvandes. Mellan exemplen varierade bade procentenheten och helhetens varde,
samtidigt. | samma moment i lektion 2 anvéande lararen istallet exemplen, 25% av 200 kr,
10% av 200 kr, 40% av 200 kr och 75% av 200 kr. Mellan exemplen varierade enbart
procentsatsen medan vérdet var invariant. De utmérkande skillnaderna i hur lararen anvande
exemplen var att hon i lektion 2, i) anvande fler exempel dar nagot holls invariant och nagot
specifikt varierade mellan exemplen, ii) anvande exempel samtidigt vid fler tillfallen, iii) gav
eleverna mojlighet att jdmfora exemplen med varandra vid fler tillfallen, iv) anvénde
exemplen med mer specifika sekvenser och pa ett mer systematiskt satt som skapade madnster
av variation.
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Diskussion

Det dvergripande syftet med denna studie &r att bidra till kunskap om larares behandling av
innehdllet i undervisningen forandras efter de deltagit i Learning studies. Studiens resultat
visar att matematiklarare kan forandra innehallets behandling i form av hur de anvénder
exempel. Analys har gjorts av tva ldrares undervisning, fore respektive efter de deltagit i tre
Learning studies. De specifika forskningsfragorna var

e Hur skiljer sig lararna anvandning av exempel i undervisningen, fore och efter
deltagande i Learning studies?
e Vad ger skillnaderna i anvandning av exempel for olika mdjligheter till larande?

Studiens resultat visar att lararna fordndrat sitt sétt att anvanda exempel efter deltagandet i
Learning studies. Skillnaderna mellan lektion 1 och 2 var att i lektion 2
e Anviénde lararna flera exempel samtidigt, vid fler tillfallen
e Anvande lararna exemplen med specifika sekvenser och pa ett mer systematiskt sétt,
som frambringade moénster av variation
o LAt lararna eleverna jamfora exempel, vid fler tillfallen
e Anvinde lararna fler exempel déar nagot hélls invariant och nagot specifikt varierade
mellan exemplen
e Anvande lararna fler exempel utifran elevernas uppfattningar
o Fokuserade lararna skillnader (kontraster) mellan exemplen pd ett tydligare satt
e Anvande lararna fler icke-exempel som kontrast till korrekta exempel

Undervisningen i lektion 2 erbjod dven andra mojligheter till 1arande for eleverna. Fler DoV i
relation till larandeobjektet Oppnades. Till exempel gavs eleverna i larare A:s lektion 2
mojlighet att erfara begreppet ekvation och balansmetodens princip, vilket inte eleverna i
lektion 1 hade mdjlighet att erfara. | larare B:s lektion 2 gavs eleverna mdjlighet att erfara
bade taljarens och namnarens innebdrd, medan eleverna i lektion 1 enbart hade majlighet att
erfara téljarens innebord. Aven fler varden inom de DoV som Gppnades anvandes i lararnas
lektion 2. | larare A:s lektion 2 hade eleverna exempelvis mdjlighet att erfara hur
balansmetoden anvénds i réknesétten addition, subtraktion och multiplikation, vilket inte
eleverna i lektion 1 hade mojlighet att erfara. Aven fler exempel och en storre vidd av
exempel anvandes i lararnas lektion 2. | larare B:s lektion 2 hade eleverna i ett moment
exempelvis mojlighet att erfara brak fran 1/100 till 1 (en hel) som skrevs som procent, medan
eleverna i lektion 1, i samma moment enbart hade majlighet att erfara brak fran ¥4 till 4/10.
Detta innebar att det bade fanns en storre och mer specifik Larande-, Variations- och
Exempelrymd, i lektion 2.

| de Learning studies lararna deltog i anvandes variationsteorin som utgdngspunkt i att
utveckla och utvardera undervisning. Studien visar att det satt spar i lararnas undervisning
efter deltagandet, genom att de anvander exempel utifran variationsteoretiska principer. Inom
LGK-projektet har fler studier genomforts, dar man studerat hur l&rare foréndrat sin
undervisning genom deltagande i Learning studies. Aven dessa studier visar att larare
utvecklat undervisningen utifran variationsteoretiska principer (se Nilsson, 2014; Vikstrom,
2014).
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Hur lararna anvande exemplen

Hur ldrare anvander exempel med hénsyn till sekvensering dr en viktig aspekt i
matematikundervisning (Bills, Dreyfus, Mason, Tsamir, Watson & Zaslavsky 2006; Rowland,
2008). Lérarna i denna studie anvénde exemplen i en annan sekvens (annan ordning) i lektion
2 jamfort med lektion 1. Flera exempel anvandes samtidigt, vid fler tillfallen och exemplen
anvandes pa mer systematiska satt som frambringade monster av variation. Till exempel
anvénde larare B vid ett moment i lektion 2 forst exemplen ¥4=25% och %=75% i en sekvens
samt 1/10=10% och 6/10=60% i en direkt anslutande sekvens. Att exempel anvands samtidigt
och i specifika sekvenser for att skapa monster av variation ar &ven centrala principer i
variationsteorin.

Enligt Ma (1999) varierar Kkinesiska larare innehdllet mer medvetet i sin
matematikundervisning, jdmfort med sina amerikanska kollegor. Med hjélp av de exempel
som anvands, dar nagot ofta ar invariant och dar olika variationer gors utifran det, forsoker de
kinesiska lararna fa eleverna att urskilja flera olika variationer pd samma sak. Zodik och
Zaslavsky (2008) menar att vad som kan och bor variera mellan exemplen &r en viktig aspekt
for larare att ta hénsyn till i sin matematikundervisning. | jamforelsen mellan lektionerna
framgar att lararna i denna studie anvéande fler exempel déar nagot hélls invariant och nagot
specifikt varierade mellan exemplen, i lektion 2. Till exempel anvénde larare B vid ett
moment i lektion 2 exemplen sa att vérdet var invariant och procentsatsen varierade (50% av
500 kr ger 250 kr, 25% av 500 kr ger 125 kr, 10% av 500 kr ger 50 kr, 1% av 500 kr ger 5 kr).
Att det mellan exempel finns invarians och att specifika aspekter varierar, ar en central princip
aven i variationsteorin.

Zodik och Zaslavsky (2008) menar att en annan aspekt larare maste ta hansyn till nar de valjer
exempel &r vilka styrkor och svagheter elevgruppen har i den generella matematiska
principen. | lektion 2 anvéande lararna till synes exemplen mer utifran elevernas uppfattning av
det matematiska innehall som skulle laras. Vid ett moment i lektion 2 anvénde till exempel
larare A icke-exemplet 6+2=8/2=4 for att belysa att likhetstecknets innebérd ej ar detsamma
som en berdkningsprocess och for att forstarka den matematiskt korrekta uppfattningen av
likhetstecknet. Att utgd fran elevernas uppfattningar ar aven en central princip i
variationsteorin. Enligt variationsteorin &r det ocksa nodvandigt att den larande ges méjlighet
att urskilja skillnader (kontraster) mellan exempel, for att lara sig nagot nytt. I lektion 2
fokuserade lararna skillnader mellan exemplen pa ett tydligare satt och anvéande fler exempel
som var inkorrekta i kontrast till korrekta exempel. Vid ett moment i lektion 2 anvénde
exempelvis larare A icke-exemplet 3+4=7 (ej ekvation) i kontrast till x+4=7 (ekvation) och
vid ett annat moment icke-exemplet 2*3+4=7*2 (ej likhet) i kontrast till 2*3+4*2=7*2
(likhet).

Larare bor vélja exempel som &r relevanta for det larande som avses och vilken generell
matematisk princip som skall framtrdda i undervisningen (Rowland, 2008; Zodiak &
Zaslavsky, 2008). Bada lararna anvande exemplen i lektion 2 mer utifran vad som &r relevant
for larandeobjektet och vilken matematisk princip exemplet skall vara nagot specifikt av. Vid
ett moment anvande exempelvis larare A exemplen 3+4=7+2 och 2+3+4=7+2 i lektion 2, for
att eleverna skulle ha mdjlighet att erfara balansmetodens princip. Larare B anvande till
exempel vid ett moment i lektion 2 exemplen 1/5=20% och 3/5=60% for att eleverna skulle
ha mdjlighet att erfara téljarens innebord, samt exemplen ¥%=50%, 1/5=20%, 1/10=10% och
1/100=1% for att eleverna skulle ha mdjlighet att erfara ndmnarens inneb6rd. Slutsatsen ar att
i lektion 2 anvande lararna i denna studie exemplen mer i likhet med bade det som
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variationsteorin och manga tidigare forskare kommit fram till ar viktigt for en effektiv
anvéndning av dem.

Praktiska implikationer av studien

Studiens resultat visar att lararna forandrat hur de undervisar i matematik och hur de anvéander
exempel efter deltagandet i Learning studies. Ldrarna anvande till synes exemplen mer
medvetet i lektion 2. Utifran den variationsteoretiska analysen kan man argumentera att
lararnas matematikundervisning utvecklats i lektion 2 genom att fler aspekter av
larandeobjektet blivit mojliga att urskilja. Resultatet visar att den larande-, variations- och
exempelrymd eleverna hade méjlighet att erfara i lektion 2 bidrog till andra mdjligheter for
larande.

Studien kan darmed ha betydelse for skolledare och skolpolitiker pd olika nivaer i
skolutvecklingssyfte, da den erbjuder ett exempel pa hur man med hjalp av Learning study
kan utveckla matematiklarares undervisning. Studien kan bidra till diskussionen om vilka
forandringar man bor satsa pa for att 6ka svenska elevers matematik prestationer. Flera
forskare (Zodik & Zaslavsky, 2008; Rowland, 2008; Goldenberg & Mason, 2008) menar att
lararstudenter béattre behdver utbildas i vilka aspekter det finns att ta hansyn till nar exempel
viljs och hur de kan anvandas i matematikundervisningen nar de gar pa lararutbildningen.
Studien kan dérmed d&ven ha betydelse for lérarutbildare till deras undervisning av
lararstudenter for att jamfora skillnader i hur exempel anvénds och vad som erbjuds eleverna
att lara.

Teoretiska implikationer av studien

Variationsrymd och Range of Change

| studien har bland andra det variationsteoretiska begreppet Variationsrymd fokuserats och
analyserats. Marton (2014) menar att nér en DoV é&r Oppnad &r vdrden som finns i den
dimensionen mgjliga att urskilja. Watson och Mason (2005) menar att det ar den méjliga
variationen i dimensionen som &r mdjlig att urskilja, Range of Change. Om det vid ett
undervisningstillfalle till exempel anvénds ytterligare varden inom en redan 6ppnad DoV
innebdr det att Range of Change inom den DoV, 6kar. | denna studie anvénds Range of
Change synonymt med det variationsteoretiska begreppet Variationsrymd, vilket innebér att
om ytterligare vdrden anvands inom en redan Oppnad DoV 0Okar Variationsrymden. Ett
exempel pa det ar nar larare A anvant vardena, Ej likhet (3+4=7+2) och likhet (2+3+4=7+2)
sa att balansmetodens princip blev mojlig att urskilja. Nar sedan likhet skapades med andra
réknesatt an addition, anvandes andra varden och som dven de var mojliga att erfara. Till
exempel att balansmetoden &r mojlig att anvanda &ven med subtraktion (2+3+4-5=7+2-5) och
multiplikation (2*3+4*2=7*2). | detta fall 6kade Variationsrymden (Range of Change).
Watson och Mason (2005) gor en skillnad i om det ges mojlighet att lara nya varden inom en
redan dppnad DoV eller om eleverna faktiskt l&r fler vérden. De menar att om eleverna lar fler
varden, utdkas vad de uppfattar som mojlig variation (Range of permissable Change), inom
den DoV. Det senare 4r ett elevperspektiv, medan det forra &r en observators perspektiv. Inom
variationsteorin skulle elevperspektivet (Range of permissable Change) kunna anvandas som
den Variationsrymd eleverna uppfattar.
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Exempelrymd i det iscensatta larandeobjektet

Laranderymd, de DoV som varit mojliga att urskilja och Variationsrymd (Range of Change),
de véarden som anvands och varierar inom en redan dppnad DoV, ger indikationer pa vad som
varit mojligt att lara vid ett undervisningstillfalle. Denna studie har anvént ytterligare ett
begrepp for att analysera vad som varit mojligt att lara. Exempelrymd (Instructional Example
Space), de exempel lararen anvant och darmed eleverna haft méjlighet att urskilja. Watson
och Mason (2005) introducerade begreppet Exempelrymd och menar att alla har sin egen
exempelrymd och att den &r beroende av situation. Det innebér att eleverna kan uppfatta att
nagot generellt representeras av ett begransat antal specifika exempel. De menar ocksa att en
larare genom att medvetet vélja exempel kan paverka elevernas exempelrymd. Exempelvis
kan lérare anvanda exemplen -2 och -8 som representanter for Negativa heltal, vilket innebar
att eleverna har mojlighet att erfara exemplen -1, -3, -4, -5... -10 som representanter for
Negativa heltal. 1 detta fall har eleverna mojlighet att erfara att Negativa heltal har
exempelrymden -1 till -10. Det kan vara ett forgivet tagande att eleverna aven forstar att till
exempel talet -4 087 ar ett Negativt heltal. Att darfor ge eleverna méjlighet att erfara flera
exempel inom samma vérde, innebér att man givit mojlighet till en vidare Exempelrymd. Ett
exempel pa att lararna i denna studie ger eleverna méjlighet att erfara en vidare Exempelrymd
i lektionen efter deltagande i Learning studies, ar i larare B:s lektion 2. Léararen anvander
exemplen 1/100=1% och 1=100% i momentet nar brak skall skrivas som procent. | det
momentet hade eleverna méjlighet att erfara att brak fran en hundradel upp till en hel kan
skrivas som procent. Detta innebér en vidare exempelrymd &n nar lararen i samma moment i
lektion 1 anvénde exemplen %%=25% och 4/10=40%. | denna studie har forutom de
variationsteoretiska begreppen Laranderymd och Variationsrymd &ven Exempelrymd anvénts
for att analysera vad som gjorts mojligt for eleverna att lara. Studien indikerar att
Exempelrymd kan anvéandas inom variationsteorin, for att ytterligare férdjupa analysen av det
iscensatta larandeobjektet.

Fortsatt forskning

Denna studie har visat att Learning study kan vara ett sétt att utveckla larares anvéndning av
exempel i matematikundervisning och att det kan bidra till elevers 6kade mojlighet till
larande. En kritik som Learning study far ar dock att det ar ett tids- och resurskravande
arrangemang (Skolverket, 2013a) och ett forslag till ytterligare forskning skulle darfoér kunna
vara att testa andra satt for att fa liknande resultat. Ett sddant satt skulle kunna vara att larare
precis som i Learning study traffas och diskuterar innehéllets behandling i undervisningen,
men istéllet for att det &r i ett Learning study arrangemang, skulle det kunna genomféras som
en naturlig del av larares praktik. | Kina genomférs nagot liknande, i vad som kallas Teachers
Research Groups (Paine & Ma, 1993). Dér planerar och utvérderar larare, bland annat
undervisning tillsammans kontinuerligt. En intressant studie hade varit ifall nagot liknande
skulle kunna gé att genomféra i Sverige och jamféras med de resultat som denna studie
kommit fram till. Denna studie har undersckt larares anvandning av exempel i matematik. Ett
annat forslag pa forskning skulle kunna vara att gora en liknande studie, men i ett annat amne.
Skulle liknande resultat framtrada i larares anvandning av exempel i exempelvis &mnena
Svenska och SO? Framforallt skulle Exempelrymden vara intressant att analysera, i andra
amnen.
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