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| denna uppsats forklaras de komplexa talens historia genom att forst presentera
forhistorien med bdrjan kring ar 50 och sedan kronologiskt ga vidare till mitten av
1800-talet dar begreppet komplexa tal far anses vara fott. Syftet med denna uppsats ar att
koppla denna historia till gymnasieskolans laroplan, LGY 11 och de kursmal och centrala
innehall som berér begreppet komplext tal. Som gymnasielarare i matematik pa ett
hdgskoleférberedande program ar det nédvandigt med kunskaper om komplexa tal da
detta behandlas redan i kursen Matematik 2. Detta examensarbete beskriver hur
utvecklingen av komplexa tal har gatt till, fran att ha varit en forkastad tanke da exempelvis
roten ur ett negativt tal ar omgjligt, till att bli en del utav matematiken och inte bara
nagonting som kallades for ett imaginart tal.

Detta arbete ar en litteraturstudie dar jag med hjalp av litteratur kring matematikens historia
har gjort nedslag i de delar av historien som handlar om komplexa tal. Da historien kring
de komplexa talen ar valdigt stor och spretig och utvecklas pa flera hall i varlden har jag i
denna uppsats valt att enbart fokusera pa de upptackter och de matematiker som ar
relevanta for det som ska laras ut i den svenska gymnasieskolan.
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1 Inledning

1.1 Bakgrund

Pa matematiklektionerna under gymnasietiden far larare det ofta att verka som att de
komplexa talen ar nagonting som historiskt upptéacktes nar man férsokte I6sa
andragradsekvationer. Det ar namligen forst da problemet med roten ur ett negativt tal
dyker upp. Detta ar inte en helt korrekt beskrivning da acceptansen och det faktiska
anvandandet av det vi idag kallar komplexa tal var nagot som skedde forst vid I6sandet av
kubiska ekvationer. Nar jag upptackte detta undrade jag vad mer som kunde vara
missvisande i gymnasieundervisningen, vilket ar en av anledningarna till att jag valde att
fokusera mitt arbete pa omradet om komplexa tal.

Nagonting annat som ar intressant och som fick mig att vilja understka detta vidare ar
spraket man anvander for att beteckna dessa typer av tal. Det ar intressant hur
accepterade de komplexa talen ar i modern tid jamfért med hur de sags pa nar de forst
dok upp. Fran att ha ansetts vara ogiltiga, till att vara ett hjalpmedel till att bli som vilket tal
som helst. Det fascinerar mig hur synen pa talen kan ha utvecklats sa pass mycket och hur
nagonting som ar helt accepterat idag ansags som latsastal forr.

1.2 Syfte och fragestéllning

Syftet med denna uppsats ar att med utgangspunkt i gymnasiets laroplan i matematik
redogora for komplexa tal och dess historia. Mitt mal ar att redogéra for de komplexa talen
och dess historia. Detta ska jag koppla till vad en matematiklarare pa gymnasiet bor kunna
om de komplexa talens historia for att kunna bedriva sin undervisning. Tanken med de
omraden som jag valjer att ta upp ar att dessa ska kunna kopplas till de mal som finns i
kursplanerna for gymnasieskolan. Det innefattar framfor allt kursplanen i Matematik 4 men
aven det som namns i kursplanen for Matematik 2 da dessa ar de kurser som tar upp
komplexa tal som begrepp.



1.3 Metod

Genom att I&sa laroplanen for matematik (LGY11) forsokte jag fa en forstaelse for vad man
som matematiklarare behdéver kunna om de komplexa talen. Utifran detta har jag anvant
mig av litteratur som beskriver de komplexa talens historia sa som History of Mathematics
(vol 1 and 2) av D.E. Smith och Mathematical thought from Ancient to Modern Times av
Morris Kline. Med utgangspunkt i bland annat denna litteratur har jag forsokt hitta delar
som, med tanke pa vad laroplanen tar upp, kan tankas vara relevanta for en
gymnasielarare i matematik som undervisar pa hdgskoleférberedande program. Darmed
har jag fatt avgransa mitt arbete en hel del da historian kring komplexa tal ar valdigt
omfattande. En stor del av mitt arbete har darmed varit att ta stallning till vad som har varit
relevant att ta med och vad som har varit 6verflodigt utifrdn gymnasieskolans kursplaner.

2 De komplexa talens historia
2.1 Forhistoria

Ar 825 gav Al-Khwarizmi med sin al-jabr w’al muqébalah namn &t vetenskapen om
algebra. | och med hans arbete blev algebra ett avskilt matematiskt falt fran talteorin.
(Smith 1953:382) De tidigaste kallorna dar roten ur ett negativt tal namns har dock
daterats redan till kring ar 50. | Stereometria av Heron av Alexandria kan man hitta

V81— 144 som &r omskrivet till V144 — 81 eller 8-+ nar det egentligen borde ha varit V=63 .
Det finns dock en osakerhet kring om detta beror pa en felskrivning av Heron eller om det
beror pa att det har blivit kopierat felaktigt. (Smith 1953:261) Det ar alltsa mdjligt att Heron
redan pa 50-talet forkastade tanken pa roten ur ett negativt tal och helt enkelt sag det som
att han hade gjort nagot fel i sin utrakning da roten ur ett negativt tal ar omajligt.

Nasta kanda kalla som behandlar detta problem dateras till ar 275 dar Diophantus i
Arithmetica forsdker sig pa att [6sa 336x 2+ 24 = 172x. Han menade att ekvationen inte
kunde l6sas och forstod alltsa inte att ekvationen har komplexa rétter. (Smith 1953:261) |
Indien fastslog Mahavira ar 850 att "as in the nature of things a negative [quantity] is not a
square [quantity], it has therefore no square root”. (Smith 1953:261) Med detta blev
problemet med roten ur negativa tal tydligare forklarat. Mahavira sag det som omdjligt for
ett negativt tal att vara en kvadrat.

Att I6sa kvadratiska ekvationer genom att kvadratkomplettera har varit kant anda sedan
babyloniernas tid. Den enda egentliga utvecklingen sedan dess gjordes av hinduerna som



tittade pa olika typer av kvadratiska ekvationer som x?+3x+2=0 och x*-3x—2=0.

Dessa tva behandlades lika av hinduiska matematiker medan rendssansens matematiker
foredrog den senare ekvationen x 2=3x+2. (Kline 1972:263)

De algebraiska metoder som araberna anvande introducerades i Italien pa 1100-talet nar
Al-Khwarizmis algebra Oversattes till latin av Gerard av Cremona. Under medeltiden anses
Fibonacci vara en av de framsta algebraikerna. Omkring ar 1225 presenterade han sina
idéer for kejsaren Fredrik Il och i en matematisk turnering lyckades han I6sa samtliga
problem. Bland annat I6ste han den kubiska ekvationen x *+2x 2+ 10x = 20. (Eves
1976:211) Specifika kubiska ekvationer gick alltsa att Idsa men nagon allman metod
existerade inte och ar 1494 pastod den italienska munken Pacioli att I6sningen till den
allmanna kubiska ekvationen var omgjlig att finna. (Smith 1953:458)

2.2 Kubiska ekvationer

De komplexa talens historia kan anses boérja under 1500 nar italienska matematiker sokte
efter explicita Isningar till kubiska ekvationer. Malet var att hitta en felfri metod som skulle
ge en l6sning narhelst det fanns en sadan. Modellen de forsdkte efterlikna var formeln for
I6sningar till kvadratiska ekvationer:

ax >+ bx+c har lésningarna x :% . Det matematikerna sOkte var en motsvarande
metod for att I6sa allmanna kubiska ekvationer. (Dunham 1999:83)

Ar 1515 upptéackte Scipione del Ferro (1465-1526) en allman lésning, men endast for en
sarskild typ av tredjegradsekvation, vilket han kallade for en reducerad
tredjegradsekvation. Han hade lyckats hitta en metod for att hitta I6sningarna till kubiska
ekvationer utan termer av grad tva. Del Ferros 16sning sag ut pa foljande vis:

Lésning till en reducerad kubisk ekvation x > =mx+n ges av

+ A /nTz —my \3/%—— \/% —% (Dunham 1999:83)

Del Ferro delar med sig av sin formel till sin elev Antonio Maria Fiore som anvander denna
formel i ett par matematiska tavlingar som han deltar i. (Smith 1953:295) Fiore tavlade
aven med Niccolo Fontana “Tartaglia” som ledde till att Tartaglias upptacke samma metod
som Del Ferro. Darmed ar det omstritt vem det egentligen var som upptackte denna
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metod.

Under samma period verkade aven matematikern Cardano som med hjalp av Tartaglias
formel lyckades I6sa de tva kubiska ekvationerna x*+ax?=c och x*=ax?+¢ . Nar

Cardano publicerade sitt verk Ars Magna 1545 omvandlade han x * = ax >+ ¢ och
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x?+ax?=c genom substitutionen x = %1 och x = %1 och fick en kubisk ekvation utan

kvadratiska termer. P4 samma satt omvandlade han x * + ¢ = ax > genom substitutionen
x= \/7 . (Smith 1953:460-461)

Pa detta satt lyckades Cardano hitta ett satt att I6sa allmanna kubiska ekvationer genom
att forst skriva om dem till denna simplare form. Cardano kallade I6sningar sa som
5+V=15 for avancerade storheter. | och med att Cardano var den som lyckades l6sa de

kubiska ekvationerna kallas dessa nu darfoér for Cardanos formel. (Smith 1953:461)

Problem uppstod med Cardanos formel nar man forsokte I6sa kubiska ekvationer av typ
x> =px+q.Att forsoka I6sa en sadan ekvation kunde innebéra att man skulle behéva ta
roten ur ett negativt tal. Om man exempelvis férsoker 16sa x * = 6x+4 genom att anvanda

sig av Cardanos formel far man x = \3/2 V= 1+ {/2 —2\=1. Matematikerna sag pa detta
som att det omdjligt kunde vara sant da man inte kan ta kvadratroten ur ett negativt tal. Man
var darmed tvungen att valja; antingen ansag man Cardanos formel vara felaktig, opalitlig
och valdigt begransad eller sa var detta forbryllande resultat meningsfullt. (Dunham
1999:85)

Rafael Bombelli tillhérde en av de matematiker som valde att se resultatet av roten ur ett
negativt tal som nagonting meningsfullt och anvandbart. | sitt verk Algebra fran 1570
presenterade han grunden till sin idé om att dessa imaginara tal. Hans idé var att man kan
anvanda komplexa tal i berakningar som leder till reella uttryck. Detta hjalpmedel gjorde att
Bombelli kom fram till en reell och riktig 16sning av den reducerade tredjegradsekvationen.
Detta gjorde han bland annat genom att algebraiskt férenkla uttryck med imaginara tal sa
som:

(-1 +\/— D3= D3NN H3-DEED) 2+ (1) 3 =

= —1+3V=1+3-V=1=2+2V=1. P4 samma satt serviatt (—1-V-1)>=2-2V=1 och
att detta implicerar att Y2 +2V=1+2-2V-1=(-1+V"D+(-1-\"1)= 2.

Med detta visade Bombelli att I6sningen fortfarande hade en reell I6sning. Nu kunde man

inkludera de imaginara talen i de algebraiska utrakningarna och fortfarande fa fram ett
rimligt svar. Bombelli kallade talen + V=7 och —\=% fér plus av minus och minus av minus.
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(Smith 1953:266) Pa sa satt skulle dessa imaginara |6sningar endast vara nagot som
fanns temporart, nagot som bara existerade under utrakningarna men inte hos lésningen.
Darmed kunde Cardanos formel vara raddad. (Dunham 1999:85)

Aven om man nu hade kommit fram till att man inte alls kan férkasta de imaginéra talen och
att de till och med behdvs for att komma fram till manga reella I6sningar sa kvarstod
fortfarande en del fragetecken. For det forsta visste man fortfarande inte vilket komplext tal
som ska upphojas i kub for att fa talet 2+2\=1. Ett annat stort problem var att man
fortfarande inte visste var de andra riktiga I6sningarna fanns. Da vi idag vet att det finns tre
I6sningar till en kubisk ekvation ar fragan var de andra reella rétterna finns. (Dunham
1999:86) Aven om Bombelli bidrog till en viss acceptans av de imaginara talen lyckades
han inte besvara dessa fragor och det drdjde lang tid innan nagon annan lyckades gora
det.

2.3 Komplexa tals intag i andra matematiska omraden

Viete var den matematiker som tog vid dar Bombelli slutade. Han var viktig for den
utvecklingen inom den matematiska vetenskapen av tva anledningar. For det forsta var han
forst med att anvanda bokstaver samt plus- och minustecken vid algebraiska utrakningar.
Han |at algebran ta intryck av geometrin dar detta redan var praxis. Fér det andra sa var
Vietes arbete ocksa viktigt for att han lyckades binda samman algebran och geometrin pa
en hogre niva an vad nagon tidigare hade gjort. Detta lyckades han med genom att koppla
ihop algebran med trigonometrin. Ett av de basta exemplen pa detta ar nar han visar att
|I6sandet av den kubiska ekvationen ar samma sak som att tredela en godtycklig vinkel.

Om vi tar en kubisk ekvation pa formen x *+ax+b =0 s& kan vi reducera den till en
ekvation med endast en parameter genom att satta x = ky och att valja k sa att

k3/ak =—4/3 eller s& att k= \/:ga Vifar da 4y°—3y=c . Podngen med att ha denna

ekvation ar att vi nu kan fa relationen 4cos *0 — 3cos0 = cos30. Genom att nu sétta y = cos0
far vi cos30 = c. S& om vi har c kan vi konstruera en triangel med vinkel cos ‘¢ = 30.
Tredelning av denna vinkel ger oss 16sning y = cos till ekvationen. Omvant sett sa kan man

se det som att problemet med att tredela en vinkel med cosinus c ar ekvivalent med att
|6sa den kubiska ekvationen 4y °—3y=c. (Stillwell 1989:55-56)

Liksom med Cardanos formel sa dyker problemet med de komplexa talen upp aven i
Vietes metod. Det visade sig att i de fall dar Vietes metod kraver de komplexa talens
inblandning ar just de fall dar Cardanos formel klarar sig utan dem. Darmed undviker Viete
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de komplexa talen och kompletterar Cardanos formel. Viete visade alltsa att problemet
med att dela en vinkel i ett godtyckligt udda antal lika delar visar sig ha en algebraisk
I6sning liknande den algebraiska 16sningen till den kubiska ekvationen. Viete kom inte
langre med detta an att han hittade uttryck for cos n6och sin n6som ar polynom i cos 6 och
sin6 . Han hittade dessutom detta endast for vissa varden pa n. (Stilwell 1989:56)

Isac Newton var den som spann vidare pa Vietes idéer efter att ha last om dessa kring ar
1663. Newton kom fram till ekvationen

2_1 2_1 2_32
y=nx—"("3! )y 3 40l )5(," xS+ ..

som binder samman y =sin n6 och x =sin 0. (Stillwell 1989:56) Newtons ekvation har, nar
den reduceras till en polynomekvation, I6sningar som ges av n:te roten pa motsvarande
satt som Cardanos formel for den kubiska ekvationen

x=%‘(/y+'\/y2—l+%‘\n/y—\/y2—l.

Det visar sig dock att detta endast stammer nar n kan skrivas pa formen 4m+1. Dessa
upptackter av Newton leder fram till

sin 0= %/sin n0+icos n9+%’</sin n0—icosnd dar n=4m-+1.

Denna formel dék upp ar 1707 fran ingenstans hos matematikern de Moivre. Han
forklarade inte heller inte hur han kommit fram till sambandet. (Stillwell 1989:57)
Trots detta brukar sambandet

(cos 0 +isin 0)" = cos nb+isin nd

kallas for de Moivres formel. Faktum ar dock att de Moivre aldrig pastod detta samband
explicit. Han kom som narmast genom att ge en formel for

(cos 0 + isin0) g

Det var forst senare, efter genombrott inom analysen som man lyckades helt med att
bevisa sambandet som idag refereras till, om an ganska felaktigt, som de Moivres formel.
(Stillwell 1989:193)

Senare tar man istallet hjalp av Eulers identitet for att bevisa De Moivres formel:



0 (i0)n

e =cos® + isin0.Man kan da visa att ¢ ™" &r detsamma som e ™. D4 féljer att

(cos 0+i sin 0) "= (e ) " = cos n® +1i sin no.

Utveckligen av de komplexa talen har i och med dessa samband kommit sapass langt att
man lyckats hitta en metod for att berakna vardet av ett komplext tal upphdjt till en
heltalsgrad, n, exempelvis

z"=(c+di).

2.4 De komplexa talens intag i analysen

De komplexa talens fortsatta utveckling skedde under 1700-talets framsteg inom analysen
av integraler. Framfér allt var det matematikerna Leibniz och Bernoulli som gjorde
upptackter som bidrog till att man kunde koppla ihop logaritmer, integraler och imaginara
tal. Det hela borjade med att Bernoulli 1702 observerade att man kunde skriva

af’—_iz som 4(-=+-L). Pa detta satt upptackte Bernoulli ett valdigt anvandbart satt att 16sa

atx

olika typer av integraler med hjalp av det som vi idag kallar for partialbraksuppdelning. |
brevvaxlingar mellan Leibniz och Bernoulli applicerade de denna metod pa integralen

I dx

ax +bxt+c

Eftersom de linjéra faktorerna i ax ?+ bc+ ¢ kunde vara komplexa, ledde I6sandet av
integraler med hjalp av partialbraksuppdelning till integraler pa formen

chid dar atminstone d ar ett komplext tal. Lo6sningen pa integraler av denna form involverar

logaritmer av komplexa tal. Detta verkade inte bekymra varken Leibniz eller Bernoulli som
ansag att detta inte var nagot problem. (Kline:1972:407)

Bernoulli fortsatte att anvanda integraler till komplexa tal och visade att

dz_ _ dz dz = ° -1__1 iz . .
0?20V 20T och harledde fran detta att ran 'z = 5; x log7=. Han hade har hittat

en koppling mellan trigonometriska och komplexa logaritmer. (Stillwell:1989:221)

Under samma tid som Bernoulli gjorde dessa upptackter om integraler och komplexa
logaritmer kom matematikern Cotes med ett annat samband. 1714 visade han att

log(cos x +i sinx) =ix
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och klargjorde pa detta satt hur logaritmiska funktioner och inversa tan-funktioner hor ihop.
Med detta visade han ocksa att i den komplexa domanen ar logaritmer och inversen av de
cirkulara funktionerna praktiskt taget samma sak. (Stillwell 1989:221)

Euler ar nasta matematiker att utveckla forstaelsen fér de komplexa talen. Detta gjorde han
genom att starka kopplingen mellan integraler, komplexa logaritmer och de cirkulara
funktionerna. Han var aven den som fick oss att anvanda betackningen i for V=T1. Han
skiftade fokus fran logaritmiska funktioner och Cotes formel till dess invers, den
exponentiella funktionen. 1748 publicerade Euler formeln

e“=cosx+isinx

som kan sagas vara en omskrivning av Cotes formel. Euler harledde den genom att
jamfora expansionen av bada sidornas utvecklade serier. Formeln hade stor inverkan pa
forstaelsen for komplexa logaritmer. Anledningen till detta var for att man nu kunde skriva
e ™ och att denna funktion gav en enkel forklaring till manga av de logaritmiska vardena
som den har pa grund av periodiciteten hos sinus och cosinus. Eulers formel visade ocksa
att

(cos x+isinx)"=e"™ =cos nx +isinnx.

Med detta samband fortydligare Euler de Moivres formel. (Stilwell 1989:221) Formeln
e ™=cos x + isinx kallas fér Eulers identitet och eftersom Euler ans&g att ett resultat som

ar vart att bevisa, ar vart att bevisa annu en gang, finns flera bevis pa att hans identitet ar
korrekt. Nedan foljer ett av dessa bevis:

For ett godtyckligt heltal x, géller e ™ =cos x + isinx
. o o -1 _[_dy
Viintroducerar y =sinx sa att sin ~ y=x IVl—=y2

Nu utfor vi variabelbytet y =iz och dy =i dz och far att

x=J‘v—1fgz)2 = ij‘ﬁ =X ln(mvﬁ)

Eftersom z=y/i =22 s blir z? = 94X = —sin %x. Stoppar vi in detta istéllet for z > far vi att
X=1ix ln(\/l — sin 2)chS"”T") =ixIn(cos x —1isin x)

Nu far vi att ix =i 2% In(cos x — i sin x) = In(————) = In(cos x + i sin x)

cos x —isinx
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ix ar alltsa detsamma som In(cos x + isin x) och det racker med en exponentiering for att
fa

e X =g lnlcosxtisinx = o0 x + i sinx. (Dunham 1999:95)

| och med Eulers identitet och att det nu bevisats att den ar korrekt, vet vi att om vi later
x=msafarviatt e™=cosn+isinmt = 1+ix0 =1,

Alltsa &r ¢ ™— 1 =0. Denna ekvation &r nagot utdver det vanliga eftersom den samlar de
fem viktigaste konstanterna inom matematiken:

0 - den additiva identiteten

1 - den multiplikativa identiteten

n - den cirkulara konstanten

e - den naturliga logaritmens bas

i - den imaginara enheten

(Dunham 1999:96)

En av de viktigaste matematikerna efter Euler var Carl Fredrich Gauss. Han bidrog till
utveckligen inom flertalet omraden i matematiken, sa ocksa de komplexa talens utveckling.
Ett av Gauss viktigaste bidrag nar det galler de komplexa talen ar det som brukar kallas
faktorsatsen. Denna handlar om att alla algebraiska funktioner i en variabel kan bli
faktoriserade i reella faktorer av forsta- eller andra graden. Gauss gav 1799 ut en uppsats
som behandlade just detta med titeln New Demonstration of the Theorem that Every
Rational Integral Algebraic Function in one Variable can be Resolved into Real Factors

of First or Second Degree. (Boye 1989:559) For att illustrera hans bevis for faktorsatsen
foljer har ett exempel pa att uppdelningen av ett polynom ar det samma som att hitta
rotterna till ekvationen

f(x) = x*—3x+2.Visétter x2—3x+2 =0 och far da rotterna x , = 1 och x ,=2.
Vi kan nu dela upp vart polynom som x2—3x+2 = (x—1)(x—2).
Pa samma satt kan vi faktoruppdela polynom med komplexa rétter:

flx)y=x*-1

x*=1=0

x*=1 ger oss rétterna x 2= £lochx;,= +i

och vi far faktoruppdelningen f(x) = (x + 1)(x — 1)(x + i)(x — i) som kan skrivas som
(x+1Dx—1)x>+1).
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| och med Gauss uppsats 1799 6kade acceptansen for de komplexa talens validitet.
Daremot undvek Gauss att skriva den imaginara delen i sina Idsningar och skrev darfor sin
|6sning pa exemplet ovan som just (x+1)(x—1)(x >+ 1)och inte (x+ 1)(x— 1)(x+i)(x—i).
(Hall 1965:49)

Annu radde atllsa skepsis kring de komplexa talens riktighet &ven om Gauss bidrog med
att visa att aven polynom med komplexa rotter gar att faktoruppdela.

Gauss tyckte dven att det vore rimligt om man skilde pa a¥—1och a+5V=1sa han gav det
senare namnet komplext tal. (Smith 1953:267)

2.5 De komplexa talens geometriska representation

Utvecklingen av den geometriska representationen av de komplexa talen var ett viktigt steg
i att gora dessa tal mer greppbara och intuitivt rimliga.

Trots att Viete hade lyckats koppla samman algebran och geometrin var John Wallis den
forsta som forsOkte sig pa att ge komplexa tal en geometrisk representation. Han forsokte
ge geometrisk representation till rotterna till den kvadratiska ekvationen

x2+2bx+c? b,c>0. (Stillwell 1989:191) Aven om detta férsdk misslyckades far det dven
anses som ett viktigt steg i de komplexa talens utveckling da han bidrog till att man
narmade sig en geometrisk representation. Norrmannen Caspar Wessel var den som tog
vid dar Wallis stannade. Han kom med den moderna geometriska teorin 1797. (Smith
1953:265) Wessel forsokte i “On the Analytic Representation of Direction; an Attempt”
representera imaginara tal med hjalp av linjesegment eller vektorer. Han gjorde aven en
geometrisk representation av rakneoperationer med dessa. Wessel tankte pa de
komplexa talen som vektorer och inte som punkter i planet.

Figur 1

| figuren ser man att Wessel staller upp en imaginar axel med V=1 som referenspunkt.
Vektorn OP som dras fran origo, O, i planet med axlar +1 och \V=T1.0P representerar

13



darmed det komplexa talet a+b\=1.Pa samma satt representerar vektorn OQ ett annat
komplext tal ¢+dV=1. (Kline 1972:629)

Nar det galler operationer med dessa vektorer i geometriska termer hade Wessel
definitioner for de fyra rakneoperationerna. Summan av de komplexa talen a+bi och c+di
ar lika med diagonalen av det parallellogram som bestams av de narliggande sidorna OP
och OQ. Produkten av faktorerna a+bi och c+di ar en ny vektor, OR med langd lika med
produkten av OP och OQ. OR:s vinkel till x-axeln ar lika med summan av OP:s och OQ:s
vinklar. Trots dessa framstaende och mycket anvandbara resultat upptacktes inte Wessels
uppsats forran 1897. (Kline 1972:630).

John-Robert Argand var en bokhandlare och en sjalvlard matematiker som hade ett lite
annorlunda satt att geometriskt representera de komplexa talen jamfért med Wessel.
Argand forstod principen om att de negativa talen ar en férlangning av de positiva talen
genom en kombination av riktning och magnitud.

Figur 2

Argand tittade pa talserien 1, x, -1 och fragade sig om man kan hitta en operation som far
1 att bli x och x att bli -1. Med hjalp av figuren kan vi se att om vi roterar OP motsols runt O i
90° och sedan repetera detta gar vi fran P till Q. Vi har alltsa gatt fran 1 till -1 genom att
utféra en operation tva ganger. Argand upptackte att detta ar precis vad som sker nar man
multiplicerar 1 med V=T och sedan multiplicerar med \/—_ligen. (Kline 1972:630) Han
utnyttjar alltsa att 1 x V=1 xV=1=-1.

Man kan alltsa se Y= 1 som en 90° rotation motsols. For att forsoka illustrera detta
tydligare lat Argand vektorn OB representeras av r(cos a.+i sin o) dar r ar vektorns langd.
Denna form kallas polar form, till skillnad fran det vanliga sattet att skriva ett komplext tal,
a+bi, som kallas rektangular form. | figur 3 nedan visas Argands geometriska
representation samt de bada formerna.
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Pa samma satt som Wessel visade Argand hur man kunde utféra addition och
multiplikation av de komplexa talen pa ett geometriskt satt. (Kline 1972:630)

John-Robert Argand ar alltsa kand for att ha skrivit den grafiska representationen av V=1,
Hela Argands satt att geometriskt representera de komplexa talen kallas numera for
Argands diagram.

Den engelske matematikern William Rovan Hamilton ndjde sig inte med att de komplexa
talens geometriska representation vilade pa intuitiva grunder. Grunden i hans kritik lag i att
han inte sag det logiska i att de komplexa talet a+bi ska behandlas som en summa pa
samma satt som exempelvis 4+5. Anvandandet av plustecknet ar en historisk felaktighet
da bi inte kan adderas med a. Hamilton sag pa talet a+bi som ett ordnat par, (a,b), av
reella tal. Han utvecklade aven raknelagar for dessa talpar dar de behaller sina
egenskaper. Om a+bi och c+di ar tva komplexa tal sa galler féljande:

e (a,b)x(c,d)y=(atc, b£d)

® (a,b)*(c,d)=(ac—bd, ad+ bc)
(a,b) actbhd bc—ad

® o

2+d25 C2+d2

De komplexa talen behaller alltsa sin associativitet, komutativitet och sin distributivitet.
Med detta satt att representera de komplexa talen som ordnade par av de reella lyckas
Hamilton undvika det mystiska och svarhanterliga V=1, (Kline 1972: 776)

Matematikern Gauss var valdigt viktig for acceptansen av de komplexa talen. Han anvande
dem bland annat i sina manga bevis av algebrans fundamentalsats. | ett av sina bevis
anvander sig Gauss av komplexa tal i det kartesiska planet. Istallet for att plotta x+iy
anvander han sig av x och y som koordinater i det reella planet. Han sag den geometriska
representationen av det komplexa talet a+bi som punkten (a,b) och pastod att man kan ta
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sig fran en punkt till en annan i det komplexa planet pa manga olika satt. Det som skiljer
Gauss fran Wessel och Argand ar att han ser de komplexa talen som punkter istallet for
vektorer i det komplexa planet. Detta beskrivs i en uppsats som Gauss publicerar 1831. |
uppsatsen beskrivs aven hur man geometriskt adderar och multiplicerar punkterna i det
komplexa planet. Detta gors pa samma satt som Wessel och Argand gjorde. Det radde
inga tvivel om att Gauss forstod sig pa den geometriska teorin kring de komplexa talen och
hans tidigare osakerhet kring hur man ska se pa V=T verkar ha forsvunnit. Bland annat

introducerar Gauss absolutbelopp och konjugat av ett ett komplext tal. Genom att visa att

absolutbeloppet av z=a+ bi &r detsamma som a >+ b ?och att det geometriskt
representeras av langden r i det komplexa talet z = r(cos8 + i sinb) befaster Gauss sin bild
av den geometriska representationen av de komplexa talen. Framvaxten av denna
geometriska representation av de imaginara talen ledde till att synen pa deras sanna
metafysik sags pa ett nytt satt. Gauss bidrog med detta och han var dven forst med att
introducera begreppet “komplext tal” istallet for “imaginara tal”. Han fortsatte daremot att
anvanda i for V= 1. (Kline 1972:632) | och med detta var begreppet komplext tal fott.

3. Diskussion

3.1 Komplexa tal i LGY11

| det Centrala innehallet for kursen Matematik 4 behandlas komplexa tal under omradena
aritmetik, algebra och geometri samt under omradet problemlésning.

Centralt innehall, Matematik 4:
Undervisningen i kursen ska behandla féljande centrala innehall:
Aritmetik, algebra och geometri

e Metoder for berédkningar med komplexa tal skrivna pé olika former inklusive
rektangulér och poléar form.
Komplexa talplanet, representation av komplext tal som punkt och vektor.
Konjugat och absolutbelopp av ett komplext tal.
Anvéndning och bevis av de Moivres formel.
Algebraiska och grafiska metoder for att I6sa enkla polynomekvationer med
komplexa rétter och reella polynomekvationer av hégre grad, &ven med hjalp av
faktorsatsen.

Problemlésning
e Matematiska problem med anknytning till matematikens kulturhistoria.
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(Skolverket 2011)

Da undervisningen ska behandla matematiska problem med anknytning till matematikens
kulturhistoria ar det viktigt att man som gymnasielarare besitter kunskaper om historian for
att kunna undervisa om den pa ett bra satt. Ett exempel pa ett matematiskt problem med
anknytning till matematikens kulturhistoria som berér komplexa tal ar de Moivres formel. |
den historiska genomgangen namns hur bevisandet av denna formel upptacktes forst av
Euler efter att han utvecklat det som nu kallas Eulers identitet. Da de Moivres formel aven
ar en punkt under det centrala innehallet som undervisningen ska behandla kan det vara en
extra god idé att ta upp just detta historiska matematiska problem. Dessutom kan det vara
intressant eftersom man kan pasta att det ar direkt felaktigt att formeln idag tillagnas de
Moivre.

Den del av matematikens historia som handlar om komplexa tal blir aven viktigt nar det
galler punkten om det komplexa talplanet, representation av komplext tal som punkt och
vektorer. Att kanna till hur exempelvis Wessel och Argand anvander sig av komplexa tal
som vektorer och hur Gauss och Hamilton representerar dem som punkter i ett plan blir da
viktigt.

Att undervisningen i matematik ska behandla metoder for berakningar med komplexa tal
skrivna pa olika former inklusive rektangular och polar form gér det nédvandigt fér en
gymnasielarare att kanna till exempelvis hur Argand i sin geometriska representation
introducerar den polara formen av ett komplext tal. Den rektangulara formen som Gauss
introducerar blir viktig d& han &r den som tar upp den rektangulara formen. Aven punkten
om konjugat och absolutbelopp kan kopplas till Gauss och hans bidrag till matematiken.

Den sista punkten under aritmetik, algebra och geometri som behandlar bland annat
I6sandet av polynomekvationer kan aven det tillagnas Gauss. Det kan vara intressant att
veta att det da pagick en standig diskussion om nagonting som vi idag inte ser som nagot
tvivelaktigt. Algebrans fundamentalsats och att alla algebraiska funktioner i en variabel kan
bli faktoriserade i reella faktorer av forsta- eller andra graden ar férmodligen ingenting som
eleverna skulle ifragasatta idag.

4. Slutsats

Som gymnasielarare i matematik bor man ha en évergripande kunskap om de komplexa
talens historia. Detta da de komplexa talens anvandning och till viss del deras historia tas
upp som centralt innehall for kursen Matematik 4. Aven om de komplexa talen ges storst
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utrymme i kursen Matematik 4 tas det upp redan i Matematik 2b och 2c dar undervisningen
ska behandla "Utvidgning av talomradet genom introduktion av begreppet komplext tal i
samband med I6sning av andragradsekvationer.” (Skolverket 2011:116) Da Matematik 2b
eller 2c ar obligatoriska kurser pa alla hogskoleférberedande gymnasieprogram ar det i
hogsta grad relevant for gymnasielarare i matematik att vara val insatt i de komplexa talens
historia och anvandning. Med denna uppsats och de nedslag som gors i de komplexa
talens historia kan man som gymnasielarare fa en bra inblick i hur uppbyggnaden och
utvecklingen av de komplexa talen har gatt till. Uppsatsen kan fungera som en
sammanfattning av en brokig och komplex historia.
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