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Sammanfattning

I det hér arbetet behandlas Banach-Tarskis paradox som pastar att enhetssfaren kan
delas upp i ett dndligt antal delar som sedan med hjélp av rotationer kan sammanfogas
till tva enhetssfarer identiska med den som existerade fran borjan. Forst undersoks para-
doxen for den reella tredimensionella enhetssfaren och déirefter underscks den rationella
enhetssfiaren. Slutligen undersoks godartade grupper i samband med paradoxala dekom-
positioner, och det kommer &ven redovisas varfor det inte existerar nagon motsvarighet
for Banach-Tarskis paradox for enhetscirkeln i tvad dimensioner.

Abstract

This paper is about the Banach-Tarski paradox that states that the unit sphere
can be taken apart into a finite number of disjoint subsets and later, with the use of
rotations, be put back together into two spheres identical to the first one. First the
paradox is examined for the three dimensional real unit sphere and then for the rational
unit sphere. Finally, amenable groups are examined in connection with paradoxical
decomposition, and it will also be demonstrated that the unit circle in two dimensions
does not have an equivalent to Banach-Tarskis paradox.
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Forord

Det hér &r ett kandidatarbete 1 matematik skrivet av Jimmy Aronsson, matematikprogram-
met vid Goteborgs universitet, och Karl Béckstrom, Frida Tivedal, Fredrik Wirén, Teknisk
matematik vid Chalmers tekniska hogskola.

Syfte

Den paradoxala karaktdren hos resultatet véicker direkt intresse och nyfikenhet. Hur mycket
skiljer sig matematiken egentligen fran verkligheten? Bor paradoxen ses som ett argument
mot urvalsaxiomet? Vad far ett sant hir resultat att vara sant i en dimension men falskt i
en annan? Syftet med denna rapport &r att forse lédsaren, som férutsitts ha liknande studie-
inriktning som oss forfattare, med en grund till denna diskussion.

Avgransningar

Inga ndmnvérda avgrédnsningar gors i kapitlen 2-3.

Att tala om godartade grupper mer generellt kraver topologisk och funktionalanalytisk
kunskap som inte kan férmedlas pa bara ett fatal sidor. Eftersom detta arbete inte férutsatter
sddan kunskap har vi valt att inte tala mer allmént om godartade grupper. Av samma skél
bevisar vi inte heller den sats av Markov-Kakutani som vi talar om i arbetet, ty beviset ar
av funktionalanalytisk karaktdr och utnyttjar topologiska resultat.

Metod och genomférande

Till grund for denna rapport ligger litteraturstudier samt studier av material presenterat av
handledaren. Vi infér de definitioner som behdvs for att forstd materialet i rapporten, redo-
visar kiinda satser och vid behov fortydligar eller omformulerar deras bevis, samt formulerar
egna bevis av vissa lemman. Eftersom de generella formuleringarna av flera definitioner och
resultat som anvands i rapporten involverar koncept som vi har valt att inte studera djupare,
presenteras dessa definitioner och resultat istéllet i form av de specialfall som &r relevanta
fér vart arbete.

Disposition

Det dr vanligt att reagera med skepticism nér man for forsta gangen ldser formuleringen av
Banach-Tarskis paradox, for méanga personer later resultatet omdjligt. Av det skélet inle-
der rapporten med en mer detaljerad men informell beskrivning av paradoxen, &mnad att
tydliggora vissa av dess aspekter.

I Kapitel 1 presenteras grundliggande definitioner som anvénds genom hela arbetet, dér-
ibland definitionen av urvalsaxiomet tillsammans med viss diskussion om detta.

Kapitel 2 gar ut pa att bevisa Banach-Tarskis paradox, med utgangspunkt fran [TT]. Vi
anvander grundstrukturen i [TT] men fortydligar och omformulerar det som kénns otydligt.

Kapitel 3 handlar om motsvarigheten av Banach-Tarskis paradox for den rationella en-
hetssféaren, ett viktigt fall att underscka eftersom det bara kréver en svagare variant av
urvalsaxiomet, pa engelska kallat Aziom of Countable Choice. Har anvinds grundstrukturen
fran [KS] dér vi forenklar och omformulerar for att gora det enklare att folja texten.

Hittills har vi bara talat om rotationer av enhetssfaren, i det reella respektive det rationella
fallet. I kapitel 4 undersoker vi mer generella situationer, da grupper verkar pa godtyckliga
méangder. Mer specifikt bevisar vi att sa kallat godartade grupper inte kan ge upphov till
nagon motsvarighet av Banach-Tarskis paradox for nagon méngd.

Forfattarnas ansvarsomraden

Karl och Fredrik har fullt ansvar 6ver Kapitel 3 Fallet med den rationella enhetssfdren medan
Frida och Jimmy har fullt ansvar 6ver Kapitel 4 Godartade grupper och paradozala dekom-
positioner.



Resterande kapitel har samtliga gruppmedlemmar hjélpts at att skriva. Dagbok och in-
dividuell tidslogg har forts, med detaljerad information om vad som har skrivits vid vilka
tillfallen.



1 Introduktion och grundlaggande begrepp

Enligt en vélkind paradox, forst konstruerad av Stefan Banach och Alfred Tarski ar 1924
och foljaktigen kallad Banach-Tarskis paradozx, kan enhetssfaren i tre dimensioner delas upp
i ett &ndligt antal delar som sedan kan roteras och sammanfogas till tva sfarer identiska med
enhetssfiren.

I var héarledning av detta resultat anvinder vi méngdlira och gruppteori, och beviset
kréver urvalsaxiomet (eng. Aziom of Choice). Ur en geometrisk synvinkel kan resultatet
uppfattas som en paradox eftersom det, om en fysisk motsvarighet av resultatet vore rea-
liserbar, skulle motsiga en rad antaganden som gors inom tillimpad fysik och inte minst
motsadga den personliga intuition man i allménhet har nir det géiller materia. Paradoxen vi-
sar darfor att det ar viktigt att distingera mellan vart verkliga Universum och matematikens
varld.

En annan viktig distinktion &r den mellan generella méngder och sammanhéngande méng-
der. Nar man laser vad paradoxen siger ar det latt att forestélla sig att man delar upp sfaren
i ett andligt antal stora stycken, men sa behover inte vara fallet. Nar vi talar om delar av
sfaren s& behdver punkterna i varje del inte ligga néra varandra. Vi har visualiserat detta i
figurerna nedan, i vilka punkter med samma farg hor till samma del av sfaren.
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...kan anvdndas for att skapa tva enhetssfirer

For att forsta harledningen av Banach-Tarskis paradox krévs en del forkunskap. Vi bérjar
med att introducera grundliggande begrepp sd som mdngd och grupp kortfattat, for att
sedan presentera nagra betydelsefulla egenskaper hos dessa och till sist en kort introduktion
till Urvalsaxiomet.

1.1 Grundliggande teori

Ett viktigt begrepp fér kommande delar i det hér arbetet ar en sa kallad grupp. Vi definierar
den enligt:



Definition 1.1 (Grupp). En grupp bestar av en méngd G och en operation - som tillsammans
uppfyller foljande fyra egenskaper:

i) Slutenhet: Yg,h € G sa giller g- he G

ii) Associativitet: Vg, h,a € G sa giller (g-h)-a=g-(h-a)

)
iii) Existens av identitet: Je, kallad identiteten, sh att e-g=g=g-e¢ Vge G
)

iv 1 1

Existens av invers: Vg € G s finns ett element ¢! € G sadant att g- g ' =g~ '-g=e.
Elementet ¢g~! kallas invers till g.

Definition 1.2 (Fri grupp). En grupp G med identitet e € G Gver en méngd S siges vara
fri ifall varje icke-trivial, férenklad sammanséttning utav element i S ar skiljd ifrén e.

For att undvika omstédndig formalism sa ndjer vi oss med att beskriva en férenklad sam-
mansdttning som ett uttryck vars faktorer aldrig star bredvid sin invers och i vilka identitsele-
mentet ej forekommer. Exempelvis ir w = ABA™'AAB~! inte en forenklad sammanséttning
da dess uttryck innehéaller faktorer som star bredvid sin invers. Forenklas w genom att an-
viinda inversegenskapen hos grupper en gang fas uttrycket w = ABAB™! som #r exempel pa
ett uttryck for en forenklad sammanséittning.

Ett annat viktigt begrepp ar den sa kallade gruppverkan.

Definition 1.3 (Gruppverkan). Lat G vara en grupp och X en méngd. Man séger da att G
verkar pa X, skrivs G G X, ifall det existerar en funktion ¢ : G x X — X : (g,z) — ¢(g,x)
som uppfyller foljande tva egenskaper:

i) Kompabilitet: Vg,h € G och Yz € X sa géller ¢(gh,z) = ¢(g, ¢(h,z))
ii) Identitet: Vo € X ; ¢(e,x) = x dér e &r identitetselementet i G.

Slutligen defineras nu paradoxal dekomposition, som &r en viktig del fér Banach-Tarskis
paradox. En paradoxal dekomposition innebér att en méngd partitioneras upp i delméngder
som genom anvandning av ett dndligt antal gruppverkningar av nagon grupp, kan bilda tva
kopior av hela den ursprungliga mangden.

Definition 1.4 (Paradoxal dekomposition). Lat G vara en grupp som verkar pa en icke-tom
méngd X och {Y1,...,Y,,, Z1,...,Z,} utgora en partition av X. Vi séiger da att X har en
paradozal dekomposition om det existerar element g1, ..., gm,h1,...,h, € G sddana att

m n
X =1HaYi=H h;jZ;.
i=1 j=1
Banach-Tarskis paradox kan kortfattat beskrivas som existensen av en paradoxal dekomposi-
tion av enhetssfiren i R®. Notera att [+) anviinds i stéllet for | J for att betona att méngderna
ar disjunkta.

Definition 1.5 (Enhetssfiren). Med enhetssfiren S"~! i R™ (n > 1) avses mingden av
vektorer i R™ med avstand 1 fran origo. Formellt,

sn-t.— {(Jcl,...,xn)eR”|x%+...+xi=1}

Enhetssfaren i R? kallas ofta enhetscirkeln.

1.2 Urvalsaxiomet

For att bevisa Banach-Tarskis paradox anviander vi urvalsaxiomet. Ett axiom &r en grundsats
som accepteras som sann. Urvalsaxiomet formulerades i borjan av 1900-talet och ansags ldnge
vara kontroversiellt. Urvalsaxiomet kan beskrivas geometriskt pa féljande vis: Antag att du
har ett godtyckligt antal strumplador med godtyckliga antal strumpor i varje, da séger urval-
saxiomet att du kan plocka en strumpa fran varje lada och pé sa vis bilda en ny strumplada.
Det rader ingen tvekan om att det hér ar sant i fallet med &ndligt manga strumplador inne-
hallandes dndligt manga strumpor vardera, men det finns en historisk kontrovers angaende
de odndliga och i synnerhet de ouppréakneliga fallen. Den formella definitionen ser ut sa hér:



Definition 1.6 (Urvalsaxiomet). Lat S vara en godtycklig mingd av icke-tomma méngder
s;. D& existerar en funktion f pd S saddan att f(s;) € s;, formellt:

8= 8 (VseS (f(s)es)) (1)

Det &r alltsa enligt urvalsaxiomet mdjligt att fran varje mangd Sy, .5, ... vilja exakt ett
element och sedan lata dessa utgéra en ny méangd.



2 Banach-Tarskis paradox

Rotationer kring origo i R3 &r centralt i hirledningen av Banach-Tarskis paradox. Eftersom
varje rotation av en vektor 2 € R3 ska ge upphov till en ny vektor y € R3 sddan att |z] = ||y||
sa kan rotationerna representeras som vanstermultiplikation med en viss typ av kvadratiska
matriser. Mangden av dessa matriser kallas SO(3):

Definition 2.1. SO(3) :={AeR¥3 | ATA =T och det(A) =1}

Pastaende. SO(3) med matrismultiplikation utgdér en grupp. Lésaren bekriftar det hér
enkelt genom att kontrollera att samtliga gruppegenskaper ar uppfyllda:

i) Slutenhet: A, B € SO(3) = AB € SO(3)
Associativitet: A, B,C € SO(3) = A(BC) = (AB)C

if)
iii) Existens av identitet: I € SO(3)
iv) Existens av invers: A € SO(3) = 34~ € SO(3)

Anmérkning: Hadanefter betecknar vi med XY méngden av element zy sddana att z € X,
yeY.

Sats 2.3 dr en diskret motsvarighet av Banach-Tarskis paradox. I beviset for satsen for-
utsétter vi existensen av tva rotationer som generar en fri delgrupp utav SO(3). I Sats 2.2
visar vi att matriserna A och B, se uttrycken i (2), representerar rotationer dugliga for detta
andamal. Efter satsen demonstreras ett exempel for att ytterligare betona tankeséttet med
matriserna.

3 40 5 0 0
A=-1-4 3 0], =% 0 3 4 (2)
0 0 5 0 —4 3
inses enkelt vara inverterbara rotationsmatriser med
3 -4 0 1 5 0 0
A'=214 3 0], B*1=5 0 3 —4
0 0 5 0 4 3

Sats 2.2. Varje dndlig, forenklad, icke-trivial sammansittning av A, B, A~ och B~' dr
skiljd ifran identitetsmatrisen.

Bevis. Antag att nagon sddan sammansattning ar lika med identitsmatrisen.
ABAT'BAB™'.. =1
Detta ar da, eftersom skaldrer kommuterar med matriser, ekvivalent med
5A5B5A'5B5A5B™! ... = 5"]

for ett naturligt tal n, som i sjdlva verket dr vad som kan betraktas som uttryckets langd.
Om vi nu rdknar modulo 5 komponentvis sa ger féregdende ekvation

5A5B5A '5B5A5B ... =0

vilket medfor att ndgon av sammanséttningarna i uttrycket maste vara nollavbildningen, dar
da, fortfarande rdknat modulo 5, vi har

3 -1 0 00 0
54=11 3 0 5B=[0 3 -1
0 0 0 01 3

3 10 0 0 0

A =|—-1 3 0 5B1=(0 3 1
0 0 0 0 -1 3



som, eftersom de nollskiljda raderna &r linjdrt beroende, &r matriser av rang 1. Det aterstar
darfor endast att visa att detta dr en motségelse, varfér man observerar féljande om kirnan
ker for, och bildrummet Im av avbildningarna 54, 58,5471, 5871

ker(5A) —{v 5AV—O}

_ span{(130)7, (001y7}  Ker(3AT) =span{(310)", (001)"}

ker(5B) = span{(100)7,(013)T} ker(5B~1) = span{(100)7, (031)T}
samt
Im(54) = {v; 3x(( 5Ax—¥>}9 (54)(100)T = (3,1,0)T
= Im(SA) = span{(310) Im(5A~1) = span{(3 — 10)T}
Im(5B) = span{(031)7} Im(5B71) = span{(03 — 1)T}
dar span betecknar holjet for en avbildning. Man observerar nu
(310)7, (0317, (03 —1)T ¢ ker(5A)
3 -107,03D)7,03 —1)T ¢ ker(5471)
(310)7,(3 —10)7,(031)" ¢ ker(5B)
(310)7,(3 —10)7,(03 —1)T ¢ ker(5B71)

vilket alltsd betyder att varje avbildning X i uttrycket kommer att opereras ihop endast
med avbildningar som inte ligger i ker(X) vilket alltid resulterar i en avbildning som &r
nollskiljd. O

Exempel 1. Lat oss studera den icke-triviala sammansattningen
w=ABA™'B
diar A, B € SO(3). Vi ska nu visa att w # I, varfér vi antar motsatsen, namligen
ABAT'B=1
= 5A5B5A7'5B = 5'1
som vid rékning modulo 5 komponentvis medfor
5A5B5A'5B =0

vilket i sin tur medfor att ndgon av de sammansatta avbildningarna maste vara nollavbild-
ningen. Fran beviset for Sats 2.2 ovan si fas att bildrummet f6r 5B, Im(5B), spinns av
(031), som inte ligger i kiirnan for dess viinsteroperand 5A~1. Liknande argument kan sedan
upprepas for de 6vriga avbildningarna, varfér man far att detta &r en motségelse. Alltsa drar
man slutsatsen w # I.

Sats 2.3 (Diskret version av Banach-Tarskis paradox). Det existerar en uppriknerlig del-
grupp G av SO(3), och en partition' {G1,Ga,G3,G4} av G sddan att for nagra A, B € SO(3)

G=G1®AGQ=G3&HBG4

Bevis. Sats 2.2 ovan forsékrar oss om att det existerar tva matriser A, B € SO(3) som &r
generatorer av en fri delgrupp G till SO(3). Vi har da partitionen

={I} vG(A) wGA ) wGB)wGB™
dir G(X) dr méngden av alla element i G vars uttryck inleds med X. Observera att

G=GX)w XG(X™),

INotationen A w B anvinds for att betona att A och B &r disjunkta; att A n B = .



for X € {A, B}. Harnést behovs det tomma ordet I hanteras. Detta kan astadkommas genom
att lata

Gi:=GA)w{l,A7', A2 A3 .}
Gy = GA)W\{A™, A2 A3 .}
G3 := G(B)

Gy:=G(B™Y)

dar hanteringen av A~ '-potenserna #r for att uppfylla kravet att mingderna ska vara disjunk-
ta. det &r mojligt att kontrollera att pastaendena i satsen haller, och eftersom G genereras
av en dndlig mingd {A, B} sa ar G uppriknelig. O

Notera att sats 2.3 inte kraver urvalsaxiomet, till skillnad fran féljande paradox i vilken
vi gar fran den uppriiknerliga rotationsgruppen G, till nistan hela enhetssfiren S2. For att
bevisa nidstkommande sats behdver vi féljande definition:

Definition 2.4 (G-bana). Lat G verka pa en méngd X och definiera en relation ~ pad X
genom
T~y < dgeG:x =gy

Tolkningen av ~ i vart fall, d& X = S?\C, #r att  ~ y om och endast om vi fran = kan ta
oss till y via en rotation g € G. Relationen ~ &r en ekvivalensrelation:

i) Reflexivitet: Lat x € X. Da &r z ~ z ty « = Ix.

ii) Symmetri: Lat 2,y € X och antag att x ~ y. Alltsd 4r x = gy for nigot g € G. Eftersom
G &r en grupp sa ligger g~! € G och det foljer att y = g~ 'z, dvs y ~ x.

iii) Transitivitet: Lat x,y,z € X och antag att * ~ y och y ~ z. Alltsi existerar g,h € G
saddana att = gy och y = hz, ddrmed &r & = (gh)z och vi erhaller att z ~ z.

Ekvivalensrelationen ~ ger upphov till ekvivalensklasser
Gr={greX|geGl={yeX [z ~y}
som kallas G-banor och méngden av dessa utgor en partition av X. Notera att
ye Gr —= Gy = Gur.

Sats 2.5 (Hausdorffs paradox). Det existerar en uppriknerlig delmingd C' av sfiren S* och
en dekomposition
SAC =0 wowQswly

sadan att
SNC =0 w AQy = Q3 w BQy

for négra rotationsmatriser A, B € SO(3).

Bevis. Lat
A,B e S0O(3), delgruppen G av SO(3), G1,G2,G3,G4 c G

vara som i sats 2.3. For varje icketrivial rotation g € G fixeras precis tva punkter pa sfaren
S?, namligen de tva punkter dir sfiren skiir rotationsaxeln. Lat C vara unionen av sadana

punkter:
C = U {8652 |gs=s}
geG\{I}

Méngden C &r uppréknerlig, eftersom den &r en uppréknerlig union av méngder som inne-
haller tva element vardera. Notera att definitionen av C' implicerar att komplementet S?\C
har foljande egenskap: for varje g € G och s € S?\C giller

gs=s=g=1 (3)

10



Alltsi existerar ingen icketrivial rotation g € G' som tar en punkt s € S?\C till sig sjilv, man
siger att G verkar fritt pa S?\C. Som foljd giller for varje s € S2\C att

i#j=>GsnGjs= (4)

ty annars skulle det existera g € G; och h € G; sddana att gs = hs. Denna likhet &r ekvivalent
med att (h=1g)s = s, vilket enligt (3) implicerar att h=tg = I. Det foljer att g = h, vilket #r
en motségelse eftersom G; och G; ar disjunkta.

Urvalsaxiomet séger att vi kan bilda en méngd X genom att vélja en representant x fran
varje G-bana Gr. Eftersom miingden av G-banor utgor en partition av S*\C,

SN\C = | G,

zeX

och eftersom sats 2.3 ger oss att G = wi_;G;, sa far vi att
SN\C = |H Gz =

zeX

= (GreGreGseGya=

zeX

H—J (Giz w Goxr w Gax w Gux) = (5)
reX

(gor)- (o) (o) (yer)

Notera att inte alla unioner i (5) hade varit disjunkta unioner om vi inte hade plockat bort
C fran S?, enligt argumentet kring (4). Definiera nu

Q; = LTJ Gz (1=1,2,3,4)

zeX
Da ar
SQ\C:Q1®QQ&J93WQ4
och
SANC = [ Ge= | (G1w AGs) = O w A,
zeX reX
= L—d (G3 L-UBG4)3;‘ = Qg &)BQ4
zeX
enligt sats 2.3. O

Vi &r nu néstan framme vid vart mal. Det aterstar att hantera méngden C, vilket vi gor
med foljande lemma:

Lemma 2.6. Lat C vara en uppriknerlig delméngd av sfiren S2. Dé existerar en dekompo-
sition
S2 = 21 b EQ
sadan att
SAC =¥, w RY,

for ndgon rotationsmatris R € SO(3).

Vart bevis av lemmat kréver kunskap om flera begrepp som vi inte forutsétter att lasaren
kdnner till, och begreppen anvéinds inte tillrdckligt ofta i resten av arbetet for att motivera
explicita definitioner av begreppen.

11



Bevis. Lat K := Stabg(ez) = {g € SO(3) : ges = e3} vara mingden av alla rotationer
g € SO(3) som fixerar enhetssfirens nordpol eg = (0,0,1). Man ser definitionsméssigt att K
ar en delgrupp av SO(3) och rittframma rékningar visar att man kan skriva K som

K = {(%0 ?) : Ry 650(2)}

Man kan alltsa sdga att K bestar precis av de horisontella rotationerna av sfaren.
Avbildningen 7 : SO(3)/K — S? definierad av

m(RK) = Rey Re SO3)/K

ar vildefinierad, kontinuerlig, inverterbar och har kontinuerlig invers. Darmed géller att om
Co = S? ir en uppriknelig méngd, s& kan vi identifiera den med miingden av sidoklasser

C = CoK < SO(3)

Vi kommer behéva foljande klassiska teorem av Baire:

Sats 2.7 (Baires kategorisats). Antag att X dr ett kompakt rum och att K; < X dr en
uppréiknelig mdngd av slutna delmdangder av X som inte innehdller dppna delméingder av
X. Dd innehdller unionen L = u;K; inte ndgra oppna mangder i X. Ekvivalent (upp till
komplement): Om U; dr en samling av tita oppna mdngder © X, s dr deras snitt en tdt
mangd (i synnerhet dr den icke-tom).

Det ar inte svart att kontrollera att K inte innehéller nagra 6ppna delméngder av SO(3),
och inte heller nadgon mangd pa formen

KxzK < SO(3) for x € SO(3)
Darmed innehaller mangden

cCl={ay™ ' z,yeC} = U Kxoyy 'K < SO(3)

20,Y0€Co

inte nadgon Oppen mangd, eftersom den &r en uppriknelig union av méngder som saknar
6ppna delméingder. Ekvivalent ar komplementet (CC~1)® ett upprikneligt snitt av tita ppna
méngder, och dédrmed en tdt mangd enligt Baire.

Avbildningen ¢, : SO(3) — SO(3), R — R* kontinuerlig for varje k > 1, s& inversa bilden
¢ 1 ((CC™1)Y) &r aterigen ett fndligt snitt av tita, oppna mingder for varje k > 1. Notera
att méngderna

Ey:={Re SO(3):CnR¥C) =g} =9, (CC™H"),
ar tata och darmed att méngden

E=()E.={ReSO@B):RC)nC =2 Vk>1}

k=1

ar tat, eftersom den &r ett upprakneligt snitt av uppriakneliga snitt av 6ppna téta mangder.
I synnerhet dr E icke-tom och varje R € E har egenskapen att

R(C)NnRI(C)=g  Vi,j:i#]
L&t nu R € E och definiera

Yo:=CURCUR*CuU...
211252\22

Da ar
SAC =¥, w RY,

vilket skulle visas. O
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Enligt lemma 2.6 kan vi nu dela upp S? i tva delméngder enligt S? = 3 w Xy for att
sedan med Hausdorffs paradox, sats 2.5, delas upp dessa i ytterligare respektive fyra delar.
Med hjélp av rotationsmatriser kan delarna sedan representera hela 31 respektive 5. Det vi
nu kommit fram till kan vi samla upp i foljande korollarium som helt f6ljer fran lemma 2.6
och Hausdorffs paradox, sats 2.5:

Korollarium 2.8 (Banach-Tarskis paradox i atta delar). Det existerar en uppdelning av

sfiren S? i datta delar enligt S =T w ... w s samt rotationer enligt Ry, ..., Rg sidana att
4 8
S? = [ Ry = | BT
i=1 i=5

Vi har nu visat att enhetssfaren kan delas upp i atta delar och sedan med hjilp av
rotationsmatriser sammanfogas till tva enhetssfarer. Vi &r nu redo att ga vidare till den
rationella enhetssfiren.

13



3 Fallet med den rationella enhetssfaren

Syftet med foljande kapitel dr att visa att det dr mojligt att géra en uppdelning av den
rationella enhetssfaren, motsvarande resultatet i Banach-Tarskis paradox. For detta &ndamal
kommer vi som tidigare att konstruera en fri delgrupp av SO3(Q) som verkar pa S? n Q3
utan fixpunkter. Vi kan efter en sddan konstruktion enkelt upprepa samma resonemang som
i foregaende kapitel, med den vésentliga forenklingen att médngden C av fixpunkter ar tom.

Eftersom méngden i fraga nu ar uppridknerlig sa &r den hittills anvdnda versionen av
urvalsaxiomet, enligt Definition (1.6), inte nédvéndig. Det krivs déremot en svagare mot-
svarighet av urvalsaxiomet, som endast behdver uttala sig om uppréaknerliga méngder, till
skillnad fran godtyckliga méngder.

For vart &ndamal visar det sig vara lampligt att anvinda s& kallade kvaternioner for att

representera rotationer.

3.1 Introduktion av kvaternioner

Definition 3.1 (Méngden H av kvaternioner). H &r ett 4-dimensionellt vektorrum 6ver de
reella talen. Med basen (1,1, j, k) ar varje kvaternion ¢ € H unikt representerad.

q=a-+bi+cj+dk.
dér a,b,c,d € R.
Operationer
H har tre naturliga operationer; addition, skalarmultiplikation och Hamiltonprodukt.
Summan av tva element ¢1, g2 € H definieras genom komponentvis addition.
g1+ g2 = (a1 + ag) + (bl + bQ)Z + (Cl + Cg)j + (d1 + dg)k
Skalarmultiplikation av A € R med ¢ € H &r definierat genom komponentvis multiplikation.
hq = ah + bht + chj + dhk

Infér definitionen av Hamiltonprodukt, alltsd multiplikation av tva kvaternioner, definieras
forst multiplikation av baselementen. Sedan fas Hamiltonprodukten med hjilp av distribu-
tionslagen.

Identiteterna
ger foljande cayley-tabell.

Tabell 1: Produkterna
. - K

x| 1 i J

111 i j k
i|i -1 k -
ili -k -1 i
klk j - -1

Utifran detta, inspirerade av distributionslagen, definierar vi Hamiltonprodukten
q1%q2 = (a1l + byi + c1j + dik) * (a2l + bai + coj + dok)
= a1as + a1bai + ayc2j + ar1dok
+ bragi + byboi® 4 bycoij + bidaik
+ c1a9j + c1baji + c1e9j? + c1dajk
+ dyask + diboki + dycokj + didak?®
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Fran identiteterna ovan fas sedan att

q1 * g2 = a1az — biba — cica — dida
+ (a1by + brag + c1de — dica)i
+ (a1ca — bida + cras + d1bo)j
+ (a1dg + bica — c1ba + draz)k

Skaldr- och vektordelar
Kvaternioner kan liksavél representeras som par
qg=(c,®)eH ceR, ¥ eR?,
dar da i foregaende notation ¢ = a1, § = bi + ¢j + dk. Formeln f6r Hamiltonprodukt blir da
(c1,81) % (co, T2) = (c1eca — §1- 2,61 82+ 1+ 51 X 52)
dar "-" &r skaldrprodukt och "x" &r kryssprodukt fér vektorer. Denna &r hadanefter den
priméra notationen for kvaternioner.

3.2 Rotationer och ekvivalensrelationer

Infér huvudresultatet visar vi inledningsvis hur rotationer kan representeras med hjilp av
kvaternioner.

Da ce R, 3 € R3 och ¢ + |F|? = 1 representerar paret av kvaternioner +(c, 3) en unik
rotation v pa S? som motsvarar en moturs rotation pa S kring vektorn § diir vinkeln 6 fas

fran ¢ = |sin(0/2]/ tan(6/2), alltsa
Y(P)=2(F - T)FT + (> =TT +2cF x 7, form e S

Observera att v ar identitetsavbildningen om och endast om 3 = 0. Det par av kvaternioner
som representerar rotationen -y betecknar vi i(cw7 ?7).

Detta kapitels huvudresultat, Sats 3.4, &r att pu och v nedan (6) dr generatorer av en fri
delgrupp av SO3(Q) som verkar pa S? n Q utan icke-triviala rationella fixpunkter. Med
andra ord, fér varje icke-tom, férenklad sammanséttning w av =, v, u, v s kommer rota-
tionen w € SO3(Q) inte vara identitetsrotationen och rotationsaxeln for w kommer att skiira
sfaren S? i irrationella punkter.

1 6 2 3 1 2 -6 3
p== 2 3 —6| och v= = 6 3 2 (6)
-3 6 2 -3 2 6

kan inses vara representerade av kvaternionerna

1 2¢ 1 0
—’__(CHE,?HE) = iT4(3, (E) ) OCh i (Cyé,?yé) = iﬁ(3, 255 ),

dér e, 0 € {—1,1}.

For att forenkla rdkningarna nedan infér vi ekvivalensrelationen = pa H. Denna definieras
helt enkelt som kongruens modulo 7 komponentvis, alltsa

X X'
@(v]h=w@(v)
Z zZ'
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om och endast om C = c' X = XY = Y’ och Z = Z'. Vi definierar dven = som

~I

X/
(C, (Y’ )
Z/
ifall det finns ett ¢ € {—3,—2,—1,1,2, 3} sidant att
X/
(C’, =t (Y’ ).
Z/

Observera att = ej utgdr en ekvivalensrelation pa H.

3.3 Existens av fria generatorer

I f6ljande lemma klassificeras samtliga element i den fria grupp som genereras utav p och v,
och det visar sig att de kan alla skrivas pa en och samma explicita och normaliserade form,
namligen specifika typer av kvaternioner.

Lemma 3.2. Lit w vara en férenklad, icke-trivial sammansdittning utav u,v,u~*,v=t. Dd
kan w representeras som en kvaternion pa foljande vis.

For €,6, €m, 0my .y €0,00 € {=1,1} , k, 1,k Ly -y Koy lo € N\{O} och m € N har vi

Xuw 2¢
(1) w=p*= (Co,[Yu |) =G| €])
Z, 0
X 0
(2) w=v"*= (Cw, Y, ) = (3, 0
Z 20
(3) w = ME"Lk‘»m V(sm,lm,“.'ueok‘oyé.olg
Xuw —€m + 2€:,,00
= (Cw, Yo ) = (2 — emdo, | 3em + 300 + 3€mdo )
Zw —dg + 26,00

Bevis. (1) framgar av foljande rikning

2e 2e 2e
Bofe])=B.[e])=(9-5€¢6(¢€|+0)
0 0 0
2e 2e
=—(3, J+7(1 [ € ])
0

(2) visas analogt.
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ekl/5k

Uttryck av typen p reduceras pa foljande vis

2¢ 0 2¢ 2¢ed
Boile =B d])=0—e3e+d]|+ | —4e|)
0 20 20 2¢d
—€ + 2¢6 €
= (2—65, 3e + 30 + 3¢d ) +7(17 —ed )
—0 + 2¢€d 0
—€ + 2¢d
= (2 — €0, | 3e + 35 + 3¢d ) (7)
—6 + 2¢6

I syfte att &ven visa (3) gors foljande
Pastaende: Sammanséttningar av uttryck pa formen (7) reduceras pa foljande vis:

—€ + 260’ —€+ 2¢d
(2—€d, |3 +38 +36" | ) (2— €6, | Be +35 + 3¢ |)
—0" +2€'¢ -0 + 2¢d
—€ + 2€'6
=(2—¢€6, 3¢ +30+3¢6|)
-+ 2€'5

dar ¢,6,€¢,d € {—1,1}. Hérledningen av pastiendet blir viisentligt simplare ifall den gors i
basen (i, j, k) dar

i=(-1,3,0" j=(0,3,-1), k=(2,3,2)"
I forberande syfte for hirledningen gors foljande observationer om basen.
i-i=10= —4, j-j=10=—4, k- k=17=3
i-j=j-i=9=2, i-k=k-i=7=0, j-k=k-j=7=0
ixj=—-jxi=(-3,-1,-3)"=2k+ (-7,-7,-7) (8)
ixk=-kxi=(6,2,-9) =i+2j+(7,-7,-7)"
jxk=-kxj=(9,-2-6)=—-2i—j+(7,7,-7)"

For att visa pastdendet behdvs alltsé att rdkna ut

—€ + 2€¢6 —€ + 2¢d
(2—€d, | 3¢ +38 +3/6" | )+ (2— €0, | 3e +35 + 3¢ |)
—0" +2€'¢ -6 + 2ed

som med hjilp av (i, j, k) kan skrivas
=(2—€d,ei+0j+0k)x(2—€d,ei+ j + edk)

Efter utnyttjande av definitionen for Hamiltonprodukten # och utférande av okomplicerade
men omsténdiga rakningar (som forenklas visentligt av rdknereglerna (8)) forenklas till

—€e + 266
=2(1+€e+de+ 06— €ded)(2—€6, | 3¢ +35+3€0 |)
—§ +2€'0
som slutligen, enligt definition av = ger
—€¢ +2¢6
= (2—¢€6, | 3¢ +35 + 3¢5
-+ 2€'5
Eftersom ovan demonstrerade reduktion ’sparar’ endast potenstecknet ¢ hos vanster operand

och § hos hoger sa kan, eftersom uttrycket for w ar dndligt, w efter &ndligt manga reduktioner
skrivas pa formen i tesen. O
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Lemma 3.3. Ldt w vara som i Lemma 3.2. Da ir X2 + Y2 + Z2 = —2,—1 eller 3.

Bevis. 1 fallet att w = p* sa foljer av Lemma 3.2 att det finns t € {—3, -2, —1,1,2,3} sadant
att

Xuw 2¢
(C’w, Y. )Et(S, € )
Zw 0

och darmed
X2 4+ Y2+ 72 =12((2)% + €2 4 0%) = 5t% = 5,20 eller 45 = —2, —1 eller 3.

ol

Fallet w = v°* visas analogt.

Fran foregaende lemma har vi att om w = p&mkmpomlm  €okoydolo g3 finns t € {—3, —2,—1,1,2,3}
sadant att

Xw —€m + 26m50
(Cuws | Yoo |) = t(2 = €mbo, | 3em + 380 + 3emdo |)
Zw _60 + 2€m60

och darmed har vi

X2+ Y2+ 72 =t2((—em + 2€m00)* + (3€m + 300 + 3€md0)? + (=00 + 2€m00)?)

7
= 12((5 — 460) + (27 + 18¢€,, + 1850 + 18€,,00) + (5 — 4epn))
= t2(37 + l4e,, + 1400 + 18€,,00) = t*(2 — 3€,md0)

dar €,,0g = +1, varav vi far

= —t% eller 5t2 = —1,—4, -9, 5,20, 45 = -2, 1 eller 3.

Vi ar nu redo for vart huvudresultat

Sats 3.4. u och v dr fria generatorer av en grupp som verkar pa S? N Q? utan icke-triviala
fixpunkter.

Bevis. Om en icke-trivial rotation w &r fri fran fixpunkter pa S? nQ?3 sa ér likasa rotationerna
uwlwp, pop™t, v wy, vwy ! fria fran fixpunkter pa S2nQ3. Det &r alltsa tillréickligt att visa
tva saker. Det forsta ar att 5, ar skiljd fran nollvektorn (annars dr w identitetsrotationen).
Det andra &r att E—Z‘ ¢ S?2 N Q3 for nagot icke-tomt, forenklat uttryck, w, pa formen ptt.. !,

eller en potens utav p eller v (alltsd att rotationsaxeln ej skiir enhetssfiren i en rationell
punkt). Det som skall visas &ar alltsa

X

w 1 *
Sw _ Y,
Iswl /X2 +Y2+22 \ 4

Fréan Lemma 3.3 ér det kéint att for w pa formen ovan géller att s, |? = X2+Y2+22 = -2, -1
eller 3. Men, for heltal har vi att, raknat modulo 7

¢Q° (9)

0°=0 1°=62=1 22=52=-3 32=4>=2

allts att a? = —3,0, 1 eller 2 for alla a € Z. Man inser diirmed att |s,,|? ej dr en heltalskvadrat.

Ifall ett heltal ej ar en heltalskvadrat ar det ej heller en kvadrat av ett rationellt tal, alltsa

VX2 +Y2 422 ¢ QP

vilket bekraftar (9). O
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4 Godartade grupper och paradoxala dekompositioner

Vi har hittills givit tva exempel pa paradoxala dekompositioner; Banach-Tarskis paradox for
reella enhetssfaren och dess rationella motsvarighet. Hur vanlig &r existensen av paradoxala
dekompositioner? Finns det nagot kriterium som, givet nagon grupp G och nagon méngd X,
garanterar att gruppverkan av G pa X inte kan ge upphov till ndgon paradoxal dekomposition
av X7

Vi kommer i det hér kapitlet diskutera godartade grupper (eng. ameanable groups). Dessa
grupper behandlas oftast i samband med topologi men eftersom det hir arbetet ej forutsitter
kunskaper inom den grenen av matematik s kommer grupperna presenteras nagot forenklat.
For att kunna presentera godartade grupper kréavs forst foljande definition:

Definition 4.1 (Méngden av begridnsade funktioner). Lat X vara en icke-tom méngd. D&
defineras ¢ (X) som alla begrdnsade funktioner pa X enligt

R(X) = {qﬁ : X — R:sup|gp(x)] < +oo}
reX

Vi kan nu formellt definiera en godarad grupp enligt:

Definition 4.2 (Godartad grupp). Lat G vara en diskret? grupp som verkar pa en mingd X.
Gruppverkan av G pa X kallas godartad (eng. amenable) om det existerar en linjar funktion
AP (X) — R sddan att X &r

i) Positiv: ¢ > 0 implicerar att A(¢) = 0, for varje ¢ € £F(X).

ii) Normaliserad: A(1x) = 1, dér 1x € ¢ (X) betecknar indikatorfunktionen definierad
enligt
1, reX
1X(“){ 0, az¢X.

ili) G-invariant: A(g- ¢) = A(¢) for varje funktion ¢ € £x (X) och varje g € G. Observera att
(- 6)(x) imnebir ¢(g" - z).

Vi séger att gruppen G ar godartad om gruppverkan av GG pa sig sjilv via vanstertranslation
ar godartad. Linjéra funktioner A : ¢F(X) — R som foljer i)-iii) kallas for G-invarianta
medel.

Det visar sig att godartade grupper har den eftertraktade egenskapen att de inte kan ge
upphov till ndgon paradoxal dekomposition av nagon méngd X 6ver huvud taget!

Sats 4.3. Lat G vara en grupp som verkar pd en icke-tom méangd X. Om G dr godartad sa
ger gruppverkan av G pa X inte upphov till nagon paradozal dekomposition av X .

Innan vi kan bevisa sats 4.3 krévs ytterligare kunskaper om de godartade grupperna. Déar-
for presenteras nu foljande tva lemman dar vi later G-space beteckna méangder X utrustade
med en gruppverkan av G.

Lemma 4.4. Lat X och'Y vara G-spaces och antag att p: X — Y dr en surjektiv avbildning
med egenskapen att

plg-z) =g p(x)
for varje g € G och varje x € X. Dd gdller att om X dr godartad, s dr'Y godartad.

Bevis. Per antagandet att X &r godartad existerar ett G-invariant medel X : (g (X) — R. Vi
vill dérfor i detta bevis konstruera ett G-invariant medel p : £2(Y) — R, genom att identifera
2 (Y) med en delméngd av £ (X) samt utnyttja egenskaper hos A och p for att visa att p
faktiskt dr positiv, normaliserad och G-invariant, och ddrmed att Y &ar godartad.

2En grupp med den diskreta topologin. Lasare som ej ar bekanta med detta begrepp kan lugnt lasa vidare,
att G ar diskret utnyttjas endast bakom kulisserna.
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Eftersom p : X — Y dr surjektiv kan godtycklig funktion ¢y € ¢ (Y") ses som en funktion
ox € 4 (X) via det kommutativa diagrammet

Y
N
X - PX SR

Vi definierar p: (£ (Y) — R genom p(dy) := A(¢y op) = M¢x). Vi &r klara om vi kan visa
att p ar positiv, normaliserad och G-invariant:

Positiv:
Notera att 1x = 1y op, ty

vop=tv@)={ g0 MY

och p(z) € Y om och endast om z € X. Alltsd dr 1y op = 1 precis dd z € X och =0
annars, vilket ar definitionen av 1x. Vi far darmed

p(ly) == A1y op) = A(1x) = 1.

Normaliserad:
Lat ¢y € £¥(Y) och antag att ¢y > 0. D& dr ¢x 1= ¢y op = 0, sa

1w(py) = Moy op) = Aox) = 0.

G-invariant:
Lat g € G, y € Y och lat x € X vara saddant att y = p(x). Da giller for godtyckligt
oy € LL(Y) att

wg-dy):=p(dy(g " y) =puldy(g" p)) = Aoy (g™ 2))) =

=M@y op)g™" - 2) = Mox(g7" - 2) = Mg - ¢x) = Mox) = pu(oy).

Alltsé ar p(g - ¢y) = pu(dy), sd p dr G-invariant.

Lemma 4.5. Om G dr godartad, sé dr varje G-space Y godartat.

Bevis. Det réacker att betrakta fallet da det for varje z,y € Y existerar g € G sadant att
g-x =y. Om vi fixerar x € Y sa foljer via antagandet och definitionen av gruppverkan att

Gr:={g-2z|geG}=Y
Funktionen p: G - Gz =Y , p(g) = g - « ar surjektiv och har egenskapen att
h-plg) =h-(g-2)=(h-g)-z=ph-g)
for varje g, h € G. Lemmat foljer nu fran lemma 4.4 med G = X. O

Vi dr nu redo att bevisa sats 4.3, som séger att om en godartad grupp G verkar pa en
icke-tom méangd X sa saknas mojligheten att skapa en paradoxal dekomposition av médngden
X med hjilp av gruppverkan.

Bevis av sats 4.3. Antag via motségelse att gruppverkan av G pa X ger upphov till en para-
doxal dekomposition av X, det vill siga antag att det existerar en partition

(@) (9

i=1 j=1
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samt element gi,...,gm,h1,...,hy € G, sddana att

3

1 Jj=1

g

Eftersom G &r godartad sa &r X godartad, enligt lemma 4.5, varfor det existerar ett G-
invariant medel A : /£ (X) — R. Vart mal &r att visa att detta implicerar att 1 = 2, vilket
forstas dr en motségelse. For att géra detta anvénder vi indikatorfunktionen 1x € ¢ (X)
som vi tidigare definierat enligt

1, reX
1X(°””>={ 0, z¢X.

Vi utnyttjar nu likheterna

1-.’1,‘) =:gi'1Yi 5 1hij<x):1Zj(h;1'-T) =Zhj-1zj s Vi,j,

19:'Yi($) =1y, (g;
samt faktumet att unionerna i (10) och (11) &r disjunkta unioner, for att skriva

1X:1Y1—|—~~-+13/7n+1Z1+...+1Zn’
Ix =911y, + -+ gm - 1y, (12)

1X:h1'1Z1+"'+hn'1Zn~

Genom att tillimpa det G-invarianta medlet A pa varje likhet i (12) far vi respektive av de
tre likheterna

1=Xlx)=A1y) +...+A1y,) + AX1z) + ...+ A(1z,),
L=X1x)=A(g1-1y;) + -+ A(gm - 1v,,)s (13)

1=Xlx)=Ahy-1z)+ -+ A hn-1z2,),

men eftersom A dr G-invariant sa dr A\(g - ¢) = A\(¢) for varje ¢ € (F (X) och varje g € G. De
tre likheterna i (13) oss ddrmed att

2-1+1= (A(gl-1y1)+...+A(gm.1ym)) + (A(hl-1Zl)+...+A(hn-1zﬂ,)) =

= (M1w) + -+ A0y) ) + (MIz) + o+ M(17,)) = Mix) = 1

Vi har kommit fram till var s6kta motsdgelse och drar slutsatsen att gruppverkan av G pa
X inte ger upphov till nagon paradoxal dekomposition av X. O

Just hur viktig sats 4.3 &r beror forstas pa hur vanligt det &r att grupper adr godartade,
det vore trevligt att kunna visa att det finns manga sana grupper. Lat oss tala mer ingaende
om en typ av godartade grupper.

4.1 Abelska grupper och Markov-Kakutani
En intressant egenskap att undersoka dr den som de sa kallade abelska grupperna har.

Definition 4.6 (Abelsk grupp). En grupp kallas abelsk om dess element kommuterar.

Nedan presenteras Markov-Kakutanis sats som fatt sitt namn efter de tva matematikerna
Andrey Markov och Shizuo Kakutani. Satsen kommer inte bevisas d& det kréver fordjupande
kunskaper inom topologi och funktionalanalys.
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Sats 4.7 (Markov-Kakutani). Abelska grupper dr godartade.

Markov-Kakutani tillsammans med sats 4.3 ger oss omedelbart foljande resulat som vi
valjer att formulera som en sats.

Sats 4.8. Ldt G vara en grupp som verkar pa en icke-tom mdngd X. Om G dr abelsk sa ger
gruppverkan av G pda X inte upphov till nagon paradozal dekomposition av X.

Lésare som &r obekvdma med att anvinda Markov-Kakutani utan bevis, finner ett direkt
bevis av sats 4.8 i appendix.

Faktumet att abelska grupper dr godartade ger oss direkt en stor midngd grupper som
inte kan ge upphov till paradoxala dekompositioner, ty de abelska grupperna ar manga. Till
exempel ar varje grupp genererad av ett element abelsk, varje ring ar en abelsk grupp med
avseende pa addition, méngden av heltal modulo n utgér fér varje n en abelsk grupp savél
med avseende pa addition som pa multiplikation, och sa vidare.

I beviset av Banach-Tarskis paradox utnyttjade vi oss av att SO(3) inte &r abelsk, vilket
vi snabbt kan illustrera: Tag de tva rotationsmatriserna A, B fran sats 2.3.

1 3 40 1 5 0 0
0 0 5 0 —4 3
Vanlig matrismultiplikation ger att

1 3 40 1 5 0 0 1 15 12 16
0 0 5 0 —4 3 0 -20 15
1 5 0 0 3 40 1 15 20 0
BA = 3 0 3 4)--|—-4 3 =% -12 9 20
0 —4 3 0 0 5 16 -12 15

Dérmed dr AB # BA.
Ett intressant faktum &r att om vi gar ner en dimension och tittar pa gruppen SO(2) av
rotationer i planet, sa ser vi att den gruppen ar abelsk.

Lemma 4.9. Den speciella ortogonala gruppen av dimension 2,
SO(2) :={AeR>? | AA" =1 och det A =1},
ar abelsk.

Bevis. Lat oss borja med att ta reda pa hur matriserna som utgor SO(2) faktiskt ser ut. Tag

en godtycklig matris
a b
A= <C d) € SO(2)

Fran definitionen av SO(2) far vi att
At (@ b\ fa c\ _ a?+b%> ac+bd (10
“\e¢ d)\b d) \ac+bd 2+d*) \0 1

detA=ad—-bc=1

och

Vi far med andra ord foljande ekvationssystem:

a’®+b2 =1
A+d?=1
ac+bd=0 (14)
ad —bc=1
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Inspirerade av de tva forsta likheterna i (14) gor vi substitutionen

a = cosf b=sinf ,

c=singp , d=cosy,
och kan dérmed uttrycka de tva nedre likheterna i (14) som

cosfsin @ + cospsinf = sin(f + ) =0
cosfcosp —sinfsinp = cos(f + p) = 1

fran vilket det foljer att p = —6. Foljdaktigen &r varje matris i SO(2) pa formen
cosf sinf
—sinf cosf
och det dr en enkel uppgift att kontrollera att multiplikation av sddana matriser kommuterar,
dvs att AB = BA: Lat

A:( C(?S6‘ sm@)’ B=< cos smgp)
—sinf cosf —singp cosgp

vara godtyckliga element i SO(2). D4 ar
Ap - [ cos 0 sind cosp  sing)
—sinf cos@) \—siny cosgp

B cos 6 cos p — sinfsin ¢ cosfsing +sinfcosp |
~ \—(sinfcosp + cosfsinp) —sinfsinp +cosfcosp)

_ ( cos(f + ) sin(0 + <p))

—sin(@ + ¢) cos(0+ p)

Motsvarande omskrivning av BA &r identisk sandr som pa ombytta roller hos € och .
Vi har ddrmed kommit fram till att

[ cos(p+0) sin(p+6)\ [ cos(@+¢) sin(@+¢)\
BA = (— sin(p +6) cos(p + 9)> N (— sin(f + ¢) cos(6 + <p)) =AB

och drar slutsatsen att SO(2) ar abelsk. O

Sats 4.8 siger oss alltsd att SO(2) inte kan ge upphov till ndgon paradoxal dekomposition
av nagon mangd, vilket leder oss till det anméarkningsvarda resultatet

Korollarium 4.10. Det existerar ingen motsvarighet av Banach-Tarskis paradoz i tvd di-
menstoner.

Appendix

Vi presenterar hér ett direkt bevis av sats 4.8.

Bevis. Vi bevisar satsen via motségelse, precis som i beviset for sats 4.3. Antag darmed att
gruppverkan av G pa X ger upphov till en paradoxal dekomposition av X, det vill séga antag
att det existerar en partition

i=1 j=1
samt element g1,...,gm,h1,...,hn € G, sddana att
m n
X =avi=Hhz (16)
i=1 j=1
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Givet en baspunkt xg € X, ett heltal N > 1 och en delméngd C' € X, definiera det reella
talet

1 . . X )
AN(C) - W Z 10(91“ o 'gmzm chy?t e hn]n : 5170)

Notationen dr otymplig men vad vi gor dr inte komplicerat. Summan har N™*" termer och
An(C) dr helt enkelt lika med andelen av elementen g1t gt -hljl e hnj" -xo som ligger
i méngden C. Notera att definitionen av paradoxal dekomposition direkt implicerar de tva
likheterna

1=An(X) = Z +ZAN :
1=>\N(X)=i :iAth
i=1 j=1

for att 1x(-) = 1 for varje term i summan Ay (X).
Vi ska bevisa att for varje € > 0 existerar N = N(¢) sidant att

An(9:Yi) = An(Yi)| <e  och  [An(h;Z;) — An(Z;)| <€ (17)

for varje 1, j, och darmed att

2_2)\N911 Z

Z/\N )+ AN (9:Y3) — ‘+2/\N +|/\N(h Z) /\N(Zj)| <

=1+ ¢(m + n)

vilket &r en motségelse for € < +n

Fér att bevisa (17) noterar vi att® 1(, vy, )(x) = ly,, (g;,'@) och vi definierar méngden

P:{glil. g::Lnll h1j1~--hnj"

1<i1a"'aim—15.j17"'7jn<N}

som har kardinalitet N™*t7~!, Eftersom G &r abelsk foljer det att

N

1 .
AN(gmYm) = Nmtn Z Z Ly, (p- gy =" o) (18)
im=1peP
1 & _
AN(Yn) = N Z Z ly, (P gm - o) (19)
im=1peP

De enda termerna som finns i (18) men inte i (19) #r de N™*"~! stycken termerna da
im — 1 = 0, de enda termerna som finns i (19) men inte i (18) &r de N™*"~! stycken
termerna d& 4,, = N. Vi far darfor likheten

1
AN(gmYm) = AN (Vi) = N Z [Liv,) (P 20) — Ly, (P gl - 20)]

peP

3argumenten for resterande g; och h; &r helt analoga.
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Denna likhet ar tillracklig for vart &ndamal, eftersom indikatorfunktionen inte kan anta andra
véirden an 0 och 1:

1
IAN(gmYim) — An (Y] < Nt Z 1y, (p- @0) = Ly, (P g - %0)| <

peP

m+n—1
< # Z 1= L = i
Nm+n Nm+n N
peP
Vi uppnéar nu en motségelse for varje N > % och beviset ar klart. O
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