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Bakgrund och Syfte: | ett pressmeddelande varen 2014 meddelade Skolverket om svenska
elevers laga resultat i matematik. Det finns flera anledningar till elevernas laga resultat.
Forstaelsen for positionssystemets uppbyggnad &r en grundlaggande kunskap som eleverna
behover utveckla. Syftet med studien &r att forsoka identifiera kritiska delar i undervisning om
positionssystemets uppbyggnad for att kunna uppna en djupare forstaelse hos eleverna. Cady,
Hopkins and Price (2014) menar att tre aspekter har avgérande betydelse for forstaelse av
positionssystemets uppbyggnad; bassiffror, position och gruppering (grupper om tio enheter).
Fuson och Briars (1990) uttrycker, att det ar nddvandigt att barnen far lara sig begreppen kring
vart talsystem och hur det ar uppbyggt for att de med forstaelse ska kunna utfora berakningar.

Teori: Den teoretiska ramen for studien ar Variationsteorin. Lo och Marton (2012) skriver att for
att lara nagot nytt behéver man urskilja aspekter av det som skall laras som man inte tidigare
urskilt. I studien identifieras kritiska aspekter for elevers larande. Ur ett variationsteoretiskt
perspektiv finns mojligheter att finna kritiska aspekter kring positionssystemets delar. Dessa
aspekter kan man systematiskt variera for att eleverna skall ha mojlighet att urskilja dem.

Metod: | ett forsok till en Learning Study som har bygger pa tre lektionscykler, soktes de
kritiska aspekter som skulle kunna vara avgorande for elevens forstaelse. Under lektionscyklerna
har lararna forsokt skapa variationer kring de funna kritiska aspekterna. Lo (2012) beskriver hur
exempelvis en siffra maste forstas i relation till sitt talsystem. Siffran 10 har olika betydelse i ett
decimal- eller binart talsystem osv. Data for analys som anvants ar for- och eftertest,
lektionsinnehall och intervjuer.

Resultat: De kritiska aspekter som funnits ar:

1. Platsvarde. Eleven behdver begrepp som talsorter samt forstaelse for att siffran far ett varde
beroende pa vilken plats den har i talet sett fran hoger till vanster.

2. Enhet/antal (grupperingar i tiotal). H&r behdvs en mojlighet att kunna se exempelvis tiotalet
som bade grupp (tio stycken) och enhet (ett tiotal) simultant.

3. Nollans betydelse. Eleverna behdver forstaelse for nollan som vérdehdjare i ett tal dvs. hur
nollan kan ersétta avsaknaden av tiotal i talet 109. En svarighet uppstar ofta vid 6vergangen nar
eleven ska lagga till exempelvis 1. Eleven skriver da 200.

De svarigheter som upptackts, nar det géller elever i behov av stod ar grundlaggande forstaelse
for bassiffrorna samt forstaelse for platsvarde och tiotalet som grupp och enhet. Den



grundlaggande kunskapen for forstaelse utifran Cady Hopkins och Price (2014) &r att vart
talsystem bestar av tio siffror (0-9) som alla star for ett antal. Enligt Gelmans och Gallistels
(1978) Principen om godtycklig ordning hor inte siffrans beteckning ihop med det rdknade
foremalet. Daremot kan siffrorna kombineras for att fa storre tal. Darefter dr det av stor vikt att
kunna hantera bastalen (1-10). Férmagan att upptacka del-helhetsférhallanden utvecklas enligt
Clements and Samara (2007) genom att sammanstélla och dela upp tal. Forstaelsen for del och
helhet lagger grund for barnets aritmetiska utveckling.



Forord

| mitt sokande efter konkreta metoder for att underlatta matematikforstaelsen for elever i
svarigheter har jag genom Learning Study och Variationsteorin upptackt verktyg som kan vara
till stor hjalp i min roll som specialléarare i matematik. Jag vill tacka de pedagoger och elever
som deltagit och gjort studien mojlig att genomfora.

Jag vill ocksa tacka min man Patrick for visad forstaelse alla kvallar och helger da studierna tagit
all tid, samt engagemang i det fortskridande arbetet genom att agera bollplank for tankar, fragor
och idéer.

Sist men inte minst vill jag tacka min handledare Angelika Kullberg for stéd och lotsning genom
arbetet med studien.

Goteborg. Mars 2015



Innehallsforteckning

Abstract
Forord

Innehall
0] [=To [ 011 oo [PPSR 7
)Y 1 (-SSR 8
FIAgEStAIININGAT .......oiivciciie et ettt ettt b 8
THAIGAre TOFSKNING. ....coiiiece e ettt sb et st sbe et sne e e e 9
POSITIONSSYSIEIMEL ......ecuiiceie ettt e b e e reeteeneesneebeeneesreeneenes 9
Utveckling av grundlaggande matematiska fOrmagor ...........ccccevevieveecieiiiieeceeeeeeeees 9
EIQVSVAIIGNELEL . .. ...cvieeeeeeeceee ettt ettt ettt se ettt se e e e, 12
PlatsVarde OCH grUPPEIING .....covi ittt 12
Genetisk och/eller forvarvad kompetens for att forsta och uppfatta tal.............ccoveveeeee. 12
Mentala tallINJEN ..o et 13
Forstaelse for del- och helhetsforhallandet............cococoeiiiiiiiiiieieicccceee e 14
Samband mellan elevers forstaelse for positionssystemet och aritmetiska fardigheter .....15
Interventioner for 6kad forstaelse av positionNSSYStEMEL ...........cceeeveveveiereereeeeieereee e, 16
SAMMANTAIINING . ...ttt se e reenbe b e sneenae e 17
TEOFEUISKE FAMVETK ...ttt b ettt e e be et e neenneas 18
VATTALIONSTEOTIN ..ottt bbbttt e bbbt b e st et n s 18
IMIEEOX. ...ttt bbb bbbt b e bbbttt nas 19
LEAMNING STUAY ..ottt e te et s be e b e neenreas 19
Forberedelser (beskrivning av undersokningsforfarande) ..........ccccocvevvvieiieeiesieneeieenn, 21
Val av [8randeoDJEKL ........c.oiiiiiee e 21
FOreSt OCH ETTEITEST .....viieieiicee e 21
LeKtIONSPIANEIING ....veiiieiie ittt et sr e neenneas 23
Videofilmning av IeKEION. ........coveiiee e e 24
Analys (redogorelse av analySmetod) ........ccoocoiieiiieiieiee e 24
Validitet 0Ch reliabDilItet.........c.ooii e 25
EEIK e bbb bbbt 25
Bearhetning av dat@ ........cccooeeiiiii s 26
RESUITAL ...ttt ettt b ettt e e 26
Sammanfattning av lektionsinnehall for klasserna A, B, C.......c.cccoeevvvviicccieieciceccee, 27
FOrsta CYKEIN KIASS Av......oeeiieiecieie ettt et reeste e eaneenteeneenneas 28
Analys av fortest och planering av 1ektion L., 28
ANALYS AV IEKLION L. .ot re e 29
Platsvéardet med nollans betydelse. ... 29
Overgéngar mellan talsorter samt jamférelser med talsorter som antal och enhet. ...29
Uppgift for enskilt och/eller grupparbete ...........cooveveieieeie e 30
LArandeobjektet 1 KIASS Av........ooiiiiiieiieie et 30
ANAra CYKEIN KIASS B ......ooviiiiieiece ettt ae e sne e snaenne e 31

Analys av fortest och planering av 1eKtion 2., 31



GeNOMTOTANAE AV TEKLION 2. e e nenenens 31

Talens varde, samt antal 0Ch eNhet. ........ccooiiiiiii e, 32
Platsvarde upp till hundratal. ... 32
LArandeOoDJEKLEL B .........coveiiieieiiesie ettt ra e e naenres 33
Tredje CYKEIN KIASS € .....oouiiiieiiee ettt bt 34
Analys av fortest och planering av 1eKtion 3..........cccooeiieiicc i, 34
Genomforande av 1EKEION 3 ........oouiiiee e 34
Nollans betydelse 0Ch PIAtSVAIAE .........c.ccveiieiiiie e 34

Enhet och antal samt antal siffror inom varje talsort. ..........cccocceviiiiiiininieniennen, 35

THODAS - SPEIET ... 36
LArandeODJEKIEL € ........oieiiiieiiie ettt nneas 37
Skillnader i for- och eftertest i procent mellan klasserna............ccccceevevveiviicie e seennen, 38
DIMENSIONEr @V VAINTALION .....c..ciiiiiiiieiieeie ettt sttt ee e 40
T G ] 1] Q] SR 41
Jamforelse mellan lagpresterande elever och 6vriga KIassen ...........ccceeveviveevieecesvennennn, 42

1] (=T T =] SR 42
Studiens slutsatSer/NUVUAIESUITAL ...........c.ooieiiiiiiiee e 44
D] S0 1T (o] o TR PRSPPI 45
MELOAAISKUSSION.......viiiiitieiiee sttt sttt e e sre e b eneenneas 46
RESUITALAISKUSSION ...ttt bbbt 46
Svarigheter for elever i DENOV AV SEOU...........cccoeviviveiciiiccce e, 46
SKIllNAET | SVAIIGNETET ...ttt et 47
LArandEOD KL ........eouiee ittt nreas 47
DIMENSIONEr @V VATTATION .....cuviiiieiiiieiiisie st 47
LArareS TAFANGE ..ottt b et nb e beenbe e e nreas 47
Forslag till fortsatt fOrSKNING ........ccveieiieii e 48
Specialpedagogiska konsekvenser och implikationer ..o, 48
] (=] =] 0 1T-] PR PRR 49
[T o o] PRSP 52
Bilaga 1. FOr- 0Ch €FterteST.......ciieieeie e ne s
Bilaga 2. INTEIVJUEBT ...ttt bttt ettt et e b s nre et enes

Bilaga 3. HUr tANKLE €IEVEINA .......ccveiieiiee e



Inledning
Bakgrund

Matematikamnet har blivit ett hett &mne i Sverige sedan PISA resultaten, som slapptes i
december 2013 visar en negativ trend (Skolverket. 2014). Vad elevernas laga resultat beror pa &r
inte helt klarlagt, men amnet i sig anses svart och det finns manga orsaker till varfor elever har
svarigheter med matematiken. I artikeln fran Skolverket menar man att; Uthallighet och
motivation ar viktigt for att kunna I6sa problem. Det kan handla om vilket stod som ges i
undervisningen men ocksa om elevers attityder. Det samlade resultatet fran PISA &r allvarligt.
Vi behover mer kunskap om orsaker men skolan maste ocksa ges allt stod for att starka
elevernas breda kunskaper och férmagor. (PRESSMEDDELANDE 2014-04-01)

| pressmeddelandet fran Skolverket menar man att:

Uthéllighet och motivation &r viktigt for att kunna I6sa problem. Det kan handla om vilket
stod som ges i undervisningen men ocksa om elevers attityder. Det samlade resultatet fran
PISA ér allvarligt. Vi behover mer kunskap om orsaker men skolan maste ocksa ges allt
stod for att starka elevernas breda kunskaper och férmagor.

En aspekt som kan vara en orsak till det samre resultatet dr att manga elever inte har forstaelse
for grundlaggande begrepp sasom antalsuppfattning, positionssystemets funktion osv., vilket
hindrar dem fran att ga vidare i sin utveckling av matematiska fardigheter. | den egna praktiken
har jag under varen 2014 arbetat med att screena elevers taluppfattning i ett antal klasser fran
forskola till arskurs 6. Jag anvande mig av Mclntosh’s test som finns i boken "Grundlaggande
taluppfattning”. Vid en granskning av testet i helhet upptacktes att elever som inte klarat
subtraktion och addition med tiotal och uppat ocksa visade att det fanns svarigheter i att forsta
hur vart positionssystem &r uppbyggt. Da det finns olika uppgifter i testet kring
positionssystemet, kunde man ocksa se att en del elever I6ste vissa uppgifter medan andra
uppgifter syntes svara att forsta. Intressant var ocksa att testet som gjordes i ar 3 visade pa
svarigheter med positionssystemet, men det nationella provet som gjorts tidigare pa varen visade
ett motsatt resultat. Skillnaderna lag i att det nationella provet hade uppgifter av karaktaren” fylla
i” 6vningar, medan Mclntosh’s test fragar efter platsvarde, dvs. begreppsforstaelse samt
textuppgifter. Forstaelse for positionssystemet innebér att man behéver kunskaper om flera olika
aspekter, det vill saga dess delar sasom bassiffror, platsvarde och hur man simultant kan forsta
tiotalet som bade ett antal och en enhet. Det verkar som om det finns ett samband mellan en
djupare forstaelse av positionssystemet for att kunna hantera storre tal inom addition och
subtraktion. Med dessa tankar i bakgrunden undersoks i foreliggande studie hur man skulle
kunna utveckla undervisningen for att narma sig en djupare holistisk forstaelse i hanterandet av
positionssystemet.



Syfte

Syftet med studien &r att forsoka identifiera kritiska delar av det matematiska innehallet i
undervisningen som kan ge elever i behov av stod mojlighet att forsta begrepp kring
positionssystemets uppbyggnad som &r avgdrande for att kunna uppna en djupare forstaelse.

Fragestallningar

1. Vilka svarigheter kring positionssystemets uppbyggnad kan man urskilja som kritiska
aspekter/delar bland elever i behov av stod?

2. Vilka variationer, likheter eller skillnader, i svarigheter kring positionssystemet kan finnas som kritiska
aspekter i forhallande till 6vriga elevers forstaelser?



Tidigare forskning

| detta kapitel beskrivs vad som sdgs inom forskningen idag om elevers taluppfattning och
eventuellt samband mellan aritmetiska fardigheter. Fortséttningsvis beskrivs vilka svarigheterna
ar som eleverna kan stota pa och vilka forutsattningarna som paverkar matematikinlarningen éar.

Positionssystemet

Cady et. al (2014) beskriver positionssystemets uppbyggnad, vilka delar det bestar av och hur de
ar relaterade till varandra. Vart decimalsystem bestar av tio symboler som alla star for ett antal,
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Dessa symboler kan sedan ateranvandas for att representera tal av oandliga
storlekar. Positionen for siffrorna ger information om dess vérde och skrivs fran hoger till
vanster samtidigt som dven grupperingens storlek ger oss information for att avgora vilken
storhet som representeras. Cady et.al. menar, att anvédndandet av en basméngd som en
grupperingskonstant gor att grupperingarna sjélva utgor de rakningsbara enheterna. Enheter
raknas; 1,2,3, darefter grupper; 10,20,30, och grupper av grupper; 100, 200, 300, och sa vidare.
Grundregeln blir da att forma en grupp sa fort antalet tio har uppnatts. Utifran denna bakgrund
kan man formulera tre huvudbestandsdelar som utgor positionssystemets uppbyggnad, namligen
bassiffror, position och gruppering (grupper om tio enheter). For att uppna en forstaelse behdvs
da kunskap om de tio symbolernas funktion, platsvarde samt gruppering som antal och enhet.
Denna kunskap lagger grunden till att kunna hantera rakning med stora tal.

Man kan fraga sig vilka forkunskaper som da kravs for att kunna utveckla kunskaper att hantera
positionssystemet. Forstaelse for vart tiobassystem &r en del av den grundlaggande
taluppfattning, som elever behover for att kunna ga vidare och hantera operationer med
tvasiffriga och hogre tal. Chan, Au och Tang (2014) namner en rad forutsattningar som paverkar
den matematiska inlarningen och ar till stor del internationellt vedertagna. Det galler da talradens
omfang fram- och baklanges, hur langt man kan rakna bade fram- och baklanges.
Talrepresentation handlar om att kunna skriva de arabiska siffrornas symboler, samt skriva och
uttala dem pa sitt sprak (i det har fallet kinesiska). Darefter foljer enkel rakning sasom talfoljd,
rakning av objekt, forstaelse for positionssystemet genom representationer av platsvérdet och
gruppering i tiotal samt aritmetik.

Utveckling av grundlaggande matematiska férmagor

Forskning har enligt Gelman och Gallisten (1978) visat att barn tycks ha en inneboende férmaga
att rakna foremal. Denna formaga ar grunden till att kunna forsta och utveckla vidare matematisk
formaga. Gelman och Gallistel har studerat och funnit att barn utvecklar férmagor att rakna
redan vid ungefar 2,5 ar. Detta varierar dock mellan olika barn och forskning har visat att dven
nyfodda barn kan uppfatta antal. Utifran sin forskning har Gelman och Gallistel skapat en modell
som bestar av fem principer. Dessa principer foljer en viss ordning.

Den forsta kallas ett- till-ett-principen dar barnet raknar varje foremal konkret eller mentalt
genom att fora 6ver foremal fran icke raknade till raknade foremal. Denna princip foljs parallellt
av principen for den stabila ordningen dar beteckningar anvands att rakna en rad foremal som
overensstammer med en speciell upprepningsbar ordning. Beteckningarna kan vara bade
talradens benamningar for siffrorna eller egna beteckningar. Dessa bada processer ska



koordineras. Déarefter foljer den kardinala principen dar den sist uppraknade beteckningen i en
serie foremal avgor antalet i en mangd. Nar barnet natt abstraktionsprincipen kan de foregaende
principerna appliceras pa vilken konkret eller abstrakt ordning eller samling som helst. Principen
om godtycklig ordning innebar, att ordningen for det uppraknade inte har nagon betydelse.
Barnet har da ocksa fatt forstaelse for att ett raknat féremal ar en sak och inte en siffra och att
verbala beteckningar inte hor ihop med det raknade objektet, samt att det kardinala talet kvarstar
oavsett hur man raknar.

Dessa formagor ar alltsa nodvandiga for att barnet ska tillgodogora sig vidare kunskaper i
matematik. Gelman and Gallistel skriver, att "The preschooler does have a concept of number —
a concept that contains many of the seeds from which modern arithmetic has grown. The seeds
of the child’s numerical ability grow in different ways as a consequence of diverse
developmental process™. (p. 244).

Aven om barn i allménhet tidigt utvecklar taluppfattning,-s& varierar det &ldersmassigt. Neuman
(2013) skriver att i slutet av trearsaldern kan barn forsta rakneordens innebord for att rakna efter
hur manga som finns, men for vissa barn kan det ta ytterligare fem till sex ar innan de forstar sa
pass att de kan tillgodogora sig undervisningen i skolan. Ross™(1986) studie, av barns utveckling
av begrepp kring platsvarde i arskurs tva till fem, visar pa att manga saknar kunskap om att
hantera siffror, talbegrepp och del-helhets forhallandet. Detta hindrar barnet fran forstaelse. En
av anledningarna till detta kan bero pa hur langt barnet kommit i den kognitiva utvecklingen.

Fuson, Wearne, Hiebert, Murray, Human, Olivier, Carpenter och Fennema (1997), skapade en
modell som utgar fran fem begreppsmassiga strukturer, vilka tycks folja ett antal utvecklingssteg
hos barn nér det galler att rékna ihop de olika talsorterna (ental, tiotal, hundratal osv.) som
separerade grupper. | borjan raknar barnet utifran talraden 1, 2, 3, men kan senare i olika steg
separera ental, tiotal osv. Dessa strukturer ar ett matt pa hur langt barnet kommit i sin forstaelse
av positionssystemet. Modellen kallas UDSSI dér Unitary Multi Digit Conception ar den forsta
strukturen som barnet lar sig. Har ar ental och tiotal inte separerade i grupper utan raknas utifran
1,2,3, osv.

| Decade -and-ones conception, borjar barnet separera ental och tiotal. De inser att 50 bestar av
femtio stycken och 3 star for antalet tre stycken. Nar barnet lart sig att réakna tiotal och se det
skrivna talet kan det se tiotalen for sig och entalen for sig, vilket kan ge att de sammanfogar
helheten och skriver 503.

Utifran Sequence-tens-and-ones conception maste barnet kunna rakna i tiotal men ocksa lara sig
att se tiotalen i grupper och att kunna forsta att det ar det sist uppraknade talet som bestammer
antalet, vilket foljer Gelman och Gallistels (1978) kardinala princip. Ho och Sheng (1997)
menar, att europeiska barn behover hjalp att fokusera pa grupperna av tio som tiotal beroende pa
spraket, exempelvis att 12 da det finns sprakliga hinder for att forsta det arabiska siffersystemet
pa grund av hur man representerar talen sprakligt. Ett exempel &r att kinesiska barn har lattare att
forsta talet 12 da det séags som tio-tva, till skillnad fran engelskan som namnger talet som twelve.
Detta galler ocksa for svenskans ord for tolv. Moeller, Pixner, Zuber, Kaufmann och Nuerk
(2011) menar, att forstaelsen for positionssystemets struktur blir annu svarare att forsta da
talorden inte stdmmer dverens med positionerna nar man skriver ett tal med siffersymboler. |
exempelvis talet fjorton, sdger man pa svenska talet fyra fore tio medan man skriver 14 och i
tyskan sétter man entalet framfor tiotalet, det vill séga, tre och fyrtio men skriver 43 i talen efter
tjugo.
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Nar barnet anvander Separate conception kan det rakna ental och tiotal och samtidigt forsta att
tiotalet ar en grupp innehallande tio stycken.

Integrated conception indikerar barnets slutliga forstaelse dar det snabbt kan skifta mellan
entals- och tiotalsbegreppet.

Concatenated singel-digit conception indikerar att &ven om barnet har kommit till integrated
conception, kan det anvanda sig av Unitary Multi Digit Conception da en berakning ska goras
vertikalt, till skillnad fran en horisontell berdkning.

Fuson et.al. (1997) framhaller att konceptet ovan inte &r generellt och att det finns skillnader
beroende pa vilket sprak man har. Flera av dessa begreppsstrukturer kan anvéandas av ett barn i
olika situationer och alla barn gar inte igenom alla stadier. Nya begrepp slar inte ut de gamla
utan laggs till de redan givna. Slutligen finns ocksa en paverkan fran undervisning och pa vilket
satt barnet upplever begreppen individuellt.

Chan et. al. (2014), har i en studie undersokt engelska och kinesiska barns olika strategier av en
6kande medvetenhet om positionssystemets platsvarde. Studien var uppdelad i tre delar. Den
forsta gick ut pa att utvardera modellen UDSSI som beskrivits ovan.

Eftersom forstaelse for platsvardet har visat sig kunna forutsaga senare matematiska prestationer
designade Chan et.al. ett test, for att kunna forutséaga senare forstaelse. Detta test, skilde sig fran
de traditionella, vilka enligt Chan et.al. enbart behandlar platsvardesrepresentationer och
gruppering av tiotal. Ett antal olika vedertagna testuppgifter anvéndes, vilka anses ha med
utvecklingen av taluppfattning att gora samt ocksa har en uppgift som ska kunna avsloja de olika
stegen i strategiskt raknande. Resultatet fran Chan’s et.al’s studie visade, liksom modellen
UDSSI, att eleverna skiftade strategi fran enhetliga flersiffriga tal till separata tiotal och ental i
takt med utvecklingen. Inga skillnader kunde upptackas trots sprakliga skillnader mellan
engelska och kinesiska barn. Chan et.al menar, att resultatet gor att utvecklingen av strategierna
skulle kunna betraktas som universella. | steg tva stalls tva fragor. Den forsta dr: Ar det mojligt
att anvanda resultaten fran elevernas strategiska tankande for att uppskatta deras forstaelse for
platsvéardet? Den andra &r: Gar det i sa fall att rationalisera testet sa att det behovs farre delar?
Resultatet avslojar att raknestrategierna 6ppnar for behdvliga komponenter for forstaelse av
positionssystemet jamfort med kontrollvariablerna. Poangen pa korrekt berakning, visade sig
sem vara ett sakert kort for att bedoma forstaelse for positionssystemet till skillnad fran tester
baserade pa enbart gruppering av tiotal och representationer av platsvarde. Tredje delen testar
elever i arskurs 2 enligt hypotesen att lagpresterande elever redan kommit efter i sin forstaelse av
positionssystemet. Forfattarna énskade ocksa utvardera hur det strategiska raknetestet skulle
kunna identifiera lagpresterande elever i slutet av arskurs 2. Liksom i den andra delen visade sig
strategisk rékning som den starkaste komponenten for att utrona elevers prestationer arton
manader senare. De lagpresterande eleverna lag pa samma niva som de hogpresterande eleverna
lag arton manader tidigare, med andra ord ett och ett halvt ar efter.
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Elevsvarigheter

Foljande avsnitt handlar om att det inom omradet matematiksvarigheter kan finnas orsaker, vilka
nedan beskrivs och som medfor att barn inte férmar utveckla sin matematiska kunnighet och
matematiska forstaelse.

Platsvarde och gruppering

Matematiksvarigheter kan ha orsaker sdsom radsla, dyskalkyli/dyslexi, lag
arbetsminneskapacitet, missforstand eller otillrackliga grundlaggande kunskaper om
taluppfatting. For att finna likheter eller skillnader mellan hég- och lagpresterande elever behdvs
grunden for ratt intervention av elevens matematiska fardigheter/svarigheter utforskas for att
undvika en felaktig diagnos. Koellner, Colsman och Risley (2011) menar, att som speciallarare
bor man beakta alla majligheter till att undersoka om svarigheterna beror pa missforstand eller
har andra hinder for att forsta ett visst moment inom matematiken innan man stéller en diagnos.
De ndmnda forskarna uttrycker, att speciallararen bor anvanda sig av hogkvalitativa instruktioner
och interventioner som ett alternativ till avvikelsemodellen. Den férstndmnda processen att
anvanda kallas respons to intervention (RTI) och “indicates that special educators should look
first to a student’s responsiveness to high-quality instruction before looking for an organic
disability” (s. 49).

Koellner et.al. beskriver en Case Study dar Danny (pahittat namn) i fjarde klass ligger langt
under godkand niva i matematik och framfor allt i att 16sa uppgifter, sannolikhet och
taluppfattning. Det har gatt sa langt att han inte langre arbetar med klassen utan far hjalp av en
speciallarare. Men trots detta blir det inga storre framgangar. Dannys larare soker efter andra
interventioner och far hjalp av Koellner et.al. vilka startar sin utredning med att intervjua Danny
med sarskilda fragor fran ett professionellt utvecklings- och bedémningsprogram fran US Math
Recovery Council. Detta bestar av fragor utifran fem utvarderingskomponenter kring
talutveckling, daribland platsvarde, gruppering och uppdelning av tal. En uppgift for Danny
bestod i tva bla och fyra roda marker, som visas hastigt och sedan tacks éver foljt av fragan:
”Hur manga™? Danny svarar att det blir tjugofyra. Fler liknande uppgifter ges och Danny svarar
hela tiden utifran platsvardet. Dannys respons indikerar att han 6vergeneraliserat sin kunskap om
platsvarde, vilket hindrar honom fran att gora en gruppering av markerna. Vad han tycks sakna
ar en forstaelse for kvantiteten som siffrorna symboliserar. Men med majligheten att sjalv fa
konstruera och kombinera, skulle Danny kunna erhalla en bild av hur tiotal skapas. Svarigheten
som Koellner et.al. (2011) uttrycker, ligger i att simultant kunna tanka pa 10 som en enhet,
sammansatt av 10 enskilda foremal samt att detta ar grunden for det svenska tio-bassystemet.

Genetisk och/eller forvarvad kompetens for att forsta och uppfatta tal

En allméan och utifran min kunskap utvecklade uppfattning fran den forskning som bedrivs, ser
det ut som om méanniskan innehar formagor att forsta och uppfatta tal och att dessa formagor
utvecklas med aren beroende pa barnets utveckling. Berch (2005) menar, att det finns forskare
som anser att taluppfattning ar en del av vart genetiska arv, medan andra forskare betraktar
kunskapen som en forvarvad kompetens, vilken utvecklas med erfarenhet. Berch menar ocksa, ur
ett neurovetenskapligt perspektiv, att det skulle finnas ett kognitivt system som genom bade
utveckling och utbildning skulle sammanfogas med andra kognitiva system. Berch hanvisar till
undersokningar, vilka gjorts med vuxna som fatt jamfora tvasiffriga tal dar man funnit en sa
kallad “distance effect”, namligen ett forhallande att ju storre avstand det finns mellan de tva
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talen, desto kortare tid behovs for att avgora vilket tal som ar storst. Exempelvis, reagerade
personerna snabbare for att avgora storleksordningen mellan 57 och 42 &n nar de jamfort 61 och
59. Det har ocksa pavisats att oférenliga tal som 47 och 62 (entalet &r storre i det lagsta talet)
identifierats langsammare an forenliga tal som 42 och 57 (bada siffrorna ar lagre i det lagsta
talet). Denna sa kallade entals- tiotalsjamforelse av tvasiffriga tal tyder pa, att processen med
tvasiffriga tal forsiggar bade separat och parallellt. Genom att darefter undersoka tiden for
respons av liknande uppgifter i arskurs 2 till 5 pavisades det, att en oberoende process av ental
och tiotal startar runt arskurs 2. Vidare visar resultaten att denna process utvecklas fran en
vanster till hoger process som sedan blir mer parallell. Berch uttrycker att om barn med
matematiksvarigheter har en brist i en sadan utveckling, kravs det stora anstrangningar av
arbetsminne och uppmarksamhet for att berékna flersiffriga tal.

Mentala tallinjen

Ett antal forskare inom olika discipliner har studerat ménniskors “mentala tallinje” och funnit att
en sadan linje existerar. Men man &r inte helt dverens om hur denna linje utvecklas. Dehaene
(2003) havdar att det finns fysiologiska bevis for att manniskor och aven djur i viss man kan
uppskatta antal utefter en linje. Dessa interna tallinjer kan anta bade linjara och logaritmiska
utseenden, vilket framgar av studier kring nervcellers mojlighet att uppskatta antal. Utifran
studier pa apor har man enligt Dehaene kunnat bevisa att uppfattandet av antal ar en medfodd
formaga. Siegler och Booth (2004) menar, att det sker en utveckling fran forskolealdern till
omkring arskurs 2 dar den mentala uppskattningen av tal sker enligt en logaritmisk skala pa
tallinjen, som sedan foréndras till att bli linjar. “Logarithmic; ...percieved distances between
adjacent numbers on the mental number line decrease as their magnitudes increase” (Moeller,
Pixner, Kaufmann och Nuerk, 2009). Den logaritmiska skalan innebér, att ju hogre tal pa
tallinjen desto kortare blir avstandet mellan intilliggande tal. Efterhand utvecklas detta seende till
att folja jamna avstand mellan talen.

linjar L] e e e e ,

logaritmisk @ o ® e o @

Elever i arskurs 1 pendlade enligt Moeller et.al. mellan dessa bada. Den utveckling av
talrepresentationer mellan 0-100 som sker mellan forskolealder och arskurs tva har ocksa en
parallell utveckling for tal mellan 0-1000 som sker mellan arskurs 2 och arskurs 6. Siegler and
Booth (2004) framhaller, att data fran samtida forskning ger belégg for att det sker en utveckling
utifran olika aldrar och tidsintervall, vilket ger anledning att misstanka att Piaget (1896-1980),
Vygotsky ( 1896-1934) hade rétt i sina hypoteser om barnets utvecklingszoner. I en studie med
jamforelser mellan olika tal distance effect” som namnts ovan, fann Moeller et.al. (2009) att
ental och tiotal kunde ha olika fack for representation av dessa tal. | ytterligare studier har
Moeller et.al. (2011) kunnat pavisa mojligheten till separata linjer for ental och tiotal istallet for
en logaritmisk linje. En sadan process menar Moeller et.al. kan medfora svarigheter for barn i att
integrera ental och tiotal till en sammanhangande enhet. Det kravs en forstaelse och
framgangsrik tillampning av det arabiska talsystemet for en korrekt uppskattning av storleken av
ett tal pa en linjar tallinje. Det ar exempelvis avgdrande att forsta att intervallet mellan 0-60
maste vara tio ganger sa stort som mellan 0-6. Siegler och Booth (2004) uttrycker ocksa att det &r
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nddvandigt att ha en generell kunskap om decimalsystemet, speciellt nar det handlar om
representationer med rader av okénda tal.

| detta fall kan tallinjen enligt Siegler och Booth vara ett anvandbart verktyg for forstaelse. De
skriver ocksa att tallinjen har flera fordelar i klassrummet bade praktiskt och begreppsmaéssigt da
de ar latta att framstalla, kan anvandas till forstaelse for omfattningen av rackvidden av vilka tal
som helst samt tydliggora alla tal som meningsfulla enheter vilkas storhet ar definierade av
decimalsystemet. Verchaffel, Greer och De Corte (2007) skriver att ”Being able to place whole
numbers on an empty line with a fixed start and end point...Positioning enables students to gain
a general idea of the size of numbers to be placed” (s.568).

Siegler och Booth (2004) beskriver bradspel som en informell vég till en 6kad sakerhet for
linjara representationer. Ju hdgre tal som visas pa tarningen desto langre tid tar det att flytta sin
pjas till sin destination och ju fler steg som barnet maste flytta sin pjas ett steg i taget desto fler
rékneord tranas vid pjasens forflyttning.

Forstaelse for del- och helhetsforhallandet

Den forsta och kanske mest betydelsefulla delen for att utveckla forstaelse for positionssystemet
ar hanterandet av bassiffrorna. Genom att sammanstalla och dela upp tal utvecklas formagan att
upptacka del-helhetsforhallanden som enligt Clements and Samara (2007) &r en av de
nodvandigaste fardigheterna inom aritmetiken. Ett speciellt nd&rmande till addition och
subtraktion kallas begreppsmassig subitizering (conceptual subitizing), vilket innebér att eleven
ser” talet och hur det delas upp i delar.

Neuman (2013) diskuterar i en artikel observationer som redovisades i hennes avhandling ”The
origin of arithmetic skills. A phenomenographic approach” (1987). Observationerna gjordes med
elever som deltog i specialundervisning i grundskolan, gymnasieelever som ansag sig ha stora
matematiksvarigheter samt nybdrjare som annu inte hade undervisats i matematik. Vad Neuman
fann var att “det som framst tycks fororsaka grava eller specifika matematiksvarigheter ar att
eleverna saknar talforestallningar samt forstaelse for sambandet mellan de fyra rakneséatten” (s.
3). Neuman uttrycker ocksa att det finns tva delar som bor vara malet for de forsta skolarens
aritmetikundervisning, i forsta hand att hjalpa eleverna forsta rakningens och rakneordens
innebdrd och darefter att "lata barn upptécka hur de tio bastalen i vart decimalsystem kan delas
upp i lika eller olika delar, nar man subtraherar” (s.9). Utifran ett helhetstankande menar
Neuman att subtraktion kan betraktas som det mest ursprungliga av de fyra raknesétten da man
utifran en helhet forsoker att urskilja dess delar. Detta galler ocksa division. Addition och
multiplikation utgar daremot fran delar som ska utgéra en helhet. Hon anser ocksa att det satt vi
anvander for att lara eleverna aritmetikens grunder idag gor det svarare &n vad det behover vara.
Subtraktion betraktas av manga som ett av de svaraste momenten och staller till svarigheter for
en del elever. Dels forknippar eleverna subtraktion med bakatrakning och addition med
framatrakning, dels forknippas vissa problem med addition av typen, du har 2 saker och behdver
9. Hur manga fattas? (2+_=9). Eleverna inser inte att de kan ga framat eller bakat vid ett sadant
problem utan tvingas rakna upp alla ord for delen, samtidigt som de maste rakna hur manga de
uppréaknade orden &r. Ett sadant raknande utgor en dubbelrdkning som ar ytterst kravande for
arbetsminnet.

Neuman intervjuade dven hogstadie- och gymnasieelever som sjalva ansag att de hade grava
matematiksvarigheter. Det visade sig att dessa hamnat i en atervandsgrand eftersom de aldrig
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upptackt sambandet mellan addition och subtraktion och saknade ocksa formaga att rakna i
huvudet. Neuman menar att fardigheter i huvudrakning forutsatter goda forestallningar om de tio
bastalen 0-9 som utgor grunden for vart siffersystem. Istéllet for tabelltraning med addition och
subtraktion med bastalen som hindrar elevernas matematiska utveckling, behdver eleverna kunna
’se” talen och dess uppdelning. Genom att tillgodogora sig dess tjugofem uppdelningar kan man
sedan direkt se hur addition och subtraktion hanger ihop. Exempel pa en uppdelning kan vara
6/|2|8 som kan kombineras enligt féljande; 6+2=8, 2+6=8, 8-6=2, 8-2=6, 6+_=8 0sv.

Nér eleverna har lart sig de 25 kombinationerna utvecklade Neuman (1987) en idé for hur
eleverna sjalv skulle bli varse hur talen delades upp vid tiotalsovergangar. Med Cuisenairestavar
och en platta som var delad i tio langder efter en tiostav, fick eleverna I6sa uppgifter som 9+7.
Vid start med en sju-stav och darefter lagga en stav ovanfor den andra sa att stavarna fick plats
pa plattan sag eleven hur nio delades upp i 3|6|9. Fortsattningsvis fick sedan eleverna endast se
stavarna framfor sig. Plattan byttes sedan ut mot ett band dar tiotalen var utsatta och femtalen
med prickar. Eleven kunde da ga direkt till exempelvis 53 och l6sa uppgiften 53-7 genom att
"se” 3|4|7, alltsa

M~

46 50 53

Detta satt att rakna kallas pa engelska ”jump method” och ar utifran Verchaffel, Greer och De
Corte (2007) en raknestrategi som syns vara den mest effektiva att anvanda vid rékning med
hogre tal.

Samband mellan elevers forstaelse for positionssystemet och aritmetiska
fardigheter

Man kan fraga sig om det finns ndgot samband mellan forstaelse for positionssystemet och
formagan att utfora addition och subtraktion med hogre tal. | Ho och Shengs (1997) studie
undersoktes systematiskt sambandet mellan forstaelse for platsvarde och undermaliga
prestationer inom aritmetik. Man valde en grupp elever som uppvisade svarigheter med att utféra
addition och subtraktion och delade dem i tva grupper dar den ena fick vara kontrollgrupp och
den andra erholl speciell traning i att forsta positionssystemet. En tredje kontrollgrupp var
skicklig inom addition och subtraktion. Interventionen skulle paga under fem veckor med en
timmas traning i veckan samt med laxor. Man startade med att fradscha upp och starka elevernas
kunskaper i muntlig rakning samt att rakna foremal. Darefter skulle eleverna bunta ihop stickor
om tio och sétta tio sadana buntar i ett glas. De skulle sedan lagga till och dra ifran stickor.
Genom aktiviteterna tranades gruppering, omgruppering och utbyte av stickor. Slutligen parades
buntar och stickor ihop med sifferkort. Under tiden anvande man sig ocksa av andra aktiviteter
och spel for att utveckla talens platsvarde. En sammanstéllning av resultaten visade att gruppen
med svagpresterande elevers resultat hdjdes markant i jamforelse med kontrollgrupperna. Dessa
elever hade till och med kommit ikapp den hdgpresterande gruppen inom addition. Ho och
Sheng signalerar att effektiviteten av ett sddant traningsprogram hojer elevernas forstaelse for
positionssystemet och okar darmed ocksa forstaelsen for addition. Subtraktion daremot gav inte
samma resultat, vilket Ho och Sheng tolkade kunna bero pa att man inte gick in for att trana
vaxling bakat.
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En longitudinell studie har gjorts i Osterrike av Moeller, et.al. (2011), i vilken man foljt elever
fran arskurs 1 till arskurs 3 for att undersoka om tidig forstaelse for positionssystemet har nagon
avgorande betydelse for elevers aritmetiska utveckling under senare ar. Moeller, et.al. menar, att
utifran tidigare studier kan man anta att en battre forstaelse for taluppfattning, speciellt
strukturen for det arabiska platsvardet i talsystemet har en paverkan pa taluppfattning hos elever
i arskurs tre.

Moeller et.al. skriver som foljer:

To test this prediction, the current study investigated whether third graders™ addition
performance as a measure of calculation ability was effected by their basic numeral
knowledge, and particular their place-value understanding as indexed by transposing and
magnitude comparison in first grade. (s.1840)

I studien har man ocksa tagit hansyn till andra bakgrundsfaktorer sasom arbetsminnets kapacitet
och intelligens. Det visade sig ocksa ovantat enligt Moeller et.al., att ett renodlat samband mellan
VM (working memory) och senare fardigheter inom addition inte var signifikant. Intelligens
réknades inte heller som ett tillforlitligt medel for att forutséga resultatet av analysen. Kortfattat
ar slutsatsen enligt Moeller et.al att forstaelsen for positionssystemets uppbyggnad ar en
kompetens for en framgangsrik utveckling av senare aritmetisk kunskap.

Interventioner for okad forstaelse av positionssystemet

For att kunna utfora berakningar med olika talsorter, behéver eleven forsta hur positionssystemet
ar uppbyggt. Fuson och Briars (1990) menar, att det ar nédvandigt att lara ut dessa begrepp till
barn istallet for att endast skapa procedurer utan forstaelse for vart talsystem. For att forsta
systemet av engelska ord (galler ocksa svenska) och skrivna stora tal, beh6ver barnen lara sig att
konstruera vardeorden i tiobaspositionerna. De behdver begreppsliga strukturer for orden och
talen och de behdver kunna relatera dessa begreppsliga strukturer till varandra och till ord och
tal. Att koppla ihop tioblock, sifferkort och skrivna tal, skapar enligt Fuson och Briar, en starkare
forstaelse vid ett konstant anvandande an ett icke konstant, tills eleven kanner sig trygg att enbart
skriva talen. Genom att addera och subtrahera med blocken till skrivna tal blir kopplingarna
starkare, menar namnda forskare. Cawley et.al. (2007) havdar att elever med svarigheter i
matematik inte kan bli presenterade en samling regler som anvénds vid en algoritm och dérefter
trana dessa regler pa en mangd olika berakningar. Cawley et.al. menar, att eleverna forst behover
utveckla en uppfattning om vad som hander da man utfor en addition med 6verforing eller
subtraktion med vaxling. Cawley et.al. skriver att ”Students who lack "number sense” are not
aware that 40+3+9 and 50+2 represent a common value in that the 1s and the 10s have been
renamed not revalued” (s. 33). De menar vidare att om malet &r att hjélpa elever som saknar
taluppfattning, maste prioritering av platsvéarde goras i undervisningen.

Cawley et.al. visar hur de skapat en variation av representationer som de uppfattar skulle kunna
ge eleverna en majlighet till forstaelse. Interaktive Unit bestar av tva huvuddelar som benamns
input och output.

Input ar vad eleverna far till sig (eg. hur lararen valjer att mediera en representation av ett tal)
och representationerna bestar av:

Manipulate handlar om hantering av konkret material vilket kan &ndras och forflyttas.
Display betyder anvandning av bilder eller annat som dr fixerade och inte kan flyttas om.
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State utgor ett verbalt uttryckt
Write refererar till skrivna bokstaver, siffror eller andra former av matematiska symboler.

Output bestar ocksa av fyra delar (eg. eleven varierar sjalv mellan olika representationer).
Manipulate innebdr hantering av konkret material vilket kan &ndras och forflyttas.
Identify betyder representationer av uppgifter.

State utgor ett verbalt uttryckt

Write refererar till skrivna bokstaver, siffror eller andra former av matematiska symboler.

Exempel pa hur inputs och outputs kan anvandas i undervisningen for att tydliggora och vidga
forstaelsen for positionssystemet, kan vara att lararen valjer att visa en bild (display) for en
representation av talet 233, exempelvis en bild av pengar.

L

Eleven ska i beskriven uppgift med hjalp av stickor (manipulate) skapa en representation av talet
233 enligt bilden som lararen visat. Darefter ska eleven vélja mellan tva eller flera satt att
representera talet (identify). Dessa satt kan vara att uttrycka talet verbalt enligt 2=200, 3=30 och
3= 3 och skriftligt i kortform, 233 eller utvidgad form, 200+30+3. Pa samma satt kan man med
fordel illustrera en algoritm.

Konkret material @ @ @
ole

=] - OG0 Lo

Utvidgad form
200 30 2
+100 +20 +1

Kortform 232
+121

Med hjélp av dessa outputs och inputs skapas en variation som gor att eleven utséatts for olika satt
dar talet eller berékningen dverfors mellan flera olika representationer. Cawley et.al. (2007)
anser att manga elever tappar bort sig pa vagen om de endast far en representation av en bild som
sedan ska dverforas till talets korta form (ex. 353) vilket &r ett vanligt sétt att undervisa. De
behover ocksa den utvidgade formen 300+50+3. Forfattarna betonar ocksa hanterandet av
konkret material som output och drar en parallell till konstruktorers byggande av ett hangarfartyg
som foregas av arkitekters och ingenjorers skrifter och ritningar.

Sammanfattning
Sammanfattning av forskares beskrivningar ovan ar gjord utifran forfattarens egen tolkning av
innehallet varfor det inte finns nagra direkta referenser. Styckets innehall &r skapat for lasarens
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sammanfattande forstaelse av ovanstaende teoretiska avsnitts innehall samt som forforstaelse for
lasande av innehallet i fortsattningen.

Matematikforskningen utgors av en rad olika inriktningar som betraktar larandet pa olika sétt.
Nagra talar om medfodd férmaga och utvecklingssteg, en del ser larandet som inre kognitiva
strukturer och somliga menar att larandet sker i métet med andra manniskor och omvarlden. Det
finns dock i en stor del av matematikforskningen vedertagna faktorer som paverkar den
matematiska inlarningen. En faktor & minnets omfang och betyder att for att forsta vart arabiska
decimalsystem behdvs forkunskaper for att beharska den senare aritmetiken i form av talradens
omfang fram- och bakléanges, talrepresentation, enkel rakning sasom talféljd och rakning av
objekt. Vidare behovs forstaelse for positionssystemet genom representationer av platsvarde och
gruppering i tiotal. En annan for det matematiska larandet betydelsefull del kan vara bearbetning
av den mentala tallinjen for att framja uppskattning av tal, vilket okar forstaelsen for det arabiska
talsystemet. Orsaker till matematiksvarigheter kan bero pa olika faktorer, exempelvis en bred
tidsram for utveckling av kognitiva formagor, otillrackliga kunskaper om grundlaggande
principer, sprakliga hinder, missforstand. Nagra typer av forskningsstudier som bedrivs idag
utgar ifran att ge svar pa varfor svarigheter uppstar, hur man kan kartlagga elevers
utvecklingsniva for att sétta in atgarder, och vad som kan anvéndas i form av konkreta
interventioner i en viss situation. Ett exempel pa det sistndmnda ar anvandningen av de tio
bastalens uppdelning och forstaelse for sambandet mellan de olika raknesétten och hur man
tanker vid tiotalsdvergangar. Enligt Neuman (2013) ger en sadan kunskap ocksa avlastning for
arbetsminnet. Studier som utforts av bl.a. Cawley et.al. (2007) och Ho och Cheng (1997) visar pa
ett samband mellan kunskap om positionssystemet och att kunna berdkna addition och
subtraktion med storre tal. De tre huvudbestandsdelar som utgor positionssystemets uppbyggnad
ar bassiffror, position och gruppering (grupper om tio enheter).

Teoretiskt ramverk

| detta avsnitt beskrivs innebdrderna i variationsteorin, vilken utgor foreliggande studies
teorianvandning.

Variationsteorin

Variationsteorin har utvecklats under 30 ar av forskning och en central tanke i teorin &r skriver
Marton (2005) att vart agerande i varlden ar en funktion av hur vi uppfattar varlden” (s. 107).
Teorin har sprungit fram ur iden att vi manniskor erfar och urskiljer skillnader. Vi lagger marke
till t.ex. individer utifran hur de skiljer sig fran andra individer. Det &r ocksa darfor som
manniskor upplever andra manniskor, foremal och handelser pa olika satt. Lo och Marton (2012)
skriver, att vi maste lara att urskilja varje sardrag, darfor att en enskild foreteelse inte kan
existera utan en medvetenhet om variationen mellan sardragen.

Enligt Lo (2012) uttrycks det som foljer:

...0ne cannot obtain the meaning of the number from the number itself, but only from its
relationship with the numerical system to which it belongs for example, the meaning of the
number 4 is derived from its value in the decimal system of numbers. It is greater than 3
and less than 5. The number 10 has different meanings in the decimal and binary systems
of numbers. (s. 44)
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Léarande, menar Lo och Marton (2012), &r alltid riktat mot nagot fenomen. Larandet for varje
person forandras kvalitativt i hur man betraktar detta nagot, vilket ar en féljd av Lo och Martons
mening att manniskor uppfattar fenomen i sin omvarld pa kvalitativt skilda satt beroende pa sina
forforstaelser, tidigare kunskaper och erfarenheter. Detta beskrivna nagot kallas inom
variationsteorin larandeobjektet, vilket enligt Lo (2012) bestar av tva aspekter, den specifika
aspekten som géller det innehall som ska laras samt den generella aspekten som star for
formagan eller fardigheten som skall utvecklas.

Lo och Marton (2012) betonar att undervisningen ska starta med elevernas méte med den
odelade helheten, precis som objekt och handelser uppenbarar sig i det dagliga livet. Det ar
utvecklande for larandet, menar Lo och Marton att i inledningsskedet fokusera pa skillnader
istallet for likheter tills eleven har kunnat urskilja de kritiska aspekterna av vad de ska lara sig.
Darefter kan en generalisering komma till stand for att separera vad som é&r kritiskt och inte
kritiskt. Lo (2012) beskriver hur larandeobjektet kan kannas igen (urskiljas) genom att halla en
aspekt invariant (konstant) medan den fokuserade aspekten varieras.

Nar en larare ska identifiera kritiska drag hos ett larandeobjekt, ska lararen inte ta nagra aspekter
for givna da just dessa delar kan utgora svarigheter for eleven. For att undvika ett sadant
forbiseende finns det olika metoder for att ta reda pa kritiska aspekter. Det kan rora sig om en
granskning av laromedel, diskussioner mellan larare om tidigare erfarenheter,
klassrumsobservationer och noggrant utformade for- och eftertest, skriver Lo. En annan viktig
del som enligt Lo kan upplysa lararen om elevers forforstaelse, ar elevintervjuer. Eftersom
eleverna har egna forestallningar om det som ska laras behGver man ta reda pa om dessa
forestallningar &r felaktiga eller ofullstdndiga for att de inte ska bli till hinder for att se objektet
pa ett satt som utgar fran den specifika elevens omvarld. Intervju och eftertest kan ge majligheter
for lararen att se vad eleverna faktiskt lart sig da detta larandeinnehall varierar fran person till
person pa grund av elevens tidigare forestallningar. | beskriven studie anvands begrepp som
kritiska aspekter och dess varden/dimensioner av variation, invariant, samt larandets objekt.

Metod

| detta kapitel beskrivs anvandningen av Learning Study som ett vetenskapligt verktyg for
beskriven studies empiri.

Learning Study

| foreliggande studie har en kvalitativ ansats valts da avsikten var att soka efter konkreta
mojligheter till larande. Da studien ar liten och handlar om en praktiknara forskning kan
resultaten inte 6verforas pa andra klasser direkt. | detta avseende hade en kvantitativ metod inte
kunnat vara aktuell da den baseras pa att generalisera utifran ett storre antal undersokta objekt.

Learning Study ar en vetenskaplig metod som enligt Marton (2007) &r baserad pa teoretiska
ramar sasom fenomenografin och Variationsteorin. ”A Learning Study is a systematic attempt to
achieve an educational objective and learn from the attempt” (s. 34).

Med "Learning Study” som verktyg kan man finna vagar att utveckla undervisningen sa att fler
elever an annars far mojlighet att lara. Modellen kan ocksa bli ett verktyg for speciallarare for att
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hjalpa svagpresterande elever da en ”Learning Study” enligt Lo och Marton (2012) visat sig 6ka
elevers larande och minska klyftan mellan hog- och lagpresterande elevers larande.

En forsta ”Learning Study” genomfdérdes enligt Lo och Marton (1999) i Hong Kong och kom
senare att utvecklades till en modell och metod som utvecklats i nagra andra lander sasom
Sverige, UK och Brunei.

Utférandet av en Learning Study kan genomfaras av enbart larare fran samma skola eller olika
skolor och/eller tillsammans med forskare och dmnesdidaktiska experter. Learning Study har
enligt Pang och Marton (2003) visats ¢ka larares pedagogiska kapacitet och professionella
utveckling. Genom dokumentation av olika lektionsforsok kan metoden bli ett satt att dela med
sig av professionell kunskap.

Pang och Marton poéngterar att Learning Study ar larandestudier i tre avseenden. Forst ar det
avsikten att de deltagande eleverna ska lara sig om det larandeobjekt som ar i fokus och forsta
det béattre &n vad de annars skulle ha gjort. FOr det andra ar det meningen att lararen ska lara sig
hantera larandeobjektet, inte enbart det specifika objektet utan larandeobjektet i allménhet. En
Learning Study forvantas vara en bro mellan teori och praktik. Det tredje avseendet syftar till att
forskare som &r néarvarande under en Learning Study, skall lara hur teorin fungerar i praktiken,
eftersom varje Learning Study baseras pa en teori.

Nar man som larare 6nskar utmana eleverna, finns det fragor som Runesson (2005) anser kan
vara relevanta ur ett variationsteoretiskt perspektiv att stalla bade fére och efter en lektion.
Vad dr avsett att lara?

Vad ar mojligt att l1&ra?

Vad har eleverna l&rt?

Vilka aspekter av larandeobjektet var i fokus?

Var dessa aspekter mojliga att urskilja?

Vidare skriver Pang och Marton (2003) att det som ska vara i fokus under en Learning Study &r
larandeobjektet och inte hur man undervisar, alltsa inte formen eller organisationen, exempelvis
om arbetet sker i par eller i grupp. Pang och Marton beskriver sjélva Learning-Study-metoden i

fem steg. Dessa steg skrivs i det nedanstande i kursiv stil. Forst ges i det féljande en kortfattad

beskrivning som foljs av en mer detaljerad beskrivning éver undersokningsforfarandet. Cykeln

genomfors tre ganger.

1. Det mest betydelsefulla &r att valja ett larandeobjekt. Larandeobjektet i féreliggande
studie behandlar positionssystemets uppbyggnad, med fokus pa tva- och flersiffriga tal.

2. Undersokning av elevernas forkunskaper genom ett fortest med avseende pa olika sétt att
uppfatta larandeobjektet. Elevernas forkunskaper testas i ett fortest som analyseras.

3. Lektionerna planeras och implementeras hos bertrda larare och/eller forskare
tillsammans for att finna kritiska aspekter med fokus pa larandeobjektet. Darefter
implementeras den genomfdrda planeringen i lararnas klasser och lektionen filmas for
senare analys tillsammans med for och eftertest. Lektionen planeras, genomfdrs och
filmas. Har skiljer sig beskriven studie fran andra da forfattaren star for den storsta delen
av analysen. De tre klasslararna har i olika grad deltagit i analysen av for- och eftertest.
Filmerna i den foreliggande studien har analyserats enbart av fOrfattaren.
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4. Lektionen utvarderas genom ett eftertest for att se hur eleverna tagit till sig
larandeobjektet. Den inspelade lektionen filmas for att studera hur larandeobjektet
hanteras. En jdmférande analys gors for att finna skillnader mellan studenternas
formaga att forsta larandeobjektet i forhallande till hur larandeobjektet hanterades
under lektionen. Eftertest har genomforts och analyserats tillsammans med
videoinspelningarna.

5. Resultaten rapporteras, dokumenteras och sprids for att larare, forskare och eventuellt
allméanheten ska kunna ta del av vad som larts under studien.

Syftet med studien har varit att férsoka identifiera och utveckla kritiska delar av det matematiska
innehallet i undervisningen, vilket skulle kunna ge elever i behov av stod méjlighet att forsta
avgorande begrepp kring positionssystemets uppbyggnad for att uppna en djupare forstaelse. Da
larandeobjektet fokuserar pa forstaelse for hur tva- och flersiffriga tal ar uppbyggda inom
positionssystemet, det relevant att utforska hur langt eleven kommit i sin forstaelse for helheten
av positionssystemet, sasom bassiffror, position och gruppering (grupper om tio enheter).

Forberedelser (beskrivning av undersokningsforfarande)

| detta avsnitt beskrivs hur studien har forberetts samt hur undersékningen har utformats. Under
rubriken fortest och eftertest har aven resultaten av de tre klassernas fortest lagts till i anslutning
till varje uppgiftsbeskrivning.

Val av larandeobjekt

Det @mnesinnehall som ska undersokas ar elevernas forstaelse for hur vart talsystem ar uppbyggt
och vilka kritiska aspekter som behover synliggoras for att eleverna ska fa en djupare forstaelse.
Forberedelserna sker med hjalp av tidigare forskning pa omradet nar det galler svarigheter,
nddvandiga forkunskaper samt samband mellan positionssystemet och vidare aritmetisk
utveckling. Diskussion med berdrda larare foljer infor utformandet av ett fortest. Testet
innehaller fragor och uppgifter som beror nodvandig forforstaelse och i huvudsak av hur
eleverna forstar att positionssystemets delar bestar av bade enhet och antal... rdkna ental och
tiotal och samtidigt forsta att tiotalet ar en grupp innehallande tio stycken (Fuson et.al.,1997).

De tre klasserna som deltar i studien bendmns Klass A, med 18 elever, Klass B, med 12 elever
och Klass C, med 20 elever i den ordning som lektionscyklerna ges. Klass A och B &r fran borjan
valda utifran ett test av elevernas grundlaggande taluppfattning. Resultaten visade svarigheter
med forstaelsen for positionssystemet vilket avgjorde valet till undersokningen. Klass C valdes
da klassen &r ny pa skolan och lararen ville fa en inblick i hur eleverna uppfattar
positionssystemet. Klasslararnas intresse var ocksa en avgorande del i valet.

Fortest och eftertest

Testet genomfordes i tre klasser, tva arskurs 4 och en arskurs 3. Samma test anvandes i varije
klass vid for- och eftertest men har andrats tva ganger da forfattaren och de involverade
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pedagogerna hittat fler kritiska aspekter for att belysa hur elever kan forsta uppgifterna.
Ytterligare ett tillagg har gjorts i det tredje testet i avsikt att utréna hur eleverna l6ser
tiotalsévergangar. Testen analyserades med en kvantifiering for att kunna jamfora resultaten
bade fore och efter for att se om det fanns nagra skillnader i larandet. Testen har sedan klassvis
granskats och analyserats utifran ett kvalitativt perspektiv och darefter jamforts med varandra.

Testet har utformats med hjalp av uppgifter ur MclIntoshs™ (2009) test av taluppfattning uppgifter
fran ett gammalt nationellt prov samt en tabell som utformats utifran ett spel av Broadbent
(2004), dar man ska fora in talens varde som enheter (bil. 1). | testet &r det fyra uppgifter som
direkt handlar om positionssystemet. De har valts utifran olika aspekter fran forskning kring vad
som &r av betydelse att forsta, men som kan innebéra svarigheter for vissa elever. Svarigheten
som Koellner, Colsman and Risley (2011) uttrycker det, ligger i att simultant tdnka pa 10 som en
enhet som ar sammansatt av 10 enskilda foremal och att detta &r grunden for vart tio-bassystem.
Testet innehaller uppgifter som visar positionssystemet utifran olika aspekter. Uppgifterna
speglar forstaelsen av talsorter som enhet och antal, platsvarde och tiotalsévergangar. Resultaten
av uppgifterna redovisas i tabellen nedan.

Ovriga uppgifter ar mer av forkunskapskaraktar och tas inte upp i resultattabellen.
Uppgifterna som foljer beskrivs till innehall tillsammans med elevernas resultat pa fortestet.

Uppgift 4 visar om eleverna kanner till den utvidgade formen och kan dversatta till kortform av
talet 600+70+4. Fragan &r vilket talet kan vara. Pa eftertest 2, klass B, dndras uppgiften eftersom
samtliga elever tycks ha-latt for denna uppgift bade i klass A och B. Fragan blir hur eleverna
tanker om man vander pa uppgiften, och ska skriva ett visst tal i utvidgad form.

Klass A. Det utgjorde ingen svarighet for eleverna att skriva ett tal i kortform utifran en utvidgad
form (uppg. 4). 17 av 18 klarade uppgiften. Slutsatsen blir att det formodligen handlar om ett
tillfalligt fel da denna elev i 6vrigt hade en viss forstaelse av de 6vriga uppgifterna.

Klass B. | fortestet var det endast en elev B1 som inte kunde l6sa uppgift 4. 600+70+4. Uppgift 4
utgor ingen svarighet i nagon av klasserna A eller B varfor uppgiften dndras i eftertestet. (4b*)

Uppgift 4 var ursprungligen att tala om vilket tal som utgjordes av 600+70+4 vilket syns som om
de allra flesta elever i de tva klasserna har forstatt. Uppgiften dndrades da for att se om de kunde
I6sa fragan baklanges samt utifran det skrivna anvanda siffror. Alla loste a-uppgiften. 4) Skriv
talet etthundrasjuttiofyra

a) med siffror

b) uppdelat i hundratal, tiotal och ental.

Klass B. Endast en elev av tolv hade svarighet med att skriva talet i kortform medan fem elever
fick svart att vanda pa begreppet och skriva i utvidgad form.

Klass C. i uppgift 4b* var det tre av tjugo elever som inte skrev talet i utvidgad form. Det gallde
har de elever som raknats som lagpresterande.

Uppgift 6 illustrerar hur eleverna tolkar begreppet varde nar det galler platsvardet i ett tvasiffrigt
tal. Vilket varde har 1 och 7 i talet 17? Visar ocksa pa forstaelse for antal (gruppering av tiotal)
da det finns en bild i anslutning till uppgiften med sjutton stjarnor.

Klass A. Sammanlagt fyra elever av arton klarade inte uppgiften.

Klass B. Sex av tolv elever kunde inte hitta platsvardet. De tva lagpresterande eleverna visste
vardet pa entalet men inte tiotalet.
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Klass C. I denna uppgift var det de tre elever som raknats som lagpresterande som inte uttryckte
platsvardet. Ovriga i klassen hade detta klart for sig.

Uppgift 7. En bil har kort 5099 km. Hur langt har den kort om den kérs 1 km till? Har ar det
tiotalsévergangarna med forstaelse for enhet/antal som testas samt en férklaring pa hur eleven
tankt (bil. 3).

Klass A. Fem elever av arton visar fel svar. Tva elever svarade 6099 vilket kan pavisa svarighet
att avgora var i talet overgangen ska ske. Kanske blev det forvillande pa grund av enheten km.
Klass B. Sammanlagt fyra av tolv elever klarade inte uppgift 7, tiotalsévergang pa fortest. Elev
B2 svarar att 109+1=218. Har kan man ténka sig ett missforstand vid tolkning av texten i
uppgiften. I dvriga klassen motiverade eleven sitt svar; 109+1=1109 eftersom 1 km=1000m.
Klass C visar sammanlagt fem felsvar av tjugo. Har fanns tva elever som fatt svaret 6000/6099

| uppgift 8 ska eleverna placera in tre/fyra tal under ratt rubrik utifran ental, tiotal, hundratal och
tusental i tabell. Har behovs en annan syn och sakerhet pa platsvarde samt forstaelsen for
gruppering i tiotal.

Klass A. uppgiften utgjorde svarigheter for sammanlagt sex av arton elever. En elev hade inte
svarat och resterande fem skrev hela talet i en ruta men lyckades placera det hdgsta vardet i ratt
ruta exempelvis 303 under hundratal. Ingen av eleverna totalt hade anvant en tabell pa detta satt
tidigare sa det skulle kunna forklara de felaktiga insattningarna, men storsta antalet elever som
visat forstaelse av de flesta uppgifterna i testet hade dock placerat talen korrekt. Detta kan var
en indikation pa om forstaelsen for platsvarde finns s& hamnade siffrorna i talen pa ratt plats.
Klass B. Har satte tio av tolv elever in talsorterna pa felaktigt satt. Felaktigheten bestod av att
eleven utgick fran den hogsta siffran och placerade hela talet under exempelvis hundratalsrutan
da talet var 333.

Klass C. Eleverna utgick som klass B fran den hdgsta siffran och placerade hela talet under
exempelvis hundratalsrutan da talet var 333 eller hade inte svarat

alls. Detta gallde sammanlagt nio av tjugo elever.

| testet for klass C andrades ytterligare en uppgift for att 6ka insikten i elevers forstaelse av
sprakets begreppsliga strukturer for vardeorden samt tiotalsévergangar med forstaelse for
enhet/antal. Skriv talet som &r fyra ental stérre an 439, samt tva tiotal mindre an 709.

Klass C. | uppgift 2a har tva av de tre lagpresterande eleverna inte kunnat losa uppgiften medan
ovriga arton elever klarade att I6sa den. | uppgift 2b visade sammanlagt 6 av tjugo elever
svarigheter med tiotalovergang nedat.

Lektionsplanering

Berorda larare och forfattaren analyserade vad vi trodde skulle behdva belysas och planerade
lektionen utifran tolkning av kritiska aspekter som vi funnit i fortestet. Tyvarr blev dessa
diskussioner korta da vi inte kunnat utverka tid for dessa. Analyserna blev da i huvudsak utforda
ur forfattarens tolkning. Metoden féljde alltsa inte fullt ut riktlinjerna for hur en ”Learning
Study” ska utforas. Den blev mer som ett verktyg for en blivande speciallérare att lara sig
utforska elevers svarigheter med positionssystemet. Jag utgick da ifran Pang och Marton. (2003)
att lararen (speciallararen) ska lara sig hantera larandeobjektet, inte enbart det specifika objektet
utan larandeobjektet i allménhet. Learning Study forvantas ocksa vara en bro mellan teori och
praktik. Med hjalp av tidigare forskning kring positionssystemet, bade som rena teorier och
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olika metoder sasom UDSSI (se s. 6 ovan), vilka omsétts i praktiken kan olika mojligheter
synliggoras for att hjalpa elever i behov av stod.

Videofilmning av lektion

Filmning genomfordes i de tre klasserna men hela lektionen kom inte med da vi inte hade
tillgang till filmkamera med tillracklig plats for en hel lektion. Vissa delar av lektionerna har
tagits upp pa ljud. Avsikten med filmningen var att synliggora hantering av innehallet, lararens
och elevernas samspel och férsoka utforska hur eleverna uppfattade innehallet och eventuella
hinder for detsamma. Filmningen var ocksa ett medel for att fa med lararens och elevernas
dialoger sa langt det har varit mojligt.

Analys (redogorelse av analysmetod)

Analysen ar gjord utifran ett forsok till variationsteoretiskt perspektiv dar begrepp som ingar i
teorin utgick ifran de kritiska aspekter vi funnit med det avsedda larandet, att hantera
positionssystemet. Dessa kritiska aspekter innefattar nollans betydelse, kunna se enhet och antal
simultant, 6vergangar mellan ental, tiotal och hundratal, ange en siffras varde beroende pa
placering i talet ar viktiga delar i decimalsystemets uppbyggnad for en djupare forstaelse av
helheten. Efter analys av lektionen med fragestallningar utifran vilka aspekter av larandeobjektet
som var i fokus och huruvida dessa aspekter var mojliga att urskilja, planerades en ny lektion dar
det som skulle l&ras forandrades for att skapa en annu battre larandesituation. Detta upplagg
genomfordes i ytterligare tva klasser. Slutligen gjordes en analys av samtliga lektioner for att
forsoka finna vad som var av avgorande betydelse for elevernas larande av larandeobjektet.

Data insamling utgjordes av for- och eftertest, (bil. 1) videoinspelade lektioner som atergavs i
stort sett i sin helhet under excerpt (utdrag ur transkription av videoinspelning) da
inspelningsmojligheterna inte var de basta och texterna inte sa langa, samt intervjuer med elever
(bil.3). Resultaten redovisas i tabell, procent utifran hela klassen. Endast elever som deltagit i
alla tre delarna, fortest, lektion och eftertest rdknades i studien, dvs. klass A, 18 elever, Klass B,
12 elever och klass C, 20 elever.

Elever som hade fel pa flera av uppgifterna i fortestet, framfor allt uppgift 6 och 8, betraktades
har som lagpresterande da de inte forstod platsvardet i ett tvasiffrigt tal. | klass A gallde det har
tva elever. | klass B tva elever och i klass C tre elever. Aktuella elever benamns som Al, A2, B1,
B2, C1, C2, C3.

De transkriptioner som gjorts av lektionerna speglar innehallets behandling. Ord eller delar av
meningar som uteslutits markeras med tre punkter. Kursiverade ord eller delar av meningar har
analyserats i anslutning till excerpten.

Intervjuer har genomforts direkt efter eftertestet, med 3 elever i klass B dar tva av dem visade
svarigheter att forsta och en tredje som hade en klar bild av enhet och antal. Dessa intervjuer har
ocksa tagits upp pa ljud. Intervjuerna finns som bilaga (bil.2) och aterges endast i utdrag i texten.
Intervjun bestod av ett antal grundfragor som i de olika fallen utokats eller modifierats nagot
beroende pa samtalets gang.

En intervju gjordes med en av de lagpresterande eleverna i klass A, sex veckor efter det att
eftertestet gjorts for att ta reda pa hur eleven uppfattat larandeobjektet i ett tidsperspektiv.
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Validitet och reliabilitet

Validitet ar utifran Bryman (2012) det kriterium vid forskning som handlar om tillforlitligheten
av de slutsatser som gors i en forskningsundersokning, det vill séga att forskaren undersoker det
hen gett sig ut for att undersdka. Det skiljs mellan flera olika aspekter av validitet dér inre och
yttre validitet ar tva av dem. Inre validitet (internal validity) syftar till orsakssammanhang, det
vill séga att variabeln x (oberoende variabeln) &r orsaken till y (beroende variabeln). Detta ger
fragan hur séker man kan vara att den oberoende variabeln atminstone delvis orsakar det man
funnit hos den beroende variabeln. Yttre validitet (external validity) handlar om
generaliserbarhet, det vill saga om resultatet fran en viss undersokning kan vara relevant utanfor
just denna specifika undersokning.

Reliabilitet ar enligt Bryman, en fraga om resultaten fran en studie blir desamma ifall
undersokningen genomfors pa nytt. Ett test ska vara sa noggrant beskrivet och utfort sa att det
kan upprepas av andra forskare och fa liknande resultat. Om resultaten skulle skilja sig stort &r
reliabiliteten mycket 1ag eller obefintlig. Validiteten med matinstrument &r beroende av
reliabiliteten pa sa satt att om méatningen av konceptet varierar kan inte nagon validitet erhallas.

Bada begreppen anvéands inom den kvantitativa forskningen nar nagot ska jamforas utifran en
storre kvantitet. Nar det galler den kvalitativa forskningen ar det svarare att anvanda
matinstrument da studien oftast ror sig kring kvalitativt skilda tankar och handlingar hos
manniskor. Bryman beskriver hur nagra forfattare har med nagra smérre andringar gjort
begreppen validitet och reliabilitet mer anvandbara for den kvalitativa forskningen. De foreslar
ett begrepp som palitlighet (trustworthiness) som ett kriterium for hur god en kvalitativ
undersokning &r. Varje aspekt av palitlighet har en parallell till den kvantitativa forskningens
kriterier.

Trovardighet (credibility, internal validity) handlar om hur val forskarens teoretiska idéer
stdimmer Overens med det som observerats. Vid en filmning av undervisningssekvenserna kan
man lattare identifiera vissa handelser som paverkar det man vill astadkomma.

Overforbarhet (transferability, external validity) ar det man funnit tillampbart i andra
sammanhang. Da studien ar liten och handlar om en praktiknara forskning kan resultaten inte
overforas pa andra klasser direkt.

Etik

Studien foljer det grundlaggande individskyddskravet enligt Vetenskapsradet (Internet, (2015-
03-04), vilket utgors av fyra allmanna huvudkrav pa forskningen. Dessa utgors av:

Informationskravet, dar forskaren ska informera om de villkor som galler deltagandet och att
detta deltagande dr frivilligt och kan avbrytas om sa 6nskas. Samtliga inblandade sasom elever
och pedagoger informerades i foreliggande studie enligt géllande regler, studiens syfte, frivilligt
deltagande samt hur studien kommer att anvandas.
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Samtyckeskravet innebar att forskaren ska inhamta undersokningsdeltagarnas samtycke, men da
undersokningen inte innefattar fragor av privat eller etiskt kanslig natur hamtas samtycke fran
pedagoger och skolledning. Beskriven undersokning har skett inom ramen for ordinarie
arbetsuppgifter och pa vanlig arbetstid, vilket ar forutsattningen.

Konfidentialitetskravet innebér att alla uppgifter kring identifierbara personer skall antecknas,
lagras och avrapporteras pa ett sadant satt att enskilda méanniskor inte kan identifieras av
utomstaende. Skolan har en policy dar foraldrar har skrivit under pa om eleverna far fotograferas
eller filmas. Elever som inte far vara med pa bild har placerats utanfor kamerans omrade. For att
skydda elevers identitet har filmen endast visats for de i studien inblandade pedagoger samt
forfattaren. Genomforda tester, skolans namn eller lage har skyddats pa ett sddant satt att ingen
person kan identifieras av utomstaende.

Nyttjandekravet innebar att uppgifter om enskilda, insamlade for forskningsandamal, inte far
anvandas eller utlanas for kommersiellt bruk eller andra icke-vetenskapliga syften. Detta krav
har foljts i foreliggande studie.

Bearbetning av data

For att fa svar pa studiens forskningsfragor har data bearbetats enligt foljande:

De tre lektionerna har analyserats utifran innehall for att fa fram hur pedagogerna varierat de
framkomna kritiska aspekterna. Varje lektion har analyserats for sig och dérefter har en
jamforelse gjorts mellan de olika lektionerna. Vidare har sedan en analys gjorts av resultaten
mellan for- och eftertest for att utréna om eleverna har fatt en forstaelse.

Resultaten presenteras i tabellform samt med stapeldiagram for en dversikt. | tabellform redogors
aven vilka dimensioner av variation eller varden som blivit synliga under lektionen dvs. hur
pedagogen varierat olika aspekter kring de kritiska aspekterna. Utifran dessa data gjordes en
sammanfattning av de kritiska aspekter (svarigheter) som framkommit. Slutligen gjordes en
jamforelse mellan lagpresterande elever och dvriga elever med hjélp av tidigare data samt
intervjuer.

Resultat

| detta kapitel redovisas forst lektionsinnehallet i tabell 1 och beskriver hur lararna disponerat
lektionsinnehallet utifran de kritiska aspekter man funnit och om det finns likheter och olikheter
som kan vara avgorande for hur lektionsinnehallet kunnat synliggéra de dnskade delarna. De falt
som har samma farg i de olika lektionerna innebdr att de ska vara likvardiga och de utan féarg
skiljer sig helt eller delvis ifran varandra. Déarefter redovisas i tur och ordning de tre cykler (klass
A, B, C) som genomforts. Delarna bestar av analys av fortest och lektionsplanering foljt av
sjalva lektionen. Larandeobjektet var det samma i alla tre lektionerna, forstaelse for
positionssystemets uppbyggnad. Lektionernas struktur var likartad och startade med genomgang
och diskussion, foljt av elevarbete pa lite olika sétt.

Tabell 3 illustrerar de dimensioner av variation som blivit synliga.

En jamforelse har gjorts mellan de olika klassernas resultat pa for- och eftertest . For att fa syn pa
hur eleverna resonerar kring positionssystemet redovisas aven intervjuer .
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Sammanfattning av lektionsinnehall for klasserna A, B, C

Tabell 2. Lektionsinnehdll och struktur

Klass A (lektionl)

Klass B (lektion 2)

Klass C (lektion3)

*Lararen uppmarksammar
eleverna pa hur nollan ges ett
varde tillsammans med siffrorna
19

*Lararen fragar hur manga siffror
man kan ha i entalsraden.
Eleverna svarar nio. lllustreras
med glasspinnar i enhetstabell

*Lararen uppmarksammar
eleverna konkret och verbalt pa
enhet (ental och tiotal i tabell) och
antal (gruppering av pinnar)

*Ldararen uppméarksammar
eleverna pé hur talsorter delas upp
i enheter.

*eleverna uttrycker kunskap om
overgang mellan ental, tiotal och
hundratal.

*Eleverna arbetar enskilt eller i
grupp med abstrakta tal i
talsortsovergangar

*Mindre grupp arbetar med
konkret material i form av tabell
med talsorterna utsatta samt
glasspinnar som ental, tiotal etc...

*Lararen knyter ihop pasen med
en genomgang av
lektionsinnehallet med fragor till
eleverna om hur de uppfattat
talsorterna som enhet och antal

*Lararen uppmarksammar
eleverna skriftligt och verbalt pa
enhet (ental och tiotal i tabell) och
antal (gruppering)

*Ldararen uppméarksammar
eleverna pa hur talsorter delas upp
i enheter.

*Lararen uppmarksammar
eleverna pa platsvarde

*Eleverna uttrycker sin kunskap
kring platsvérde

*Eleverna arbetar i grupper med
konkret material samt skriftlig
sortering av ental och tiotal i
tabell

*Lektion avslutas med en
gemensam insattning av erhallna
véarden i tabell fér enheter

*Ldraren uppmarksammar
eleverna pa hur nollan ges ett
vérde tillsammans med siffrorna
1-9.

*Eleverna uttrycker olika tankar
kring nollans funktion.

*Gemensam diskussion lagger
fokus pa mojligt antal siffror i
enhetstabellen.

*Ldraren uppmarksammar
eleverna konkret och verbalt pa
enhet (ental och tiotal i tabell) och
antal (gruppering av pinnar)

*Ldraren uppmarksammar
eleverna pa hur talsorter delas upp
i enheter.

*Eleverna uttrycker sin kunskap
kring platsvérde

*Lararen uppmarksammar pa
enhet och antal skriftligt med tal i
utvidgad form och tal i kortform

*Eleverna arbetar konkret och
skriftligt med enhet/antal,
vaxlingar mellan enheter framat
och bakat

*Avslutar med elever som satter
in enhet och antal skriftligt i tabell

Introduktionsdelen var ungefar lika Iang i de tre lektionerna. De startades dock upp lite olika da
klass A och klass C fick en langre startstrédcka kring nollans vérde och antalet mojliga siffror i
talsystemet. Denna del forstarktes i klass C da det uppstod en diskussion kring nollans betydelse
som gav plats for reflektion. Klass B startade fran jamforelser av enhet och antal vilket ocksa A
och C foljde med lite olika upplagg. Ett gemensamt upplégg for hur talsorter delas upp i enheter
fanns med i alla tre lektionerna. Klass B och C diskuterade kring begreppet platsvéarde som &r ett
begrepp, vilket dkar forstaelse av positionssystemet, men inte gavs speciellt utrymme for i klass
A. Endast klass C reflekterade djupare kring talet skrivet som kortform och utvidgad form, vilket
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gav en ytterligare dimension till enhet och antal. Elevernas arbetsdel skiljde sig mellan de tre
klasserna och behandlade lite olika delar dér klass C synliggjorde flera variationer av enhet och
antal. Klass A arbetade med talsortsdvergangar férutom i den lilla gruppen som arbetade konkret
med talsorter och tiotalsévergang. Klass B hade ett annat upplagg dar framst enheter kom i
fokus. Alla tre klasserna avslutade med en repetition kring det omrade man arbetat med.

Forsta cykeln Klass A

Analys av fortest och planering av lektion 1

Genom att anvénda variationsteorins begrepp (kritiska aspekter, larandeobjekt, dimensioner av
variation/varden, kontrast) for att synliggora innehallet i ett larandeobjekt har larare A och
forfattaren anvant nedanstaende begrepp for att analysera och planera lektion 1.

Kritiska aspekter innebar aspekter som ar nodvandiga for eleverna att urskilja for att lara sig det
som avsetts.

Svarigheterna i klassen varierade, de flesta forstod vardet av ental och tiotal men fick svarigheter
med platsvardet i storre tal. Nagra elever hade inte tagit till sig platsvérde av ental och tiotal och
visade osdkerhet kring tiotalsgruppering. Med utgangspunkt fran svarigheterna uppfattade vi
foljande kritiska aspekter; kunna se enhet och antal simultant (att forsta att ett tiotal bestar av tio
enheter), 6vergangar mellan ental, tiotal och hundratal, ange en siffras varde beroende pa
placering i talet; platsvardet. Sjalva grupperingen av tiotal bor har betraktas som invariant for att
sedan skapa kontraster kring hur tiotalet behandlas. Tiotalet som grupp kontrasterades mot
platsvardet i talet for att skillnaderna skulle bli mojliga att uppfatta. Antalet varierades fran ental
till tiotalsgruppering, fran tiotal till hundratalsgruppering dvs. hur vérdet stiger tiofalt for varje
nytt steg at hoger i talet.

Exempel pa tavlan;

Hundratal: 0 | Tiotal: 1 | Ental: 9 Utvidgad | Kortform
form

% OOOOOOOOO 10+9 19

Talet nitton illustreras har med en bunt glasspinnar samt nio l9sa pinnar. Talet skrevs i kortform;
19 och i utvidgad form; 10+9. Hér fick eleverna mgjlighet att urskilja samtidighet.

Hundratal: | Tiotal: 2 | Ental: 0 | Utvidgad | Kortform

L 000000000 | om_ |
)

En pinne lades till de nio I6sa som bildade ett tiotal som buntats ihop. Vi fick ett nytt tiotal och
noll ental. Overgangen mellan tiotal och hundratal visades pa samma satt med 10 tiobuntar som
bildar ett hundratal=100 glasspinnar.
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Analys av lektion 1

Beskrivning av lektion

Klass A; storre delen av klassen deltog aktivt och uppmarksamheten var god. Eleverna reagerade
pa antalet glasspinnar som illustrerade bade enhet och antal da de inte kunde forsta att det
verkligen fanns hundra glasspinnar i hundratalsbunten varvid vi delade upp bunten for att se att
dar var tio stycken tiobuntar. Diskussionen om nollans betydelse kunde uppfattas som nagot
langdragen da en viss okoncentration uppstod bland flera elever. En av eleverna som skulle delta
i lilla gruppen hade svart att koncentrera sig, tittade bara upp da och da och pysslade med ett
anteckningsblock dar emellan.

Larare A startade med en diskussion om nollans betydelse, darefter foljde en genomgang av
platsvarde och uppdelning av tal i talsorter. | en tabell pa tavlan startade vi med 9 ental och
illustrerade dessa med 9 glasspinnar. Dérefter lade vi till 1 och illustrerade detta genom att fora
samman tio glasspinnar som buntats ihop till ett tiotal och forde in den under tiotal i tabellen.
Proceduren upprepades med tiotal till hundratal.

Platsvardet med nollans betydelse

Larare A startade en diskussion om nollans betydelse for att ge de olika talsorterna ett vérde.
Eleverna tycks ha klart for sig att nollan ger uttryck for antal tillsammans med andra siffror.

Excerpt 1.
L: Vad ké&nner ni till om nollan?
E: inget vérde i nollan. Den far varde nar man satter ihop den med andra siffror.

Overgangar mellan talsorter samt jamforelser med talsorter som antal och enhet.

Lararen visade pa att man endast anvander siffrorna upp till nio. Elev uttryckte antalet nio som
sista mojliga siffra i entalsraden. Lararen visade konkret hur det gar till och fragade vad som
sedan hander. Eleverna uttryckte forstaelse for hur évergangen mellan ental och tiotal
omformuleras, samtidigt visade lararen konkret med en bunt om tio glasspinnar hur den placeras
under tiotal och med nollan i entalsraden visades en vardedkning fran ental till tiotal. Denna
procedur gjordes om igen med tiotal som 6vergick i hundratal (se exempel s. 19). Lé&raren
varierade mellan enhet och antal; tio, ett tiotal, tio tiotal, ett hundratal, hundra ental som man
buntat ihop, tio ental som man buntat ihop, grupper med tiotal. Pa sa satt kunde eleverna fa en
simultan upplevelse av antal och enhet uttryckt med konkret material och talskrivning. I slutet
diskuterades antalet glasspinnar som hundra stycken i en bunt men det framgick inte att det var
tio tiotalsbuntar, buntade till ett hundratal. Lararen avslutade dock med att rékna tiobuntarna i
hundrabunten med hjélp av eleverna.

Excerpt 2.
Lararen ritar en tabell pa tavlan och laser talen.

Tusental Hundratal Tiotal Ental
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L: 1, 10 100 osv. kallas for talsorter for det &r ju olika sorters tal. | tabellen satter man in en siffra fér varje talsort.
Vi ska ta hjélp av glasspinnar. Satter upp en pinne.

L: Har ar ett ental. Hur manga_pinnar far det finnas i entalsraden?

E: nie

L: Nie, ja. (haller upp nio pinnar till) Vad hander sen?

E: Sen blir det ett tiotal.

L: Vi lagger till nio till de den forsta pinnen och far tio, ett tiotal. D& hamnar den har (under tiotal). Vad hander i
entalsraden da?

E: Det blir noll

L: Om vi har nio tiotal, buntar eller grupper med tiotal och lagger till en?

E: Hundra

L: Har finns alltsd hundra pinnar men man sager att det ar ett hundratal. Hur hénger detta ihop?

E: De e ju ett hundra bara.

L: Ja, ett hundratal &r ju egentligen hundra ental som man buntat ihop och ett tiotal &r tio ental som man buntat
ihop.

Uppgift for enskilt och/eller grupparbete

Eleverna fick skriftliga uppgifter att I0sa dar 9009 var invariant och addenden varierade.
(Overgang fran konkret till abstrakt tankande da eleverna fick forestalla sig glasspinnarna)
9009+1=, 9009+10=, 9009+100= osv.. Avsikten var att eleverna skulle fa syn pa vilket

platsvarde som omformuleras beroende pa vilken talsort som lades till talet.

Nar uppgiften var lost skulle de satta in de erhallna talen i en tabell enligt foljande:

Vilket ar Uppdelat i tusental hundratal tiotal ental
talet talsorter
9010 9000+10 9 0 1 0

Variationen pa hur talet skrevs synliggjorde olika aspekter sasom platsvarde och antal.

I den stora elevgruppen lyckades de flesta med alla uppgifter under lektionen. Det fanns dock
nagra som tyckte det var svart att 16sa sjalva talet, exempelvis att veta vilken siffra i positionen
som andras beroende pa vad man lagger till.
9009+10= 9019 (uppgift 7 i for- och eftertest, 6vergangar mellan talsorter).

N

Eftertestet visade ingen forbattring for de tre elever som tidigare inte kunnat I6sa uppgiften.

En mindre grupp pa tre elever Al, A2, och A3 som visat att de inte forstatt nagon av uppgifterna
6,7,8 fick arbeta enskilt med talomrade 1-100 samt anvanda konkret material (glasspinnar).
Samtalet spelades in. Eleverna fick har skriva in 9, dérefter lade vi till 5 for att se om de klarade
tiotalsévergangen och anvande 14 for att dela upp i talsorter och slutligen lade vi till 100 for att
sedan placera in talen i tabellen.

Uppdelat i 100-tal 10-tal 1-tal Skriv talet
talsorter

5 0 0 5 5

9+5 0 1 4 14
100+10+4 1 1 4 114
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| gruppen var det svart att avgora specifikt var svarigheten lag, dock hade ingen av dem nagon
klar bild av talets platsvarde. (Uppgift 6)

De hade inte heller svarat pa uppgift 7 och 8 i forsta testet, vilket inte var sa underligt da de inte
forstatt platsvardet i en forsta tiotalsovergang. Det framgick ocksa att eleverna inte hade
grupperingar klart for sig. Detta gjorde att de férmodligen inte kunde se enhet och antal
samtidigt.

Larandeobjektet i klass A

Fragan ar vilka aspekter av larandeobjektet det var i fokus i klass A samt om dessa aspekter var
mojliga att urskilja. Det totala resultatet for hela klassen visade inte pa nagon storre skillnad
mellan for- och eftertest forutom i uppgift 6 dar sjutton utav arton elever klarade uppgiften i
eftertestet. Lararen visade konkret 6vergangen mellan ental och tiotal samt tiotal och hundratal.
Talen 1 och 9 var invarianta, medan talsorterna véxlade. Detta gjordes for att illustrera enhet och
antal simultant vilket skulle kunna ge att denna aspekt var tydligast i fokus. Platsvardet i
tabellform utgjorde fortfarande en svarighet for fyra utav arton elever, vilket ocksa visade sig i
uppgift 7. Lektionens skriftliga 6vning gav inte nagon bild av sjalva 6vergangen om eleven inte
redan hade fatt grepp om platsvérdet. Genom att direkt verfora lektionens genomgang till enbart
en skriftlig 6vning fick inte eleverna nagon mojlighet att urskilja alla dimensioner av variation i
form av olika representationer. Cawley et.al (2007) menar att det behdvs ett flertal olika
representationer for att kunna forsta platsvardet. Det var darfor inte mojligt att urskilja denna
aspekt. En mojlig kritisk aspekt i sammanhanget kan vara begrepp som platsvérde och talsort.
Den lilla gruppens arbete med konkret material i form av tiobuntar med glasspinnar samt traning
med tiotalsévergangar gav en elev mojlighet att uppfatta vardet av 1 och 7 i talet 17 vilket ocksa
skulle kunna tyda pa att simultantolkning av enhet och antal utgor en kritisk aspekt.

Andra cykeln

Analys av fortest och planering av lektion 2

De kritiska aspekter som kunnat uppfattas utifran fortestet verkar vara desamma som for klass A,
att forsta att tio ar bade en enhet och tio stycken samtidigt, vergangar mellan ental, tiotal och
hundratal, ange en siffras varde beroende pa placering i talet; platsvardet. Ytterligare aspekter
kan vara begreppsforstaelsen samt vardet pa nollan. Man kan fraga sig hur larargruppen tanker
for att illustrera den forstndmnda kritiska aspekten och om de matematiska begreppen forvillar,
exempelvis vad géller platsvérde, talsort osv. Klasslararen och forfattaren beslutade att det &r
antal/enhet samt platsvardet som ska belysas under lektionen denna gang. Tiotalet som grupp
planerades som kontrast mot platsvardet i talet for att skillnaderna skulle bli méjliga att uppfatta.

Genomfdrande av lektion 2
Klass B; Aven har deltog klassen pa ett aktivt satt i genomgangen och alla var ivriga att fa

komma fram till tavlan och skriva in resultat i tabellen. Nar l&raren belyste skillnaden mellan att
satta in 33 eller 3 i tabellen under tiotal (enligt uppgift 8 i testet) sag man att flertalet fick en idé
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om antal, aktiviteten 6kade och fler exempel gavs. En elev som uppvisat stora svarigheter med
fortestet sag ut att inte ta in vad som sades da blicken var fokuserad at ett annat hall.

Talens varde, samt antal och enhet.

Lé&raren startade med att diskutera talens varde och jamférde med pengar, hur mycket &r den
vard..., fem ental eller fem kronor, tva tior..., tjugo. Lararen jamforde och varierade ental och
antal med ett kant begrepp da eleverna ar vana att tanka utifran pengars varde. Begreppet varde
synliggjordes.

Platsvérdet betonades, beroende pa var de star sa sager vi att siffrorna &r varda nagonting, vart
talen star..., varda olika mycket...

Eleverna deltog aktivt genom att bendmna och skriva pa tavlan vad 5 star for i talet 25 och
darefter vad tvaan star for. Lararen anvande hela tiden siffrans varde som enhet och antal, dvs.
tva tiotal, alltsa tjugo, vilket gav eleverna mojlighet att urskilja grupperingar av tiotalen. Detta
skedde bade skriftligt med siffersymboler och muntligt.

Excerpt 1.

Lararen: Vi tittar pé talet 25. Har har vi fem ental. Och vad har vi har? (pekar pa tvaan)

E: tiotal

L: Ser ni att jag skrivit en tia och en etta under? Det ska forestalla mynten, pengarna. Nu skriver jag samma tal men
anvander andra ord. Hur mycket ar den vard?

: Fem ental

: Och hur mycket &r den véard om vi talar om pengar?

: Fem kronor.

: Precis, fem stycken ental eller fem kronor. Hur mycket &r den vard? (pekar pa tvaan)

: som tva tior.

: Som tva tiotal, hur mycket ar den vérd da?

. Tjugo

L: Beroende pé var talen star sa ar dom varda olika mycket. Om jag lagger till en siffra har (skriver 3 framfor 25).
Vad &r trean?

E: hundratal.

mremrmrm

Platsvarde upp till hundratal.

Lararen illustrerade med hjalp av talsortstabell pa tavlan hur talen delas upp i enheter och vardet
pa talet beroende pa placering. Elev satte in hela talet 33 under tiotal varvid de 6vriga eleverna
var med och funderade pa hur det stamde eller ej. Vad ar det som inte riktigt stimmer? En
annan elev flyttade en trea till entalsraden; ténkte ental, for det kan ju inte vara tva tiotal dar.
Lararen visade da pa vad det skulle betyda om det fanns 33 tiotal i tiotalsraden, men tog inte upp
antalet mojliga tiotal (upp till nio) i kolumnen. Lararen belyste skillnaden pa antal och enhet da
eleverna kunde se att 33 tiotal & det samma som 330. Fler liknande inskrivningar gjordes med
hundratal. Elev satte in talet 303 och l&araren uttryckte hur talsorterna delas upp som enheter.
Sahar delar man upp tal, ... tre ental, O tiotal och tre hundratal.

Excerpt 2.

L: Minns ni den har tabellen déar ni skulle sétta in ental tiotal osv. ?
Elever: Jaa

L: Nu ska ni satta in talet 33 i tabellen.
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(En elev gar fram och skriver 33 i tiotalsrutan)
L: Stdmmer det?

Elever: N&a...

L: Vad ar det som inte riktigt stammer?

(En annan elev gar fram och andrar)
L: hur tnkte du dar?

E: Jag tankte ental, for det kan ju inte vara tva tiotal dar

L: Aha... Som Kalle skrev sa skulle det betyda att vi har trettiotre stycken tior. Nu har vi talet 303. Kan du satta in
det?

(Elev gér fram och skriver)

L. Stdmmer det?

Elever: Jaa...

L: D4 har vi tre ental, O tiotal och tre hundratal. Sahar delar man upp tal.

Lektionen fortsatte med en praktisk 6vning i tva lag. Bollkastning i tva hinkar méarkta ental och
tiotal. Personligt protokoll fordes med kryss fOr varje ental och tiotal i en tabell.

Eleverna kastade och kryssade i sitt protokoll. Darefter samlades klassen for att for in sina kryss
pa gemensamt bladderblock samt raknade gemensamt ihop ental och tiotal. Det gemensamma
resultatet fordes in i tabell enligt uppgift 8 i test. Har belystes enheter men for att fa syn pa antal
hade eleverna behovt sétta streck for hela antalet och darefter raknat om till enheter.

Larandeobjektet B

Vilka aspekter av larandeobjektet var i fokus?

Var dessa aspekter mojliga att urskilja?

De aspekter av larandeobjektet som var i fokus under lektionens genomgang var platsvarde i
talet samt enhet/antal.

Lé&raren varierade begreppet enhet/antal med att jamféra antal med kronor i form av ental (fem
kronor) tiotal (tio kronor) osv. En ytterligare variation framgick genom att lararen uttryckte enhet
och antal verbalt och skriftligt med siffersymboler vilket synliggjorde skillnaden mellan ord och
symboler. Detta 6ppnade upp for mojligheten att urskilja aspekten antal/enhet.

Siffrans vérde beroende pa placering varierades med hjalp av tabellen och insattningen av tal.
Begreppet varde uttrycktes samtidigt pa ett tydligt satt for de olika talsorterna. Har framgick en
dimension av variation for den kritiska aspekten platsvarde. Resultat pa eftertestet visade pa att
flera elever kunnat urskilja aspekten. Av tolv elever var det sex som inte forstatt uppgiften pa
fortestet (uppgift 6). Pa eftertestet visade tio av tolv elever forstaelse for platsvérdet i talet 17.
For de tva lagpresterande eleverna utgjorde aspekterna mojlighet att urskilja vardet av 1 och 7 i
talet 17.

En variation pa hur man belyser antal och enhet genom att skriva talet i kortform och utvidgad
form som en jamforelse framgick inte klart under lektionen och kunde darfor inte urskiljas.
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Tredje cykeln Klass C

Analys av fortest och planering av lektion 3

Med utgangspunkt fran de tva tidigare lektionerna sa tycks svarigheten med uppgifterna
sammanfalla. Kritiska aspekter som larargruppen funnit ar simultan forstaelse for talsorter som
enhet och antal. | den nytillkomna uppgiften 2a och b samt uppgift 7 som star for 6vergangar
mellan talsorter var det fem av tjugo elever som visade att de inte forstatt detta, vilket gav att
overgangar mellan talsorter kvarstod aven har. Eftersom uppgifterna 2b och 7 innefattar en nolla
i talet betraktade vi nollans betydelse som ytterligare en kritisk aspekt. Uppgift 2b handlar ocksa
om sprakets begreppsliga strukturer for vardeorden. (fyra ental storre &n, samt tva tiotal mindre
an...) Uppgift 6 som handlar om att uttrycka vardet for 1 och 7 i talet sjutton &r begrepp som de
tre lagpresterande eleverna inte visat forstaelse for. Uppgift 2b till skillnad fran 2a och 7 utgjorde
en storre svarighet da det handlade om att minska tva tiotal fran hundratalen. Har minskades
istallet hundratalen, fran 709 till 509 av de sammanlagt sex elever av tjugo som svarat fel.
Utifran fortestet fann vi tre troliga kritiska aspekter; forstaelse for talsorter som antal och enhet,
overgangar mellan talsorter samt nollans betydelse. Vi behovde hitta variationer for nollans
betydelse, tiotalsévergangar samt forstaelse for enhet och antal.

Genomforande av lektion 3

Klass C; Uppstarten pa lektionen blev fordrojd da klasslararen var tvungen att 16sa en konflikt
innan vi kunde starta och det drojde fyrtio minuter innan vi kom igang. Nagra elever var
fortfarande oroliga efter konflikten och de som fatt véanta blev okoncentrerade och hade svart att
fokusera i borjan av lektionen vilket syns tydligt pa filmen. En av de svagpresterande eleverna
forsokte hela tiden folja med i undervisningen medan nagra av de som presterat bast pa fortestet
tycktes en aning oengagerade. Det gick ocksa att urskilja att vissa elever inte lyssnade utan
sysslade med annat i tankarna.

Den tredje lektionen startades med en genomgang och diskussion om antalet siffersymboler i
vart talsystem samt nollans betydelse. Vi 6vergick darefter till att tala om hur man med hjalp av
nollan kan borja rdkna om fran 1 nar man kommit till nio. Lararen gjorde en kort jamforelse med
fembas.

Nollans betydelse och platsvarde

Genom diskussionen kring antalet siffror i vart talsystem belystes hur siffrorna med nollans hjélp
gjorde det mojligt att urskilja dvergangarna mellan talsorterna. En elev raknade med 10 som en
siffra varvid en annan elev kontrade med att tio bestar av tva siffror; 10 ar ingen siffra det ar 0
och 1._Nar lararen fragade om vi behdver nollan gav eleverna en mangd forslag som skapade en
variation: Den &r ju ingenting. ... anvanda den och géra tio. ... den gor sa att det blir tiotal,
hundratal, tusental, tio kronor, noll ental. Har poangterade lararen att nollan far ett véarde forst
nar man satter en siffra framfor. Eleverna visade kéansla for platsvarde da néstan hela klassen
deklarerade samtidigt att nollan star pa entalens plats i 10. Platsen for...? Entalen!
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Ett ental, en glasspinne vard ett. Har uttrycktes ett pa olika satt for att skapa en variation av att
siffran 1star for antal till skillnad fran nollan som inte star for nagot antal och darfor inte har
nagot varde.

Excerpt 1.

L: Det liknar vart satt att rakna.

Hur gor vi nar vi raknar?

E: Vi har siffror

L: Hur manga har vi da?

E:1,2,3,4,5,6,7,8,9...0...10

E:10 &r ingen siffra det &r 0 och 1

L: vad har nollan for betydelse da? 1 star ju for ett antal som en penna, en elev, en larare men nollan, ar det nagot
att ha? Behdver vi den?

Flera elever: Ja... nej... ja

E: Den &r ju ingenting.

L. Ar det alltid s&?

E: Man kan anvanda den och gora 10, den gor sa att det blir tiotal, hundratal, tusental,

L: Nar nollan star ensam sa betyder den ingenting. Den har inget varde forran man sétter en siffra framfor nollan.
Vad hander da? Vad betyder den?

E: Tie

L: mm... ndgot mer?

Flera elever: ett tiotal, tio kronor, noll ental

L: Just det den star pa platsen for...

Mindre kor: Entalen.

Enhet och antal samt antal siffror inom varje talsort.

Lararen konkretiserade med glasspinnar for att skilja mellan antal och enhet. Hon anvénde
siffrorna 0,1 och 9 som invarianta, men varierade mellan talsorterna. Ett tiotal med glasspinnar,
10 stycken glasspinnar.

... nio ental=9, sedan borjar vi fran borjan med 1 till vénster om nollan. Léararen ritade en
enhetstabell pa tavlan och fragade hur manga ental man kan ha i rutan under ental. Nio ental kan
man ha, svarade en elev varvid en diskussion uppstod huruvida man skulle rakna in nollan i
kolumnens ental, vilket lade fokus pa antal méjliga siffror inom varje talsort i tabellen.

Tusental | Hundratal | Tiotal Ental Tusental | Hundratal | Tiotal | Ental

il B

Lararen fortsatte med 6vergang mellan ental och tiotal (Iagger till nio glasspinnat till den forsta),
vilket gav majlighet att illustrera enhet och antal da en elev uttryckte att man lagger till en pinne
i tiotalsraden. L&agga till en pinne pa tiotalet och noll pa entalen. En annan elev séger Det ska va
tie. ... en bunt med tio pinnar. Enhet och antal varierades genom att skriva 1 och féasta bunten
med tio glasspinnar under.

Proceduren fortsatte med tio tiotal som buntas till ett hundratal; ... hundra glasspinnar i denna
bunt. Hur manga tiobuntar finns det da?
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Nu overgick lararen till att skriva enhet och antal i tabellen. Satt in talet 999! ... nio i forsta, nio i
andra och nio i tredje. Dérefter placerades 900, 90, 9 ovanfor respektive kolumn.

Antal 900 90 9
Talsorter | Hundratal | Tiotal Ental
Enheter 9 9 9

Eleverna har har fatt en variation av enhet/antal som uttryckts med konkreta exempel,
siffersymboler samt med ord. Overgangar mellan talsorter har ocksa varit i fokus.

Excerpt 2.

L: Hur gor vi med vart talsystem da. Vi har nio ental=9, sedan borjar vi frn bérjan med 1 till vanster om nollan. Hur
ska vi tanka da? Vi anvéander glasspinnar som exempel. Har ar ett tiotal med glasspinnar, men det ar ocksa 10
stycken glasspinnar.

L: D& ska vi utveckla detta sa att du ska forstd. Nu ritar jag en tabell har... med ental, tiotal och hundratal. D4 sétter
jag dit ett ental, en glasspinne. Den &r vard ett. Hur manga ental kan man ha i rutan?
E: Nio ental kan man ha
Elev racker upp handen. — Ar det inte tio med nollan?
L: Ja, ar det tio stycken? Eftersom nollan star for antal 0 s& kan man ha det nar man visar exempelvis tiotalet. D4
markerar nollan att det &r noll ental, men som ensam raknar vi inte in den har
E: Jag tycker i alla fall att det blir tio.
L: Vi far aterkomma till detta senare.
L: Om man nu lagger till 9 stycken glasspinnar har, vad hander da? (Faster nio pinnar till)
E: Da far man lagga till en pinne pa tiotalet och noll pa entalen.
L: mm... rdcker det med en pinne?
E: Det ska va tio
L: Just det. Vi tar en bunt med tio pinnar.
-E: Jag tankte att om man byter sé blir det en dar.
L: Ja, sd kan man tanka nar man skriver hur manga tiotal, men egentligen ar det ju_tio stycken i en bunt och det &r
det jag vill visa. Tiobunten hamnar under tiotal. (faster). Nasta steg om vi lagger till nio tiotal har. Vad hander d&?
E: Det blir hundra
(Buntar ihop tio tiotal till en bunt.)
L: Nu har jag hundra glasspinnar i denna bunt. Hur manga tiobuntar finns det da?
E: Tie
L: Precis. Nu tar vi talet 999. Satt in talsorterna under réatt kolumn.
E: Det blir_nio i forsta, nio i andra och nio i tredje
L: Ja, just det. Sedan kan man ocksa skriva sa har (skriver 900 90 9 6ver kolumnerna for att illustrera antal och
enhet).

Tiobas - spelet

Tiobasspelet gar ut pa at trana enhet och antal samt vergangar mellan talsorter bade bakat och
framat. Eleverna fick tva tarningar, ett spelprotokoll och stickor i ental samt tiotalsbuntar och en
hundrabunt.

Hundratal Tiotal Ental

i |00

Eleverna skulle nu sla tarningarna och berdkna summan genom att lagga antal stickor och skriva
upp summan. Nasta elev slog tarningarna och lade till stickor for den nya summan med den
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foregaende. Resultatet fordes in i protokollet. Detta pagick tills man natt hundra, da vande man
och gick baklanges mot noll. Eleverna fick da en dverblick dver véaxlingarna. Har nonchalerade
nagra elever stickorna eftersom de raknade snabbt i huvudet.

Lektionen avslutades med att tva elever gick fram till tavlan och utforde varsin insattning av ett
tal med jAmférande antal ovanfor.

Larandeobjektet C

Fragan var vilka aspekter av larandeobjektet som var i fokus, och om dessa aspekter var mdjliga
att urskilja.

Aspekter i fokus under lektionen var 6vergangarna och hur de varieras utifran betraktandet av
talsystemets uppbyggnad dvs. hur siffrorna 1-9 i det arabiska siffersystemet upprepas med tillagg
av nollan vilken forskjuter siffrorna at véanster. 9 enheter +1 = 10 = 1 tiotal = tio stycken. Genom
tiobasspelet fick eleverna ytterligare en variation genom véxlingar mellan talsorterna bade
konkret och skriftligt med siffersymboler dar &ven enhet och antal framgick. Nollans betydelse
varierades med jamforelse som ensam eller som vérdegivare vid inséttning av en siffra framfor
och olika dimensioner av 10 som ett tiotal (enhet), tio kronor (antal), noll ental (platsvarde) .
Antal och enhet jamférdes med glasspinnar som antal och i bunt som enhet med inskrivning av
talsorter i tabell samt utvidgad form for att illustrera antal. Aspekterna verkade méjliga att
urskilja da resultaten for ett flertal av eleverna hojdes pa eftertestet. Uppgiften 2b med
overgangar fran hundratal till tiotal var korrekta for arton av tjugo elever. Uppgift 8 gav att elva
av tjugo elever klarade uppgiften i fortest men sjutton av tjugo vid eftertest. Dock kvarstod de
lagpresterande elevernas prestationer som otydliga da deras losningar pa uppgifterna 2, 7 och 8
varierade inom samma kritiska aspekt, 6vergangar mellan tiotal och hundratal. En anledning
kunde vara att de inte fick ndgon majlighet till reflektion under spelets gang (tiobasspelet) da de
hamnade i grupper dar 6vriga eleverna var nagot snabbare till ett abstrakt tankande och inte ville
anvanda stickor. Lararen var ocksa tvungen att ga runt till flera som behovde hjalp med
uppstarten av spelet, vilket inte gav sa mycket tid éver for att kontrollera att alla féljde
spelreglerna.
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Skillnader i for- och eftertest i procent mellan klasserna

Tabell 1. Skillnad mellan for- och eftertest for hela klassen

Klass A
18 elever

Klass B
12 elever

Klass C
20 elever

FOrtest

Eftertest

skillnad

FOrtest

Eftertest

skillnad

FOrtest

Eftertest

skillnad

4. fran utvidgad
form/antal till
kortform/enhet

94 %

94 %

0%

92 %

58 %

—34
%
4b*

6. platsvérde,
tiotal, varde-
begreppet

78 %

94 %

16 %

50 %

67 %

17 %

85 %

85 %

0%

7. dvergang
mellan talsorter

72 %

78 %

6 %

75 %

83 %

8 %

75 %

80 %

5%

8. Platsvérde
upp till 1000,
(100 &r 3)

67 %

78 %

11%

17 %

58 %

41 %

55 %

85 %

30 %

4b* omvant
fran
kortform/enhet
till utvidgad
form/antal

85 %

90 %

5%

2a. anvanda
vardebegrepp
for
tiotalsévergang
med ental,
uppat

90 %

95 %

5%

2b. anvénda
vardebegrepp
for
tiotalsévergang
med tiotal,
nedat

70 %

90 %

20 %

| uppgift 4 fanns ingen skillnad mellan klass A och klass B i 16sningsfrekvens pa fortestet.
Skillnaden for A var den samma pa eftertestet. Det bestamdes da att testa hur eleverna I6ste
uppgiften at andra hallet 4b* i klass B. Det visade sig att procenttalet sjonk fran 92 % till 58 %.
Detta foranleder att misstanka att den utvidgade formen kan ha larts in per automatik eller att
begrepp som ental, tiotal osv. inte ar befasta. | klass C var det fran borjan 90 % som klarade
uppgiften. Skillnaden mellan klasserna kan ocksa bero pa aldersskillnaden.

Uppgift 6 behandlar vérdet av 1 och 7 i talet 17. Denna uppgift ar grundldggande for begreppet
platsvarde. For klass A och C lag l6sningsfrekvensen pa 78 % respektive 85 % till skillnad fran
klass B dar endast 50 % klarade fortestet (arskurs 3). Resultatet hojdes till 67 % pa eftertestet.
Klass A hade en hojning pa 16 %. Resultaten kan peka pa att begreppet platsvarde &r en kritisk
aspekt. Klass C hade ingen forandring. Resultatet i klassen l1ag har pa 85 %. De aterstaende 15
procenten utgjordes av de tre lagpresterande eleverna.

38



Uppgift 7 hade i alla tre klasserna mellan 72-75% pa fortestet och hojningen var endast 6, 8, 5 %.
Ett antagande kan vara att de som inte klarat de grundldaggande 6vningarna som framforallt
uppgift 6 har svart att fa syn pa denna aspekt da det kravs sakerhet att hantera platsvardet.

Den svaraste uppgiften pa fortestet utgjorde uppgift 8. Har handlar det om platsvarde och
talsorter som enhet med hogre tal an tio. | klass A 16ste 67 % uppgiften pa fortestet. Klass B lag
pa 17 % och klass C pa 55 %. Har fanns en markant skillnad mellan for- och eftertest i klass B
41 % och klass C 30 %. Klass A 6kade med 11 %. | samtliga klasser lades stor vikt vid talsorter
som enhet/antal under lektionerna vilket kan betraktas som en kritisk aspekt. | samtliga tre
klasser anvandes ocksa talsortstabellen pa liknade satt vilket gav eleverna majlighet att urskilja
talsorterna.

Uppgift 2a utgjorde ingen storre svarighet for klass C. 90 % av eleverna kunde fran borjan lagga
till 4 ental till 439 och vid eftertestet var det 95 %. 2b daremot var svarare for en del elever da de
skulle minska 709 med 2 tiotal. 70 % l6ste uppgiften vid fortestet och vid eftertestet var det 90
%. HOjningen kan tolkas som att lektionen 6ppnat upp for varden kring de kritiska aspekterna
platsvarde, enhet/antal samt nollans betydelse. Genom tiobasspelet fick de ocksa majlighet att
trana pa vaxling nedat.

Resultaten redovisas har i form av stapeldiagram

0,
100% 100%
0,
80% 80%
60%
M Fortest 60% M Fortest
40% Eftertest 40% Eftertest
20%
20%
Klass Klass
0% A 0% B
100%
80%
60%
M Fortest
40% Eftertest
20%
Klass
0% C
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Den storsta skillnaden mellan resultaten pa for- och eftertest finns i uppgift 8 hos framforallt
klass B och klass C. Har har eleverna visat forstaelse for talsorterna ental, tiotal, hundratal
(arskurs 3) och tusental (arskurs 4) uttryckt i kortform och talsorternas placering fran hoger till
vanster. | klass B sag man ocksa en 6kning i uppgift 6 pa eftertestet som har en koppling med
uppgift 8 da det handlar om platsvérdet i talet 17.

Skillnaden mellan fortest och eftertest i uppgift 4 visade en séankning av forstaelsen hos 1/3 av
eleverna i klass B da uppgiften andrades enligt foljande;

Fore, utvidgad form 600+70+4— kortform 674 efter; 674 — 600+70+4

En mojlig anledning &r att eleverna inte kunnat urskilja enhet och antal simultant.

Det &r utifran de tre klassernas resultat svart att avgora om det skett nagon storre utveckling fran
cykel A till cykel C da klasserna visade skiftande forkunskaper vilket paverkar resultaten.
Samtidigt har skillnaden inom klasserna mellan fortest och eftertest visat pa en kning av
forstaelse pa ett flertal uppgifter.

Dimensioner av variation

I tabellen nedan redogors for vilka dimensioner av variation eller varden som blivit synliga
under lektionen. For att forsta den kritiska aspekten platsvardet, betraktas antal mojliga siffror
inom varje talsort, 6vergangar mellan talsorter som varden vilka varieras under lektionen.

Tabell 3. Sammanfattning av lektioner utifran dimensioner av variation

Aktivitet Innehall Dimensioner av variation
Forsta 1. Diskussion om nollans
lektionen betydelse Kritisk aspekt: Platsvarde
2. Genomgang av Vérde: Overgangar mellan talsorter; 9009+1,
talsorter som enhet och 9009+10
antal, konkret och 1 siffra for varje enhet, 1-9
skriftligt
3. Eget arbete med Positionssystemets | Kritisk aspekt: Enhet och antal
tiotalsGvergangar delar Varde: tio, ett tiotal, tio tiotal,
4. Knyter ihop pésen tio ental som man buntat ihop, grupp med tio,
genom en Kkort repetition en bunt om tio
av talsorter som enhet enheter... utvidgad form; ex. 111
och antal, konkret och ...(100+10+1)
skriftligt bunt/antal pinnar
Andra 1. Genomgang av Kritisk aspekt Platsvarde;
lektionen platsvérde och Varden; vart talen star...,
enhet/antal varda olika mycket... var de star sa sager vi att
2. Gruppaktivitet med siffrorna ar varda nagonting, vard
bollkastning samt
protokoll for antal traffar | Positionssystemets Kritisk aspekt Enhet/antal
3. Gemensam delar Varden: fem ental..., fem kronor, tva tior...,
sammanrékning som fors tjugo.
in under ental och tiotal Uppdelning av tal (utvidgad form)
Inséttning i tabell av enheter
1 siffra for varje enhet, 1-9
Tredje 1. Decimalsystemets Kritisk aspekt: Nollans betydelse; som
lektionen uppbyggnad ingenting och vardehdjare:
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2. Genomgang av Positionssystemets | Varden: Den &r ju ingenting. ... anvénda den

talsorter som enhet och delar och gora tio. ... den gor sa att det blir tiotal,
antal, konkret och hundratal, tusental, tio kronor, siffra framfér
skriftligt nollan = vérde, noll ental,

3. Spel; "Tiobas spelet”

4. Sammanfattar genom Kritisk aspekt: Platsvarde

att 1ata elever visa hur de Varden: évergangar mellan talsorter, vaxlingar
delar upp talsorterna och uppat och nedat

fragar vad de lart.
Kritisk aspekt Enhet och antal

Varden: ett tiotal med glasspinnar10 stycken
glasspinnar, bunt med tio pinnar, Det ska va tie.
... en bunt med tio pinnar.

Ental, tiotal i kortform och utvidgad form

Ex. 111/ (100+10+1)

bunt/antal pinnar

De kritiska aspekterna under lektionlvar platsvarde samt enhet/antal. Under lektionens forsta del
framgick antalet mojliga siffror inom varje talsort. 1 + 9 holls invariant for att sedan variera
talsorterna, ett ental + nio ental, ett tiotal+ 9 tiotal osv. Dessa variationer visades ocksa samtidigt
som antal genom att skriva in den utvidgade formen ovanfor enheterna i tabellen. Denna
variation fortsatte under andra delen da eleverna tranade pa évergangar mellan talsorterna. Har
var talet 9009 medan addenden varierade mellan olika talsorter. Talet uttrycktes ocksa i utvidgad
form. Enhet och antal varierades utifran tiotal som fick vara invariant med variation kring antal;
tio stycken, enhet; ett tiotal osv.

Upplagget for lektion 2 hade platsvarde som kritisk aspekt. Har var vardet i fokus och sjélva
begreppet varde kan ses som konstant. Variationen bestod i att uttrycka vardet pa olika satt, med
ord samt dven utifran den kritiska aspekten enhet/antal, exempelvis vard fem ental, femkronor.
Uppdelning av tal som enheter framstalldes dels genom gemensamma aktiviteter pa tavlan och
dels av sammanrakning av ental, tiotal och hundratal fran de egna protokollen. Begreppet enheter
var hdr invariant medan talsorterna varierades.

Lektion 3 startade med nollan som kritisk aspekt dar 0, 1, 9 far st som invarianta. Kontrasterna
mellan inget vérde respektive vardehojare synliggjordes. Variationen bestod i hur vardet
framstalldes i den gemensamma diskussionen, markering av uteblivna tiotal, anvandning och
placering. Den kritiska aspekten platsvérde belystes dar 1+9 fick sta som invariant (6vergang
mellan talsorter,) medan talsorterna varierades med bade enhet och antal (ett ental + nio ental, ett
tiotal+ 9 tiotal osv.). Enhet och antal belystes ocksa genom att tiotalet som begrepp varierades,
bunt med tio, ett tiotal...

Kritiska aspekter

De kritiska aspekter som framkommit i studien stammer éverens med de svarigheterna kring
positionssystemet som beskrivits i tidigare forskning.

De delar som positionssystemet bestar av ar bassiffror, position och gruppering (enhet/antal) .
Bassiffrorna (0-9) tillnor den grundlaggande delen som behover forstas med sakerhet for att ga
vidare till storre tal. Nollans vérde tillsammans med andra siffror ar viktig kunskap (vad star 0
for i talet 300). Position innebar kunskap om platsvérde, i vilken ordning talsorterna kommer
fran hoger till vanster (vilket varde har ex. 3 i talet 532). | grupperingen behdvs forstaelse for hur
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grupperingar star for grupper om tio som ska betraktas simultant som antal och enhet (ex. trettio
stycken eller tre tiotal i talet 30). De tre delarna har synliggjorts under lektionerna pa lite olika
séatt som tabellen ovan visar. De kritiska aspekter som kunnat urskiljas ar;

*Platsvarde
*Enhet/antal.
* Nollans betydelse

Jamforelse mellan lagpresterande elever och 6vriga klassen

Med hjalp av for- och eftertest, intervjuer och jamforelser mellan elevernas svar och/eller
motiveringar till hur de 16st uppgift 7 (bil.3) framkom inga specifika skillnader forutom att de
elever som har betraktats som lagpresterande (eleverna benamns Al, A2, B1, B2, C1, C2, C3)
inte hade visat forstaelse for framforallt uppgift 6 (platsvérdet i ett tvasiffrigt tal) samt uppgift 8.
Detta gallde sammanlagt sju elever i de tre klasserna. Pa eftertestet var det tva av de sju eleverna
som visat forstaelse. | uppgift 7 har en del elever liknande felsvar oavsett om de betraktas som
lagpresterande eller inte, exempelvis 5099 km +1= 6000. Har framgick en osakerhet kring
overgangarna mellan talsorterna.

Intervjuer

| klass B gjordes 3 (varav tva lagpresterande elever) intervjuer i direkt anknytning till eftertestet.
Tanken var att fa syn pa elevernas tankar kring platsvarde, nollans betydelse, samt gruppering
(antal/enhet). Eleverna benamns B1, B2 och B3. | klass A gjordes en intervju med elev Al ca
sex veckor efter eftertestet

| intervjuerna som gjorts i klass B framgick att elever B1 och B2 skiljde sig fran B3 i
resonemang da B3 kunde redogora klart och koncist for vad ental, tiotal och hundratal star for.
B1 var mycket vag i sina formuleringar och det verkade som hon endast har fragmentariska
kunskaper. — Nollan &r noll. Noll vad fér nagot? Vet inte. B1 fick resultatet 301 nar jag bad
henne lagga till 1 till 309. Férmodligen fattas de grundldggande kunskaperna om bassiffrorna
och hur dessa hanteras.

Elev B1 intervjuas. Har fanns stora oklarheter kring platsvarde, nollans betydelse och
tiotalsdvergangar. Eleven visste att nollan star efter 6vriga siffror; man borjar med trean och
sedan nollorna. Hon verkade daremot inte kunna forklara begrepp som ental, tiotal och hundratal
i talen 30 och 300; Noll, vad for nagot? ... vet inte. Eleven fick svaret 301 da hon ombads att
lagga till 1 till 309, vilket kan innebdra att eleven behdver mer grundlaggande forkunskaper for
att forsta platsvarde och enhet/antal i positionssystemet.

Excerptl

L: vad ar det for skillnad pa treorna i 3,30,300?
E. B1: treorna... naa

L: varfor star nollorna dar

E. B1: Man bdrjar med trean och sedan nollorna
L: Vad betyder den nollan?

E. B1: Den betyder att det ar noll
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: Noll vad fér ndgot

B1: Hm. vet inte

: Har har vi tva stora tal. Kan du lasa dom ocksa? (309, 399)
B1 Tre... mm... hundra nittionio

: Vad hander om vi lagger till ett har (pekar pa talet 309) vad &r talet da?
. B1: Trehundraett

: Hur manga siffror ar det i hundra?

B1: Tre

: Ochi tio?

B1: Tva

: och entalen &r

.Bl:ett... tretre tre

MM meme me me

B2 har kommit langre men uttryckte sig svavande och osakert. Han har énda kunnat ta till sig
kunskaper och det var stor skillnad pa resultatet mellan for- och eftertest. Av atta uppgifter hade
han klarat tre uppgifter, men eftertestet visade hela sex av atta.

Elev B2. Eftertestet visade att elev B2 nu klarat uppgift 6 och 8 men inte uppgift 7. Har lyckades
han l6sa bade 309+1 och 399+1 utan tveksamheter. En mojlighet till att eleven inte l6st uppgift 7
kan bero pa att enheten kilometer forvillat tolkningen. | intervjun visade eleven pa en viss
forstaelse men hade lite svart att uttrycka sig och kunde inte uttrycka nollornas varde med ord:
De e hundratal tror jag. En svarighet for eleven verkar vara att verbalt uttrycka och forsta
matematiska begrepp for en djupare forstaelse.

Excerpt 2

L: Vad ar det for skillnad pa treorna i talen 3, 30, 300

E. B2: Den har tva nollor, den har en nolla och den har noll nollor
L: Vad betyder nollorna da

E. B2 Hundra

L: I vilket tal?

E.B2: ...

L: Om du tanker pa var de star ndgonstans

E.B2: ...

L: Vad betyder egentligen den nollan och den nollan (pekar pa forsta och andra nollan)
E. B2: De e hundratal tror jag

L: Om du lagger till ett pa dessa tal borja med det forsta 309+1

E. B2: Trehundratio

L: Ja, vad hénder med det talet om du l&gger till ett; 399+1

E. B2: Fyrahundra.

Elev B3 har klarat samtliga uppgifter pa eftertestet och uppvisade kunskaper om en forstaelse for
enhet och antal, tiotalsévergangar och platsvarde. | intervjun pendlade eleven mellan att uttrycka
enhet och antal pa ett sékert sétt och kunde direkt se tiotalsévergangarna: Ja tre har inga
hundratal eller tiotal i sig, trettio har tre tiotal i sig och trehundra har tre hundratal i sig.
Eleven var ocksa séaker pa att skifta mellan kortform och utvidgad form av ett tal; 3 30 300 =
333/ 399 =300 90 9. De kritiska aspekter som vi funnit (enhet och antal, platsvarde;
tiotalsévergangar och nollans betydelse) verkade vara befésta hos denna elev.

Excerpt 3

L: Ar det nagon skillnad pa de har talen? 3, 30,300

E.B3: Ja tre har inga hundratal eller tiotal i sig, trettio har tre tiotal i sig och trehundra har tre hundratal i sig.
L: vad blir det for tal om man skulle géra ett tal av det

E.B3: trehundratre
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L: Om du lagger till ett (309) Vad far du for tal da?
E.B3: trehundratio

L: Om du lagger till ett dar (399) vad far du da?
E.B3: Tre... fyrahundra

L: Kan du dela upp det hér talet (399)

E.B3: Hur menar du da? Jaha du menar ental och sé&
L:m...

E.B3: 30090 9

De lagpresterande eleverna i klass A skiljde sig fran 6vriga klassen genom att de inte &nnu hade
forstatt begreppet talets varde, men arbetet i den lilla gruppen 6ppnade dnda upp en vag for dessa
elever da de borjade att sjalvstandigt 16sa uppgifterna.

Elev Al tyckte att det var svart med tiotalsévergangar mellan talsorterna och hade inte ord for att
forklara hur hon tankte under den forsta lektionen. Hon fick nagra dagar senare ytterligare en
genomgang med konkret material i form av glasspinnar. Efterintervjun gjordes sex veckor
senare. Resultatet visade en ckad forstaelse for talsorterna och eleven kunde direkt svara pa
fragorna utan tveksamhet.

Excerpt 4

L; Kan du s&ga vad skillnaden &r mellan treorna i talen 3, 30 och 300

E: 300 har tva nollor, 30 har en nolla och 3 har ingen.

L: Vad betyder nollorna da?

E: De betyder ... Pekar pa nollan i tiotalet det har symboliserar tiotal, pekar pa 3 har finns ingen nolla s& det &r en
enkel trea typ... har pekar pa nollorna i 300 har symboliserar de hundra, med trean blir det trehundra.

Eleven kunde ocksa gora en tiotals- och hundratalsévergang utan beténketid.

309+1 och 399+1, vilket utgjorde en svarighet pé fortestet.

Utifran syftets fragestéllningar och de kritiska aspekter som har kunnat urskiljas i forhallande till
positionssystemets uppbyggnad ar tolkningen féljande,

De svarigheter som upptackts nar det galler elever i behov av stod ar grundlaggande forstaelse
for bassiffrorna, begreppslig forstaelse av platsvarde samt forstaelse for tiotalet som grupp och
enhet.

De skillnader som kunnat urskiljas ar hur langt eleven kommit i sin forstaelse for
positionssystemet inom de tre delarna bassiffror, position och gruppering. Skillnaderna mellan
normal- till hogpresterande respektive lagpresterande i klass B tycks ocksa ligga i hur vl eleven
kunnat uttrycka sin forstaelse verbalt utifran intervjuerna. Eleverna C1, C2 och C3 har visat
nagot varierande prestationer pa for- och eftertest. Begreppslig forstaelse kan utgéra en del av
svarigheterna for dessa elever da de har ett annat modersmal, vilket kan hindra eleverna fran att
fa en djupare forstaelse.

Studiens slutsatser/huvudresultat
Syftet med studien var att forsoka identifiera och utveckla kritiska delar av det matematiska
innehallet i undervisningen som skulle kunna ge elever i behov av stod majlighet att forsta

viktiga begrepp kring positionssystemets uppbyggnad som kunde bidra till djupare forstaelse hos
den larande. De forskningsfragor som uppkommit utifran studiens syfte ar:
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1. Vilka svarigheter kring positionssystemets uppbyggnad kan man urskilja som kritiska
aspekter/delar bland elever i behov av stod?

2. Vilka variationer, likheter eller skillnader, i svarigheter kring positionssystemet kan finnas
som kritiska aspekter i forhallande till vriga elevers forstaelse.

De svarigheter man kunnat urskilja som kritiska aspekter bland elever i behov av stod &r
forstaelse for platsvarde, gruppering (enhet/antal) samt nollans betydelse. I ett fall framkommer
svarigheter att hantera bassiffrorna vilket innebér att det for denna elev ocksa utgor svarigheter
kring de Ovriga kritiska aspekterna.

| fraga om likheter eller skillnader mellan elever i behov av stod och 6vriga elever sa framkom
det att svarigheterna var likartade men skillnaden bestod i att elever i behov av stod hade
svarigheter med platsvarde kring tiotalsévergangar, vilket de flesta 6vriga eleverna hade visat
forstaelse for. Elever i behov av stod hade ocksa svarigheter kring flera kritiska aspekter, medan
ovriga elever visade svarigheter kring enstaka kritiska aspekter. En variation som kunde urskiljas
var hur langt eleven kommit i forstaelsen av positionssystemet som helhet.

Diskussion

Metoddiskussion

Som metod har Learning Study visat sig vara ett anvandbart redskap for att analysera
lektionsinnehall, bade for helklass men aven for enskilda elever i behov av stod da man kan
penetrera larandeobjektet pa djupet.

I en studie som denna kan det finnas flera variabler att ta hansyn till vid observationstillfallena
som kan minska trovérdigheten. I och med att man ror sig i ett klassrum dér det hela tiden hander
olika saker som paverkar resultaten av bade tester och formaga att fokusera pa lektionsinnehallet
bor man dven observera sadana fenomen. Dessa aspekter bor darfor beaktas vid analysen.

Studien har vissa svagheter nér det galler utformandet av for- och eftertest. Med nyvunna
kunskaper hade testet sett annorlunda ut och varit mer enhetligt for de tre klasserna. Forst i
efterhand lades uppgifter till for att fa syn pa flera aspekter. Nar lararen séker kritiska aspekter ar
det viktigt med bland annat noggrant utformade for- och eftertest (Lo, 2012). Intervjuer skulle ha
gjorts med fler elever for att ge en storre sdkerhet av analysresultatet. Eftersom detta & min
forsta erfarenhet av bade variationsteorin och Learning Study finns en viss osakerhet i
anvéandandet. Efter genomford studie kan jag i efterhand se att hela upplagget kunde varit nagot
annorlunda. Mojligheten till ett samarbete med kolleger vid analysen hade kanske ocksa gett
andra mojligheter i sokandet av kritiska aspekter.
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Resultatdiskussion

Studiens slutsatser och huvudresultat diskuteras i relation till féljande delar.

Svarigheter for elever i behov av stod

De kritiska aspekter som kunnat urskiljas i studien har kretsat kring platsvarde, gruppering
(enhet/antal) samt nollans betydelse. Sammanlagt atta elever som kan betraktas som elever i
behov av stdd i de tre klasserna visade svarigheter vid fortestet med att uttrycka vardet av
siffrorna i ett tvasiffrigt tal beroende pa siffrans placering. Denna uppgift syns grundlaggande for
att forsta talsystemets uppbyggnad. Fyra av dessa elever klarade inte heller uppgiften pa
eftertestet. Da platsvardet har behandlas som en kritisk aspekt utifran min tolkning om att
aspekten synliggjorts under lektionen och att elever visat forstaelse i eftertestet blir det
nddvandigt att soka andra forklaringar till varfor de fyra eleverna inte kunnat urskilja de olika
aspekterna. Elev Al och B1 tycks inte ha de grundlaggande kunskaper bassiffrorna, som behdvs
for att ga vidare med position och gruppering. Den forsta och kanske viktigaste delen av
forstaelsen for positionssystemet enligt Clements and Samara (2007) ar hanterandet av
bassiffrorna. Genom att sammanstélla och dela upp tal utvecklas formagan att upptacka del-
helhetsforhallanden.

Graden av forstaelse varierar mellan elev Al och B1. I Al:s fall kan det anas att den kritiska
aspekten trots allt synliggjorts da eleven sex veckor senare i intervjun visade att hon fatt
forstaelse for platsvarde och 6vergangar mellan talsorterna. Nar det galler B1 finns det anledning
att misstanka att bassiffrorna behover befastas. Aven om barn i allméanhet tidigt utvecklar
taluppfattning enligt Gelmans och Gallisters (1978) fem principer om den matematiska
utvecklingen, sa varierar det aldersmassigt. Neuman (2013) skriver att i slutet av tredrsaldern kan
barn forsta rakneordens innebord for att rakna efter hur manga som finns, men for vissa barn kan
det ta ytterligare fem till sex ar innan de forstar sa pass att de kan tillgodogora sig
undervisningen i skolan. I delen tidigare forskning framhalls flera mojligheter till olika
processer i hanterandet av ental och tiotal som en kognitiv utveckling med stigande alder.
Oavsett om det handlar om den mentala tallinjen som logaritmisk (Dehane, 2003) eller parallell
(Siegler och Booth 2004), eller utifran forskning med jamforelser av tvasiffriga tal som forsiggar
bade separat och parallellt (Berch, 2005), sa tyder det pa att processen med tvasiffriga tal kan bli
svar att bemastra och utgor en belastning for arbetsminnet om eleven inte natt fram i sin
utveckling.

Eleverna C1, C2 och C3 kunde inte identifiera véardet av ental och tiotal i uppgiften pa eftertestet.
Deras klasslarare var undrande 6ver om det berodde pa matematiska eller sprakliga svarigheter
da de tre har annat modersmal. Majligtvis har tva av dessa elever uppfattat nagon kritisk aspekt
da de lyckats med uppgift 2b i eftertestet som hanterar tiotalsévergangar baklanges.

Runesson (2005) foreslar ett antal fragor att stalla kring larandeobjektet efter en lektion. Tva av
dessa fragor ar: Vilka aspekter av larandeobjektet var i fokus? Var dessa aspekter mojliga att
urskilja? For de 3 elever som klarat uppgift 6 i eftertestet av de atta som raknats som elever i
behov av stdd kan de kritiska aspekternas varden ha 6ppnat upp for en forstaelse av platsvardet,
vilket innebér att larandeobjektet var i fokus och dess aspekter var mojliga att urskilja.
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Skillnader i svarigheter

Testen i sig visar inga storre skillnader mellan 1ag- och medel till hogpresterande elevers
svarigheter. Vad som tycks skilja mellan elevernas svarigheter ar hur langt de kommit i sin
utveckling av taluppfattning samt forstaelsen for olika begrepp och hur eleven kan formulera
forklaringar. Intervjun med elev B3 (s.34) ger ett visst stod for att det handlar om full medveten
forstaelse da denna klarat samtliga uppgifter pa eftertestet. Eleven uttrycker sig snabbt och sékert
i sina svar. Fuson och Briars (1990) menar att for att kunna utféra berakningar med olika
talsorter behover eleven forsta hur positionssystemet ar uppbyggt och att det ar nddvandigt att
lara ut dessa begrepp till barn istéllet for att endast skapa procedurer utan forstaelse for vart
talsystem.

Larandeobjektet

Ett larandeobjekt ska enligt Lo och Marton (2012) vara en odelad helhet och betonar att i
inledningsskedet fokusera pa skillnader istallet for likheter tills eleven har kunnat urskilja de
kritiska aspekterna av vad de skulle lara sig. Positionssystemet innehaller tre viktiga
komponenter; bassiffror, position och gruppering (grupper om tio enheter) som hér kan betraktas
som det direkta larandeobjektet. | studien fokuseras de tva senare delarna och bassiffrorna har
tagits for givna i for- och eftertest samt &ven delvis under lektionerna. Har har nollan som
bassiffra separerats fran de 6vriga siffrorna. Det indirekta larandeobjekt refererar enligt Lo
(2012) till formagan som skall utvecklas hur den larande ska behandla innehallet, vilket har
handlar om hur de olika delarna i positionssystemet forhaller sig till varandra. Eftersom
bassiffrorna lamnats utanfor kan vissa kritiska aspekter ha utelamnats for en fullstandig
forstaelse for vissa elever.

Dimensioner av variation

Tolkningen av de kritiska aspekterna har fokuserats utifran

platsvarde, dar dimensioner av variation visats som antal mdéjliga siffror inom varje talsort,
overgangar mellan talsorter samt vardet av talsorten fran hoger till vanster vard fem ental,
femkronor osv.

gruppering (enhet/antal)

antal; tal i utvidgad form, variation kring antal; tio stycken...

enhet; tal i kortform osv. ental, tiotal, hundratal...

nollans betydelse; som sjalvstaende siffra med vardet ingenting och vardehojare tillsammans
med andra siffror. Har fattas mojligen en forklaring av samtliga siffror i vart decimalsystem
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 vilka star for antal och kan so Cady, Hopkins and Price (2014) uttrycker det,
ateranvandas for att representera tal i olika storlekar.

Larares larande
Det finns flera poanger med att anvanda sig av variationsteorin och Learning Study som ett
verktyg. Dels fordjupas lararens/speciallérarens egna kunskaper om ett larandeobjekt och dels

oppnas vagar for ett tydligare larande for eleven da denna far mojlighet att betrakta ett objekt
fran olika hall. Pang och Marton (2003) uttrycker att lararen ska lara sig hantera larandeobjektet,
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inte enbart det specifika objektet utan larandeobjektet i allménhet. Att betrakta larande i detta
perspektiv 6kar mojligheterna till en djupare forstaelse av vad som ska laras.

Som blivande specialldrare kan jag se manga fordelar med att anvanda framfor allt
Variationsteorin som ett medel for att hitta nya sétt att hjalpa elever i behov av stéd. Modellen
kan bli ett verktyg att hjalpa svagpresterande elever da den enligt Lo och Marton (2012) visat sig
oka elevers larande och minska klyftan mellan hog- och lagpresterande elevers larande.

Forslag till fortsatt forskning

De kritiska aspekter som studien tar upp skulle kunna anvandas av andra for att sjalva utveckla
en vidare fordjupning i forstaelsen av positionssystemets uppbyggnad och finna flera aspekter att
vidareutveckla. Mojligen kunde forstaelse for begrepp sasom varde, platsvarde, talsort och enhet
utgora en sadan utveckling. Enligt Fuson och Briars (1990) behdver eleverna begreppsliga
strukturer for orden och talen och kunna relatera dessa begreppsliga strukturer till varandra och
till ord och tal.

Utifran delen om tidigare forskning (s.9) finns ett samband mellan positionssystemets
uppbyggnad och fardigheter inom addition och subtraktion. Cawley et.al. (2007) poéngterar att
eleverna maste fa en uppfattning om vad som hander da man utfor en addition med éverforing
eller subtraktion med vaxling. Har finns en mojlighet att soka kritiska aspekter kring sambandet
for att synliggdra svarigheterna.

Specialpedagogiska konsekvenser och implikationer

Studiens syfte har varit att finna konkreta atgarder for att hjalpa elever i behov av stod att fa
forstaelse for positionssystemet, vilket ar grundlaggande for en vidare forstaelse av matematiken.
Vad som framkom i studien var att elever och framforallt elever i behov av stdd behdver hjalp att
finna en helhetsbild av positionssystemet, dess delar och hur dessa delar &ar relaterade till
varandra. Med hjalp av de funna kritiska aspekterna kan pedagogen variera delarna med hjalp av
variationer i form av olika representationer. Studien tar i forsta hand upp hanterandet av
flersiffriga tal men en del elever kan behdva fa en sakerhet i hur bassiffrorna 0-9 anvands.
Positionssystemet som helhet bor betraktas utifran samtliga delar:

Bassiffrorna 0-9 med nollan som kan sta for 0 som antal eller som vardehdjare i ett flersiffrigt
tal, samt forstaelse for hur vi hanterar bassiffrorna i ett tiobassystem genom att borja om fran
borjan med tva siffror 10. (Jamfor exempelvis tvabas)

Begrepp som talsorter (tiotal, hundratal...) och platsvarde (siffrans véarde beroende pa placering i
talet).

Tiotalets betydelse som bade enhet och antal (att urskilja tiotalet som grupp om tio samt som
enheten ett tiotal)

Tillsammans med kunskap om elevens forforstaelse kan kritiska aspekter anvandas som ett
verktyg for en vidare utveckling av elevens taluppfattning nér det géller exempelvis decimaltal
och brak samt 6vriga delar inom matematiken.
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Bilagor

For- och eftertest Bilaga.1

1. Vilket tal kommer narmast fore 700?

2. Gor tva tal mellan 50 och 100 med hjalp av siffrorna 7,3,8,4. Klass A och B

2) Skriv talet som ér: Klass C
a) fyraental storre dn439........c.coiiiiiiiiiii
b) tva tiotal mindre &N 709..........c.oviiiiiiie e

De hogre talen gallde for klass A och C

3. Ungefar var ligger talet 75 (750) pa tallinjen? Satt ut en pil.
| |

I 1
50 (500) 100 (1000)

Forklara hurdu tankte..................o. ...

4.600+70+4 Vilket @rtalet?........oov i Klass A, B. Klass C
(fortest)
*4) Skriv talet sexhundrasjuttiofyra Klass B (eftertest)

Klass C for- och eftertest
a) med siffror................ooo
b) uppdelat i ental tiotal och hundratal.....................cooo i,
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5. Vad far du for tal om du gor talet 2
a)Tio ganger storre?
b)Hundra ganger stérre?

6. Vilket varde har 7 i talet 1772.......ocovveeeeeeeeeeeeeee
Vilket varde har L italet 1772 ...

T wer e xx ¥
Vﬁ%ﬁﬁﬁﬁﬁ

7. En bil har kort 5099 km. Hur langt har den kort om den kors 1 km till?
Forklara hur du tankte:.............cooiiiiiiiieee e (DI 3)

8.

tusental hundratal tiotal ental

A
B
C

Placera in talen s& siffrorna kommer i rétt ruta
A. 33 B.303 C. 3033

Klass B hade insattningar 3, 33 303 beroende pa aldersskillnaden
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Intervjuer klass B

Elev B2

3,30300

h: jag har tre tal har. kan du ldsa dem foér mig

f: trehundra trettio och tre

h. vad tanker du pa nar du ser de héar talen?

F: eh.. trehundratrettiotre

h: mm.. hur da menar du

F: de e ju tre hundra & s& lagger man pa de trean dar och de trean dar
H: vad ar det for skillnad pa treorna i talet

F: den har tva nollor, den har en nolla och den har noll nollor
H.vad betyder nollorna da

F: hundra

H: var? | bada talen?

Fro.....

H: om du tanker pa var de star ndgonstans

Fro

H: vad betyder egentligen den nollan och den nollan

F: de e hundratal tror jag

H: mm....

Om du lagger till ett pa dessa tal borja med det forsta 309+1
F: trehundratio

H: ja, vad hander med det talet om du lagger till ett

F: fyrahundra

H: kan du se nagon skillnad

F: det blir mycket storre

H:m...

kan du dela upp talet i delar

F:....ngj

H: vi tittar hdr s& sg du genast att det stod 333, men baklanges var svarare
F:mm...

Elev B1

L: kan du lasa vad det star har

B1: trehundra ..trettiotre

L: m... vad tanker du pa nar du ser de har talen

B1. att det &r treor och nollor och séant

L: att dom inte ser riktigt likadana ut

B1: Ja

L: vad &r det for skillnad pa treorna dar

B1: treorna... naa

L: varfor star nollorna dar

B1: Man bérjar med trean och sedan nollorna vad betyder den nollan?
B1: den betyder att det &r noll

L: noll vad for nagot

B1: Hm.. vet inte

L: har har vi tva stora tal. Kan du lasa dom ocksa? (309, 399)
B1: tre.....mm..hundra nittionio

L: vad hander om vi lagger till ett har vad &r talet da
B1: trehundraett

L:Kan du l&sa detta talet?

B1: trehundranittionio

L: vad hander om man lagger till ett har

B1: paus... trenittio ett nej trehundraett

L: vad tanker du pa nar jag sager hundra

B1: mm tvekar, nd jag vet inte

L: Hur manga siffror ar det i hundra

Bilaga 2
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B1l: tre

L: ochi tio

B1: tva

L: och entalen &r

Bl:ett... tretretre

L: ja har &r det tre. Kan du dela upp talet i delar, forstar du vad jag menar?
B1: néa...

L: visar pa 300 30 3 vad hander om man lagger ihop dessa tal vad blir det
B1: da blir det nat annat tal trehundratrettio och... tre

L: mm.

L: det hér talet &r inte uppdelat som det andra. Hur ska man gora for att dela upp det
B1: jag vet inte

H: ok

Elev B3

L: Kan du lasa vad som star dar

C: m... trehundratrettitre

L: vad tanker du nér du ser de har talen

C: jag tanker pa siffror

L: kan man jamfora dem pa nagot satt

C: menar du om dom &r lika?

L: &r det nagon skillnad pa de hér talen?

C: jatre har inga hundratal eller tiotal i sig. trettio har tretiotal i sig och trehundra har tre hundratal i sig
L: vad blir det for tal om man skulle gora ett tal av det?
C: trehundratrettiotre

L: kan du lasa de har talen

trehundranio och trehundranittionio

L: om du lagger till ett. Vad far du for tal da?
C: trehundratio

L: Om du lagger till ett dar vad far du da?

C: treh...fyrahundra

L: kan du dela upp det hér talet

C: hur menar du d&? jaha du menar ental och sé&
L:m..

C: 300 90 9

Klass A ca 6 veckor senare

-Kan du l&sa de hér talen for mig? 300 30 3

Léser talen trehundratrettiotre

-Vad tanker du pa nar du ser de hér talen?

-Att det &r hundratalen, det &r tiotalen och det &r entalen

-Mm...Vad é&r skillnaden mellan treorna i talen?

-300 har tvé nollor, 30 har en nolla och 3 har ingen

-Vad betyder nollorna da?

- De betyder ....Pekar pa nollan i tiotalet det har symboliserar tiotal, pekar pa 3 har finns ingen nolla sa det &r en
enkel trea typ... har pekar pa nollorna i 300 har symboliserar de hundra, med trean blir det trehundra

- Om du har 309 och lagger till 1 vad far du da? Testfraga 7 gallde att lagga till 1 till 5099 och elev svarade 6000
Utan beténketid - 310

- Om du lagger till 1 till 399? Utan beténketid 400
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Bilaga 3

Hur tankte eleverna?

Gronmarkerat indikerar felsvar eller inte helt korrekt. Svar markerat med * ar de lagpresterande

elevernas svar.

Tabell 1

En bil har kort 5099 km. Hur langt har den
kort om den kors 1 km till, A

C 5099 En bil har kort 5099 km. Hur langt
har den kort om den kérs 1 km till

En km till
5099+1
5099+1
5099+1
iz

Ett mer
1km+5099
*5099+1

Hoppal
5099+1
5099+1
99+1 & sen 5000

99+1=100
5099+1

*5100 jag tankte plus

*6000 +1

5099+1 sa tankte jag
5099+1=5100

Jag tog plus 1 sa blev det 5100
Jag tankte 5099+1=5100

Jag tankte 5099+1
5099+1=5100

5099+1=5100

5099+1=5100
Addition 5099+1=5100

5099+1=5100

B 109 km+1

*510

510 att man tar +1
5109 -

Jag tankte 1km
509+1=110
509+1

110 jag tankte plus 1 km
110 och sd la jag till en och da blir det 110

109+1 =110

109+1km=110

... sa kor den en km till alltsa 110
Jag tankte plus

5100. jag tankte 99+1

5100. jag tanker att eftersom det star 5099 sa
star det ju 99 Och sen en till sa e de 100

Inget svar

5099+1= 5100 sa tankte jag
5099+1=5100

5100 man lagger bara till 1 km
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