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The ability to interpret mathematical concepts is a prime concern in science in
general and physics in particular. The aim of this licentiate thesis is to
investigate and analyze upper secondary school students’ interpretation of
graphical and analytical representation of linear motion. The report presents a
study focused on 17 students from two upper secondary schools, located in
two different areas in Gothenburg. Video recording was arranged for
documentation of students’ activities. The observer was not present during
the recording. The collected material consists of about 10 hours video
recording divided into 20 sequences about 15 — 50 minutes each.

The task wused to approach students’ interpretations of graphical
representation of linear motion where related to a distance-time graph and
symbolic representation of linear motion where related to a distance-time
function.

The theoretical framework is based on constructivism, including the theory of
concept image and concept definition of Tall and Vinner and models of
conceptual change developed by diSessa and Chi.

The result shows that iconic interpretations were most prevalent among
students who used only everyday concepts to explain the phenomenon and
students who used relevant concepts to the tasks, but did not manage to apply
them correctly. The outcome further indicates those students’ alternative
conceptions about graphical patterns and distance-time graph can be
explained by ontological categorization of existing concept. There is evidence
to support that iconic interpretations could be stimulated and generated as a
result of student categorization of distance-time graph as an event, when in
fact graph such as distance — time graph or velocity — time graph are used to



describe and communicate phenomenon or processes. In this case conceptual
development could be specified when a concept has to be re-assigned to an

ontological lateral category.

Most students are comfortable in using distance function to calculate
difference quotient and average velocity in different intervals. Less than half
of student used the derivative to determine instantaneous velocity of the
object. Students’ concept image of the derivative of distance function is
related to instantaneous rate of change. Most students in this study have
acquired knowledge to link symbols and operations. There were cases where
students’ concept image was found to be incoherent to establish a link
between symbols and concepts in the proceptual - symbolic learning of

mathematical concepts.
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Kapitel 1 Inledning

Det hir arbetet grundas i ett intresse av att fi en insikt om svenska
gymnasieelevers kunskaper om matematiska representationer av ratlinjig
rorelse. Att det finns behov av att studera detta omride visar bland annat
resultaten fran PISA 2012. I den framkommer att svenska elevers kunskaper 1
bland annat matematik och naturvetenskap fortsatter att forsimras. Det
stirker behovet av mer forskning for att identifiera mojliga orsaker till
resultatnedgangen, men aven for att studera hur specifika innehall férstas av
eleverna. Med hjilp av vetenskapligt grundade resultat kan vi skaffa kunskaper
om elevers lirande som mojliggor att vanda den negativa utvecklingen och

mota framtida utmaningar.

Matematik dr en abstrakt vetenskap som stodjer sig pa generella samband och
relationer. Matematiska representationer, som till exempel diagram, histogram,
funktion, graf, tabell och symboler, underlittar vanligtvis var forstaelse av
abstrakta matematiska begrepp. En stor del av den information vi far i
vardagen formedlas via matematiska representationer. Att ha insikt i och
kunna anvinda sig av olika representationer ses som en central aspekt av
begreppsforstaelse  och  kunskapsbildning.  Matematik  och  flera
naturvetenskapliga dmnen uppfattas ofta som svara att lara, vilket kan bero pa
amnenas karaktir, men ocksa pa manga sammanhingande abstrakta begrepp

inbaddade i olika representationer.

Hur elever tolkar och resonerar kring olika matematiska representationer, som
anvands for att kunna forsta och analysera var omvirld, ar viktigt att studera
nirmare. Wittmann (2005) menar att representationer i kombination med
konkreta material dr det basta sittet att fOrbereda elever 1 att applicera

matematik pa mer generella situationer.

I matematikundervisning arbetar lirarna ofta med olika representationer for
att underlatta elevers forstielse av matematiska begrepp. Laromedel i1
matematik och naturvetenskap innehaller dessutom manga illustrationer
kopplade till olika begrepp och deras representationsformer. Till exempel

9



anvinds grafiska framstillningar, funktionskurvor och diagram av olika slag.
De férekommer bland annat for att introducera nya begrepp eller for att
studera samband, beroende och férindring.

Att elever ska lara sig olika representationsformer dr nagot som Skolverket
ocksa har tagit fasta pa. Det uttrycks i betygsnivaer och kunskapskrav samt i
vikten av att eleverna ska kunna kommunicera kring begrepp och vixla mellan
olika representationsformer. I kursplanerna for skolimnet matematik betonas
bland annat vikten av forstdelse avseende egenskaper hos representationer av
matematiska begrepp. 1 kunskapskraven fér matematikkurser enligt
kursplanen Gy2011, Ler 11 (utbildningsdepartementet, 2011) star féljande:

Eleven kan med viss sikerhet visa inneborden av centrala begrepp i
handling samt Oversiktligt beskriva innebérden av dem med niagon annan
representation. Dessutom vixlar eleven med viss sikerhet mellan dessa
representationer.

Undervisning ska syfta till att anvinda matematiska representationer for att
lira eleverna kommunicera matematik och koppla den till sin egen vardag. For
att kunna anvinda matematiken pa ett meningsfullt sitt bor elever dven kunna
tolka samband mellan olika representationer och kunna gora Gvergangar

mellan dem.

Internationellt sett har det genomforts ett flertal olika forskningsstudier med
syfte att underséka elevers konceptuella forstielse av matematiska
representationer, genom att bland annat studera hur tidigare kunskaper och
erfarenheter inverkar pa elevers tolkning av begrepp. Tidigare forskning har
stravat efter att identifiera och lyfta fram elevers alternativa tolkningar av
fenomen och processer beskrivha genom grafiska representationer. Ett
exempel dr s-t-graf och v-t-graf vid framstillning av rorelse 1 den klassiska
mekaniken. I Sverige har det under de senaste dren bedrivits
matematikdidaktisk ~ forskning som bland annat inriktat sig mot
gymnasielevers/studenters lirande av specifika begrepp inom bland annat
matematisk analys (Juter, 20006; Pettersson, 2008).

Med bakgrund i ovanstaende studeras i denna uppsats hur gymnasieelever pa
det naturvetenskapliga programmet tolkar matematiska representationer av
ritlinjig rorelse. Sarskilt fokus ldggs pa den enskilde elevens uttryckta
torstaelse av grafisk och analytisk representation av ratlinjig rorelse. Analys av
elevers arbete med grafiska fragestillningar utgar fran Chi & Slottas (1994,
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2006, 2012) ontologiska perspektiv pa begreppsutveckling samt teorin om
intuitiv kunskap utvecklad av diSessa (1993) och Elby (2000).

Analysen av elevers svar pa symboliska fragestallningar har gjorts med
utgangspunkt i Tall & Vinners teori (1981, 2004, 2008) om begreppsbild och
begreppsdefinition. De perspektiv som utgor studiens teoretiska ramverk har
utvecklats utifran en konstruktivistisk syn pa lirande och kunskapsbildning.

Studiens empiri utgors av data fran elever 1 tvd gymnasieskolor belagna 1 tva
olika stadsdelar 1 en svensk storstad. I studien ingir 17 gymnasieelever som
liser det naturvetenskapliga programmet 1 arskurs tva. Datainsamlingen
genomfordes under september 2012 — februari 2013.

Uppsatsens disposition innebir att forst presenteras studiens syfte med
fragestillningar och avgrinsningar, darefter uppsatsens teorietiska ramverk.

Avslutningsvis foljer resultat, analys samt diskussion och slutsatser.

Studiens syfte och fragestillningar

Syftet med denna studie dr att undersoka pa vilket siatt gymnasieelever
uttrycker sin fOrstaelse av matematiska representationer av ritlinjig rorelse.

Syftet besvaras via foljande fragestillningar:

1. Hur tolkar gymnasieelever grafiska och symboliska representationer av
ritlinjig rorelse?

2. Vilka begreppsbilder ger eleverna uttryck f6r?

3. Finns det urskiljbara samband mellan elevernas tolkningar av grafiska

respektive symboliska representationer?
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Fortydliganden och avgransningar

Denna studie ar i forsta hand fokuserad pa att finna foérklaringsmodeller till
varfor elever tycks tolka samma specifika begrepp olika, vilket sker genom att
elevers tolkningar vid elevgruppers samtal analysera.

I den kvalitativa forskningstraditionen lidggs tonvikt vid bland annat att
analysera elevers/studenters folkningar och forstaelse av begrepp. Dirfor dr det
av stor betydelse hur forskaren forhaller sig till dessa begrepp. I detta avsnitt
foljer en redogorelse om hur jag har valt att fortydliga termerna tolkning och
forstaelse.

Vi minniskor forefaller vara beroende av tolkningar for att orientera oss i
tillvaron. Att tolka ett begrepp kan ses som den enskilde individens f6rsok att
reda ut och uttrycka sig om begreppet och om de aspekter som individen
anser vara relevanta. En tolkning dr beroende av nagon slags insikt, nagon
slags forstaelse. For att tolka gront falt pa en karta som vegetation behéver vi
ha utvecklat en forstielse for skog. Men skiljelinjen mellan tolkning och
forstaelse 1 forskningslitteraturen ar inte tydlig, det ar en svar distinktion att
gora.

Det finns ménga sitt att beskriva forstielse. Forstaelsen enligt diSessa (1993)
relaterar till distinktionen mellan omstindigheter kring ett problem och
vetenskapliga modeller och principer som ér relevanta for losning av
problemet. Han argumenterar fOr vikten av intuitiva tolkningar som en
utgangspunkt for utveckling och djupare begreppsforstaelse.

For Tall & Vinner (1981) dr forstaelsen starkt forknippad med utvecklingen av
begreppsbilder och att djupare forstielse kan nis da individen konstruerar
begreppsbilder som ér helt eller delvis koherenta med formella matematiska
begreppsdefinitioner.

Min utgangspunkt i analysen av det empiriska materialet dr antagandet att
elevens begreppstorstaelse styrs av begreppsbilder som i sin tur genererar
tolkningar som verkar vara trovirdiga for individen i en specifik situation. For
att synliggora elevers begreppsforstielse, genom att lyfta fram och analysera
tolkningar eller uttryckta forstaelse, krivs att de elevtolkningar som tas upp i
analysen har barkraft i ett specifikt innehall. Elevtolkningar som analyseras
utgors av elevers utsagor under gruppsamtal vilket dokumenterades genom
videoupptagning (cirka 10 timmars videoinspelning, uppdelade 1 20
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videosekvenser om vardera 15-50 minuter), samt skriftliga svar och
anteckningar som eleverna producerade vid gruppsamtalen. Detta innebir att
analysen av elevens tolkningar avgriansas till vad den enskilde eleven uttalat sig

om och antecknat under ett samtal.

I arbetet anviands termen alternativa uppfattningar i de fall eleverna uttryckt
en uppfattning som inte dr densamma som den formella inneborden. Det gors
tor att undvika termen missuppfattningar som antyder att eleven har ett
telaktigt antagande. I detta arbete analyseras inte om eleven har korrekta eller
felaktiga antaganden. Det som ska lyftas fram och analyseras ir istillet olika

aspekter av elevers uttryckta forstielse av specifika matematiska innehall.
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Kapitel 2 Teoretiska utgangspunkter

Studiens teoretiska ramverk utgar frin ett konstruktivistiskt perspektiv.om
lirande och kunskapsbildning. Till den konstruktivistiska traditionens
grundidéer hor uppfattningen att individen konstruerar kunskaper utifran sina
erfarenheter 1 ett samspel mellan sinnesintryck och férnuft (Wyndhamn,
Riesbeck & Schultz, 2000).

Ramverket utgir dels frin teorin om intuitiv kunskap och begreppsutveckling
utarbetad av diSessa (1993) samt Chi & Slotta (1994, 2013) och dels fran Tall
& Vinners (1981) teori om begreppsbild och begreppsdefinition samt Tall &
Grays (1994) om tre matematiska virldar.

Presentationen av teoretiska ansatser kompletteras dessutom med vigval 1
studien i kombination med att terminologin fortydligas. Syftet dr inte att
innefatta alla aspekter av de presenterade teoretiska ramverken. Texten ska ses
som en presentation av de delar som ir relevanta fOr uppsatsens teoretiska
grund.

Begreppsutveckling, intuitiv kunskap och
grafiska representationer

Avsnittet behandlar de teorier som ligger till grund f6r analys av elevers arbete
med grafiska och symboliska fragestillningar. Med utgangspunkt i
konstruktivistiska ansatser redogor jag for hur jag valt att forhalla mig till och
presentera teorier fOr begreppsutveckling, intuitiv kunskap och grafiska

representationer.

Begreppsutveckling

Enligt Ernest (1998), grundas den konstruktivistiska synen pa minniskans
lirandeférmaga och kunskapsbildning delvis pa Piagets (1929, 1930, 2000)
antaganden om att kunskap konstrueras aktivt av individen genom att tolka
nya erfarenheter utifran ett redan existerande kognitivt schema. Piaget var
bland annat intresserad av hur begrepp utvecklas hos barnet, darfér kallas
hans teori enligt Arfwedson (1998) internationellt {61 genmesisk epistemologi (pa
svenska genetisk strukturalism). Termen epistemologi harstammar enligt
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Hartman (2003) fran grekiskans episteme, vilket 6versatts med kunskap. Ordet
genetisk har hir betydelsen uppkomst eller ursprung.

De grundliggande mekanismerna for lirande och kunskapsutveckling for
Piaget var mekanismen for adaption eller anpassning. Stensmo (2007) beskriver
att Piaget anvander termen adaptation for att beskriva hur manniskan genom
en aktiv kognitiv process anpassar sig till forindringar och nya erfarenheter.
Adaption innefattar tva sammankopplade kognitiva processer; assimilation och
ackommodation. Genom assimilation inforlivar individen alltmer kunskap med
sina bifintliga tankestrukturer (schema) utan att tankestrukturerna sjilva
behover férandras. Ackommodation innebar att strukturerna omstruktureras
sa att de blir mer anpassade for att hantera nya erfarenheter pa ett sitt som
inte var mojligt med tidigare tankescheman. Genom upprepade

ackommodation uppratthalls jimvikt.

diSessa et. al. (1994) skriver om Piagets kvalitativa intervjuer med barn i

aldrarna 4 — 13 ar och deras tankar och idéer om bland annat naturfenomen:

Following Piaget’s repeated demonstrations that children think about the
world in very different ways than adults, educational researchers in the late
1970s began to listen carefully to what students were saying and doing on a
variety of subject-matter tasks. (diSessa et. al. 1994, sid. 4)

Dessa studier visade att barn inte tanker si strukturerat och utvecklat som
liraren foérmodar, utan utvecklar, utifran sina egna referensramar, andra sitt
for att forstd och beskriva hur virlden fungerar. Insikterna kom att fanga
manga forskares intresse och det blev boérjan till den forskning som bland

annat handlar om att ge beskrivningar av begreppsutveckling och dess status.

Begreppsutveckling har varit ett starkt inslag i forskningen om lirande av
vetenskapliga begrepp  (Treagust & Duit, 2008). Forskning om
begreppsutveckling har bland annat rort grundliggande fragor om vad ett

begrepp egentligen avser och vad som forindras.

Begreppet begrepp hor till vetenskapliga teorins grundelement och ar vasentligt
inom savil teoretiska som praktiska omraden. Inom naturvetenskap anvands
begrepp for att etablera en grund for vetenskapligt resonemang och teorier
som syftar till att forklara naturfenomen. Holton havdar att ”A concept is
useless if it does not appear in relation to other concepts, or if we fail to
support it with clear definitions, “(Holton 1952, sid. 221). Holton
argumenterar for vikten av begreppens definition och hivdar att
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begreppsdefinitionen anvands av vetenskapsmin for att kommunicera och na
gemensam forstdelse. Galili & Lehavi (20006) skriver att naturvetenskap tolkar
virlden i termer av begrepp sammankopplade inom teorier som syftar till att
torklara naturfenomen.

Inom ett begreppsinriktat perspektiv pa lirande éterfinns olika teoretiska
inriktningar och ansatser. De perspektiv som inkluderats i studiens teoretiska
ramverk ar; det epistemologiska, det metafysiska samt det kognitivistiska
perspektivet, Chi (2013).

Det epistemologiska perspektivet pa begreppsutveckling tar sin utgangspunkt i
kriterier for skillnad. Var uppfattning om hur virlden ir beskaffad och hur vi
forstar oss pa den omfattar tre ontologiska “/laterala” kategorier; mentala
tillstand, materia och processer, Chi (2013), se figur 1.

Mental States Entities Process
Abstract, In one’s mind Can be contained Oceurring over time
Can have color
Can have volume
Sequential Emergent
“has (a) causal “has no causal
agent(s)” !
Objects Substances gentls) agent(s)
“has shape™ “takes shape”
“can be thrown™ “can change state™
Procedure Events
Artifacts Living Beings Water :
“non-responsive” “responsive” m Evolution
“eannot reproduce™ “can reproduce”

| Plants

‘ Furniture H Toys

[ ] [

| Robins

‘ | Animals Distinet ontological trees: hierarchical and lateral categories within a tree
and between trees. Drawing by Thomas Lingefjard after Chi, M. (2013).
Two kinds and four sub-types of misconceived knowledge, ways to
change it, and the learning outcomes. In S. Yosniadou (Ed.), International
handbook of research on conceptual change (2nd ed., pp. 49-70). New

York, NY: Routledge Press.

‘ Reptiles

| Fish |

Figur 1 Begreppsutvecklingens ontologiska antagande Chi (2013)

| Gavials |

‘ Platypus, whales

Minniskan skapar, i ett tidigt skede, grundliggande ontologiska uppfattningar
om hur virlden ar uppbyged. Genom iakttagelser av foreteelser utvecklar hon
ett schema dir begrepp fir sin inneb6rd och ontologisk tillhérighet. Vi lar oss

begrepp
kategoritillhorighet. Fragan ”Hur mycket viger VM i fotboll?” later helt apart.

inte bara en massa utan dven begreppens ontologiska

Hur mycket ett foremal viger uppfattas som en materialegenskap som tillhor
kategorin Entities, medan VM 1 fotboll kategoriseras som en hindelse Event.
De tillhor olika kategorier och kan inte skapa ett begripligt sammanhang.
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Chi & Slotta (1994) refererar till tidigare studier som har visat att narliggande
underkategorier 1 en och samma gren uppfattas som ontologiskt skilda laterala
kategorier. Till exempel har de flesta barn (5-6 ar gamla) en uppfattning om
skillnaden mellan artefakter och levande ting. Begreppsutveckling, utifran ett
epistemologiskt perspektiv, beskrivs som en process genom vilken vi tilldelar
begrepp skilda ontologiska kategorier. Denna stindigt pagaende process sker

inom oss och stravar efter att tolka nya situationer och gora dem begripliga.

Det metafysiska perspektivet pa begreppsutveckling betonar vikten av var
uppfattning om de vetenskapliga begreppens natur. Chi (1994, 2005) havdar
att elevernas svarighet att lira sig naturvetenskapliga begrepp kan sokas ur
laterala kategoriers ontologiska karaktir. Ett vialdokumenterat fenomen ar
elevuppfattningar som kategoriserar ljus eller elektrisk strém som materia. De

vetenskaplig beprovade teorierna beskriver daremot elektrisk strom och ljus

som processer Chi (2013, sid. 57).

Misconceptions result from commitments to an inappropriate ontology. It
is difficult through any stages of mental transformation to change one’s
fundamental conception from a substance to a process (Chi & Slotta, 2000,

sid. 263)

Begrepp forstas utgaende fran de kategorier som de ingar i. Nir ett begrepp
tilldelas en viss kategori Gvertar det alla egenskaper som hor till den kategorin.
Vissa alternativa uppfattningar ar extremt resistenta mot forandringar vilket

kan bero pa felaktigt kategorisering av begrepp.

Thus, we propose that, in order to achieve radical conceptual change, we
need students to make a category shift by assigning a concept to an
alternative lateral category so that concept can inherit the dimensions of this
alternative category. (Chi, 2013, sid. 59)

Begreppsutveckling, utifran det metafysiska perspektivet, beskrivs som
omstrukturering av begrepp OGver ontologisk laterala (icke hierarkiska)
kategorier. Forstaelse av vetenskapliga begrepp dr speciellt svirt eftersom
processen ibland kriver en forindring av begreppets tillhorighet tvirs igenom
skilda kategorier Chi & Slotta (1994).

Ibland kan en kognitiv konflikt skapa férutsittning for en sadan
omstrukturering. En kognitiv konflikt uppstir pa grund av att individens
uppfattning eller det denne har lirt sig visar sig vara otillrickligt for att
torklara en specifik situation eller att uppfattningen leder till en paradox. Med
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en konstruktivistisk terminologi kan kognitiva konflikter ses som brytpunkten
mellan assimilation och ackommodation. En kognitiv konflikt ses ofta som
positiv och 6ppnar for nya idéer da individen ifragasitter sin nuvarande

tolkning.

Limén (2001) sammanstiller forskning om eventuella samband mellan
konfliktbaserade tester/undervisningsmetoder och lirande av begrepp och
hivdar att angreppssittet kan ha positiva effekter vilket frimjar djupare
forstaelse av matematiska och naturvetenskapliga begrepp.

Det kognitivistiska perspektivet pa begreppsutveckling tar sin utgangspunkt i
identifierbara kvalitativa skillnader mellan individens (alternativ tolkningar,
kunskapssystem) och vetenskapliga modellers eller expertens beskrivning av

ett fenomen.

Svaret pa fragan om vad elektrisk strom egentligen ar, utifran det metafysiska
perspektivet, kan uppfattas som individens beskrivning av ett vetenskapligt
begrepp. Frigan om varfor ett foremadl faller till jorden beror daremot
individens uppfattning av en foreteelse. Den senare fragestillningen fokuserar
inte pa ett specifikt vetenskapligt begrepp och avslojar inte vilket eller vilka
begrepp som idr relevanta. Den efterlyser istillet individens tolkning av ett
fenomen och individens dberopande av de resurser som denne har

tillférfogande for att foérklara fenomenet.

Utifran ett kognitivistiskt perspektiv kan begreppsutveckling ses som en
process som stravar efter en gradvis Okning 1 O6verensstimmelse mellan
alternativa idéer och vetenskaplig beprévade teorier (diSessa, Elby &
Hammer, (2002). Elevers/studenters uppfattningar om kraft och Newtons
lagar 1 klassisk mekanik ar bland de mest dokumenterade. Andersson (2001)
nimner som exempel att det dr vanligt att elever uppfattar att kraft alltid ar
riktad efter hastighetsriktning eller att gravitationskraften inte har ndgra
effekter pa stillastaende féremal eftersom de inte ror sig.

Carey (1985 & 1999) foreslar standardmodellen for begreppsutveckling.
Modellen foreslar tva olika faser; svag omstrukturering (weak restructuring)
eller stark omstrukturering (strong restructuring), med rotter i kognitiv
psykologi. Svag omstrukturering sker nar ny kunskap liaggs till den befintliga
kunskapsbasen. Denna typ av begreppsforstielse innebir inte rekonstruktion
av kunskapsstrukturen utan ar ett sitt att berika den. Enligt Carey, sa kan svag
omstrukturering innebira ny ordning eller ny relation mellan redan existerande
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begrepp. Denna fas av begreppsuppfattning anses inte leda till en forindring

av begreppets innebord och definition utan leder snarare till en férandring av

begreppets tillimpbarhet och relationen till andra nirliggande begrepp.

Ibland, for att kunna tolka nya erfarenheter, krivs en rekonstruktion av

befintlig kunskapsstruktur. Denna form av begreppsutveckling anses vara en

mer fundamental, betydande forindring, Careys term for denna form av

torandring 4r stark omstrukturering och hon menar att lirande av

naturvetenskapliga begrepp 1 litteraturen ofta beskrivs som just stark

omstrukturering. Tabell 1 dr en sammanstallning av ovan nimnda perspektiv

pa begreppsutveckling.

Tabell 1 Jamforelse mellan Chis, Careys och Piagets perspektiv pa typ (grad) av

begreppsutveckling

Typ av Chi & Slotta Carey (1985) Piaget (1929, Situation

begreppsutveckling | (1994, 2005) 1930, 2006)

Svag Tilldelning av Kunskaps- Individen inforlivar | Barnet

begreppsutveckling | begrepp éver ackumulation kunskap med sina | uppfattar att
ontologiska som inte bifintliga nar man
kategorier behover tankestrukturer multiplicerar
Begreppets omstrukturering | utan att tanke- tva tal fas ett
ontologiska Det sker en strukturerna resultat som ar
tillhorighet svag sjalva behover storre &n bada
skiftas mellan omstrukturering | férandras talen(schema)
narliggande som kan leda till | (assimilation). exempelvis
underkategorier | en ny ordning 3-4=12

eller ny relation

12 ar stérre an

mellan redan bade 3 och 4.
existerande
begrepp
Stark Begreppets Det sker en Befintliga Senare
begreppsutveckling | ontologiska fundamental strukturer behover
tillhorighet stark omstrukturerar sig | barnet
skiftas mellan omstrukturering | sjalva sa att de utveckla en
skilda laterala forandring av blir mer forstaelse for
kategorier befintlig anpassade for multiplikation
kunskaps- hantering avnya | med tal mellan
struktur erfarenheter pa noll och ett

ett satt som inte
var mojligt med
tidigare
tankescheman
(ackommodation).

Min utgangspunkt, mot bakgrund av de teoretiska perspektiv som har

redovisats ovan, dr att intuitiva idéer ar ett aterkommande inslag i individers
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interaktion med grafiska representationer av rorelseforlopp. Dessa idéer ar en
toljd av kognitiva aktiviteter som genererar och tvingar fram de nédvindiga
teorier som individen sedan anvinder sig av som férklarningsinstrument i en

viss situation.

Empiriska material analyseras utifran olika perspektiv pa begreppsutveckling.
Det epistemologiska perspektivet anviands nir elevernas ontologiska
begreppskategoriseringar analyseras. Det metafysiska perspektivet anvinds i
syfte att identifiera eventuella alternativa elevuppfattningar som moijligen kan
torklaras genom felkategorisering av begreppens ontologiska tillhorighet. Det
kognitivistiska perspektivet anvands for att ge en mojlig beskrivning av elevers
arbete 1 ljuset av alternativa idéer och for att forklara eventuella kvalitativa

skillnader i elevers svar pa uppgifter.

Intuitiv kunskap

Forskning har visat att individen genom vardagserfarenheter utvecklar
alternativa referensramar om den fysiska varlden som omger oss (McCloskey,
1983; Clement, 1985; diSessa, 1993; Smith, diSessa & Roschelle, 1993; Arons
1997). Fram tll 2004 har over 6000 studier dokumenterats som visar pa
clevers/studenters alternativa och delvis resistenta forestillningar inom
matematik och naturvetenskap (se Duit, 2004), och vikten av att, exempelvis
genom undervisning, konfrontera elevers alternativa uppfattningar (Slotta&
Chi, 2006 sid. 262). Vidare framkommer att alternativa idéer ibland kan vara
inkompatibla med vetenskapliga modeller och teorier (McDermott, 80 & 81;
diSessa, 1983; diSessa, 1988; Minstrell, 1992; Pfundt & Duit, 1993; Hammer
1996, Hammer 2000; Andersson, 2001; McDermott 2005; Andersson 2008).

Internationellt finns det manga olika benimningar pa individens alternativa

uppfattningar om vardagsfenomen, bland annat barns vetenskap, alternativa
idéer, intuitiva idéer och sunda fornuft. I Towards an EpistemologyofPhysics
(1993), foreslar diSessa ett teoretiskt ramverk for beskrivning av intuitiva
representationer av vardagsfenomen. Killan till vira vardagsforestillningar,
enligt diSessa utgbrs av en rad vilutvecklade intuitiva idéer om foreteelser,
som diSessa kallar f0r Phenomenological primitives” eller p-prim. P-prims ar
generaliserbara och pa sa sitt skiljer de sig fran viara minnen av hiandelser. P-
prims dr ocksia annorlunda dn kunskap om vetenskapliga teorier da detta
innebir en medvetet avsiktlig handling med ett mal i sikte. Namligen att lira
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sig teorin medan p-prims byggs upp och utvecklas omedvetet, mindre
formellt, intuitivt och utan att ha ett specifikt mal.

En p-prim kan vara mer eller mindre fungerande, den kan med andra ord vara
delvis kompatibel med vetenskaplig beprévade teorier. Att cykla i motvind ar
mer anstringande (p-prim: man maste anstringa sig mer nar motstandet blir
storre). Eller rorelse med konstant hastighet kraver konstant kraft (p-prim: det
verkar alltid en kraft i foremalets rorelseriktning, vilket inte ar i linje med
Newtonska mekaniken). Gravitation verkar endast pa féremal 1 luften (p-prim:
ingen rorelse ingen kraft, inte heller ar Overensstimmande). En p-prim ar
generaliserbar eftersom den anvinds av individen i olika sammanhang. Utan
att ha varit med om en jordbavning kan vi litt avgora att vi inte skulle vilja
vara med om en jordbavning pa nira hall (p-prim: desto narmare en killa man
kommer desto storre blir effekten av den). En p-prim kan vara korrekt men
anvindas i fel sammanhang. Att det blir varmare pa sommaren betyder inte att
jorden kommer narmare solen vilket ar ett vanligt forekommande svar nar
minniskor ombeds att forklara temperatur relativt arstider. En samling p-
prims utgor forsta och mest elementira kunskapssystemet som diSessa kallar

tor 7 the intuitive physical sense of mechanisn?”.

The intuitive sense of mechanism contributes substantially to understanding
school physics. (diSessa 1993, sid. 105).

diSessa havdar att alla p-prims ar virdefulla och nédvindiga och att ingen av
dem 4r missuppfattningar som behover tas bort. Ibland behover en p-prim
modifieras, forstirkas eller generaliseras. Han anvinder sig ocksd av
beteckningen kunskapsbitar, intuitiva uppfattningar eller svarpaverkade falska
intuitioner som synonymer till p-prims.

Grafiska representationer

I litteraturen férekommer varierande beskrivningar om vad en representation
avser. Enligt Wittmann (2005) dr representationer, vanligen strukturerade
system med starka kopplingar till teorier. De kan ses som konstruktioner vilka
linkar samman abstrakt och konkret matematik. En representation ir en slags
konfiguration, som helt eller delvis motsvarar, symboliserar eller representerar
nagonting annat (Janvier 1987; Goldin & Kaput, 1996; Goldin, 1987). En
representation dr “nagot som star for nagot annat” (Duval 2000, s.103). Ett
toremals hastighet eller acceleration som framstalls genom en s-t- graf kan
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bestimmas fran grafens lutning, ndgot som inte explicit framgar av den

grafiska representationen.

Grafiska representationer som till exempel funktionskurvor och diagram ger
elever upplysningar om sambandet mellan tva eller flera variabler. Grafer
anvinds ocksa for att studera specifika situationer dar olika villkor
torekommer (Leinhardt, Zaslavsky& Stein, 1990). Ibland stoter elever pa
begrepp som dr rent grafiska till sin natur, siasom punkter, linjer,
extrempunkter, intervall eller specifika begrepp som beskrivs genom grafen.
Fardigheten att tolka grafer ar darfor en viktig forutsattning for att kunna
forsta ett amnesomrade och for att kunna relatera det till specifika situationer

(Berg & Smith, 1994).

Friel et al. (2001) anvinder beteckningen within-context for grafiska
representationer dar koordinataxlarna dr exempelvis mitbara storheter. Friel
refererar till Cerpenter och Shah som foreslar att forstaelse for grafen kan ses
som en integrerad sekvens av flera processer: (a) perceptuella processer for
igenkanning av grafiska monster; (b) perceptuella processer som opererar pa
grafiska representationer och skapar kvalitativ/kvantitativ. mening (c)
konceptuella processer som 6versitter de visuella attribut som forekommer i
form av storheter, skalor och symboler till relevanta begrepp. Perception eller
sinnesaskadning ar ett psykologiskt begrepp som anvinds for att beskriva och
tolka sinnesintryck. Perceptionsprocessen omvandlar vira sinnesintryck till
begriplig och hanterbar information.

Friel havdar att dataanalys med hjilp av grafiska representationer dar eleven
sjalv tar sina matvirden och placerar dessa i en graf kan frimja djupare, mer

flexibel och generaliserbar forstaelse av grafen och dess tillimpningar.

Graph instruction within a context of data analysis may promote a high
level of graph comprehension that includes flexible, fluid, and generalizable
understanding of graphs and their uses. (Friel et al., 2001, sid 133)

Friel argumenterar for tre olika nivder av individens forstdelse vid interaktion
med grafiska artefakter; lisa data, lisa mellan data och lidsa bortom data. Att
lasa data kan innebdra avkodning av symboler och forkortningar f6r enheter
och storheter. Att lisa mellan data innebdr att individen har formaga att
relatera storheter/begrepp pa koordinataxlarna till varandra och kan skapa en
uppfattning om sambandet mellan aktuella begrepp. Att ldsa bortom data ar

att sitta grafen i ett verkligt sammanhang, 6versitta data, skapa nya
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representationer samt formaga att vixla mellan olika representationer inom

samma kontext.

Ett flertal studier har gjorts 1 syfte att identifiera och beskriva
elevers/studenters uppfattningar av grafiska artefakter. Forskning har visat att
intuitiva uppfattningar ar vanligt forekommande vid tolkning av grafiska
framstallningar inom matematikimnet (Janvier, 1978; Clement, 1985;
Goldberg, 1989; Nemirovsky & Rubin, 1992; diSessa, 1991; Beichner, 1994;
Berg & Philips, 1994; Nemirovsky, 1994; Graham & Sharp, 1998; Goldin,
1998; Elby 2000, Sherin, 2001; Teuscher& Reys, 2010). Duval (2006) hivdar
att intuitiva forestillningar kan utgoéra en del eller delar av individens
uppfattning av en representation, exempelvis en graf. Dessa tolkningar och

forestillningar kan synliggtras nir de uttrycks verbalt eller skriftligt.

Janvier (1987) argumenterar for vikten av att kunna utféra transformationer
mellan representationer i matematik, och menar att det huvudsakligen finns
fyra olika typer av representationer; text, tabeller, grafer och formler
(symboler). Representationer anvinds for att kommunicera och for att

vidareutveckla matematiska kunskaper.

Elby (2000) argumenterar for en speciell form av p-prim som vanligen
aktiveras vid interaktion med grafiska framstillningar. Elby kallar denna

kunskapsform for ”What-you-see-is-what-you-get”, eller WYSIWYG:

In my view, that's because the hill mistake and similar iconic interpretations
spring, in part, from the activation of a cognitive structure, specifically, an
intuitive knowledge element I call What-you-see-is-what-you-get, (Elby,
2000, sid. 483)

Elby havdar att ikoniska uppfattningar beror delvis pa aktivering av en
kognitiv struktur, en speciell intuitiv kunskapsform som han kallar for
WYSIWYG (intuitiv kunskap om representationer, min 6versattning).

I en studie, Elby (2000), ombeds eleverna beskriva en v-t-graf som visar en
cyklists fard. Se figur 2.
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Figur 2 En cyklist fard. (Elby, 2000, sid. 487).

Vissa elever i denna studie framférde att cyklisten trampar cykeln over en
kulle. Grafen wvisar att cyklistens hastighet varierar under det givna
tidsintervallet. Forst 6kar hastigheten vid tiden t;, darefter minskar den och

vid tiden 1, har cyklisten samma hastighet som tidigare. Det kan exempelvis

vara da cyklisten kér om en annan cyKklist.

Minniskans formédga att abstrahera information ur grafiska artefakter kan
verka framgangsrikt da vi till exempel tolkar kartor. Bilden nedan visar en
topografisk karta av Hawaii vilken illustrerar bland annat terringens
hojdskillnader och vegetation.

Figur 3 En topografisk karta 6ver 6n Hawaii (Wikipedia).

De flesta barn 10-12 ar gamla, har en valutvecklad férmaga att tolka och forsta
abstrakta grafiska artefakter, exempelvis ytors fysiska former i topografiska
kartor. Vissa representationer inkluderar dessutom speciella attribut som
snabbt fingar upp var uppmirksamhet. Elby kallar dessa egenskaper for
Compelling visnal attributes. Dessa refererar till alla visuella egenskaper och
nyanser som dr inbaddade i grafiska representationer till exempel horn, kanter,
konturer etc.

My claim is that, even though what-you-see-is-what-you-get is not cued
strongly in all contexts, it is cued strongly with respect to the compelling
visual attribute of a representation. (Elby, 2000. sid. 484)
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Vilka av dessa visuella egenskaper som uppmirksammas foérst ar starkt
kontextberoende. Elby menar att intuitiv kunskap om representationer ar
nodvindig att ha och verkar i de sammanhang dar till exempel grafiska
representationer forekommer (Elby, 2000. sid. 483). Kohl (2001) betonar att
WYSIWYG ir en speciell form av p-prim som aktiveras vid interaktion med
grafiska representationer:

The over-literal readings call to mind the ”what you see is what you get”
(WYSIWYG) knowledge element proposed by Elby (2000), where students
interpret a representation in the simplest, most literal way possible (a bump
on a graph corresponds to a hill). This WYSIWYG element is a
representational analog of the phenomenological primitives (or p-prim)
described by diSessa (1993) which include such basic reasoning elements.
(Kohl, 2001. sid 107)

Elbys WYSIWYG uppfattar jag som en utvidgad beskrivning av diSessas p-
prim, det vill siga ett speciellt kunskapselement som vi manniskor utvecklar

genom dren for att tolka och forsta diagram, kartor, ritningar, kurvor, etcetera.

Begreppsbild och begreppsdefinition

Tall och Vinner (1981) anvander beteckningen begreppsbild for hela den
kognitiva strukturen som ar associerad med begrepp.

”We shall use the term concept image to describe the total cognitive
structure that is associated with the concept, which includes all the mental
pictures and associated properties and processes. (Tall & Vinner 1981.
sid.152)

Definitionen inrymmer individens tolkningar och forstielse av begrepp. Den
innefattar alla de processer, egenskaper samt mentala bilder som individen
associerar till begreppet. Aven individens intuitiva idéer om begtreppet ifriga
innefattas i strukturen. Intuition enligt Tall (1991) dr kognitiva strukturer
influerade av individens tidigare erfarenheter.

Intuition is a global resonance in the brain and it depends on the cognitive
structure of the individual, which in turn is also dependent on the
individual’s previous experience. (Tall, 1991. sid 5)

Begreppsdefinition (concept definition) dr enligt Tall & Vinner (1981) en
beskrivning av ett begrepp 1 sitt sprakliga uttryck, en fras som matematiker
eventuellt anvinder for att specificera ett begrepp. “We shall regard the
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concept definition to be a form of words used to specify that concept”(Tall &
Vinner, 1981. sid. 152). Mahinda anvander sig nagon av fel fras for att
definiera eller beskriva ett begrepp. De begreppsbilder vi anvander oss av for
att hantera matematiska begrepp skiljer sig ofta fran formella matematiska

definitioner.

Vidare menar Tall & Vinner att varje individ genererar en begreppsdefinition
for sin egen begreppsbild, begreppsdefinitionsbild (concept definition image).
Den betecknar en individs definition av begrepp. Enligt Tall & Vinner ar
denna definitton en del av en mer omfattande begreppsbild. Vanligtvis har
individen skapat en begreppsbild innan han/hon stéter pa nigot begrepp och
det dr inte alls sikert att elever/studenter nigonsin tar till sig den formella
begreppsdefinitionen. Det kan, enligt Tall och Vinner, forsvara forstaelse av
mer abstrakta matematiska begrepp lingre fram. Elever och studenter har i
regel med sig icke matematisk forforstaelse av de begrepp de stoter pa i
matematiken. Denna forforstdelse kan vara vildigt varierande och har starka

kopplingar till erfarenheter.

Tall & Vinners teori om begreppsbild och begreppsdefinition ar ett relevant
analysverktyg for att undersoka elevers begreppsbilder av de begrepp som tas
upp 1 denna uppsats. Detta kan mojligen synliggbra hur vil
begreppsdefinitioner ar integrerade i elevers begreppsbilder, vilket enligt Tall
& Vinner ar nédviandigt for att specificera och forsta begrepp. En moijlighet ar
att undersoka i vilken utstrickning eleverna behirskar definitionen av de
begrepp de anvander sig av, till exempel graf, lutning, funktion och derivata,
samt hur elevernas forstaelse av begreppsdefinitioner paverkar deras

resonemang och slutsatser.

Tall (1991) havdar att matematiskt tinkande ar helt relaterat till de kognitiva
processer som ger upphov till matematisk kunskap. Begreppsutveckling ses
som forindring av individens begreppsbild. Tall (2004) foreslir modellen tre
matematiska virldar, 1 syfte att beskriva den kognitiva utvecklingen som
gestaltar matematisk forstielse. Grunden till modellen ir tva egenskaper hos
minniskan som Tall kallar for set-before och met-before. Set-before ar

egenskaper som vi har i generna nar vi fds.
I use the term ‘set-before’ to refer to a mental structure that we are born

with, which may take a little time to mature as our brains make connections
in early life. (Tall, 2008. sid 12)
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Enligt Tall (2008) sa ger set-before oss férmaga att

e Kinna igen monster, likheter och skillnader
e Repetera sekvenser och handlingar tills dessa blir automatiserade.
e Kunna beskriva foreteelser sprakligt samt for att kunna férfina metoder

som vi anvander da vi resonerar kring dessa foreteelser.

Med met-befores menar Tall de samlade erfarenheter och kunskaper som
individen har infér en ny situation. Hur vi tolkar en situation beror pa vilka
met-befores vi har. ”I define a met-before to be ‘a current mental facility
based on specific prior experiences of the individual.”(Tall, 2008. sid. 12)

Met-befores skiljer sig framfor allt mellan individer genom den kognitiva niva
som individen har uppnatt och som kommer till uttryck i en specifik situation.
En cirkel exempelvis, kan uppfattas som ett runt objekt, som mingden av alla

punkter som  satisfierar villkoret x> +y>=r® i det kartesiska
: : .. b?

koordinatsystemet eller som ett kigelsnitt med excentriciteten e=,[1-— =0,
a

dir a ir ellipsens storaxel och b ir lillaxeln samt villkoret a = b dr uppfyllt.

Tre matematiska varldar grundar sig pa antagandet att lirande av matematiska
begrepp kan ske pa olika siatt och olika nivder, den perceptionella, den
symboliska och den axiomatiska (Tall, 2004). Den forsta varlden ar conceptual -
embodiedworld, det vill siga den perceptionsgrundade, den visuella-spatiala
matematiska virlden. Den kan beskrivas som den matematik som vi kan
uppleva och forsta, antingen genom verkliga upplevelser och erfarenheter eller
genom att visualisera. De flesta av oss har en begreppsbild av till exempel en
cirkel, att den ar rund, den kan vara stor eller liten och den kan vara rod eller
bla. Vi har inte lart oss detta genom skolundervisning utan genom att réra oss
i den fysiska virlden och observera. Denna matematiska virld innefattar de
begrepp som vi har upptickt genom vara iakttagelser i den reella virlden, det
vill siga kunskap som vi skaffat oss genom betraktelse med hjalp av vara
sinnen. Den innefattar dven mentala forestillningar av begrepp som inte

existerar till exempel punkt som saknar dimension eller linje som saknar

tjocklek.

Den andra virlden ar, proceptual — symbolicworld, den proceptuella-symboliska
matematiska varlden. Den bestir av symboler och handlingar som vi utfér da
vi till exempel manipulerar inom algebra och analys. Centralt i denna virld ar

begreppet procept som bestar av forsta delen av process och slutet av concept.
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Tall & Gray (1994) infor begreppet procept for att beskriva en central del 1
forstaelse av matematiska begrepp. Det dr foérmaga att samtidigt kunna

uppfatta matematiska symboler bide som begrepp och som delar i en process.

An elementary procept is the amalgam of three components: a process
which produces a mathematical object, and a symbol which is used to
represent either process or object. (Tall & Gray 1994. sid 12)

Enligt Tall & Gray (1994), sa kan 2+3 uppfattas som en process (addition)
eller som ett begrepp (summa). Da individen befinner sig i denna varld kan
han/hon anvinda sig av och/eller reflektera Gver matematiska symbolsprikets

funktion, inneb6rd och tillampning.

Den tredje virlden dr den formella matematiska varlden. Har ar det axiom,
satser och bevis som star i fokus. Utifran givna antagande om forhallande och
relationer mellan matematiska objekt byggs axiombaserade strukturer upp
vilka ligger till grund f6r matematiska teorier. Tall & Vinner samt Tall & Grays
teori om kognitiv utveckling av matematiska kunskaper r i manga avseenden
jamforbar med den historiska utvecklingen av matematik som en axiomatisk

vetenskapsdisciplin.

Matematik utvecklades utifran elementira uppfattningar och enkla antagande.
Senare, med 6kad kunskapsmangd har behovet av att formalisera, generalisera
och strukturera matematiska strukturer vuxit fram. Tre olika matematiska
virldar forutsitter inte att individen gar igenom varldarna i ndgon speciell
ordning for att na en hogre niva av begreppsforstaelse. Modellen delar

matematiska kunskaper i tre “kategorier” utan nagon hierarkisk relation till

varandra (Tall, 2008)

Hihkoniemi (2006) har tillimpat teorin om tre matematiska virldar i syfte att
undersoka elevers uppfattning av begreppet derivata. Hihkoniemi erbjuder ett
hypotetiskt lirandeschema for derivata som bygger pa en klassificering eller
’sortering” av representationer som vanligtvis forekommer i samband med

introduktionen av derivata. Se figur 4.
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Figur 4 The learning path to the derivative (Hahkoneimi 2006, sid.74).

I modellen beskrivs lirande av begreppet derivata i den konceptuella-
torkroppsligade virlden genom olika representationer, bland annat lutning,
tangent, tangentens lutning, vixande och avtagande. Dessa representationer av
derivata kan askadliggéras genom att visa med en hand lings en graf eller
genom att placera en penna som tangent. I allméinhet far eleverna bekanta sig
med derivata genom att forst lira sig genomsnittlig férandringshastighet och
differenskvot 6ver olika intervall (Hahkoniemi, 2006). Detta motsvarar
begreppsutveckling i den proceptuella-symboliska varlden. Dessa operationer
leder eleverna vidare till begreppet momentanhastighet och problemet att
bestimma den. Detta skapar ett behov av grinsvirdedefinitionen av
differenskvot och dirmed den formella definitionen av derivata.

Hihkoniemi (2004) undersokte finska elevers begreppsbilder av derivata. Han
undervisade eleverna och introducerade begreppet derivata dels genom
tangentens lutning diar en penna fick representera tangenten. Pa sa vis
undersokte eleverna hur brant grafen var. Den genomsnittliga
forindringshastigheten beriknades genom differenskvot och sekantens
lutning. Till slut definierades derivatan som grinsvirdet av differenskvoten.
Hihkoniemi menar att manga elever identifierar derivata med tangentens
lutning, en tolkning som har sin hemvist i den perceptuella matematiska

varlden.

Studiens teoretiska ramverk utgar bland annat fran Tall & Vinners
begreppsbild/begreppsdefinition. Jag har valt att tillimpa Hihkoniemis
Learning path eftersom modellen, med utgangspunkt i Tall & Vinners tre
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matematiska virldar, ger en samlad skiss Over lirande av flera narliggande
matematiska begrepp och de representationer som tillhor begreppet.

Studiens forskningsfragor beror delvis elevers begreppsbilder av funktion,
differenskvot och momentan foérindringshastighet. Elevers tolkningar av
dessa begrepp hirror fran den proceptuella-symboliska matematiska virlden.
Det innebir att huvudsakligen kommer Tall & Vinners samt Tall & Grays
teori som tre matematiska virldar att utnyttjas med beskrivningar gillande
begreppsutveckling i den proceptuella-symboliska virlden vilket moijligen
delvis kan avsloja elevers begreppsbilder och eventuella indikationer pa var

olika elever befinner sig.
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Kapitel 3 Metod

Denna studie stodjer sig pa kvalitativa ansatser gillande metod och analys.
Nigot som kinnetecknar den kvalitativa undersokningsmetoden ar att den
skapar mojlighet att gora en nirmare analys av hur eleven uppfattar en viss
situation eller ett visst begrepp. Enligt Glaser & Strauss (1979) ar kvalitativa
metoder motsatsen till hypotestestandeansatser vilka huvudsakligen inriktar
sig pa verifiering. Det centrala 1 kvalitativa metoder skulle vara att forskaren
torsoker finna de trovirdiga forklarningar som bist beskriver ndgot fenomen
eller ssmmanhang i omvirlden.

Enligt Holme & Solvang (1997) fir forskaren genom kvalitativa metoder en
djupare forstaelse for de fenomen som studeras. Ahrne (2011) framhaller att
undersokaren i kvalitativa studier dr intresserad av att beskriva, forklara och
tolka for att fa svar pa fragor som “hur” och “varfér”. Min avsikt dr att genom
analys av kvalitativ data skapa en forstaelig och empiriskt baserad beskrivning
av elevers uppfattningar avseende matematiska representationer av ritlinjig
rorelse.

Pilotstudie

For att gora det mojligt att precisera innehallet och omformulera
fragestillningar infér huvudstudien genomférdes inledningsvis en pilotstudie
under  perioden  februari-mars  2012. Sexton = gymnasieelever pa
naturvetenskapliga programmet intervjuades. Elever i pilotstudien ombads att
svara pa fyra fragor gillande hastighetstillstindet for ett féremal i ritlinjig
rorelse genom att tolka en grafisk representation vilken utgjordes av en s-t-
graf. Dokumentation och datainsamling gjordes genom ljudinspelning.
Pilotstudien genererade virdefullt underlag om begrinsningar och méjligheter
med intervjuteknik som jag senare anvinde for vigval i huvudstudien. Att
som datainsamlingsmetod intervjua elever visade sig ha vissa begransningar.
Nir en larare/forskate intervjuar en elev hinder det ofta att eleven forvintar
sig att lararen ska ge respons pa elevens svar enligt ritt eller fel. Ofta sokte
eleverna 1 pilotstudien efter att jag skulle uttrycka gillande eller ogillande,
bekriftade eller ifragasittande av deras svar. Eleverna foérefoll att under
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intervjun konstruera och rationalisera sina svar for att vara den intervjuade
liraren till lags. Det fanns tidpunkter under intervjuerna da samtalet nistan
kindes som ett forhor, vilket inte gjorde det litt f6r eleven att obehindrat
uttrycka sig infoér en okand person. For att generera ett mer anvandbart och
analyserbart empiriskt forskningsunderlag har jag darfér valt att arrangera
videoinspelning dir elever 1 sma grupper utan nirvarande observator svarar pa

mina fragor rérande grafisk och analytisk framstillning av ritlinjig rorelse.

Att undersoka hur elever uttrycker sin forstaelse av begrepp vid
problemlosning ar en komplex friga som kan problematiseras och analyseras
utifrain en mingd olika perspektiv. Efter pilotstudien har jag valt att inkludera
de teoretiska ansatser som jag finner relevanta vid analys av elevgruppers
arbete med fragestallningar.

Urval och deltagare

Med tanke pa studiens syfte var det ett krav att undersoka gymnasieelever som
har last om grundligeande begrepp i matematik och fysik. Samtliga elever i
denna studie laser det naturvetenskapliga programmet i arskurs tva.
Undersokningen gjordes pa tva gymnasieskolor i tva olika stadsdelar i en
svensk storstad.

For att genomfora studien tog jag via e-post och telefon kontakt med rektorer
samt fysik-/matematiklirare pd de gymnasieskolor som hade relativ stora
elevgrupper pa det naturvetenskapliga programmet. Fyra gymnasieskolor
tillfragades, tva gymnasieskolor uttryckte intresse och deltog i studien medan

tva gymnasieskolor avb6jde medverkan.

Undersokningen genomférdes vid tva tillfallen, 1 september 2012 samt i
januari 2013. Vid forsta tillfiallet medverkade sammanlagt 17 gymnasieelever,
tio flickor och sju pojkar. Sex av de 23 tillfragade eleverna avbojde sin
medverkan. Samtliga elever blev tillfrigade av sin matematik-/fysiklirare om
de ville delta i denna forskningsstudie.
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Tabell 2 Deltagande elever vid forsta datainsamlingstillfalle

Datainsamling | Grupp 1 Grupp 2 Grupp3 Totalt antal
elever
Skola A Arman Linn Narwe 8
Alexander Pia Dorentina
Gideon Saeed
Skola B Christoffer Jakob Johanna 9
Fanny Linnea Maria
Josefin Maria Johan M
Totalt antal 17
elever

Vid andra tillfallet medverkade 21 gymnasieelever, tio flickor och elva pojkar.

Sammanlagt 25 elever tillfragades, fyra avbéjde medverkan.

Tabell 3 Deltagande elever vid andra datainsamlingstillféalle

Datainsamling Il Grupp 1 Grupp 2 Grupp3 Grupp 4 Totalt antal
elever

Skola A Arman Linn Alexander Narwe 9

Gideon Pia Saeed Dorentina

Faiza

Skola B Fanny Jakob Johan D Maria 12

Josefin Johan M Gustav Johanna

Maria Christoffer Alex Erik
Totalt antal 21
elever

Samtliga elever fran forsta tillfillet medverkade dven vid andra tillfallet.

Eleverna bildade inte exakt samma grupper eftersom de sjilva fick bilda

grupperna. Dessutom tillkom fyra nya elever vid andra tillfillet som meddelat

sitt intresse for att medverka 1 undersékningen. Att det var fler elever som

ville engagera sig i min studie uppfattade jag som nagot positivt vilket

térmodligen hidnger samman med elevers attityder till studier, intresse fOr

matematik och fysik eller eventuell tilltro till utbildningsvetenskaplig

forskning.




Datainsamling och genomférande

I arbetet anvinds  gruppdiskussion  som  datainsamlingsmetod.
Gruppdiskussion innebir ett “aktivt samspel mellan ett begrinsat antal
personer som l6ser en gemensam uppgift, utfor ett arbete, leker eller haller pa
med nagon annan verksamhet tillsammans” (Stensaasen & Sletta 2000, s. 32).
Nilsson (1993) argumenterar att individen i allmanhet presterar battre 1 grupp
an individuellt och att grupparbete gor enskilda prestationerna synliga.

Skolverket inkluderar gruppsamtal som en aktivitet i syfte att stodja lirare vid
bedomning av elevers formagor och prestationer 1 bland annat
matematikdimnet. Forskningsmetoden som valts innebir att eleverna befinner
sig 1 en situation som de ér fortrogna med i sitt ordinarie skolarbete.

En eventuell nackdel med gruppdiskussion kan vara gruppens
sammansattning och deltagarnas eventuella bekvimlighet med varandra.
Eleverna 1 denna studie fick sjilva bilda grupper, vilket mojligtvis gynnar
gruppens interna dynamik och kinsla av trygghet. En annan aspekt av
gruppsamtal som datainsamlingsmetod 4r att metoden kan generera mycket
analysmaterial, mer dn det som uppnas med individuella intervjuer, och att det
dirigenom kan bli svarare for forskaren att na fram till generaliserbara resultat
eller dra slutsatser. Hir ar det viktigt att det gors tydliga avgrinsningar som
underlittar identifiering av de enskilda elevernas tolkningar och uttryckta
forstaelse av begrepp.

En annan viktig aspekt av gruppsamtal, enligt Granstrom (2003), ar att elevers
utsagor ibland modifieras under den sociala situation som en diskussion
innebir. Elever kan ibland vara konfliktridda och hiller darfér med varandra
istallet for att uttrycka egen forstaelse.

Dessutom kan en gruppdiskussion leda till kognitiva konflikter eller
motsigelsefulla pastaenden (Limén, 2001). Barnes och Todd (1995) hivdar att
i ett elevsamtal 1 sma elevgrupper ir det oftast tillatet att tveka och omtolka
idéer och uppfattningar.

For att skapa forutsattningar for eleverna att obehindrat och utan stress svara
pa fragestallningar har jag valt att arrangera gruppsamtal utan lirarens narvaro.
Gruppdiskussion som datainsamlingsmetod har potential att generera material
som synlige6r hur enskilda elever forhaller sig till ett problemomrade, utan
paverkan av lirare. Den kan ocksa lyfta fram fler olika perspektiv pa samma
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fraga 4n vad som kunde ha blivit fallet med en individuell intervju. Jag har valt
att arrangera gruppsamtal fOr att fa en sa bred representation av data under en

sa begransad tid som moijligt.

De tva gymnasieskolorna som ingatt i studien kommer hidanefter i texten att
benimnas med A-gymnasiet och B-gymnasiet. Undersékningen genomfordes
vid tva tillfillen 1 september 2012 samt 1 januari 2013. Vid det forsta tillfallet, 1
september 2012, medverkade sammanlagt 17 gymnasieelever (N=17) 1 sex
grupper, tre grupper fran A-gymnasiet; Al (tre elever), A2 (tre elever), A3 (tva
elever) samt tre grupper fran B-gymnasiet; B1 (tre elever), B2 (tre elever) och
B3 (tre elever). Eleverna ombads att svara pa tio uppgifter, la-4c, med
anknytning till en s-t-graf. Se bilaga 1.

Vid det andra tillfallet, i januari 2013, involverades 21 (N=21) gymnasieelever
som bildade atta elevgrupper, fyra grupper fran A-gymnasiet; Al (tva elever),
A2 (tre elever), A3 (tva elever) och A4 (tva elever), samt fyra grupper fran B-
gymnasiet; B1 (tre elever), B2 (tre elever), B3 (tre elever) och B4 (tre elever).
Vid detta tillfalle fick eleverna svara pa tre uppgifter, 5a-5c, med anknytning
till en avstandsfunktion. Se bilaga 1.

For att samla in elevers skriftliga svar pa uppgifterna delades anteckningsblad
ut med rubricerade uppgifter till var och en av eleverna, Se bilaga 3. Varje
enskild elevgrupp svarade pa samtliga uppgifter. Videoupptagningar
genomfordes, vid bada tillfillen, i en av skolans lugna och tysta lokaler.
Anledningen till det var att undvika stérande ljud och for att eleverna skulle
kinna sig trygea 1 miljon. Samtliga elevgrupper fick disponera sa mycket tid de
behovde for att svara pd uppgifterna. Nir gruppens medlemmar var nojda

med sina svar kom de och himtade mig och videoinspelningen avslutades.

Val av uppgifter

For att synligedra elevers tolkningar genom att analysera deras samtal kring
matematikppgifter krivs att uppgiften aktualiserar tolkningar som ar relevanta
tor studiens syfte. Fragestillningar bor ha ett innehall som eleverna ar bekanta
med och samtidigt bor de vara utmanande pa en si lagom niva att arbetet med
uppgiften blir meningsfullt. Dessutom bor uppgiften vara av sadant slag att
losningen kraver att eleven for ett resonemang kring egna uttalanden.

Studiens  forskningsfraigor ber6r gymnasieelevers uppfattningar av

matematiska representationer. De tva representationsformer som studeras ir;
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den grafiska representationen vilket utgors av en s-t-graf och den symboliska

representationen som problematiserar en avstandsfunktion.

En s-t-graf beskriver sambandet mellan stricka och tid for ett féremal. Den
kan bland annat relateras till foéremalets hastighet, det vill siga andring i
stracka dividerat med andring i tid. Dessa begrepp, stricka, tid och hastighet
kan uppfattas som fysikaliska storheter med stark koppling till SI-systemet och

studien om elevers tolkningar av s-t-graf kan darfér anses hora hemma i det

tysikdidaktiska faltet.

Liknande resonemang leder till antagandet att en studie om elevers
uppfattningar av sambandet mellan koncentrationen av CO, och
temperaturen 1 Arktis troligtvis kan kategoriseras som kemididaktisk eller
moijligen biologididaktisk eller miljédidaktisk forskning. Se Figur 5.
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Figur 5 Medelvardet av temperaturen i Arktis. Average surface temperature in Antarctica (1800-
1999). The upper line represents the average surface temperatures at five locations in
Antarctica between 1800 and 1999, as reconstructed from stable isotope measurements of ice.
The lower line represents direct CO, measurements in the atmosphere. The dashed line is data
from Mauna Loa, Hawaii. Fran Jaworowski, Z. (2007), sid. 24.

Inom ekonomi anvinds grafiska representationer for att visa ekonomisk
information om till exempel riantor, aktier etcetera. Figuren nedan visar andel
arbetslosa i procent under perioden 2001-2013. Se figur 6. En studie om
elevers uppfattningar om grafen i figuren nedan kan antas héra hemma
ekonomididaktiska domanen.
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Arbetsléshet
Andel av arbetskraften, 15-74 ar
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Kalla: SCB AKU
Not: Den sasongsrensade serien har bytts ut mot en sdsongsrensad och utjimnad serie {trend). | den nya serien rensas den
slumpvisa variationen bort vilket gor det |attare att tolka utvecklingen pa arbetsmarknaden

Figur 6 Andel arbetslésa | Sverige under perioden 2001-2013

Kalla:
http://www.ekonomifakta.se/sv/Fakta/Arbetsmarknad/Arbetsloshet/ Arbets
loshet/ hamtad 2015 03 22

Aven om dessa grafer visar pa olika innehill, involverar olika begrepp frin
olika vetenskaper och leder till olika slutsatser, har de i4ndd mycket
gemensamt. De formedlar ett innehall som konstrueras, tolkas och
kommuniceras pa matematiska vigar och utifrin gemensamma elementira
matematiska forklarningsmodeller.

Ett annat gemensamt sardrag for dessa grafiska representationer, och s-t-
grafen 1 fragestillningen, berér de gemensamma egenskaper som finns
tillganglica att studera. Ett exempel dr grafens lutning och hur den ir
orienterad 1 forhallande till koordinatsystemet som dr ett vardefullt
kunskapsinnehall 1 alla grafiska representationer.

En annan gemensam egenskap ligger i sjilva idén med grafisk representation
och den miljon dir den utspelar sig ur ett historiskt perspektiv. Dessa grafer
framstills och tolkas utifran de gillande villkor f6r kartesiskt koordinatsystem
som inférdes av franske filosofen och matematikern Réne Decartes under
forsta halvan av 1600-talet. Det infordes for att l6sa geometriska problem
med algebraiska metoder bland annat genom att studera projiceringar av
punkter i planet pa x- och y-axel. Under de senare arhundraderna har
matematiken utvecklats till ett verktyg for en ling rad av dmnen, sirskilt for
naturvetenskapliga amnen och de tekniska vetenskaperna. I naturvetenskapen
tillimpas matematiken for att skapa en enhetlig allmingiltig teoriram for
forstaelsen av foreteelser och naturfenomen. Matematiklirande handlar darfor
en hel del om att lira sig att tillimpa och forsta tillimpad matematik inom
bland annat naturvetenskap.
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I denna studie underséks gymnasieelevers tolkningar gillande matematiska
representationer inom omradet klassisk mekanik. Min avsikt édr att synliggora
och studera gymnasieelevers uppfattning av elementira matematiska begrepp
som forekommer vid interaktion med grafiska och symboliska

representationer.

Grafens lutning i exempel ovan idr associerad till olika begrepp inom olika
omraden men den bestims och tolkas efter samma matematiska definition.
Det innebir att utifran hur, och i vilken utstrickning, eleven uppfattar och
tillimpar matematiska begrepp di han/hon tolkar foreteelser inom ett
specifikt dmnesomride fir jag tillging till vardefull kunskap om
begreppsutvecklingens status hos den enskilde eleven inom det aktuella

omradet 1 matematik.

Uppgifter som gavs till eleverna beror grafisk och analytisk framstillning av
ritlinjig rorelse. Inom den klassiska mekaniken, kallas rorelse lings en rit linje
1 rummet fOr ratlinjig rorelse, se exempelvis Palsgard, Kvist & Nilson (2011).
Detta rorelsetillstind kan bland annat framstillas som en grafisk
representation exempelvis genom en s-t-graf eller som en matematisk
funktion.

Grafiska fragestallningar, sammanlagt atta uppgifter 1a-4, problematiserar en
s-t-graf som beskriver ett tags fird mellan olika stationer. Tolkning av
rorelsediagram inrymmer ett flertal intressanta begrepp. Grafens lutning ar
naturligtvis ett centralt begrepp i detta sammanhang. Uppgifterna ar avsedda
tor att lyfta fram olika aspekter av elevers forstaelse for s-t-grafens
egenskaper. Sirskilt fokus har lagts pa elevers tolkningar av medellutning
(medelhastighet) 1 olika intervall, sambandet mellan grafens lutning och
foremalets fardriktning samt elevers formaga att konstruera en v-t-graf utifran
en s-t-graf.

Som niamndes i foregiende kapitel, har forskning visat pa elevers alternativa
idéer om grafiska representationer. En del anses vara ikoniska tolkningar,
sasom att antagandet att position dr detsamma som lutning vilket gor att
eleven drar slutsatsen att hastigheten i punkt B dr hégre dn hastigheten i punkt
A. Se figur 7.
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Figur 7 En graf som beskriver ett foremals lage som funktion av tid

Genom delfragor "Hur kan du veta det?” ville jag forsoka lyfta fram
tolkningar som delvis avslojar elevers forstaelse for lutning samt hur de
utnyttjar begreppet for att resonera, beskriva och l6sa problem. Syftet med
uppgifterna var inte att i forsta hand se om eleverna svarade ritt eller fel, utan

att analysera elevernas olika sitt att uttrycka sin fOrstaelse.

Symboliska  fragestillningar ~ problematiserar  rorelse  genom  en
avstandsfunktion. Dessa uppgifter, 5a-5c (se bilaga 1), anses vara av
standartyp vad giller att tolka funktion, differenskvot och derivata. En del
elever kinner férmodligen igen situationen och kommer exempelvis ihag att
funktionen ska deriveras. Genom att komplettera uppgift 5c med deluppgift
”Hur vet du det?”, forsoker jag skapa mer utrymme for elevers argumentation
och resonemang vilket delvis skulle kunna visa pa elevers begreppsbild av

derivata.

Dokumentation och transkribering

Elevers  samtal  kring  fragestillningar =~ dokumenterades  genom
videoupptagning, detta for att sikra mojligheterna att avgéra vem som siger
vad, och vad som sigs, eftersom jag inte deltar i diskussionerna och diarmed
inte paverkar samtalets riktning. Dokumentation genom videoinspelning
mojliggdr ocksa aterblick till detaljer som vid forsta tillfallet inte verkar vara av
varde. Syftet med att arrangera videoupptagning var att skapa ett underlag
som genom analys kan leda till trovirdiga beskrivningar av elevers

begreppsbilder som férekommer i elevers utsagor.

Figurer, grafer och l6sningsskisser som producerades av eleverna har samlats
in och utgodr en del av studiens empiri. For att kunna avgéra vem som skrivit
vad anvinde eleverna utdelade anteckningsblad som de skrev namn och
placering pa. Det gjorde det mojligt att identifiera eleven och elevens

arbetsmaterial nar videosekvensen studeras.
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Inspelat material utgors av cirka 10 timmars videoupptagning, uppdelade i 20
videosekvenser om vardera 15-50 minuter. Enligt Kvale (1997) kan
transkribering av inspelat material ses som ett forsta steg i analysarbetet.
Transkribering 7ar tolkande konstruktioner som fungerar som anvindbara
verktyg for givna syften” (Kvale 1997, s. 152). Kvale & Brinkmann (2009)
menar att transkribering ar en Gversattning av talsprak till skriftsprak. Denna
del 1 bearbetningsprocessen innebir en reducering av studiedata. Den
transkriberade texten bor aterge samtalet si noggrant som mojligt for att
analysen skall kunna leda tll ett giltigt resultat (Polit & Beck, 2010).
Transkribering av allt insamlat videomaterial utférdes av en professionell
transkriberare. Detta for att minimera risken att tappa bort relevant

information och for att fa sa ordagrann transkribering som mojligt.

For att transkriptionen skall underlatta analys av datamaterial maste den vara
selektiv till sin karaktar (Linell 1994). Beroende pa studiens uppligg har jag
valt att inte ta hinsyn till exempelvis kroppsgester och tonfall.
Transkriberingen har diremot utformats som skriftsprakliga konstruktioner
och stor vikt har lagts vid noggrann atergivning av elevernas uttalande. Detta
skapar homogen data med jamn kvalitet som underlattar analysarbetet. I
enlighet med Linell (1994), har jag valt att betrakta transkriptionerna som
Oppna analysenheter, vilket innebir att jag har moijlighet att utelimna eller

inkludera konventioner och/eller symboler utifrin studiens karaktir.

Norrby (1996) havdar att transkriptionen kan variera alltifrin en ganska
skriftspriksanpassad grov atergivning till en talspraksanpassad och mycket
detaljerad transkription. Tva rekommendationer som Norrby (1996) ger ar att
”man utgar fran normal ortografi och att graden av autenticitet maste avgoras
av syftet med studien och vilken typ av talsituation som ska undersokas”
(Norrby 1996, Lagerholm 2010, s. 35). Utifran Norrbys rekommendationer
har jag valt en skriftspraksanpassad transkribering. Detta for att underlitta
lasningen men dnda behalla upplevelsen av talsprik. Jag dr mer intresserad av
det som uttrycks innehallsmissigt under samtalet darfor ligger vikten vid vad
som sigs och inte hur det sigs. I enlighet med Norrbys (1996)
rekommendationer, har symboler, tidsangivelser och pauser, vilka gor texten

svarldst. utelamnats.

Min utgangspunkt infér analys av insamlad data har varit att transkriptionerna,
1 mojligaste man, ska ge en rattvisande bild av samtalets innehall och elevernas

siatt att uttrycka sig. Jag anviander mig av transkriberat material som ett
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hjalpmedel for att lyfta fram och tydliggoéra de enheter som behover en
nirmare analys. En transkription lyckas sillan eller aldrig finga och aterge
mangdimensionella karaktiren av ett samtal. Dirfor skall transkriptionen i
denna studie ses som en representation av sprakliga uttrycksformer som delvis

avspeglar elevers begreppsforstaelse.

Analysmetod

Det finns en mangd metoder for analys av kvalitativ data. (Christensen et al.
2001, s. 297). Westlander (1993) beskriver kvalitativ analysmetod som:

”Kvalitativ analysmetod betyder dock i allminhet att de data som man
ursprungligen erhaller skall abstraheras sa att en syntes uppstar. De maste
foljaktligen reduceras och transformeras for att komma fram till
kvalitetsbegrepp pa en hogre abstraktionsniva” (Westlander, sid. 22).

Widerberg (2002) framhaller att valet av analysmetod beror pa undersckarens
intresse, teoretiska perspektiv, materialets utseende samt hur resultatet
redovisas (Widerberg 2002, s. 133ff). Trost (1997) hivdar att det inte finns
nagra bestimda regler for hur analysprocessen ska utformas och att valet av

analysmetod till stor del beror pa undersokarens personliga uppfattningar

(Trost 1997, s. 112f).

Enligt Hartman (1998) kan analysprocessen vanligtvis indelas 1 tva steg. Forst
organiseras materialet genom att reducera den till en relevant, anvindbar och
hanterbar datamingd. Detta underlittar arbetet med att identifiera de mest
intressanta delarna som ar relevanta for studiens syfte. Det gors ocksa en
sortering av de identifierade utsagorna utifran deras egenskaper och karaktar.

Darefter genomfors en analys som mynnar ut i trovardiga slutsatser.

Denna studie genomf6rs utifran kvalitativa ansatser i den meningen att den ar
beskrivande och Thjalper all att lyfta fram aspekter av elevens
begreppsuppfattningar. Analysmaterialet utgérs av videoupptagningar samt
elevers skriftliga svar. Det dr den transkriberade videoinspelningen och elevers

skriftliga svar och anteckningar som ar féremal for analysarbetet.

Efter genomgang av allt insamlat material har jag utelimnat delar av materialet
som inte hade nagon storre inverkan pa analysarbetet, exempelvis tillfillen da
elever pratar om nagot helt annat eller da de skojar med varandra under

samtalets gang. For att underlitta analysen har jag valt ut elevutsagor som ar
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intressanta utifran studiens innehéllsspecifika syfte. Fokus har lagts pa
tolkningar som avspeglar elevers uttryckta forstaelse av begrepp. Direfter
genomfordes en kvalitativ analys som delvis innebar en omvandling av data till

begripliga och trovirdiga slutsatser.

Etiska overvaganden

Vid genomforandet av studien har eleverna informerats om studiens syfte och
att deltagandet i studien ar frivilligt och pa intet satt paverkar deras betyg i de
kurser de foljer. Eleverna blev informerade om att de kan avbryta sin
medverkan 1 studien nir sa de 6nskar. Ingen av inspelningarna har genomférts
med elever dir jag har varit inblandad i undervisningen. Tidpunkter for
inspelningar bestimdes i samrad med elever och deras lirare. For att forhindra
identifiering av de medverkande anges det inte 1 presentationen av studien vid

vilka gymnasieskolor den ir genomférd.

Validitet och reliabilitet

I kvantitativ och kvalitativ forskning uttrycks vetenskaplig kvalitet 1 termer av
reliabilitet och validitet. Reliabilitet handlar om matinstrumentets kvalitet och
palitlighet. Validitet handlar om att mita det som dr avsikten att mita
(Widerberg, 2002, s. 18). Flertal forskare, bland annat, Widerberg (2002) och
Trost (1997), menar att validitet och reliabilitet 4r starkt forankrade i1 den
kvantitativa forskningstraditionen och att det dr problematiskt att anvinda
bada begreppen inom kvalitativa studier. En rekonstruktion av begreppen ar

nodvindig for att passa den kvalitativa undersokningens karaktir (Widerberg,

2002, s. 188).

Studiens reliabilitet kan bedémas bland annat utifran kvaliteten i urval och
fragestillningar. 1 denna studie ingar 21 gymnasieelever som laser det
naturvetenskapliga programmet i arskurs tva. Dessa gymnasieelever bor ha
relevant kunskap i relation till studiens fragestillningar eftersom eleverna vid
datainsamlingstillfallet hade introducerats infér de nédvindiga begreppen
inom matematik och fysik genom exempelvis undervisning.

Uppgifterna utformades sa att samtliga inblandade elever i mojligaste man

uppfattade frigorna si som jag avsag. Detta framgar dels av
videoinspelningarna och dels av att alla elever svarade pa samtliga uppgifter.
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Andra kriterier relevanta for studiens reliabilitet ar valet av teoretiskt ramverk
och tydlighet i beskrivning av studiens genomférande och dokumentation.
Trovirdighet i studiens slutsatser kan ocksa ses som en variabel som kan ha
betydelse for reliabiliteten.

Det ir flera elevgrupper som svarar pa samma uppgifter, det vill siga samma
material anvindes pa samtliga elevgrupper. Dessutom fick samtliga
elevgrupper sa mycket tid de behévde for att svara pa uppgifter vilka gynnar
studiens reliabilitet. Citat fran elevgrupperna ger ocksa maojlighet att bedoma
tillforlitligheten 1 iakttagelser. Datainsamlingen har gjorts inom en kort
tidsperiod vilket ocksa kan ha betydelse f6r studiens reliabilitet.

Studiens validitet kan bedomas wutifran kvalitativa kriterier gallande
datainsamlingsmetoden och om den genererar information som behévs for att
tar svar pa forskningsfragorna. Fragorna till eleverna har utformats pa ett sitt
som, “tvingar fram” tolkningar gillande matematiska representationer av
ritlinjig rorelse, vilket har stor betydelse for studiens resultat och dirmed

trovardigheten i slutsatser.

Insamlat material, totalt tio timmar videoinspelning och elevers skriftliga svar,
ar omfattande och innehallsrikt. Elevers samtal kring fragorna ledde vid
manga tillfallen till intressanta slutsatser av olika kvalitativa nivaer, vilket delvis
synliggor olika perspektiv pa elevers uttryckta forstaelse av de begrepp som

forekommer 1 fragestillningar.

En annan aspekt som har betydelse for validitet 4r om studiens resultat
stimmer Gverens med resultatet frin tidigare forskning gjorda av andra men
med en annan metod. Studiens resultat ar 1 stort sett i linje med tidigare
studier som visar pa elevens alternativa referensramar nir det giller tolkning
av grafiska framstéllningar. Nagra elever 1 denna studie ger uttryck for en rad
ikoniska tolkningar. Dessa tolkningar kan uppfattas som alternativa
beskrivningsmodeller som argumenteras fram under samtalet.

Ytterligare kriterier som har betydelse for validiteten ar studiens bidrag och
huruvida den kunskap studien erbjuder dr anvindbar. Kvale (1997) menar att
savida en metod underséker det den ska undersoka eller om resultaten passar
in 1 den verkliga virlden, sa dr den kvalitativa forskningen en giltig (valid)
vetenskaplig forskning.

Ett av studiens bidrag dr en 6kad forstaelse for varfor en del elever ibland ger
uttryck for ikoniska beskrivningsmodeller da de forsoker tolka grafiska
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representationer. Studien erbjuder ocksa en férdjupad insikt om olika

kvalitativa nivaer av begreppsutveckling hos gymnasieelever.
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Kapitel 4 Resultat

Resultatdelen presenterar vad som framkommit i relation till studiens syfte att
undersoka pd vilket sitt gymnasieelever uttrycker sin fOrstielse av
matematiska representationer av ritlinjig rorelse. De tre fragestallningar som

ska besvaras ar:

1. Hur uttrycker gymnasieelever sin forstaelse for grafiska och symboliska
representationer av ratlinjig rorelse?

2. Vilka begreppsbilder ger eleverna uttryck for?

3. Finns det ndgon urskiljbar skillnad mellan elevernas uttryckta forstaelse av
grafiska respektive symboliska representationer?

I Resultatet presenteras varje fragestillning for sig. Avslutningsvis
sammanfattas resultaten for att redogora f6r om och pa vilket sitt studiens
syfte uppfyllts. Analysen utgar dels fran elevers skriftliga svar och
anteckningar som producerades under inspelningen, dels frin transkriberad
videoinspelning. Det som stiar i fokus dr den enskilda elevens uttryckta
forstaelse och resonemang kring grafisk och symbolisk representation av
ratlinjig rorelse. Resultatet av analysen presenteras i kategorier av utryckta svar
tor respektive uppgift. De utsagor som utgdr exempel pa uppfattningar inom
en kategori presenteras ocksa.

Gratisk representation

Inom temat grafisk representation har fyra olika kategorier av elevers
forstaelse framkommit i analysen. Forst gors en sammanfattning av samtliga
kategorier som identifierats. Darefter presenteras varje kategori var for sig
med exemplifierande citat fran elevernas arbeten som uttrycker vad som
kannetecknar de olika kategorierna samt vad som skiljer dem at.

De presenteras kortfattat nedan, frin den mest utvecklade till den minst
utvecklade uppfattningen.
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Kategori A: Tolkningar som visar pa konceptuell forstdelse och en
sammanhingande begreppsbaserad matematisk forklarningsmodell som

mojliggor konstruktion av och 6verforing mellan nya grafiska representationer

Kategori B: Tolkningar som foljer en matematisk forklarningsmodell men dar
det forekommer alternativa tolkningar gallande konstruktion av nya grafiska

representationer

Kategori C: Tolkningar som inledningsvis bygger pa matematiska begrepp
men efterhand 6vergar de 1 ikoniska uppfattningar

Kategori D: Vardagsbaserade tolkningar, uttryckta ikoniska uppfattningar
som stodjer sig enbart pa vardagsbegrepp utan nagra referenser till relevanta
matematiska begrepp

Kategori A:

Denna kategori kinnetecknas av att innefatta tolkningar baserade pa en
sammanhingande  matematisk  terminologi.  Utsagorna 1 denna
tolkningskategori stodjer sig pa matematiska begrepp som vidareutvecklas till
en koherent helhetstickande matematisk beskrivningsmodell. Denna kategori
utmirks av elevtolkningar som ger uttryck for elevens begreppsuppfattning
om relationer och proportioner vilket dar en nodvandigt redskap for

konstruktion av en ny grafisk representation.

Nedan foljer elevers skriftliga svar pa uppgift 1. Denna uppgift bestar av tre
delfragor, la-1c. Se bilaga 1. Hir betraktas dessa tre fragor som en enda
uppgift och resultaten redovisas for alla tre. Uppgiften ar avsedd att synliggora
elevens uttryckta forstielse om grafens lutning i relation till tagets storsta

hastighet.
Elevernas skriftliga svar uppgift 1:

Jakob

1a) Nir kurvan lutar som mest
1b) Liangst stricka pa kortast tid
1c) Nej, ett tillfalle

Linnea

1a) Nar kurvan lutar som mest
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1b) Lingst stricka avverkad pa kortast tid —hogst hastighet
1c) Ett tillfalle

Maria

1a) Nar kurvan dr som snivast

1b) Lingst stricka pa kortast tid

1c) Ett tillfalle

Elevernas skriftliga svar ovan, visar pa aktuella kategorins sirdrag,
nimligen identifiering och tillimpning av relevanta matematiska
begrepp och samband. Direfter sitter eleverna begreppet lutning i
relation till fragestillningen. Citatet nedan foljer hur eleverna, genom att
utnyttja proportionerna hos grafen, drar slutsatser gillande tagets
hastighet.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 1:

JAKOB ... och en ruta uppit ir ju en femtedel, alltsa det ar 20 km, sa har
aker han ju 20 km pa kort tid, hér dker han ju 20 km pa lang tid...

MARIA ... mm ja sd den ér snabbast ...

LINNEA Den ir snabbast nir den lutar som mest for det ér ju inte liksom
hur langt han kor, utan det ar verkligen hastigheten, momentan hastigheten,
okej men dd kan vi svara pa la.

En kvalitativ aspekt av elevers forstaelse av avstand — tid graf finner vi i
Jakobs beskrivning. Han presenterar en strategi for bestimning av grafens
lutning. Han jamfor férhallandet mellan avstand och tid i olika intervall, vilket
ar ett effektivt sitt att ta reda pa proportioner hos grafen. Elevernas samtal
tyder pa att de pa ett tydligt satt skiljer mellan avstind och hastighet som
exempelvis Linnea uttrycker i citatet ovan.

Elevers forhallningssitt till grafiska fragestillningar uppratthalls och styrs
genom olika uttrycksformer. FEleverna hir visar pa en framtridande
vetenskaplig argumentation vilket styr deras diskussioner och leder till
slutsatser. I gruppens samtal kring tagets rorelse forekommer en matematisk
térklarningsmodell med utgangpunkt i begrepp sasom positiv- och negativ Iutning
samt hur dessa begrepp hinger samman med momentanbastigheten 1 den aktuella
tragestallningen.
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Nedan foljer ett utdrag fran elevers arbete med uppgift 2. Se bilaga 1.
Uppgiften ar avsedd att aktualisera elevers begreppsbilder gillande relationen
mellan grafens lutning och tagets minsta hastighet i det givna intervallet. Har
behover eleverna reda ut hur férandring av grafens lutning ska tolkas och vad

det innebir gallande tagets hastighetsforindring.
Elevernas skriftliga svar pa uppgift 2:

Jakob

2a) Nar lutningen ar noll

2b) Eftersom strickan inte f6érindras

2¢) Ja, flera tillfillen existerar

Linnea

2a) Nir lutningen pa grafen ir noll

2b) Strickan foriandras inte trots tiden gar

2¢) ja, vid tre olika tillfallen

Maria

2a) Nir lutningen ér noll

2b) Strackan forindras inte

2¢) ja, tre olika tillfillen

Eleverna aterigen ger uttryck for uppfattningar om sambandet mellan grafens
lutning och tagets hastighet. De identifierar ocksa omraden dir grafen lutar
som minst. Citaten nedan foljer elevers resonemang kring grafens lutning och
hur den ér relaterad till hastighet.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgifter 2:

JAKOB Ja varje gang den inte lutar maste den sta still.

MARIA For att den kor ju till en punkt och sedan kor den tillbaka och da
star den still har i en viss tid.

Jakob, Maria och Linnea i citatet ovan visar hur grafens lutning hinger
samman med tigets rorelsetillstind genom att exempelvis identifiera och tolka

omraden dar grafen lutar som minst.
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Uppgift 3 behandlar relationen mellan teckenvaxling hos grafens lutning och
torandring 1 tagets fardriktning. Se bilaga 1. Har far eleverna tillfille att uttala
sig om hur taget faktiskt ror sig. Det som stir i fokus i denna uppgift ar
relationen mellan en graf och den situation grafen presenterar.

Elevernas skriftliga svar pa uppgift 3:
Jakob

Vi far negativ stracka vilket betyder att den (tiget) aker tillbaka men bara
ungefir halva vigen.

Linnea

Strackan minskas, det vill siga blir negativ maste alltsa taget dka tillbaka i
samma riktning

Maria

Sedan aker han tillbaka i motsatt riktning (bara cirka halva strickan tillbaka)

Elevsvaren ovan presenterar en sammanhingande beskrivningsmodell for
tagets rorelsetillstind med utgangpunkt i variationen av grafens lutning.
Eleverna kan pa ett tydligt sitt skilja pa positiv och negativ lutning samt hur
denna behoéver tolkas i den aktuella situationen.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 3:
JAKOB Den backar eller kor tillbaka.

MARIA Och hir stannar den ocksa, sa den star still pa tre stallen...

Elevernas arbete kring uppgift 3 ledde till helhetsbeskrivningar med
utgangspunkt i grafens lutning samt vad variationen av grafens lutning innebar
gallande firdriktningen.

Nista fraga, uppgift 4 dr avsedd att synliggbra elevers begreppsforstaelse
gillande konstruktion av nya representationer. Hir ombeds eleverna att, med

utsangspunkt i s-t-grafen i fragestillningen, konstruera en v-t-graf.

Elevers skriftliga svar pa uppgift 4:
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Gratkonstruktioner ovan, se figur 8, 9 och 10, kriver att eleven har f6rmaga
att pa matematiska vigar modellera situationen genom att identifiera viktiga
aspekter 1 en graf, exempelvis extrahera och skapa mening kring grafens
lutning vilket inte explicit framgar av grafiska representationen. Dessutom
behover eleven ha utvecklat strategier for att lasa av och tolka storheter pa
axlarna, himta varden ur grafen, utféra beridkningar, tolka erhéllna virden och
dra slutsatser. Eleven behover ocksa kunna stodja sig pa vetenskapliga
begrepp och med egna ord beskriva vad grafen presenterar. Janvier (1978)
hivdar att gratkonstruktion ar en mangsidig och komplex process som kraver

konceptuell forstaelse for graf och dess egenskaper.

Sammanfattningsvis visar elevtolkningar i denna kategori pa kvalitativa
aspekter gallande elevers begreppsbilder Tall & Vinner (1981) av s-t-graf. Med
utgangspunkt 1 matematiska  begrepp, presenterar  eleverna en
beskrivningsmodell och tolkar relevanta egenskaper hos den grafiska
representationen. Av elevcitaten som presenterades framgir att eleverna pa ett
tydligt sitt kan skilja pa hur grafen ser ut och vad den faktiskt representerar.
Det mest karakteristiska siardraget av elevers begreppsforstielse i denna
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kategori ar uppfattningar som leder till framstillning av en v-t-graf. Att
konstruera en grafisk representation pd matematiska vigar har identifierats
som den mest utvecklade uppfattningen som har framkommit i denna studie,
vilket, enligt Friel med flera (2001), kan ses som att eleven har utvecklat en

torstaelse fOr att Jisa data, lisa mellan data och lisa bortom data.

Kategori B:

Elevuppfattningar i denna kategori, 1 likhet med foéregiende kategori, ar
uppbyggda utifrin en matematisk forklaringssmodell. En annan likhet mellan
utsagorna 1 denna kategori och kategori A dr tillimpning av relevant
matematisk terminologi. En identifierbar skillnad mellan tolkningskategorierna

A och B ir uppfattningar som leder till konstruktion av nya representationer.

Elevers skriftliga svar pa uppgift 1 bir pa likartade kvalitativa aspekter som
toregiende kategori. Begreppet lutning uppmairksammas och tolkas utifran

olika villkor som férekommer 1 fragestillningen.
Elevernas skriftliga svar pa uppgift 1:

Christoffer

1a) Hastigheten 4r som storst efter en timme

1b) Just dir ér lutningen pa kurvan som skarpast uppat lutad. Man fir gora
en 6gonbedémning.

1c) Nagonstans mellan 120-140 km ar hastigheten som storst, eftersom att
kurvan inte dr sa exakt ser man inte ifall den hoga hastigheten intriffar flera
ganger under intervallet 120 — 140. Men vi tror att den hoga hastigheten en
gang och det ir ndgonstans dir emellan.

Fanny

1a) Nir lutningen pa kurvan dr skarpast uppat, vid ca 1 timme
1b) Lutningen pa kurvan ér storst.

Kraftig lutning — hog hastighet

“Liten” lutning — ldg hastighet

Mycket stricka delas pa sa lite tid som mojligt
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1c) Nagonstans mellan 120-140 km 4r hastigheten som storst. Ett tillfalle!
Kan finnas fler tillfillen men genom att bara titta pa diagrammet 4r det bara
vid ett tillfdlle

Josefin

1a) Nir lutningen pa kurvan ar som skarpast uppat vid ca 1 h
1b) Lutningen pa kurvan édr som storst (brantast uppat).
Brant lutning — hog hastighet

Liten lutning —»lag hastighet

1c) Nédgonstans mellan 120-140 km 4r hastigheten som storst. Men den ir
inte lika hég 1 ndgot annat intervall.

Elevers skriftliga svar ovan tyder pa en liket mellan elevers tolkningar i
denna kategori och kategori A. Eleverna identifierar lutning som
relevant begrepp eller moéjligen som en matematisk redskap for att
undersOka egenskaper hos grafen. Eleverna visar ocksa att de pa ett
tydligt satt kan relatera grafens lutning till tigets hastighet. Fran citatet
nedan framgar hur eleverna genom att studera olika forhallanden och

proportioner soker sig fram till slutsatser gillande tagets fard.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 1. Se bilaga 1.

FANNY Ja alltsi om man tinker antal metrar eller antal kilometrar ska ju
delas pa sd lite tid som méjligt liksom sa det blir storst hastighet.

JOSEFIN mm precis. ..
FANNY S4 det 4r det storsta.

CHRISTOFFER Ja det skulle vara i sa fall runt 1 timma, efter en timma
men...

FANNY En timma ja, typ dir nagonstans...

CHRISTOFFER ... precis...

Elevers tolkningar som presenteras i citatet ovan, i likhet med kategori A,
lyfter fram och fokuserar pa samma egenskap. Eleverna forefaller vara
6verens om att hastighet dr avhingig grafens lutning och att det finns endast
ett tillfalle da taget har storst hastighet.

Elevernas skriftliga svar pa uppgift 2:
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Christoffer
2a) Det star still i intervallet 1,48 h — 2,12 h samt i intervallet 3 h — 3.30 h
2b) Da lutningen pa kurvan ér 0 ér hastigheten noll.

2¢) Japp, det finns tva stallen dar taget star stilla, (eventuellt) dven i borjan
da tiden dr 0

Fanny
2a) Da taget star still
2b) Da lutningen ér noll dr hastigheten noll

2c) Finns tvé stillen! Man kan ocksa rakna med i bérjan dock édr tiden da
noll!

Josefin

2a) Taget har som lagst vid 2 tillfillen da v =0, detta dr vid intervallet 1,48
h — 2,12 h samt vid intervallet 3 h — 3,30 h

2b) Da lutningen ér noll hastigheten 4r noll

2¢) Det finns 2 stillen. Eventuellt i borjan ocksa raknar innan den startat
vid tiden O

Elevers skriftliga svar ovan visar pa uppfattningar gillande relationen
mellan grafens lutning och tagets minsta hastighet. Samtliga tillfallen da
taget har minst hastighet identifieras av eleverna. Utdraget nedan féljer
elevers resonemang kring grafens lutning och hur de identifierar

intervallen dar grafens har minst lutning.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgifter 2:
FANNY Nir har taget som lagst hastighet? (Eleven liser fragan hogt)
JOSEFIN Det ir ju nir lutningen ar som minst...

FANNY Ja det ér ju det, men det ér ju... halla... Den star ju still typ, dér, den
star ju still.

CHRISTOFFER Ne;.

FANNY Jo den stér ju still mellan tre timmar och 3,5 timma, 3 timmar och
20 minuter. Och sa star den still mellan typ 1,50 och tva.

CHRISTOFFER Alltsa det hir innebir ju att den aker tillbaka va?
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JOSEFIN Ja det gor den men det 4r vil stationerna antagligen.

Fanny och Josefins uttalande synlige6r deras forstaelse av begreppet lutning
och hur den ska relateras till tigets hastighet. Det visar ocksia pa en likhet
mellan uppfattningar 1 denna kategori och kategori A vilket ber6r forstaelse
tor relationen mellan graf och den process grafen beskriver.

Christoffer forefaller tveksam, men senare uttrycker han sig ... den dker
tillbaka. .. 1 nista uppgift forsoker eleverna sammanfatta tagets rorelse under

det givna intervallet genom att gora en helhetstolkning av grafen.
Elevernas skriftliga svar uppgift 3:

Christoffer

Man kan siga att taget dkt 30 mil, vi kan ur diagrammer utldsa till en punkt
dir det sedan har pabérjat sin resa tillbaka till startdestinationen

Fanny

Vi kan utldsa ur diagrammet att taget akt 30 mil till en punkt. Direfter har
taget vint och akt tillbaka. Detta kan vi veta eftersom strickan minskar.

Josefin

Vi kan ur diagrammet utldsa att taget forst akt 300 km at ett hal 1 2 h till en
punkt dir den sen paborjar sin resa tillbaka mot start punkten.

I skriftliga svaren ovan uttrycker sig eleverna om relationen mellan
grafens lutning och forandring i tagets hastighetsriktning. Eleverna
tolkar grafen och forsoker ge beskrivningar om hur tiaget egentligen r6r
sig. I foljande citat uttalar sig eleverna om kopplingen mellan grafen

och den situation grafen beskriver.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgifter 3:
CHRISTOFFER Ja men sen aker den ju tillbaka f6r det hir ar ju inte att. ...

JOSEFIN Jo men precis, for har ir typ startpunkter och sen si kommer
den tillbaka till startpunkten har igen. Ja. Den aker tillbaka.

FANNY Vad da aker till... det behéver inte betyda att den dker tillbaka?
CHRISTOFFER Jo den gar tillbaka...

JOSEFIN ]Jo, kolla hir dr ju 300 kilometer, sen sa dker den nedat igen.
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FANNY Alltsa han kom i typ 160 kilometer hir och sa dkte han tillbaka
140...

CHRISTOFFER Da ar det har avstindet. ..

Christoffer och Josefin argumenterar att tiget vinder vid 2 timmar. Fanny dr
tveksam 1 borjan men hon forefaller vara 6vertygad ndr hon siger ... sa akte
han tillbaka 140 ... Forutsittning for att eleven ska kunna uttala sig om tagets
fardriktning pd ett vetenskapligt sitt dr att eleven har utvecklat en
begreppsbild Tall & Vinner (1981) som tolkar variationen av lutningen samt
vad det innebir betriffande tagets fardriktning.

Elevernas skriftliga svar pa uppgift 4:

v ok v (k)
" o = :PJ ¥ i - 3+ x
T ===
== ! N - ——
Ay A P
3 = - ey
HH] - — ! . - — - -
l S25 8
Figur 11 Christoffers svar pa uppgift 4 Figur 12 Fannys svar pa uppgift 4
PG1
v (knvh)
= ==
- ' h 1 .
= ‘ 3 A ™

Figur 13 Josefins svar pa uppgift 4

Elevers resonemang kring uppgift 4 resulterar i en v-t-graf med tre
maximipunkter vilka eleverna tolkar som tre tillfillen da hastigheten Gkar. Se
tigur 11, 12 och 13. For att konstruera en hastighet - tid graf kravs att eleven
kan dra slutsatser om hastighetens storlek och riktning genom att tolka s-t-
grafens lutning. FEleven behdver ocksa identifiera tillfallen da hastigheten 6kar
och tillfillen di tiget stir still. Han/hon behover ocksd ha utvecklat formaga
att argumentera och redogora for frigestillningar, beriakningar, slutsatser samt
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askadliggora forloppet grafiskt. Att ett fOoremals hastighet kan vixa negativt
visar sig vara en hogre kvalitativ aspekt av begreppsutveckling i det aktuella
omradet. Nemirovsky (1994) och Nemirovsky & Rubin (1992) framhaller att
elever har svirt att forsta negativ hastighet. Har visar eleverna svarighet med
att framstilla negativ hastighet grafiskt. Férmodligen beror det pa att eleven
har svart att acceptera att grafen kan ga under tidsaxeln. Att konstruera en v-t-
graf dr den enda kvalitativa aspekten av elevers tolkningar som identifierades i
denna studie och som skiljer denna tolkningskategori fran kategori A.

Kategori C

Denna kategori kiannetecknas av att omfatta tolkningar som inledningsvis ar
uppbyggda pa matematiska begrepp men lingre fram i samtalet férekommer
ocksa vardagsbegrepp och ikoniska uppfattningar i elevers utsagor vilket utgor
en tydlig skillnad mellan denna tolkningskategori och kategori A och B.

Elevers utsagor i denna kategori, atminstone inledningsvis, i likhet med

kategori A och B stodjer sig pa begreppet lutning.
Nedan presenteras elevernas skriftliga svar pa uppgift 1. Se bilaga 1.

Linn
1a) Efter 1 timma pa grund av storst lutning
1b) Pa grund av lutningen

100

100 _ 150 km/h
1

200 oo0km/h
ﬂzo=150km/n

1¢) Finns ett enda tillfille
Pia
1a) Efter en 1h péd grund av storst lutning

1b) v=?=$=100km/h
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S_ % ~ 200 km/ h = storst hastighet

Jo, det lutar mest
1c) Det finns bara ett enda tillfille

Saeed
1a) Efter en timme pa grund av lutning

1b) v=%=¥=100km/h

V= % = 200 ~ 200 km/ h = storst hastighet

v=s=l;o=150km/h

1c) Bara ett enda tillfalle

Eleverna foérsoker, genom att underséka medelhastigheten 1 olika intervall,
identifiera de omraden dir hastigheten dr som stOrst. Citatet nedan foljer
elevernas resonemang kring tagets hastighet. Bade Linn och Pia lyfter fram
grafens lutning som relevant begrepp och foérsoker bestimma och jimféra
lutningen Over olika intervall.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 1:

LINN Ja det dr beroende pa lutningen ocksa mycket ju.
PIA Ja.
LINN Det ir ju lutningen som avgor...

PIA Vi bérjar med 100, 200, 300 £6r att se vilken hastighet, vilken stricka vi
ska anvinda och vilken tid vi anvinder, sa da tar vi 100 delat pa 1.

LINN 2, 4,6 ... 20 ... alltsi efter 1 timme och 20 minutet.

PIA 1,2 da.

Pia delar Linns uppfattning som kommer med pastiendet att Ja men det dar

beroende pa lutningen ocksa mycket ju... Eleverna forefaller vara 6verens om att

det ir lutningen som avgor hur snabbt tiget ror sig. Situationen verkar delvis

ha aktiverat elevernas begreppsbild Tall & Vinner (1981) av lutning som de
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sedan sdtter 1 relation till fragestillningen. Citatet ovan, i likhet med
tolkningskategorierna A och B tyder pa en forstaelse av begreppet lutning.
Som tidigare nimndes sa forekommer i denna kategori dven uppfattningar
som delvis refererar till ikoniska idéer associerade till tidigare erfarenheter och
upplevelser. Nedan foljer elevers arbete med att ta fram och utveckla en

tolkningsmodell for tagets minsta hastighet.
Elevernas skriftliga svar uppgifter 2. Se bilaga 1.

Linn

2a) Mellan 3,6 — 4 timmar

2b) Inget svar

2¢) Bara ett tillfille

Pia

2a) Under intervallet 3,6 - 4,0 h

2b) Har diskuterat

2c) Finns bara ett enda tillfille

Saced

22) 3,6 -4h

2b) Inget svar

2c) Bara ett

I foregiaende uppgift identifierade bade Linn och Pia det intervall dar tagets
hastighet var som storst genom att tolka lutningen hos grafen. Men har ger de
uttryck for idén att hastigheten dr lagst i ett intervall dar grafen 4r avtagande.
Som tidigare nimndes, det som kinnetecknar elevtolkningar i denna kategori
ar namligen att de, inledningsvis involverar relevanta matematiska begrepp,
medan de lingre fram i diskussionen kan Gverga i andra tolkningar av ikonisk
karaktir. Citatet nedan exemplifierar en sidan Gvergang.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 2:
PIA 2,4,6 mellan 3,6 timmar till 4 timmar.

SAEED Vad da menar du 3,6 till 4?
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PIA Intervallet nir den hade som lagst lutning eller nar lutar den som minst,
ligst hastighet mellan den har, inte bara dar.

Pia identifierar intervallet 3,6 timmar till 4 timmar dir gratens har /ligst lutning
eller minst lutning. Hon kopplar ocksd detta till /Zigst hastighet. Av citatet
framgar att Pia uttalar sig om ett samband mellan lutning och hastighet men
hon identifierar inte ratt intervall dir grafens lutning och didrmed hastigheten
ar lagst. Uppfattningen att desto lagre desto mindre, kan kategoriseras som
intuitivt och ikoniskt. Vidare 1 samtalet uttalar sig Pia om varfér hon inser att
hastigheten ar lagst i intervallet 3,6 timmar till 4 timmar:

SAEED Okej, det dir ir...

LINN Inte bara dar ... hela ... Dir lutar det lite s3 det ar mellan den har
tidpunkten. Vi satte ju 4 timmar och sen ...

SAEED Och dir ar 3,6 och 4.
PIA 3,6 till 4.
SAEED 3,6 till 4.

PIA Ja under ... 3,6 till 4,0 sdger vi, timmar, sa. Hur kan man veta det? Och
det diskuterade vi ju innan att ett, det har minst lutning, och tva, anvind
sunt fornuft, sa dr det sa att tiget minskar som mest nér det dr pa gang, nir
det ska snart stanna.

LINN Jo men... man kan inte bara liksom...

Linn staller sig tvivlande till Pias resonemang men hon preciserar inte vad i
Pias modell som hon inte anser fungera. Pia tolkar dterigen avtagande delen av
s-t-grafen, det vill siga intervallet 3,6-4 h, som minst lutning och ligst
hastigheten:

PIA Nej men jag forstar vad du menar men man kan inte forutspa det
genom just det hir diagrammet sa det 4r omdjligt att siga det, sd jag sdger
att det 4r just mellan intervallet 3,6 och 4 for att det ér ska snart stanna och
tag behover flera timmar t.o.m. att stanna for att minska hastigheten, man
kan inte bromsa direkt, det fortsitter att dka. Det ldste jag faktiskt
ndagonstans.

LINN Nej som inte ...

PIA Nej det funkar inte som buss ... liksom... som i Harry Potter
bussen... hehe...

59



LINN Ska vi ta 3:an dar
PIA Ja 2c...
LINN Ja 2c menar jag.

PIA Jag skulle ocksa siga... Det finns bara ett enda tillfille.

Pias tolkning leder till slutsatsen att hastigheten minskar succesivt fran 3,6 till
4 timmar och att den ar som ldgst vid 4 timmar vilket stimmer helt 6verens
med sunt fornuft enligt henne. Pia grundar sin uppfattning pa en intuitiv
kunskapsform, som tolkar avtagande delen av grafen som en kontinuerlig
minskning av tagets hastighet, vilket mojligen ar influerad av uppfattningen

desto lagre desto mindre.

Konversationen tyder pa att eleven kan ga langt i sitt resonemang som Pia
uttrycker ... zag bebiver flera timmar till och med att stanna for att minska hastigheten.
Hir forsoker hon forklara varfor det tar sa ling tid for taget att stanna. Pias
uttalande ar inte realistiskt, men uppfattningen desto ligre desto mindre,
manifesterar sig sia Overtygande att Pia bryr sig mindre om modellens

rimlighet.

De tolkningar som férekommer i denna kategori visar pa en relativt utvecklad
begreppsforstaelse. De visar pa forstielse for att identifiera och relatera
begreppet lutning till fragestillningen och tolka positiv lutning samt vad det
innebar betriffande storsta hastighet. Nar det galler fragor om tigets lagsta
hastighet dr Linn och Pia dock mindre framgangsrika vilket f6rmodligen beror
pa att eleverna har svirighet med att tolka och identifiera intervall dar
lutningen dr som minst. For att Linn och Pia ska kunna tolka grafen i sin
helhet krivs ocksa kunskap om hur begreppet lutning ska tolkas da olika
villkor forekommer, vilket framhalls av Leinhardt, Zaslavsky & Stein (1990).

Pias uttalande som 7 Harry Potter bussen, ir ytterligare exempel pa ikoniska
beskrivningar som har forekommit i denna kategori. I ndgon scen i Harry
Potter filmen aker ndgon eller nigra tig och hos Pia vicker s-t-grafens
utseende associationer till just den scenen i filmen. Har stodjer sig eleven pa
hindelsebeskrivningar som passar in i situationen. Det forefaller att eleverna
tolkar s-t-grafen i fragestillningen som en matematisk rekonstruktion av en
hindelse. Chi & Slottas (1994, 2006, 2012) hivdar att manga av elevers
alternativa uppfattningar om vetenskapliga begrepp kan foérklaras utifrin ett
ontologiskt perspektiv pa begreppsutveckling, se figur 1, sidan 15.
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Fragestallningen beskriver en tagfird pa fyra timmar vilket kan uppfattas som
en hindelse event. Men en tigfird och den matematiska beskrivningsmodellen
som askadligeor tagfirden i form av en s-t-graf delar inga gemensamma
ontologiska attribut. Felkategorisering av begrepp pa ett ontologiskt plan kan
ses som mekanismen bakom alternativa ikoniska tolkningar som férekommer

1 denna kategori.

Saeed forefaller vara avvaktande i sin roll i grupparbetet, han valjer att lyssna
pa Linn och Pias argumentation utan att ge egna argument. Saeed uttrycker sig
torsiktigt nar han 6ver huvud taget siger nigot. Han formulerar och stiller

tragor som hjilper honom att forsta Linns och Pias resonemang.

Utdraget nedan foljer elevers samtal kring tagets fardriktning. En konflikt som
uppstar hir ar att Pias beskrivning av grafen som en kulle kommer i konflikt
med hennes tidigare uttalande att storst hastigheten intraffar efter 1,2 h (da
taget aker uppforsbacke). Modellen kan inte skapa ett forstaeligt sammanhang
tor henne.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 3:

PIA Nej, hastigheten, da 6kar ju farten, man gasar ju pa niar man gar upp
for en kulle for man vill komma 6ver den...

LINN Jo men det gar dnda...

PIA... sa hastigheten Okar...

SAEED Men hastigheten nar du gar nerfor. ..

PIA Da bromsar man hastigheten f6r den kommer dnda att rulla ner.
SAEED Ja precis ja.

LINN Men man ser, alltsa ja man ser, det kravs alltsa mer kraft for att ta sig
upp for en backe.

PIA Ja men det ir just det, nu har du sagt t.ex. just det jag sa, att ju hogre, ju
storre hastighet, det star olika riktningar, och gar den upp for en kulle sa ser
taget, om det ens dr mojligt, da krivs det ju en storre hastighet for att
komma upp, da maste de gasa pa som du sdger.

Pia tolkar grafen som en kwlle och att i borjan 6kar hastigheten for att man
gasar ju pd ndar man gar upp for en kulle for man vill komma dver den. Med denna
tolkning forsoker hon argumentera for tidigare uppfattningen att hastigheten
ar storst Effer en timme pd grund av storst lutning. Pias argumentation bygger inte
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lingre pa begreppet lutning utan pa vad grafen liknar. Linn verkar ha svart att
forsta resonemanget ’det krivs alltsi mer kraft for att ta sig upp for en
backe.” Den konflikt som har uppstatt beror pa att ju higre, ju stirre modellen
passar inte riktigt in i Awu/le modellen men fér Pia, dr den ett sjalvklart

komplement till tidigare uppfattningen att ”ju lagre desto mindre”.

Grafens utseende aktiverar en speciell kunskapsstruktur WYSIWYG, hos
eleverna 1 denna kategori som fokuserar pa visuella egenskaper hos
problemstallningen, Compelling visual attributes (patallande visuella egenskaper,
min 6versittning) Elby (2000). Denna kunskapsform forstirker den visuella
framstillningen och genererar enkla snabba I6sningar genom att identifiera
likheter och dra paralleller till det verkliga livet. Att kunna se och identifiera
likheter dr i sig dr en viktig kognitiv férméaga som bland annat mojliggor
torstaelsen av ritningar, kartor etc. Det dr formodligen denna kunskapsform
eleverna utnyttjar och som kommer till uttryck i elevers tolkningar. I nasta
uppgift, ombeds eleverna framstilla grafen till tagets hastighet.
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Elevernas skriftliga svar pa uppgift 4:
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Figur 14 Linns svar uppgift 4 Figur 15 Pias svar uppgift 4
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Figur 16 Saeeds svar uppgift 4

Linn, Pia och Saeed tecknar v-t-graf som dr ganska identisk s-t-grafen i
tragestillningen. Eleverna forefaller identifiera likhet mellan s-t-graf och v-t-
graf. En annan foérdel med dessa gratkonstruktioner, utifrin elevens
perspektiv dr att de stimmer vil 6verens med deras tidigare tolkning namligen
att hastighet 6kar forst for att avta sedan.

Sammanfattningsvis kan elevupptolkningar i denna kategori, ses vara baserade
pa matematiska begrepp, men ocksa ikoniska idéer som trider fram och tar
stort utrymme 1 samtalet.

Kategori D

Tolkningar i denna kategori karakteriseras av att vara ikoniska. Det innebir
bland annat att grafen tolkas utifran nagot den i verkligheten liknar. Kategorin
innesluter elevtolkningar som dr helt influerade av vardagsbegrepp och

63



vardagshindelser. Dessa tolkningar, till skillnad fran kategori A, B och C
saknar nagra hinvisningar till matematiska begrepp och beskrivningsmodeller.

Elevernas skriftliga svar uppgift 1. Se bilaga 1.
ARMAN
1a) Taget har storst hastighet vid 2 timmar.
1b) Den ir pa hogsta punkten vid tvd timmar.
1c) Hastigheten varar i 24 minuter.
ALEXANDER
1a) Den har som storst hastighet pa 2 timmar
1b) For att den dr pa sin storsta punkt da
1c) Ja, pa 1,48 och 2,12
GIDEON
1a) Taget har storst hastighet nir 2 timmar har gatt
1b) For att den ligger pa sin hogsta punkt i diagrammet.

1c) Hastigheten varar i 24 min

Eleverna anser att hastigheten dr storst dar graten har sin hdgsta punkt.
Uppfattningen, desto hégre desto storre, leder till att eleven inte skiljer pa lage
och hastighet. En tydlig skillnad mellan denna tolkningskategori och kategori
A, B och C ar att utsagorna 1 denna kategori inte stodjer sig pa begreppet

lutning. Eleverna forefaller fokusera pa andra attribut an grafens lutning.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 1:

ALEXANDER Nir den har som storst, alltsd den ar pa hogsta punkten hir
uppe.

ARMAN Hir dr det typ att det gar ner fOor en backe, hir dr det att det typ

gar upp for en backe, hir aker den rakt sen upp for en backe igen, det ar typ
kolla sa har... hehe...

ALEXANDER Nej ska vi skriva om backar ocksa, det kan vara att den dker
uppférsbacke och nerférsbacke ocksa, skriv bara alternativt backar. ..

GIDEON ]Jag tror aldrig jag har sett ett tig dka sa dir uppforsbacke och...
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ARMAN Jag har sett...
GIDEON Har du sett seriost? Alltsa riktiga saidana dar..?

ARMAN Ja... berg, alltsa det typ gar upp sa hir skitstort, alltsa det gar upp
runt berg och grejer..

GIDEON Kanske som Lisebergsbanan eller nagot...
ALEXANDER Hehe... Balder...

ALEXANDER I San Francisco de har sidana vagnar utan dorrar, de bara
hinger...

Arman framhaller att storst hastighet intriffar efter 2 timmar. Hans tolkning
av grafen bygger pa uppfattningen att grafen visar ett tdg som gar uppfor en
backe och gdr nedfor en backe. Eleverna har olika referenser, pratar om olika
platser, om olika hindelser och exemplifierar pa olika sitt for att gora
situationen begriplig. Alexander delar uppfattningen att hastigheten ar storst
pd higsta punkten hdr uppe och att tiget aker uppforsbacke och nerforsbacke. Hos
Alexander vicker grafen associationer till San Fransiscos gator. Gideon, efter
viss tveksamhet uttrycker sig om grafen som Lisebergsbanan.

Elevers alternativa ikoniska tolkningar av grafiska representationer dr vil
dokumenterat i litteraturen, se till exempel Janvier, 1978; Nemirovsky &
Rubin, 1992; Beichner, 1994; Nemirovsky, 1994; Graham & Sharp, 1998; Elby
2000; Teuscher & Reys, 2010). Elevers uppfattningar av s-t-grafen i fragan kan
ses som en alternativ beskrivningsmodell som eleven anviander sig av for att
begripliggdra situationen

Vanlig forekommande uttrycksformer 1 elevgruppens konversation ar
vardagsbegrepp sasom uppat, nedat, uppforsbacke och nedférsbacke vilket
karakteriserar —uppfattningar 1 denna kategori. Dessa begrepp ir
meningsbirande och effektiva vad giller kommunikation i vardagslivets
sammanhang men de har ocksa brister och begrinsningar da de anvinds for
att tolka en situation framstilld genom matematiska representationer.

En mojlighet ar att dessa elever, efter genomgang av Matematik 1 och 2, har
stott pa begreppet lutning och utvecklat en forstielse for begreppet som en
egenskap eller nagot som kan beriknas hos rita linjer och grafer. Men under
den linga diskussionen kom det fram att denna begreppsbild av lutning inte
tillats.
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Alexanders beskrivning I San Francisco har de sadana vagnar utan dirrar, de bara
hanger. .., eller som Arman uttrycker sig Ja ... berg, alltsa det typ gar upp sa bér
skitstort, alltsa det gar upp runt berg och grejer ..., ir exempel pa intuitiva idéer vilka
torefaller vara djupt rotade i forestallningsvirlden. Det ar egentligen inte
trovardigt att ett tag skulle kunna kéra uppfor en sa brant backe. Att tolka och
skapa ett sammanhang kring grafen verkar vara mer angeliget for de tre
eleverna an att fundera 6ver modellens rimlighet vilket kan ses ett bidragande
taktor till att alternativa idéer forblir resistenta mot férandringar.

Enligt Chi & Slottas (1994, 2006, 2012) perspektiv pa begreppsutveckling kan
dessa alternativa uppfattningar av s-t-grafen 1 fragestillningen tolkas utifran ett
ontologiskt perspektiv pa begreppsutveckling, se figur 1, sidan 15.
Fragestillningen beskriver hur ett tdg ror sig under fyra timmar och en tagfard
kan uppfattas bland annat som en hindelse evenz. Men en tagfird som
hindelse och en s-t-graf som en matematisk framstillning av tagets rorelse
tillhor inte samma ontologiska kategori. Det kan vara ett mojligt hinder for

eleven som forsvarar djupare forstaelse av grafiska representationer.

Nedan foljer elevernas arbete med uppgift 2. Se bilaga 1. Uppgiften ar avsedd
for att aktualisera elevens forstielse gillande grafens lutning i relation till

tagets lagsta hastighet.

Elevernas skriftliga svar uppgift 2:
ARMAN
2a) De forsta tolv minuterna
2b) Den ir pa ldgsta virde vid de fOrsta tolv minuterna
2¢) De forsta tolv minuterna
Alexander
2a) P4 12 minuter
2b) For att det dr den ldgsta punkten
2¢) Nej, bara pa forsta 12 minuterna
Gideon
2a) I de 12 f6rsta minuterna

2b) Genom att kolla pa hur lingt ner...(struken av eleven)
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Den ir pa lagsta punkten.

2¢) De 12 forsta minuterna

Eleverna forefaller halla sig till samma beskrivningsmodell. Om hastigheten ar
storst hdgst upp sa maste den vara minst 1 den Zigsta punkten. Utsagorna med
stark vardagsanknytning utvecklas si smaningom till en sammanhingande
beskrivningsmodell for eleverna. Utdraget nedan féljer hur eleverna resonerar
kring minsta hastigheten.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 2. Se bilaga 1.
ARMAN f6rsta 12 minuterna ... den ér ju lagst... hehe ...
ALEXANDER Jag trodde det skulle vara tvirsvart...
ALEXANDER Bara det ir den ligsta punkten...

ARMAN Hur kan man veta det vilken... skriv den ér pa ldgsta virden de
forsta 12 minuterna och si dar nere kan du skriva de forsta 12 minuterna.

Alexander upplevde frigan som enkel nar han siger Jag trodde att det skulle vara
tvarsvart. For honom, tolkningen Bara det dr den ligsta punkten ..., ar sjalvklar
och stimmer vil 6verens med sunt fornuft. Eleverna anger tillfredsstillande
svar forsta 12 minuterna, ett av tre tillfillen dir hastigheten ar lag. Men
tolkningen bygger inte pa forstielse av grafens lutning utan pa uppfattningen
att ... det dr den lagsta punkten, vilket ir 1 linje med elevernas tidigare tolkning att
den ar snabbast har uppe ... Nedan presenteras elevernas skriftliga svar uppgift 3.
Se bilaga 1. Uppgiften behandlar relationen mellan s-t-grafens lutning och
forandring i tagets fardriktning.

Arman

Frian starten dr en rak stricka sa taget accelererar till en hastighet vid 300
km/h. Sedan retarderar for flera svingningar, vid den forsta svingen
kommer han i hastigheten pi 300 km/h, f6r andra svingen har han
hastigheten 200 km/h

Alexander

Frin starten till andra timmen 4r det rak stridcka, och fran andra timmen till
fjarde timmen sa borjar den svinga lite vilket gor att den maste retardera.
Alternativ uppfors/nedférs backar.

Gideon
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Fran starten till den 2:a timmen 4r det en rak stricka. Diagrammet visar
sedan att taget saktar ner, vilket kan betyda att den andrar riktning frin 2
timmar-3 timmar. Fran 3-4 timmar aker tiget med konstant hastighet

Av elevers skriftliga svar ovan framgar att eleverna forsoker uttala sig om
grafen 1 sin helhet och ge en beskrivning av tagets rorelse och eventuella
torandringar hos tagets fardriktning.

Nedan foljer ett utdrag frin elevers samtal kring uppgift 3. Se bilaga 1.
Samtalet leder gradvis till en konflikt som uppstir da elever uttrycker sig om
tagets fardriktning. Att tolka grafen som berg- och dalbana visar sig ha en
svaghet, den kan inte forklara tagets fardriktning.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 3:

ARMAN Kan man siga nagot om riktningen hos tagets fird genom att
tolka diagrammet, vad i sa fall? (Arman laser uppgiften hogt.)

ALEXANDER De menar vil typ uppforsbacke och nerférsbacke.
ARMAN Jag tror faktiskt det, typ har ar...

ARMAN Hir idr det typ att det gar ner for en backe, hir dr det att det typ
gar upp for en backe, hir aker den rakt sen upp for en backe igen, det ar typ
kolla sd hir... hehe ...

Gideon uppehaller sig vid det problematiska med tagets fardriktning:

GIDEON Men... riktningen alltsi ni snackar ju alltsa nerforsbacken pa
diagrammet, de menar ju riktningen med taget alltsa...

ARMAN Alltsa jag tror inte man kan det egentligen...

Eleverna verkar ha svart att uttala sig om tagets fardriktning, maojligen beror
det pa att ett sadant pastaende kommer 1 konflikt med den tidigare tolkningen
niamligen att grafen forstaller #ppfirsbacke och nedforsbacke:

ALEXANDER I och for sig det gar ju i viss riktning, typ hir har den rak
riktning, sedan dr det svingning sa sakta ner, det kan vara hir... nir den...
vad heter det? Nir den dker langsammare sa typ...

ARMAN Men riktning, det dr vil at vinster och hoger, jag tror inte det ar
uppait nedat...

Eleverna forsoker tolka grafen utifran sina egna intuitiva idéer och gora

situationen mer begriplig. De kommer frin var sitt hall med en modifierad
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tolkning for att 16sa konflikten som har uppstitt. Arman drar slutsatsen att
taget 1 diagrammet rOr sig at hoger och vinster och inte uppat och nerat.
Denna tolkning bygger pa idén att grafen forstaller en karta, alltsa taget ror sig
utmed grafen pa ett horisontellt plan. Fordelen med karta-modellen ér att den
gor det moijligt att motivera och forklara tagets fardriktning. Fallet Arman
tyder pa att eleven kan relativt litt inom loppet av nagra minuter overge berg-
och dalbana-modellen som var sa Overtygande och ersitter den med karta-
modellen. Detta beror méijligen pa att berg- och dalbana modellen visade sig
ha brister, den kunde inte forklara tagets fardriktning. Konflikten initierade en
process som ledde till en férandring av elevens beskrivningsmodell som i sin

tur kunde generera en mer anpassad och trovardig tolkning,.

For att eleven ska kunna tolka s-t-grafens egenskaper kravs att eleven har
utvecklat en forstaelse for bland annat begreppet lutning och att denna
begreppsstruktur aktualiseras av frigan som sedan relateras till problemet.
Eleverna verkar ha blandat ihop hastighetsindring och andring i hastighetens
riktning, saktar ner tolkas som dndrar riktning. Att tdget svinger fran andra timmen,
ar inte helt fel, men elevernas resonemang bygger inte pa teckenvixlingen hos

grafens lutning.

Att dessa elever kunde skapa tva beskrivningsmodeller pa relativ kort tid tyder
pa att elevers intuitiva idéer kan verka 1 olika situationer och ar flexibla i den

meningen att de anpassar sig till situationen.

Nedan presenteras elevernas skriftliga svar uppgift 4. Se bilaga 1. Hir ombeds
eleverna att framstilla grafen till tagets hastighet genom att tolka avstand — tid
graf. Uppgiften ar avsedd for att synliggora elevers begreppstorstielse da den
kommer till uttryck i framstillning av ny grafisk representation.

v {knth) v (kmi/h}

Lk}

L) r‘- —

e e e e = e i e s B

Figur 17 Armans svar uppgift 4

Figur 18 Alexanders svar uppgift 4
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th)

Figur 19 Gideons svar uppgift 4

Elevernas arbete med uppgift 4 1 denna kategori synliggér intressanta aspekter
av elevers uppfattningar avseende egenskaper hos en s-t-graf. Alexander,
Arman och Gideon tecknar en parabelliknande v-t-graf i punktform. Elevers
konstruktion av v-t-grafen forefaller uppfylla ett viktigt kriterium, den
staimmer val 6verens med uppfattningen att tagets hastighet okar forst for att

direfter minska, vilket har forekommit under samtalet.

Elevers uttryckta forstaelse i denna kategori kan kategoriseras som ikoniska
med tydliga referenser till tidigare erfarenheter. Utsagorna i sin helhet ar
praglade av vardagsbegrepp och vardagshindelser. Dessa tolkningar saknar

nagra hianvisningar till relevanta matematiska begrepp och samband.

Symbolisk representation

Inom temat symbolisk representation har tre kategorier av elevers forstaelse
framkommit i analysen. Forst gors en sammanfattning av samtliga kategorier
som identifierats. Dairefter presenteras varje kategori var for sig med
exemplifierande citat frin elevernas arbeten som uttrycker vad som
kannetecknar kategorierna samt vad som skiljer dem at. Dessa presenteras
kortfattat nedan, frin den mest utvecklade till den minst utvecklade
uppfattningen.
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Kategori A: uppfattningar som bygger pa en proceptuell forstaelse

av matematisk symbolism

Kategori B: uppfattningar som delvis bygger pa proceptuell

forstaelse

Kategori C: uttryckta forstaelse som endast linkar samman

matematiska symboler och processer

Kategori A:

Uppfattningar inom denna kategori kannetecknas av att ha sin hemvist i den
andra matematiska virlden, den proceptuella-symboliska matematiska varlden,
Tall & Gray (1994). Det innebir att elevens begreppsbild har en sidan status

som relaterar matematiska symboler till processer och begrepp samtidigt.

Inom temat symbolisk representation ombeds eleverna att svara pa tre
uppgifter 5a-5c. Se bilaga 1. Fragestillningarna behandlar elevers forstielse av
funktion som en matematisk representation av ett samband eller en relation.

Forsta deluppgiften, 5a, dar avsedd for att synliggora elevers forstaelse av

differenskvoten till en given funktion. Eleverna ombeds att berdkna och tolka

differenskvoten w till funktionen S(t) =2t* +t, dir 0<t<10.

Elevernas skriftliga svar uppgift 5a:

Christoffer
2.5 +5=55
2.324+3=21

s=%=l7m/s
2

Medelhastigheten mellan 3-5 sekunder 4r 17 m/s

Jakob
(2.52)+5=55
(2-3%)+3=21
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s=ﬁ=17m/s
2

Medelhastigheten mellan 3 och 5 sekunder.
Johan M

s(5)-s(3) _(2-5°+5)-(2-3°+3) 55-21 34
5-3 5-3 5-3 2

=17m/s

Medelhastigheten i intervallet 3 dll 5 sekunder dr 17 m/s

Elevernas skriftliga svar visar hur elever genom en sekvens av
algebraiska/aritmetiska operationer beriknar virdet av differenskvoten. De
tolkar det erhallna vardet som medelhastighet.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 5a:

JOHAN Alltsa s av 5 dr ju hur langt den har kommit efter 5 sekunder och 3
ar hur langt den har kommit upp till 5 sekunder...

CHRISTOFFER Da borde det vara strickan mellan 5 och 3 sekunder...
JOHAN Ja ... 5 minus 31 tiden, alltsa 2 sekunder, sa det dr val helt enkelt...

CHRISTOFFER Medelhastigheten under den tiden...

Eleverna tolkar den matematiska symbolismen som férekommer i1
fragestillningen. Differenskvoten behandlas genom en sekvens av operationer
(process) som leder till ett svar. Direfter tolkar eleverna det erhallna virdet
som medelvirde av hastighet (begrepp), eller som Christoffer uttrycker i
citatet ovan “medelhastighet under den tiden”. Att ha utvecklat
begreppsbilder kring matematiska symboler bade som processer och begrepp,
ir niagot som karakteriserar enligt Tall & Gray (1994) lirande i den
proceptuella-symboliska matematiska virlden. Elevers uttalande i citatet ovan
visar pa en sammanhiangande matematisk terminologi vilket delvis framgar av
hur eleverna presenterar ett nitverk av matematiska begrepp sisom
“intervall”, ”medelhastighet” eller som Johan uttrycker ”Alltsa s av 5 ir ju

b

Elevernas skriftliga svar uppgift 5a:

Fanny
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(2-5°+5)-(2-3+3) 34
5-3 2

17

Medelhastigheten mellan 3 och 5 sekunder dr 17 m/s

Josefin

2.25+5-(2.3%+3) 55-21
2 2

17

Medelhastigheten mellan 3 och 5 sekunder ar 17m/s

Maria

2.25+5-2.3+3 55-21
2 2

17

Medelhastigheten mellan 3 och 5 sekunder dr 17 m/s

Fanny, Josefin och Marias skriftliga svar ovan bygger pa samma resonemang.

Eleverna berdknar differenskvoten genom olika operationer och tolkar

darefter det erhallna virdet som medelhastighet.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 5a:

JOSEFIN Ja men efter 5 sekunder har den r6rt sig blablabla stricka.
FANNY Ja precis och sa delar man med... nu ér det riknat...

FANNY Ja men det dr vil alltsa hastigheten, medelhastigheten under de

sekunderna.
JOSEFIN 34, jag tar 17 da.

JOSEFIN Medelhastigheten mellan 3 och 5 sekunder

Differenskvoten beriknas och tolkas som medelhastighet vilket aterigen visar

pa elevers proceptuella uppfattning av en differenskvot. Citatet ovan tyder pa

att bade Fanny och Josefin uppfattar uttrycket bide som process (berikning

av differenskvot) och begrepp (medelhastighet).

Elevernas skriftliga svar uppgifter 5b:

Christoffer
5(8) =2.8% +8=136 meter
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Jakob

Sitt t som 8
s(8)=(2-8°)+8=136m
Johan M

5(8)=2-8°+8=2-64+8=136m

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 5b:

JOHAN... Hur lingt har bilen rort sig efter 8 sekunder... (eleven liser
uppgiften hogt)

CHRISTOFFER 8Si ... 2 x 64 dr 128 plus 8 ar 136 ...

Uppgift 5b var ingen storre utmaning for eleverna. De bestimmer virdet av
funktionen i den givna punkten vilket de tolkar som den stricka féremalet har
fardats efter 8 sekunder.

Elevernas skriftliga svar uppgifter 5b:
Fanny
Sitt t =8=2-8% +8=136, bilen har rort sig 136 meter
Josefin
Sitt t =8 detta ger 5(8) =2-8” +8=136m
Bilen har r6rt sig 136 m efter 8 sekunder.
Maria
Sitt t =8 detta ger S(8) =2-64+8=136m
Bilen har r6rt sig 136 m

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 5b:
FANNY Berikna, sitt in...

MARIA Det gar bra med 8...ja...

JOSEFIN ... 136...
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FANNY 136 meter...

JOSEFIN Bilen har rort sig 136 meter

Eleverna foljer ett liknande resonemang, 8 sekunder satts i funktionsuttrycket

och erhallna vardet tolkas som stracka.

Nista uppgift, 5c, behandlar objektets hastighet efter tiden 8 sekunder. Se
bilaga 1. Denna uppgift kan 16sas pa en mangd olika sitt beroende pa vilka
utgangspunkter och egenskaper som fokuseras. Hir behéver eleverna
presentera ett metodforslag. Dessutom ombeds eleverna att motivera varfor

de har valt en viss metod.

Elevernas skriftliga svar uppgifter 5c:

Christoffer
s(t) =2t* +t
s(t)=4t+1
$(8)=4-8+1=33

Genom att derivera uttrycket far vi férandringshastigheten, ersitt t med 8 sa
fas hastigheten vid 5 sekunder.

Jakob
s(t) =2t* +t

Derivera$ (t) =4t +1sitt t = 8
s(8)=(4-8)+1=33m/s

Vi far forindringshastigheten i punkten da t =8vilket i detta fall blev 33
m/s.

Johan
s(t) =2t +t
Detivera S (t)=4t+1

s(8)=4-8+1=33m/s
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Derivera ersitt t med 8 fas hastigheten efter 8 sekunder.

I sina skriftliga svar ovan, viljer eleverna att berikna och tolka derivatan av

funktionen s(t) och darefter beraknar de virdet av funktionens derivata i

>

punkten 8 sekunder. Eleverna motiverar metoden med att 7vi far
torandringshastigheten”. Citatet nedan foljer elevers resonemang kring valda

metoden.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 5c:
JOHAN Hur snabbt har den rort sig, det ar val derivata ...
CHRISTOFFER ]Ja for den ... dir...

JOHAN Ja for da far man ju vad heter det ...
CHRISTOFFER: ... férindringshastigheten...
JOHAN ]Ja.

CHRISTOFFER D4 ir det 4 t.

JOHAN Alltsa om man deriverar far man ju ... alltsd enhet ... meter per
sekund t.ex.

JAKOB Det ... hastigheten da, 33 meter per sekund...

Johans omformulering av uppgift 5c visar pa att han pa ett tydligt sitt kan
skilja pa medelhastighet och momentanhastighet. Darefter foreslar han en
méijlig  16sning, nimligen  derivata. Aven hos dessa elever ir
torandringshastigheten en aterkommande beskrivning av derivata och en
dominant uppfattning. Gray & Tall (1994) hdvdar att: “We characterize
proceptual thinking as the ability to manipulate the symbolism flexibly as
process or concept” (Gray & Tall 1994, sid. 7). Dessa elevers arbete tyder pa
att symbolen S (t) férstas bade som en sekvens av operationer (process) och

torandringshastighet (begrepp).
Elevernas skriftliga svar uppgifter 5c:

Fanny

s(t) = 2t° +t
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S (t) =4t +1, sitt t=8=Bilen har hastigheten 33m/s efter 8 sekunder.

Derivatan av en funktion i en viss punkt ger oss forindringshastigheten i
just den punkten

Josefin
50) s(t) =2t +t =4t +1
s(8)=4-8+1=33m/s

Bilen har hastigheten 33m/s efter 8 sekunder. Detivatan av en funktion i en
viss punkt ger oss forindringshastigheten i den punkten

Maria
Sl(t):4t+1 och t=8 ger s'(t):4-8+1:33m/s

Derivatan av en viss funktion i en viss punkt ger forindringshastigheten i
den punkten.

I elevers skriftliga svar ovan kan ett identiskt resonemang identifieras. Aven
hir viljer eleverna derivera funktionen och berikna virdet av derivatan i1
punkten 8 sekunder. Eleverna uttrycker sig om derivata som en lokal egenskap
vilket framgar av exempelvis Fannys uttalande ... férandringshastigheten i
just den punkten.”

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 5c:

JOSEFIN Vilken hastighet har bilen efter 8 sekunder? Hur vet du det?
(Eleven liser fragan hogt)

FANNY 4 t ...

JOSEFIN Skriv 4 t bara. Plus 1, t:t blir ju en etta.

MARIA Ja men kom igen nu tjejer. ..

FANNY Ja men sluta stressa oss sa ...

MARIA Ja men skriv...

FANNY 4 x 8 + 1 ir lika med 33...

JOSEFIN Hur vi vet det? For att derivatan av en funktion ...

MARIA Ja men ... det star ju ... hur vet vi det, ja men vi siger ju det! Ja...
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MARIA Ska vi skriva ner det...

FANNY Nej vi sdger det nu. Vi skriver da derivatan ... av... funktion ... ar
en ... viss punkt...

JOSEFIN Ja... punkt... ger oss... sl Ja vi dr val klara nu.

Hos Fanny och Josefin vicker frigestillningen associationer till
deriveringsregler. Fanny siager spontant ’4t” medan Josefin uttalar att t:t blir
ju en etta”. Det indikerar att deriveringsregler, hos Fanny och Josefin, ir den
del av begreppsbilden som forefaller att aktiveras och uttryckas forst. Det
kallar Tall & Vinner (1981) fOr ewoked concept image (partiell aktiverad
begreppsbild, min 6versitttning)

For ovrigt visar eleverna att de sammankopplar process (derivera funktion
genom tillimpning av deriveringsregler) och begrepp (férindringshastighet)
vilket enligt Tall & Gray (1994) karakteriserar som larande i den proceptuella-

symboliska matematiska varlden.

Kategori B:

Tolkningar inom denna kategori ar delvis baserade pa proceptuell forstielse. 1
likhet med kategori A bar elevuppfattningar i denna kategori pa en forstaelse

av symboler och hur de ska avkodas genom matematiska operationer.

Elevernas skriftliga svar uppgifter 5a: pa uppgift 5a
Linn
s(t) = 2t° +t
s(5)=2-5°+5=55
s(3)=2-3+3=21

55-21 34

=—=17m/s
5-3 2
Pia
M:l7m/s
5-3
Faiza
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s(t) = 2t° +t
s(5)=2-5"+5=55
s(3)=2-3"+3=21

=21 3 _1imis
5-3 2

Uppstillningen ir ganska identisk med elevsvaren fran kategori A. Eleverna
tolkar symboler som algebraiska operationer pa reella tal sisom addition,
division och kvadrering. Darefter tolkar de vad det virde de har riknat fram
innebir. Pia anvander sig av symbolen =i sitt svar vilket indikerar problemet
med att skilja pa implikation och ekvation.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 5a:
LINN Inom det hir intervallet maste det ... 17 meter per sekund.
FAIZA Vad ska vi tolka det som... detta ...
LINN Jag tror det dr det som tolkningen ir att det dr hastigheten...

FAIZA Ska vi inte siga momentana hehe... forindringshastigheten ... vad
heter det momentan, heter det genomsnittliga férandringshastigheten. ..

Eleverna forefaller inte ha storre svarighet med att berdkna virdet av uttrycket
tor differenskvoten vilket aterigen visar pa begreppsbilder som linkar samman
matematiska symboler och processer (Tall & Gray 1994). Linn tolkade det
erhillna virdet som ”hastighet”, medan Faiza gar ett steg vidare och uttrycker
sig ”den genomsnittliga forindringshastigheten”. I likhet med uppfattningar i
kategori A ger eleverna uttryck for en begreppsbild som linkar samman
symboler och begrepp.

Elevernas skriftliga svar uppgift 5b:
Linn
s(8)=2-8°+8=136
Pia

5(8) =136m
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Faiza
s(8)=2-8°+8=136
Pia anvinder sig aterigen av symbolen for implikation vilket visar pa hur

eleven uppfattar komplexiteten 1 matematisk symbolism.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 5b:
LINN ... 8 sekunder ... men sitt in 8 sekunder...
PIA Pi t plats...
FAIZA 8 x 8 dr 64, 64 x 2 dr 128 plus 8, 136 ...

LINN 128 + 8... ja... 136...

Elevers resonemang i citatet ovan visar hur elever hanterar fragan genom att
ersitta t i funktionen med 8. Direfter genomfér de matematiska operationer
av olika slag som leder vidare till ett svar. Detta visar aterigen pa en utvecklad
begreppsbild hos dessa elever som mojliggor tolkning av symboler som
processer Tall & Gray (1994).

I uppgift 5¢c ombeds eleverna att anvinda en metod for bestimning av
momentanhastighet. Eleverna ger uttryck for uppfattningar som avspeglar
deras begreppsbilder av matematiska begrepp.

Elevernas skriftliga svar uppgifter 5c:

Linn

@ =17m/s
8

Pia

S 136

=—=17m/s
t 8

Faiza

g=17m/s
8

Fran de skriftliga svaren ovan framgar hur eleverna tolkar hastigheten efter 8
sekunder, det vill siga momentanhastigheten, som medelhastighet under de
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torsta 8 sekunderna. Eleverna delar strackan 136 m fran uppgift 5b med tiden

8 sekunder. Utdraget nedan foljer Linns resonemang kring denna metod.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 5c:

LINN Vilken hastighet har foremalet efter 8 sekunder... det blir 136 genom
8 ... 136 genom 8 ... dr det verkligen ett ... Vi kan bara skriva hur vi vet, vi
tar strickan genom tiden...

Som tidigare nimndes kinnetecknas tolkningar i denna kategori av att vara
delvis uppbyggda utifrin en matematisk beskrivningsmodell. Hir ger eleven
uttryck for uppfattningar som inte skiljer mellan momentan virde och

2

medelvarde. Mojligen kan det bero pa att ” strickan genom tiden” ar
dominerande och en lattaktiverad del av begreppsbilden som ger sig till kinna
hir. Hahkioniemi (2006) havdar att “distance-time functions may help them
to activate their past experiences.” (Hahkoniemi (2000), sid. 75). Linn, Pia och
Faiza hade haft genomgang pa derivata men fragestillningen forefaller inte
kunnat aktivera del eller delar av dessa elevers begreppsbild av derivata eller

nagon annan metod for bestimning av momentanviardet.

Kategori C:

Denna kategori omfattar uppfattningar som endast linkar samman det
matematiska symbolspriket och algebraiska operationer. Det som skiljer
tolkningar i denna kategori och féregaende kategorier A och B, ir avsaknad av
en link mellan symboler och begrepp i den proceptuella-symboliska
matematiska virlden (Tall & Gray 1994). Nedan foljer elevernas skriftliga svar

pa uppgift 5a.

Arman
s(5)=2-5"+5=55 s(3)=2-3*+3=21
55-21_34 .

2 2

Strackan vid 5 sekunder 4r 55 m, strickan vid 3 sekunder 4r 21 m. Kvoten
av de tva resultaten blir 17

Gideon

s(5)=2-5"+5=55 s(3)=2-3+3=21
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55-21 34
2 2

17

Nir strickan vid 5 sekunder dr 55m. Nir strickan vid 3sekunder dr 21m.
Sedan subtraherar man funktionerna och dividerar dem pa tva, vilket blir
17.

Eleverna beridknar virdet av differenskvoten vilket visar pa deras forstaelse for
symboler som operationer. De har dock svarighet med att tolka vad det vardet
de fick betyder i den aktuella situationen. Det kan tolkas som att elevernas
begreppsbilder inte linkar samman symbolspriket i differenskvoten och
begreppet medelvirde.

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 5a:

ARMAN Jag ir pa 5a, forsoker komma ihag hur man riknar ut det. 5
ganger 5 ir 25 va eller?

GIDEON Aj aj ... Liggande stolen och det...

GIDEON Det blir 2 ... sa dir ... for det blir 34 hir uppe skriv s lika med
34 eller skriv hir under...

ARMAN 17...
GIDEON ... ja...jo 17...

ARMAN Kan man inte gora 5b...

Bade Arman och Gideon kunde relativt litt bestimma vardet av uttrycket for
differenskvoten. De uttryckte ikoniska uppfattningar om grafen i temat grafisk
representation, men hir visar de ha de nédvindiga kunskaper som krivs for
att berakna uttrycket for en differenskvot till en given funktion.

Arman och Gideon resonerar sig fram till ett mojligt tillvigagangssatt. De
utnyttjar sina kunskaper i matematik och utfor adekvata berikningar av olika
slag for att rikna fram ett svar. De anvander ocksa limpliga enheter. Arman
och Gideon kunde rikna ut virdet av uttrycket men de visste inte riktigt hur
det erhallna virdet ska tolkas. Arman undviker att forklara niarmare vad 7177
betyder betriffande foremalets rorelse nir han siger “kan man inte gora

5b...”.

Hihkoniemis modell av Talls (2004) och Tall & Grays(1994) teori om tre
matematiska varldar inkluderar differenskvot som ett led 1 larande av derivata i
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den proceptuella-symboliska varlden. Nar Arman och Gideon beraknar vardet
av differenskvoten 1 uppgift 5a befinner de sig 1 denna virld. Det som
karakteriserar lirande av matematiska begrepp 1 denna matematiska virld ar
formagan att samtidigt kunna tolka matematiska symbolspraket bade som
begrepp och process. Uttrycket s(5) kan dels betyda en process (reella talen 5
satts in 1 uttrycket och darefter beraknas differensen och kvoten), dels ett
begrepp (vardet av en funktion for ett givet variabelvirde i funktionens
definitionsmangd). Bade Arman och Gideon vet hur symbolspraket 1 uttrycket
ska hanteras, med andra ord hjilper deras begreppsbilder dem att tolka
differenskvoten som en algoritm eller en sekvens av operationer. Detta
uppfyller det ena kriteriet for matematisk begreppsforstaelse 1 den
proceptuella-symboliska varlden. Men Arman och Gideon verkar sakna
komponenter 1 begreppsbilden som linkar samman symboler och begrepp, 1

det hir fallet medelhastighet.
Elevernas skriftliga svar uppgifter 5b:

Arman

5b) $(8) =2-8” +8=136m
Gideon

5b) $(8)=2-8°+8

5(8) =136

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 5b:

ARMAN Men om man ska skriva in 8:an i formeln, ligger man i bada
eller..?

GIDEON ... mm... Ja det dr bada. Skriv av den har férst, den férsta. Sedan
ligg i 8:an bara.

Arman tolkar avstindsfunktionen som en ’formel” som han kan anvinda fo6r
att ’skriva in” ett tal for att sedan rakna ut ett annat tal. Detta uttalande kan
tolkas som Armans begreppsdefinitionsbild av en funktion vilket enligt Tall &
Vinner (1981) avser individens beskrivning av ett begrepp i spraklig
bemirkelse. Begreppsdefinitionsbilden idr en del av individens begreppsbild
som ibland kan vara inkompatibel med den formella definitionen.
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Vinner och Dreyfus (1989) visade att elever ibland uppfattar en funktion som
en operation som ger ett tal fran ett annat tal eller som en formel i form av ett
algebraiskt uttryck. Eisenberg (1991) menar att historiska och psykologiska
aspekter gor det svart att introducera funktionsbegrepp pa ett sadant sitt att
studentet/elever fir en djup forstaelse och kan transferera begreppet till andra
omraden. Manga begrepp inom matematik uppfattas som symbolisk och icke-
visuell. Funktion ar ett saidant begrepp. Detta utgor ett hinder £6r larande.

Arman ar inte riktigt siker pa vilket uttryck ska 8 sittas 1. Fragestillningen
verkar ha skapat viss osikerhet:

ARMAN 8 x 2 dr 48 var

GIDEON 64.

ARMAN ... 64...

GIDEON varfér har du 48...

ARMAN ... jag ir inte sa bra pa gangertabellen.
ARMAN 64 x 2 drju... 124 ...

GIDEON ... 128...

ARMAN ... 128 ja...

GIDEON Skriv enhet ocksa.

GIDEON Skriv 136 hir...

Arman verkar ha problem med grundliggande operationer vilket forsvarar for
honom att rikna ut vardet av funktionen i uppgift 5b. I Gideons uttalande
aterfinns indikationer pa forstaelse av symboler som processer, “ligg i 8:an
bara”.

I uppgift 5¢c ombeds eleverna att bestimma foremalets hastighet efter 8
sekunder. Denna uppgift ar avsedd att aktualisera elevers begreppsbilder av
derivata. Uppgiften avslojar inte vilket matematiskt verktyg som méjligen kan

anvindas utan eleven far sjalv presentera ett tillvigagangssitt. Se bilagal.

Elevernas skriftliga svar uppgifter 5c:

Arman
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As 136

—="—=17m/s
At 8
Gideon
E:@:l?m/s
At 8

Citat fran transkriberat videomaterial uppgift 5c:

GIDEON 84 har ar svaret ... strackan ... dar har du strackan och tiden stir
dar. Det hor thop med detta bara sa du vet, det hor thop med detta absolut.

ARMAN Nu ir det division, jag kan inte heller. Kan du hjilpa mig med
liggande stolen?

GIDEON Skriv 136 hir ... 8 hir pa sidan och sa ett streck ... nej streck
under.. 8 bara.. sa..

ARMAN ... streck 8...

Efter cirka 3 minuters diskussion kommer eleverna fram till att:

GIDEON Skriv typ svar 17 det ska vara enhet ocksa 17 meter per sekund.

Det eleverna, formodligen omedvetet, har riknat ut dr medelhastigheten
under de forsta atta sekunderna. Arman och Gideon skiljer inte pa

medelhastighet och momentanhastighet pa ett tydligt sitt vilket méjligen kan
5()-s@)

bero pa att eleverna inte lyckades tolka uttrycket ————— som

5-3
medelhastighet under tiden tre till fem sekunder.
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Kapitel 5 Diskussion och slutsatser

Avsikten med den hir studien var att synliggéra och analysera gymnasieelevers
uppfattningar avseende matematiska representationer av ritlinjig rorelse. Jag
anser, att uppgifterna jag har wvalt att undersoka eleverna med, wvil
overensstimmer med vad gymnasielever inom det naturvetenskapliga
programmet kan férvintas kunna tolka efter genomging av matematik 3.
Inom temat grafisk representation anviandes atta uppgifter som
problematiserade en s-t-graf. Uppgifterna som gavs till eleverna wvar
mangfacetterade och visade sig ha potential att aktualisera och lyfta fram olika
aspekter av elevers begreppsforstaelse vilket har betydelse for hur studiens
syfte har uppfyllts.

Gruppdiskussion som datainsamlingsmetod genererade virdefull analysdata
med stor variation i svarskvalitet. Samtliga gymnasieelever 1 studien
engagerade sig frivilligt vilket gjorde gruppsamtalen bade livliga och
innehallsrika.

Jag inkluderade flera lirandeperspektiv i det teoretiska ramverket vilket
berodde pa karaktiren hos de matematiska representationer som studien
behandlar. De enskilda teoretiska ramverken innesluter en gemensam kirna av
uppfattningar om hur individen utvecklar begreppsforstielse och vilka
mekanismer som paverkar och styr denna utveckling. Strukturen i detta kapitel
kommer i stort sett att folja den ordning som forskningsfragorna star 1.

Frigan om hur gymnasieelever tolkar en s-t-graf som en matematisk
representation besvaras genom identifiering och redovisning av fyra kvalitativa
kategorier. Dessa kategorier visade pa ett stort gap mellan elevers forstaelse av
grafisk representation vilket presenterades i resultatkapitlet frin den mest
utvecklade uppfattningen (kategori A) till den minst utvecklade uppfattningen
(kategori D).

Gymnasieelever 1 denna studie presenterade olika typer av tolkningsmodeller
gillande s-t-graf. Inom tolkningskategorierna A och B férekom uppfattningar
som byggde pa ett sammanhingande nidtverk av matematiska begrepp som
sedan utnyttjades av eleven som verktyg i det aktuella omridet. Dessa
tolkningskategorier visade 1 stort sett pa identiska kvalitativa aspekter.
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Uppfattningar i dessa kategorier kunde pa ett tydligt sitt skilja mellan
begreppen lige och lutning. Eleverna kunde obehindrat tillimpa begreppet
lutning och dra korrekta slutsatser om hastighetens storlek och riktning,
Lutningen dr noll sa hastigheten dr noll. Elevtolkningar om negativ lutning och
negativ hastighet och hur den ar relaterad till foremalets rorelsetillstind kan
ses som en indikation pa en vil utvecklad begreppsbild hos elever i kategori A
och B.

En annan viktig aspekt av tolkningskategorierna A och B inom temat grafisk
representation ar uppfattningar om kopplingen mellan det grafen presenterar
och den process den beskriver. Det kan enligt Friel med flera, (2001) innebara
att elever bade kan ldsa mellan data och lasa bortom data. Att lisa bortom data
kan innebdra linken mellan grafens utseende, beskrivningsmodell och hur
taget egentligen ror sig. Relationen mellan en graf och den process den
beskriver ar en av de centrala aspekterna av grafiska representationer och

ocksa en av de mest utvecklade uppfattningar som forekom 1 denna studie.

Vardagsbegrepp och ikoniska uppfattningar foérekom aldrig i elevernas
uttalande under deras inspelade samtal. Istallet valde eleverna att stodja sig pa
matematiska begrepp sdsom lutning, medelhastighet, férandringshastighet,
positiv. och negativ hastighet. Att ikoniska tolkningar inte férekom inom
tolkningskategorierna A och B kan bero pa att eleven har kommit sa langt i
begreppsutvecklingsprocessen och att begreppsbilden Tall & Vinner (1981) ar

sa utvecklad att han/hon inte kinner behov av det.

Det forefaller som, dd en elev tolkar en graf, exempelvis en s-t-graf, att ju
lingre 1 begreppsutvecklingen eleven kommer desto mindre blir férekomsten
av vardagsbegrepp och ikoniska forestillningar. Ju mer eleven lir sig tillimpa
vetenskapliga begrepp desto mindre blir behovet av intuitiva tolkningar. Det
kan tolkas som en mojlig indikation pa en relation mellan begreppstorstielse

och intuitiv kunskap.

Inom tolkningskategorierna A och B férekom ocksa uttalanden som visade pa
elevers uppfattning av relationer och proportioner. Att eleverna kunde tolka
hur mycket grafen édndrade sig per lika linga tidsintervall underlittade
bestimning och tolkning av grafens lutning.

Den enda kvalitativa skillnaden mellan tolkningskategorierna A och B som
nimndes i resultatet kunde identifieras i elevers arbete med uppgift 4. Se
bilaga 1. Hir férekommer alternativa tolkningar i kategori B som beror den
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grafiska konstruktionen av negativ lutning och negativ hastighet. Detta kan
bero pa att eleverna har svart att acceptera att grafen kan ga under tidsaxeln.
Dessutom tenderar eleverna i kategori B att konstruera en v-t-graf som
begrinsas i forsta kvadranten vilket stimmer Overens med placering av s-t-
grafen i frigestillningen. Problemet har i denna uppgift frimst bestatt av att
framstilla en ny representation (v-t-graf) med utgangpunkt i den ursprungliga
representationen. Hir behover eleven ha utvecklat en konceptuell forstaelse
av den grafiska representationen och kunna lisa av ett innehdll och dess

struktur for att kunna utféra nédvindiga operationer.

Enligt Wittmann (2005) kan grafiska representationer ses som
konkretiseringar av abstrakta matematiska begrepp. En s-t-graf kan betraktas
som en konkret beskrivning av abstrakta begreppet rorelse. For att forsta det
konkreta i grafiska representationer kravs ibland att eleven har utvecklat en
formaga att uppfatta det abstrakta i det konkreta. I konkreta s-t-grafen doljer
sig en abstrakt egenskap i form av grafens lutning vilket férmodligen inte
implicit framgir av grafen. For att fa en djupare forstielse av matematiska
begrepp behover eleven tillgodogora sig olika representationer och aven
kunna gora 6versittningar mellan dem (Duval, 2006 och Kirsh, 2010). Den
som har tillgdng till flera olika representationer for beskrivning av samma
begrepp har troligtvis en rikare och mer anvindbar begreppskunskap. Att
kunna vandra fritt mellan olika representationer ar nagot som forskning menar

starkt bidrar till begreppsforstaelse (Friel, 2001; Lingefjard, 2014).

Den mest utvecklade uppfattning som framkom i denna studie handlade om
konstruktionen av en matematisk representation. Det framgar av v-t-grafen
som eleverna i kategori A har framstillt (se sid. 50). Férmagan att kunna
hirleda och framstilla en v-t-graf baserad pa en s-t-graf visade sig vara den
mest utmanande uppgiften, atminstone med tanke pa studiens svarsfrekvens.
Att konstruera en graf, och att obehindrat kunna vixla mellan olika
representationer, visade sig vara en storre utmaning och en hogre niva av
begreppsutveckling an att tolka en graf.

Tolkningskategori C visade pa andra kvalitativa aspekter av gymnasieelevers
tolkningar gillande en s-t-graf. Fleverna relaterar begreppet lutning till
fragestillningen och lyckas fora ett resonemang som leder till slutsatsen att
tagets storsta hastighet intriffar efter 1,2 timmar. Negativ lutning visade sig
vara mer svirtolkad 4n positiv lutning. Foljaktligen forlitar sig, exempelvis
Linn och Pia, pa sina ikoniska idéer och tolkade grafen som en &ulle, backe eller

38



Harry Potter bussen. Dessa tolkningar uppfattar jag som uttalanden som delvis
synliggor elevers begreppsbilder 1 den aktuella situationen vilket besvarar den
andra forskningsfriagan.

Hir aterfinns identifierbara uttryck fran kategorin event 1 elevers tolkningar, se
Figur 1 sidan 16, vilket mojligen kan innebira att eleven har utvecklat
uppfattningen att s-t-graf dr matematikens satt att rekonstruera en hindelse.
Att det ror sig om en tagfird forstirker férmodligen denna begreppsbild

eftersom en tagfird kan uppfattas som en hindelse.

Aven om frigestillningen inkluderar komponenter frin kategorin event si finns
det inga gemensamma attribut som forenar denna kategori med kategorin
process. Det kan forsvara forstaelsen av grafiska representationer i allminhet
och s-t-grafer 1 synnerhet. Det kan wvara betydelsefullt for elevens
begreppsutveckling att han/hon blir uppmirksam pa att en tigfird och de
matematiska konstruktioner som beskriver tagets rorelse tillhér olika
ontologiska kategorier. Detta kan 1 sin tur leda till en férandring som innebir
ett begreppsskifte fran kategorin event till kategorin process. For att mojliggora

en sadan forindring behover eleven konfronteras pa det ontologiska planet.

Att tolka variationen av grafens lutning och vad den innebir betriffande
hastighet och firdriktning visade sig vara en kvalitativ niva av
begreppsforstaelse. Det mer utvecklingsbara begreppet lutning forsvinner sa
smaningom helt ur beskrivningsmodellen och ersitts av uppfattningarna ju

hagre, ju storre och ju ligre, desto mindre.

Det som mojligen ocksa forsvarar forstaelsen for eleverna i kategori C ar
uppfattningen att negativ lutning uppfattas som lagre hastighet. Det ir
formodligen inte ovanligt att elevers utsagor och argumentationer vid ett
forsta paseenden forefaller helt riktiga men att det vid ett lingre samtal visar

sig vara uppbyggda utifran icke adekvata definitioner.

Grafens utseende styr eleverna att inrikta sina tankar mot erfarenheter och
upplevelser som inte ar vetenskapligt relevanta for sammanhanget. Det ar
tormodligen inte slutmalet att eleven relaterar begrepp till situationen, som
exempelvis 1 det har fallet, relaterar s-t-grafens lutning till tagets hastighet. For
att ge en helhetsbeskrivning krivs dven en uppfattning om innebérden av
teckenvixlingen hos grafens lutning. Det som Linn och Pia, i kategori C,

tormodligen har svirt att reflektera 6ver ar sambandet mellan variationen av
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grafens lutning och tagets fardriktning och identifiering av de intervall dar

lutningen ar som minst.

I utsagorna stoter vi bland annat pa ... och tdg behover flera timmar t.o.m. att stanna
for att minska bastigheten. Det tyder pa att intuitiva ikoniska tolkningar forefaller
vildigt Overtygande och eleven dirfor kan ga langt 1 sitt resonemang och
kommer med tolkningar som inte ér trovardiga. Kan eleven anvinda sig av
relevanta matematiskt begrepp och framféra ikoniska tolkningar vid
interaktion med samma grafiska material och vid samma tillfille? Svaret ar
tydligen ja nir det giller uppfattningar 1 denna kategori. En mojlig forklaring
ar att de bada eleverna, atminstone i boérjan, var overtygade om att det ar
“lutningen som avgor” hur snabbt taget r6r sig. Deras forstaelse av lutning
rickte dock inte till en helhetsbeskrivning av tigets fiardriktning. Nar lutning
som egenskap visar sig vara svarhanterlig och klumpig provar Linn och Pia

andra alternativa idéer.

Att alternativa idéer dr resistenta mot forindringar ar ett vial dokumenterat
fenomen, (se till exempel McCloskey, 1983; Clement, 1985; diSessa, 1993;
Hammer 1996; Andersson 2008). Det forekommer dven i denna studie,
exempelvis 1 fallet Linn och Pia. Ikoniska tolkningar fortsitter att finnas kvar i
elevens tankestruktur aven efter det att eleven har stott pa grafiska
representationer i bland annat matematik och naturdmnen. Det
anmarkningsvarda ar att ikoniska tolkningar hos Linn och Pia gjorde en stark
aterkomst nir de inte lyckades fa grepp om hur negativ lutning ska tolkas.
Detta stimulerade i sin tur andra kognitiva férmagor och kunskapsformer som

kunde leda till snabbare och mer 6vertygande slutsatser.

For att forsta en grafisk representation, exempelvis en s-t-graf, behovs
kunskaper om hur grafen ska tolkas i termer av det som grafen representerar.
Hir behoéver eleven veta vilka aspekter av grafen som kan beskrivas med de
begrepp som dr relevanta for den aktuella representationen. Saknas dessa
komponenter i begreppsbilden kan associationer och ikoniska tolkningar

utgora huvuddelen av elevens argumentation.

Den v-t-graf som Linn och Pia fran kategori C har framstillt ir ganska
identisk s-t-grafen i fragestillningen. Eleverna forefaller foredra det enklaste
alternativet. Dessutom stimmer v-t-grafen vil 6verens med uppfattningen att
tagets hastighet 6kar i borjan for att minska 1 slutet. Att se och identifiera
likheter 4r en betydelsefull och anvindbar kunskapsform som verkar
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framgangsrik 1 manga olika sammanhang, till exempel ndr vi tolkar kartor,
ritningsskisser, med mera. Det ir férmodligen denna kunskapsform som Linn

och Pia utnyttjar.

Kategori D presenterades 1 foregiende kapitel som den minst utvecklade
uppfattningen i denna studie. Elevers tolkningar i denna kategori dominerades
av vardagsbegrepp sa som hdger, vénster, uppat, nedat, etcetera. Vardagsbegrepp
ar vasentliga for att kommunicera eller f6rmedla erfarenheter och upplevelser
men de ir ineffektiva for att exempelvis beskriva riktning som en variabel. En
liknande uppfattning kan identifieras hos Linn, Pia och Saeed i kategori C.
Dessa elever samtalar vardagligt och forefaller inte kunna tringa djupare in i
amnet. Vardagliga uttrycksformer ar olampliga for att anvindas som
torklarningsinstrument eftersom de brister 1 tydlighet, noggrannhet och

allmangiltighet.

De matematiska-naturvetenskapliga begreppen kinnetecknas av att vara
exakta med specifika definitioner (Holton 1952; Galili & Lehavi 20006). Det
ligger 1 den matematiska naturvetenskapliga metodens idé att begrepp ges en

avgransad och entydig definition som beskriver dess inneboérd.

Vardagsbegreppen handlar i stort sett om hur minniskor anvander sig av
spraket for att konstituera verkligheten. De ar fyllda med erfarenheter fran
iakttagelser, foreteelser och upplevelser medan vetenskapliga begrepp i
allmanhet ar mer strukturerade, generaliserbara och lagbundna (Andersson,
2001). Vad eleven siger eller skriver avspeglar delvis elevens forstaelse av de
begrepp som eleven anvinder sig av for att forklara en specifik situation.
Arman, Alexande och Gideon anviander i stort sett inte matematiska eller
naturvetenskapliga termer och begrepp under samtalet eller 1 sina
anteckningar. Lidrande av matematiska begrepp handlar delvis om att bli

tortrogen med saval tolkningsram som teoribildning.

Eleverna uttalar sig om att grafen forestaller bland annat en berg- och dalbana,
Lisebergsbanan, gatorna 1 San Fransisco eller andra exempel pa ikoniska
torestallningar. De uppfattas som sjalvklara lI6sningsalternativ av eleven. Dessa
tolkningar ar exempel pa begreppsbilder eleverna ger uttryck for i den aktuella
tragestillningen vilka besvarar den andra forskningsfragan.

Dessa uppfattningar har sina fordelar; de ar bekvima och latta att komma ihag
och forefaller vara realistiska eftersom eleverna kan identifiera och utnyttja

likheter. P4 sa satt erbjuder elevers alternativa tolkningar den kortaste vigen
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till en moijlig forklaring och stimmer vil 6verens med sunt fornuft. Dessutom
kinner eleven sig trygg i sitt vardagssprak nir han/hon vill beritta om
vardagshindelser.

I denna studie var alternativa uppfattningar mest férekommande hos elever
som anvinde sig mest av vardagsbegrepp 1 formulering av sina utsagor.
Vardagsbegreppens begrinsningar och ineffektivitet g6r dem olampliga for att
beskriva fenomen och processer. Begreppet riktning, i matematiska termer, ar

mer generell och anviandbar an hoger, vanster eller upp och ner.

En mojlig forklaring till varfor eleverna inte reflekterar Gver sambandet mellan
stracka och tid pa ett matematiskt sitt, ar att den mentala berg- och dalbanan
saknar tidsdimension och snarare ar en stricka-stracka graf, vilket liknar hur

en berg- och dalbana r6r sig bade i sidled och hoéjdled.

S-t-grafen i fragestallningen beskriver en linjir rorelse for ett foremal (rorelse i
en dimension), men grafen ser ut som att den ror sig i ett tvadimensionellt
plan. Detta dr en viktig aspekt av begreppsforstaclse gallande grafisk
representation som har forekommit i denna studie. Hir dr det viktigt att
eleven utvecklar en forstielse for grafer som matematiska representationer
som beskriver samband eller beroende och att en del grafer, exempelvis s-t-
graf, ir tidsberoende.

Tolkningskategori D forefaller sakna en forstielse for s-t-graf som ett
tidsberoende forlopp. Detta kan ses som en barriar for larande av grafiska
representationer och en alternativ uppfattning som behover konfronteras.
Trots att eleverna i kategori D sikerligen har hort talas om exempelvis lutning
och férmodligen utvecklat en forstielse for linjens eller grafens lutning, sa

aktiveras inte denna kunskapsstruktur av den grafiskt illustrerade fragan i detta

fall.

Chi (1994 & 2013) hivdar att elevers alternativa tolkningar delvis beror pa
telkategorisering av begrepp pd ontologiska planet. Elevernas utsagor
priglades av hindelsebeskrivningar som de fann relevanta for situationen och
som de kunde stédja sig pa. Uppfattningar i denna kategori, i likhet med
kategori C, visar pd idén att en s-t-graf ar ett sitt att beskriva en hiandelse, ett
event. Se figur 1 sid. 15. Dessa elever har med andra ord kategoriserat en s-t-
graf som en matematisk rekonstruktion av en verklig hindelse. Manga av

elevens alternativa resistenta uppfattningar kan forklaras genom
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telkategorisering av begrepp pa ontologisk niva snarare dn pa en specifikt

amnesteoretisk niva.

...then many robust misconceptions can be interpreted as a mismatch
between conception and reality at the ontological level, rather than (and in
addition to) at the concept-specific and theory-specific level. In this view,
robust misconceptions are mis-categorizations across ontological

boundaries. (Chi 2005, sid.164)

Med detta perspektiv pa begreppsutveckling, som en vixling av begreppets
tillhorighet 6ver ontologisk laterala kategorier, sa kan dessa elevers ikoniska
uppfattningar identifieras som en samling hindelsebeskrivningar. En
mojlighet ar att eleven tolkar grafen som en matematisk framstillning av en
hindelse. Hindelser som de sjilva varit med om, sett pa film, last om i en bok
eller har hort talas om. Grafen diremot, kategoriseras som en sekventiell
process, en process dir ett foremdls hastighet varierar under fyra timmar.
Elevers utsagor ar rumsliga vilket ar ett karakteristiskt inslag i beskrivning av
en hiandelse. Det dr i San Fransisco som man kan dka tag uppfor en backe eller
det dr pa Liseberg man kan aka Balder. Matematiska beskrivningsmodeller
diremot, till exempel en differential ekvation som beskriver en kropps
avsvalning, dir oberoende av nir och var den anvinds. Till skillnad frian
hindelser dr processer oberoende av tid och rum.

En process kan brytas ner till mindre forklarbara enheter. S-t-grafen i
fragestillningen kan till exempel delas in i mindre intervall, vid tiden t=0 star
tiget stilla, sedan accelererar tiget och hastigheten okar till citka 150 km/h
och si vidare. I beskrivningen av en process ar det vasentligt i vilken ordning
delprocesser sker. Men det dr ganska ointressant att dela in handelsen att aka
Lisebergsbana 1 mindre exakta delhidndelser dr och dnnu mindre intressant i
vilken ordning den sker eller beskrivs.

Elevers utsagor i tolkningskategori D, och delvis kategori C, kan tolkas som
felkategorisering av begrepp och att begreppsutveckling méjligen kan innebéra
en vaxling av begrepp mellan ontologiska kategorier, frain underkategorin event
till underkategorin process.  Chi & Slotta (1994) argumenterar att svag
begreppsutveckling kan innebira en vixling av begrepp mellan tva nirliggande
underkategorier i samma gren, exempelvis mellan underkategorierna djur,
animals och vaxter, plants. Stark begreppsforstaclse sker da begreppens
ontologiska tillh6righet behover vixlas tvirs igenom tridet 6ver ontologiskt
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laterala kategorier, exempelvis fran kategorin materia till kategorin process.

Men giller dessa kriterier och 6vergangar alla kategorier?

Jag wvill argumentera for processkategorins speciella sirdrag och att
omkategorisering av  begrepp mellan narliggande underkategorier 1
processkategorin kan innebira en stark begreppsutveckling for eleven. Ett
exempel kan belysa svag begreppsutveckling i kategorin sateria. 1 denna
kategori finns bland annat underkategorier djur och vixter. Det kan hianda att
en person uppfattar att begreppet korall beskriver en vaxt och dirmed
kategoriserar koraller som vaxter. Men efter hand ldser personen en artikel i en
popularvetenskaplig tidsskrift dir det star att korall dr ett djur. Begreppet
korall behéver nu hinforas till en ny kategori, frin den ursprungliga
underkategorin vaxter till underkategorin djur. Genom denna process
etablerar individen ett nytt forhallningssitt till begreppet som kan ses som en
vaxling av begrepp mellan tva underkategorier i samma trid. Denna typ av
begreppsutveckling kan ses som en foérandring av begreppets ontologiska
tillhorighet, en forindring som framforallt inte skapar storre missnoje eller

konflikt med nuvarande forklarningsmodellen.

Elevers utsagor i denna kategori tyder pa uppfattningen att en s-t-graf ar en
matematisk konstruktion for beskrivning av en hindelse. Skulle det ricka om
Arman, Alexander, Gideon eller elever med liknande ikoniska uppfattningar
liser 1 en tidskrift att en s-t-graf ar ett matematiskt verktyg for att representera
en process? Formodligen racker detta inte, f6r processer involverar en eller
flera begrepp, och for att forsta processer kravs en djupare begreppsforstaelse
genom upprepad exponering. For att kunna forklara varfér himlen ar bla
kravs att individen ar fortrogen med ljusets brytning som en process. For att
torsta denna process krivs det att man dr fortrogen med bland annat
geometrisk optik.

En mojlig beskrivning av en djupare begreppsforstielse som elever med
ikoniska tolkningar behéver uppna, kan innebdra en vixling av begrepp
mellan tva nirliggande underkategorier 1 processkategorin; fran hindelse till
process. Carey (1985) beskriver svag omstrukturering som en ny ordning eller
en ny relation mellan redan existerande begrepp. Denna typ av
begreppsutveckling  kriver inte en forindring av den befintliga
begreppsstrukturen utan ar ett sitt att berika den. Personen blir inte missn6jd
med sin uppfattning att korall 4r en vixt utan han/hon lir sig att férhilla sig
till koraller pa ett annat sitt eller etablerar en ny relation till begreppet korall.
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Stark omstrukturering innebar enligt Carey (1985) diremot en mer radikal
torandring som kan jimforas med Chis & Slottas (1994) perspektiv pa stark
begreppsutveckling.

Intuitiva idéer hos vissa elever 1 denna studie, sarskilt hos Arman, visade sig
vara en flexibel kunskapsform nir en ny uppfattning kommer i konflikt med
toreliggande forklaringsmodellen. I litteraturen beskrivs Armans resonemang
som en kognitiv konflikt som uppstar dd berg- och dalbana-modellen visade
sig vara otillricklig for att forklara tagets fardriktning. En central friga inom
forskning om begreppsutveckling iar mekanismen kognitiv konflikt, se Posner
et al., (1982); Limon, (2001); Duit et al., (2008).

En kognitiv konflikt uppstar da eleven upplever ett missnéje med den egna
forstaelsen genom att mota nya situationer eller forklaringar som presenteras
genom troliga vetenskapliga modeller. Berg- och dalbana-modellen kunde helt
enkelt inte forklara tagets fardriktning vilket ledde till en omstrukturering av

foreliggande forklarningsmodellen.

Da ny kunskap inte passar in i ett gammalt schema kan det i konstruktivistiska
termer uppsta en kognitiv konflikt vilken kan resultera i att befintliga
kunskapsstrukturen maste rekonstrueras, se Hewson & Hewson (1984);
Limén, & Carretero (1999). Enligt Tall & Vinner (1981) avser potentiella
konfliktfaktorer den del av begreppsbilden som kan komma i konflikt med en
annan del av begreppsbilden eller begreppsdefinitionen.

... We shall call a part of the concept image or concept definition which may
conflict with another part of the concept image or concept definition a
potential conflict factor. (Tall & Vinner 1981, sid.152)

Nir eleven exempelvis konfronteras med motstridiga pastienden utifran sina
tolkningar kan potentiella konfliktfaktorer, enligt Tall & Vinner, 6verga i
kognitiva konflikter:

When a learner meets a new mathematical concept, it may be invested with
implicit properties arising from the context, producing an idiosyncratic
concept image which may cause cognitive conflict at a later stage. (Tall &
Vinner 1981, sid. 153)

Hos Arman forefaller potentiella konfliktfaktorer bestd i Armans berg- och
dalbanatolkning och dess oformaga att forklara situationen med tagets
tardriktning. Denna tolkning ersattes av en annan ikoniserad tolkning,

nimligen en tolkning som bygger pa en karta och som var mer anpassad, mer
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trovardig och som kunde skapa jimvikt mellan den nya tolkningen och
situationen. Konflikten ledden inte till en mer férdjupad forstielse eller en
mer koherent begreppsbild men ir férmodligen en indikation pa troliga
effekter av sidana konflikter.

Det anmarkningsvarda ar svarigheten att pa djupet fa elever att strukturera om
sitt sitt att tinka (Limon 2001). I sjilva verket kan elever som konfronteras
med konflikter reagera pa flera olika satt: exempelvis genom att ignorera dem,
genom att avfirda dem, genom att tolka om dem, eller genom att forindra
teorin. Limoéns sammanfattning av forskning om kognitiva konflikter visar

dock pa en viss potential i angreppssattet.

Avsikten med min studie var inte att framkalla kognitiva konflikter genom
exempelvis motstridiga pastaende. Inte heller var min avsikt att undersoka
eventuella effekter av sidana konflikter pa elevers begreppsutveckling. Den
konfliktfyllda tolkningssituation som Arman, Gideon och Alexander upplevde
uppstod helt spontant under samtalet och visade att saidan spontan konflikt

kan framtvinga en férindring av en befintlig kunskapsstruktur.

Studien behandlar tva skilda dominer av matematiska representationer vilket
kan avspegla och lyfta fram eventuella karakteristiska siardrag i elevers
resonemang och begreppsuppfattning frin olika omriden. Inom temat
symbolisk  representation identifierades tre tolkningskategorier vilka
redovisades 1 resultatet fran den mest utvecklade uppfattningen (kategori A)
till den minst utvecklade uppfattningen (kategori C). Aven hir presenterar

elever tolkningsmodeller av varierande kvalitativa nivaer.

Symboliska fragestillningar, uppgifter 5a-5c, se bilaga 1, vickte inga
omedelbara associationer till vardagshindelser i samma utstrickning som
grafiska fragestillningar. Den matematiska representationens karaktir hos den
grafiska representationen skiljer sig fran den symboliska representationen i
den meningen att symbolisk representation inte paminner eleven om
vardagserfarenheter, upplevelser eller platser. Intuitionen spelar f6rmodligen
en mindre betydelsefull roll i det hir fallet. Manga begrepp inom matematik
uppfattas som symboliska och icke-visuella. Tal dr ett ofta icke-visuellt
exempel medan diremot funktioner ofta presenteras med bade symboliska
och grafiska representationer. Den symboliska representationen saknar den

grafiska representationens visuella information och anses ibland vara mer
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abstrakt och svirare att forstd. Det kan utgéra ett hinder for ldrande

(Eisenberg 1991).

Symboliska representationen gav hos studenterna upphov till helt skilda
uppfattningar. Samtalet kring grafiska fragestallningar var starkt forknippad
med en vardagsdiskurs. Symboliska fragestillningar vickte istillet andra

associationer och kunskapsformer som saknade tecken pa vardagsupplevelser.

Min forsta forskningsfraga besvaras genom att synliggéra elevernas uttryckta
forstaelse av symboliska fragestillningar. Det hianger delvis samman med
deras forstielse av begreppen funktion, differenskvot och derivata samt hur

den symboliska representationen tolkas av eleven i den proceptuella -

symboliska varlden, Tall (2004); Tall & Gray (1994).

Inom tolkningskategori A forekom uppfattningar som visade pa en
proceptuellt utvecklad begreppsbild som tolkar matematiska symboler bade
som process och begrepp. Fannys spontana reaktion 74t” pa uppgift 5c eller
Josetins uttalande “t:et blir ju en etta” kan tolkas som att deriveringsregler
forefaller vara starkt associerad till nyckelordet “hastighet” i fragestallningen
och att bade Fanny och Josefin spontant tillimpar specifika deriveringsregler
innan de namner derivata. Deriveringsregler, visade sig i denna studie vara en
val implementerad och lattaktiverad del av elevers begreppsbild av derivata.

Vad deriveringen innebar kommer senare i elevernas samtal.

Fanny, Josefin och Christoffers uttalanden var ocksi exempel pa
uppfattningar som beskriver derivata som fordndringshastighet i en punkt.
Det kan uppfattas som att elevernas begreppsbild har en sidan status att den
kan linka samman medelvirdet av grafens lutning, grafens lutning i en given
punkt och derivata enligt Hihkoniemis (2004) modell av Tall & Grays (1994)
tre matematiska virldar. Uppfattningar 1 kategori A visade ocksd pa en tydligt
skiljlinje mellan medelhastighet och momentanhastighet.

Eleverna i denna kategori forefaller ha hunnit etablera en link mellan
”Average of change”, och ”Rate of Change”. De finner derivata som ett
relevant verktyg, kan applicera deriveringsregler och tolkar derivata som
térandringshastighet. Dessa elever har utvecklat en begreppsbild av symbolen
s’(t) bade som en process (tillimpning av relevanta deriveringsregler) och som
ett begrepp (momentanhastighet), vilket karakteriserar lirande i den andra
matematiska varlden, den proceptuella-symboliska virlden, Tall (2004) och
Tall & Gray (1994).
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Sammanlagt nio elever i studien anviande sig av derivata for bestimning av
tagets momentanhastighet. I beskrivningen av hur dessa elever uppfattade
derivatan till en funktion finner vi bland annat “férindringshastighet i en
punkt”. Elevers tolkning av derivata som en lokal egenskap hinger

tormodligen samman med deras forstaelse av begreppet momentanvirde.

Inom tolkningskategori B forekom delvis andra kvalitativa uppfattningar.
Linn, Pia och Faizas arbete med uppgifterna 5a-5c visade bland annat pa deras
forstaelse for matematiska symboler bade som process och begrepp.
Overgingen mellan genomsnittlig férindringshastighet (sekantens lutning)
och momentan forindringshastighet (tangentens lutning) visade sig vara en

hogre niva av begreppsutveckling gillande symbolisk representation.

Dessa elever befinner sig, enligt Tall (2004), 1 den proceptuella-symboliska
matematiska virlden. De uppfattar symboler som en sekvens av operationer
vilket tvingar fram andra kunskaper av mer elementir och operationell
karaktar, till exempel kvadrering och dividering. Eleverna i tolkningskategori B
uppfattar ocksa symboler som begrepp, 1 det har fallet “medelhastighet” och
”genomsnittliga forindringshastigheten” vilket ar karakteristiskt for forstaelse

av matematiska begrepp i den proceptuella-symboliska varlden.

Alla elever 1 denna studie hade haft genomging av derivata i matematikkurser
inom det naturvetenskapliga programmet samt 6vat med procedurer relativt
derivata. Men fragestillningen kunde férmodligen inte aktivera dessa elevers
begreppsbilder av derivata i denna kategori. Enligt Hiahkioniemi dr ”Average
of change” en mojlig ingang till “Rate of change” som leder vidare till
forstaelse av derivatabegreppet. Hir kravs att eleven pa ett tydligt sitt kan
skilja pa medelvirde och momentanvirde vilket inte framgar av uppfattningar
1 denna kategori. Andra moijliga alternativa vagar till derivata, enligt modellen i
tigur 4, gar via tangentens lutning eller via definitionen av grinsvirde. Men
ingen av dessa alternativa vigar kan sparas i elevernas resonemang i denna

kategori.

Tolkningskategori C karakteriserades av bland annat svirigheter med
clementira operationer av aritmetisk/algebraisk karaktir vilket kan férsvira en
djupare forstielse av mer abstrakta begrepp sisom funktion och derivata.
Gideon och Alexander visar en relativ god forstielse for symbolspraket i
funktionsuttrycket och differenskvoten. De foérefaller beharska grundlaggande

algebraiska algoritmer som krivs for att berdkna virdet av differenskvoten.
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Forstaelse for matematiska symboler, bade som processer och begrepp, utgor
enligt Gray & Tall (1994) och Tall, (2004) huvuddraget i lirande av
matematiska begrepp i den proceptuella- symboliska varlden. Dessa elever har
hunnit tillgodogora sig kunskaper som binder samman symboler och
processer. Eleverna i denna kategori kunde berikna virdet av differenskvoten
uppgift 5a, se bilaga 1, men de kunde inte precisera vad det erhallna vardet
betyder. Vid detta tillfille forefaller eleverna sakna de komponenter i
begreppsbilden som associerar symboler till begrepp.

Fragan om urskiljbara samband mellan elevernas tolkningar av grafiska
respektive  symboliska  representationer  hinger  samman  med
tolkningskategoriernas innehall och karaktir. En eventuell ingang i
diskussionen ber6r fragan om foérhallandet mellan elevens begreppsbilder och
tolkningar av en s-t-graf och en symboliskt representerad avstaindsfunktion.
Om man ger en grupp av elever ett test som behandlar grafisk och symbolisk
representation av en process si ar det troligt att det férekommer urskiljbara
samband mellan resultaten pa dessa tester. Det dr dock viktigt att poangtera
att saidana samband inte dr generaliserbara eftersom det endast r6r ett fa antal
individer. Fragan om ett eventuellt samband mellan elevers fOrstaelse av
representationer som foérekommer i denna studie dr komplex och svart att
pavisa. Inom ramen av studiens resultat dr det dock mojligt att jamfora elevers
uttryckta forstaelse och dra slutsatser vad giller elevers uppfattningar av dessa

representationer.

Arman, Alexander, Gideon, Linn, Pia och Saeed, ir exempel pa elever i denna
studie som var mindre framgangrika i att integrera matematiska begrepp i sina
tolkningar kring s-t-grafen. Deras uttryckta forstielse tyder inda pa en ganska
utvecklad begreppsbild associerad till symboliska frigestillningar. Studien
visar att elever ibland kompenserar en mindre utvecklad formaga att tolka
grafisk representation genom att istillet hantera symboliska representationer

av samma fenomen pa ett mer framgangsrikt satt.

Eleverna 1 denna studie visade ett bittre resultat pa temat symbolisk
representation. Att grafiska fragestillningar var mer utmanande kan bero pa
intuitiva idéer som ibland dominerar begreppsbilden. En graf kan likna en
kulle men inte en funktion som ett abstrakt matematisk konstruktion.
Diremot foérekom ocksa uppfattningar sisom funktion dr en ’formel” som

genererar tal. Elever med de mest utvecklade uppfattningar inom temat grafisk
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representation uttryckte ocksa de mest utvecklade uppfattningar inom temat
symbolisk representation.

Vikten av att forstd begrepp ir ett aterkommande inslag i debatten kring
elevers kunskaper i matematik och naturvetenskapliga amnen. Det betonas
ocksa 1 amnesplan, kursplan och betygskriterier. Med utgangspunkt 1 studiens
resultat foreslar jag foljande kvalitativa nivier av elevers begreppsforstaelse
inom det aktuella omradet. Att kunna eller behirska begreppet lutning kan

innebara att eleven:
e har stott pa begreppet exempelvis genom undervisning
e har utvecklat en forstaelse for begreppet och dess sammanhang
e har formaga att aktualisera delar av begreppsstrukturen vid behov
e har formaga att relatera specifika begrepp till en specifik fragestillning

e kan tillimpa begreppet, det vill siga kan hantera och tolka det 1 olika
situationer och for olika syften

e drar generella slutsatser om aktuell process eller fenomen med
utgangspunkt i kunskapen om begreppets tillimpbarhet

e drar paralleller till reella varlden, det vill siga ha en uppfattning om vad

representationen presenterar

e kan tillimpa kunskaper om begrepp 1 andra sammanhang dir samma

begrepp férekommer

e har fOrmaga att sitta begrepp i relation till andra begrepp och
kunnaskapa nya representationer och gora overforingar mellan dem

Vid analys av enskilda elevers arbete med symbolisk representation férekom
uppfattningar av varierade kvalitet vad galler elevers uttryckta forstaelse. De
olika faserna av begreppsutveckling gillande symbolisk representation som
har identifierats i denna studie ar att eleven:

e har stott pa begreppen funktion och derivata exempelvis genom
undervisning

e har utvecklat begreppsbilder

e har férmaga att delvis aktivera och relatera begreppsbilden vid behov
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e har formdga att uppfatta matematiska symboler som processer det vill

saga genomfora sekvens av operationer

e har formdga att uppfatta symboler bade som processer och begrepp
samtidigt

Ikoniska tolkningar, som férekom hos vissa elever, kan uppfattas som en
alternativ uppfattning, en kunskapsbas som bor aktualiseras, konfronteras och
modifieras 1 samband med undervisning. Detta leder till uppfattningen att
olika representationer kan vara limpliga kontrollinstrument for att identifiera
elevers svarigheter med att uppfatta begrepp, men ocksa for att skapa
forutsattning for djupare begreppsforstaelse. Det kan vara fordelaktigt att
liraren 1 samband med undervisning av grafiska representationer diskuterar
denna aspekt sa att eleverna blir uppmarksamma pia och medvetna om
alternativa tolkningar och dirmed skapa mojlighet till forindring och

utveckling av elevers begreppsforstielse.

Jag anser att studiens syfte ar uppfyllt och att studiens resultat ger svar pa
forskningsfragor gillande elevers tolkningar och begreppsbilder av
matematiska representationer. Studien ger ocksa en moijlig forklaring till varfor
vissa elever ger uttryck for ikoniska tolkningar och vad begreppsutveckling
moijligen skulle kunna betyda i det aktuella omradet.

Kunskapen om elevers uppfattningar av matematiska begrepp ar vardefull,
dels ur ett amnesdidaktiskt perspektiv, men ocksa ur ett lirarperspektiv.
Forhoppningsvis bidrar studien till en mer férdjupad insikt hos matematik-
tysiklarare avseende alternativa elevuppfattningar och hur dessa moijligen kan

identifieras, konfronteras och forindras.

Generaliserbarhet

Generaliserbarhet eller 6verforbarhet kan ses som utékandet av en hypotes
eller en forklarningsmodell som kan gilla inom andra miljéer och grupper. Att
studien enbart innefattar 17 gymnasieelever paverkar forstds dess
generaliserbarhet. Resultatet forvintas dirfor inte vara generaliserbart till
andra elever utan snarare bidra med en moijlig beskrivning av elevers
begreppsbilder. Det finns flera olika kriterier f6r hur man kan se pa
overforbarhet av kvalitativa forskningsresultat. Potentialen f6r 6verférbarhet

kan berikas exempelvis genom att i studien inkludera si varierande fall av
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samma fenomen som moijligt (Larsson, 2009). Detta resonemang innebir att
man inte kan 6verfora resultaten fran ett specifikt fall utan frain en mangd av
uppfattningar inom samma kategori. Jag tolkar “varierande fall” som flera
olika sitt att problematisera samma fenomen. I denna studie undersoktes hur
gymnasielever tolkar grafisk och symbolisk representation beskriven genom
en s-t-graf respektive avstandsfunktion vilka fokuserade pa olika aspekter av
matematiska representationer som i sin tur genererade tolkningar av olika

kvalitativa nivaetr.

Studiens urval ir ocksd betydelsefullt for Gverférbarhet av resultatet. Onskvirt
ar, vilket ocksa ar fallet i denna studie, att urvalet av férsokspersoner ska vara
sa representativt som moijligt for den population som resultaten ska

generaliseras till.
Till fortsatt forskning rekommenderas att studera:
e cventuella effekter av kognitiva konflikter pa begreppsforstaelse

e cventuell korrelation mellan forstaelse av matematiska representationer

och fysikaliska begrepp

e vilka undervisningsformer som ar limpliga for att synliggbra och

konfrontera alternativa uppfattningar

e mojligheten att undersoka effekten av dynamiska datorprogram pa
torstaelse av processer och exempelvis hur de fria programvarorna
GeoGebra och Algodoo kan utnyttjas i samband med undervisning f6r

att representera processetr.
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Bilagor
Bilaga 1 Elevuppgifter

Tillfalle 1 Grafiska fragestallningar

Diagrammet nedan beskriver hur ett tag firdas under 4 timmar. Stricka s ar i

kilometer och tiden t 4ar i timme.

s (km)
300 _ 5 2
i |7 ] i )
200 / ] 6 B ) i
/ ==
7 |
100 4 et |
=T = 1 t(h)
1 2 3 4

1a) Nar har taget storst hastighet?
1b) Hur kan man veta det?
1c) Finns det ett eller flera tillfallen dir taget har denna hoga hastighet?

2a) Nir har tiget lagst hastighet?

2b) Hur kan man veta det?
2¢) Finns det ett eller flera tillfillen dar taget har denna laga hastighet?

3) Kan man sidga nagot om riktningen hos tagets fard genom att tolka
diagrammet? Vad i sa fall?

4) Rita i ett diagram hur tagets hastighet varierar under 4 timmar.
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Tillfalle 2 Symboliska fragestillningar

Ett foremal ror sig enligt S(t) = 2t* +t, dir 0<t<10. Stricka s ir i meter och
tiden t dr i sekund.
(-3
5-3
5b) Hur langt har féremalet rort sig efter 8 sekunder?
5c) Vilken hastighet har féremailet efter 8 sekunder? Hur vet du det?

5a) Berakna och tolka
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Bilaga 2 Losningsforslag till elevuppgifter

Tillfalle 1 Grafiska fragestallningar

1a) I intervallet 1-1,2 h
1b) Taget har storst hastighet dar grafen lutar mest.
1c) Nej det finns endast ett tillfalle.

2) Vidt = 0,18 <t<22hsamt3<t<35h

2b) Grafen lutar minst.

2¢) Det finns tre tillfallen.

3) Grafen ir vixande i intervallet 0 < t < 1,8 h vilket innebdr att den har
positiv lutning i detta intervall. Taget vander efter forsta uppehallet vid 2 h,

darefter dr grafen avtagande och lutningen ir negativ.
4)

»

a.a / . \

e . \

0.2 - = \._

2 o e S £ = -‘-_ =25 3 4 a5
o.z2 ‘

Figur med st-t graf och v-t-graf

Tillfalle 2 Symboliska fragestillningar
s(5) —s(3) _ 55-21

5a) - 5 - 17m/s, medelhastighet mellan 3-5 s.
5b) Foremalets lige efter 8 s ges av S(8) = 2.-8°+8=136m.
5¢) Momentanhastigheten ges av funktionens derivata

s'(8) =4-8+1=33m/s. Funktionens derivata kan bland annat tolkas som
grafens lutning i en given punkt eller lutningen for tangenten som dras
genom punkten. Den kan ocksé ses som férindringshastigheten av avstand
med avseende pa tid vilket kan tolkas som momentan hastighet.
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Bilaga 3 Anteckningsblad

Deluppgift

la

1b

1c
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