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Popularvetenskaplig
presentation

Bakgrund

Vad ér ett primtal? De flesta personer har sikert memorerat mantrat “ett primtal &r ett tal
som bara dr delbart med 1 och sig sjidlv”, men kanske inte funderat mycket mer pa det &n sa.
Primtal dr dock oerhort viktiga fér om vi istéllet definierar primtal som “icke sammansatta
tal” och sammansatta tal som “tal som kan skrivas som en produkt av tva tal som bada &r
storre &n 1”7 blir det tydligt att varje tal bestar av primtal. Lat oss ta 105 som ett exempel.
Man ser ganska fort att

105 = 3 x 35.
Hér dr 3 ett primtal, och 35 ett sammansatt tal, som pa samma sitt kan delas upp
35=5xT.
Héar ar bade 5 och 7 primtal. Sa
106 =3 x5 xT7.

Nu finns bara primtal kvar, och vi har alltsa demonstrerat att 105 bestar av primtal. Det
faktum att alla tal bestar av primtal kallas for aritmetikens fundamentalsats. Att studera
primtal &r alltsa precis lika viktigt som att studera grunddmnen inom kemin. Precis som det
4r intressant att hitta alla grunddmnen kan det vara intressant att hitta alla primtal, men
ar detta ens mojligt? Svaret ér, nej! Euklides av Alexandria bevisade ndmligen c. 300 f. v.
t. att det finns oédndligt manga primtal. Men vi kan precisera oss nagot, och istéllet fraga
hur manga primtal finns det som &r mindre #n ett givet tal. Man sokte svaret lidnge och
har &nnu inte fatt ett exakt svar. Ett approximativt svar gavs dock pa sent 1700-tal, men
det tog nastan 100 ar att bevisa att det stimde. Resultatet kallas numera kort och gott for
primtalssatsen.

Primtalssatsen
For att forenkla diskussionen infor vi en beteckning.

7(x) = antal primtal som &r mindre &n eller lika med «



x w(z) x/In(x) | fel relativt fel

100 25 21.7 3.3 13.1%
1000 168 144.8 23.2 13.8%
10000 1229 1085.7 143.3 11.7%

100000 9592 8685.9 906.1 9.4%
1000000 | 78498 | 72382.4 | 6115.6 | 7.8%
10000000 | 664579 | 620420.7 | 44158.3 | 6.6%
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Det relativa felet som funktion av x.

Symbolen 7 dr den samma som anvénds for 3.14159 ... men i detta fallet betecknar den en
Sfunktion. Primtalssatsen dr pastaendet att

x
@)~ Ty

dér In(z) dr den naturliga logaritmen, samt att det relativa felet mellan 7(z) och Tn(zy kommer

nirmare 0 ju storre z blir. Vi visar approximationen, felet, och det relativa felet i nedan tabell

och graf.

I var uppsats bevisar vi primtalssatsen pa tva olika sitt. Dels pa det klassiska sdttet som
har anor till en memoar forfattad 1859 av Bernhard Riemann, och dels pa det pretentiosa
séttet som utvecklats av Andrew Granville och Kannan Soundararjan under de senaste tio
aren.

Det klassiska séttet bygger pa komplexanalys — studiet av derivator och integraler av funk-
tioner av komplexa tal, det vill séga tal med en realdel och en imaginérdel. Komplexanalys
ar en kraftfull metod for att t.ex. studera nollstéllen till funktioner. Det klassiska beviset
anvander den sa kallade zeta-funktionen, vars nollstéllen anvinds for att ge en formel for en
funktion besliktad med m(x). Primtalssatsen erhalls sedan genom en noggrann uppskattning
av formeln.

Det pretentiosa séittet anvinder sig ocksa av komplexanalys men innehaller dértill en



generell teori for “avstand” mellan en viss typ av funktioner definierade pa de naturliga ta-
len. Kérnan i det pretentiosa beviset ligger i Haldsz sats, som ger en uppskattning i termer
av “avstandet” av “sma” funktioner av denna typ. Med Haldsz sats kan man begridnsa me-
delvirdet av en funktion som kallas M&bius-funktionen. Man kan visa att detta medelvarde
ar beslidktat med ett annat medelviirde som i sin tur &r besldktat med (z). Pa sa sitt erhéller
man primtalssatsen.

Man kan fraga sig varfor tva olika bevis behovs, och for att forklara det behover vi tala
lite om feltermer.

Feltermer

Man kan bevisa primtalssatsen med olika uppskattningar pa felet mellan 7(z) och @ och
naturligtvis vill man fa felet sa litet som mojligt. Helge von Koch bevisade 1901 att det
finns en bista felterm och att existensen av denna dr ekvivalent med Riemannhypotesen —
en ganska invecklad hypotes stélld av den ovan ndmnda Bernhard Riemann om beteendet
av nollstéllena till zeta-funktionen. Den intresserade ldsaren ombedes ldsa Introduction to
Analytic Number Theory av Tom Apostol, for mer detaljer.

Den bést kénda feltermen kunde linge endast erhallas med Riemanns metoder, men
med en artikel forfattad 2013 av Dimitris Koukoulopoulos foréndrades detta. Han visade
att Granvilles och Soundararajans metoder &r tillrackliga for att erhalla den bést kdnda
feltermen.

Syftet med var uppsats dr att ge en forklaring av bada angreppssiitten och dirmed syn-
liggora skillnaderna och likheterna mellan det klassiska och det pretentitsa séttet.

Vidare kan man med Koukoulopoulos resultat ifragasitta den centrala roll som Riemanns
metoder har och har haft inom den analytiska talteorin. Om de inte &#r nédvéndiga for att
erhalla den bédst kdnda feltermen, &r de kanske inte nodvindiga for andra resultat heller?
Kanske finns det 6ppna problem inom talteorin som bést 16ses med pretentiosa metoder?



Sammanfattning

Denna rapport ar ett kandidatarbete i matematik, och specifikt analytisk talteori. Till en
bérjan introducerar vi notationerna som behévs for grundldggande analytisk talteori, och
dérefter presenterar vi ett bevis av primtalssatsen pa tva sitt. Forst pa det klassiska séttet,
och dérefter pa det nyare “pretentitsa’ séttet. I det klassiska séttet formuleras forst prim-
talssatsen pa ett annat sétt och detta anvinds sedan tillsammans med Perrons formel for
att gora primtalssatsen till ett analytiskt pastdende som kan bevisas med residykalkyl och
uppskattningar. Detta utgdr den senare och storsta delen av det klassiska beviset. Darefter
introduceras det pretentiosa sdttet och till det relevanta satser ur elementér talteori. Sedan
gbrs uppskattningar och ett pastaende som &r ekvivalent med primtalssatsen bevisas genom
Halasz sats. Slutligen erhélls primtalssatsen med tva olika feltermer, dér den klassiska &ar
asympotiskt mindre &n den pretentiosa.



Abstract

The following is a bachelor thesis in mathematics, and in particular analytic number theory.
We begin by introducing the notations needed in basic analytic number theory, and continue
by presenting a proof of the prime number theorem in two different ways. First, the classical
way, and then the newer “pretentious” way. The classical way begins with a formulation of
the prime number theorem in a different way and this is then used together with Perron’s
formula in order to make the prime number theorem an analytical statement that can be
proven with residue calculus and estimation. This constitutes the latter and largest part of
the classical proof. We then introduce the pretentious way and with that relevant theorems
from elementary number theory. After that we carry out estimations and prove a statement
equivalent to the prime number theorem by using Halasz’ theorem. Finally we obtain the
prime number theorem with two different error terms, of which the classical error term is
asympotically smaller than the pretentious error term.
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Forord

Detta ar ett kandidatarbete i matematik vid Go6teborgs universitet gjort av Johan Davegard,
Tobias Magnusson, och Feras Mofleh.

Syfte

Vi dmnar att ge en introduktion till analytisk talteori och dess mest kénda resultat, primtals-
satsen, pa en niva som passar tredjearsstudenter i matematik eller liknande. En introduktion
till de begrepp som ar nodvandiga for att forstd de grundliggande metoderna i analytisk
talteori ges och darfér antas ldsaren endast ha en god grund i komplex analys och elemen-
tar talteori. Vidare saknas fér nuvarande en introduktion pa kandidatniva till Granville och
Soundararajans pretentitsa metoder, del tva fyller detta tomrum.

Avgransningar

Vi begréansar oss till feltermer som inte &r de bast kéinda ty att ge ett bevis for dessa skulle
innebéra en onddigt teknisk rapport utan att bidra till storre forstaelse for &mnet. Av samma
anledning ges inget bevis av Halasz sats.

Metod och genomforande

Rapporten har tagits fram genom litteraturstudier och 6vningar. Litteraturstudier har bestatt
i att fylla i bevisdetaljer och fértydliga kdllornas argument.

Disposition

Rapporten ar indelad i tva delar. Den forsta téacker det klassiska beviset och nédviindig teori
for att forsta det. Den andra técker det pretentiosa beviset och nédvéindig teori for att forsta
det.

Forfattarnas ansvarsomraden

Johan Davegard har haft ansvaret for det klassiska beviset. Tobias Magnusson och Feras
Mofleh har haft ansvaret fér det pretentiosa beviset. Vi har tagit gemensamt ansvar for
inledning, férord, och gemensam notation. Det har forts en dagbok och individuella tidsloggar.

Slutligen vill vi tacka Julia Brandes och Per Salberger for handledningen och idén till
projektet.



Kapitel 1

Inledning och notation

1.1 Inledning

Primtal har fascinerat ménniskan i 6ver tva tusen ar. Omkring 300 f.v.t. bevisade Euklides
av Alexandria att det finns oandligt manga primtal [9, bok 9, prop. 20]. Sedan dess har ma-
tematiker stéllt sig fragor angaende primtalens férdelning, fragor som inte ar helt enkla att
besvara, men som denna uppsats dmnar klarligga nagot. Ar 1737 gav Leonhard Euler ett
bevis av Euklides resultat som var av en helt annan karaktér [5 s. 173] &n det ursprung-
liga beviset. Med dagens matt méatt ar Eulers bevis inte tillrackligt rigorést, d& det ar en
manipulation av en kvantitet vi sedan tidigare vet ar odndlig. Nar vi senare i uppsatsen
anvander nedan, ger vi dérfor forst ett rigorést bevis. Det viktiga &r dock idén, att
anvinda analytiska metoder for att bevisa resultat om primtal. Det dr just den idén som
ligger till grund for de flesta bevis av uppsatsens huvudédmne, primtalssatsen. Vi aterger
nu Eulers bevis med modern notation.
Betrakta foljande summa,

N—1+1+1+1+1+
23 4 5 7
det ar allmént kint att den &r oéndligt stor. Vi far nu att

27" T2 46 10 7

dir ndmnarna traverserar alla multipler av tva. Detta ger att

1 1 1 1 1 1
N—N=N(l1-zZ)=1+-+-+-+=-+...
5 ( 2) tatEta gt

dér ndmnarna traverserar alla naturliga tal som inte &r multipler av 2. Vi fortsétter

N1 ) 1 71+1+1+1+1+
3 2/ 3 9 15 21 27 7

nu traverserar ndmnarna alla naturliga tal som ar multipler av 3 men inte av 2. Detta ger

att
1 1 1 1 1 1 1 1 1
N{l--)]-N-|(l—-=-]=N|1—-z)(l-=z]=14-4+-4+—+—=+...
( 2) 3( 2) ( 3)( 2) +5+7+11+13+ ’
dédr ndmnarna traverserar alla naturliga tal som varken dr multipler av 3 eller 2. Fortséatter
vi att “sila” bort alla primtalsmultipler pa detta vis far vi

[ [ [



ty 1 dr det enda tal som inte &r en primtalsmultipel. Det géller alltsa att

1
1-30-35) -5 0-7)0-4%)..
vilket med produkt- och summanotation kan skrivas som

> -I

n=1
Anta att det finns ett dndligt antal primtal, d& &r produkten &ndlig, men d& &r summan
andlig, vilket dr en motséigelse.

N =

. (1.1.1)

S|
D =

1.1.1 Primtalssatsen

For att kunna forklara vad primtalssatsen &r behéver vi precisera var tidigare fragestallning
och istéllet stélla foljande fraga.

Hur manga primtal finns det som ar mindre &n ett givet tal?
Om vi later 7(x) beteckna antalet primtal mindre &n eller lika med z 6vergar fragan till
Vilket vérde har m(x) for ett reellt tal x?

T.ex. sa finns det fyra primtal mindre &n eller lika med tio, ndmligen 2, 3, 5 och 7. En exakt
formel for m(z) har man inte kunnat ge, men man har kunnat ge ganska bra gissningar.
Gissningarna gors med sa kallad asympotisk likhet, vilken definieras nedan.

Definition. Funktionen f(z) sfiges vara asympotiskt lika med g(z) om

lim M =1.

Detta betecknas

f(x) ~ g(x).
Adrien Marie Legendre gissade i Essai sur la théorie des nombres publicerad 1808 [13], s.
18] att
x

mw) = Alogx + B(x)

dir A = 1 och lim,_, B(x) ~ —1.08366. Carl Friedrich Gauss pastad i sin tur i ett brev
1849 [6, s. 447] att han 1792 eller 1793 gissat

*ode
na)~ [
2 Ogt

Det skulle senare visa sig att Legendres gissning inte riktigt stdmde, men att Gauss hade gissat
ritt. Ar 1896 gjorde Jacques Hadamard [8], och Charles de la Vallée Poussin [3] oberoende
av varandra Gauss formodande till en sats.

Sats (Primtalssatsen). Det giller att

m(x) ~ li(z), (1.1.2)
dér
Todt
li(x) = —.
i) 5 logt



Ibland uttrycks primtalssatssen som

m(x)

~ log x

vilket vi senare ska se ar ekvivalent med .

Viktigare dn deras bevis var vigen dit. Bada bevisen byggde pa de ideér som Bernhard
Riemann introducerade 1859 i memoaren Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer ge-
gebenen Grosse [15]. T fokus var zeta-funktionen.

Definition. Lat s vara ett komplext tal med realdel stérre dn 1. Vi later

1

dar ¢ utlases “zeta”.

Riemann kunde analytiskt fortsétta zeta-funktionen till alla komplexa s, bevisa att zeta-
funktionen uppfyller en viss funktionalekvation, och ge en formel fér en funktion besldktad
med 7(x) i termer av zeta-funktionens nollstéllen. For att kunna astadkomma detta utnytt-
jade han metoder fran bade komplexanalys och fourieranalys. Primtalssatsen 6vergick till ett
analytiskt pastaende som kunde bevisas med forbéttrade uppskattningar. Det var precis det
senare som Hadamard och de la Vallée Poussin stod for.

I samma memoar férmodade Riemann att alla nollstéillen till zeta-funktionen antingen ar
negativa jamna heltal, de sa kallade triviala nollstdllena, eller har realdelen %, de icke-triviala
nollstéllena. Detta formodande gar under namnet Riemann-hypotesen och saknar tusentals
forsok till trots fortfarande bevis. Vad som déremot &r kint ar att alla icke-triviala nollstéllen

har realdel mellan 0 och 1.

1.1.2 Feltermer

Aven om primtalssatsen ofta formuleras som (1.1.2) #r det numera vanligare att ge den pa
den starkare formen
m(z) = li(z) + ERR(x),
dér
ERR
tim PR
z—>00 h(x)

Funktionen ERR(z) beskrivs med stort ordo och kallas felterm. Den forsta feltermen gavs
1899 av de la Vallée Poussin i en uppfoljare [4] till artikeln han publicerade 1896. Han erholl

ERR(z) =0 (m exp(—a\/@)) , (1.1.3)

dér a &r en positiv konstant. Det &dr ocksa denna vi ger ett bevis av i var klassiska del. Man
vill helst ha en felterm sadan att ERR(z)/li(z) gar s& fort som mojligt mot 0, Helge von
Koch visade nidmligen 1901 [I8] att Riemann-hypotesen dr ekvivalent med att

ERR(z) = O (Vzlogz). (1.1.4)

Lost uttryckt kan man séiga att ju ndrmare (1.1.4)) man kommer, desto nirmare kommer man
till ett bevis av Riemannhypotesen. Den bést kinda feltermen som inte beror pa Riemann-
hypotesen erholls forst av Vinogradov[17] och Korobov[I0] oberoende av varandra 1958. Den
ar

ERR(z) =0 (x exp(—a(logx)%)) ) (1.1.5)
dér a dr en positiv konstant. D& beviset av (1.1.5) &r invecklat och inte bidrar till storre
forstaelse har vi valt inte behandla det.

Det har visat sig att m(z) inte dr helt enkel att arbeta med, och déarfor formuleras prim-
talssatsen ibland med hjélp av en annan funktion, ¢ (z). Det géller att

$(x) = x + ERR(),

dér lim, oo ERR(z)/2 = 0, om och endast om primtalssatsen dr sann.



1.1.3 Klassiskt bevis

I den klassiska delen foljer vi uppliagget i [2] och bevisar tre viktiga resultat for att komma
fram till primtalssatsen. For att bevisa dessa behovs goda kunskaper om hur zeta-funktionen
beter sig, framforallt i omradet 0 < Re(s) < 1. Det forsta resultatet ger en uppskattning pa
hur manga nollstéllen det finns i detta omrade upp till ndgon viss héjd T pa imaginaraxeln.
Riemann gissade att detta antal var
T T T
o log 5 " o + O(logT)

vilket bevisades av von Mangoldt 1905 [2]. Resultat nummer tva siger nagot om var zeta-
funktionen &r nollskild ndra Re(s) = 1. Mer specifikt att zeta-funktionen &r nollskild till
véinster om Re(s) = 1 i ett omrade vars bredd #r proportionellt mot (logt)~!, déir t = Im(s),
vilket bevisades av de la Vallée Poussin 1899 [4]. Slutligen bevisar vi att funktionen ¢(x)
uppfyller den explicita formeln
¢'(0) a’ 1 2
Y(x) ==z 0) EP: P log(l —z7%),
dér p loper over alla icke-triviala nollstéllen till {(s). Detta resultat erhalls med hjilp av
residykalkyl och Perrons formel, en sats som ger uppskattningar av en specifik typ av linje-
integraler. Med hjélp av dessa tre resultat bevisar vi primtalssatsen, med feltermen .

Bevis av vissa viktiga resultat som anvinds har utldmnats, da dessa &r mer allménna
an det vi vill astadkomma hér. Dessa inkluderar Stirlings formel fér Gamma-funktionen och
teori om Riemann-Stieltjes integralen. Referenser till dessa ges for den intresserade l&saren.

1.1.4 Pretentiosa metoder

I den senare delen av uppsatsen bevisar vi primtalssatsen pa ett sdtt som i ndgon mening
ar det rakt motsatta till det Riemann stakade ut i [I5]. Riemanns metod gir ut pa att
utnyttja zeta-funktionens egenskaper i omradet dir 0 < Re(s) < 1 och pé si sétt erhalla
primtalssatsen. Metoden i den senare delen av rapporten utnyttjar ddremot zeta-funktionens
egenskaper endast 1 omradet dar Re(s) > 1 men erhaller likval primtalssatsen. Den &r en del
av nytt synsitt inom analytisk talteori som formulerats av Andrew Granville och Kannan
Soundararajan — det si kallade pretentidsa synséttet. Vi citerar fran [7], som ocksad &r var
huvudsakliga kélla.

Until now there has been no other coherent approach that was capable of
addressing all of the central issues of analytic number theory. In this book we
present the pretentious view of analytic number theory; allowing us to recover the
basic results of prime number theory without use of zeros of the Riemann zeta-
function and related L-functions, and to improve various results in the literature.

(17, s. 3])
Termen “pretentios” kommer fran engelskans “pretentious”, och har sitt ursprung i att me-
toden utnyttjar att vissa funktioner av de naturliga talen tycks utgora sig for nagot annat
an vad de egentligen ar — de latsas (engelska, pretend) vara nagot annat. Kidrnan i metoden,
Halasz sats, ger en uppskattning av medelvérdet till funktioner i termer av deras pretentiosa
avstand till funktionen f(n) = n'®. Med detta och ett antal viilkinda asymptotiska resultat
kan primtalssatsen erhéallas. Vi bevisar specifikt att

Y(z)=2+0 ( (log log$)15)

vilket inte &r lika bra som (|1.1.3), men med mer méda kan man bevisa (1.1.4) vilket Dimitris
Koukoulopoulos gjorde 2013 i [I1]]. Detta leder till en intressant fragestillning.

X

log x

Om man inte beh6ver anvanda Riemanns taktik for att reproducera Vinogra-
dovs och Korobovs resultat, dr det da mojligt att det pretentiosa synsattet &r
starkt nog att bevisa Riemannhypotesen, eller 16sa andra Sppna problem inom
den analytiska talteorin?



Vi kan naturligtvis inte besvara denna fraga, men vi hoppas att den nagon gang far ett svar.

1.1.5 Lasguide

Denna kandidatuppsats bestar av tva i stort sett oberoende delar. Den ldsare som endast
intesserar sig for en av delarna kan utan problem vilja att bara ldsa denna. Av ett antal
skil finns dven en appendix déir vi valt att ldgga en del resultat som antingen bara anvinds
flyktigt pa vdgen, eller som &r for allmédnna for att pedagogiskt passa in i nagon av de tva
delarna. Dessutom har vi valt att ldgga bevis till nagra resultat dér, for att ldsaren lattare
ska kunna ta till sig och forsta de viktiga delarna i bevisen. Forfattarna har strévat efter
att vara sa fullstdndiga i sin redogorelse som mdjligt och déarfor finns bevis till nédstan alla
anvinda satser. Nar bevis saknas ges referens till detta for ldsaren att sdka upp.



1.2 Notation

I foljande uppsats betecknar p alltid primtal, och logx betecknar alltid den naturliga loga-
ritmen.

1.2.1 Asymptotisk notation

Vi anvéinder foljande asympotiska notationer. Lat f, g : M — C ddr M C C vara godtyckliga
funktioner och lat K vara en positiv konstant. D& géller

f(s) =0(g(s)) & IK > 0.3z € N.V|s| > xo. | f(s)] < K|g(s)],

=o0(g(s im @ =
f(s) < g(s) & f(s) = O(g(s)),
f(s) > g(s) < g(s) < f(s),

f(s) < g(s) & f(s) < g(s) och g(s) < f(s).

X

1.2.2 Funktioner

Det finns ett antal aterkommande funktioner

oo

1
n=1
mn(z) =) 1,
p<z
7(n) = Z 1,
d|n
0 om p? | n,
pu(n) =< (=1)" om n &r en produkt av r distinkta primtal,
lomn=1,

logp om n = p¥, for nagot k € N,
A(n) =

0 annars,

1(n) =1, for allan € N,

5(n) = {1 omn =1,

0 annars,

()= 3 A),

n<z

M(z) =Y u(n),

n<x

*ode

o logt’
Av dessa ar 7, p, A, 1, och § aritmetiska funktioner, d. v. s. funktioner definierade pa de
naturliga talen. En aritmetisk funktion f ségs vara multiplikativ om f(ab) = f(a)f(b) d& a
och b &r relativt prima.

li(z) =

1.2.3 Ovrig notation

Vi anvénder
|x] = storsta heltal mindre &n eller lika med z,

{z} =2 — |x].



Kapitel 2

Ett klassiskt bevis

Vi kommer i denna del att ge ett klassiskt bevis av primtalssatsen. Klassiskt darfor att det
ligger nara hur bade de la Vallée-Poussin och Hadamard gick tillviga. Uppléagget ligger néra
det i [2], vilket varit den frimsta kéllan.

2.1 Primtalssatsen och ekvivalenta pastaenden

I inledningen hévdade vi att primtalssatsen kan uttryckas bade som 7(z) ~ li(z) och 7(z) ~

x
——. Detta pastaende foljer enkelt med hjilp av partiell integration. Vi har att

log x
t 1" roodt x T
1' = | — =
i) [logtL +/2 (log?)? ~ logz +O((logx>2)

o o o . X o J— .
— 1 d& ¢ — oo s& maste aven Q — 1 dad £ — oo. Vi ndmner dnnu

li(x)

ett ekvivalent pastéende till primtalssatsen, som anviander funktionen (z) istéllet, da det

(=)

enkel 6vning i partiell summation (se proposition [A.1.1)) att inse att dessa pastaenden #r
ekvivalenta, men vi vantar med det till kapitel da det ger oss mer att visa det dar.

X m(x)log
sd om ———=—

i férsta hand &r denna som kommer anvindas: — 1 da z — oo. Det ar en ganska

2.2 Egenskaper hos (

Vi borjar nu med att ligga grunden till delarna som behovs i beviset. ((s) kommer att
anvindas vildigt mycket och vi behéver darfoér god kunskap om hur denna beter sig. Vi
borjar med en konvention och later s = o + it.

2.2.1 Eulers produktformel

Vi ska nu se ett sitt som ((s) ar relaterat till primtal pa. Euler bevisade att ¢ kan skrivas
som en produkt 6ver primtalen,

) =1] : _1p75, o>1. (2.2.1)

Bevis. Viborjar med att inse att ((s) dr absolutkonvergent for Re(s) > 1, och att vi dessutom

kan skriva
1 =1
1— p—s - Z pks’

som en geometrisk serie. Vi har alltsa att

p




For ett givet primtal P kan vi av aritmetikens fundamentalsats skriva
ks | T s’
p<P \k=0 p n n

dér summan i hogerledet 16per 6ver alla n som har samtliga delare p < P. Vi véljer nu NV sa
att

och vi far saledes att

OR | SZ‘; <e

p<N p n>N

vilket bevisar pastaendet. O

2.2.2 Analytisk fortsiattning av ( och funktionalekvationen

I detta avsnitt ska vi bevisa tva resultat om ((s), forst bevisade av Riemann.

Analytisk fortsittning
Lemma 2.2.1. For x > 0 géller det att

2 2
E e " T/ _ \/52 e 7rx,

neZ neEZ

eller med 0(x) = > e’
neZ
Vzl(z) = 0(1/z). (2.2.2)
Bevis. Se appendix [A-8] O

Vi ska nu hérleda funktionalekvationen for ((s).

Sats 2.2.1. ((s) uppfyller funktionalekvationen
72 0(Ls)¢(s) = 7 207IT[L (1 = 8)]C(1 — s). (2.2.3)

Bevis. Betrakta

och sitt t = mn?x. Vi far

1 1.

e} (o)
I'(=s) = / e‘””zw(anm)%s_ld(an )= / e TSyl
0 0
Efter omflyttning har vi

1y g1 i 2
7 2°n"°T(zs) = x2% e ™ Tdg.
2 0
Om vi later ¢ > 1 och summerar 6ver n har vi att
Wﬁésf(ls)ﬁ(s) = OO:E 351 ie”ﬂ” dx
2 0
n=1

vilket géller eftersom vinsterledet konvergerar. Lat nu summan i vnsterledet betecknas med

(o]
w(z), dvs. w(z) =3 e '™,

1

Vi far saledes att



Vi delar upp integralen i tva intervall,
1 00
/ 2 Ls— Lo(z)dz + / aéé 1, z,
0 1
och observerar att vi kan lata den forsta integralen ha samma grianser som den senare, genom

1
variabelbytet z — —. Vi far da
x

/x_%s Yw(1/z) dac—i—/x%s !
1 1

o0
Vi observerar hir att d& w(z) = e~"’™ g4 har vi att
1

O(z) = "™ = 2w(x) + 1.

nez
Fran lemma ovan har vi att 6(1/z) = \/x0(z) och vi far att

w(1/2) =~ + 5 VE+ V().

Later vi detta uttryck ersitta w(1/x) i den hogra integralen ovan far vi

o0

+ /afésféw(ac)dx.

1

T 11 11
/x*é“l (—2 + 5\/5—1— \/:Ew(x)) dz = St
1

Tillsammans far vi att

1 1 T
1
Vi observerar att hogerledet &r detsamma for s som for 1 — s, varav satsen foljer. O

Anméirkning 2.2.1. Genom att anvinda egenskap (d) i proposition far vi att

¢(s) = 2°7°Lsin (7; ) T(1—s)C(1—s). (2.2.5)

Sats 2.2.2. ((s) dr meromorf i hogra halvplanet, dvs. fér o > 0, med s = 1 som enda enkel
pol med residy 1.

Beuvis. Vi utgar fran definitionen och kan skriva

-E3-(b-4)+(2-)(-3)-

G D ‘SZ”/ e

dér sista likheten foljer fran integralkalkylens huvudsats. Vi later nu |z | ersitta n och kan
gora oss av med summan och skriva
o0
S/ijx_s_ldx.
1

Ersétter vi 2| med x — {z} far vi nér vi integrerar ena termen i integranden att

() = ==

/{x}xfsfldx. (2.2.6)

Av detta ser vi att satsen foljer. O

11



&(s) och nagra forsta uppskattningar

Definition 2.2.1. Vi definierar nu

1 1 1

&(s) = 58(5 - 1)W*55F(§5)§(5) (2.2.7)

och ser att £ uppfyller funktionalekvationen &(s) = &(s — 1) enligt (2.2.3) och (d) i pro-
position

Proposition 2.2.1. Det finns en konstant C sa att lim [£(s)] < eClslloglsl,

|s]—o0

Bevis. Vi observerar att da &(s) = £(1 — s) riicker det att visa olikheten for ¢ > 1. Vi har
att

\55(3 - 1)7r_%s| < eClsl
fér nagot positivt C' (detta behover inte vara samma vid varje tillfdlle). Vidare, da o > 1
kan vi applicera Stirlings formel, proposition [A:2.2] och far saledes
|F(%s)\ < ¢Clsllogls|
Vidare, av foljer, for o > 1, att [((s)| < C|s|. S&
[£(s)| < e“lelloglsl, (2.2.8)

vilket skulle visas. O

Sats 2.2.3. Lat {p,} vara nollstéllen till £(s). D4 géller att

g(s) = eMP [ - %)e% (2.2.9)

for nagot val av reella konstanter A och B, samt att

Z‘pn|7176
Z|pn|71

ar konvergent for varje € > 0, men

ar divergent.

Anmirkning 2.2.2. De tva sista pastaendena medfor speciellt att £ har odndligt manga
nollstéllen.

Beuis. Se appendix [A-8] O

Det senare resultatet i satsen kommer till anvindning forst lite senare nér vi vill hitta
nollstéllen till {(s), men vi fortsitter hiir med nagra foljder av (2.2.9)).

Logaritmering av £(s) ger

log{(s) = log <€A+BS H(l - $)€;> =A+ Bs+ Zlog (1 — ;) + 2

p P n)  Pn

Derivering ger nu

§(s) _ 1 1
0 _B—I—Z< + ) (2.2.10)



Genom att betrakta den logaritmiska derivatan av (2.2.7)) kan vi fa en formel f6r ¢’(s)/{(s).
Vi har att

€)1 1 D(3s+1) | ¢(s)
€0 51 2T R T
S& C,( ) 1 1 F/(l +1) 5,( )
s) 1 1 - Ls s
o)~ 1 T T
Kombinerat med ovan far vi
¢'(s) 11 CI'(ds+1) < 1 1>
C(s) =B-STytgleer p(%s+1)+zn: ot ) (2.2.11)

2.2.3 Mer om log((s) och ¢’/
Av har vi att

log ((s Zlog =—Zlog(1—p‘s)=zzp

p n=1

—Ssn

(2.2.12)

for o > 1, vilket inses med hjélp av potensserieframstéllningen

log(1—2) = Z— |z] < 1.

Deriverar vi med avseende pé s far vi ¢’(s)/¢(s), & ena sidan. A andra sidan har vi att

e = (T30 ) o py e o5 A

p n=1 p n=1 m=1

Vi kan alltsa dra slutsatsen att

(2.2.13)

_ ) A
SR>

for o > 1.

Uppskattningar

Vi samlar hér lite uppskattningar som kommer behovas senare. For 1/2 < o < 2 giller att

1
(o) =0 ( ) , (2.2.14)
oc—1
vilket inses direkt fran (2.2.6). Vidare fran detta eller (2.2.11)) har vi att nira s = 1 sa &r
¢ 1
——=(s) = 2.2.1
=)= 0 (= (2215)
och speciellt s géller det att for o > 1 sa ar
¢'(o) 1
_ K 2.2.16
¢(o) - + ( )

for nagon positiv konstant K. Applicerar vi proposition [A.2.2| pa (2.2.11]) s& har vi att or
nagot A > 0 att

— Re [g(s)] < Alogt— Y Re Lier;] (2.2.17)
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i omradet t > 2 och 1 < o < 2. Vi noterar ocksa att |('(s)/¢(s)| = O(logt), om o > 1+ lolgt
och t > 2, ty

()] o~ |AM) |~ An) _ (o) _ o
O g; . 7; e = o) = O(logt) (2.2.18)
¢'(s)

1 omradet o < —1. Funktionalekva-

enligt (2.2.15)). Till sist ger vi en uppskattning for
tionen, (2.2.3), till {(s) kan skrivas som

L(35)
L(5(1-s))
med hjilp av (d) i proposition Vidare, av (b) i samma proposition far vi

¢(s)

1 1 1 1
I 2= Sp2
2T R T =)

1

C(1—s) =72 2079¢(s)

(L ) = 270w (s)D () TS
msin(%?)

sin s
— = 2cos s och erhaller att

2

och slutligen utnyttjar vi att

C(1—s)=2""7"%(cos 3ms)T'(s)((s).

Vi tar nu den logaritmiska derivatan av denna, och betraktar endast fallet da o > 2, vilket
med hjilp av funktionalekvationen ger oss uppskattning i det sokta omradet. Vi har att
(s) (o)
I(s) — <(s)
och vi ser att de tva sista termerna ar konstanta, och vallar alltsd inget problem. Stirlings
formel, proposition ger att Gamma-termen dr O(log|s|). ((s) &ér begransad hér vilket
kan inses genom den ursprungliga definitionen och konvergenstest. Da aterstar alltsd den
férsta termen, och vi noterar att den har poler i de udda heltalen. Séledes kan vi dra slutsatsen
att s& linge |s— (14-2n)| > 3 for varje n € Z sa &r tan(7s) begrinsad. Ekvivalent, tan(3ms)
&r begrinsad om |(1—s)+2n| > 3, det vill siiga om vi exkluderar bollar med radie 3 runt de
udda heltalen for s eller de jamna heltalen for 1 — s. Eftersom Gamma-termen ér O(log|s|)
for s far vi da att den dr O(log 2|1 — s|) f6r 1 — s vilket ger att den ar O(log2|s|) om vi nu
later s < —1. Saledes har vi kommit fram till att

¢'(s)
¢(s)

for o < —1 och s # —2n, n € N. Varfor vi behover exkludera omgivningar till de negativa
jamna heltalen blir férhoppningsvis klart nedan.

d 0
T log¢(l—s) = ) tan(37s) +

—log2 —logm

‘ = O(log2|s|) (2.2.19)

2.2.4 Nollstéllen till ((s) och omraden utan nollstéllen

Vi behover veta nagot om nollstéllen till ¢ fér att senare kunna fa bra uppskattningar for
bla. ¢ (z). Vi borjar med att notera att jaimna negativa heltal dr nollstdllen. Anmérkning

[2:277] séger att
¢(s) = 2°7° Lsin (%) I'(1—s)¢(1—3s)

dér sin (%) =0 for s = —2,—4,—6,... . Dessa kallas for de triviala nollstillena till {(s).

Vi observerar ocksa att I' har poler i icke-positiva heltal, s& de potentiella nollstédllena s =
0,2,4, ... upphévs. Lite mer intressant, som bevisades av Hadamard &r féljande resultat.

Sats 2.2.4. ((s) har odndligt ménga nollstéllen i omradet 0 < o < 1.
For att visa detta bevisar vi forst foljande lemma.

Lemma 2.2.2. De enda nollstéllena till £(s) ar de icke-triviala nollstillena till {(s).

14



Bevis. (Avlemma) De triviala nollstéllena till ¢ upphévs av I'(5s) som har poleri0, —2, —4, ...
, s& dven nollstéllet i s = 0 fran faktorn s upphévs. Vidare har ¢ en pol i s = 1 som alltsa
upphéver nollstillet till faktorn s — 1. Aterstaende nollstéllen till £(s) maste darfor vara de
icke-triviala nollstéllena till {(s). O

Bevis. (Av sats) Av lemma och (2.2.1) har vi att om ((s) har icke-triviala nollstéllen
maéste de ligga i 0 < o <1, ty om ((s) = 0 for o > 1 skulle det finnas primtal p s& att nadgon

faktor
1

1—p—s

vilket uppenbarligen dr omdjligt d& produkten konvergerar hiir. Men vi vet enligt sats [2.2.9]
att £ har oéndligt manga nollstdllen, vilket medfér att ¢ har odndligt manga nollstéllen i
omradet 0 < o < 1. O

Detta motiverar nu féljande definition.

Definition 2.2.2. Vi later N(T') beteckna antalet nollstéllen till ((s) i omradet 0 < o < 1,
0<t<T.

Vi ska strax bevisa en asymptotisk formel for N(T'), men forst visar vi foljande tvé
lemman:

Lemma 2.2.3. Om p = 8 + iy 16per 6ver nollstéllena till {(s) sa géller {or stora T att

> ﬁ =O(logT). (2.2.20)

Bevis. Av (2.2.17) har vi att
! 1 1
—ReC () <A10gt—ZRe( + )

for nagon konstant A > 0 i omradet 1 < o < 2 och t > 2. Vi later s = 2 4+ 4iT. D& ar
[¢'(5)/¢(s)] begransad enligt (2.2.18)), och vi har siledes att

1 1
ZRe{ +] < AlogT

S_pn pn

inte nédvéandigtvis for samma A, ty summan ar positiv:

1 23 1
R S I Ea G R Ea i

och olikheten ger oss sokta resultat. O

Tva direkta konsekvenser av detta &r att (i) antalet nollstillen med T —1 < v < T +1 &r
O(logT) och (ii) summan > (T — v)~2 6ver nollstiillena som inte satisfieras av (i) fir ocksi
O(logT).

Lemma 2.2.4. For stora t skilda fran imaginardelarna till nollstéllena, och —1 < ¢ < 2,
galler det att
¢'(s) 1
= O(logt) + .
G ~Oloet* 3 o=

[t—7nl<1

Bewvis. Vi betraktar differensen ,
¢'(s)  ('(2+it)

((s)  C(2+it)
med hjélp av (2.2.11]) och (2.2.18) och far att

ORI L
C(S)_O(lgtHzn:(Spn 2+itpn)'

15



Vi behéver nu visa att de termer som inte uppfyller kravet |t — v, | < 1 maximalt bidrar med
O(logt). For termerna med |y, —t| > 1 géller i det givna omrédet att

1 1 _ 2—0 < 3
s—pn 2+it—pu| |(s—pa)2+it—pn)| T [y —t*

Summan 6ver dessa dr enligt (i) ovan O(logT') och de termer som uppfyller |7 — | < 1 &r
till antal ocksd O(log T) enligt (i). O

Sats 2.2.5. For stora T géller det att

T T

N(T) = o log zﬂ + O(logT). (2.2.21)

o 2
Bevis. Lat R vara rektangeln med horn i 2,2 + ¢7,—1,—1 + 47T. Vi kan utan inskrdnkning
anta att (o +4T) # 0 for —1 < o < 2. Av argumentprincipen och lemma har vi da att

§'(s)
2nrN(T) = ds = Apargé(s),
(T) ) (s)
det vill séiga skillnaden i argument for £(s) da s 1oper runt R. Vi noterar att da £ dr nollskild

och endast antar reella viarden fér s € R, dndras inte argumentet pa linjstycket mellan —1
och 2. Vidare har vi att da £(s) = £(1 — s) giller det att

flo+it) =€&(1—o —it) =&(1 — o +it)

vilket innebér att skillnaden i argument da s gar fran 2 via 2 447 till % +¢T" 4&r samma som
fran % + 4T via —1 + 4T till —1. Om vi later L beteckna linjestyckena fran 2 till % + 4T via
2 44T far vi att

27N (T) = 2Apargé(s) <= wN(T) = Apargé(s).

Det aterstar nu att berikna Apargé(s). Vi gor detta via definitionen fér £, med en liten
omskrivning, d& vi noterar att 1sI'(3s) = I'(3s + 1) enligt (a) i proposition Vi har
alltsa att berdkna

1 1
Arpargf(s) = Aparg(s — 1) + Aparg(n—2°) + ALargI‘(is + 1) + Aparg((s).

Vi borjar fran vinster och har att

™ 1

1 1
Aparg(s —1) = arg‘(§ +iT—1)= arg(fg +1iT) = 7 + arctan(—2T) T

déar sista likheten foljer fran identiteten
0 1
arctanr = — —arctan—, x> 1,
2 x
alternativt genom uppskattning av integralrepresentationen av arctanx.

. _1 . .
For Aparg(n—2°) skriver vi
1 1
—5s _ ,—5slogm
mT 27 =€ 2 s
sé&

1 1 T
ALarg(W*%S) =ApIm <2slog7r> = AL(fitlogﬂ) =3 log 7.

Vi noterar att I'(s) € R om s € R sa

1 1
Arpargl’ (25 + 1) =arg (28 + 1>

(iT 5>
=argl [ — + -
s=3+iT 2 4

16



Nu ges argumentet av imagindrdelen till log ', och vi kan applicera Stirlings formel, propo-

sition [A-2:2] och vi far

Im [logI'(L + 2)] =Im [(F

2
= Tlog|F + 3|+ 2arg(F + 2) + O(5) = 3Tlog T + 37 + O(1)
Vi har nu att
1 1 3= T s 1
N(T)= =-Tlog-T — =T + — — —1 — — A
7N(T) 5 5 5 5 5 ogﬂ+2+O(T)+ rargC(s)
T T T 7 1 Aparg((s)
= N(T)=—log — — = + + 1 O(=) + 2L
(M) =g loeg —5 +g+0F +——

Allt som nu aterstar ar att visa att Aparg((s) = O(logT). Definitionsmaéssigt har vi

e
ALargC(s):O(l)—i—ZJZT Im[c(s)} ds

dar O(1) ar bidraget fran linjestycket mellan 2 och 2 + 4T, vilket géller eftersom arg((2) =0
och (2 +4T) &r begrinsad. Enligt lemma ovan kan vi skriva

wf§]-omne £ wl2]

n
|T—vn|<1

Sé det géller nu att uppskatta integralen av dessa termer, varav den forsta trivialt &r O(log T')

och
2+4iT

Im

} ds| = |Aarg(s — p,)| < .
5= Pn
i+iT

Antalet termer i summan &r enligt f6ljd (i) till lemma O(logT) och vi kan alltsa dra
slutsatsen att Aparg((s) = O(logT), och siledes ar satsen bevisad.
U

Omraden utan nollstillen

For senare uppskattningar med kurvintegraler vill vi hitta omraden dér {(s) alltid &r nollskild
och vi har féljande resultat.

Proposition 2.2.2. ((s) # 0 i omradet o > 1.

Bevis. Det aterstar bara att visa att ( # 0 pa den vertikala linjen ¢ = 1 enligt sats

Beviset bygger pa identiteten

3+ 4cosf + cos20 =2(1 + cos6)? > 0,
som géller for alla #. Vi anvinder nu denna olikhet f6r Re [log ((s)] med 8 = ¢tnlogp. Vi har
saledes

on

Z Z b - (3 4+ 4 cos(ntlogp) + cos(2ntlogp))

p n=1

= 3log (o) + 4Re[log ((o + it)] + Re[log (o + 2it)] > 0.

Alltsé har vi att
C(0)|¢H o +it)¢(o +2it)| > 1 (2.2.22)
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da o > 1.

1
Antag nu att ¢(1 + it) = 0 for nagot t. Vi har att ((o) = 0(17) dd o — 17, enligt
— 0

(2.2.14). Vi har alltsa i en pol av ordning 3 mot ett nollstélle av minst ordning 4. D& maéste,

for att (2.2.22)) ska vara uppfylld, ¢ ha en pol i s = 1 4 2it. Men av (2.2.6) f6ljer det att
|¢(0 + 2it)| < C|o + 2it|. Detta ger 6nskade motségelse, s ((1 + it) # 0, Vt. O

Men vi kan gora béattre &n sa, och utvidga till en omgivning till vinster om o = 1.

Sats 2.2.6. Lat s = o + it, t,> 2. DA finns en konstant ¢ s& att ((s) # 0 i omradet
oc>1-— L
logt
Bewvis. Vi anvinder samma idé som ovan, men pa ¢’(s)/¢(s) istéllet for log ¢(s). Av ([2.2.13))
har vi att ~
¢ A(n)
=2 5

vilken &r reellvird for reella argument. For komplexa argument har vi att
¢ 3] Am)
“Re L(s) -3
Med t = 0,t,2t som innan har vi alltsa

3%(0) + 4Re [g(o + it)} +Re [g(a + 2it)] > 0.

n=1

cos(tlogn).

1
Den forsta termen &r enligt (2.2.15)) p— + K och de senare kan uppskattas med ([2.2.17))
o —
som siger att for t > 2och 1 <o <2

¢'(s)

1 1
< Alogt — Re[ —&—}.
¢(s) zn: S§=Pn  Pn

—Re

For att fa ett enklare uttryck for hogerledet visar vi nu att summan &r positiv, s& att denna
kan uteldmnas.

Vi har att )
Re |: :| _ o — ﬁnQ
§— Pn |S - pn|
. . . . ; 1 Bn
dar 3, ar realdelen till p, och o > ,,. Vidare d&r Re | — | = FRER
Pn Pn

Nér s = o 4 2it kan vi alltsd gora oss av med summan, det vill siga

¢’ (o + 2it)

“he [<<+2t>

} < Alogt.

For s = o+t later vi t sammanfalla med imaginérdelen for ett nollstélle > 2. Vi later
§— Pn

vara denna term. D& giller att

¢’ (o +it)

C(o +it)

—Re[ ] < Alogt —

n
Vi anvinder nu dessa uppskattningar i var trigonometiska formel och far

4

0 — Pn

<A10gt+i,
oc—1
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0
fér nagot mojligen annat A. Lat nu § > 0 vara en konstant och sétt o =1 + oal’ Loser vi
og
nu ut 3, far vi
) 46

1 _
Pn <1+ logt (34 Ad)logt

och efter lampligt val av § erhaller vi att

C

n <177,
p logt

vilket skulle bevisas. O

2.3 Explicit formel for

Vi ska i detta avsnitt hiirleda en explicit formel for ¢(s), som kommer ligga till grund for
beviset av primtalssatsen i nista avsnitt. Enklaste séttet att hdrleda denna dr med hjalp av
Perrons formel, som vi nu formulerar.

Sats 2.3.1. (Perrons formel) Lat y,c > 0 D4 géller

0 omy<l,
1 c+ioco dS 1
— f—=q= = 2.3.1
i) V=15 mu=1 (23.1)
1 omy>1.

Lat oss kalla hogerledet for h(y). En kvantitativ version lyder: for varje T > 0 géller det att

1 reHT g rt omy =1,
%/ T ys? —hy)| < min{y*® v } annars (2:3.2)
o " Tlog y|
Bevis. Se appendix [A.8] O

Eftersom 1 har diskontinuiteter dar x &r en primtalspotens introducerar vi en modifierad
version av 1. Detta for att formeln ska gélla &ven i dessa punkter. Vi later

A(n) om z dr en primtalspotens,

U(x) annars.

Vi &r nu redo att visa en explicit formeln for ¥y och formulerar den i féljande sats.
Sats 2.3.2. For alla x > 2 giller det att

o(z) — = ;96: - é;(((g))) - %log(l - %) (2.3.3)

dar p dr komplexa nollstallen till {(s).

Anmairkning 2.3.1. Summan i formeln ska forstas som

det vill sdga att komplexkonjugaten av nollstéllena summeras tillsammans med vixande
belopp av imaginérdelen.
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Bevis. Vi borjar med att konstatera att ¢/(0)/¢(0) = O(1). Vidare ger serierepresentation av
den sista termen oss inget annat &n

1 s T 2n ¥
S log(1—27%) = o = zw: — (2.3.4)
dér w 16per 6ver de triviala nollstéllena till ¢, dvs —2, —4, —6, ... . Vi pastar nu att for o > 1
sa ar i
1 CT100 ! s J;s
1/}0(1}):7‘/ o )—ds.
2mi c—100 C(S) s

For att inse detta minns vi att i detta omrade géller likheten

¢'(s) _ 5~ Al
& "2

vilket var (2.2.12)). S& vi kan skriva
1 c+i00 / s 1 c+ic0 s A s
— () ds = — <Z (n)) x—ds.

omi Joino C(s) s 2mi Joiue ns s

n=1
Summan &r absolutkonvergent fér o > 1 och vi gér omflyttningen

> c+ioco s
IE=T G

oo
Vi anvinder nu Perrons formel, , pay= % och far att integralen &r 0 for z < n, men
% och 1 for x = n respektive x > n. Saledes far vi att

s

c+ioco /
g [ S s = XA+ 3A) = (o)

278 JeCioo (s)

n<x

dér A(z) =0 om z ¢ N. Lat nu r > 0 vara ett stort udda heltal. Vi ska integrera véinsterledet
ovan i rektangeln R med horn i ¢ £ 4T, —r £ 4¢T. Da passerar linjestycket fran —r — 7T till
—r 4 4T mellan tva triviala nollstéllen till {(s). Vi har av Cauchys residysats att integralen
ar summan av residyerna till integranden

RYOES
C(s) s
1
Bidraget fran polen i s = 1 ger bidraget x, vilket kan ses genom (2.2.11]). Polen i 0 till —
s
! 0 w
bidrar med —2 ((0)) Vidare ser vi att varje nollstélle till {(s) i R bidrar med —%. Saledes
har vi att o
Yo(x) = + E(x,T,1).

Feltermen E(x,T,r) kommer dels fran att vi inte har T = oo nér vi anvander Perrons formel
sa vi far feltermer av typen i ([2.3.2), vi kallar denna felterm e(T"). Dessutom far vi en felterm
fran de andra sidorna i rektangeln som beror valet av r. Feltermen &ar allstd pa formen

—r+iT —r—iT c—iT
E(z,T,r)=0 / +/ +/ +e(T),
c+iT —r+iT —r—iT

och vi ska nu uppskatta denna. Vi borjar med att uppskatta e(T) och applicerar Perrons
formel som ger oss att

c+iT / S
Yo(z) — ! / L) Tds

o2mi o C(s) s

<ZA M%QY(@EQQ&+£“”
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1
Vi har alltsa att uppskatta summan i hogerledet. Lat ¢ =1 + ooz’ Da ar z¢ = ex. Vi delar
ogx

upp i fall och bérjar med n < %aﬁ ochn > ga:. For dessa n kan vi hitta en undre begrénsning
for [log =| sa att vi kan skriva

S0 G e} - (725 =0 (7 [ 65
ger med s = c att

¢'(e)
¢(e)

C
vilket ger oss uppskattningen O(% log x). Nast betraktar vi fallet da %x <n < zx. Lat nu

= O(log z)

vara den storsta primtalspotensen mindre &n x och antag att %x <z < x. For n = x7 har

vi att .
logleog(l—x_xl) :—log(l—gc_ml)zz_le
n x x x

il (2 (2 = (s )

ty (a:) ar begransad. A(z1) < logz sé slutligen

T1
10 ((logg;)min {1, T(mx_ml)}) .

For n # x1 i detta omrade gor vi féljande: Lat n =z —v dir0 < v < %x. Da géller foljande

sa

1ogx210gm1:—log(1—v> Zi.
n n (g T

Saledes blir uppskattningen 6ver dessa n O (%(log m)Q), ty vi far

Az —v) 2\ xlogx 1
FX () s

dv<x 4v<x

fér nagon positiv konstant C'. Slutligen betraktar vi fallet z < n < %x och later x5 vara den
ldgsta primtalspotensen storre dn x. Fallet d& n = x5 ger, analogt med ovan att

To — X

n
log — >
X T2

och saledes att denna term i summan ar

0 ((loggc)min{l, T(x:”x)}) .

For n # o sétter vin =z +v med 0 < v < ix och det foljer fran olikheten
log (1 + U) > 2
i) i)
att summan kan uppskattas till O ( (log z)? )

Tillsammans med de tidigare uppskattningarna far vi slutligen att

1 c+iT C/(s) s
CCRETY N o

=0 (%(logﬂc)2 + 10gmmin{1, %})
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dér d betecknar avstandet till den ndrmsta primtalspotensen. Nu aterstar att uppskatta fel-
termerna for de andra sidorna i var rektangel R.

Av Cauchys residysats har vi att

L[ e, @ ¢0) -
2mi Rig(s) ?d57x7 Z 77770<§<r —2n

Antalet nollstéllen med |T — 7| < 1 &r O(log T') enligt {6ljd till lemma [2.2.3] s& det finns hal

med langd i storleksordning ToaT" Vi har d&, om vi later T variera sméatt att |T —~| &r minst
og

1
T for alla nollstéllen 8 + iy. Av lemma [2.2.4] har vi for s = o + T,

av storleksordning
log

-1 <o <2 att

= Z %p +O(logT)

S
|T—~|<1

sd i detta omrade géller att

¢'(s) < Z

ST =

Enligt ovan och antalet termer i summan ar O(logT'), s& vi har att

1 1
_’ +0(ogT) < ) 71 < >~ O(logT) + O(logT).
T Sl T =17 5

Cg/((j)) =0(log’T) for —1<o<2. (2.3.5)

Vi anvénder nu denna uppskattning i de horisontella linjeintegralerna i feltermen,
c+iT ! s ¢ o 1 2 T [°€ 1 2 T
/ —C (5) T ds < log? T/ T o < o8 / x%do < T8 L

_1pir () s _1 I8l T —o0 O

For resterande del av de horisontella linjeintegralerna anvénder vi att |’ (s)/¢(s)| = O(log(2]s|),
vilket var (2.2.19)), och far pa samma vis att

-1

T () 1 logT
ST s« —10g(2T) [ 29do < —2
‘Lm () s 1 < o an<hmx

-T

Vi ser att detta uttryck ar forsumbart da det &r vésentligt mindre &n det férra. Sist uppskattar
vi den vertikala linjeintegralen, som &r

e / T
/ S (S)I—Sds < log2r/ Tt < T log
C(s) s r J_p re’
—r—iT

Later vi nu r — oo s& forsvinner denna uppskattning, och beroendet pa r, och vi far den
explicita formeln for ¢ (z) med

B xlog?(2T) . x
E(z,T)=0 (T + (log #)min {1, T—d} . (2.3.6)
Vi ser att E(x,T) = 0 nir T — oo for x > 2. O

2.4 Bevis

1

Vi ér nu redo att visa att ¢(z) = 2+0(ze~°(1°8 %)) f6r nagon positiv konstant ¢, och direfter
overgd till w(x) och den ursprungliga primtalssatsen. Vi utgar fran den explicita formeln for
¥ som var sats [2.3.2)1 forra avsnittet, och vi har alltsd att uppskatta

O 1
2y g et
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vilket frémst innebér att uppskatta summan. Vi har for p = 8 4 47, nollstillen till {(s) av
sats|2.2.6(att om |y| < T sd ér f <1 — for stora T'. Detta medfor att

c
logT

|xp‘ _ xﬂ _ eﬁlogr < elog.’r—clogm/logT _ xe—clogz/logT-

Vi tittar ndst pd ndmnaren: |p| > v s& om vi kan uppskatta
>
0<7<7‘7

ar vi klara. Vi later som innan N(¢) beteckna antalet nollstéllen till {(s) med imagindrdel
mindre &n ¢ i omradet 0 < o < 1. Vi har da att

dN(t)  N(T) T N(t)
Z / T + 0 12

O<7<T

med . N(t) = O(tlogt) enligt sats s& om vi ersétter integralen i hogerledet med
detta far vi O(log T) Slutligen far vi da att

)

0<y<T

xP

-0 <$10g2 Te—clog:v/logT) ]

Lat nu x vara ett heltal, detta kan vi gora utan inskrdnkning. Da géller det att ([2.3.6]) i f6rra
xlog?(zT)

avsnittet tar formen E(z,T) = O < T

Vi far da att

> ty d > 1 sa den senare termen &r forsumbar.
2
[t — x| = O (x log” (2T) + aclog2 Te_CIOg”’/IOgT> .

T

1
Vi bestdmmer nu 7" som en funktion av z, och sétter log? T = log z.. Vi far att T—1 = ¢~ (log=)?
och

1 1 1
[tvg — x| =0 (m log?(z)e~ (e ®)* 4 xlog(x)ec(log“")z) =0 <xe”1(1°g‘”)2>

dér ¢; < min {1, c} &r en konstant. Saledes har vi alltsa att

Y(E)y=x+0 (me‘cl(log mﬂ%) (2.4.1)

och vi &r redo for dvergéngen till 7(x).

Sats 2.4.1. (Primtalssatsen) Vi har att

m(z) =li(z) + O (:Eec(log $)é>

fér nagon konstant ¢ > 0.

A(n)

Bevis. Vi later II(x) =
n<u logn

. Vi ser att termerna dir n ar ett primtal &r 1, 0 om n &r

1
en produkt av tva eller fler primtal och zomn= p¥. Vi kan skriva

Zl+ Zl+ it ..=x(2)+ ;(%)Jr?l)w( 5 4.

p<z p2<z p3<z

Partiell summation siger foljande. Lat f € C*(R), da

S anf0) = A S(@) ~ A ) ~ | A,

y<n<z
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dér A(x Z Ay,

n<z
Vi anvénder nu detta pa II(z) vilket ger oss

1 z t
o+ [ St e,
logx n tlog t logxz Jy tlog”t

n<t

D4 vi ovan visat att 1(z) och x &r asymptotiskt lika, (2.4.1)), kan vi skriva

T Jr/‘” dt li(z) + 2
= li(z :
log = 2 log?t log 2

Allt som aterstar ar nu att berakna feltermen som blir

< /T e—cl(logt)%dt + xe—cl(logx)%.
2

dr integralen mindre &n mi, ty integranden &r < 1. I resterande omrade géller
1
> 3(logx)? ty

For2<t<zx
det att (logt)

[SISRrNT

1(ogz)? = (flogz)? = (log ).
Slutligen far vi alltsa att
(z) = li(z) + O (xe—cz(‘(’“)Z) (2.4.2)

dér co = %cl. Denna framstéllning innehaller feltermen for 2 < t < 2. Trivialt géller det att
m(zw) < w si (z) — w(z) = O(\/z) vilket innebir att

m(z) = li(z) + O (xe_”@) (2.4.3)

vilket skulle visas. O
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Kapitel 3

Ett pretentiost bevis

Vi ger nu ett bevis av primtalssatsen pa det pretentiosa sittet. Det bestar i att géra upp-
skattningar (sats lemma [3.3.1) av multiplikativa funktioners pretentiosa avstand till
1(n) och sedan utnyttja Halasz sats (sats . Den ger en asympotisk begrénsning av me-
delvérdet till multiplikativa funtioner i termer av det pretentitsa avstandet till funktionen
f(n) = n'® och alltsa ger de tidigare uppskattningarna en ovillkorlig asymptotisk begrinsning
av medelvirdet. Vi anviinder u(n) och far siledes en asymptotisk begrinsning av

13 uln)

n<x

Detta &r M (z)/x som &r en kiind funktion. Med hjilp av ett antal viilkinda asymptotiska

resultat (lemma (A.5.5), proposition [A.5.2)) far man genom den asymptotiska begrins-

ningen av M (z)/x en asymptotisk begrénsning av

P(z) - =,

fran vilken primtalssatsen erhalles (sats[3.5.1)).

For att kunna gora uppskattningarna av det pretentitsa avstandet kravs forst ett antal
grundlaggande lemman, vilka i sin tur beror pa grundlaggande teori inom analytisk talteori.
Vi ger ddrmed forst en koncis framstéllning av den nédvindiga bakgrundsteorin och anvénder
sedan detta for att ta fram de lemman som behovs for att uppskatta det pretentiosa avstandet.
For att forenkla forstaelsen ger vi en karta Gver bevisets beroenden.
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3.3.1

C

@

Figur 3.1: Bevisets beroenden. “S” betecknar sats och “L” betecknar lemma.

3.1 Grundlaggande teori om Dirichletserier

Innan vi ger oss kast med att bevisa primtalssatsen behéver vi introducera grundléggande
teori f6r multiplikativa funktioner. Bevisen finns i appendix [A.4]

Definition 3.1.1. Lat f och g vara aritmetiska funktioner. Dirichletfaltningen av f och g
ar funktionen

(f+9)(n) = f(d)g(n/d). (3.1.1)

d|n

Proposition 3.1.1. Lat F vara méngden av alla aritmetiska funktioner f med f(1) # 0.
D& ar (F,*) en abelsk grupp med identitetselementet 4.

Definition 3.1.2. Inversen till ett element f € F kallas Dirichletinversen och betecknas
fh
Vi har ett antal grundldggande faltningsidentiter.
Proposition 3.1.2. Vi har f6ljande faltningsidentiter.
(i) Det giller att 1 * = ¢ eller med andra ord att 1= = p.

(i) Om f och g &r aritmetiska funktioner sd f = 1 *x g omm p * f = g. Detta kallas
Mébiusinversion.

(iii) Vi har identiteterna A = log*p samt 1 = 7 % p.
Vi infér nu Dirichletserier.
Definition 3.1.3. Lat f vara en aritmetisk funktion. Dirichletserien F'(s) av f i s r serien

F(s)=Y ff:).

n>1

Vi anvinder konventionsméssigt stor bokstav for Dirichletserier.

P& grund av nedanstaende entydighetssats ar det naturligt att identifiera en Dirichletserie
med sina koefficienter.
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Proposition 3.1.3. Lat f och g vara aritmetiska funktioner med associerade Dirichletserier
F(s) respektive G(s), och anta att F' och G absolutkonvergerar i omradet Re(s) > o.
Om F(s) = G(s) for alla s s& f(n) = g(n) for alla n € N.

En direkt konsekvens &r att F'(s) = 0 om och endast om f(n) =0 for alla n.
Multiplikation av Dirichletserier har nedanstdende samband med Dirichletfaltning av arit-
metiska funktioner.

Proposition 3.1.4. Lat F(s) och G(s) vara Dirichletserier av funktionerna f respektive g
och anta att dessa absolutkonvergerar i s . D& géller att

INQG@):E:gii@ﬁQ. (3.1.2)

ns
n>1

Vi infor en generaliserad version av A samt en beteckning for den aritmetiska funktionen
associerad med derivatan av en Dirichletserie.

Definition 3.1.4. Lat f vara en aritmetisk funktion. Da &r
fP(n) = f(n)log(n),
samt
Ap =Pt
Notera att A = A;j.
Vi har nu féljande resultat.

Proposition 3.1.5. Lat F'(s) vara Dirichletserien i s av f € F och lat F(s) vara absolut-
konvergent i omradet Re(s) > o.

(i) Lat G(s) vara Dirichletserien i s av f~*. Om G(s) absolutkonvergerar i omradet Re(s) >
o sé giller att G(s) = 1/F(s).

fP(n)

nS

(i) Det géller att F'(s) = — Z . Serien konvergerar da Re(s) > o.

n>1

(i) Lat f vara en funktion sadan att |f(n)] < 1 for alla n, och 1at o > 1. Om |A;(n)] <
—F'(s) _ 5~ As(n)
F(s) 2

kA(n) sa galler att .
n

n>2

3.2 Grundlaggande lemman

Proposition 3.2.1. On z > 2 sa

1 1
Zzloglogm—i—C—i—O( ),
P log x

p<z

dar C ar en konstant.

Bevis. Se appendix [AZ5] O

Lemma 3.2.1. Lat K vara en konstant, |a,| < K for alla p och o =1+

loém. Da géller

Z?:§ﬁ+mu (3.2.1)

p<z
Bevis. Se appendix [A29] O

Vi introducerar nu det pretenticsa avstandet.
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Definition 3.2.1. Lat f och g vara aritmetiska funktioner med |f(n)| < 1 och |g(n)| <1
for alla n. Da &r det pretentiosa avstandet mellan f och g upp till x nedanstdende summa

D(f,g0)? =3 1- Rej;(p)g(p)'

Foljande lemma ger en asymptotisk 6vre och nedre begrinsning av en Dirichletserie i
termer av det pretentitsa avstandet.

Lemma 3.2.2. Antag att f &r multiplikativ, |f(n)| <1 for alla n, och att |Af(n)| < kA(n)
fér nagot £ > 0. Da giller

‘F( loéx ) )‘ = logxexp(—]D)(f(n)’nit;$)2)_

Bewis. Enligt proposition har vi att

3 Ar(n) _ —F'(s)

= ns  F(s)’

och att serien konvergerar da Re(s) > 1. Lat nu a vara en konstant med Re(a) > 1. D4 far vi

F 50
_logF(s)—logF(a)—/( log F(sp))'dso = / Fs) do—Z/a n50

n>2
Ag( A
-3 A T = S 0w,
= ogn ogn s ~logn
dér det sista steget foljer av att Zn>2 10&5 n) ~® konvergerar enligt jimforelse med }f(,é;l).
Dérmed As(n)
) s
log F'(s) = n~° 4+ 0O(1).
0=3 1)
Nu har vi

log F(s) =0(1) + Y _ Arn) - _ om+ Y ka)k

ks
= logn o k>1p log p
logp
—o)+ T M
— p*logp logp

ty Ag(n) = 0 nir helst n # p*, k > 1, enligt (A.6.2) och As(p) = f(p)logp enligt (A.6.1).
Lat nu [ > 2 och p vara fixt. D& erhaller vi

Ar@) | sIA@)] _ 5 _logp k1 1
pls logpl — lpla logp l pl(r logp l pla — pla'
Sa

A+ (pF 1 1 o< 1
Z pksf(p )k <K 73“2%2@
P

pk k>2 lng pk k>2 p*e k=0
1 1 2
Z p2cr 1 p—° zp: p2o ( )
Detta ger slutligen att
f(p)logp f(p)
log F'(s) = ——+0(1) = —~ + O(1). 3.2.2
(s) Ep D logp (1) Ep p (1) (32.2)



Vidare har vi genom lemma [3.2.1] att

e D DLt (Z plf(p)+> -2 +00)

Toe:
p<z p p<z p e p<z p

1 1
Relog F ( —l—loggj—l—zt) E +0(1)

p<z
=1lo F(1+i+it) —ZE+O(1)
-8 log = '

Det vill sidga

1 1 )
log|[F(1+——+it)| =) - 1)-D x)?.
o |[F(L+ 410 = 3 1 4+ 0(1) = D7 (m).n52)
p<z
Med proposition [3:2.1] erhaller vi
1 .
log [F/(1+ log 7 +it)‘ —loglogz +D(f(n),n;2)* = O(1). (3.2.3)
x

Detta ar ekvivalent med

—-K < <log

1 )
F(1+ Togz +z‘t)‘ loglongr]]])(f(n),nlt;x)Q) <K,

dér K &r en positiv konstant. Detta ger att

F(1+ —— + it) | exp(D(f (), n's2)2) < X,

e K <
log x

~ logx

eller med andra ord att

1

log = exp(D(f(n),n";2)%) < 1,

1
F(1+—— +it)

ogx

vilket 1 sin tur ar ekvivalent med

‘F(l + gz + zt)‘ = log z exp(—D(f(n), n'; z)?).
O
Lemma 3.2.3. Vi har att ((s) satisfierar féljande relationer.
(i) Om o > 0 har vi att ‘C(s) -5 < %
(ii) Om o > 1 och |s — 1] > 1 har vi att |{(s)| < log(2 + |s|).
(iii) Om o > 1 och |s — 1| > 1 har vi att |¢'(s)| < log*(2 + |s]).
Bevis. Se appendix [A7] O

3.3 Avstandsbegransning

Nedanstaende lemma bestimmer det pretentidsa avstandet mellan 1(n) och n’® da |« &r
begrénsad fran ovan.

Lemma 3.3.1. Lat a« € R, > 3 och |a| < ap, dir ap > 1 &r en konstant. D&

D(1,p";2)* = log(1 + |allog z) + O(1).
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Bewvis. Fran (3.2.3) har vi

1 . 1—Re(p~@
log [¢(1 + —— +ia)| = loglogz — D(1,n"*;2)? + O(1) :loglogcc—z¢+0(l)

log x = P
Re —ta Re —ta
= loglogz — loglog = + Z L +0(1) = Z L +O(1).
p<zw p p<z p
(3.3.1)
Fran lemma 323 har vi ocksa
$ El
L (P )
-2 <o
Det vill sidga ((s) = 25 + O (%) Nu har vi att
— 4 =1lo . osr 00000
og ((1+ log x o & loéw + o 1+ bém
+ 10190 + i
log x
ty
1 SO{O+1+ .
1+ g7 log 3

Vidare har vi att

1+ +ia 1+ - +ia
log <1logz +0 (1)) = log (110‘“) +0(1)

log x +ia
logz + 1+ ialogx
=1 o(1
0g< 1+ialogz >+ (1)

=log(logz + 1 +ialogz) — log(1 + ialog z) + O(1)

1
= log(log z(1 + logz +ia)) — log(1 +ialogx) + O(1)
ogx

1
= loglog = + log(1 + logz + i) —log(1 +ialogz) + O(1).
ogx

Nu har vi alltsa att

1 1
log (1 + —— +ia) =1 14— +i
Relog ¢( +10gx+m) og |¢( +1oga:+m>

1
= loglog x + Relog(1 + Tog + i) — Relog(1 +ialogx) + O(1)

1
= loglog x + log |1 + Tog 7 +ia] — Relog(1 +ialogz) + O(1)
= loglogx — Relog(1 + iarlog z) + O(1).

Fran (3.3.1) far vi nu att

R, —to
Z M = loglog x — Relog(1 + ialogx) + O(1),

p<z p

30



vilket ger att

]D)(l,nm;x)2 _ Z% o Z Re (Zla)

p<z p<z
= Relog(1 +ialogz) + O(1) = log|1 +ialogz| + O(1)
= log(1 + |a|logz) + O(1),

dér det sista steget foljer fran

(1—|—|04|10g30>2_1 2|a| log x

S8 1,9,
|1+ ialog x| 1+a?log’z 1,2]

som leder till

1+ |a|logz
log | ————— | = O(1).
0g<|1+ialoga:| (1)

O

Denna sats ger en 6vre och undre begrinsning av det pretentiosa avstandet mellan 1(n)
och n'®.

Sats 3.3.1 (Avstandsbegriansning 1). Lat @ € R, > 3 och |a| > aio, dar ap ar samma
konstant som i lemma 3371 D4

D(1, p*; 2)? > loglog z — loglog(4 + |a|) + O(1)
D(1, p*; x)? < loglogx + 12loglog(4 + |a]) + O(1).

N
“Vea?

Detta ger att ‘loéz + ia’ > 1. Alltsa kan vi anvinda lemma [3.2.2| och lemma |3.2.3llii| med

vilka vi far att

Bevis. Vi har att |o| > O%O, och darfor far vi

+ i

log x

1—Re(p~ 1 1
logzexp | — Z w <Ki|C(1 4+ —— +ia)| < K1 Kplog(2 4+ |1 + —— +ial)
= D log x log x

1 Re (p~) KK I
< exp 725+Z " < log(2+|1+@+za|)

p<z p<z - logw
Re (p~i@ KK 1
<exp | —loglogz — R(x) + E ) < 11 210g(2+|1+17+io¢|),
= D ogx ogx
s&
1 r Re (p~*) K Ko 1 )
r < log(2+ |1 + ——
1ogme P Z P ~ logz og(2+[1+ log x +ial)

p<z

Re (p~@) o
@1; ——= <loglog(2 + |1 + logz +ial) + R(z) + O(1),
dér R(x) = O(1), och K1, Ko &r konstanter som vi utan inskrdnkning kan anta &r stérre dn

1. Det géller nu att

1
loglog(2 + |1 + —— +ia|) < loglog(4 + |a|),
log

31



ty 0 < p7 < 1. Savi far
Re (p~™© 1
Z e(i) <loglog(4+ |a]) + O(1) om |a| > o (3.3.2)
0
p<z

vilket direkt ger den undre begrénsningen ty
o )2 Re (p~**)
D(1,p"*;x)* =loglogx + O(1) — Z ———2 >loglogz — loglog(4 + |a]) + O(1).
p<z
Vi bevisar nu den 6vre begransningen da O%O < |o| € ap. Lemma ger att
D(1,n"*; x)* = log(1 + |a|log z) + O(1).

Detta ger

1 1
log(1 1 = log(l — = logl log(——
081 + fallog ) = log(log o1 +[al)) = loglogz + log(; — + a])
<loglogz + log(2 + |a|) < loglogx + 12loglog(4 + |a]) + O(1),
ty
12loglog(4 + |a]) — log(2 + |a]) = O(1),

da = < lo| < ap.
V1 bevisar nu den &vre begransningen da |a| > ag. For det behdver vi att

1
> | < 1, (3.3.3)

y<p<z

dax>y:= exp((log |a)12), ty om detta giller har vi att

7w¢ Re pfioz Re pfia
p<w p<y p y<p<z p
= Z + Re Y ——lim +0(1)
Py y<p<w p
—ux 1
B Z Z | TOM)
p<y y<p§zp
oy omy <3 o,
p<y pSyp

dér det sista steget foljer fran att

_ZRe

710& 72&

R )
S I e

p

P<y p<y p<y
Med detta far vi
Re °‘
Z S — < Z + Z +0(1
p<z p<z ;D<I P<U

= loglog z + loglogy + O(1)
= loglog z + 12loglog |a| + O(1)
= loglog x + 12loglog(4 + |a|) + O(1), ty y := exp((log |a[)*?).
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Vi bevisar nu att (3.3.3) stdmmer.
Det géller att

Z]% — log¢(s) + O(1), se (B22),

p
och
Z%:Zi+0( 1),dérs=1+— ! +it, se (3.2.1).
et — p° log
Sa med (3.2.2)) och (3.2.1] - ) far vi att
1 1 1
Z Itia :Z 1+ia_z Itia
y<p<z p p<z p p<y p
1
72 1+1ogz Z 1+@+m+0(1)
p P
log{¢(1 + 1 +ia)} —log{¢(1 + L +ia)}+0(1)
= — + i)} — — +ia .
& log & logy
Vidare har vi att
d 1 (14 5y +ia) 1 \1
—lo 1+ — +1ia)) = B = —
du 8¢ log u ) C(1+ gy + i) ( 10g2u> u
:—C—/(1+ + i) -
¢ logu ulog® u

Ur detta foljer

[ =S i) =S —tog{C(1 4 o+ i)} — log{C(1+ i),
Yy

ulog® u
och darmed

1
Z pltia

y<p<z

= |log{¢(1 + % +ia)} —log{¢(1+ @ +ia)} + O(l)‘

v 1 , du ‘
—2(1+ + +0(1)|.
/y FLt o o) S 1 O()

Fran lemma har vi den 6vre begréansningen [('(1 4 = + )| < log? |a| s& vi

og U
béu + ). Med lemma far vi att

|F'(1+ @ +it)| < log z exp(—D(f(n), n"; 2)?).

behéver nu en begrénsning av 1/¢(1 +

S& med vi far att att

1+ Re(e~itler) Z 1 + cos(tlog p)
p p

=
=
g
A
[N~}
I
(]

)

p<z p<z

och alltsa

1+ cos(tlogp) 1
2. P ¢(s)’

logxexp | —
p<z
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dir s = 1 + o +ia. Detta dr ekvivalent med

1+ cos(t1
log K — " 1+ cos(tlogp) > —(loglogz + log |¢(s)]),

p<z p

dédr K &r en positiv konstant. Detta ger oss i sin tur

g oy ) < owlogr + hog ¢ — 3 - — 5 L)

p<z p p<z p

Z cos(tlog p)

= loglogz 4 log K — loglogx — O(1) —
p

p<z

__ZCOS (tlogp) + o).

p<z

Vi erinrar oss nu Cauchy-Schwarz olikhet

() (&)

, dér p; betecknar det ite primtalet, far vi att

N

iYi

— cos(alog p;)

Med z; = N

\/% och Yi =

1

Z — cos(alogp) < Zl Z cos?(alogp)

p<u p p<u p p<u p

=

Med den trigonometriska ettan och proposition [3.2.1] erhaller vi nu att

2 2

N

1 2(al 1 1 2a1
S 1) [ B ) ogiogu s oqyt 5 3 HEeeler)
p<u p p<u p p<u P
Med (3.3.2) far vi nu att
1 Z 1+ cos(2c logp Z Z _120‘)
2 p<u p p<u p<u

< 5 loglogu +3 10g10g(4 + 2a]) + O(1).
Vidare har vi att y < u < z och y = exp((log |a])1?) s&
u > exp(log |a|)'? < loglog o] < %bglogu.
Sammanfattningsvis far vi alltsa

1 1
loglogu + 3 Eloglogu—l—O( ))?

= (loglogu + O(l))%(ﬂ loglogu+ O(1))?

13 13
= \/ﬂloglogu—l—O(\/loglogu) < wﬁloglogu—&—K\/loglogu,

dir K &r en positiv konstant som kommer fran proposition och ar darfor oberoende av
ap. Eftersom u > exp((log |a])1?) och |a| > ap kan vi villja ag sa stort att

(loglogu + O(1)) 3 (

DO =

K 1
< 3_ 8 ~ 0.0140199279.

Vioglogu ~— 4 24
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Detta ger att

/13
loglogu+K\/loglogu < <
_3
4

,J;\oo

1 /13
) loglogu + 2 loglogu

log log u.

Vi har alltsa

1 3
0 < —loglogu + O(1).

log u

Detta ger att

1
€+ g +i0)| —

Nc,o

< C(logu)*.

fér nagon positiv konstant C'. Med dessa tva begrénsningar far vi slutligen att
1 v 1 ) du
> 4l < / 73(1+1 +ia) ———| + O(1)
yora vy ¢ loguulog’u

</m (1 + g Hia)|  du
—Jy |§(1+loéu+ia)| lulog? ul

+0(1)

<c/ log” Ja( log“)Zd +0(1)

ulog®u

4 4
= C’log2 |atf |: Tt | +0()
(logz)®  (logy)*

< C'log? |a|( + 0(1) = Clog?|a|

1 1
log y) ¥ (log"? |ar])
+0(1) = 0(1),

_l’_
S
=

W=

e
~ log|al

och vi ar klara. O

3.4 Halasz sats

Vi dr nu intresserade av att granska det minsta pretentiosa avstandet mellan en multiplikativ
funktion f och n' dir ¢t € R #r begrinsad. For att forenkla detta infér vi foljande notation

Ming (z,T) = \ﬁllrll“D(f( n),n't; )%

Vi har nu féljande lemma.

Lemma 3.4.1. Lat f vara en multiplikativ funktion s& att |f(n)| < 1 {6r alla n. D& géller
att

max

[t|<T log x

Bewvis. Fran lemma [3.2.2 har vi att

1
F(l+—+ zt)‘ = log x exp(—Min¢(z,T')).

1 .
PO+ o i) < Klogaexp(-D(f(a).n52)?),

fér nagon positiv konstant K. Detta ger att

max
[t<T

1 )
Fl4+ —+ zt)‘ < Klog x exp(max —D(f(n),n'; x)?)
log x t|<T

= K log x exp(—Miny(z,T)),
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ty max(—A) = —min(A) for alla A € R. Vi far ocksé att
1 )
K|F(+ o+ i) 2 Togaexp(-D ) a)),
dar K ar en positiv konstant. Alltsa har vi att

K max

|t|<T log

1
Fl+— —|— zt)‘ > log x exp(—Ming(z,T')),

vilket ger att

max

F(1+
[t|<T

log s + zt)‘ = log x exp(—Min¢(z,T')).

O

Sats 3.4.1 (Halasz, Generella fallet). Lat f vara en multiplikativ funktion med |f(n)| < 1
for alla n, och [Af(n)| < k|A(n)|, ddr £ > 0, for alla n. D& har vi

x
Z f(n (1+ M)e Mz(logz)~~! + ) (loglog x)"~,
n<x ogx
dér .
F(1+ + it
M(logx)® := max ( kl)gz _ )
t<loga)e | 1+ g +it
ar en implicit definition av M.
Bevis. Se [1, s. 87]. O

Sats 3.4.2 (Halasz, Speciella fallet). Lat f vara en multiplikativ funktion med |f(n)| < 1
for alla n, och [Af(n)| < |A(n)|. Da

i log 1
_ Zf < ]. +M1nf($ Ing)) —Ming (z,log x) + M

n<3:

log x
Bewvis. Vi anvander sats B.4.1] och lemma B.4.1] Lat x = 1 i sats B.4.1l D& har vi

Zf < (1+ M)e~™ +1 loglog x,

n<x

eller med andra ord att

1 log 1
=3 fn) € (14 M)e™ 4 288
x log

n<x
Vi har nu att e=M <« ¢~ Mins(@.1082) oftersom

F(1+
1+

+it)
+it

1

1
It
eLkd < max
log T |t|<logz

_ 1
M = max
10g T |t|<logz

+iat)|,

log

1
logz

ty
1 ) 1
1+ —+it| >1+—>1,
log x log x

dér > 3 och naturligtvis |z| > Re(z). Fran lemma far vi nu att

-M < max
IOg T |t|<logz

e

1+ . +it)| <
log !

= exp(—Ming(z, logz)),

Tog s log x exp(—Min(z, log x))
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vilket sOktes. Detta ger nu att
e™M < K exp(—Min(z,logz)),
dar K > 0 ar en konstant. Vi kan utan inskrankning anta att K > 1. Detta ger att
M > Ming(z,logz) — log K.
Vidare har vi att (1 + M)e™™ &r minskande i M, ty det géller ju att

d
m(l =+ M)€7]M = _MeiM < 0

Detta ger att
(14 M)e™™ < (14 Ming(z,logz) — log K )e~Mins (@logz)+log K
= K(l + Mlnf (337 log ,’L‘))e_Minf (z,logz) _ K IOg Ke—Minf (z,log x)

< K(1+ Ming(z,log x))e Mins(@1082) « 1 4 Min(z, log z))eMins(@log )

vilket soktes.

Lemma 3.4.2. Lat T > 1, och |f(n)] <1 {or alla n. D& har vi att

T
i/ D(f(n),n'; x)%dt| < 2loglogz + O(1).

Bewvis. Vi har att

Lot it 1 T 1 _Re —it
[ pUeatora = oy [ R0 D,

p<z”

Vidare har vi

1 /T Tar—1 ’ Re(f(p)p~*)dt
2T p<z -T P bpJ-r Pp

Re [f(p) (iefiTlogp o Z-eiTlogp)] } )

O

Vi anvéinder nu triangelolikheten och noterar att for varje z € C géller att |Re(z)| < |z|.

Detta ger att

1/T D(f(n), n'"; 2)2dt] < — {2T L |Re [f(p) (e~ 057 —ieiTlogp)H}
2T | Y "2 =\ p plogp
i g 1 - —iTlogp _ ; iTlogp
=T p<w{ P - plogp 1) (ie * )

1 27 +2 1
< =1+ =)logl 1) < 2logl 1).
<or D (1+ %) loglogz + O(1) < 2loglogz + O(1)

p<z p

3.5 Primtalssatsen

O

Foljande lemma ger en asymptotisk begransning av ¢ (z)—x givet en asymptotisk begransning

av M(z).
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Lemma 3.5.1. Det giller att

M(x) < logg”xaoglogw = @) -z < é (log log )"
Beuis. Se appendix [A.10] O
Vi kan nu bevisa primtalssatsen.
Sats 3.5.1 (Primtalssatsen). Det giller att
Y(@) —z < 102 —(loglog 7)'?

Bevis. Notera att

D(1, 0 2)? + D(u(n), n';2)* = Y 1-Re(p™) > 1 —Re (u(p)p~")

p<w p p<z p
= QZ L 2loglogz + O(1),
p<z
ty pu(p) = —1. Sa med sats [3.3.1] far vi
—D(1,n%; 2)* > —loglogx — 12loglog(4 + |t|) > —loglogx — 12loglog T,

dar |t > 070 och T >4+ [t]. S&

D(u(n),n";2)? = 2loglogz + O(1) — D(1,n"; z)?

> loglogx — 12loglog T + O(1).
Eftersom olikheten géller for alla ¢ med |t| <T — 4 < T far vi att
Min,,(z,T) > loglogz — 12loglog T+ O(1),
eller med andra ord att
—Min,(z,T) < —loglogz 4+ 12loglog T — O(1).
Fran lemma B4.2] har vi
Min,,(z,log z) < 2loglogz + O(1),

eftersom minimum &r mindre &n medelviardet, dar integralen i lemma ar medelvardet.

Enligt (A.6.3)) kan vi anvianda sats som ger

log1
- Z p(n) < (14 Min,(z,logz)) exp(—Min,, (z,logz)) + %.
n<z
Sa med foregaende olikheter far vi
log1
— Z u(n) < (14 2loglogz + K1) exp(—loglogz + 12logloglogx — K») + %
n<w
“K2(1 4 2loglogz + K1) ! (loglog x)*? + loglogz
=e
&708 ! log x §108 log x
e K2(1 + K;)(loglog x)12 n 2(loglogz)'®  loglogx
N log x log x log x
log 1 13
« Uoglogz)
log x
dar K; och K5 ar konstanter. Nu erhaller vi med lemma [3.5.1
M(r) < 1Ozgg(log logz)® = () —z < 1Ozgc(log log z)'®
vilket skulle bevisas. O

x
logz*

P& samma sitt som i sats erhalles en begrinsning till 7(z) —
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Bilaga A

Appendix

A.1 Partiell summation

Proposition A.1.1. Lat f € C*(R), da

S anf) = AW - AW ) - [ ADF O (AL1)

y<n<z

dér A(z) = Z Q.

n<x
Bevis. Vi har att

L] L]
Yooanfn)= > anf(n)= D (An)—A(n—1))f(n)

y<n<z n=[y]+1 n=ly]+1
B o)1
> Am)fn) = Y Am)f(n+1)

n=[yJ+1 n=|y)
lz|—1
= >0 AWf) ~ 0+ 1) + Al (x) ~ Ay (L] + 1)
n=|y]+1
lz]—1 n+1
—= Y A [ s+ AdaDf(le) - AuDf () + 1)
n=|y]+1 n
[z]—1 n+1
== > [ A0r@at A - QD)+ 1)
n=|y]+1”"
L]
== [ AW @ A () A S + )

x

(=]
. /L AW F (e + A (@) - [ A0f B

yJ+1 Ed

O

Man kan ocksé bevisa detta med hjélp av Riemann-Stieltjes integralen, som finns beskrivet
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i kapitel 6 av [16]. Vi aterger dock att

.Abfm1=ulbf©0a%ﬂd%

dér a dr en monotont vixande funktion pa [a,b], ¢ 4r Riemann-integrerbar pa [a, b], och f
ar en begrinsad funktion pa [a,b]. Av detta foljer med partiell integration att

b b
/}umamzf@mm—ﬂwaw—/mwﬂu» (A12)

A.2 Gamma-funktionen

I denna del har framsta killan varit [14] och alla utelimnade detaljer finns att hitta dér.

Definition A.2.1. Lat
e ®

D(s) = = ﬁ(u%)_les/” (A.2.1)

n

1
dir v = lim > P logn =~ 0.577 &r Euler-Mascheronis konstant (se ocksd proposi-

tion |A.5.5)). En alternativ definition giltig med o > 0 &r
I'(s) = / 5 e dx. (A.2.2)
0

Proposition A.2.1. Nagra viktiga identiteter for I'(s):
(a) T(s+1) = sT'(s)

s

(b) T(s)I'(1 —5) =

(c) T(s)T(s+ 1) =212 731(2s)
L(3(1-3))

(d) ) =257 2 sin (%) (1 — s)

I'(s+1) se™7, B lim n_,
- — - —n_
L(s) s+l 1+f) es/n SR et B
n n

enligt definitionen av . Produkten &r teleskoperande:

S n+l n+s s+13s+2
H = - ..‘:S+1,
aon n+s+1 s+22s+3
sa r )
(lf(—;):s = T(s+1) = sI(s)

vilket skulle visas. For att visa (b) borjar vi med att definiera Beta-funktionen,

B(p,q) = /xp_l(l —2)7'dz  Re(p),Re(q) > 0. (A.2.3)
0
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T'(p)l(q)
I'(p+q)
utelamnar. Antag nu att 0 < Re(s) < 1. Vi kan da anvinda (A.2.3). Vi far att

1 1
T(s)I'(1 —s) /x (1—z) %dx = /( )
1—=x
0 0

Variabelbytet ¢ = /(1 — x) ger oss
/ 5~ 1dt
0

Lat nu t = Re(z) och betrakta cirkeln C' med radie R och centrum i origo. D& &r

Det gar att visa att B(p,q) = , med en teknisk men elementar kalkyl, vilken vi

s—1 )
/ Z dr = 2mi(—1)*"1 = 2miemiD), (A.2.4)
cl+z

Vi later nu C” vara den negativt orienterade cirkeln med radie ¢ < 1 och . Vi kan d& skriva

(E24) som
s—1 s—1 € s5—1 R | s—1
/z dz+/ i dz+/ J dz+/ L dz.

Poldr parametring av z i de tva forsta integralerna ger da vi later R och € g mot oo respektive
0 att dessa ir férsumbara. Med parametriseringarna z = ye?™ respektive z = y = ye® far vi

att
0 e} 1
27TZ€ i _ 271'15/ /y dy
1+y
0o

[eS)
y ', omi
14+ Y y= eTris _ e—Tris
0

T
vilket bevisar att T'(s)T'(1 — s) = — i det givna omradet, och analytisk fortsittning ger
sin s

oss att (b) &r sann for alla z ¢ Z. For (¢) anvinder vi igen Beta-funktionen:

och efter omflyttning

1

FS()F()) /ts L1 — )" Ldt = { 1;93}

0
1 s—1 s—1
B 1/ 1+ 1—2z e
) 2 2
-1
1 1
s—1
-1
Vi far att L
22571 (s)I( I'(2s) / (1—2%)" " da. (A.2.5)
0

A andra sidan r,

1 1
B(p,q) =/x”‘1(1 ) e = /tQP 2(1—3)"" 2,
0 0
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och med p = % och ¢ = s far vi att

1
B(3,s) = 2/ (1- t2)5‘1. (A.2.6)
0
Kombinerar vi nu (A.2.5) och (A.2.6]) far vi att
L(3)T(s)
2%710(s)I(s) =T'(2s)B(3, s) = I'(2s) =2
(0(5) = P25)B(},9) = TC3) 2
= [(s)I(s + §) = 27> T(3)I'(2s),
och pastéendet foljer efter att I'(3) har beréiknats till /7. (d) foljer nu fran att kombinera

(a), (b) och (c). O

Proposition A.2.2. (Stirlings formel) Lat —7 + € < args < 7 — €. Da géller, nér |s| — oo,
att

logT'(s) = slogs — s+ 3 log2+0(|1|) (A.2.7)
samt att I(s)
s

=logs+ O ( ) A28

o) B 425

A.3 Eulers summationsformel

Proposition A.3.1. Om f har kontinuerlig derivata f’ pé intervallet [y, z] dir 0 < y < =z,
s&

/ F(t)dt + / (O ()t — F(2) o} + Fw) iy} (A3.1)

y<n<x

Bewvis. Vi har att

[ roae= [ @ roa= - 00 - fon-1)
= nf{n) (= 1)f(n—1) ~ (n)
Vidare har vi att

[z] [z] n [z]
/ = S / WA= S (f(n) — (n— 1) f(n—1) - f(n))
Ly n=[y]+17 "1 n=[y|+1
lz]

Y. i) —m-Dfn-1))- > f@n

n=|y|+1 y<n<lz

) f(l=)) = Lyl F (L) = Y fn)

y<n<x

Sa

=]
Y. fm) = —/L [t (@®)dt + (=] f([x]) = Ly f(Ly)-

y<n<wx y)

Nu har vi att

/L:CJ / Lt]f(t dt_/LxJ tjf’(t)dt—f—/L:J [t] f(t)dt

tJf Jdt = [z (f(x) = f(l=]) + L) (f(w) = F(Ly]))-

<¢\>
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Dérmed géller

> s == [ 1@+ el ) - Lol )

y<n<w

Med partiell integration far vi nu att
[ 10 -5 +uiw) + [ e oae=o,
y y
vilket ger att

S s = [ rwar-ss@ + )+ [ o o

y<n<lz

-/ L0+ )£ (@) — Lyl )
-/ "0t — (@) f (@) + {9} ) + / .

A.4 Bevis till grundlaggande teori om Dirichletserier

Bevis av proposition[3.1.1 Se [1l, s. 24-40].

O

Bevis av proposition [ 1[4 Om n =1 s& pu(n) = 1, s anta n > 1. Lat n = p{'ps? ... pi*,

da
d _— l1 l2 lk
p(d) = n(py'ps - py)
d\n ()§l1+l2+“'+lk§k,vi.liG{(],l}
— Z (_1)l1+l2+“'+lk
0<ly+Hlo++1p<k,Vi.l;€{0,1}
k

D S

5=0 Iy +la+--+1,=3,¥i. 1;€{0,1}
k
k .
= (v -a-vr-o
=0
Detta visar att 3_;, p(d) = 6(n). Detta ger att

8(n) = pld)1(n/d) = (u*1)(n),

dln
och vi ar klara.
Bevis av proposition[3.1.9[i] Vi utnyttjar proposition samt associativitet. Vi far
f=9gx1 = fxpu=g*xlxpu=gxd=yg,
och
g=fxp = gxl=Ffxpxl=[fxd=Ff

vilket skulle bevisas.
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Bevis av proposition[3.1.9ud. Lat n = Hfil p}i, dé logn = Zle a; log p;. Vidare giller

a;

k k  a;
(A% 1)( ZA )=>"3 A =" logp;

i=1 m=1 i=1 m=1

E

= a; log p; = logn.
1

i=

S& med Mobiusinversion erhaller vi
Z log(d)u(n/d).

Detta bevisar den forsta likheten. For den andra utnyttjar vi definitionen av 7. Det géller
namligen att

n)=> 1=(1x1)(n), (A.4.1)

vilket skulle bevisas.
Bevis av proposition[3.1.3 Se [1} s. 226].
Bevis av proposition[3.1.7 Vi har att
f(n) g(m) f(n)g(m)
r;? leW _nzz:lmz;l (nm)s
Vi har nu att mn 16per 6éver N och darmed far vi att

xg)(l
I I R

n>1m>1 >1 nm=l >1

Bevis av proposition[3.1.5[1 Vi har att

F(s)G(s) = Z (f%_sl)(n) _ Z 5(n) _1

n>1 n>1

vilket soktes.

Bevis av proposition[3.1.5i. Se [1, p. 236].
Bevis av proposition[3.1.5uj Lat

Ar(n
Gis) =)~ ( )
n>2
Vi har nu att
Am)| _ N~ A 5~ (og ()
ns - ne ne
n>2 n>2 n>2



Vidare har vi att

Enligt proposition har vi alltsa att

* n x 1% D) (n Dp
n>2 n>2 n>2

och vi ar klara. O

A.5 Grundlaggande analytisk talteori
Proposition A.5.1. Om z > 2 s&

log|z]! = zlogz — z + O(log ), (A5.1)
och

Z A(n) {%J =zlogzx — 2 + O(log x). (A.5.2)

n<x

Beuvis. Notera att

3 An LJ 3" Alk) 21_ 3 Ak

n<z ki<z k2< b ki1ka<z
ZZA n/d ZZA ZlognzlongJ
n<z d|n n<z d|n n<x

S& det andra pastaendet {6ljer av det forsta. Vi bevisar nu det férsta pastaendet. Sétt f(t) =

logt och y =11 (A.3.1)). Da géller
| = {t} _
log|z Z logn = log t)dt + —dt — {z}logx
1

n<x
_ _ T
=zlogz —x+1+ ; dt + O(log )
1
=zlogx —x + O(log x).

ty

xr xr 1
/ {t}dt’ < / —dt =logz = O(log z),
1t 1t

och

14+ O(logz) = O(log x).

Proposition A.5.2. Lat x > 3, da géller att

1 1 1
> Ogn:logQH‘“O(OM)’
n 2 x

n<x

dar A ar en konstant.
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Bevis. Lat f(t) = k’Tgt ochy =11 (A.3.1), da

> [T [y (80 a8y 4 Py

_ BIOth]j—/ I <logt >dt 0 <loia:>
:%logzz—/ “ <logt )dt+/ (0 (logt )dt"'O(lO:ng)'

Jro ()< [ ()

n<x

Vi har att

sd integralen existerar och vi kan sétta

A / ) (logt ) dt.
Vidare har vi att

logt o logt — 1
o< [0 (P Y= | () o
S/ <logt2— )dt: {—logt 3 2} _ logz +g _0 <logx).
- t 4 t], T T x

Slutligen har vi

1 1
Zogn log a:—&—A—i—O(ng),
n<x n x

vilket skulle bevisas. O

Proposition A.5.3. Lat a(n) vara en icke-negativ aritmetisk funktion sa att

Z a(n) {%J =zlogx +O(z), Vx>1,

n<lzx
da
a(n)
> =logz + O(1), (A.5.3)
n<x n
och
Z a(n) < Cx, Vx>1, (A.5.4)
n<x

dér C &r en positiv konstant.

Bevis. Vi bevisar forst (A.5.4) och for detta bevisar vi

S(z) — 28 (g) < T(x) — 2T (g) :

dar
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Vi har att

T(x) — 2T (g) =S an) L%J -2 a(n) [%

-San (2] 2|2+ 5 ]
Notera nu att
[2y] —2|y| = {(1) 22 Eﬁ ; %

Sa den vénstra summan ar icke-negativ och alltsa far vi att
x x x
T(x) — 2T (5) > 3 alw) M = > alm)=5()-S (5) ,
F<n<lz F<n<z

ty vi har ju att § <n <z om och endast om 1 < = < 2. Enligt forutsattningen har vi ocksa

att
x

T(zx) — 2T (g) :xlogm—i—O(x)—?(glOg (5) "‘O(g))
=0(z) < Kz, Va>1,

dar K ar en positiv konstant. Detta ger att

S(m)—S(g) < Kz
s(3)-5(3)<K3
5(3)-5(3) <K7
5(5) =5 () < %5

Notera att S (2%) =0 for x > 2" ty da har summan inga termer. Med induktion far vi

S(z) < Kz (i 21k> = 2Kz,

k=0

vilket visar (A.5.4)) med C = 2K. Vi kan nu bevisa (A.5.3)

T@) =3 a(n) [%J =3 a(n) (% + 0(1))

n<x n<lx

Detta ar ekvivalent med

Z@ _ @—FO(I) — 'Tlog++0(x)+0(l) =logz + O(1),

vilket skulle bevisas. O
Proposition A.5.4. Om x > 2 sé

Z log p =logx + O(1).

p<z
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Bevis. Vi anvinder proposition och Shapiros proposition. Det giller att

HZSQCA@)H ZZ{ Jlogp

m=1
p’VTL < T

Vi har nu att p™ < z implicerar att p < x och att L}%J =0dap >z, savifar

ap o] EATRES o o{ Y (S ] Y

_< p<xm=1 p<lz p<z m=2

Vi bevisar nu att den hogra summan ar O(z)

ZZ{ Jlogp<zzlogp_leogpz L

p<z m=2 p<zx m=2 p<lz
logp
_QJZIng 21 =) )
p<z p<:rpp
= logn
< —=—— =0
_xnzz:z n(n—1) @),

oo
1
ty Z % ~ 1.22625 konvergerar. Vi har alltsa

3 An) L%J = m logp + O(x).

n<lz p<z
Med hjalp av (A.5.2)) far vi nu
Z VCJ logp = zlogz — x4+ O(logz) — O(x) = zlogx + O(x).
p<z

Lat nu

As(n) logp, omn=p
n)=
! 0, annars.

Z{ Jlogp—ZAl H = zlogz + O(a),

p<lz n<z
vilket ger med Shapiros proposition att

Z AlT(n) = Z loip =logz + O(1).

n<x p<lx

Beuvis av proposition |3.2.1. Lat

logp
Alx) =) —=,
p<z p

och

1, omn=p

a(n) = {0, annars.
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Da ar

1
= Z a(n) och A(z) = Z a(n)logn ogn
p<z n<x n n<x n

Vi har nu genom partiell summering (A.1.1])

z:lzz:a(n)logn:A(x)Jr/ Alt) 12 &
D n logn logx 1 tlog“t

p<z n<x

B a(n)logn  A(x) o 1
=y + L A(t) dt,

n logn logx tlog?t

n<z

ty vi har ju att A(z) = 0 d& = < 2. Vidare har vi enligt proposition att
A(z) =logz + R(x), dar R(z) = O(1),
sa vi far
1 1 O(1 Tlogt+ R(t
L lEr 0w kst ),
2 tlog“t
R(t)

tlog?t

1 x
=1+0 <> +loglogx floglogQJr/
log = 2

Det géller nu att

[ o W U
2 tlog™t o tlog”t z tlog“t

Integralerna konvergerar eftersom

e t < 1 K
/ R(Z) dt‘<K/ 5—dt = ,
o tlog“t o tlog“t log 2

dér K ar en positiv konstant. Vidare har vi att

o t K 1
RO < X _o .
- tlog”t log z log x

Slutligen har vi alltsa

1 1
Zzloglogw—i—@’—i—O( ),
P log x

p<z
déar

R(t)
tlog®t

C=1—10g10g2+/
2

Proposition A.5.5. Lat x > 1, da géller att

1 1
z:zlog,fm—i—’y—+—0(>7
n x

n<x

dér v &r Euler-Mascheronis konstant.
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Bevis. Sitt f(t) = 1 och y =11 (A:3.1). Da géller att

Z%:l—&- > TlL=1—|—/1$1dt—/11{t}t12dt—{x};+{1}1

n<zx 1<n<lz

v 1
ogx /1 {t}tzdt-i-O (x) +
=1 —/w{t}idt+/m{t}ldt+0 1
T st 1 £2 . 12 )’

o 1 1
tt—dt| < —dt=1
\/ OF ]/ Lar=1,

Nu har vi att

och
OS/ ﬁdtﬁ/ ldt:l:O 1 .
R 2 . 12 x x
Sa
1 1
Z—logx—i—C—l—O(),
—n T
dar

C:=1- gdt.
Lt

Vi ser ocksa att

) ry . 1 B
V:nhggo —logn + Z T —nlLrI;O{C+O<x)}—C.

Proposition A.5.6. Det giller att

> (logn —7(n) +27) = O(\/x)

n<z

Bewvis. Vi har att

)= 1=2 )" 1+56,

d|n d|n
d<y/n
dar
5 — 1  om n = k? fér nagot k
" 10 annars.
Sa
ZT(n)z?ZZl—i—Zén
n<x n<z dln n<x
d<\/m
=23 Y 1+ > 1
n<z dln n<z

d</n n=d?

:6x+22 Z 1+ Zl

n<z dln d< /T
d<+/mn

=0 +2 ) > 1+ > L

d<\x d><n<z d<\/z
d|n
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Dér det sista steget foljer av att

(n<a)A(d|n)A(d<vn)e (d<Vo)Ad® <n<z)A(d]|n).

Nu har vi
dorn)=d+ > |1+2 Y
n<zx d< /z dzj‘ngx
“a 3 (143[3]-)
d<\/z
ty

> 1= [
d
d’<n<z
d|n
eftersom heltalen n med d? < n < z och d | n &r precis

d(d+1),d(d+2),...,d

dir [ &r det storsta heltal som &r mindre eller lika med %, alltsa I = |4 enligt definition.
Antalet sidana tal 4r alltsa | 5| — d. Vi har nu

ot > (1+2L§J—2d):63;+h/5j+2 3 (g—d+0(1))

d</z d<vz
+L\/EJ+2 Z %—2 Z d—|—2(L\/EJ —6,)O(1)
A<=z d<vz

PR S (N LS (Y B T P
A<z

— Y $_2w+0(ﬁ)
d</z

— o Z f—x+0 V)
d<\f

=2z (log\/%+7+0<1z )—3:+O (V)
=zlogz + (2y — 1)z + O(Vx),

dér det sista foljer av proposition [A5.5] Slutligen har vi
Z(logn —7(n)+2y) = Z logn + 2vy|z| — xlogz — (27 — 1) + O(/x)

n<lx n<x

=log|z|! + 2v|z| — zlogz — (27 — 1) + O(Vx)
=zlogzr —x + O(logz) + 2yz + O(1) — zlogz — 2vx + x + O(v/7)

= O(logz) + O(vz) + O(1) = O(Vx),
(A.5.5)

se proposition [A5.1] O

A.6 Om Afoch A,

Proposition A.6.1. Det giller att
Ap(n) =0omn#pF k>1,
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samt

As(p) = f(p)logp.

Beuvis. Lat f vara en multiplikativ funktion. Vi har da att

flogn o =F(s)
3 T = ) = T )

Dérfor géller att

loganAf f(n/d).

d|n
enligt proposition [3.1.4] samt proposition [3.1.5] Detta ger att
0=f(1)logl=Ar(1)f(1) = Ag(1),
och

fp)logp = Ap(1)f(p) + As(p)f(1) = As(p). (A.6.1)

Vi har ocksa att

= f(d)log(d)f " (n/d),

d|n
samt
1dan=1,
o) =(f %f T(n/d) = {Odén>1,
séd om (m,n) = 1 har vi att
n) = Z log(d) f(d)f~Y(mn/d) = ZZlog (dt) f (n;f)
dlmn dlm t|n
=Y f(d)f M m/d) Y f(t)f (n/t)(logd + logt)
d|m tin
—Zf ~L(m/d) (logd{Zf Ln/t) }—i—Af(n))
d|m tln
=Y f(d)f " (m/d) (log(d)5(n) + As(n))
d|m
() Y sl )+

=d(n )Af( m) +6(m)As(n).

Om nu m,n > 1 och (m,n) = 1 s& far vi Ay(mn) = 0. Detta ger tillsammans med Ay(1) =0
att

Af(n) =0omn #p k> 1. (A.6.2)
O
Proposition A.6.2. Det giller att

[Au(n)] = A(n) (A.6.3)



Bewis. Vi har att
= u(d)log(d)u" (n/d)
d|n

-1

Vidare har vi att = =1, sa

= u(d)log(d) = —A(n),

d|n

ty

Zu )log(n/d) = lognz,u Zu )log(d) = d(n) logn—Zu(d)

dn d|n d|n dln

=— Z wu(d)logd.
d|n
A.7 Om ((s)
Proposition A.7.1. Om Re(s) > 0och N > 1, sa
N

1 < {x} Ni-=s
2::77 / x5+1dx+571'
Bevis. Genom Eulers summationsformel far vi

S L[
ne o J, 5 7, tot

y<n<z

Lat y = N och x — oo. Da géller att

oo

LA [
E: E;'_‘/; ts 8/; ts+1dt

n=N+1
t75+1 S ] t
[ ] — s/ {+}1 dt
—S + ]. N N ts
tferl Nl S [ee] t
+ — s/ {t} dt

s+l

lim
t—oo —s + 1 s—1

N'—® U
= —S
s—1 N ts+1

Vi har nu att Y0 ;4 =((s) — Zﬁf 1 ns S8
N
1 N'=® = {t}dt
C(s) = ﬁ—i_s—l_s/]v ps+1

n=1

Bevis av lemma[3.2.3 [1 Fran (2.2.6)) far vi
s < {t}dt
(W= [T

s * {1t
=l 42 _||/
1
§|s|/ Lo | :@.
, totl -0, o

Detta ger

{4

ts+1

\<<s>
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Bevis av lemma[3.2.3[{. Fran proposition far vi att

LslJ+1

wﬁzzlﬂA“ {2} 4, (sl -

ns Is||+1 l’s+1 s—1

n=1
Sa enligt triangelolikheten har vi

LslJ+1

CEI< D s

n=1

(Lsl] +1)*
s—1

il

o0
/ {i}l d
slj+1 @

/ {Sﬂc+}1 de
Uslj+1 ©

1 1
Z—< — =logz + O(1),
n

g
n<lz n<lx

<log(lIsl) +1) +Is|

+ K [(Lsl] +1)' 7| +0(1),

ty

se proposition och

1 1
s—1>1le — <1 —— <K,
|s — 1] |s — 1]

for nagon konstant K > 0. Vidare har vi att ||s|] < |s| + 1, s&

ol <tost2 s +1s | [ ksl 4 K[ + 107 + 000
s||+1
Vi ser att
1
slJ+ D) =(lsl] + )7 = ————— = 0(1),
[(Lsl) + D] = (Lsl] +1) s+ 07 (1)
ty o > 1. Vi har ocksa att
/ {:?1 dz S/ {x+}1 da
slj+1 &° Lislj+1 Z°
() 1 —o 1
g/ — da = V ] (A.7.1)
Usl)+1 & 7 sl
R (IR S S
v—00 —0 o o(llsl] +1)7
Nu har vi alltsa
|s|
C(s)| <log(2+ |s]) + ——F———= + O(1).
C(6)] < log(2 + s + —rrP s 4+ O(1)
Notera nu att [|s|]] +1 > |s| och o > 1 s&
1
il =0(1).

<
o(llsl] +1)7 = afs|o—t
Darmed géller
C(s)] < log(2 + |s]) + O(1),

och [((s)] < log(2 + |s]), vilket soktes. O
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Bevis av lemma[3.2.3lid Det giller att

X N e
C(s) = + /N d

“n® o s— 1 s+l

n=

Vi far nu att

d al —slogn d Ne_SIOgN {x}
)_ds<ze >+ds( s—1 ) ds(sN xstl )

N .
) log Ne—slogN 1 ,
_ —slogn —slog N
= — E logne s LN ( . 1 + (5 1)2 e o8

n=1

“5 (0], )

77ilogn7N1*510gN Ni=s

; _ T (e _1)2
= n s—1 (s—1)
= {z} /°° d —em1)L
_ d = (=s—1)logz)q
(/N v T+ s . ds({x}e )dx
N
1 N'=%log N Nli=s o o 1
= _ Z ogsn — o8t _ 5 — {i}l dzr + s Lj}gflgxdx.
— n s—1 (s—1) N T N T

Nu sétter vi N = [|s|] + 1 och o > 1 och bérjar uppskatta. Triangelolikheten ger

N l1—-0o l1-0o
\C'(S)|§Zlogn+N logN N ‘/ {z} dz| + |5 ‘/ {m}logm ’

ne |S—1| |$_1‘2 s+1 s+1

n=1

Enligt (A.7.1) har vi

[ o= -

Vi har ocksé att |s — 1\ > 1sa ; < L och dérmed 1=z |2 < 1. Dessutom har vi Nl=7 <1

\s 1
tyl—0 <0, sa | |2 < 1. For den andra termen har vi pa samma sitt 2 ‘g 1‘ < 1.
Dessutom géller att log N = log(||s|] + 1) < log(2 + |s|), s& vi har att

1—0o

s _1|10gN < log(2 + |s]).

Vidare har vi att
{z}logz logx {aj} log o log z 4
o [ | <o [T R < [ 2
Med partiell integrering far vi

> logx log2z]™ o 1
rde = |— — ——dx
N z°t fofing N oxoTtl

N
loeN 1 1 1% logN 1
Y
oN° o N oN° o2N°

ox®

Notera nu att ||s|| +1 > |s| s&
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Sa

* {z}logx |s| log N [s]
|s|‘ Ml dz| < Ne + Ne <logN +1 < log(2 + |s])-
Vi har alltsa
ol logn
! < K log(2
0 30T+ Kotog(2 + o)

dir K, ar en positiv konstant. Med hjilp av proposition far vi

ol logn ol logn 1 log N
< = —log’ N + K. — log?(2
; ~ *; o= = Slog N+ 2+O< S ><<og( +sl),

dér Ky &r en positiv konstant. Slutligen har vi
[¢'(5)] < log®(2 + |s]) +log(2 + |s]) < log*(2 + |s]),

och vi ar klara. O

A.8 Utelamnade bevis till den klassiska delen

Proposition A.8.1. (Poissons summationsformel) Lat f(z) vara en styckvis monoton, kon-
tinuerlig och reellvérd funktion. Da géller

Y f)y =3 fk)

déar f &r Fouriertransformen.

Bevis. Satsen anses vara kind och ldmnas darfor &t ldsaren att bevisa eller kolla upp i [2, s.
14-15]. O

Bevis av lemma[Z24l Lat f(n) = e~™" . Fran Fourieranalysen vet vi att f = f. Vi ser att

b(z) = g(n)

ne”Z

med g(n) = f(y/zn). Vidare ar

Poissons summationsformel ger nu att
0) = S aln) = 3 atm) = 5 (22) = = X e = o))
ne”Z meZ mEZL meZ
och beviset ar klart. O

Proposition A.8.2. (Jensens formel) Antag att f(s) ar holomorf i |s| < R. Antag vidare
att f(0) =1 och 1at n(r) vara antalet nollstéllen till f i |s| < r. D& géller

r

R 2
n(r 1 .
[P = o 1ol stre)1do — og £0)1
0 0
Bevis. Se [12] s. 340]. O
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Bevis av sats[2.2.9. Vi borjar med att visa de tva senare pastaendena, for att slutligen landa
i produktformeln for £(s). Jensens formel, proposition ger:

1 2m . R
ﬁ/o 1og|§(Re“9)|d9*‘10g§(0)|:/0 @dr.

Vi anmérker att [log £(0)| dr begrinsad, ty £(0) # 0, vilket inses genom funktionalekvationen
och att ¢ har en pol i 1. Enligt proposition ovan har vi att for nagot C s& ar |£(s)| <
eClslloglsl s log|¢(Re™)| < CRlog R vilket ger att

R
/ @dr < CRlogR.
0

Vi vill uppskatta n(R) och detta kan vi géra genom att uppskatta skillnaden i antalet noll-
stallen med det i en storre cirkel:

ZR@T n QRQ_TL 0]
/R > (R)/R " (R log2.

Viansterledet dr begrinsat av CRlog R, diar C' inte nddvandigtvis dr samma som tidigare.
Saledes #r n(R) = O(Rlog R) = O(R'T¢) for varje € > 0. Lat nu a > 1 + . Da giiller att

Z|pn\7°‘ = /rfo‘dn(r) = a/rfo‘*ln(r)dr
" 0 0

konvergerar. Den andra likheten foljer fran (A.1.2)). Analogt far vi att >_|p,|~* divergerar
n

om « < 1. Detta bevisar andra delen av satsen.
Vi ska nu bevisa att £(s) uppfyller (2.2.9). Vi borjar med att notera att produkten

P(s)=1] (1 - 8) o5/ on

n pn

har nollstéllen precis i {py, }. Dessutom &r den absolutkonvergent for alla s, vilket inses genom
att logaritmera produkten och Taylorutveckla log(1 — pé),

log| P(s)| = Y _ log

S
1 _ es/pn
( 5 )e*’ )

n

S S
<) logll— —[+|—
1 S 2 s 3
== — of|— < 00.

Vi sédtter nu
£(s) = P(s)F(s)

dér F(s) nu #r analytisk och saknar nollstillen, och alltsa pa formen e9(*) | for nagon funktion
g. For att kunna dra slutsatsen att g(s) = A+ Bs kan vi exempelvis hitta en undre begréns-
ning for P(s) da fa en 6vre begransning for F'(s). Vi gor uppskattningen av P(s) pa en cirkel
med radie R, och skriver P(s) = P1(s)P(s)Ps(s) dér nollstéllena till Py, Py, Ps ligger i omréa-
dena |p,| < 3R, 3R < |pn| < 2R, och |p,| > 2R respektive. Vi later ocksa r,, beteckna |py|.
Vi behdver ge ett argument for att vi kan hitta en radie sa att r,, # R for alla n for att slippa
riskera att hitta en 6vre begrinsning for 0. Betrakta intervallen (r,, — r, 2,7, + 7,2). Den
totala lingden av dessa dr 2 7,2 < oo, si vi kan hitta godtyckligt stora R som uppfyller

n

IR — 1| > 1,2

o7



Py Faktorerna kan uppskattas enligt féljande

|(1 _ i)es/l)n Z (R _ 1> efls‘/"'n > efR/rn
Pn Tn

Dessutom har vi att

Z ot = Z T A <;R>E Z e < (;R)Eirnle < R*

n<iR n<iR n<iR

Sa

Alltsa r Py(s) > e B

Py: Av valet av R har vi att

S , lpn —s| _o _ [R=—1a|l _ -3
1-— s/pn >
It pn)e > sn ¢ 2 3p °© > CR

for nagon positiv konstant C. Antalet nollstiillen dr O(Rlog R) = O(R!*¢) sa vi har att
|Py(s)] > (CR™3)R ™ > ¢ B

om vi later R® > 3log R.

Ps: Vi skriver om uttrycket pé exponentialform och Taylorutvecklar,
‘Osﬁw%emusmmﬂmn>ecmﬁm2
Pn
for nagot positivt ¢. Hela produkten Ps(s) blir d& storre dn e‘RHze, ty
oo
Z T‘,;Q — Z T;LlJre,r,;lfe < (QR)flJre Zrﬁlfe < R71+2e
T >2R rn>2R 1

for nagot val av e.

Slutligen far vi alltsa att P(s) > e~ B och dirav foljer det att F(s) < B och det

finns da endast mojligheten att F(s) = e9() dir g(s) ér ett polynom av forsta graden, varav

satsen foljer. O
S

Bevis av sats[2.31l Vi borjar med fallet 0 < y < 1. D4 lim LA—) likformigt med avse-

o—+oc0 S
ende pa t kan vi skriva

1 c+1iT Sds 1 co—1iT" SdS 1 oco+iT Sds
Py Y—=5= Y — = 5= Yy —-
2me Jo_ir s 21t Jo_ir s 2w Jor s

Den forsta termen i hégerledet kan uppskattas enligt féljande:

—iT —iT
oc0—1 SdS oc0—1
y—| <
c—iT S c—iT

C

1 [ y
ds < — Tdo = .
S’TL Y Tlogy]

yS
s
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Forsta olikheten dr bara triangelolikheten for integraler, den andra géller da |s| > T, och
likheten foljer direkt fran omskrivningen y¢ = e¢1°8¥. Analogt foljer samma sak for den
andra termen och vi erhaller alltsd den andra olikheten. Den forsta olikheten far vi genom
att ersétta linjestycket mellan ¢ — iT och ¢ + i1 med cirkelbagen med centrum i origo och
radie R = v/¢2 4+ T? mellan punkterna ¢ — iT och ¢+ iT. P4 cirkelbagen |s| = R géller alltsa
att |y®| < y°. S for beloppet av integralen har vi

T
L
211 c—iT S

och vi &r saledes klara med fallet 0 < y < 1. For y > 1 betraktar vi rektangeln R med horn
icx4T och r =T dir r < —1. Integranden &r meromorf i R med en enkel pol i 0 s& enligt

Cauchys residysats ar
d S
/ ys—s = Res (y,O) =1
R S S
vilket ger oss att

1 c+iT sds_l < 1 /r+iT L ds 1 r—iT L ds 1 c—iT Sds)

1 y©
< —7mR= < y°
7T7T R Y

. Y
2 Jo_ir s

211

Y 5 Y + 5= Y —
wir 8 2W Jeyr T8 20 Juyp T8

pa det vertikala linjestycket med realdel r observerar vi att

S

Y

S

o ,,0
y<y<1

sl T el T el

Later vi nu r — —oo sa gar integralen mot 0. For de andra tva integralerna i hogerledet kan
vi gora en liknande uppskattning som i fallet y < 1.

—oo+iT
L / = ys ﬁ <
211 c+iT S

En 6vre begransning for den andra integralen foljer helt analogt, och vi erhaller vad vi ville.
For den andra uppskattningen betraktar vi igen cirkeln C' och cirkelbagen C7 mellan ¢ + iT
och ¢ — T med centrum origo och radie R = v/c? + T2. Integralen runt cirkeln ar enligt
Cauchys residysats igen 1, och tar vi bort bidraget fran C; har vi att

1 — 00 C

- o
27T /.

d .
yreo < Tlogy

1 et ds 1 Jds
i y—=1--—= Yy —.
T Jerir S 2 Jo, © S
. s Yoy . .
Nu géller det att |—| < == < == och séledes ar
s R R
ds _y°
S— < =7R=0(y°".
VS SR (y°)

Det enda fallet som aterstar &r nu y = 1. Om vi later s = ¢ + it har vi
1o ds 1 (T dt IR 1

— == = — dt
i) Vs T et 2, cxit it

1 [T o2
- / .
27T 0 02 + t2

1
Den sista integralen kiinner viigen om arctan(¢/c) s& integralen dver R> &r —. Det aterstar da

bara att uppskatta skillnaden mellan integralen 6ver vart omrade och 6ver alla icke-negativa

t
tal, och vi borjar med att gora variabelbytet x = —. Da far vi
c
1 [/ 1 c
_ — dx < —
v /T e 1+ 22 ST
vilket bevisar pastdendet och satsen ar da klar. O
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A.9 Pretentiosa lemman

Bevis av[3.2.1 Vi har att

DRI e By

p<.’I‘ p>ac p<;c

ty D s ;’—5 konvergerar enligt jamforelse med ((s) for Re(s) > 1. Vi far nu

Z%+0(1) Z Zaf’ Z“p +o(1

p<z p<w p<w p<m
a 1
_Zap _ Zl(l_p wew ) | 4+ O(1).
p<:13 p<z p
Notera nu att
) (71)]@ (logp>k ] 00 (71)k <logp)k
o lzg: o log x _ ogp _ log x
1=p T sl 1_2 k! ~ logx Z k!
k=0 k=2
2 3 4 5
logp logp log p logp
_ logp _ (logac) 4 (logz) _ (logx) i (logw) _
~ logx 2! 3! 4! 5!
() (k) () (i)
< logp log log x _ log z log x
~ logx 3! 3! 5! 5!
2k+1 2k
0o logp _ logp
_ logp Z (logx) (logr) logp
log x (2k +1)! log

2k+1 . 2%k
ty 0 < Ing <1 och dirmed géller att ( p) < (lggg) . Vi far nu att

ap 10g:c logp 1
£ 1_ logz = 1 :1,
> )< logIZ b < iogz 087

p<z p<x

dér vi i det sista steget anvinder proposition Slutligen har vi alltsa

> 2= Z

p<a:

O

A.10 Asymptotisk begrinsning av ¢ (z) —z fran asympto-
tisk begransning av M (x)

Bevis av lemma[35.1l Vi har enligt att

och att
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Sa

Ye)—x =Y (An)—1) = (Z p(a)logh— M(G)T(b)>

n<z n<z \ab=n ab=n
=Y p(a)(logb —7(b))
ab<z
= > u(@)(logh—7(0) +2v> > pula) -2y
ab<z n<z ab=n
= Z p(a)(logb — 7(b) + 2v) — 2.
ab<z

Vi delar nu upp summan i tva bitar. En med b < B och en med b > B dar B ar godtyckligt

vald. Notera nu att
ab <z
=
fosr -

Sa summan med b > B 6vergar till

4
S
IA

<
<

SHEES]
m‘,_.c-\a
| =

> p(a) Y (logh + 2y — 7(b) <

a<lf b< % a<

=
—~
S]
N
ISR

s

ty

> (logn —7(n) +27) = O(Va),

n<zc

enligt proposition [AJ5.5 Vi far nu att

> w2 < 3 % <

med partiell summation (A.L.1)) far vi med y = &

G (m) /(Zl)mw)
m/ =

w/B 1
dt
2 LVt

S

Z\f_\f

a<ly

Summan med b < B évergar i sin tur till

Z Z Y(logb + 2y — 7(b))

b<Ba<¥%

= (logb—7(b) +27) Y _ p(a)
b<B a<2

- bSZB(logb —7(b) + 29)M (3) .
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Sa

> wla)(logh —7(b) +2v) — 2y

ab<z
x
—Zlogb—T )+ 2y)M (b)+ w(a) Y (logh—7(b) + 27v) — 2y
b<B a<L bS%
—Zlogb—r )+ 2y)M (i)—i—O(xB)—ny
b<B

Vi har alltsa att

b(@) — 2 = bSZB(logb —7(b) + 2y)M (%) +0 (fé) .

Vi ser att O(T) inte far dominera 6ver summan. Om vi antar att

_ x z 15
bg];(log b—1(b)+2v)M (b) < Tog s (loglog z)

maste vi ha att
Kz

log x

(loglog x)*°

%\H

vilket ar ekvivalent med

log x
VB>K—F-"——
~ " (loglog x)15’
det vill sédga
, log’z

B>K"——F>——
~ 7 (loglogz)30’

dér K &r en positiv konstant. Det riicker alltsé med B = log? z.
Vidare har vi enligt antagandet

Y(x)—z <y (logh+7(b)+27) (log log(x/b))"?

1
= bllog(z/0))

Ek

Vi har nu att
log(z/b) =logx — logb > logx —log B = logx — 2loglog x,
ty b < B och ddrmed —logb > —log B. Vi har ocksa att
log(x/b) =logx — logb < log x.

Det géller alltsa

z(loglog x)13 logh+7(b)+2y =
¥(z) $<<logx—2loglogxlg;3 b +\/§
z(loglog )13 log b 7(b) x
« tlloglog0)!? [~ logh g~ 70)) | o
log z =% b % b VB
z(loglogx)!3 /1. log B 9 x
——————— | =log" B+ K + —— + (logl —
< log = 5 og” B+ K + 5 + (loglogz)® | + NG
z(loglog z)13 9 x x 15
< ————=—A(loglogz)* + — < (log log x)
log x log x log x
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dar

™0 g4 > @

b
b<B 2<b<B
=1+ > () 1+/B > r(b) Lat
N B/, t2
2<b<B 2<b<B

B
logt 1
<<1+logB+/ %dt<<loglogx+§[log2t]f
2

< loglogz + (loglog x)? < (loglog )2,

och enligt proposition [AT52]

logb 1. log B
> =5 log B+K+O< )
b<B

Slutligen géller att
1 1

logz — 2loglog < logx’

ty detta ar ekvivalent med
log x

~ logx — 2loglogx’
for en positiv konstant K och for alla z > 3. Detta &r i sin tur ekvivalent med
log x e

K > max = ,
z€[3,00) logx — 2loglogx e —2

och om K > ef2 har vi alltsa pastaendet.
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