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Dynamiska lokaliseringsmodeller

Sammanstillning av foredrag vid forskarseminarium

15—16 december 1970

Den rapport som sammanfattas nedan
utgor en sammanstdllning av ett antal
foredrag som presenterades vid ett fors-
karseminarium i Stockholm 1970. Syf-
tet med seminariet var att diskutera
olika problem kring tids- och rumsdi-
mensionen i samhdllsplaneringsmodel-
ler med tyngdpunkten pa matematiska
lokaliseringsmodeller och ddrmed for-
knippade metodfrdgor. De dtta uppsatser
som ingar i rapporten kan i princip ses
som helt fristdende fran varandra.
Ndgra av dem dr av oversiktskaraktdr,
andra dr i huvudsak referat av tidigare
Jforskningsarbeten medan det i ovriga
fall dr fraga om diskussioner kring inte
Sfullt genomforda forskningsidéer.

Bland de dmnen som tas upp till

behandling mdrks analys av samhdlls-
planeringsmodeller frdn systemteore-
tiska wutgangspunkter, prediktionspro-
blem vid rumsliga beskrivningsmodeller,
optimeringsmodeller for bebyggelseloka-
lisering over tiden och industriell kapa-
citetsutbyggnad pd nationell niva, lang-
siktig inomregional lokaliseringsanalys
samt markanvandningskonkurrens mel-
lan privata och kollektiva intressen. De
olika uppsatserna forutsdtter i varieran-
de utstrdackning forkunskaper inom ma-
tematik och ekonomi. For att i ndgon
madn underldtta forstdelsen av vissa fack-
uttryck har ett antal ordforklaringar
inforts i en bilaga.
Under de senaste decennierna har
analyser av lokaliseringsproblem med
hjalp av formella lokaliseringsmodeller
agnats allt storre uppmarksamhet. Detta
kan ses dels som resultat av ett vdaxande
intresse for langsiktig fysisk planering i
allminhet, dels som en foljd av utveck-
lingen av den moderna datatekniken, vil-
ken gjort det mojligt att omsitta teore-
tiska modellansatser i praktiskt plane-
ringsarbete.

Ett utmirkande drag hos de flesta exi-
sterande modeller inom lokaliseringsteo-
rin ar deras statiska karaktidr. Medan
rumsdimensionen ges en relativt detalje-
rad beskrivning inskrianks behandlingen
av tiden till att omfatta en enda tidspe-
riod. Inom den ekonomiska teorin 4r
forhallandet snarast det motsatta: ex-
pansionsforlopp i tiden &gnas stor
uppméirksamhet, medan de rumsliga
forandringarna  behandlas  tdmligen
summariskt. En utveckling av lokalise-
ringsmodeller, som samtidigt behandlar
forlopp i rummet och tiden, maste dar-
for anses vara av stor betydelse for mera

realistiska modellstudier av problem
inom langsiktig fysisk planering.

De uppsatser som ingar i denna rap-
port utgor en relativt heterogen samling,
inom ramen for d&mnesomradet dyna-
miska lokaliseringsmodeller. I den fol-
jande sammanfattningen har malet varit
att ge en separat presentation av varje
uppsats for att déarigenom ytterligare
framhédva att rapporten bestar av ett
antal fristaende delar.

Inledning om dynamiska system
Anders Karlqvist

Lokaliseringsmodeller ~ systematiseras
traditionellt efter matematisk komplexi-
tet, varvid de dynamiska modellerna
vanligen hanfors till de mest komplexa.
En jamforande analys av de egenska-
per som karakteriserar dynamiska sys-
tem inom fysiken, reglertekniken och
sambhadllsplaneringen gors i termer av
systemteoretiska begrepp. Hirvid ges
forst en generell systemteoretisk defini-
tion av dynamiska system, varefter en
precis innebord i dessa termer ges sada-
na dynamiska begrepp som invarians,
tidsfordrojning, kontroll och feedback.
Pa praktiskt taget alla punkter visar
sig samhillsplaneringsmodellerna stilla
storre krav pa komplexitet dn de Ovriga;
tidsinvarians rader inte, stora tidsfor-
drojningar finns inbyggda i systemen,
mojligheterna till kontroll och styrning
spelar en central roll etc. Dessutom ar
systemen inom samhallsplaneringen ofta
av adaptiv natur, vilket i allmédnhet gor
dem svara att behandla med matema-
tiska metoder.

Beskrivande modeller och prediktion
—en oversikt
Folke Snickars

Det ar vanligt att vid modellarbete gora
en uppdelning i beskrivande, forklaran-
de och planerande modeller. I anslutning
till en Oversikt Over nagra beskrivande
modeller ges exempel pa prediktionspro-
blem som uppstar nar data utgdres av
rums- och tidsserier. Nagra exempel ges
pa andra matematiska tekniker dn de
klassiska regressionsanalytiska, som
kan anvéndas i beskrivande och forkla-
rande modeller. Speciellt diskuteras mo-
deller som utnyttjar Markovteknik och
exempel ges pa tillimpningar i form av
studier av befolkningstathetens variation
i ett stadsomrade. Det blir alltmera van-
ligt att utnyttja simulering for analys av
urbana lokaliseringsforlopp. Nagra
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exempel pa anvindning av denna teknik
diskuteras och som avslutning analyse-
ras nagra grunddrag i en storre urban
simuleringsmodell.

Teori for och bestamning
av nyttofunktionaler
Bertil Marksjo

Begreppet nyttofunktional definieras
och nagra alternativa egenskaper hos
nyttor diskuteras. En skala definieras
som en ekvivalensrelation mellan nytto-
funktionaler och exempel pa olika skalor
ges.

Vid numerisk bestdmning av en nytto-
funktional med dndligt manga argument
utnyttjas lotterier i enlighet med von
Neumann-Morgensterns teoretiska ar-
beten. Begreppen riskaversion och nytto-
oberoende diskuteras med hjélp av lik-
nande lotteriférfaranden. Avslutningsvis
behandlas problem som ror bestdmning
av nyttofunktionaler vid tidsutveckling-
ar och det visas, att en beslutsfattare,
som inte angrar tidigare fattade beslut,
bor arbeta med en konstant diskonte-
ringsfaktor.

Optimerings- och styrproblem

Lars Lundqvist

Problemet att lokalisera over tiden vixan-
de mingder av verksamheter till giv-
na ytor betraktas som ett kontroll-
problem och formuleras generellt i en
optimeringsmodell. Genom att infora
viktiga begrinsningar kan denna modell
ges strukturen av ett deterministiskt
flerstegigt beslutsproblem. Olika 10s-
ningsmetoder i matematisk programme-
ring diskuteras, speciellt med avseende
pa metodmassiga och berdkningsmassi-
ga restriktioner. Som illustration visas
enkla resultat for problemet att Over
tiden lokalisera verksambheter till omra-
den ldngs en rit linje.

En planeringsmodell
for kapacitetsexpansion
Anders Karlgqvist & Lars Lundqvist

Problemet att bestimma optimal ut-
byggnadsstrategi for en enproduktindu-
stri har behandlats i en avhandling av D.
Erlenkotter, Stanford, USA. Givet ar ett
antal platser med kéand, Over tiden
vixande, efterfragan av en viss produkt.
Uppgiften &r att soka tidpunkt, storlek
och plats for de kapacitetsutbyggnader
som svarar mot minsta kostnad, sam-
mansatt av diskonterade investerings-,
produktions- och transportkostnader.

Problemet kan formuleras och ldsas
med hjélp av dynamisk programmering.
Vanligen sker detta genom att diskret tid
infores. Erlenkotter visar dock att man
kan reducera berdkningsmangden va-
sentligt genom att behalla kontinuerlig
tid och istillet anvdanda kapacitetsnivaer
som stegvariabel. Forst behandlas det
icke-stationédra planeringsproblemet med
andlig tidshorisont. Losningsmetoder ut-
vecklas sedan dven for motsvarande sta-
tiondra problem i oandlig tid. Tillstands-
rummets expansion gor att den med nor-
malstora datorer l6sbara problemstorle-
ken begrinsas till tre platser. Det sta-
tiondra problemet illustreras med nagra
exempel: potentiell vinst av regional
samordning av investeringsbeslut, ut-
seendet hos optimal utbyggnadsstrategi
samt mojlig forlust vid icke-optimala
initiala beslut.

Heltalsprogrammeringsmodeller for
dynamisk lokalisering
Anders Holvid

I nuldget dr en viss fordelning av pro-
duktionsenheter given. Produktionsfor-
delningen ar avsedd att mota den radan-
de konsumtionsstrukturen. Det problem
som behandlas dr hur man skall for-
andra produktionsstrukturen for att fa
biésta resultat i forhallande till prognosti-
serad framtida konsumtion. Modellfor-
slaget innebér en utvidgning av det s k
simple plant location-problemet till flera
tidsperioder genom att formulera ett
antal majliga strategier for varje pro-
duktionsenhet och utvirdera dessa. Pro-
blemet blir ett blandat heltalsproblem
som dekomponeras i tva delar, en strate-
givalsdel och en transportoptimeringsdel.

Lokaliseringsanalys
for Stockholmsregionen
Ake E. Andersson

Som underbyggnad till ett forslag till dy-
namisk lokaliseringsanalys for Stock-
holmsregionen behandlas ett antal pro-
blem rorande regional dynamisk loka-
lisering av ekonomiska aktiviteter. Med
utgangspunkt fran en jamviktsmodell av
Lefeber diskuteras lonsamheten av ett
vidgat pendlingsarbete av arbetskraften i
en region. Harvid arbetas bl a med pro-
duktionsfunktioner som ér strikt konka-
va. Dérefter diskuteras realismen i detta
antagande med hidnsyn till forekomsten
av stordriftsfordelar och odelbarheter.
En transportoptimeringsmodell av hel-

UTGIVARE: STATENS INSTITUT FOR BYGGNADSFORSKNING

talstyp visas mdjliggora en lokaliserings-
analys av odelbara enheter efter lampligt
val av objektfunktion. For att komma
till ratta med Omsesidiga beroenden i det
ekonomiska systemet presenteras en
klustringsanalys, som i princip avser att
identifiera de ekonomiska aktiviteter
som med fordel kan samlokaliseras. En
viag som fOreslas for detta dndamal ar
anvindning av faktoranalytiska meto-
der. Nar klustringsanalysen vil genom-
forts kan problemet att placera klustren
optimalt i stadsregionen studeras. For
genomforande av en dynamisk lokalise-
ringsanalys av klustren foreslas en till
rekursiv.  programmering omarbetad
transportoptimeringsmodell av den typ
som tidigare behandlats, utvidgad till att
endogent behandla dven bostads- och
transportpolitiken. Avslutningsvis disku-
teras nagra sammanhorande problem
rorande ekonomisk tillvaxttakt, rdnta
och optimal planhorisont.

Om Kkriterier
for markanvandningsbeslut
Johan Lonnroth

For att belysa marknadsmekanismens
roll vid markanvandningsbeslut diskute-
ras en modell med markkonkurrens mel-
lan tva verksambheter, den ena varupro-
ducerande med internationell marknad
(t ex oljeraffinering), den andra icke-
produktiv med svarmitbar avkastning
(t ex fritidsboende). Den forsta verksam-
heten antas beredd att betala en ldges-
rénta av upp till skillnaden mellan mark-
nadspriset pa oljeprodukter och deras
produktionskostnader for att fa ta en ef-
tertraktad lokaliseringspunkt i besitt-
ning. Motsvarande ldgesrantor for fri-
tidsboendet visas kunna uppfattas som de
ranteintdkter fran konkurrerande mark-
anvandare som samhallet dr berett att
avsta ifran for att bereda plats for en po-
litiskt beslutad fritidsbebyggelse. Samti-
digt kan de belopp hirledas, med vilka
samhillet i egenskap av fritidsboende-
producent ar berett att subventionera fri-
tidsdgare bosatta i olika omraden.

Slutsatsen &r att det endast i speciella
fall gar att hitta ett system av ldgesran-
tor och subventioner, som leder till en ur
samhdllets synpunkt optimal markan-
vandning om verksamheterna ir var-
andra Omsesidigt uteslutande.

Avslutningsvis presenteras ett forsk-
ningsprogram for studier av markan-
vandningsplanering, diar en utvidgning
av den tidigare presenterade analysen
skulle kunna inga.



Dynamic location models

Collection of lectures given at a research seminar held on

15—16 December 1970

The report summarized below is a com-
pendium of a number of lectures held at
a research seminar in Stockholm in
1970. The object of this seminar was to
discuss different problems concerning
the time and space dimension in urban
planning models, with the emphasis on
mathematical location models and meth-
odological problems associated with
these. In principle, the eight lectures cov-
ered by the report may be considered to
be independent of one another. Some of
them are reviewing in character, others
are mainly accounts of previous re-
search work, while the remainder are
discussions concerning research projects
which have not yet been completely
realised.

Among the subjects dealt with may be
mentioned an analysis of urban plan-
ning models on the basis of systems
theory, prediction problems associated
with spatial descriptive models, optimi-
zation models for the location of intra-
regional building development over time
and for industrial capacity expansion on
the national level, long-term intra-region-
al location analysis and land use com-
petition between private and public inter-
ests.

To a varying extent, the different lec-
tures require prior knowledge of mathe-
matics and economics. In order to facili-
tate the understanding of some of the
terms, a limited vocabulary has been in-
cluded in an appendix.

The analysis of location problems with
the aid of formal location models has re-
ceived increasing attention over the past
few decades. This may be seen as a result
of a growing interest in long-term physi-
cal planning in general, and also as a
consequence of the development of mod-
ern computer techniques which has
made possible the use of theoretical mod-
els in practical planning.

A distinctive characteristic of most ex-
isting models in the field of location theo-
ry is their static character. While the
spatial dimension receives a comparati-
vely detailed description, the treatment
of time is confined to a single period. In
the field of economic theory, the situa-
tion is exactly the opposite: expansion
processes over time are given consid-
erable attention while spatial changes are
dealt with in a fairly summary manner.
A development of location models
which simultaneously treat processes in
time and space must therefore be con-
sidered of great significance for more re-
alistic model studies of problems in long-
term physical planning.

The lectures covered in this report are
a relatively heterogeneous collection with-
in the framework of dynamic location

models. The intention in the summary
below has been to present each lecture
on its own, in order to emphasise yet
again that the report consists of a num-
ber of independent parts.

An introduction to dynamic systems
Anders Karlqvist

Location models are traditionally system-
atized on the basis of their mathemati-
cal complexity, the dynamic models
being usually classified among the most
complex ones.

A comparative analysis of the proper-
ties which characterise dynamic systems
in physics, automatic control and urban
planning is performed in terms of sys-
tems theory concepts. There is first of all
a general systems-theoretical definition
of dynamic systems, after which a pre-
cise meaning of dynamic concepts such
as invariance, time-lag, control and
feedback is stated in these terms.

It is found that, in practically all
respects, urban planning models de-
mand a more complex treatment than
other models; there is no time invari-
ance, there are large time-lags inherent in
the systems, the possibilities of control
play a central part, etc. In addition to
this, systems in urban planning are often
adaptive which, as a rule, makes them
intractable by mathematical methods.

Descriptive models and prediction —
a survey
Folke Snickars

It is common in working with models to
divide these into descriptive, explanato-
ry and planning models. In conjunction
with a survey of some descriptive
models, examples are given of prediction
problems which arise when the data
consist of space and time series. Some
examples are given of mathematical
techniques other than the classical re-
gression analysis methods which can be
used in descriptive and explanatory
models. There is a special discussion of
models which utilise Markovian tech-
niques, and examples are given of applica-
tions in the form of studies of the varia-
tion in population density in an urban
area. The use of simulation for the
analysis of urban location processes is
becoming increasingly common. Some
examples of the use of this technique are
discussed and, in conclusion, some basic
characteristics of a major urban simula-
tion model are analysed.

Theory for and evaluation of utility
functionals
Bertil Marksjo

The concept utility functional is defined
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and some alternative properties of utili-
ties are discussed. A scale is defined as an
equivalence relation between utility
functionals, and examples of different
scales are given. In numerical evaluation
of utility functionals with a finite num-
ber of arguments, lotteries according to
the theoretical work performed by von
Neumann and Morgenstern are utilised.
The concepts of risk aversion and utility
independency are discussed with the aid
of similar lottery procedures. In con-
clusion, problems concerning the deter-
mination of utility functionals over time
are treated, and it is shown that a deci-
sion maker who does not regret deci-
sions made earlier should employ a con-
stant discount rate.

Optimization and optimal control
problems
Lars Lundqvist

The problem of allocating increasing
amounts of activities to given land areas
over time is regarded as a control prob-
lem and is formulated as an optimiza-
tion problem. By the introduction of es-
sential land-use limitations, this model
can be given the structure of a multistage
deterministic decision problem. Dif-
ferent methods of solution in mathemati-
cal programming are discussed, with
particular reference to methodological
and computational restrictions. Some
simple results of the problem of locating,
over a period of time, activities in an
area along a straight line are shown as
an illustration.

A planning model
for capacity expansion
Anders Karlqvist & Lars Lundqyvist

The problem of determining optimal ex-
pansion strategies for a single-product in-
dustry has been dealt with in a doctoral
thesis by D. Erlenkotter, Stanford,
USA. The problem is to find, for a given
number of locations with a known de-
mand for a certain product which in-
creases with time, the time, size and lo-
cation of the capacity expansions which
minimize a total cost function, com-
posed of discounted investment, procuc-
tion and transportation costs. This prob-
lem can be formulated and solved by
means of dynamic programming. This is
usually done by discretizing time, but
Erlenkotter demonstrates that the com-

putational volume can be considerably
reduced by the retention of continuous
time and the use of the capacity levels
as stage variables. The non-stationary
planning problem with a finite time hori-
zon is dealt with first, and methods of
solution are then also developed for the
corresponding stationary problem in in-
finite time. Owing to the expansion of
the state space, the size of problems
which can be solved by computers of
normal size is limited to three places.
The stationary problem is illustrated by
some examples: the potential gain result-
ing from regional coordination of in-
vestment decisions, the characteristics
of optimal expansion strategies and the
losses resulting from non-optimal initial
decisions.

Integer programming models
for dynamic location
Anders Holvid

The current distribution of production
units is given. This production distribu-
tion is intended to satisfy the existing
consumption structure. The problem
examined here is how the production
structure should be changed in order
that some specified goals may be achiev-
ed in relation to forecasts of future
consumption. The proposed model en-
tails an expansion of the simple plant lo-
cation problem to cover several periods
of time, by the formulation of a number
of possible strategies for each produc-
tion unit and the evaluation of these.
Technically, the problem becomes a
mixed integer programming problem
which is broken down into two parts, a
strategy choice part and a transport op-
timisation part.

Location analysis
for the Stockholm region
Ake Andersson

A number of problems concarning re-
gional dynamic location of economic ac-
tivities is dealt with to form the basis for
a proposed dynamic location analysis
for the Stockholm region. The profitabi-
lity of increased daily commuting of the
work force in a region is discussed on
the basis of an equilibrium model accord-
ing to Lefeber, the work being based,
inter alia, on production functions which
are strictly concave. The realism of this
assumption is then discussed with re-
gard to the presence of indivisibilities
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and increasing returns to scale.

A transportation model of integer type
is shown to make it possible to perform
a location analysis of indivisible units,
under a suitable choice of objective
function. To cope with interdependen-
cies in the economic system a cluster
type analysis is presented, which is, in
principle, intended to identify the econo-
mic activities that have an advantage of
being located in the same clusters.
Factor-analytical methods are proposed
as a way towards solving these prob-
lems. Once the cluster analysis has
been achieved, the problem of locating
the clusters optimally in the urban area
can be tackled. To perform a dynamic
location analysis in this respect, a re-
cursive programming model is proposed
— it might be an extension of the
transportation model already discussed,
reformulated to treat the housing and
transportation problems endogenously.
Finally, some related problems con-
cerning economic rateof growth, discount
rate and optimal planning horizon are
given some attention.

About criteria for land use decisions
Johan Lonnroth

To illustrate the part played by the
market mechanism in land use decisions
a model is discussed which includes land
use competition between two activities,
one of them productive with an interna-
tional market (e.g. oil refinement), the
other non-productive with a scarcely
measurable output (e.g. summer
housing). It is shown that the first activi-
ty is prepared to pay a location rent of
up to the difference between the market
price on oil products and their produc-
tion costs to acquire a desirable location.

The location rents that can most be
paid by summer housing could be look-
ed upon as those incomes from compet-
ing land users that society is willing to
give up in order to clear the ground for a
politically determined summer housing
project, or the amount with which socie-
ty is willing to subsidize summer hous-
ing in the area under study. Furthermore,
it is asserted that it is not possible, in
general, to find a consistent set of such
location rents and subventions if the ac-
tivities are mutually exclusive.

In the end the author outlines a re-
search program for studies of land use
planning, where an extension of the pre-
sented analysis could be included.
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FORORD

Denna rapport innehéller en samling fdredrag som holls vid ett
forskarseminarium i Stockholm den 15-16 december 1970. Temat for
seminariet var dynamiska lokaliseringsmodeller och syftet att
diskutera olika problem kring tids- och rumsdimensionen i sam-
héllsplaneringsmodeller med tyngdpunkten pd matematiska modeller

och ddrmed forknippade metodfrigor.

Materialet skall inte uppfattas som en originalforskningsprodukt.
Négra foredrag &r av Oversiktskaraktlr, andra &r referat av ti-
digare forskningsarbeten och i ndgra fall &r det frédga om en
diskussion kring egna ej slutgiltigt genomarbetade forsknings-

idéer.

En del av materialet i denna rapport har arbetats om efter
seminariet, bl a med hénsyn till de synpunkter som framkom vid
diskussionerna d&r. Skriften skall dock fortfarande betraktas

som ett diskussionsunderlag snarare &n en slutprodukt.

Rapporten innehédller en rad matematiska, tekniska och ekonomiska
ord och symboler. Fér att i ndgon min underlitta lasningen har
de viktigaste samlats och fdrklarats i en fristéende ord- och

symbolfdrteckning som placerats sist i1 rapporten.

Medverkande med fOredrag var, forutom undertecknade arrangdrer
av seminariet, fil lic Ake Andersson, Generalplaneberedningen,
Stockholm, civ ing Anders Holvid, Matematiska institutionen, KTH
och fil lic Johan Loénnroth, Nationalekonomiska institutionen,

Goteborgs Universitet. Vi tackar for alla vdrdefulla bidrag.

Projektet har finansierats av Statens rad fér byggnadsforskning.

Stockholm den 9 februari 1971

Matematiska institutionen, KTH

Anders Karlquist Lars Lundquist

Bertil Marksjd Folke Snickars






1 INLEDNING OM DYNAMISKA SYSTEM - Anders Karlgvist

Tt Vad &r dynamiska system

Som framgdr av rubriken till rapporten, 'Dynamiska lokaliserings-
modeller", har vi velat framhdva tvd speciella aspekter pad mo-
dellbyggande: behandlingen av tidsdimensionen och rumsdimen—

sionen.

Det rumsliga fordelningsproblemet har belysts frén ménga
h&11 i lokaliseringsmodeller av olika slag. De flesta av dessa
ansatser, liksom f & dven stadsplaner etc, &r statiska och ger
enbart en Ogonblicksbild av ett ténkt framtida tillsténd.

Tidsproblemet finns behandlat, kanske framfér allt i den
ekonomiska litteraturen, men i den ekonomiska tillvéxtteorien
tas i allminhet ingen hdnsyn till de rumsliga fdrdelningsaspekt-
erna.

Att skapa teoribyggnader inom samhdllsplaneringen, dar des-
sa b3da aspekter - rum och tid - &r kopplade, &r en angeldgen
uppgift foér forskningen (foér fysikens del ordnade Einstein den-

na koppling genom sin relativitetsteori).

I denna inledning kommer vi att hélla oss pd ett allmént,
abstrakt plan och exemplen &r delvis hémtade frén vad som inom
matematiken skulle kallas abstract nonsense. Lat oss borja med
att skirskéda begreppet dynamiskt system och framfér allt da hur

man handskas med detta inom fysiken och systemanalysen.

Det finns en rik flora av artiklar om modeller inom sam-
héllsplanering, dér man sysslar med att klassificera modeller pd

olika sétt. En vanlig s&dan systematisering &r fdéljande:

Deterministisk statisk Jamviktsmodell
Probabilistisk statisk jémviktsmodell
. Deterministisk diskret tidsmodell

Deterministisk kontinuerlig tidsmodell

Stokastisk diskret tidsmodell

Y \Nn £ W N

Stokastisk kontinuerlig tidsmodell.



I uppstéllningen ovan &r modellerna ordnade efter vixande kom-—
plexitet. Samtidigt bor pdpekas att nistan samtliga modeller,
som pd ndgot sdtt praktiskt anvidndes idag, &r av typ 1. Man kan
fraga sig varifrén dessa idéer kommer och om en dylik klassifi-
cering kan leda modellutvecklingen vidare fdr samhdllsplanering-
ens del.

De flesta av oss torde ha sina grundférestdllningar om dy-
namiska system rotade i den klassiska mekanikens virldsbild. Man
tdnker pa partiklar som rdér sig med rdrelsen bestimd av Newtons

mekanik t ex.

2
0
F=mn ———Eiéél
ot
I den moderna kvantfysiken har man ldmnat detta deterministiska
betraktelsesdtt och arbetar istédllet med sannolikhetsfdrdelning-
ar, vilket 1 sin tur leder till stokastiska differentialekva-

tioner.

Att representera dynamiken med hjidlp av matematiska modeller
som t ex 1 - 6 &r typiskt inom fysiken och har kanske dirfdr
ocksd fitt pdverka synen pd modeller fér samhillsplanering. Utan
att ta stdllning till om denna Overstrdlningseffekt &r av godo
eller ej borde det emellertid vara av intresse att se pd de
underliggande begreppen och idéerna snarare &n de matematiska
ekvationerna. Dessa idéer har givits en mera abstrakt allmén-
giltig form genom systemteorien.

Systemteoriens betraktelsesdtt &r alltfdr formaliserat for
att direkt tjédna véara mera jordnéira syften men kan vara en lamp-
lig referensram foér de begrepp och samband, som kommer att ven-
tileras 1 de kommande avsnitten.

Vi bérjar med att ge en definition av dynamiskt system

efter Kalman, (1969).

DEFINITION (ndgot fdrenklad):

Ett dynamiskt system, betecknat £, &r en uppsdttning mingder och

avbildningar som kan sammanfattas pd foljande sétt:

=T, X, Us Y5 €5 1)



De storheter, som karakteriserar systemet, kan alltsé uppdelas

3

a) mingder T tiden
tillsténdet vid tiden t = 0

input, dér ett ingdende element beteck-—

nas w
Y output
b) avbildningar ¢ : T x U x X > X tillstdndsdéverféringsfunk-
tion
AT XY resultatfunktion

Dirmed fdrstés att tillstdndséverfdringsfunktionen ¥ avbildar
det tillstd&ndsrum som genereras av mangderna T, U och X till-
sammans p& rummet X enbart. Den kan t ex ange hur ett tillsténd
vid tidpunkten O via inputpdverkan &verfdrs i ett tillsténd vid

en senare tidpunkt, ¥ uppfyller naturliga villkor som

tiden enkelriktad ¥ definierad for t 2 0

konsistens (begynnelsevirdet
fixerat) (0, wy, x) = x

komposition (sammansdttning
méjlig) t St >t =t 5t

kausalitet (gensvar pd input) ?(t, w, x) =0(t, w', x)

om w = w' fér (0,t)

Dessa ndgot abstrakta definitioner kan belysas med fdljande frén

stadsplaneringen h&mtade exempel.

EXEMPEL

T tiden frén 1970 till 2000

X den fysiska, ekonomiska, sociala strukturen

U paverkan utifrén t ex inflyttning och planeringsétgirder
Y t ex valfardsfunktioner

4 stadsbyggnadsprocessen

3

ménniskors och fdretags uppskattning av stadsmiljon.
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Det finns ménga synonyma begrepp till de ovan givna. Nigra

av de mest vanliga &r:

T x X héandelserum eller fasrum

¥ rorelse, trajektoria, 18sning (av diff.ekv.)
U input eller kontrollvariabel
w dverfdr tillsténdet x till tillsténdet ¢ (x, w).

I &r ett fritt system om U endast har ett element, dvs omgivning-

en adr det enda input. Exempel: Solsystemet. Den enda péverkan

dr de inre krafter som verkar. Krafterna bestims av gravitationen.
Samhédllsplaneringssystem &r ej fria.

Sjadlvklart ar ovanstdende definition alldeles fér vid och inne-
hdller for litet struktur for att man skall kunna nd intressanta
resultat. Det &r darfdr aktuellt att pdligga villkor av olika

slag som dels &ar realistiska, dels gdr systemen hanterbara.

T2 Tidsinvarians

Invariansbegreppet &r fundamentalt. Man kan om man s& vill upp-
fatta sOkandet efter invarianta samband och storheter som en
grundidé i all vetenskaplig verksamhet. Med ovanstdende defini-
tion av dynamiskt system kan en precis tolkning av begreppet

tidsinvarians ges:

a) w(t)eu=ow (t+1)eu
b) ¢(t, xo 0 (£)) = 0( + 1, x; 0wt + 1))

c) n (t, x) oberoende av t.

Dessa villkor, som alltsé skall gilla samtidigt betyder att de
inputrelationer eller den tillstandséverféringsstruktur och den

outputavbildning som finns i systemet, ej &ndras &ver tiden.

Invariansegenskaperna &r typiska for naturvetenskapliga fe-
nomen, men &r inte alltid tillé&mpbara i samh&llssystem. Nytto-
och vilférdsbegreppen kan antas vara foranderliga Over tiden,
och en av de viktiga frégor, som diskuteras senare (framfér allt
i Bertil Marksjds artikel), dr hur man skall handskas med dessa
invariansproblem. Hur skall nyttor métas och jimfdras mellan
olika punkter i rummet och vid olika tidpunkter? I vilken mén
dr diskontering ett anviéndbart hjilpmedel? Hur skall diskonte-

ringsréntan bestémmas? Hur skall tidshorisontproblemet behandlas?



T detta sammanhang kan det vara av intresse att berdra det

<8 kallade ergodproblemet. Ergodhypotesen i fysiken uttalar sig

om mdjligheten att ersdtta fordelningar dver tiden med fordel-
ningar Sver rummet (&ver partiklar etc). Den innebér att man av-—
stdr fran att i detal] folja ett systems tillst8nd i tiden utan
i stillet studerar en tédnkt samling kopior av systemet (en s k
ensemble), och postulerar att tidsmedelvdrdet fOr en storhet i
systemet &r lika med medelvidrdet Over ensemblen vid en fix tid.
De fundamentala och svéra problem, som &r forknippade med denna
hypotes, har lénge sysselsatt fysikerna.

Orsaken till att ergodicitet n&mns hér &r att denna idé
faktiskt dyker upp i mer eller mindre fdrkl&dd skepnad inom sam-
hidllsplaneringen, sannolikt med mycket mindre framgéng &n i

fysiken. En vanlig typ av prediktion &r s k trendkorrelation.

EXEMPEL

Man ser pd en grupp som idag &r légavltnad men i ndgon framtid
férvantas bli hdgavldnad. Istéllet for att studera hur dess pre-
ferenser forindras &ver tiden ndr ldnerna Okar, betraktar man de
lagavldnade idag tillsammans med en hdgavldénad grupp idag och
drar den ergodiska slutsatsen, att det framtida tillsténdet mot-—
svarar preferenserna hos hdglénegruppen ldag. Ett annat typiskt
exempel #r berdkning av framtida biltéthet genom jéamforelse med

forhdllandena i USA.

I vilka sammanhang kan det vara vettigt att anvénda dylika me-
toder? Ett uppenbart fall nir denna princip inte fungerar 1
fysiken &r vid fasomvandlingar (t ex Gvergdng frén vatten till
is). Lika uppenbart &r att detta ergodiska resonemang inte gél-
ler i samh#éllssystem d8 nya innovationer introduceras, t ex
Svergingen fran "bilfasen" till en ny "transportfas". Dessa och

andra prediktionsproblem behandlas i Folke Snickars artikel.

1.3 Jamvikt

Jamvikt och balans Ar ndgot diffusa begrepp, som (kanske d&rfor)
anviandes flitigt i samh#llsplanering. Begreppet jémvikt har Jju
dessutom en ldng tradition i ekonomisk teori. Det &r viktigt att

notera att jimvikt &r ett statiskt begrepp och relaterar till

1
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den inre strukturen i systemet.
Kan detta statiska betraktelsesitt till&mpas p& dynamiska
problem? Svaren pd den frégan hinger ihop med frdgan om hur ett
system som inte &r 1 jdmvikt reagerar. Fysikerna &r &ven hér
lyckligt lottade. Ett fysikaliskt system i ojamvikt Overgir

mycket snabbt i jédmvikt. Tiden detta tar, relaxationstiden, T,

kan fOr partikelsystem uppskattas ur formeln

T 0 d/v

ddr d &r den fria medelvégléngden och v medelhastigheten.
Foér heliumgas ger det T = ]_O_T sekunder.

Om en liknande mekanism funnes i urbana system, kan man 1l&tt
konstatera att relaxationstiden fdr t ex ett innovationsfdrlopp
skulle vara dagar eller timmar efter inforandet av en ny trans-—
portled och kanske &r for stora férdndringar i lokaliserings—
ménstret. Fran kemin finns exempel dir flera olika processer
l0per samtidigt och dér en av dessa processer har mycket léngre
relaxationstid &n de Ovriga och dirigenom blir styrande. Liknan-

de fall kan sannolikt tédnkas forekomma fér processer i samhillet.

En slutsats av detta resonemang &r att komparativa statiska
Jémviktsmodeller av typ 1 och 2 inte kan vara tillrédckliga for
studier av dynamiken i urbana system. Jémviktsresonemangen, om
man utgér frén s8dana, mdste kompletteras med studier av transi-

enterna, dvs av de processer som leder till nya Jjé&mviktslégen.

Tl Tidsfordrdjning

I den systemanalytiska terminologien kan vi definiera férdrdj-
ningen s i ett system I: FOr alla w, « som ir definierade
fér perioden (0,t) och sddana att w = «w i intervallet

(0, t-s) géller att ¢ (w, x) = ¢ (w', x) dvs de av en viss input
orsakade fdréndringarna i systemet upptridder tidigast tiden s

efter input.

I samhédllet finns manga tidsférdrdjningar inbyggda. Forrester
diskuterar s8dana effekter i "Urban Dynamics", Forrester (1969),
och anvénder i sina ekvationer t ex 20 8rs tidsfordrdjning mel-
lan faktiska forhdllanden i ett omrdde och uppfattningen av des-
sa fdrhé&llanden bland grupper inom de ligsta sociala skikten i
samhdllet. Han sédger ocksd i sin beskrivning av samh&llet som ett

"counterintuitive" system:



"Fprom all normal personal experience one learns that cause and
effect are closely related in time and space. A difficulty or
failure of the simple system is observed at once. The cause 1s
obvious and immediately precedes the consequence. But in complex
systems all of these facts become fallacies. Cause and effect
are not closely related either in time or in space. Causes of a
symptom may actually lie in some far distant sector of a social
system. Furthermore, symptoms may appear long after the primary
causes. "

Enkla reglertekniska exempel visar ocksd att system med tidsfor-—
drdjningar kan ge instabila responser for vissa kontrolldtgirder.
Dessa problem kommer att berdras i ett par av de féljande av-

snitten.

1.5 Kontinuerlig och diskret tid

{reella talen}
{heltalen}

kontinuerlig tid omm T

diskret tid omm T

Distinktionen mellan kontinuerliga och diskreta system &ar i
allminhet inte kritisk utan betingad av tekniska, metodméssiga
synpunkter. I klassisk fysik har man en stark tradition for
kontinuerliga system, medan diskret tidsbehandling faller sig
naturlig nar problemen knyts till digitala datorer. Ofta upplevs
diskretisering som en approximation och forenkling av ett givet
kontinuerligt problem (klassificeringen i bérjan antyder detta).
Det finns fall d& detta inte giller och dér en kontinuerlig an-
sats ger direktare l&sningsmetoder. En sa&dan form av kontinuerlig
ansats 4r s k hindelsestyrda modeller i motsats till tidsstyr-
ning. Termerna &r himtade frén datorsimulering. I en héndelse-
styrd modell later man tidsfdrloppet vara kontinuerligt men no-

terar enbart de diskreta tidpunkter n&r ndgot intraffar.

EXEMPEL

Stockholms regionplan &r en tidsstyrd modell d&rfér att man i
forvig bestémt sig for att studera tidsintervallen 1970-85 och
1985-2000. Det vore mdjligt i princip att gdra planen héndelse-
styrd, t ex gora utbyggnadsplaner fdér Stockholm vid 1,7 miljoner

invénare, 2,1 miljoner invénare etc. I en senare uppsats kommer

en matematisk modell for utbyggnad av en industri p& olika platser

13



14

att behandlas. Modellen &r formulerad som ett dynamiskt program-—

meringsproblem och har denna hindelsestyrda karaktér.

1.6 Andliga system

Det viktigaste mattet pd komplexiteten hos ett system £ ges av

strukturen hos tillsté&ndsrummet X.

DEFINITIONER

£ &r &ndligt dimensionell omm X &r ett &ndligt dimensionellt

vektorrum
£ &r &ndlig omm X, U, Y 4&r &ndliga médngder och om dessutom

Y &r tidsinvariant med diskret tid.

Andliga system &r den enklaste generella klassen av system som
har blivit ordentligt studerade. Frén en teoretisk stlndpunkt
vore det naturligare att arbeta med funktionalanalysens verktyg
och t ex ldta X, U, Y vara odndligt dimensionella topologiska
rum (Banach-, Hilbertrum) med ¢ och n som kontinuerliga av-
bildningar. Dylika teoretiska utvidgningar har ocksé& gjorts.
Den vanligaste och viktigaste restriktionen pd dynamiska

system &r linearitet, som vi definierar s&lunda:

£ &r linedrt om X, U, Y &r vektorrum och ¥ , n &r linedra av-

bildningar for alla t.

Andlighet och linearitet ger oss tilltrade till den stora
méngd metoder och resultat, som den linjéra algebran har att ge.
Linjérprogrammering &r ett lysande exempel p& denna teoris mdj-
ligheter. Vidare &4r den linjira systemteorien av stor betydelse

for studiet av lokala egenskaper hos icke-linjira system.

N Kontrollteori

Ett viktigt problem vid studier av dynamiska system #r frégan om
kontroll. Situationen &r féljande:

Givet ett system att kontrollera och en méngd av tilldtna
kontrolldtgérder (inputs) w. Vidare forutsittes en objektfunktion
eller mdl (output) och mdtt pd kostnaden eller effektiviteten av

vidtagna kontrollédtgérder. Frégor man vill ha svar pd &r t ex



15
existerar det ndgon optimal kontroll? Om det existerar optimala

kontroller, hur skall dessa i s& fall besté&mmas?

For ett linjért system I kan kontrollproblemet visas vara

ekvivalent (i princip) med att ldsa ekvationerna

g——%ﬂ= F x(t) + G w(t)

dsr F, G och H &r konstanta matriser som bestammer systemstruk-

turen.

Det finns ett stort antal matematiska metoder utvecklade for
sddana problem bl a olika programmeringsmetoder, Pontyagins
maximumprincip, variationskalkyl etc. Lars Lundqvist uppehéller
sig i sin artikel vid nédgra av dessa metoder, och de mera prak-
tiskt inriktade modeller som behandlas i &vriga artiklar &r ock-
s& formulerade som kontrollproblem. Jag skall i detta sammanhang
peka pd ett par viktiga principiella problem, som inte bara &r
av akademiskt intresse, nidmligen frégorna om kontrollerbarhet
och observerbarhet.

Den forsta géller problemet om man kan styra systemet dit
man vill. Den andra frigan avser om man fran systemets sétt att
reagera kan sluta sig till dess inre struktur. Problemen visar
sig vara duala ur matematisk synpunkt.

En handelse (T, x) &r kontrollerbar om

3t > 1, w O (71,x) 9—(t,xo) dvs om det finns en styrdtgird w

som Overfdr tillstlndet x (t) till xo(t) inom #&ndlig tid.

EXEMPEL 1

T = idag, x = Jarvafiltet, X, en plan for Jarva utbyggt med
100.000 invé&nare. Finns det ndgon planering o som kan forverk-
liga denna plan X tills Jirva har hunnit véxa till 100.000
(vid tiden t)?

En handelse (71, x) &r uppndelig omm

Is < T, W B(S,xo) 8 (t, x)
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EXEMPEL 2

x_ = Stockholm idag, T = &r 1985, x = regionplanen fdr 1985.

Finns det ett utbyggnadsprogram w som leder oss dit?

Exemplen ovan antyder, att dessa fragor inte alls &r triviala
att besvara.

I planeringssammanhang kan mingden tillétna kontroll&t-
girder (inputs) w vara mycket begrénsad och méjligheten att
péverka systemet kan i hdg grad bero p& beslutsprocessens sitt
att fungera. Johan Lonnroth anknyter till dessa frégor i en av

| sina lokaliseringsmodeller.

Den teoretiska analysen visar, att ett nyckelbegrepp i detta
sammanhang &r s k feedback. Denna princip sdger att inputs w
skall besté&mmas av tillsténdet x. Detta ar den fundamentala
idéen i kontrollteorien och den formulerades bl a av Bellman pd

50-talet.

DEFINITION

En kontrollag eller feedback &r en funktion k

k : TXxX>1U

som fér varje tillstdnd x(t) vid tiden t tillordnas ett var-

de w(t) = k(t, x(t)).

Grundidéen &r alltsd att tillstdndet inneh8ller all information
tillrécklig for att bestémma de kontrolldtgirder som skall vid-
tagas, eftersom (vilket fdljer av definition p& dynamiskt system)
den framtida utvecklingen bestémmes fullst&ndigt av nuvarande

tillst&nd och kommande inputs.

Feedbackmetoden &r ytterligt kraftfull om den anvindes med
omsorg. Om den anvindes ofdrsiktigt kan den istdllet forstirka
den effekt den var avsedd att dé&mpa. Detta giller speciellt néir
tidsfordrdjningar finns inbyggda. Om feedback anvéndes ur fas
kan stdrre avvikelser och oscillationer intr&affa. Exempel pd det-
ta &r vanliga i den ekonomiska vérlden. Liknande g#ller ocks&

for mekaniska och elektriska system. Detta paradoxala fenomen &r



intimt férknippat med studier av stabilitet. Kmnet &r associerat
med en extensiv matematisk teoribyggnad, men fortfarande finns
mdnga viktiga och svéra problem att 18sa inom detta falt.
Implicit i ovanstdende definition antas att vi alltid kan
utldsa tillstindet x hos systemet. Denna information &r i sjélva

verket av tva slag:

1. Kunskap om strukturen X, ¥, n.
2. Kunskap om de faktiska inputs och outputs till systemet.

For en maskin, processindustri etc antas i allmé@nhet information
av typ 1 given a priori och data av typ 2 ges av real-time-mat-

ningar medan systemet &r igéng.

Nar data av den fdrsta typen inte &r tillgéngliga utan pa
ndgot sitt miste bestémmas ur observerade inputs och outputs har
vi ett s k identifikationsproblem, I samh&llsplaneringen saknas
ofta information av bdda typerna. Den stora populariteten hos
databanker och informetionssystem &r ett tecken pd detta. S&dana
métningar skulle ge information av typ 2, men fortfarande dter-
stdr det svéra problemet att klarligga de mekanismer av typ 1,
som verkar inom samh#llssystemet. Teoretiskt formulerat stéar vi
infér ett adaptivt kontrollproblem. Mycket har talats om adaptiv
kontroll men lite har utrdttats. Kalman sédger i inledningen till
sin bok om systemteori: "We regard adaptive control as a problem
for the future". Med dessa ndgot pessimistiska funderingar 1l&m-
nar vi hir kontrollteorien &t sitt dde. For att avrunda detta
inledande avsnitt sammanfattas ndgra av de systemteoretiska be-

greppen 1 TAB. 1.1.
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TAB. 1.1. Jamfdrelse mellan modeller av skilda dynamiska system (1,2,3) med avseende
pd vissa karakteristiska egenskaper som definieras i denna artikel. Klassi-
ficeringen &r gjord mer eller mindre p& mdfé& och &r avsedd enbart som un-—
derlag fér diskussion.

Dynamiska system

Jamfoérda T, 2 3
egenskaper Samh&dllsplanering Klassisk fysik Kontrollteori
lokalisering
ett fritt system nej ja nej
output "valfard" trivialt kostnad, ofta kvadra-—
5 Caled] = % ?isk aYvikelse frén
ldealvarde
tidsinvarians ibland ja ja
Jamvikt nej Ja 2
tidsférdrdjning Jja nej ibland
kontinuerlig tid ibland ja ibland
diskret tid ibland neJ ofta
dndlig ja? ja ja
lineé&rt nej ibland ibland
kontrollerbart ibland neJj ja
feedback Ja nej Ja
adaptiv ofta nej nej

stabilitet nej Ja ja
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2 BESKRIVANDE MODELLER OCH PREDIKTION — EN OVERSIKT -

Folke Snickars

o Vad &r en beskrivande modell?

Man brukar i modelltekniska sammanhang skilja p& tre slags mo-

deller, nadmligen beskrivande, fdrklarande och styrande modeller.

En beskrivande modell har det syftet att ge en s& god be-
skrivning av den studerade processen som mdjligt. Dirvid &r det
ett mdl att reducera mingden primért inblandade variabler till
ett mindre antal, som &nd& ger god anpassning mellan modell och
data. De rent beskrivande modellerna kan dock inte alltid till-
fredsstélla modellbyggarens krav pa sadan kunskap om processen,
som skall ligga till grund fOr férutsigelse och planering av
dess framtida utveckling. Forsdk att komma tillritta med s&dana
svagheter leder till studium av fdrklarande och styrande model-

ler.

I en férklarande modell ndjer man sig inte med att s& val

som mojligt beskriva ett samband mellan tv& variabler utan vill
&ven studera orsakssambanden, si att man kan gdra troligt att
just den anvidnda formen hos relationen ar den ratta. En s&dan
modelltyp underlittar framskrivning av processens mdlvariabler,
genom att exempelvis koppla samman deras tidsutveckling med den
hos mera l&attprognostiserbara variabler. I forts&dttningen kommer
denna modelltyp att hé&nfdras till den utvidgade klassen beskriv-

ande modeller.

Vad de beskrivande modellerna i den ovan angivna tappningen

inte innehéller &r explicita mdlformuleringar och végar att upp-

né dessa mél. S8dana aspekter beaktas i de styrande och planeran-—

de modellerna, vilka faller utanfdr ramen fér detta &mne. Darmed
anses begreppet beskrivande modell tillrédckligt definierat, och

amnet for den fortsatta framstédllningen avgransat.

2.2 Exempel p& beskrivande modeller

Den valkénda gravitationsmodellen i trafikplanering &r ett
typiskt exempel pd en beskrivande modell. Framtida trafikfldden

mellan tva omréden uppskattas genom prognoser fdr antalet boende

20
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och arbetande i de bada omrddena och genom gissning ay det fram-—
tida virdet p& den avsténdskédnslighetsparameter for resval som

ingér i modellen.

Ett exempel pd en enkel beskrivande lokaliseringsmodell &r
den s k Clarks formel fdr befolkningstétheten i ett stadsomréde,
som bygger p& den empiriskt iakttagna regulariteten i boendetét-
heten for nattbefolkningen som funktion av avsténdet till stadens
centrum. Formeln anger att boendetitheten pd avsténdet r frén

centrum (variation i vinkelled ignoreras) &r
D(r) = A e (2.1)

dar A anger centrumtdtheten och b bestémmer hur snabbt tétheten
avtar ndr man avldgsnar sig frén centrum. Vanligtvis géller
formeln d8ligt fér den centralaste delen av staden, men fér-
vanansviart bra for léngre avst8nd. For prognostisering av den

framtida fordelningen krivs framskrivning av bédde A och b.

Ett tredje, och ndgot mera omfattande, exempel p& en be-
skrivande modell &r den ekonometriska modell  fér lokalisering
av nya bostdder, som utvecklats vid det franska planeringsinsti-
tutet CERAU. I fdljande schema (FIG. 2.1) anger pilarna péverkan

mellan variablerna.

De endogena variablernas vérden beror alltsé dels pad globala
bivillkor rdrande marktillgéng och bostadsbestdnd i regionen un-
der den betraktade tidsperioden, dels pd exogena data rdrande

den aktuella zonens urbaniseringsgrad och geografiska egenskaper.

Forsdljningstakten exempelvis, fér bostéder av en viss ka-
tegori i1 zonen, &4r en funktion av fOrsédljningspriset hos bostads-
typen i bdde den aktuella zonen och intilliggande zoner, bostads-
typens kvalitet, dess légeskarakteristika, tillgingligheten till
arbetsplatser frén zonen och tillgingligheten till n&raliggande,
redan existerande, bostider av samma kategori. Alla de 1 tabellen
angivna storheterna har kvantifierats och ett stort antal ekva-
tioner, av den typ som ovan med ord beskrivits, har uppstéllts i
modellen. Det s& erhd&llna ekvationssystemet har sedan 13sts med

ekonometrisk teknik.

Huvudsyftet med modellen &r att fdérutsiga den allokering av

nya bostéder, som motsvarar ett givet ramprogram for regionen i
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stort, med hénsyn till prognostiserade vérden pad de exogena
variablerna. Problem uppstdr nir man vill anvénda modellen for
andra tidsperioder och stéder &n de fér vilka modellen kalibre-

rats.

253 Trender och prognoser — négra synpunkter

De tre givna modellexemplen ger alla problem, nér man vill an-
vénda dem fér prediktion. D& ett av de viktigaste skédlen till
detta slag av modellbyggen brukar vara att man vill skaffa sig
en bild av framtida forhdllanden, kan det vara av intresse att
ndgot mera ingéende behandla dessa framskrivningsproblem. En
jdealisk prediktiv lokaliseringsmodell skulle vara en dar rums-—
och tidsaspekterna helt separerats, s& att modellens parametrar
var konstanta &ver tiden och allt tidsberoende férdes in 1
modellen via de exogena variablerna. I en séddan modell - den
torde vara ovanlig - skulle godheten i prognosen frémst hénga pé
osékerheten i prediktionen av de exogena variablerna. Ndgon léng-
re utredning av allminna prognosmetoder for sédana exogena variab-
ler kommer inte hér att gdras, utan framstédllningen kommer att

inskrénkas till en genomgdng av nagra vanliga trendanalysmetoder.

I forts#éttningen ténkes y(t) vara en exogen variabel som
skall prognostiseras. Beroende p& hur mycket information som
finns om y(t) och dess tidigare utveckling kan ndgon av nedan-

stdende metoder utnyttjas.

Ingen foréndring

Linjar trend
Polynomtrend
Exponentiell trend
Mattnadstrend
Glidande medelvarden

Differensekvationer

o <N O W =D

Trendkorrelation

Samtliga dessa trender grundar sig pd data for en tidsserie av
observationer pd y(t). Foreligger ingen ytterligare kinnedom
om egenskaperna hos y(t), kan négon av de fyra fiérsta metoder-

na tillémpas, beroende pé tidsseriens information om fdrloppet
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hos y(t). Den andra metoden bygger t ex pd att tillvixt med

konstant belopp observerats i tidsserien, den fjidrde pd tillvixt
med konstant andel. Har man dessutom anledning att anta att
y(t) glr mot ett mittnadsvirde #r det vanligt att den exponentiel—

la trenden modifieras till en m&ttnadstrend genom att anta att

ar ds 5
3t ' o WUk ),
Direkt integration ger y(t) = . - sl .

1+ G ) = 5

m-e o
k=y(t )
R y(t) brukar i detta fall kallas en logistisk
o

kurva.

Glidande medelvérden anvénds t ex om observationerna pad y(t)
fluktuerar kraftigt och missténks innehdlla en stor stokastisk
komponent. Ett s&tt att bilda s8dana medelvédrden utgdér s k
exponentiell smoothing. Om S(t-1) &r det utjémnade virdet vid
tiden t-1 och y(t) &r observationen vid tiden t &r - i det
enklaste fallet - det utjémnade virdet vid tiden t, S(t) =

a y(t) + (1-a)8(t-1). Om man anser observationen y(t) séker
kan detta beaktas genom att vdlja andelen o n#ra ett, och om den
ar osdker ges S(t-1), dvs hela tidsserien av observationer,

stérre vikt genom att minska o mot noll.

Tror man sig att med négon sdkerhet kunna hérleda en diffe-
rensekvation f6r y(t), dvs om man explicit lyckas erhdlla
y(t) = £f(y(t=1),...., y(t-k)), (t &r diskret), kan man ibland
analytiskt 18sa ut y = g(t). Det glr naturligtvis ocksd att ut-
nyttja differensekvationen direkt. Metoden har den svagheten att
man inte vet om parametrarna i differensekvationen &r konstanta

over tiden.

Med trendkorrelation menas i detta sammanhang att om y(t)
ar svarprognostiserad, kan man gdra en analys av tidsutveckling-
en av en med y(t) positivt korrelerad variabel, vars tidsbero-
ende ar enklare att analysera. Forutsittningen &r alltsd att
man har pévisat hdg korrelation mellan variablerna under tidi-

gare tidsperioder.

De ovan gjorda anmérkningarna &r huvudsakligen av teknisk

natur och sjélvfallet &r exempelvis en prognos av den framtida
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totalbefolkningen i Stockholmsregionen betydligt mera komplice-

rad. I en sidan flerdimensionell prognos kan ndgon av metoderna

ovan mdjligen ingd som en liten del.

2.4 Regressionsanalys och parameterestimation

En av de viktigaste uppgifterna vid modellarbete &r estimation
(uppskattning) av modellens parametrar. Forst kan den anmarkning-
en gdras, att detta &r en vdlutvecklad gren av statistiken - det
ir 14tt att med regressionsanalytiska metoder f& fram korrekta
parameterestimat under ganska allminna antaganden om systemstruk-
turen. Problem uppstér speciellt fér tids— och rumsserier dar
gjorda observationer inte alltid kan anses oberoende av varandra.
Nagra synpunkter p& dessa problem lémnas nedan med utgdngspunkt

frén teorin for stokastiska processer.

Med en stokastisk process Y(w, t) menas en process som &r
en funktion av dels w € @, utfallsrummet fér processen, dels t,
som 4r en parameter, vanligen tiden. Ett visst utfall av den
stokastiska komponenten genererar en deterministisk kurva som
funktion av tiden — en realisering av processen. Fér fixa t &r
Y en stokastisk variabel med ndgon given fOrdelning. Intressanta

storheter &r medelvardet (w undertrycks)

B4 ¥le) 3= wlt)

och autokorrelationen

E { Y(t+1)¥(t) } = ¢ (t+1,t)

I en diskret stokastisk process antar t, T bara diskreta vérden.
Om processen &r svagt stationdr, betyder detta att m(t) =m

och ¢ (t+1, t) =¢ (1), dvs medelvérdet &r konstant &ver tiden,
och autokorrelationen beror bara pad tidsskillnader mellan de be-

traktade tidpunkterna.

En regressionsekvation av enklaste slag, Yt = a+BXt + u s

representerar en stokastisk process. Xt dr vanligen determi-

nistisk (speciellt i tidsserier) eller ocksé brukar regressionen
utféras betingat av att Xt ar givet, varfor u, ar den enda

stokastiska komponenten i ekvationen. GOr man om uy de tre an-

tagandena



), P Y. .. B
E { u } =0, E{ : TS ut} =0 fér T # 0 och E { u } =077 o

erhdlles fullstdndigt oberoende mellan observationerna, som kan

ses som en svit oberoende, likafdrdelade stokastiska variabler.

I s& fall kan vanlig minsta—-kvadratregression anvéndas for esti-
mation av parametrarna o och B.

Ett exempel p& en rumsserie, dér sédan estimation &r mdjlig,
utgdres av befolkningstdthetsobservationer fdr testning av Clarks
formel. Genom att inféra Yt = elog Dr och Xt = 1 ekv. (2.1)
dverfors formeln till den ovan givna formen. I allménhet &r rums-—
serier svarare att handskas med &n tidsserier p g a rummets fler-
dimensionalitet.

Om man sléapper péd det tredje av antagandena, kommer man att
£8 oi = oi(t), medan observationerna fortfarande &r oberoende.
Resultatet blir forindringar av variansen i parameterestimaten.
Om det 1 stéllet antas att det andra antagandet ovan inte &r gil-

tigt, sd innebir detta att E { T }=¢(t), dvs observa-

+
tionerna ar inte oberoende, och manThar att gbra med en svagt
stationdr stokastisk process. I exemplet om befolkningstitheten
skulle detta innebdra att ett hdgt tithetsvdrde pd ett visst av-—
stdnd hade en tendens att medfdra hdga tétheter ocksd i nérheten.
En sd&dan effekt torde inte vara osannolik. Ytterligare en allmén
anledning till att en sd&dan autokorrelation férekommer kan vara

att regressionsekvationen &ar felaktig, dvs inte ger en réttvisan-—

de bild av variationen 1 data.

Tillémpning av vanlig regressionsanalys pa autokorrelerade
data ger inga systematiska fel, vilket betyder att parameter-
estimaten fortfarande blir teoretiskt medelvirdesriktiga, men
daremot kommer variansen 1 estimaten att underskattas. Kénner
man autokorrelationsfunktionens form kan man korrigera variansen.

Ett ytterligare exempel pd ett fall nédr autokorrelation
férekommer i rumsserier finns 1 den ovan presenterade modellen
frén CERAU, dir forsdljningstakten fér en viss kategori bostéder
i en zon &ven paverkades av forsidljningspriset hos bostéderna i

nédraliggande zoner.

De hittills behandlade komplikationerna med minsta-kvadrat-
regression leder inte till felaktiga estimat i den meningen att

dessa inte skulle vara teoretiskt medelvéirdesriktiga. Om man
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emellertid vill dynamisera en regressionsekvation genom att in—
fora tidsfdérdrdjda variabler i hogerledet, kan man rdka ut &ven
£8r detta. Konsekvensen blir att parameterestimaten blir syste-

matiskt felaktiga, speciellt om man har smé dataméngder.

Ett sdtt att glida undan estimationsproblemen i tids— och
rumsserier bygger pé ergodhypotesen. Med hjélp av denna hypotes
kan man ersitta en tidsserie av observationer pé en stokastisk
process med en svit statistiska observationer som bestér av en
samling utfall av processen vid en viss tidpunkt. Eftersom de
statistiska parametrarna i minga sammanhang uttrycks som tids-
medelvidrden, brukar hypotesen ofta formuleras: En stokastisk
process Y(t) &r ergodisk om tidsmedelvirden &r lika med

ensemblemedelvirden (vid en viss tidpunkt).

Ett exempel p& en ergodisk filosofi skulle vara att i stél-
let fér att studera parametrarnas variation &ver tiden i Clarks
formel med hjélp av tidsseriedata, gdra en tvdrsnittsanalys over
en ensemble av stdder av olika storlek, och prediktera varia-
tioner i tiden genom att g& in p& en annan nivd i ensemblen. Me-
toden lider av bristen att man miste k#nna till ndgot om anpass-
ningshastigheten vid &vergéngar mellan olika nivéer (invanaran-
tal) och begrénsas av att ensemblen inte fér innehdlla stédder
med helt annorlunda transportstruktur an den som finns i1 den

betraktade staden.

Ovan har en &versikt gjorts av ndgra tekniska problem vid
parameterestimation i tids— och rumsserier, varvid framst&llning-
en hela tiden rdért de klassiska regressionsanalytiska metoderna.
Hiarnist kommer en modifierad estimationsmetod att behandlas, med
till&mpning pd ett speciellt, redan tidigare introducerat, pro-

blem.

25 En statistisk modell med maximum—likelihoodestimering

Den statistiska modell som skall beskrivas bygger pa den modell-
teori som introducerats av Martin-L3f (1970). Tanken &r, att hir-
leda en modell fér befolkningstdtheten i ett stadsomrade, som

har ett ndgot hdgre férklaringsvidrde &n den empiriska Clarks

formel.



Modellen skall beskriva befolkningstdthetens variation i

ett stadsomrdde och dess tidsutveckling under

tas indelad 1 n omraden.

s., ar den fdrvéntade boendetidtheten under det

J
med D...
1J

Stadens totala invénarantal under &r i

m 4&r. Staden an-—

I det Jj:te omrédet, som har ytan

i:te dret lika

ar N.. Det
i

antas dessutom att den viktigaste faktorn fdr tithetsmdnstrets

utseende &r fagelvigsavstdndet till centrum, betecknat rj foér

det Jj:te omrédet. Dessutom antas medelavstdndet till centrum

fér hela befolkningen vara

|
)

r. det i:te &ret. Det gidller att

Man vill studera i vilken utstrickning det réacker att beskriva

befolkningstéthetens variation genom att ange paren (Ni’ Wi) i

stdllet foér att ange hela sviten tdtheter (D

17200 Dmn).

Genom utnyttjande av den s k Boltzmanns lag kan man visa,

att den forvantade tatheten i det

dret blir

(Fér en nérmare forklaring

Om summan approximeras med

vilket inte &r ndgot annat

J:te omradet under det i:te

se Martin-L&f (1970)).

en integral blir resultatet

-b.R
2n(1-(1+b.R e )
1M

4n Clarks formel (sid.21).

RM betecknar den godtyckligt valda stadsgrénsen. Man kan dess-
I\

utom visa att

W S et
i " ap., ~°8 j,
iz R R i

= 0, varav bi kan uppskattas.

Fér &vrigt kan det pdpekas, att detta estimat &r liktydigt med

det klassiska maximumlikelihoodestimatet for bi
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Denna hirledning av Clarks formel visar kopplingen mellan
tidsutvecklingen av parametrarna A och b och férédndringarna
i totalbefolkningen och dennas medelavsténd till centrum. Formeln

ovan kan naturligtvis ocksé& skrivas som

s

Eftersom denna formel inte beaktar ndgon variation i vinkelled,
kan man multiplicera med 2mr och erhdlla tétheten per radiell
léngdenhet.

-b(t)r

Glr,t) = 2r A(t) r e (2:3)

Lika enkelt &r det att integrera &ver en cirkel med radien R

och f& den fdrviéntade totalbefolkningen darinnanfor.

21A(t

[ 1- (1+b(t)R)e “BLE R ] (2.4)
°(t)

P(R,t) =
b

Genom att helt enkelt tidsderivera ekvationerna (2.2)-(2.4) kan
en del intressanta iakttagelser gbras. Under antagandena att
25 < 0 och dx > 0 kommer tidsderivatornas utseende, som funk-

at db
tion av r, 1 princip att bli enligt FIG. 2.

De bdda férsta kurvorna anger, att tdtheten minskar innan-
1 e .
EE-- K‘ under ett tidsintervall runt den betrakta-

de tidpunkten t och &kar utanfdr. Fér Stockholm 1957 ligger

f6r avstandet

avsténdet vid ungefidr L4 km, och fram till 1967 har det rdért sig
ut till ungefér 6 km. Den tredje kurvan visar hur totalbefolk-
ningen 1 regionen omfdrdelas. Ro betecknar det avstdnd innanfor
vilket totalbefolkningen &r ofdrindrad under ett litet tids-
intervall runt t. RO varierar for Stockholm under tiden

1957-1967 frédn 8 till 15 km, vilket &r en avsevdrd &ndring.

En fdrutsittning for att kunna gora kvantitativa uttalanden
om egenskaperna hos kurvorna &r att man kénner A(t) och Db(t).
Studier av tidsutvecklingen av parametrarna fér en 40-8rsperiod
mellan 1960-2000 har utférts fér Stockholm, varvid data fér 1985
och 2000 har tagits frén de framlagda regionplanefdrslagen. Nag-
ra exempel p& resultat frén denna studie redovisas i FIG. 2.3-

2.7. Beteckningen "utstrickt" och "kompakt" syftar pd de tva
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FIG. 2.3 Parametrarnas tidsberoende i Clarks formel.
Stockholm &r 1955-2000, nattbefolkning.
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Befolkning/km-intervall Glr) = 69300r.¢0239r
Glr) ekvation for heldragen kurva
inv/km

Il

uppmatta varden (ur FoB 65)
teoretiska varden

100000

50000 -

LR Centrumavstand

1

5.0 10.0 15.0 20.0 25.0 rkm

FIG. 2.4 Nattbefolkningens fordelning i Stockholm &r 1965 med
hénsyn till avstdndet frédn centrum.

Befolkning/km-intervall G(r) = 38000r . e—0.139 I ekvation for heldragen kurva
G(r)
inv/km A —— = uppmatta varden (ur Regionplan 70)
-—~- = teoretiska varden
100000+

50000}

L i)

Centrumavstand

5.0 10.0 15.0 20.0 25.0 rkm

FIG. 2.5 Nattbefolkningens beréknade fdrdelning i Stockholm
dr 1985 med hinsyn till avsténdet frin centrum.
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Befolkning/km-intervall Kompakt
Gfr) G(r) = 32420r . e—0105r , ekvation for heldragen kurva
lnv/km“ —— = uppmatta varden (ur Regionplan 70)
---- = teoretiska varden
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100000+ -
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.
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FIG. 2.6 Nattbefolkningens berdknade fordelning i Stockholm
&r 2000 med hénsyn till avstdndet frédn centrum fér alternativet
"Kompakt stad".

Befolkning/km-intervall G(r) = 35500r . e—0.129r , ekvation for heldragen kurva
ic:;(\:;km —— = uppmatta varden (ur Regionplan 70)
4‘ ---- = teoretiska varden
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=<4 l i
& 1
#
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|
|
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FIG. 247 Nattbefolkningens berédknade fdrdelning i Stockholm
4r 2000 med hénsyn till avsténdet frén centrum for alternativet
"Utstréckt stad'".



huvudvarianterna av perspektivplaner fér Stockholm &r 2000 som
presenteras i Forslag till regionplan 1970 for Stockholmstrakten.
Man ser att tidsutvecklingen av. A och b sker relativt jémnt
under perioden, men kurvorna doljer delvis det faktum att anpass-
ningen till Clarks formel fdrsdmras avsevirt under perioden. Det-—
ta férhdllande, som kan studeras i de fdljande kurvorna, beror
huvudsakligen p& att en av bashypoteserna fér modellen satts ur
spel - Stockholm kommer &r 2000 att vara en trekédrnig stad om

regionplanefdrslaget foljs.

2.6 Markovked jor

Teorin fér Markovkedjor kan ibland vara védrdefull vid studium av
dynamiska férlopp. I detta kapitel ges dédrfdér en kort introduk-

tion till detta &mne, &tfdljd av ndgra enkla exempel.

L&t X(t) vara en stokastisk process. Om processen uppfyl-

ler sannolikhetssambandet

P = X ), = = =

(x(t ) = x | B =8 o o ¥iba k= )

= Pl L=, | %Y== )

dvs om all information om tillstd&nden fore tiden t ar be-

16 i
tydelselds for sannolikheten att processen skall befinna sig 1

tillsténdet X vid tiden tn betingat av att hela processens
férhistoria &r kénd, s& sigs den ha Markovegenskapen. En sé&dan
process har alltsé inget minne i den bemdrkelsen att endast nu-
vérdet spelar ndgon roll foér den framtida utvecklingen. F&ljande

indelning &r vanlig:

tiden ®(t)
diskret kontinuerlig
diskret diskret M-kedja diskret M-process
kontinuerlig M-kedja med kontinu-— M-process med konti-
erlig parameter nuerlig parameter

Som ett enkelt exempel p& en diskret Markovkedja betraktas en
person som vill byta bostad i en stad. Denna indelas i tre om-

réaden:

34



1. 1ty
2. halvcentralt

3. <forort

Personen antas fran bdrjan bo t ex halvcentralt. Om
qi(n), 1<i<r,n >0, betecknar en sannolikhetsfdrdelning
dver r tillstdnd efter n steg av processen, innebdr antagan-
det att radvektorn q(0) = (0,1,0).

Bostadsvalet antas ske med vissa fasta sannolikheter enligt

féljande matris (kolumnerna anger flyttningsort, raderna bostads-

ort).
‘% %. 0 bor i city (c)
Be i L B bor hal tralt (
> L L or halvcentralt (hc)
1 k 1 bor i férort (f)
R 2 L
c he f

(flyttar till)
dvs om personen bor t ex i centrum, &r sannolikheten att bo kvar
3/k, sannolikheten att flytta till halvcentralt lige 1/L4 och
sannolikheten att flytta till férort 0. Elementen i matrisen
utgdrs alltsa av 6vergéngssanno%}kheter av typen iy =

= P(x(n+1)=k |x(n) = i), d&r E
k=

o = e PR -
1plk 1 allas en sto

kastisk matris.
Om ligenhetsutbudet &r slumpvis fordelat, kommer sannolik-
heten att personen accepterat ett anbud i de olika omrédena

efter en omgings s&kande att bli

g i _
R
= o 1 ki s M T 0 hi A
Q(1)—(O1o)-2 L N "(2 L l+>
1 3 1
L b 2 L

Allmént transformeras sannolikhetsfdrdelningen varje omging som
q (n+1) = a(n)P. Om personen sker bostad i minga omgdngar kom-
mer till slut g(n) inte att férandras, utan Svergd i en sta-

tiondr férdelning &ver tillsténden. Denna kan fés som l&sningen

till a = QP, dir a 4r den stationdra fdérdelningen.
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ot B =l
i e
tyder att chansen &r T7/11 att personen bositter sig i city, 3/11

I detta enkla exempel blir a = ( ), vilket be-
att han bor kvar och 1/11 att han flyttar till fdrort.
Markov-kedjor med kontinuerlig tidsparameter &r vanliga
bl a i samband med befolkningsprognoser. Hir m8ste man i stidllet
fér &vergangssannolikheterna Py anvidnda Overgdngsintensiteter
I Under ett litet tidsintervall dt &r sannolikheten att
hoppa till ett annat tillsténd 8 dt (i # k). Sannolikheten for
tvd eller flera &verglngar frsummas. Om sannolikhetsférdelning-

en 6ver tillsténden vid en viss tidpunkt &r qk(t) kommer &ver-

géngsekvationerna att bli

qu r
rrapal BP0 Jh T
1=1
r
A =1{ a. } kallas en differentiell matris och har § a. = 0.
1k k=1 1k

I en fodelse- och dddsprocess antas }: a:p = 0, varfor endast
li-k}> 2
6vergédngar mellan tva ndraliggande tillstdnd blir mdjliga.
En tillédmpning av denna teori pd en befolkningstithetsmodell
dr foljande. Dela in den studerade staden, som har o#ndlig ut-

stréckning, i ringar numrerade 0O, 1l...

Xi(t) = antalet boende 1 ring i vid tiden t.

E { Xi(t) } o= mi(t) = forvéntat antal boende i ring 1i.

o

Staden har N 1innevénare vid tiden t=0, s& att & mi(o) = %
1=0

For ett litet tidsintervall dt giller

Aidt = fodelsesannolikhet 1 ring 1

uidt = dddssannolikhet 1 ring 1

7idt = sannolikhet f8r inflyttning utifrdn till ring i

vidt = sannolikhet fOr flyttning till ring i-1 frén ring i
nidt = sannolikhet for flyttning till ring i+1 frén ring i

Det visar sig att

dm,

ok
— ._ .+ .— .— P = + 3
= (Al iRV nl) m.(t) + v
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Féljande antaganden gbrs for att firenkla modellen:

A. —u. + ¥ . =a oberoende av t
2 T il

\V =————-—-\’——-—— n =———Il—-—
i 7 (21i+1) H T or (21+71)

Det fdrsta antagandet &r ett grovt antagande, som séiger att det
befolkningstillskott som hirrdr frén fédelser, dédsfall och in-
flyttning frén andra omrdden &r likformigt férdelat pé ringarna.
Antagandena om v. och n; innebiar, att sannolikheterna att

flytta indt och utdt frén en ring bada &r omvént proportionella

mot ringens yta.

Det &r i princip mdjligt att 1ldsa mi(t) numeriskt direkt

1}
o
-

ur differentialekvationen ovan. Om man dock antar att o
dvs stadens invanarantal inte &andras, kommer m{(t) att g& mot
en stationdr fdrdelning efter léng tid, som resultat av flytt-
ningsmekanismerna mellan ringarna. Om p, = mi/N kan man visa

att den stationdra fordelningen blir

Insdttning av antagandena ovan ger att

2 .
_N(1 =p) T ¢ % _n
m, = ——T—:TE—— (Pi+1)p dar o = S

Under samma antaganden som ovan om stadens utstréckning och in-
delning kan man visa, att Clarks formel i maximum-likelihoodtapp-
ningen som estimat for antalet boende per ring ger

-bi

=5
n. =_1\1L_1___'€____)__ . (2i+‘]) e

1-e

Man ser direkt att fullsténdig Overensstimmelse mellan de bdda

resultaten f&s om p = e @ 3

Darmed har visats att det &r mdjligt att hérleda Clarks
formel &ven genom resonemang om flyttningsmekanismer i en stad.

Harledningarna &r lika i s& métto, att det som styr befolknings-—



t&thetens utseende antages vara avstdndet till centrum. Uppritas
n

det ovan gjorda antagandet i diagramform (kvoten idr den

intressanta storheten) fir man FIG. 2.8. £
Huruvida &verensstédmmelsen mellan de bada resultaten &r en

ren tillfallighet &r det svart att uttala sig om. Dock bdr er-—

inras om att den senare hérledningen bygger p& ganska ménga for-

enklingar och antaganden.

2N En trafikmodell, som utnyttjar Markovteknik

D& parametrarna i gravitationsmodellen &r tidsberoende, och
kalibrering kréver omfattande arbete, har forsdk gjorts att upp-
stdlla alternativa modeller.

I en s&dan modell, behandlad i Horstmann (1970), beskrivs
trafikflodet med hjélp av Markovteknik. Modellen bygger pa an-
tagandet, att en bilist som befinner sig i ett visst omrdde i en
stad, vdljer nista resmdl efter vissa fasta sannolikheter, obe-
roende av tidigare val av resmdl. Overgdngssannolikheterna Py
antages alltsd kénda, och om man dessutom kinner totala antalet
bilar i staden vid en viss tidpunkt kan trafikstrdmmarna bestim-
mas.

Bilarnas initialférdelning q(o) p4i omrédena antages given.
Komponenten qi(o) t ex betyder andelen bilar i omrdde 1. T
dr totalantalet bilar i de n omradena. Utvecklingen av proces—
sen tinkes sd, att samtliga bilar gdr en resa. Harefter beriknas
det antal resor som féretagits mellan olika omr&despar och bilar-—
nas nya férdelning Gver omrédena bestéms. Detta férfarande ténks

genomfoéras N génger, dir N &r medelantalet resor per bil och

dag.
nij{k) = antalet resor mellan i och J 1 omgéng k
qi(k) = andelen bilar i omrdde i efter omgdng k
Nij = totalantalet resor mellan 1 och J
n n
a.(k) =2 n..(k) =12 q.(k-1)p
4 joud, 48 =1t =
N
N.. =T« §n .0k)
1J n )
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3p

Y

1 io ringnr /7

FIG. 2.8 Kvot mellan sannolikhetstétheterna for flyttning till
ring i frédn ring i-1 och for flyttning till ring i-1 frén ring

i som funktion av avst8ndet till centrum (representerat av ring-
nunret ).

39



Under allminna antaganden om P55 kommer q(k) att gd mot en
stationdr férdelning q efter relativt kort tid. Kinner man den
stationdra fdrdelningen behdver man bara genomfdra schemat ovan
en géng och fir direkt resultatet att Nij = NT - as pij 5 Q&Y
a; dr den stationdra foérdelningen. Jamfdrelser mellan observe-—
rade resefrekvenser och Markovmodellen ger godtagbar Overensstim-—
melse.

For att kunna gbra en prognos for trafikflodet i framtiden
krédvs prognostisering av. N och T, som kan f&s med vanliga
prognosmetoder. Matrisen P &r svédrare att uppskatta, speciellt
om man vill géra det utan tillgéng till resematriser. I artikeln
foreslds en metod som anviénder uppskattningar av restider for

att sbka en uppsattning pij , som gor kvoten mellan entropifunk-

tionen H=- L I q. p.. log p.. och medelrestiden t =
iy 1A 23
= % ¥ q; pij tii s& stor som mdJjligt. Man blir fér att uppné
203 i

godtagbar Overensstémmelse med observationerna tvingad att kor-
rigera restiderna for korta avstdnd. D& denna del av arbetet
faller utanfér ramen for denna framstéllning kommer ingen ytter-

ligare diskussion dérom att fdras.

2.8 Simulering av lokaliseringsfdérlopp. En Monte—Carlo-

modell for befolkningstithet

Simuleringsmodeller utgdr ett, &tminstone utomlands, vanligt
hjédlpmedel vid studier av lokaliseringsfdrlopp i stadsomriden.
Ytterst &ar denna popularitet ett uttryck fdr insté#llningen att

de urbana lokaliseringsférloppen &r sd komplicerade att analy-
tiska ldsningar inte kan komma i frédga. I en simulering fdrsdker
man 1 stdllet, efter en teoretisk analys av de faktorer som pa-
verkar lokaliseringsmdnstret, att studera resultatet av samspelet
mellan dessa genom av slumptalsdragningar styrda datamaskinkor-
ningar. I en dkta Monte-Carlo-modell avgérs alla beslut genom
slumpningar ur skilda sannolikhetsfdrdelningar och fér att fa

pédlitliga resultat kridvs vanligen ett stort antal upprepningar.

Ett enkelt exempel pd en simulering &r ett fdrsdk av Pedersen
(1967) att férklara Clarks formel fér befolkningstétheten med
hjélp av flyttningsmekanismer liknande dem som tidigare behand-

lats hér. Han gér fdljande - pd studier av Kdpenhamn byggda - an-
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taganden om migrationerna inom en stad:

1. Flyttningsfrekvenserna avtar kvadratiskt med flyttningens
léngd.

2. Totalantalet flyttningar frén ett visst omrdde &r pro-
portionellt mot antalet boende (alla omrdden lika stora).

3. Sannolikheten att flytta till ett omréde &r proportionellt

mot ytan och oberoende av befolkningstétheten i omrédet.

Frdgan som skall belysas &r huruvida befolkningstétheten kommer
att utveckla sig till en negativt exponentiell t&thet om man
tilldter bosdttning utanfdr stadsgrénsen pd en tidigare sluten
stad med hog t&thet. Modellen utgdr ett Monte-Carlospel med

reglerna:

1. Staden har N innevénare, fran bdérjan bosatta i de fyra
mittersta rutorna. Befolkningen &ndras inte.

2. Varje invdnare fdorses med ett flyttningsfdlt, sddant att
sannolikheterna att flytta 1, 2 respektive 3 rutor bort for-
héller sig som 9 : 4 : 1. Man flyttar hogst 3 rutor varje
gdng. Varje ruta i flyttningsfédltet numreras och tilldelas
1, 4 eller 9 numrerade brickor allteftersom den ligger i
ring 3, 2 eller 1.

3. Spelet uppdelas i tidsperioder, s& att 5% av befolkningen
flyttar i varje period. Var tjugonde person mérks, och flytt-

ningsdestinationen best&ms enligt 2.

Resultatet visar, att det finns en tendens att titheten efter
manga omgéngar nirmar sig en negativ exponentialkurva. Det in-
tressanta med modellen &r att den antyder att man kan f& fram
exponentialkurvan utan de antaganden om centrums attraktion som
gérs i andra modeller, och i stédllet grunda hirledningen pa

flyttningsmekanismer av allmin karaktér.

2.9 Nigra anmirkningar om "Urban Dynamics"

Den hittills mest ambitidsa simuleringsmodellen fdr det urbana
systemet, utvecklad av Forrester (1969) i Urban Dynamics, gbr i
sjélva verket inte sk&l for beteckningen - om man med en simule-—

ringsmodell menar att slumptalsstyrning forekommer. Diremot &r
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den en simuleringsmodell i1 den meningen, att den forsdker av-

bilda hela det komplexa urbana systemet i1 laboratorieskala, och
med datamaskinens hjalp studera systemets tillvaxt, forfall och
aterupplivning, och den ar alltsd en simuleringsmodell i ordets

reglertekniska betydelse.

I reglersystemet ingdr 20 tillstdndsvariabler (eller niva-
variabler) och ungefédr lika minga flddesvariabler. Dessutom finns
ett stort antal konstanter, och det hela knyts ihop av ungefir
300 ekvationer. I systemet finns dessutom inbyggt tidsférdrdj-
ningar pd upp till 20 &r och ett antal positiva feedback-slingor,
vilka huvudsakligen &r belastade vid systemets tillvixt. Ocksd
tidsfordrdjningarna foérlorar 1 betydelse 1 jdmviktstillsténdet.

Alla variabler i omrddet antas ha vissa borvirden, som be-
ror pd stadsomrddets storlek. P g a systemets dynamik kommer av-—
vikelser fran dessa att forekomma beroende pd det aktuella till-—
stdndet. En grundtanke &ar, att ekvationerna som relaterar de
olika tillsténdsvariablerna till varandra, i stdrsta mdjliga min
bdr vara multiplikativa. For detta anges tva skdl. Det forsta &r
att andringar 1 multiplikatorerna bor fdrstarka varandra, si& att
den samlade effekten av en liten Okning i alla de 1 ett samband
ingéende variablerna &r stdrre &n summan av Skningarna. For det
andra sigs det vara av vikt att om en variabel i ett samband blir
ndra noll skall hela uttrycket fdlja med. Detta stora reglersystem
utgdr enligt Forrester ett si komplext system att det inte kan
beddmas efter samma mattstock som de enklare reglersystem, som
vi &r bekanta med frén naturvetenskaperna. F&ljande sammanstdll-

ning av synpunkter gors.

Komplexa system &r sddana att

1. de reagerar mot intuitionen

2. &r forvanansvdrt okédnsliga for &ndringar i &tskilliga system-
parametrar
motverkar policy-dndringar
innehdller viktiga omslagspunkter fréan vilka kraftiga &nd-
ringar stralar ut i systemet

5. motverkar och kompenserar externt palagda korrektioner genom
att reducera den internt genererade korrektionen

6. reagerar ofta pd motsatt sitt gentemot en policy-éndring pa
kort och lang sikt

T. tenderar att vara ineffektiva.
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Huvudanledningarna till dessa negativa egenskaper hos ett komplext

system sdgs vara att

1. det finns béde positiva och negativa feedbackslingor som kan
vara multipla

2. det &r fréga om ett olinjirt system. Dessa olinjariteter kan
géra en feedback-slinga styrande for en stor del av systemet
vid en viss tidpunkt, varefter den snabbt kan fdrlora sin

styrande verkan.

Forrester sldr slutligen ett slag fér simuleringsteknik och hav-
dar att olinjariteter blir latthanterliga bara man slutar att
kriva analytiska ldsningar till ett problem. Detta skulle med-
féra att uppmirksamheten fdérdes bort frén de hoppldsa uppgifter-
na att estimera parametrar i sociala system och fokusera intres-

set pd de viktigare frégorna om struktur och dynamik.

2.10 Sammanfattning

Denna framstdllning har i huvudsak bestatt av tre delar. I den
férsta gjordes ndgra forsdk att gdra en Oversikt Sver predik-
tions- och prognosproblem i beskrivande (inklusive férklarande)
modeller. Ambitionen var att forsdka ge en bild av vilka metoder
som anvindes i prognos— och estimationssammanhang och ndgot be-
réra de problem som uppkommer nér bade rums- och tidsdimensionen
bér beaktas. Problemet &r relevant darfdr att &ven i planerande
modeller och optimeringsmodeller - vilka mdste anses mera lamp-
liga att anvénda vid studium av dynamiska forlopp - kravs att
vissa variabler (kapaciteter, arbetstillféllen, befolkningssiff-
ror, kostnader) prognostiseras med hjélp av ndgon av de diskute-

rade metoderna.

I den andra delen gavs ndgra exempel pé alternativa an-
greppsséitt pd lokaliseringsproblem &ver tiden, grundade p& andra
metoder 4n de klassiska regressionsanalytiska. Framstdllningen
r i detta avsnitt framst avsedd att visa hur ett speciellt pro-
blem, nimligen det att beskriva befolkningstétheten i stort 1

stadsomrdden, kan angripas pa olika sitt.



Den avslutande delen redovisar ndgra synpunkter och exempel
pé simulering av lokaliseringsfdrlopp, med dels en simulerings-
modell for ett begrénsat problem, dels en total modell av det
urbana systemet sett som ett komplext icke-linjért reglersystem.
Denna modell leder till en del anmidrkningsvarda resultat, vars
tolkning i hdg grad kan diskuteras. Man frégar sig om det &r
rimligt att bygga modeller av denna storleksordning, dir man in-
te kan Overblicka de forenklingar som modellbyggaren fort in i
sina ekvationer och darfdr inte kan vara séker p&, att modellen
reagerar mot intuitionen d&rfdr att verkligheten gor det, eller
att orsaken trots allt ligger i implicita fdrenklingar i model-

len.
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T
3 TEORI FOR OCH BESTAMNING AV NYTTOFUNKTIONALER

3L Grundléggande begrepp

Om man léter en person B — beslutsfattaren - vdlja bland négra
bestidmda alternativ och observerar vilket han tar, anses detta
avsldéja B:s preferenser och ddrmed hans nytta av alternativen.
Omvant vill man med hjédlp av nyttobegreppet kunna férutsaga B:s

handlande 1 liknande valsituationer.

I det f6ljande skall vi forutséitta att midngden C av alter-—
nativ ¢ 4&r stor, vilket gbr det lémpligt av matematiska skial

att anta, att alternativen dr kontinuerligt ménga. Om B har

syftet med valet klart for sig, kan han konstruera en modell av

valsituationen och ddrmed specificera en uppsdttning attribut

al,:ael, som han anser &r sarskilt viktiga hos alternativen. In-
[

dexmidngden I 1innehaller minst ett element och kan ha upp till
kontinuerligt m8nga. Med andra ord gidller att modellen ger en

avbildning elementvis definierad som:

(e — 1 -
o

ael

dar pilen ( » ) skall uppfattas som en elementvis tillordning

och dar symbolen T &r ett produkttecken som anger att alla
attribut skall tagas med.

Vidare antas att varje attribut a, ar kvantifierbart - en-
ligt modellen — med ett reellvirt mitetal x(a). Elementvis

férutsidtter detta en avbildning:

3

a ——x(a) €R

dadr R Dbetecknar de reella talen.

Sammansdttning av avbildningarna ger:

1En funktionals argument &r en funktion och motsvarande varde &r
ett reellt tal.
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Modellen anger siledes fér varje alternatiy c _en reellvéard

funktion X,

& BT S e—————ee L) € R
c c

dar med I © o menas samma sak som o €I. Funktionen X, ot 2

ordnar numret hos ett attribut det numeriska virdet xc(a).
Mot alternativmingden C svarar sdlunda funktionsmingden
t=91x | e€gl

c

L&t oss forutsitta att beslutsfattaren B:is valmekanism

kan beskrivas av en reellvédrd nyttofunktional u.

u: X—>R

vilket innebdr, att varje alternativ c tillordnas ett reellt

tal u(xc) som anger B:s nytta. En pil ( - ) anger en inte

narmare specificerad tillordning mellan tvé méngder.

Det kan mycket vdl hénda att flera nyttofunktionaler ger
samma beskrivning av B:s val i enlighet med vart férutsdgande
syfte. Av detta skdl bildar vi en lémplig klass U av nytto-
funktionaler, i vilken vi senare skall infdra ett antal ekvi-

valensrelationer S - eller skalor. Dessa kan representeras med

en motsvarande miangd transformationer F med element f.

£ & Pl

under vilka ekvivalenta nyttofunktionaler &verfdrs i varandra.

Sammanfattningsvis visas ett diagram i vilket de viktigaste be-

greppen ingér:
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¢ Alter-
nativ-
méngd
igi;ﬁ’ Modell
Y
HE X Funk-
BLons- S Skala
mangd
uevu
Reella Y Representa-
talen R tion
Y
fekr Transforma-—
v V tionsméngd
R 8] Mangd av
nyttofunk-
tionaler

FIG. 3.1. Beslutsfattarens modell ger en avbildning av méngden

C av alternativ pd funktionsmingden X. Varje funktion x€X é&r
en avbildning av indexmingden I in i de reella talen R. Detta
representeras pd figuren genom att x stdr mitt fér pilen mellan

I och R, medan x samtidigt visas vara element i X. Av samma skil
stédr nyttofunktionalen u mitt f&r pilen mellan X och R och trans-
formationen f mitt for pilen mellan U och U.

Axiomet om nyttans omdttlighet

Vi infdér partialordningen < pd funktionsmingden X pa fdljande
satt: x1-< x2 betyder att x1 domineras av x2 , dar X, och
X, € X om Xl(u) # x2(u) for alla o € I.

Om x1-< X, » och om det finns ett o 1 I sédant att

(a), sdges x strikt domineras av x,.. Axiomet om
2 1 2

nyttans omdttlighet sédger att om X, strikt domineras av X5 s
Js

x1(a) < X

s8 giller att u(x1) < u(x2

Begreppen konvex och konkav

Nyttofunktionalen wu:s graf { (x, u(x)) | x €X } 4&r en del-
méngd till méngden X x R.

Med wu:s epi-graf menas { (x,s) | x €X & s €R &
s > u(x) }, dvs alla element ovanfdr u:s graf, sett léngs R.
Epi betyder péd, ovanfdr och graf betyder kurva, dvs omrddet ovan-
fér kurvan. Funktionalen u s&ges vara konvex om dess epi-graf
dr det, vilket innebdr att om tvd punkter (x1, s,) och

1

(x2, 32) ligger i epigrafen, sd gbr &ven punkterna A(x., s.) +

R



(1-%) (x5, s5)5 0 £ A < 1 det. I detta fall krévs uppenbarligen
kontinuerligt minga alternativ svarande mot Ax] + (1 - A)xz,
0 < A < 1. Komplementet till en konvex méngd &r konkav.

Ett vanligt antagande om nyttofunktionaler &r att de &r

konkava.

Exemplifieringar

I exemplen 1 och 2 nedan innehdller indexmingden I endast ett
element o En naturlig inbdddning av funktionsméngden X 1 R
fés genom identifiering av avbildningen X.
x : a—x(a_) ER

o o

med dess bild x(ao). Geometriskt representeras alternativet c

via funktionen xC med en punkt xc(uo) pé reella talaxeln.

1. Antag att u &r 2 ggr kontinuerligt deriverbar.

Nyttans omidttlighet uttrycks i detta fall med att marginal-

5
du(x) | 5. on gessutom SMEL ¢ g avs fallet att

dx dx2

marginalnyttan &r avtagande, & u konkav.

nyttan

2. Antag att B &r en kommun, syftet med vdljandet &r att léng-
tidsplanera bostadssektorn, endast attributet markreserv &r
relevant och kommunens nytta ir en léngsiktig valfrihet i
markdispositionen. Det &r klart att ométtlighet géller inom
ramen fOr given markareal, eftersom stlOrre markreserv ger
stérre valfrihet pd léng sikt. Antag att kommunen B st&lls
infor ett lotteri, didr markreserven X, har sannolikheten
A, och markreserven X, > X, har sannolikheten i-A, dé&r
0.8 o5 1s

Det &r svart att ténka sig en kommun, som skulle fOre-
dra lotteriet framfdr det sédkra alternativet X3 = Ax] -
(1-A)x2, vilket medfdr att nyttans epi-graf &r konkav, och

dédrmed att nyttofunktionalen &r konkav. I annat fall skulle

B vara villig att betala fOr spadnningsmomentet vid lott-

ningen, se Raiffa (1968) p. 94-96, fdr en nérmare diskussion.

Man kan se lotterifdrfarandet som ett praktiskt test

pd konvexitet.

49



Nytta

u:s epi-graf u:s graf
S Nyttan av sakert

utfall

Lotteriets nytta

> Markreserv x

FIG. 3.2 Exempel pd nyttofunktional, kommunalt markinnehav.
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3. LAt alternativet c¢ vara ett samhdlles utveckling under en
femdrsperiod. Attributet a, kan vdljas som det ekonomiska
tillstdndet vid tidpunkten o , 0 < a < 5 &r. Métetalet for
2 definieras som konsumtionsintensiteten x(o) 1 kr/sek
vid tidpunkten a. Mot varje alternativ c¢ svarar sdledes
en tidsutveckling av konsumtionsintensiteten x. Nyttofunk-
tionalen u avbildar tidsutvecklingen x p& valférden u(x);
i detta fall kan vi valja

>

u(x) = J log x(a) da = S log x(a) da.

(xéh 0
Alternativt kan tidpunkten o beteckna &r nr o under femdrs-
perioden. Indexmingden I innehdller i s& fall 5 element.
Vi kan tolka x(a) som konsumtion i kr under &r nr a.
Ett mdjligt matt pd valfdrd &r u(x) = min x(a).

aEL
Skalor

I méngden U av nyttofunktionaler infér vi nu en ekvivalensrela-

tion S med hjdlp av en médngd F av transformationer som over-

fér nyttofunktionaler i varandra. u &r delelement i U. Axiomen

fér ekvivalensrelationer ger fdljande krav pad F :

1)

Reflexivitet : u S u géller fér alla u €U, eller annorlunda
uttryckt: Varje nyttofunktional u skall std i relationen
S till sig sjdlv. Det finns séledes en identisk transforma-
tion, 1 € F, sé&dan att sammans&ttningen 1 ou didr o &r
en symbol som betecknar sammansittning &r definierad och lika
med u for alla u € U.

Det &verldtes &t lisaren att bevisa, att 1 &r den

enda identiska transformationen i F.

Transitivitet : fo6r alla u, v, we U medfér u S v &
vSw att usSw giller.

om f, ge€F och v=Ffou & w=gov giller fas
genom upprepad sammansittning w=go v =go (f ou) =

= (g o f) ou. Transitiviteten krédver att g o f € F.



3) Symmetri : for alla u, ve U medfdr u Sv att v Su
gidller.
Om fe€F och v =7Ffou, si& existerar en transforma-
tion h €F séddan att u =h o v.
Harav foljer att v=fou=fo(hov)=(foh)ovw
och analogt u = (h o f) o u.

Séledes gédller f o h=ho f =i, eftersom i &r unik.
Anmarkning: I allmfnhet gidller inte att f o h =h o f.

Fér att kunna &skddliggora transformationerna grafiskt gor
vi féljande konstruktion: Nyttofunktionalen wu:s bild av funk-
tionsmédngden X skrives wu(X), definieras som u(X) =
= { u(x) | x € X }, och 4r en delmingd till R. Mot varje alter-
nativ ¢ svarar en punkt u(xc) pé reella talaxeln.

N&r tva nyttofunktionaler u och v &r givna, lidggs deras
bilder av X vinkelritt mot varandra lings var sin reella tal-

axel. Transformationen f:
f:@ruv—mm>v § u,veu
representeras s8ledes av avbildningen ¢ :

¢ : R 3u(x)—>v(x) e R.

Eftersom ¢ 4&r en reellvérd funktion av en reell variabel, kan
den 18tt &skddliggdras med hjilp av en graf Gf =
= { (u(x), v(x)) | x€ X} i det sdlunda uppkomna reella tal-

planet.

Nedan foéljer definitioner pa ndgra anvinda skalor sdsom ab-
solut—-, kvot—, intervall- och ordinalskala. Medtagna alternativ
kommer for enkelhets skull att numreras i stdllet for att namn-
ges med c, d, ocsv. Till alternativ 1 hor sdledes funktionen

X, vars varde &r u(x1).

Absolutskalan tilléter ingen frihet, endast den identiska av-—

bildningen i € F duger. Enligt FIG. 3.3 kan detta &skddlig-

géras av att u(x) avbildas pd v(x) via en 45° rat linje

i = { (u(x),u(x)) | x ex }
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genom origo. Hir gdller tydligen att v(x1) = u(x1),v(x2) =

) = u(x3). Ett exempel &r penningméngd métt i

= u(xg) och v(x3

kr.

Kvotskalan Ar invariant under multiplikation med positiva reella

tal a. Avbildningen sker via den rata linjen

6, = { (u(x), au({x)) | x€eX &a>01}; seFIG. 3.L.

Hirav inses, att = 3 dvs att kvoten &r
i) )

ofdrandrad. Ett exempel &r penningmingd. Vid odvergéng frén kr

till o6re & a = 100.

Intervallskalan hdller kvoten mellan intervalléngder konstant.

Avbildningen sker via den réta linjen

G, = { (u(x), a-u(x)+b) | x €X & a>01} . seFIG. 3.5.

Harav féljer att:

V(X3) & v(x2) : a u(x3)+b - (a u(x2)+b) a u(x3) - a u(xg) )
V(Xg) - V(X1> T a u(x2)+b - (a u(x1)+b) a u(xg) - a u(x1) i
o oulxg) = ulx,)

u(x2) - u(x1)

Skalan #r bestZmd s& ndr som pd en positiv linJjédr avbildning
(se definition av Gi i FIG. 1.5). Som exempel kan tas subjektiv
ljudstyrka. Vi upplever kontraster i ljudnivén men fOrnimmer
ingen absolut nollnivd. Buller méts i dB, dvs i absolut skala,
vilket medfdr att sddana mitningar knappast ar det relevanta
méttet pd personligt obehag.

FSr en enskild beslutsfattare antages i litteraturen van-

ligen att nyttan kan mdtas i intervallskala.

Ordinalskalan (rangordning) &r invariant under strikt véxande

avbildningar, se FIG. 3.6. S8ledes medfdr

) < u(x,) att

u(x3) < u(x2 1

vix.) < wix,) < v(x1) giller.



v Nytta

A G,
V(X1) — 1
v(x2) e

\
v(x3) ¥ ]
Nytta
M

ulxz) ulxy) ulxq) u

FIG. 3.3 Absolutskala, invari-
ans under identisk avbildning.

v Nytta

Nytta

u(x3) ulxo) u(xﬁ u

FIG. 3.5 Intervallskala H, in-
varians under positiva linJjéra
avbildningar.

v Nytta

A
V(x ) g Gk
V(Xz) ;
v(X3)’7 Nytta

u(x3) ulxo) ulxq) wu

FIG. 3.4 Kvotskala, inverians
under positiva linjéra avbild-
ningar med origo som fixpunkt.

v Nytta
A
Go
V(X1) -
V(X2) -
v(x3)
Lﬂytta

uk3) ulxg) ulxq) wu

FIG. 3.6 Ordinalskala, invari-
ans under strikt védxande avbilid-
ningar.
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Grafen GO ar

{ (u(x), ¢ (u(x)) | xe X}, dar ¢ &r en avbildning.

¢ : R D z—> ¢(2z) € R, séddan att 2, < 2z, med for
¢(z1) < ¢(22).
ANMARKNING
Om funktionen ¥ 1 exemplet ovan vore konkav, t ex ¥ (z) =
=Vz, z> 0, skulle dess omvandning ¥ —1(2) = 22 vara konvex.
Det gir sdledes inte att konstruera en skala byggd p& invarians
med avseende p& konkava funktioner, eftersom symmetriaxiomet for
ekvivalensrelation inte &r uppfyllt.

Steget mellan intervall- och ordinalskala kan tyckas léngt.
Man kan fréga sig vilken skala som uppnés, om man i stéllet for
kvoten vill bevara rangordningen mellan léngderna pa intervall.
Figuren som fdrklarar ordinalskalan (FIG. 3.6) kan anvdndas pé
féljande sdtt: Grafen far inte knycka av som Go gor, ty da
indras rangordningen mellan intervallen. Séledes &r en &ndring
av grafens lutning inte tilldten. Dessutom méste den vara samman-
hingande, se FIG. 3.7. Fdljaktligen &r grafen nddvéndigtvis en
rat linje och skalan en intervallskala.

Intervallskalan karakteriseras av att rangordningen mellan

intervallingderna bevaras. Som en konsekvens hérav bibehélles

kvoterna mellan intervalléngderna.

3.2 Numerisk bestdmning av _nyttofunktionalen u nér an-

talet attribut &r &ndligt

Indexmdngden I numrerar attributen a, och har enligt rubriken
dndligt mdnga element. Vid exemplifieringarna i det forsta av-
snittet (sid. 49 ) visades hur man i fallet med endast ett ele-
ment i I kunde naturligt inbddda funktionsmi&ngden X 1 R.
Samma metod ger i fallet n element i I en naturlig inbadd-
ning av X 1 B,

Nyttofunktionalen u kan pd detta sidtt representeras som

en reellviard funktion av n reella variabler, vilket genomgien-

de blir fallet i detta avsnitt. Symbolerna x och y kommer

hir att beteckna reella variabler.




I den fdéljande framst&llningen antages att nyttan mites i inter-
vallskala, dvs att mdngden F endast bestdr av sddana transfor-

mationer f, vars representationer ¥.
¥ : R———>R

&r positiva linjéra avbildningar; dvs ¥(z) = az + b, ddr a > 0.
Om man numeriskt vill bestémma u(x) f6r en beslutsfattare i
en viss situation &r det praktiskt att utnyttja ett lotterifdr-

farande vid utfrégningen. Fdrst bestéms de granser x_, och x*

*
mellan vilka Xx antages variera i den aktuella situationen.

I de praktiska fall som behandlas i Keeney (1969) handlar
det alltid om repetitiva situationer sfsom avvigning mellan
olika abonnenter i en telefonvixel eller daglig lagerbestdllning
till en blodbank.

Den subjektivistiska skolan efter Savage med Raiffa i spet-
sen hdvdar, att &ven engdngsbeslut kan gdras pd ett konsistent
s8tt med hjélp av lotterifdérfarande. Om beslutsfattaren har obe-
griansad ratt att spela pd lotteriet, borde han spela pa ett

medelvérdesriktigt sdtt, sévida han inte njuter av spelsitua-

tionen.

Risk och bestfmning av_ u(x).(Keeney (1969) Ch. 5).

Beslutsfattaren stdlls infor ett val mellan lotteriet Xy och

¥ med sannolikhet % for vardera eller kortfattat

[ Xg 3 % % x* J — och det sédkra utfallet X, Vi véantar oss

att han fdéredrar lotteriet, vilket han ocksd gor.

s | 1 | I 4
¥ + t T ¥ ——

X* X.] X3 Xn X2 X

Ddrefter gérs samma fréga men med det sikra utfallet x

5
Antag att beslutsfattaren féljer vara forvintningar och

foredrar X, Lotteriet X, % i X stdlls mot det sékra

utfallet x3, dér vi inte lédngre har en best&md uppfattning om

svaret. Efter n utfrégningar har f8ljden (xi) uppnétt punkten

X som upplevs som indifferent med lotteriet. Om x < %(x*
n

sédges beslutsfattaren ha riskaversion, vilket &r liktydigt med

att u &ar konkav.
Vill man bestémma formen pd u nérmare, kan det vara lémp—

ligt att dela in stréckan [x* y k*] i 10 lika stora intervall.

+ x*)
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v Nytta
G
v(x1) ~ (
|
V(X2) lé \
V(X3) : :k Nytta

ulxg) ulxq) U

FIG. 3.7 Grafen G har konstant
lutning. Diskontinuiteten medfdr
att rangordning mellan interval-
len ej bevaras.

Nytta

L

okande riskaversion

konstant riskaversion

minskande riskaversion

> Utfall
X

FIG. 3.9 Nyttofunktionaler vid
olika riskaversion.
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u Nytta
A
_——u:s graf
lotteriets
___—1 [ nytta
»— Utfall
Xy X1 Xn X2 X3 X X

FIG. 3.8 Lotteri:

[ %15 1723 X3].

Mittpunkten i intervallet &r xo.
Det sékra utfallet x, har samma
nytta som lotteriet. Riskaver-
sion eftersom Xp < Xp.

Utfall

v

Y1

\

FIG. 3.10 Grafisk representa-
tion av tvd lotterier (Lq, Lp)

fér undersdkning av additivitet.



For varje par nirliggande intervall testas om ett lotteri med
sannolikheten % for de yttersta &ndpunkterna i intervallparet
féredras framfdér deras mittpunkt. Dessutom kan for varje inter-
vallpar den ovan beskrivna tekniken ge den till lotteriet hdran-
de indifferenspunkten. Om mittpunkten féredrages framfor lotte-
riet for alla intervallpar, har beslutsfattaren visat riskaver-—

sion i hela intervallet, se FIG. 3.8.

Dessutom kan man bilda skillnaden mellan mittpunkten och
indifferenspunkten fér alla intervallpar. Om skillnaderna minskar,
4r konstanta respektive Okar med védxande x, uppvisar besluts-

fattaren minskande, konstant respektive Okande riskaversion.

Pratt’s riskaversionsfunktion r definieras som

och miter graden av riskaversion 1 Overensstimmelse med det ovan

sagda, se Pratt (1964). Lutningen hos u:s graf i punkten x
2
du(x . Andra derivatan nlx) g_{igLﬁl)
dx dx2 dx dx
ningens férégdring. Den relativa lutningséndringen uttrycks sa-
ledes som & u(;)f/ du(x)
dx2 dx

ligen den relativa lutningsminskningen hos u:s graf i punkten

x, se FIG. 3.9.

anges av visar lut-

. Riskaversionen r(x) anger féljakt-—

Efter denna fOrberedelse #r vi mogna att gé Gver till det
fall, dar nyttan 8r en funktion av tvé variabler. Generalisering-

en till n variabler #r forh&llandevis enkel.

Nyttooberoende (Keeney , 1969 ,Ch. 2)

Man siger att x &r nyttooberoende av y om beslutsfattarens
relativa preferenser fér olika x, nidr y hélls konstant = ¥s
ar oberoende av yo’s storlek. Nyttofunktionens form &r m a o
oberoende av vardet pa Y- Detta betyder att den &r Dbestémd
pa en positiv linjér avbildning ndr, dvs att u(x,y) = a(y) +
+ b(y)u(x,yo). Det ricker i detta fall att bestimma tre funk-

tioner av en variabel.
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Ett alternativt sitt att uttrycka nyttooberoende &r féljande:

L&t oss uppfatta variabeln y som en indexering av en familj
(eller méngd) nyttofunktioner {uy} av en variabel
u : XP———)‘uy(X) = u(x,y) s&dana att for alla Yy, uy ir en

strikt védxande funktion av X.

DEFINITION:

X &r nyttooberoende av y om alla medlemmarna i familjen {uy}

ir ekvivalenta, mitt i intervallskala. Om det dessutom géller
att y A&r nyttooberoende av x, dvs att x och y &r Omse—

sidigt nyttooberoende, kan man visa att ulx,y) = vix) + w(y) +

+ k-v(x) w(y). Man siger att u &r kvasi-additiv.

Vad géller om k? Infdér tvd lotterier L, och L, (se

FIG. 3.10) sé&dana att

o=
]

1 [(xg,yg) 5 ;(x1,y1)] och

1
2
= e
L2 {(X2,y1) > 2 2 (X1 5y2)] »

Antag att nyttorna véxer med vixande X respektive y. Man kan
visa att L1 féredrages framfor L2 omm k > 0, L1 dr in-

different med L, omm k = 0, och L2 foredrages framfor L

2 1?

omm k < O.
Antag att x &r konsumtionen under en tidsperiod och ¥y
konsumtionen under en senare tidsperiod. Vad skulle normala tids-
preferenser ge? Jémfdrelsen mellan lotterierna L1 och L

2
kan delas upp i tva steg:

s Slumpdel.
Bestém ett med L, indifferent sikert utfall (x7, y7)
och fér L. motsvarande utfall (x", y").

2
Tekniskt har jé&mférelsen &terfdérts pd tva sékra alternativ.

ii. Tidsdel.
L&t den nuvarande och framtida tidpunkten ingd i samma pla-—
neringsperiod. Eftersom konsumtionsnivéderna x och y é&r
utifran fastlagda enligt tva alternativ, kommer valet av
den ena - alternativet "bdda lika bra' kan &ven fdrekomma
- att avsldja tidspreferensen hos beslutsfattaren. I detta
fall behdvdes en ytterst begridnsad information om nytto-—

funktionens utseende.
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Ur gjorda intervjuundersdkningar med konkreta exempel framgir
att ingen person har hévdat att L1 dr indifferent med L2.

Detta antyder att nyttor &ver tiden inte ldter sig adderas.

Riskoberoende (Keeney (1969) Ch. 4)

Ett annat definitionsséatt &r:

X A&r riskoberoende av y om

rX(X’Y) = o

dr oberoende av y. Man kan visa, att begreppen nytto- och risk-

oberoende &r ekvivalenta fOr kontinuerliga nyttofunktioner.

Additivitet och homogenitet (Chakravarty (1969) p. 24)

L&t oss a&tervidnda till fallet att wu &r kvasi-additiv.
Omk = 0 &r v additiv: ulx,y) = v(x) + w(y).
Om k = 0 kan man addera 1/k till uttrycket fér u:

ulx = v(x) + wily) + kev(x) w(y) + 1/k =

= = (kev(x) + 1)(kew(y) + 1) = v(x) w(

eftersom &ven Vv och w &r bestidmda p& en positiv linjdr av-

bildning néar.
Man kan fréga sig under vilka avbildningar

f : u—f(u)

u bevarar sin additiva form u(x,y) = v(x) + w(y). Additiviteten

2
medfdr att e = 0, vilket &ven krévs for
X0y

T 8 in;——' =0 Omskrivnin, 7

50K Oy ’ UG 8=

2 2

i = Q_.( QH.QE.) = du df Ou du _d df _
ox 9y dx = 0y du dx dy du 3y 9x du du

__3211 af +i1ia_U_d2f

0x 9y du dy 0x du2

Eftersom bdda blandade derivatorna = 0 och g%- och %ﬁ' antages
2

> 0 H£8s g—% = 0, vilket leder till f(u) = au + b, ddr a > 0,
du



om samma rangordning mellan alternativen skall bihehdllas. I
det multiplikativa fallet ersdttes u och f med log u respek-

tive log f och resultatet blir f(u) = beu?.

Nedanstéende avsnitt om homogenitet finns i Chakravarty
(1969) p. 26-27, men med tryckfel och en underlig anvéndning av
kedjeregeln.

L8t x och y vara konsumtionen vid tvé tidpunkter.

Antag att u(x,y) = v(x) + w(y) &r homogen av graden k, dvs att

u(ax, Ay) = AF u(x,y) f£ér A > 0. Vad medfdér detta antagande?

: av(x) , dw(y) _ dv(ix) dw(Ay) i
SV =
Identiteten 3 / ; ; / 3 gidller p g a

homogeniteten. En omférdelning ger

av(ax) aw(ry)
dx _ dy
av(x) = aw(y)
dx dy

Derivera bdda sidorna m a p \. Studera speciellt —Q'V(Ax)

dx
da d_ 8.4 _ 4 d(ax) dv(xx) _
G ax Tl = o S VRIS e B Al
2
i [eiy] - <t B
X X X d(}\X)e
N dv(Ax) . d2v AX)
alax) d(kx)g
Satt speciellt A = 1, vilket ger
d2v d2w
ax® dy® a av d dw
+ = = + —_ = = = =
1 X av 1 Yy aw eller x T log 1% y ay log e
dx dy

Jémfér med definitionen av Pratts riskaversionsfunktion! Lik-
heten utséger, att elasticiteten i marginalnyttan &r densamma

vid bdda tidpunkterna. Séledes fés

d dv av
— 1 =Y = L §
x ix og = o] log vies q log x log a
dv  _ -q - _a 1=g
GV = i) =P
= a x v(x) (x) T-a + Db eller
vix) = —l—-x1_q. Ekvationen visas 1 FIG. 3.11, v 4&r diar be-

I=d

stdmd pd en positiv linjér transformation nér.
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v:s graf
0<g<1

Utfall x

FIG: 311 Additiv och homogen nyttofunktional.

Utfall vid tiden ty

» Utfall vid tiden tq
Y y* vy

FIG. 3.12 Lotterier for bestimning av nyttofunktionalen, da
alternativen beskriver utvecklingar 6ver tiden.
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33 Kvalitativ bestémning av nyttofunktionalen u, nir

alternativen beskriver utvecklingar &ver tiden

Alternativ som beskriver tidsutvecklingar har kontinuerligt
manga attribut. Om endast en egenskaps tidsutveckling &r in-
tressant medfdr detta att indexmingden I d& antingen &r R

vid o#ndlig tidshorisont eller intervallet [O, T] CR vid &nd-
lig horisont. Nir egenskapen &r uttryck foér ett lager eller be-
stdnd som t ex konsumtion, &r odndlig tidshorisont det naturliga
valet. Emellertid kan utvecklingen under tiden (T, ) erséttas
med ett randvillkor for tidpunkten T, angivande besténdet vid
denna tidpunkt.

Antag att egenskapen ifrdga &r konsumtionen i ett land och
att beslutsfattaren &r dess finansminister. V&l] indexmingden

T a0l [ O T] CR och x som konsumtionen
x : I——>R.

Vilken form bdr funktionalen u anta fér att pd ett rimligt

satt spegla beslutsfattarens preferenser?

M6jlig form pa funktionalen u

LAt oss &tervanda till fallet tva attribut, ddr u 4&r en reell-
vird funktion av tv& variabler y och z, som anger konsumtions-
intensiteten vid tva tidpunkter t, och t,, dar t, < t,.

En empirisk bestdmning av u skulle kunna g& till pd fdéljande
satt:

Fér bdda tidpunkterna t, och t, bestéms undre och &vre
grins fér konsumtionsintensiteten: ¥, och y* respektive 1z,
och z¥. Eftersom vi bara studerar mycket smd intervall kring
tva tidpunkter i intervallet [ 0 T ] behdvs ingen budgetrestrik-
tion i vArt fall; den lagger vi endast pd hela intervallet. Vi
bér alltsd mita upp hur beslutsfattarens nytta varierar i rek-
tangeln i FIG. 3.12. For ett lémpligt antal nivéer Zgs v
Zis e z* p4& 2z Dbestéms indifferenspunkten yio till lotte-
riet [y*
att y &r nyttooberoende av z. Man kan vénta sig att detta ar

5 % 5 y*] . Om alla yio sammanfaller, har vi visat

fallet, eftersom nyttan av en framtida konsumtionsintensitet
inte borde paverka den nuvarande. Som spekulation kan vi anta
att dven 2z &r nyttooberoende av y, vilket borde testas i ett

verkligt fall.
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Ett kausalt argument mot det sista antagandet &ar, att vad
vi nu gdr paverkar férhéllandena vid senare tidpunkter, medan
sambandet orsak-verkan hypotetiskt endast gér bakdt i tiden for
vissa antipartiklar. Om ovan nimnda paverkans effekt &r férhdl-
landevis obetydlig, kan vi emellertid réttfardiga spekulationen.
Enligt vad som framkommit under avsnittet "additivitet och homo-
genitet" bdr hopvégningen av nyttorna fér tidpunkterna +t. och

1
t, ske multiplikativt, forutsatt att y och =z &r nyttoobero-

eide, vilket innebdr att u(y,z) = v(y) w(z).

Antag att 1log v(y) och 1log w(y) &r ekvivalenta enligt
intervallskalan vilket innebdr att dessa nyttofunktioner inte
bdr &ndra form under planeringsperioden. Harav foéljer att
viy) = a w(y)b, d8r a och b Dberor p& tidsskillnaden t, -t

Ett ekvivalent skrivsatt dar v(y) = (a w(y))b.

I det kontinuerliga fallet med planeringsperioden [O, T]
far sdledes 1 ett litet intervall kring tidpunkten t en
logaritmisk framstdllning formen (relationen definierar ett nytt

v)
b(t) * v(x(t),t) = b(t) * log (w(x(t)) * a(t))

dar x(t) A&r konsumtionsintensiteten vid tidpunkten t. Kan man
mdéjligen sluta sig till hur ©b(t) borde se ut? Svaret ges av

Strotz” fenomen, som beskrivs nedan.

Strotz” fenomen (Chakravarty (1969) p. 4k1-L45)

Antag att vi har perfekt kunskap om hela planeringsperioden.

Vid planering &ver en tidsperiod [O, ik ] = I kan man léta funk-
tionalen u(x) &ven bero pd den tidpunkt T vid vilken evalue-
ringen sker. L&t diskonteringsfaktorn vara b(t), normerad sé

att b(0) = 1. Definiera funktionalen

T
uT(x) = [ b(t-1) v(x(t),t) dt dar x(t) &r konsumtionsinten-
o
siteten vid tidpunkten t.
Hur skall b f& variera, s& att planeraren inte kénner

anger vid ndgon tidpunkt T fOr hur han har planerat hela tids-
t

perioden frdn O till T? Infér variabeln y(t) = f x(s)ds
o

med bivillkoret y(T) = K, ddr K #&r den totala konsumtions-—
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stocken, vilket tillgodoser fallet med &ndlig tidshorisont. Den
totala konsumtionen i intervallet [O,t} anges alltsd av y(t).

T
Maximering av uT(x) = [ b(t-t) v(F,t)dt ger:
o

Férsta-variationen enligt Euler-Lagranges ekvationer:

ou u
e Ym - B SR
oy dt oy
o = Sl OF = Bfp-n) L5 u Blir) =
dt oy oy 3
v
v
b(t-1) _ T
dvs ETE:;T oY g o U R (3.1)
dy

Integrering ger att b(t-t) %X-= konst, vilket utsiger att det
¥

diskonterade virdet av marginalnyttan av konsumtionen &r konstant.

82v

Andra-variationen kréver att < 0 for maximum, vilket

ay
gdller for avtagande marginalnytta. Antag att den optimala

-

strategin xo(t) giller for 1 = 0. Vid en senare tidpunkt =
tdnker planeraren igenom hela strategin igen och finner, att
strategin XT'(t) ar battre &an xo(t) fradn och med t~. Nu
kdnner han anger, eftersom han redan vid T = 0 kunde ha pla-

nerat strategin xo(t), 0 %% 54" eeh . Mt)y t7 L 5L

T
Detta strider mot att xo(t), 0 <t < T, skulle vara optimal for
uo(x).

Ekvation (3.1), som bestimmer strategin xT(t) = xo(t), beror
sdledes ej p&d T:

B(t-7) _ b(t
b(t-7) = b(t)

SRR,
Il
.

eftersom xo(t) 4r optimal hela tiden. Fdljaktligen géller att

b(t) = ekt, dvs rédntan k Dberor ej pd tiden T.

Avslutningsvis kan vi sdledes konstatera att en rimlig funk-

tional for tidsfdérlopp kan ha formen

AL
log u(x) =/ o Y log [w(x(t)) : a(t)] dt
o
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ddr w endast behdver hestémmas fOr en tidpunkt i intervallet

[O,T] . Vi observerar att

" -kt
log u(x) = f e ~ 7 log w(x(t))dt + u s
o
- -kt
dar n, = [ e . log a(t)dt &r oberoende av konsumtionsinten-
)

siteten x(t). Om vi anvédnder intervallskala vid nyttobeddmningen

har u ingen betydelse. Vi kan sdledes lika gérna anvénda formen

T
u(x) = e f e—kt log w(x(t))dt
o
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L OPTIMERINGS—- OCH STYRPROBLEM - Lars Lundqvist
.1 Inledning

I féregédende artiklar har behandlats olika aspekter pd beskrivan-
de lokaliseringsmodeller (Folke Snickars) och pd nyttobegreppet
(Bertil Marksjd). Efter studiet av mera utpriglat statistiska
metoder &r det via diskussionen om mé&luppfyllelse (nytta) och
didrmed sammanhdngande m&tproblem naturligt att i denna framstall-
ning betrakta lokaliseringsproblemet som ett kontrollproblem. Jag
kommer d&rvid att i stort ansluta mig till den terminologi for
dynamiska kontrollsystem, som introducerades i den inledande
artikeln (Anders Karlqvist).

Vi betraktar problemet att &ver tiden lokalisera verksam-—
heter av olika slag, t ex boende och arbete, Sver givna ytor.
Vart system utgérs av den totala markyta (t ex en region), som
gr foremal for analys. I varje tidpunkt karaktériseras systemets
struktur (lokaliseringsmonstret) av tillsténdet x(t). Som funk-
tion av tiden fattas beslut, som p&verkar lokaliseringsmonstrets
utveckling. Vi sammanfattar dessa beslut i styrvariabeln u(t).
Méngden tillétna tillstdnd och beslut begrénsas vanligen av
exogent givna restriktioner. S4 kan t ex det Sver tiden fdrander-—
liga tillsténdsrummet X(t) ange att mingden verksamhet per yt-
enhet méste vara positiv men mindre &n maximal exploateringsgrad.
Vidare kan beslutsméngden U(t) begrdnsas av tillgingliga resurser.
Eventuellt &r méngden tillétna beslut beroende pd tillsténdet:
U(t, x(t)). Dynamiken i systemet bekrivs av den fdréndring av
tillsténdet, som utgéende frén en viss struktur, =x(t), blir
f6ljden av det fattade beslutet u(t).

Vi antar att tillsténdsfdréndringen (fr&n ndgot starttill-

sténd, x(to)) kan sammanfattas i foljande differentialekvation:

dx(t
&) = o(e, x(t), u(t))
Vidare forutsétter vi att nyttan av lokaliseringsmdnstrets ut-
veckling &ver tiden kan avlédsas i en mdlfunktion (egentligen en
funktional) n(x(t), u(t)). M&lfunktionen miter uppfyllelsen av
de mélsdttningar for regionens markanvindning, som uppstallts

exogent. Generellt stdr vi alltsd infdér fdljande kontrollproblem:
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maximera n(x(t), u(t))

da
dxét = ¢(t, x(t), u(t))
< x(t) e X(t)

u(t) € U(t, x(t))

~

I fortsédttningen skall vi gdra viktiga begrédnsningar i1 denna all-
ménna problemformulering. Begrénsningarna betingas vasentligen
av att vi vill &gna huvuddelen av den fortsatta framstdllningen
4t att diskutera tillémpningen av vélkinda metoder ur matematisk

programmering pé 10sning av styrproblem.

b2 Begrinsning av problemet

Vi skall i huvudsak gora tre begrénsningar av det inledningsvis

formulerade allménna styrproblemet:

Deterministiskt problem

Overgdngsfunktionen ¢ anger hur systemet for&ndras betingat av
visst utgingslége och vissa fattade beslut. Denna fordndring in-
nehdller i allminhet stokastiska element av olika karaktédr. Sa
kan t ex omgivningens inflytande pé systemet gdra att resultatet
av en viss applicerad kontroll (beslut) péverkas av ej férutsedda
indringar av exogena variabler. En annan form av slumpméssighet
bestdr i en ofullsténdig information om systemets tillsténd. Den
stokastiska styrteorin behandlar problem med bland annat dessa
typer av stdrningar (se t ex Lindquist (1970)). Vi skall emeller-
tid i fortsidttningen inskrénka oss till att studera det rent
deterministiska problemet: Vi utgdr ifrén att vi har fullsténdig
information om systemets struktur (lokaliseringsmdnstret) och att
tillstandsférandringen pa grund av ett fattat beslut beskrivs pé

ett frén bdérjan ként sitt av Overgingsfunktionen ¢¥.

Andlig tidshorisont

Av bland annat praktiska sk#dl (arbetsvolym, databrist) begrénsas
ofta planeringen till en &ndlig tidsperiod. Vi inskrénker oss

ti11 att betrakta detta fall och fixerar en tidshorisont T.



Tidsintervallet [O,T] utgdr alltsé var planeringsperiod. Genom
att ej betrakta systemet efter tiden T 18per vi risken att
gynna den kortsiktiga m8luppfyllelsen (tiden [O,T} ) P& bekost-
nad av den léngsiktiga (tiden efter T). P& ndgot sitt mdste hin-
syn tas till tiden efter planeringsperiodens slut. Tv& alterna-
tiva sédtt att bygga in ett sédant hénsynstagande 8r (se exempel

i Appelgren (1969)):

1. Restriktioner p& sluttillstlndet x(T), t ex undre grénser
for vissa komponenter. Detta fdrhindrar, att vi slutar med
ett tillsténd, som leder till 18g maluppfyllelse efter T.

2. Vérdering av sluttillsténdet, t ex genom att 13sa grovplane—

ringsproblem for langre period.

Vérderingen av nytta Over tiden inom planeringsperioden har be-

handlats i fdregéende artikel (Bertil Marksjd).

Diskret tid

Beslut som péverkar regionens lokaliseringsmdnster fattas konti-
nuerligt, och systemets utveckling bdr dérfér i allminhet bist
beskrivas av en modellformulering i kontinuerlig tid. Fér den
fortsatta framstédllningen skall vi dock som bakgrund ténka oss

en ndgot annorlunda situation. Vi antar, att lokaliseringsmdnst—
rets forédndring bestéms av regionplaner, som faststills for en
tid av 5 &r. I enlighet med antagandet om deterministisk &ver-
géngsfunktion férutsitter vi att dessa regionplaner &r styrande
for markanvidndningen. Vi betraktar nu en myndighet, som skall
gbra upp en léngtidsplan fdr regionens utveckling. Ur denna myn-
dighets synpunkt kan tidpunkterna for faststdllandet av de en-
skilda femérsplanerna uppfattas som de enda beslutssituationerna.
Om vi dessutom antar, att nyttovirderingen av en given tidsut-
veckling av lokaliseringsmOnstret approximativt kan anges som
funktion av tillstdnd och beslut i de olika beslutspunkterna, kan
vi begrénsa oss till att endast beskriva systemet vid dessa tid-
punkter. Vart kontrollproblem &r dirmed ett dndligt—-dimensionellt
problem i diskret tid. Det ovan fdrda resonemanget kan kritiseras
i ménga avseenden och skall hir endast tjina som ett exempel pa
en situation, dé approximation av ett kontinuerligt problem med

en formulering i diskret tid kan vara motiverad.
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Matematiskt innebidr det tidskontinuerliga fallet ett o&nd-
ligt-dimensionellt optimeringsproblem. S&dana problem behandlas
i kontrollteorin med utgéngspunkt frén Pontyagins maximumprincip.
Det kontrollteoretiska angreppssé&ttet, som inte skall berdras
nérmare hir, innebdr att analysen hela tiden utfdérs i kontinuer-—
lig tid, och att man fdrst vid slutlig numerisk berékning infdr
diskret tidssteg. Som kontrast till denna metodik kan man betrak-
ta ett angreppssitt, som & mera naturligt foér till&mpning av

matematisk programmering. Man approximerar Overfdringsfunktionen
dx(t) _ x(t+at)-x(t)

dt At ?
litet tillskott i t, och mdlfunktionen diskretiseras p& mot-

enligt Eulers metod, ddr At anger ett
svarande sidtt. Dirigenom har redan frén bdrjan problemet reduce-
rats till ett &ndligt-dimensionellt problem, och hela klassen av
metoder i matematisk programmering &r ddrmed tillémpbar. Vi an-
sluter oss till detta senare angreppssatt. FOr en diskussion av
samspelet mellan kontrollteori och matematisk programmering se

Luenberger (1970).

Flerstegiga beslutsproblemet

Med ovan beskrivna begrinsningar kan vi nu formulera vart problem
att &ver tiden optimalt lokalisera verksamheter till givna ytor

i en region som ett deterministiskt flerstegigt beslutsproblem.
Vi betraktar systemet i beslutstidpunkterna 1, 2, ... T. Givet
ett visst utgdngstillstdnd x(1) sdker vi den beslutsplan eller
strategi u(1), ... u(T-1) som med hénsyn till restriktionerna
maximerar nyttan n(x(1), u(1), x(2), u(2), ... x(T)). Med hjdlp
av overgéngsfunktionen x(t+1) = ¥ (t, x(t), u(t)) kan mélfunk-
tionen fdrenklas till n{(x(1), u(1), u(2), ... u(T-1)).

Sammanfattningsvis:
Sék den strategi u(1), u(2), ... u(T-1) som utgéende frén start-
tillstdndet x(1)

maximerar nyttofunktionen (minimerar kostnadsfunktionen)
{ n(x(1), u(1), .oeu(-n) )

under restriktionerna

Al
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Den fortsatta framstdllningen koncentreras pd till&mpningen av
metoder 1 matematisk programmering fér 1dsning av flerstegiga
beslutsproblemet. Metoderna foOrutsdttes i1 princip k&nda. Huvud-
vikten kommer att lidggas vid de begrénsningar, som vidlader de
olika metoderna. Ett enkelt exempel anvidnds for att belysa an-—

vandningen av metodiken.

4.3 Begreppen styrprogram och styrlag

Vid formuleringen av det flerstegiga beslutsproblemet ovan sdkte
vi en optimal strategi bestéende av beslut vid tidpunkterna
1, 2, ... T-1. En sé&dan beslutsplan, d& besluten endast beror pa

tiden (u = u(t)), kallar vi ett styrprogram.

Inom béde reglerteknik och kontrollteori utgdr kontrollag
eller styrlag viktiga begrepp. En styrlag &r en beslutsplan som
definierar optimal styrning i varje tillsté&nd i varje tidpunkt
(u=k(t, x(t))) (se Anders Karlqvists inledning). Vi skall yt-—
terligare understryka skillnaden mellan ett styrprogram och en
styrlag (se FIG. 4.1).

Med ett givet starttillsténd g definierar bade styrlagen
och styrprogrammet samma optimala trajektoria (bana i tillst&nds-
rummet ). Skillnaden uppstdr om t ex systemet skulle utsittas for

en exogen stdérning d& det befinner sig i punkten x. pé optimala

1

trajektorian. Tillsténdet &ndras d& till x,.. Med styrlagen kén-—

2
ner vi optimal styrning &ven fréan X5 medan vi enligt styrpro-
grammet fortsitter med samma styrning som skulle varit optimal
vid X, - Ingenting séger, att denna skulle vara optimal &ven vid
X
Skillnaden mellan styrlag och styrprogram kan &aven &sk&dliggdras
med begreppen 'closed-loop'-styrning respektive 'open-loop'-styr-

ning frén reglertekniken:

u=ul(t) u=k@xh)= x(t)

x(t)

-¢

»Open-loop» »Closed-loopy

Orsaken till att vi lagt stor vikt vid dessa begrepp &r att vi

kommer att referera till dem senare.



Tillstand
X 4\

X1 //
|
|

/_\' ej optijal trajektoria enligt styrprogrammet
X -
o

g -

X2 A, W

optimal trajektoria enligt styrlagen

Tid ¢

FIG. 4.1 Jamférelse mellan styrning enligt styrprogram respek-
tive styrlag vid ett stdrt system.
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L.y Linjéra staden

Lat oss ta fdljande enkla konkreta exempel som utgdngspunkt for
en diskussion av ndgra metoder for 18sning av det deterministiska

flerstegiga beslutsproblemet.

Vi betraktar problemet att Over tiden lokalisera verksam-—

heter till diskreta punkter langs en rdt linje.

o s o " o 1 N o L o . o 4 Pt
© t < s o T o * - N =4 g

Dela upp den linjira staden i lika stora omrdden (intervall) och
18t mittpunkten i varje intervall representera omrddet. Antag

att tvd aktiviteter med kédnda Gver tiden vixande mingder skall
lokaliseras till dessa omrdden (punkter). Med samma formalism,

som anvédndes vid formuleringen av det flerstegiga beslutsproblemet
i avsnitt 2, kan vi allmént formulera det dynamiska lokaliserings-

problemet i den linjéra staden:

Tillsté&nd:
x(t) (mi&ngd av respektive verksamhet i respektive omréde)
x(t) € X(t) (givna grinser for exploateringsgraden i respektive

omrade)

Beslutsvariabel:
* = : . . .
u (t),u (t) (nybyegnad, rivning under tidsintervallet (t, t+1))
+ i
u(t) =4 (%) =u ()
u(t) e U(t) (given tillvéxt O6ver tiden av mingderna av respek-—

tive verksamhet)

Overgdngs funktion:

x(t+1) = »(t, x(t), ult))
M&lfunktion:

HOECT L) &5 ens T — 100

I det fdljande skall diskuteras metoder fér att 1l6sa detta pro-—
blem under antaganden om olika restriktioner pd tillétna variabel-

méangder, X(t) och U(t), och pd ingdende funktioner ¥ och n.
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k.5 Linjér programmering (LP)

Féljande krav midste vara uppfyllda fér att linjir programmering
skall kunna tillémpas pd flerstegiga beslutsproblemet:
1) ¢ och n linjira i ingéende storheter.

2) X(t) och U(t) begransade av linjira samband (polyedrar).

Fordel med LP: Effektiva algoritmer for stora problem (1000-tals

variabler).

Nackdel med LP: Linjaritetskraven leder ofta till orealistiska

approximationer av verkligheten (se t ex Baumol, Bushnell (1967)),

EXEMPEL 1
S8k en over tiden optimal lokalisering av tvd verksamheter i den
linjéra staden d& mélfunktionen anger dels kostnader fér kontakt
med stadens centrum (avst8ndskostnad), dels byggkostnader. Till-
véxten av respektive verksamhet antages given i varje tidssteg.
Om kostnaden for nybyggnad antas oberocende av i vilket omréde ny-—
byggnaden sker, utgor nettonybyggnadskostnaden en konstant. En-
dast eventuell kostnad fdr flyttning av verksamhet (rivning + ny-
byggnad) behdver d& tagas in i mdlfunktionen. Denna kostnad &r
proportionell mot méngden av nedriven verksamhet. Vi far f&ljan-
de formulering:
x(t): = x (%) < BalE) o % .(t) >0

G il i

U(e): ult) =u'(t) —w(t) , u(t) >0, u(t)>0

s e a
w17
@ x(t+1) = x(t) + u(t)
i P=35I(x () -0 «wit)+v«wlt) -u (t))
a a. a
L& X i il 1

Beteckningar:

X, (t) : Mingd av verksamhet a i omrdde i vid tiden t.

» Utgdr en komponent av vektorn x(t).

hi(t) : Maximal exploateringsgrad i omrdde i vid tiden t
-+ , . o . o
ua (t) : Tillskott av verksamhet a 1 omrade 1 pa grund av

nybygenad under tidsintervallet (t, t+1)
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u_ (t) : Minskning av verksamhet a 1 omrdde i pd grund av

rivning under tidsintervallet (t, t+1)

ua.(t) : Nettotillskott av verksamhet a 1 omrdde 1 wunder
> tidsintervallet (t, t+1)
na(t) : Total tillvéxt av verksamhet a under tidsintervallet
(£ T#1)
Cq. : Olidgenhet for verksamhet a att befinna sig i omréde
- i réknat som kostnad fOr kontakter med stadens centrum
w(t) : Diskonteringsfaktor
v : Viktsfaktor for 'flyttningskostnad' relativt 'avstdnds-
kostnad'.

Vart problem min {n} under restriktionerna
u(t)

x(5) € %(+)

u(t) € U(t)

x(t+1) = @(t,x(t),ult))
uppfyller kraven 1 och 2 ovan och kan 1l8sas med linjarpro-
grammering. Variablerna utgdrs av u(1),......, u(T-1). Utgdngs-
tillsténdet x(1) antas innebira helt oexploaterade omraden,

dvs x(1) = 0.

Som illustration visas hér ndgra exempel p& l1ldsningar, FIG. L4.1,

av detta enkla exempel. Losningarna forutséatter fdljande:

a) Konstant exploateringsgrad: hi(t) = konstant

b) Linjér tillvaxt: na(t) = Na (Na = konstant som beror
av a)

¢) Ingen diskontering: w(t) = konstant

d) LinJér avstdndskostnad: Ca = ka * d(i), d(i) = avsténd
3

till centrum frén omrdde i, ka = relativt kontaktbehov till
stadens centrum for verksamhet a

e) Symmetri kring stadens centrum.

Viktsfaktorn v och 'kontaktbehoven' till stadens centrum ka
tilldts variera. Vid parvis jémfdrelse mellan l&sningarna 1 - L
som redovisas i FIG. 4.2 giller:

horisontell led:

kontaktbehovet arbete-centrum relativt boende-centrum &r dubbelt

s& stort i den hdgra l&sningen.
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kontakten till centrum beaktas.

Arbetsplats

Arbetsplats som ersatt rivna bostader

Dynamiska 13sningar foér den linjéra staden di endast

Relativa kontaktbehovet

(k-arbete /k-boende) och tidsvérderingen (v) varieras.



vertikal led:

relativa vikten av byggkostnaden i férhdllande till avst&nds-—
kostnaden &r dubbelt sd stor i den undre l&sningen.

I samtliga exempel innebdr den statiskt optimala ldsningen att
arbetsplatserna koncentreras till stadens mitt (k férut-

arbete

sittes 1 dessa exempel stdrre &n k ). Det faktum att om-

hoende
réddena ligger ldngs en rit linje &r enbart motiverat av peda-
gogiska skdl. Modellen &r tillédmpbar pd godtyckliga centrum-—

orienterade geografiska strukturer.

Vi noterar fem inte helt ovintade resultat:

1. Vid optimering &ver tiden f&s i allminhet strukturer som av-
viker fréan de i varje tidssteg optimala.

2. Koncentrationen av arbetsplatser till stadens centrum Okar
dé kontaktbehovet arbete-centrum vixer relativt kontaktbe—

hovet boende-centrum.

3. Okad 'flyttningskostnad' bidrar till Skad spridning av arbets-—

platserna.

4. Graden av anhopning av arbetsplatserna till stadens centrum
avgdrs av védrderingen av 'kontaktbehov' i fdérhdllande till
byggkostnader.

5. Dessa resultat antyder att det for de olika parametrarna
(vérderingarna) existerar intressanta 'omslagspunkter', dir
lokaliseringsménstrets karaktér dndras (t ex spridningen av
arbetsplatser). Andra omslagspunkter kan troligen hittas ge-

nom att variera tidsvirdering och avsténdsvardering.

4.6 Dynamisk programmering (DP)

Dynamisk programmering &r kanske den teknik som ligger nirmast
till hands av de metoder som stdr till buds fdr 18sning av det
flerstegiga beslutsproblemet. DP grundar sig p& den s& kallade

optimalitetsprincipen.

Optimalitetsprincipen innebir

Givet &r en optimal trajektoria frdn A +till C, se FIG. 4.3.
Den del (I) av denna trajektoria som férbinder B (godtycklig)
med C &r d& optimal mellan B och C. Denna optimalitetsegen-—

skap stédller fdéljande villkor pd& m&lfunktionen n:
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1. Rekursivitet:

M&lfunktionens vidrde kan berdknas genom rekursion i varje tids-

steg: \;(x(t)) = min Vt(x(t),u(t), V(x(t+1))), FIG. L.k,
u(t)

G(x(t)) ir, utgdende frén tillsténdet x(t) wvid tiden t,
optimalt virde pé mélfunktionen for tiden t och framat.

S8k min n = V(x(1))

2. Monotonitet:

Vt 4r monotont véxande i V(x(t+1))
Bada dessa villkor ar uppfyllda i det praktiskt vanliga fallet da
n =2 n (x(t), u(t)).

o

t

Dynamisk programmering ger globalt optimum fér malfunktionen
oberoende av eventuell konvexitet hos denna. Betydelsen av denna
egenskap kommer att framstd klart vid diskussionen av icke-linjér

programmering.

Fordel med DP:

Ger globalt optimum utan allvarliga inskrénkningar pa& funktioner-
na n och ¢. Dessutom fds med DP en styrlag (definierad i
kapitel 4.3)dvs optimala beslut som funktion av tillsténdet 1

varje tidssteg.

Nackdel med DP:

Kven problem med f& variabler kan i praktiken visa sig oldsbara.
Vid dator-18sning av ett problem med DP mdste speciellt tva be-
grinsningar beaktas: Krav pd minnesutrymme och tids8tgéng. Kra-
vet pd& minnesutrymme h&nfdr sig dels till behovet att 1 ké&rnmin-—
net lagra optimala funktionsvédrden i senaste rekursionssteget,
dels till behovet att lagra optimala beslut och funktionsvérden
i samtliga rekursivt passerade tidssteg. Tids&tgéngen ha&nfér sig
+ill minimeringen av funktionen Vt (se ovan) for varje tillsténd
x(t) 1 varje rekursionssteg. Av dessa begréansningar &r ofta
kravet pd utrymme i kdrnminnet grénsséttande. Som exempel kan vi
betrakta ett problem med tre kontinuerliga variabler. Om dessa
var och en diskretiseras till 100 nivéer leder detta till 106
tillst&nd. Lagringsbehovet fér optimala funktionsvérden i dessa
tillstdnd &verskrider klart de flesta datamaskiners kdrnminnes-

kapacitet.



Ett forsdk att reducera kravet pé kédrnminneskapacitet utan
att for den skull orimligt Ska tids&tgingen 4r den s k 'state
increment dynamic programming' som fOr yissa problem vidsentligt
minskar lagringsbehovet i snabbminnet, se Larson (1968). Metoden
gér ut pé att det diskreta tillstdndsrummet delas in i 'block'
och att endast ett sddant block lagras i snabbminne. Ovriga
block lagras i lé&ngsamma minnet. Detta kombineras med en form av
héndelsestyrd rekursion, dér en viss styrning appliceras tills
ndgon tillst8ndsvariabel dndras med en nivdenhet, vilket innebir

variabelt tidssteg.

EXEMPEL 2

Linjéra staden, fem omrdden, tvd verksamheter. FOr att karakteri-
sera strukturen krévs 10 variabler (en variabel fdr varje kombi-
nation omréde - verksamhet) : x(t).

a (x(€)ult)),

Vi antar att mdlfunktionen kan skrivas: n = 5

M
t
1(x(t)) + n2(u(t)), dvs m&l-

funktionen sammansétts i varje tidssteg av en strukturkostnad

dir eventuellt no(x(t), ey 2 1

och en styrkostnad. Strukturkostnaden kan t ex vara ett mitt pid
kontaktoldgenhet (invers till accessibilitet) medan styrkostnaden
kan vara en funktion av byggkostnaden.

I ovrigt géller:
x(t) € X(t)
ult) € Uls)
x(t+1) = ¢(t,x(t), u(t))

Infdr beteckningen V(x(t)) for optimala virdet av Ej[no(x(s)
s >t

s

u(s))] i tillsténdet x(t) och starta med G(x(T)) = no(x(T),u(T)).

Vi fér rekursionsekvationen:
V(x(t)) = min {n_(x(t), u(t)) + V(@(t,x(t), u(t)))}
' u(t) ©
Trots att problemet bara omfattar 5 omréden &r det i praktiken
10sbart med vanlig DP endast under forutsidttning att varje variabel
kvantifieras i hdgst fyra nivder. Vi noterar att l&sbarhet med DP
i detta fall kréver en synnerligen grov indelning vid kvantifi-
ering av tillsténden. Denna begridnsning fir vigas mot de fdrdelar,

som vi beskrivit ovan.
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FIG. L.4  Rekursivitet.
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Ui Icke-linjér programmering (ILP)

Dynamisk programmering leder ofta till ett tillst8ndsrum av helt
ohanterlig dimension. Fér de fall d8 ingdende funktion &r icke-
linjér kan det tyckas naturligt att i stidllet forsdka 18sa det

flerstegiga beslutsproblemet med icke-linjér programmering.

Fordelar med ILP:

Man kan 10sa problem av relativt stor dimension (med vissa me-
toder och speciell problemstruktur: 500 - 1000 variabler). Inga
inskrénkningar i princip pd& funktionerna n och ¢ eller

restriktionerna X(t) och U(t).

Nackdelar med ILP:

De vanligaste algoritmerna for icke-linjar programmering leder i
motsats till DP endast till stationéra l&sningar (uppfyller Kuhn-
Tucker-villkoren fér stationaritet). S8lunda krévs ytterligare
konvexitetsvillkor pé ingdende funktioner fdr att sikra global
optimalitet hos 1ldsningen. Medan DP ger styrlag fids med ILP en-—
dast ett styrprogram, dvs styrningen som funktion av tiden (se

diskussion i kapitel 4.3).

EXEMPEL 3

Vi skall illustrera anvindningen av ILP med ett problem av enkel
struktur. Aterigen véljer vi linjira staden som exempel. Staden
delas upp i fem omrdden, och vi antar liksom i tidigare exempel

tv& verksamheter: boende och arbete. Med i huvudsak samma beteck-

ningar som i exempel 1 (kapitel L.5) formulerar vi problemet enligt

f6ljande:

P ai - 1 al
U(t): u(t) = u'(t) - u (t)

Lu, (t) =n,[(t)

4 <k

@ x(t+1) = x(t) + u(t)
n n=ZZ’(x (Ed ¢ Boo Yl . * x B) Twla)) &
t 8 ; ab 1] bJ
= 8|
P ?V'w(t) u;.(t)

+
ol
)
(=)
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I stdllet foér att som i exempel 1 endast betrakta kontakter med
stadens centrum forutsitter vi hir Omsesidiga kontakter mellan
ingdende verksamheter. Detta leder till att vi méste gdra antagan-
den om 'kontaktbehov' eller kontaktfrekvenser mellan aktiviteter-—

na a och b: K, Vidare racker det inte att ange avsténd

b
till centrum, utan avsténd mellan varje par av omrdden méste be-
stdmmas: di.. Beteckningen I~ stdr fdr en summa I dar endast
J a,b
i . 1,J
en av kombinationerna (a,i,b,j) och (b,j,a,i) forekommer.

Problemet min {n} da x(t) €x(t)
#(1) s ult) a(t) eu(t)
x(t+1) = @(t,x(t), ult))

ir ett kvadratiskt programmeringsproblem. Problemet &r i allmén-
het av icke-konvex typ. Resultaten kan dérfdr med den algoritm
vi anvint inte forvantas vara mer in stationédra 18sningar eller
lokala optima. Ordet 18sning skall i resten av detta avsnitt fat-

tas 1 denna bemdrkelse.

I likhet med exempel 1 (sid. T4) har ett antal férutsétt-

ningar gjorts:

a) Konstant maximal exploateringsgrad: hi(t) = konstant

b) Linjdr tillvéxt: na(t) = R

c) Ingen diskontering: w(t) = konstant

d) Linjir avstdndskostnad: dij = gvst8ndet mellan omrdde 1

och J.

Viktsfaktorn ('flyttningskostnad' relativt 'kontaktkostnad') v
och 'kontaktbehoven' K, . tilldts variera.

Vi skall i FIG. 4.6 illustrera med ett par exempel pd 'l8s-—
ningar'. Den algoritm som anvénts bygger pé& Zoutendijk”s metod
med 'feasible directions'. Fér att starta algoritmen anvénds

startldsningar enligt FIG. L.5.

P& grund av svdrigheten att ange ldsningarnas karaktar av
stationéra virden, lokala optima eller globala optima avstér vi
frén djupare analys av dessa resultat. Vi noterar blott att for
18sning 3 och 4 &verensstimmer sluttillsténden med de statiskt

optimala 18sningarna. Spridningen av arbetsplatserna Sver omrade-



Startlésning x Startlésningx1
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Startlosning vid best. av statiskt optimal 16sning:

FIG. k4.5 Startldsningen utgdr den utbyggnadsstrategi over
tiden (dynamiska fallet) alternativt den aktivitetsfdrdelning
(statiska fallet), som bestidmmer utgingsliget fOr algoritmens
forsta iteration (fdrsdk). Genom successiva iterationer Fforind-
ras sedan lOsningarna tills en situation uppstér d& ingen
ytterligare forbattring av mé&lfunktionen kan &stadkommas genom
smé féréndringar av variablerna. Den 1l&sning som dérigenom er-
hdllits &r vid icke-konvexa problem (problem som kan inneh8lla
lokala optima och stationdra ldsningar) i allminhet beroende

av valet av startldsning.

Beteckningar: Se FIG. 4.6.
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1-Kaa=3 V= 2'Kaa=3 v=2vq 85

Kap = 2 Startldsning: x, K,p = 2 Startlosning: x ¢
Kpp = 1 (se FIG. 4.5) Kpp =1 (se FIG.4.5)
| E—1 | B =
[T, [TITTm
= — B =
[

|

C el | =

1L |
3.Kgg =3 v=rq 4K =1 wv=vy
Kap = 2 Startl6sning: x4 Kap = 5 Startlosning: x
Kpp = 1 (se FIG. 4.5) Kpp = 20 (se FIG. 4.5)
U (11111 (1125 S
tid ‘ i
—— é
= |
Statiskt optimala »lésningary:
1Ky = 3 2ilps =1
Kab = 2 Kop=5
Kpp = 1 Kpp = 20
=
“@‘
= f T L O L L ALLL LTI
Beteckningar ﬂml : Arbetsplats a = arbete K,p = »kontaktbehovy
mellan arbete
E . Bostad b = bostad och bostad
@ : Arbetsplats som ersatt rivna bostader v = viktsfaktor for
byggkostnad
relativt avstands-
kostnad

FIG. L.6 Dynamiska 13sningar for den linjéra staden d& Smse-
sidiga kontakter mellan arbete och bostad beaktas. De relativa
kontaktbehoven (Kaa, K b Kbb) och tidsvérderinge: (v) varieras.
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na bestéms dels av avvigningen mellan olika 'kontakthehov' och
dels av avvigningen mellan strukturkostnad (kontaktkostnad) och

styrkostnad (byggkostnad).

I Abadie (1970) finns en uppsats skriven av J. Abadie som
behandlar tillé&mpning av en metod foér icke-linjir programmering,
"Generalized reduced gradient", pd kontrollproblem av bade tids-
kontinuerlig och tidsdiskret typ. Enligt Abadie verkar resultaten
hittills lovande.

4.8 Heltalsprogrammering

Det &r 1 beslutssituationer mycket vanligt att beslutet giller
ett antingen eller, dvs beslutet har en 0-1 1dsning. Aven det
flerstegiga beslutsproblemet i linjéra staden kan ges en sddan
formulering. I ménga fall kan dessa problem 18sas med dynamisk
programmering. Ett alternativt s&tt &r att tillémpa heltalspro-
grammering.

Vi skall formulera dels var linjéira och dels vAr kvadratiska
lokaliseringsmodell for den linjira staden som ett linJjért
respektive kvadratiskt assignmentproblem. Dessa formuleringar
skall endast ses som exempel pd problem av heltalstyp, konsistenta
med var tidigare framstdllning. For att exemplen skall vara me-—
ningsfulla bér de aktiviteter, som &r fdremdl for lokaliserings-—
analysen, karakteriseras av odelbarheter. Det kan t ex vara fréaga
om produktionsenheter, som &r beroende av Omsesidiga leveranser.

For en utfdrligare diskussion se Koopmans, Beckmann (1957).

Linjéra assignmentproblemet

Antag att staden &r uppdelad i n st lika stora omraden och att
m st verksamheter skall lokaliseras till dessa pd ett &ver tiden
optimalt sdtt. L&t oss betrakta T st tidpunkter. Vi fdrutsitter
att en verksamhet, som en géng lokaliserats till ett visst omrade,
stannar dir under resten av planeringsperioden. Denna problem-—
stdllning &r alltsd ndgot fdrenklad jamfdért med de problem som

behandlats 1 tidigare exempel.



BETECKNINGAR

1 om aktivitet 1 &r lokaliserad till omréde Jj vid

X.., = tid +
1Jt
0 annars
; = verksamhet 1:s ‘'kontaktbehov' med stadens centrum
dj = avstdndskostnad frédn omrade Jj till stadens centrum
W diskonteringsfaktor
By, © antal omrdden som enligt kénd efterfrégan &tgdr for verk-
samhet 1 vid tiden t.
Problem:
Sk min Z I T X d: *k w
1)t J 1 t
J b
384 % x.. = H., (mingd av verksamhet i vid tiden t)
s ralgls 1t
J
% .., = 1
g let <1 5 let 0 eller
i
X15(e+1) 2 *ijt

Det finns algoritmer for heltalsprogrammering som ldser problem
av denna typ fér 100-tals variabler.

Manga problem av heltalstyp kan omformuleras till flddes-—
problem, som med speciella fldédesalgoritmer &r ldsbara for betyd-
ligt flera variabler &n vad som ir mdjligt med heltalsprogramme-

ringsmetoder.

Kvadratiska assignmentproblemet

Samma problemstdllning som i linjéra fallet. Dock fdrutsdtter vi

hidr Omsesidiga kontakter mellan verksamheterna.

BETECKNINGAR

kil = 'kontaktbehov' mellan verksamheterna i och 1 ('ett om-

rade' av varje).

djk = avstdndskostnad mellan omrdde J och k.
Problem:
S6k min I % W

AR R LY <
i w RAGIG © Al k " 1kt T
15J,t d g
1.,k
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o H.
let 1t

*i3(e+1) 2 *igt

X.., = 0 eller 1
1)t

I en artikel i Abadie (1970) diskuterar G.W. Graves och A.B.
Whinston approximativa ldsningsmetoder for det statiska kva-

dratiska assignmentproblemet.

4.9 Sammanfattning

Vi har formulerat uppgiften att planera markanvdndningen Over
tiden som ett styrproblem. Denna generella modellformulering har
genom tre viktiga begrinsningar (dndlig, diskret tid; determi-
nistiskt system) transformerats till ett flerstegigt beslutspro-
blem. Vi har koncentrerat vir framstidllning pd tillémpning av
metoder i matematisk programmering for ldsning av detta problem.
Som illustration till denna diskussion har vi visat négra
enkla berdkningsmissiga resultat fOr planeringsuppgiften att over
tiden lokalisera givna vaxande méngder av olika verksamheter till
punkter léngs en r&t linje. Dessa exempel skall ses som renodla-
de illustrationer. Vi har t ex ej diskuterat relevansen av an-
véanda malfunktioner. Vi har inte heller fdrsdkt relatera vara
resultat till det praktiska genomfdrandet, t ex mdjligheten att
genomfdra optimal allokering av verksamheter via decentraliserat
beslutsfattande. Denna senare aspekt behandlas i1 en f&ljande

artikel (Johan Ldnnroth).
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5 EN PLANERINGSMODELL FOR KAPACITETSEXPANSION

Anders Karlgvist, Lars Lundqvist

Sl Inledning

Det mesta av materialet i denna artikel &r h#mtat fr8n en doktors—
avhandling vid Stanford University 1969. Arbetet har utfdrts av

D. Erlenkotter under ledning av A. Manne och har rubriken
"Preinvestment Planning for Capacity Expansion: A Multi-location

Dynamic Model", se Erlenkotter (1969).

Det allménna problemet &r fOljande: Bestdm planeringsstra-—
tegl och minimal kostnad foér utbyggnad av kapaciteter i ett antal
punkter i rummet for att ticka en &ver tiden vixande efterfrégan
1 dessa olika punkter. En typisk egenskap fér dylika problem &r
att investeringskostnaderna for kapacitetsutbyggnad karaktirise-
ras av skalekonomier. Kostnadsfunktionerna &r sfledes i allminhet
icke-konvexa och globala minima &r svéra att finna.

BAven fdr en lokaliseringspunkt &r detta ett besvirande pro-
blem. Speciella resultat finns dock, t ex att om man har en o&nd-
lig yta med likformig efterfrdégan och kostnaden bestlr av en fast
del och en linjdr del s&a géller att medelkostnaden/enhet efter-—
frégan kan ges konvex form, Bos (1965).

Mycket arbete har nedlagts pé metodfrédgor och algoritmer (se

t ex Manne (1967).

Problemet skall i korthet struktureras pd fdljande sitt:

a) Single-expansion timing
Givet storlek och lége for en enda kapacitetsutbyggnad. Nar
skall utbyggnad ske?

b) Restriktioner s& att beslut enligt a. kan fattas "nirsynt"
utan detaljerad kunskap om framtiden.

c) Dekomponering av beslutsproblemet f6r n expansioner till
n single-expansion problem.

d) Sats: Optimal expansion frén given initial kapacitet impli-
cerar att optimal expansion frén hdgre kapacitetsnivd inte
gdrs tidigare 4n i det givna fallet.

e) Sats d bildar grunden fér en dynamisk programmeringsfor-

mulering av totalproblemet.



f) Berikningsproblem. Dimensionalitetsbegrénsningar.

g) Rékneexempel.

h) Motsvarande stationéra planeringsproblem med oéandlig tids-—
horisont.

i) Tillidmpningsexempel.

5:2 Single—expansion

L&t oss forst infdra ett antal beteckningar:

Mo 25 = woe 1T lokaliseringspunkter,

[ IR 1 tidsperiod

B(t) tidsfaktor (teknologifaktor etc)

B(t)pij >0 transportkostnad i—]

B(t)qi >0 produktionskostnad i 1

Bj(t) efterfrdgan i J vid tidpunkten t

e tidpunkt

Gl .11 ) kostnad fér att frén startkapaciteten
7z vid tiden T fdlja utbyggnadsstra-
tegin II.

fi(1)(wi(1)’ 11) >0 investeringskostnad for expansionen
Vi) i i(1) wvid tiden s

ij<t) >0 transporterad mingd slutprodukter frén
A 175 1 R |

r diskonteringsfaktor

wi(1) > 0 expansion i i(1) vid en enda tidpunkt T

zg >0 startkapacitet i J vid tiden t

7 = (21,22 s i zn)

Optimeringsproblemet kan nu formuleras:

Minimera kostnaden C med avseende p& tidpunkten T,

dar 11
o i -rt
By, (Wi(1)’ r1), 0) = é B(t) i i (pij+qi)sij(t)e at +
+e "N ( )+T(t)z>:( +q. ) (t)e T* (
(1) Y1) T TfB ;. p; 9 ) 8y (t)e 77 at (5.1)

1

under bivillkoren

i Sij(t) = Gj(t)

1
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I detta problem finns ett statiskt transportproblem inbiddat,

némligen att i varje tidsdgonblick minimera transportkostnaden

P(z,t) = min = I (p; .+ q;) s;5(¢) (5.2)

Sij iaty
Under négra timligen milda restriktioner pd transportkostnaderna
kan man visa att e = min {Gk(t), zk}, dvs man anvidnder forst
allt man kan producera sj&lv. Restriktionerna som behdvs &r av
typen triangelolikheter. De kan dock bli oh8llbara t ex om pro-
duktionskostnaderna beror pé rédvarukostnaderna och dessa varierar
avsevdrt i1 olika lokaliseringspunkter. Problemet reducerar sig
under ovanstéende restriktioner till att fdrdela dverskottspro-
duktionen, vilket minskar dimensionen frén n2 till n och dver-
gdr didrmed till att bli en variant av transshipmentproblemet,
se t ex Dantzig (1963).
Vidare géller

P(z,t) - P(z + A1z + A g.b) ¢ [P(z,t) - Pz + A1z,t)] +

2

+ [ P(z,t) - P(z + Agz,t) ] , Qar Az och Agz ir kapacitets-
tillskott.

Relationen implicerar att P &r konvex i en dimension men inte
nédvéndigtvis i1 hdgre dimensioner. Detta transportproblem spelar
en betydelsefull roll d& praktiska beridkningar skall gdras med
modellen, och ldsningen P(z,t) mdste kunna uppskattas para-

metriskt.

Vi vill nu bestimma Ty s& att C(zo, (wi(1), T1), 0)

minimeras.

Detta &r sannolikt den kritiska punkten i modellen och det ford-
ras mycket speciella restriktioner fér att garantera att man kan
finna ett globalt minimum fér C. Ett villkor &r att C &r

negativt unimodal, dvs ett relativt minimum for C &r ocksi ett

absolut minimum i hela intervallet [O,T] . I detta fall kan man

enkelt bestédmma minimum genom direkt derivering g%—-= 0. Inget
1
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ir ki#nt generellt om de villkor p& f, B och P som gor C uni-

modal. Erlenkotter ger tvé tillréckliga villkor.

T fi(1) (wi(T)’ 11) 4r en konvex icke-véxande och B(t,) &r

1
en icke-avtagande funktion av 71, eller

1
%%L- / £ och B/f icke-avtagande som funktioner av T,
1

24
Dessa regler &r som synes mycket speciella och man kan fréga sig
om de &r realistiska. I gengidld fordrar denna metod ingen de-

taljerad kunskap om framtida efterfrégan, transportkostnader el-

ler investeringskostnader.

EXEMPEL

L&t B(t) och fi(1) (t) vara konstanta, d& erhdlles minimum
\
fér C genom att derivera (5.1) sedan P(z,t) enligt (5.2) in-

forts.

(=%}

"(r:_f Gea ] [P(z", ) = Bzl 1) = r ) Gy, O)}

Detta kan tolkas s&, att kapacitetsutbyggnaden skall gdras om o-—
medelbar vinst i transport- och produktionskostnad &r lika med

omedelbar kapitalutgift i investeringar.

Sed Flera utbyggnader

Den viktigaste byggbiten i modellen &r nu avklarad. Givet en ut-
byggnad till storlek och lédge kan en optimal tidpunkt for denna
utbyggnad bestémmas. Nésta steg blir att se hur den informa-—
tionen kan anvindas fér att bestédmma en optimal policy fér flera

utbyggnader

T = Wy t)s e Grgpys T s

dar wi(j) dr forutbestédmd till storlek och lége.

Vi sdker tidpunkterna for dessa m utbyggna-

T T e
12 SRR % S
2 . =0y T = Ts

der sa att Taod S0 BN Ty m+ 1

Grundidén &r enkel. Antingen kan problemet direkt l1ldsas

som n stycken single-expansion problem eller, om négon restrik-
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tion y_4 £ 1) &r bindande, sd erhdller man en légre kostnad
genom att permutera ordningen p& utbyggnaderna.
Detta formuleras i tv& satser (fdr bevis hénvisas till

Erlenkotters avhandling).

Sats 5.1

Om vi 18st ovanstdende problem och ndgon restriktion T =Ty
ar bindande s& kan man f& en lagre kostnad om man byter pd k
och 1. Alltsé de enda fdljder som &r potentiellt optimala &r

de fdr vilka restriktionerna pa Ty inte &r bindande.

Sats 5.2
Om kostnaden for varje wi(k) dr negativt unimodal 1 Ty och
11* i rék b wwwg T minimerar C utan bindande restriktioner
d& kan ka bestémmas ur m stycken single—expansion problem
K1 'k k-1 -rt

min C(z 5o (3 (k) Tk), 0) = J B(t)'P(z 5 tle at +
k o

" k k -rt
- > o, 2 +

e fl(k)(wl(k)’ Tk) Tf g(t) Plz &) & dt

k

Tk ér den tidpunkt nér total efterfrdgan &verstiger tillginglig

5 k
kapacitet zk, (z ej(Tk) =z ).
J
5.4 Formulering av dynamisk programmeringsmodell

De f&éljder av utbyggnader som vi studerat i fdregdende avsnitt
har inte givit ndgon total optimering av det ursprungliga pro-

blemet eftersom kapaciteterna w.( har varit fdrutbestémda.

Det fullstédndiga problemet ;kzil vi nu formulera med hjalp
av dynamisk programmering. Vi vill p&minna om en grundidé i dy-
namisk programmering: Befinner vi oss 1 en tidpunkt Ty och
bestémmer optimal vig Ut for fortsédttningen, sd& kommer vi, om
vi stdr i tidpunkten Ty fore Ty ocﬁ*fattéi ett optimalt be-
slut dé&, att fr om T félja vdgen U . (U mdste naturligt-
vis bestémmas fdr varje ténkbart tillstdnd vi kan hamna i vid

Tk).

* Stjérna betecknar hér optimala storheter.



Denna princip skall vi utnyttja i vart problem, men vi
maste vara lite extra omsorgsfulla, eftersom tidpunkterna Ty
inte &r fixerade p& férhand utan bestims under optimeringens
gdng. For att undvika trassel med ordningen mellan tidsstegen

formulerar vi féljande sats (utan bevis).

Sats 5.3

Lat ﬂ*k beteckna en initialt optimal policy d& man startar
med kapaciteten zk vid tiden noll. Vid tidpunkten Tyt gors
nédsta utbyggnad till zk+1. Om man startar med 2z och be-
stémmer n*k+1 gbrs nésta utbyggnad vid Tytn

Det galler att T4 2 Tpate

Idén med denna sats ar klar. En initialt optimal policy

W*k kan sammansittas pad foljande sdtt: Vi startar med ett

& 2 k+1 . o oo 1§
forsta optimalt beslut cm; / vid Thed1” Fran Tk+1 folger
vl den optimala vagen LI

Tk+2
k+1

* 7

4 k+1
l:a utb ad. £11l zk+1 vid T

¥ o ' ARl T Tk

k
Satsen garanterar att "inget hint med ﬂ*k+1 innan vi hunnit

stiga pa vid Tt

I det funktionalsamband som behdvs fOr att rekursivt bestém-
ma en optimal strategi, skall vi definiera en bak&trekursion i
den meningen att vi gdr fran en hdgre till en légre kapacitets-—
nivé. Detta blir i sjdlva verket p g a sats 5.3 liktydigt med
att stega sig bakdt i tiden. Vi vill s8ledes knyta ihop
C(zh, ™ , 0) och C(zk, ™ , 0), dir 7* TDbetecknar optimal
strategi frdn respektive initial nivéa 2P och zk, h < k. L&t
oss starta med zh och gbra Gvergangen (expansion i1 en punkt)
till zk. Om vi betraktar en optimal f61jd s& kan T;= bestéam-
mas med sats 5.2.

T*
k
, T, 0) =/ B (t)P(z

O

C(zh

95
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k
) H:) + e c(z~, =¥, H?)

Frén Tk% féljer vi initialt optimal policy n* fran &

Men det galler att

*
k Tk k =g —rrﬁ*
elz™, i, 0) =t i) 2lat.8) e dt + e Gbe . s Tk*)
o
Tk*
‘:c(zh, ™, 0) = 5 B(t) [P (zh,t) - P(zk,t)] e—rtdt +
o
—pr ¥
k * k £ 3
+ ) =
e fl(k)(wl(k) om ) # Bz 5 B0)
k
= bhk +c(z5, 7, 0). (5.4)
Om vi definierar bhh som kostnaden att permanent stanna i zh,
% h -rt rT ., h %
b, =/ B(t) P(z,t) e "at+e " Clz, ™, T), (5.5)
o
s& kan vi formulera rekursionsekvationen:
L k
C(zh, 7, 0) =min {b , +C(z, 7, 0), b, } (5.6)

hk hh
k
EBh

Mangden Bh definierar den mingd av mdjliga kapacitetsnivier

2° som kan n&s frén nivin z genom en tillaten Okning av en
komponent i zh. Vi kan begrénsa oss till att studera &ndringen
i en komponent i taget pd grund av att problemet &r formulerat i
kontinuerlig tid. Mingden av tillétna kapacitetsnivder (Z) méste,
pd grund av kravet att ordningsfdljden mellan beslut skall kunna
permuteras (sats 5.1), definieras med viss omsorg. Permuterings-
kravet leder till att =z méste besitta en sorts slutenhetsegen-
skap, som ar uppfylld om den till&tna nivén for varje komponent
i kapacitetsvektorn utgdres av ett antal ekvidistanta nivéer.
Avstdndet mellan nivéerna kan variera mellan olika komponenter.

Z utgdr alltsd ett gitter i form av en n-dimensionell hyperkub.

Egentligen borde Bh begransas ytterligare av en restrik-

ticn o & F dar T och ¥ anger tidpunkten for initialt

k= k¥ k k+1



97
optimala beslut frén nivéerna 2 respektive zk. En sédan

restriktion #r dock onddig, d8 vi vet (sats 3.1) att om

Ti > f;+1 s& far vi lagre kostnad genom att permutera expan-
sionsbesluten. I den slutliga ldsningen kommer sdlunda villkoret
f; < T§+1 automatiskt att vara uppfyllt dven om vi bortser frén

det vid definitionen av B Betydelsen av detta ar inte sd stor

e
i det icke-stationdra fallet men egenskapen ar viktig i det sta-

tionara fallet som behandlas nedan.

Vi har sdlunda formulerat ett problem i termer av dynamisk
programmering. Problemet kan uppfattas som ekvivalent med upp-
giften att sdka kortaste végen (eller vigen med légsta kostnad)
mellan extrempunkter i ett gitter av kapacitetsnivéer utgdrande

en n-dimensionell hyperkub. Hirav beteckningen 'shortest route'

dynamisk programmering. I anslutning till problemformuleringen

skall i nista avsnitt ndgra korta kommentarer goras avseende be-

réakningsméissiga aspekter.

5.5 Ber&kningsmissiga aspekter

Vardering av sluttillsténdet: C(Zhirﬂ*, )

I uttrycket for bhh ingdr en virdering av kostnaden for att

vid tidshorisonten T kapacitetsvektorn utgdres av zh. Upp-

skattning av denna kostnad kan goras pd flera alternativa sétt:

T Berikna den diskonterade transportkostnaden, som induceras

*

av slutkapaciteten gy C(zh, T, T) =

a(t+T) P(z8,T+t)e TV at

I
O - 8

13 Koppla ihop problemet med &ndlig tidshorisont med ett

stationdrt problem i o&ndlig tid.

iii. Satt 14ga vérden pd 'bra' sluttillstdnd och hdga kostnader

pa icke Onskade slutkapaciteter:

C(Zh, ™, T) = 4+ o om z> férbjudet sluttillsténd
h 4 u A
Blz s 0y T) =0 om o bra sluttillsténd i den me-

ningen att zh férvéntas ge léga

framtida kostnader.



Krav p& minneskapacitet

For att kunna 18sa problem av typ dynamisk programmering med
datamaskin méste vissa krav pd minneskapacitet hos datamaskinen
vara uppfyllda. Nivin pé dessa krav bestéms av problemstorleken.

Behovet av minnesutrymme &r av tvd slag:

1. Behov av snabbminne (k&rnminne) fdr att lagra kostnaden fér
redan genomldpta kapacitetsnivier: C(zk, n*, 0) for kEBh
enligt rekursionsformeln.

2. Behov av léngsamt minne fdr att lagra optimala expansions-

beslut i redan genomlépta kapacitetsnivier.

Av dessa &r kravet pd utrymme i snabbminnet begrénsande. Utrym-
mesbehovet bestims av tillstédndsrummets storlek. Denna reduceras
e] genom 'shortest route'- formuleringen av problemet i jamfdrel-
se med vanlig DP-formulering. Man har sdlunda inte kommit ifran
den kanske allvarligaste praktiska begrédnsning som vidl&der dyna-
misk programmering som metod. Som exempel kan ndmnas, att vid
13sning med en 32 K IBM 7090 fér tillstdndsrummet hdgst innehdl-
la L4000 tillst&nd motsvarande 3 lokaliseringsorter med ca 15
kapacitetsnivder eller L platser med ca 8 kapacitetsniv8er. Om

vi endast tilldter kapacitetsexpansioner, som ligger inom vissa

givna grénser, kan kravet pd kirnminneskapacitet reduceras.

Tidsdtgdng, berikningsméngd

Genom att vdlja 'shortest route'-formuleringen av dynamisk pro-
grammering och utfdra rekursionen i initialt optimala beslut
frén de olika kapacitetsnivderna kan berikningsméngden kraftigt
reduceras och dérmed tidsdtgingen. Man kan visa att antalet be-
rédkningar av hogerledet i rekursionsekvationen och jémfdrelser
mellan s&dana vérden kraftigt minskar jémfért med vanlig dyna-

misk programmering.

EXEMPEL

Vi skall jémféra summan av antalet berdkningar av hdgerled i re-
kursionsekvationen och antalet jémfdrelser mellan dessa for dels
'shortest route' dynamisk programmering med 10 kapacitetsnivier
per lokaliseringsort (kontinuerlig tid) och dels vanlig dynamisk

programmering med 10 kapacitetsnivder/lokaliseringsort och 10
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tidssteg. Antalet lokaliseringsorter varierar frén en till fem:

Antalet platser 'Shortest route'-DP Vanligt DP

1 5.5 * 10 55.0 + 10T
> 10.0 * 10° 302.5 * 10°
3 W5 + 167 1663.8 + 10°
in 19.G * 10h 9150.6 ° 1oh
5 83,5 * 1% 50328.4 + 10°

Man noterar, att berdkningsméngden reduceras med en faktor 10
vid en lokaliseringsplats, och att denna reduktion Ckar till en
faktor 2000 vid fem platser. Reduktionen beror pé att antalet
kombinationer av expansionsbeslut for varje kapacitetsvektor &r
additivt beroende av antalet lokaliseringsorter i 'shortest
route'-formuleringen, medan beroendet &r multiplikativt i vanlig

dynamisk programmering.

Den kraftiga reduktionen av ber#kningsméngden vid rekur-
sionen kan tyckas motverkas av att 'shortest route' kréver para-
metrisk 1l8sning av transportproblemet. Sannolikt &r det dock
ekonomiskt att en glng fér alla 1ldsa transportproblemet paramet-—
riskt jamfért med att 1dsa det upprepade génger period fOr period

i vanlig DP.

56 Enkelt exempel pé& icke—stationdra problemet i &ndlig tid

Som exempel p& den hittills behandlade icke-stationéra modellen
i &ndlig tid skall vi betrakta det ndstan triviala problemet att
bestémma kapacitetsutbyggnaden fOr fallet med en lokaliserings-
ort. En foérutsdttning &r att inga kapacitetsunderskott fér upp-

std. En anledning att studera detta exempel &r att jimfdra re-

sultatet med motsvarande resultat av en dynamisk programmerings-
modell i diskret tid och kontinuerlig expansionsstorlek (w) ut-

vecklad av Manne-Veinott, se Manne (1967).

Efterfrige- och investeringskostnadssamband enligt FIG. 5.1 och

5.2 antas gilla.

Kapacitetsnivderna &r 1.0, 2.0, «..... , 6,0 (zk, =t sxss B

Diskonteringsfaktor: e © = 0.8. Genom att inga kapacitetsunder-
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Efterfrégan Investeringskostnad
6 (t) flw, t)

15 3
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f=56+10w, w>0
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FIG. 5.1 Efterfrégesamband. FIG. 5.2 Investeringskostnadssamband.

Kapacitet
P

6 e -

——4__ _r«—Kostnad 50.6 Optimal utbyggnad enligt

—— »Shortest routey, Erlenkotter

&
1
|
I
3 : < Kostnad 50.8 ----- Manne-Veinotts modell
:
|
|
A

FIG. 5.3 Optimal utbyggnad enligt Erlenkotters och Manne-—
Veinotts modeller.
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skott till8ts, underléittas berdkningen ay tidpunkten for ini-

tialt optimala expansionsbeslut. Man far

%
-rt
= k k%
b =8 3, Tk)
dar {; dr den tidpunkt d& efterfréagan balanserar existerande
kapacitet 2P (se efterfrédgesambandet i FIG. 5.1, Z = 6(t),
*=‘\',)
Tk
h

5 el B0 2.0 B0 B 60
fi 1.50 2.33 3.00 3.67 L.50 6.00

Vidare definierar vi bhh = 455

Med hjélp av ovan definierade storheter kan rekursionsekvation

(5.6) tillampas.

C(z6, ™, 0) = bgg = O

SR - . k %
Blz”, 7 . 0) =min {lb., + Clg™s s Q)| o Veed =
ek [P ] ®ss
= min {[b56 + c(z6, T o)],+ ®w} = 5.5+ 0 = 5.5
oSV

- - - -

Vi fér den optimala policyn:

1. Enligt 'shortest route', Erlenkotter.
nf = {(1.0, 0.0), (2.0, 1.5), (3.0, 3.0)}
2. Enligt Manne-Veinotts modell.
nz = {(1,5, 0.0), (3.0, 2.0), (1.5, L:0)}
Bigge modellerna &skédliggdrs i FIG. 5.3. Minsta kostnad med de

bada modellerna blir 50.8 respektive 50.6.

Med h#nsyn till att 'shortest route' opererar med kontinu-
erlig tid i motsats till diskret tid i Manne-Veinotts modell och

att kapacitetsniv8erna inte &verensstimmer ger modellerna sé



lika initialbeslut som &verhuvudtaget &r mdjligt. Aven kostna-
derna &r mycket lika. Skillnaden bestdr i den optimala policyns

utseende under senare delen av planeringsperioden ( t > 2).

5.7 Station&ér planeringsmodell med o&ndlig tidshorisont
Teori

Hittills har framst&llningen helt &gnats &t det icke-stationéra
problemet att planera kapacitetsutbyggnader under en &ndlig tids-—
period. I forts&ttningen skall motsvarande stationira problem

med o8dndlig tidshorisont ndgot berdras. Huvudsakligen kommer dir-
vid négra exempel att behandlas men férst skall vi mot bakgrund
av den tidigare beskrivna icke-stationéra modellen skissera ndgot
av teorin for den stationdra motsvarigheten. Det stationira pla-

neringsproblemet antages ha féljande egenskaper:

a) Investeringskostnader, transportkostnader och tillverknings-

kostnader &r tidsoberoende. Efterfrigefunktionen vixer lin-

jart i tiden: Efterfrégedkning/ar pd plats J betecknas
Do
J
b) De kombinerade transport- och tillverkningskostnaderna miste

uppfylla avstindsegenskaperna:

. s = . s o .
Bis 29 By =05 B 3 By P Ws

c) Andlig Svre gréns for skillnaden mellan &verskottskapaciteter

pad olika platser.

Modellen for stationdra fallet har som tillst&ndsvektor
overskottskapaciteterna pd de olika platserna (jamfor icke-
stationfdra modellen, dédr tillsténden utgjordes av absoluta kapa-
citeter ). Tidsdimensionen undertrycks pd samma sitt som tidigare
genom att ldsa timing-problemet for varje expansion och normera
kostnaderna till en initialtidpunkt. De berdkningsmissiga for-
delarna med den icke-stationféra modellen bevaras i var utvidg-
ning till det stationdra fallet. Ytterligare en fordel tillkom-—
mer: tillsté&ndsrummet kan i den stationdra modellen f6r n st
lokaliseringsorter reduceras sd att det motsvarar ett icke-
stationdrt problem med n-1 orter. Detta pd grund av att till-
stdndsrummet endast behdver betraktas vid tidpunkter d& minst en

av Overskottskapaciteterna &ar noll.
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Vi skall visa hur rekursionsekvationen for den stationéra
modellen kan hirledas genom att utgd frén den icke-stationira
modellen, &verfora dennas formulering p& problemet med o#ndlig
tidshorisont och omformulera rekursionsekvationen i termer av
dverskottskapaciteter. Vi kan med smé& &ndringar Overféra var
tidigare rekursionsekvation for det &ndliga icke-stationdra fal-

let till det stationidra planeringsproblemet i odndlig tid:

’ k
ele ., o, 0) =win {o. + Qe 7%, @) B..0
hk hh
kEB
h
dar
E3
k h k -rt T K
- - p ] + o
b i [P(z % o3 (z %) 1 & dt + e fl(k)(wl(k))
o h -rt
By = J Pla',b) e at
o
Bh = mingden (mdjligen odndlig) av tillsténd 2% som kan nas
fréan & via en tilldten expansion i en komponent. Obser-
vera att frénvaron av restriktioner Ti < T:+1 hér &r be-

tydelsefull, dé4 sddana restriktioner skulle kriva kunskap
om framtida expansionstidpunkter. Jamfdér diskussion kring

Bh 1 icke-stationira fallet.

Den enda &dndringen i jémfOrelse med icke-stationdra modellen &r

att terminalkostnaderna vid berékning av b utgétt. Denna

hh
rekursionsekvation kan inte ldsas eftersom ett odndligt antal
kapacitetsnivder dr mdjliga (framdtrekursion) eller eftersom ini-

tialkostnader inte kan anges (bakdtrekursion).

Vi vill nu omformulera ovanstéende rekursionsekvation med
overskottskapaciteter som tillsténd. Definiera &verskottskapa-
citeten zi(t) pé plats i d& kapaciteten dir &r z,
zi(t) =2y ei(t). Dessa &verskott kan normeras med den &rliga
efterfrigedkningen pd plats 1i. Samma normering infdres for
expansionsstorlekar:

z.(t)

Ww.
T ¢ . 5 .
yi(t) = Di ) X5 T (yi(t) och X far genom normering

en dimensionen tid).

Harigenom kan vi inféra den (tidsoberoende) dvre grénsen fér

skillnader mellan Overskottskapaciteter:
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| ¥, () - yj(t) | € Tér alla i,

Om vid tiden t tillsténdet beskrives av Overskotten

y(t) = (y1(t) . yg(t), ----- s ¥ (%))

dar y(t) > 0 s& &r det ej optimalt att gbra ndgon ytterligare

expansion. Detta inses ur ekvationen

) (Wi(k)) = P(zh, T;) - P(zk, T:) (jamfor ekv. (5.3))

som foér stationira fallet anger optimal tidpunkt fOr expansion
frén 2z till 2, Om bida representerar dverskottskapaciteter
p& varje plats blir hdgerledet noll och w?(k) = 0. Detta leder
till att vi begrénsar oss till att sdka optimal strategi utglen-
de frén &verskottskapaciteter y(*) med minst en komponent lika
med noll. L&t yh(*) beteckna Overskottskapaciteten yh med
minst en komponent lika med noll. Om vi startar med yh(*) far

vi ekvationen

: k
C(yh(*), ¥, 0) =min {b__ + C(y (0), v*, 0), b .}
KER hk hh

h

Frén den resulterande tillsténdsvektorn yk(O) kommer ingen

ytterligare expansion att gdras under tiden T min {yik(o)}
Vi fér *
Koxy _ k k B k B
y (*) = (yj (0) Tyes Yo (0) Ty oot Yy (0) Thk) och
-rT

k hk k
C(y™(0), m*, 0) = e Cly (*)s 7%, 1)

P g a stationariteten géller ocksa:

k% * _ K/ % * L o
Bl (™ )y T Hm)—(ﬂy( ), 7, 0). Genom att kombinera vara
resultat f8r vi den slutliga rekursionsekvationen:

-rT

h i k
¢y (*¥), n*, 0) =min (b + e i C(yk(*), % 0y B ¥

hk hh
kEBh

En 18sning till denna rekursionsekvation kan erhéllas med
s k policyiteration,se Howard (1960). Metoden bestir av tva de-

lar: virdebestamning och férbittring av strategin. En given start-
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strategi férutsittes. Utgéende frén denna ldses kostnaderna
(vérdena) C(yh(*), o 0) ur ett ekvationssystem. Med hjélp av
dessa virden bestimmes sedan ny strategi med lédgre kostnad &n
utgéngsstrategin. Denna iterationsprocess kan visas konvergera

mot en optimal 1dsning.

5.8 Tillimpningar av den station#éra modellen i oéndlig tid

Vi skall som exempel pd tillé&mpning av den stationéra modellen

betrakta foljande tre uppgifter:

1. Undersdkning av kostnadsbesparing till f06ljd av regional
samordning av expansionsbeslut.

2. Analys av utseendet hos optimal utbyggnadsstrategi.

3. Bestémning av den férlust som uppstér pd grund av icke-opti-

mala initiala beslut.

Dessa analyser kommer att gdras med uppkonstruerade data. For
att &sk8dliggdra vad resultaten innebér i ett praktiskt fall
kommer i till#mpliga delar att hénvisas till en case-study av

Indiens gddselindustri, som ingér i Erlenkotters avhandling.

Kostnadsbesparing genom samordning av_utbyggnadsbeslut

Orsaker till att vi viljer den station#dra modellen som instrument

for analysen &ar att

- den odndliga tidshorisonten eliminerar svérkontrollerbara ef-
fekter av en godtycklig &ndlig tidshorisont

- det enkla mdnstret fér efterfrigetillvixten gor att vi slip-
per vdlja mellan ett stort antal mdjliga icke-stationéra efter-
fragefunktioner

- problemets dimensionalitet kan reduceras i stationédra fallet

med motsvarande en lokaliseringsort.

Trots det reducerade tillstd&ndsrummet méste med den datorutrust-
ning som anviénts analysen begrénsas till hogst tre orter. Vi for-=
utsitter fér analysen att f0ljande idealiserade fdrhdllanden
rader:

En o#ndlig, plan markyta ticks fullsténdigt av liksidiga
trianglar (FIG. 5.4). I varje triangelhdrn upptréder en efter-
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frédgan, som drligen vaxer likformigt med en enhet. Kostnaderna
fér att transportera en enhet mellan nirbeligna punkter &Ar lika
6ver hela ytan (pij)' Vi vill jamfora kostnaden per lokalise-—

ringsort fdr fdljande tre fall:

a) Planering av optimal utbyggnad i varje plats fér sig utan
samordning.
b) Koordinering av planeringen fdr par av platser.

c¢) Koordinering av planeringen i grupper om tre platser.

Investeringskostnaden anges i termer av &rligt efterfrigetill-
skott (D).

£(y'D) =k + (y0)?

dir y anger antal arsefterfrégetillskott.

I vara kalkyler 8r k = 1.0 och a = 0.70 (se FIG. 5.5). Kalkyl-
rédntan antages vara 10%.

I FIG. 5.6 anges kostnaden per lokaliseringsort fér 18s-—
ningen till stationdra modellen i de tre fall som beskrivs ovan.
Som parameter varieras transportkostnaden pij' Fér jamforelse
har medtagits extremfallen d& transportkostnaden antingen &r o-
&ndlig eller noll. Forra fallet innebar att alla transporter &r
omdjliga och att varje orts utbyggnad méste planeras var for sig.
Transportkostnaden noll innebdr att hela efterfrégan kan samlas

till en enda plats inom varje grupp.

Man observerar, att en vésentlig del av den potentiella
kostnadsreduktionen faller pd Gvergangen frén en till tv& platser
per grupp. Kostnadsminskningen &r betydligt mindre vid utvidg-
ningen av en grupp fran tva till tre platser. I en case-study
kring kapacitetsutbyggnad av Indiens gddselindustri har motsvaran-
de berdkning utfdrts fér kostnad/plats som funktion av gruppstor-
leken. Utan att g& in pa det bakomliggande datamaterialet kan
némnas, att kostnadsreduktionen vid &vergéng frén grupper om en
till grupper om tvd platser var ca 9% medan motsvarande reduktion
vid Overgéng frén grupper om tvd platser till grupper om tre

platser var ca 6%.
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Investeringskostnad

f
1
Kapacitet
‘i y - D
FIG. 5.4 Geografisk struktur. FIG. 5.5 Investeringskostnads
~funktion.
Kostnad/plats
A
10.0 +
9.0 1
8.0 +
Dgroprms s SR S 01—
R s g LT 2 B0
N g RO eyl O p,/ =0.25
7.0 i o =~ ~
N SO~-~ -~ se ==
~ L ~-=-0 p,l 0.10
~
\&\
6.0 AR
~N
i O pi/ = 0 0
50 -— + —+ » Antal platser per grupp med
1 2 3 samordnad planering

FIG. 5.6 Total kostnad/lokaliseringsort vid olika grad av sam-—
planering.
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Analys av utseendet hos optimal utbyggnadsstrategi

Vi skall i detta avsnitt ge exempel pd och nigot kommentera ut-
seendet hos optimal utbyggnadsstrategi for nédgra olika kombina-—
tioner av parametrar. Framst&dllningen begrénsas till fallet med
tvad lokaliseringsorter per grupp. Efterfrégedkningen per &r &r

stérst 1 ort 1 dér den &r 1.0 enheter/ar (D,). Motsvarande Ok-

1
ning for ort 2 tilléts variera (D,.). Transportkostnaden &r lika-

sd variabel medan &vriga férutsétiningar dr samma som 1 fOregé-
ende avsnitt.

Vi aské&dliggdr strategiernas utseende i fyra tillsté&ndsdia-
gram, FIG. 5.7. Betrakta &vre vinstra diagrammet i FIG. 5.7.
Fréan ett utgingslége med &verskottskapaciteterna (y1, yg) =
= (0,0) sker omedelbar utbyggnad enligt streckade pilen till
(€,0). BSedan féljer Sverskottskapaciteterna den heldragna L5-
graderslinjen tills linjen L (y1D1 + y2D2 = 0) skidrs. D& sker
ny omedelbar utbyggnad enligt streckad pil till (3,8). Dérifrén
fdljer Overskottskapaciteterna under en tidsperiod den heldragna
L5-graderslinjen (tills linjen L nds). Sedan sker ytterligare
utbyggnad (utgdr tio-&rsefterfrigetillskottet pd plats 1) till
(7.5, 2.5). Den stationira cykeln med vixelvis utbyggnad av
respektive tio-irsefterfrégetillskott pd plats 1 (- 2.5, 2.5) ~
(75, 2:5) _ och plats 2 _(2.5, - 2.5) > (2.5, 7.5) har nu ndtts.
Hela tiden méste (y1, y2) befinna sig i tilldtet omréde, dvs
kapacitetsunderskott i ena orten fér hdgst vara av samma storlek

som Overskott i andra orten (yTD1 + y2D > 0). P4 varje streckad

2
pil anges utbyggnadsstorleken i antal drsefterfrigetillskott pd

den plats dir utbyggnad sker.

Med anledning av dessa diagram skall ndgra korta kommentarer

goras:

1. Efter en relativt kort transientfas konvergerar strategierna
mot respektive stationira cykel.

2. I de flesta fall &r den slutliga stationéra cykeln av samma
léngd fér bdda lokaliseringsorterna. Om totala efterfrigedk—
ningen &r mycket skevt férdelad och transportkostnaderna &ar
laga (fallet By = 0.10, D, = 0.25) kan dock cykelldngderna
bli olika lénga. I det nedre vinstra diagrammet ser vi att
den stationdra cykeln bestér av tvd (smd) utbyggnader pd ort 1

(8 enheter vardera) under samma tid som det sker en (stor) ut-
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Ort 2 Ort 2
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FIG. ST Optimala utbyggnadsstrategier frén utgéngstillsténdet

(0,0) fér olika kombinationer av transportkostnad och efterfrage-
struktur. Koordinaterna anger Overskottskapaciteter i respektive

ort. P4 de streckade pilarna anges utbyggnadens storlek.
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o

FIG. 5.8 Optimalt (21) respektive initialt icke-optimalt (z
beslut.
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byggnad pd ort 2 (16 enheter).
3. Observera att lokaliseringen av forsta utbyggnaden vaxlar

beroende pd transportkostnadernas storlek.

Graden av samordning av utbyggnadsbeslut i olika orter paverkar
storleken av optimal utbyggnad. Stdrre koordinering tenderar att
Ska utbyggnadsstorleken, men Okningen &r mindre uttalad vid hoga
transportkostnader. Som exempel pé léngden av transientfas respek-
tive slutlig cykel betraktar vi &ter planeringen av optimal ut-
byggnad av Indiens gddselindustri. Féljande tabell visar léngder-
na (i antal &r) for tre grupper om vardera tre orter for tva

olika Ovre grénser pd kapacitetsutbyggnaden.

Grupp 1  Grupp 2 Grupp 3

Ovre gréns 250.000 ton
Transientfas (antal &r) 342 0,0 20y,
Cykelldngd (antal &r) 135,0 36,0 24,0

Ovre gréns 400.000 ton
3043 61,6 33,7
56,0 30,0 25,0

Qo
]

Transientfas (antal

Mo
Lo

Cykelléngd (antal

Fér fallet med Ovre grénsen 250.000 ton fés en mycket jémn for-
delning av utbyggnadsstorlek mellan grupperna. Produktionsenheter-
na blir stdrre och av mera enhetlig storlek d& grupperna vaxer
fr8n en till tre orter. Motsvarande slutsats gdller d& &vre grén-
sen ar 400.000 ton &ven om spridningen pd olika storlekar hér &r

nidgot storre.

Bestdmning av foérlust pd grund av icke—optimala beslut

Med dynamisk programmering erhdller vi optimal kostnad fér varje
initial kapacitetsnivd. Denna information kan vi utnyttja for att
berdkna extra kostnad av ett icke-optimalt beslut ifrén utgangs-—

léaget.

Z : utgéngslige

7 & : optimal expansion frén utglngsléget z

m
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Zy ¥ 2g icke-optimal expansionsbeslut fréan utgéngsliget
C(zg, 7™, 0): kostnad fO6r optimal strategi utglende frén z,
C(Zo, 7%, 0): kostnad for optimal strategi utgdende frén 2y
f(zo,z2) : kostnad for utbyggnad fran z i 11 2

Extrakostnaden for att i utglngsliget fatta det icke-optimala

utbyggnadsbeslutet Z5 kan nu definieras:

£(z_,z,) = (Clz_, 7, 0) - C(z,, v*, 0))

2

c(z_, ™, 0) - ¢(z,., 7™, 0)

o e”
I FIG. 5.9 och 5.10 har detta estimat bestémts fOr ett par olika
parameterkombinationer i fallet med tvé orter per grupp. Vi ser
att om fel ort vdljes for forsta utbyggnaden f&s en extrakostnad
pd &tminstone 3-4%. Kring optimalt beslut kan en variation pa
ca 20% ske utan att kostnaden Skar med mera &n 1%. (Observera
att det initialt optimala beslutet for motsvarande problem i

FIG. 5.7, diagram 3 och U4, anges i antal arsefterfrégetillskott.)

5.9 Sammanfattning

I denna &versikt av innehdllet i1 Erlenkotters avhandling har vi
behandlat problemet att finna en optimal utbyggnadsstrategi for

en en-produktindustri. Metoden &r dock anvdndbar for en klass av
till&mpningar. Det viktiga &r att kostnadsfunktionen P(z,t) upp-
fyller vissa kritiska egenskaper (avsnitt 2). Exempel pd problem
dédr dessa egenskaper &r uppfyllda kan t ex vara vissa lagerpro-
blem eller planering av utbyggnad av broar Over ett vattendrag.
Allmént galler att metoden &r tillampbar pd problem med bade
skalfdrdelar vid investering och beroende mellan de olika pro-
jektens ekonomiska utfall. En avgjord begrinsning hos Erlenkotters

metod a4r att den ej kan behandla problem med external economies.
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Extra kost-
nad for
icke-opti-
malt beslut

% 4
10 ¢

Optimalt beslut (Z4) beslu-t i

kapacitets-

Transportkostnad: p;; = 0.10 enheter

FIG. 5.9 Extrakostnad vid initialt icke-optimalt beslut (j&m-—
for FIG. 5.7 diagram 3).

Extra kost-
nad for
icke-opti-
malt beslut
% 4
10 [
8
6 .
4 F
2" '
. | 1 ] = Z
1 11 12 Utbygg- 2
ds-
Optimalt beslut Z, ggslfn i
kapacitets-
Transportkostnad: pPjj = 0.25 enheter

F?G. 5.10 Extrakostnad vid initialt icke-optimalt beslut
(jamfoér FIG. 5.7 diagram L),
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6 HELTALSPROGRAMMER INGSMODELLER FOR DYNAMISK LOKALISERING
Anders Holvid

B 1. Problemformulering

I modeller, som avser att belysa de kombinatoriska aspekterna av
ett lokaliseringsproblem, &r heltalsprogrammering ett lé&mpligt
hjédlpmedel.

Ett valkint problem &r det s k simple plant location problem.
Ett antal potentiella produktionsenheter, karaktériserade av en
fast anléggningskostnad och en rérlig produktionskostnad, &r giv-
na. Dessa skall férsdrja ett antal konsumtionsenheter, vilka har
en specificerad transportkostnad frén de olika produktionsenheter-
na. Problemet ar att sdka den kombination av produktionsenheter,
som ger minsta totala kostnad (dvs minsta summa av fasta anlégg-
ningskostnader, produktionskostnader och transportkostnader ).

Matematiskt formuleras problemet:

Minimera
zZ. = ¥ ci.xi. 0 1O
lJ Jd J i 11
L %os Bl -3 =1, n)
£
Xij S ¥a (e o5 Ty o m, j=1, n)
X, 5 20
g =

yi = 0 eller 1

Hir &r
m = antal produktionsenheter
n = antal konsumtionsenheter
Cia s = BBl
1J 1J J
Dj = behov hos konsumtionsenhet
tij = generaliserad transportkostnad frén produktionsenhet 1

till konsumtionsenhet Jj, vilken &r lika med verklig
transportkostnad plus rdrlig produktionskostnad i pro-

duktionsenhet 1.

115
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o A = andel av konsumtionsenhet Jj:s behov som tas frén pro-

1]
duktionsenhet 1.
fi = fast kostnad i produktionsenhet 1.
Vs = logisk variabel lika med 1 om produktionsenhet i

byggs, lika med (0 annars.

For ytterligare beskrivning, se Efroymson (1966). Denna modell
kan kritiseras pd ménga sitt. Produktionsenheterna till&ts
exempelvis att bli hur stora som helst, dvs det finns ingen Ovre

grans pa

E %..B: T = e By aas g A0

Den viktigaste inskrénkningen &r dock den statiska situationen.
I allménhet &r ju férutséttningarna av féljande typ.

Vid nu-tidpunkten &r en viss produktionsstruktur given. Den-
na ar avsedd att mdta den rddande konsumtionsstrukturen. Man har
dock prognoser for hur konsumtionsstrukturen kommer att &ndras i
framtiden. Problemet &r att pd bésta sétt férdndra och anpassa
produktionsstrukturen med utgéngspunkt frén dessa prognoser. Det
kan hdr vara fréga om sévil nybyggnad av produktionsenheter som

utbyggnad.

6.2 Modellforslag

Det ligger hér ndra till hands att sdka utvidga modellen i "simple
plant location problem" till flera perioder. Man rdkar d& i stora
svarigheter d4 det giller att uppskatta kostnaderna for produk-
tionsenheterna. En enkel och flexibel modell f&s om problemet i
stdllet formuleras som en strategivalsmodell. Detta innebir en
omformulering av det flerperiodiga "simple plant location pro-
blem", vilken &r av samma typ som den som gdres av det ursprung-
liga linjérprogrammeringsproblemet vid Dantzig-Wolfedekomposition.
I modellen &r strategibegreppet viktigt:

En strategi for en existerande eller potentiell (den behdver
inte vara byggd vid nu-tidpunkten) produktionsenhet &r en full-
stédndig beskrivning av framtida dtgirder i form av utbyggnader,
nedlédggning etc. Varje strategi karaktiriseras av en viss kostnad

(for en given strategi &r den mdjlig att uppskatta) samt krav och
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utbud av olika resurser. Problemet &r att sCka den kombination
av strategier for samtliga produktionsenheter som minimerar eller
maximerar ndgon kriterievariabel. Detta &r ett blandat heltals-
problem vilket bestdr av tva delar, kopplade till varandra enligt

figuren nedan.

Val av strategi for

produktionsenheterna.

N Y

Transportoptimering
fér given kombination

av strategier.

Strategivalssteget

Detta blir ett heltalsprogrammeringsproblem med nedanstéende sy-

stemmatris (se FIG. 6.1).

Variablerna &ar logiska variabler d&r virdet 1 svarar mot att
denna strategi valjs och vdrdet O mot att den inte vdljs. Re-
sultatvariablerna sammanfattar de respektive strategiernas re-
surskrav och resursutbud. Vissa av resultatvariablerna &r koppla-
de till transportoptimeringssteget, medan andra skall uppfylfa
restriktioner av olika typer. Det enklaste fallet ar att r.
skall ligga mellan tvé grénser:

' d "
T, E X 5Ty N = iy By webrwosa B
Resultatvariablerna kan alltsé& vara kostnader under ndgon tids-—
period, totala diskonterade kostnader, utbud av produktionskapaci-

tet under olika perioder etc.

Transportoptimeringssteget

Detta utgdr alltséd frén en given produktionsstruktur, dir det gil-
ler att tillfredsstédlla konsumtionsenheternas behov pa& bista sitt.
Denna del kan utformas pd flera sitt. Enklast som "enkelt" trans-

portprotlem", mer detaljerat som flddesproblem.

Hittills har inget n&mnts om generering av strategier. Mo-

dellen kan hirvid ténkas anvand med tva olika ambitionsnivéer.
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Strategi 1
Produktions-
enhet 1
b T I R
' al ‘] al al a2 am am =¥
' cesssee g i [ R 1 12 *** 1
I fl ] 12 1 1 resultat-
i . 2 2 m B variabler
321 l2122 essscse 821 822 eescssse | ssses eee 621 ?rz
; POy | (i S W, (R ='p
| 1 |1 T | =1
‘ ] 1 1 seeersssoe 1 =1
. grupprest-
: riktioner

| 5
] QI S gt

Prod.enhet 1 Prod.enhet 2 Prod.enhet m

FIG. 6.1 Systemmatris strategivalssteget.
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Den forsta innebdr utvirdering av ett antal givna utbygg-
nadsalternativ. Exempelvis kan produktionsenheterna vara massa-
industrier tillhdérande olika foretag. For varje fabrik diskute-—
ras ett antal olika mdjliga utbyggnadsalternativ. Ett Overordnat
planeringsorgan st&lls hdr infdr problemet att valja kombination
av utbyggnadsalternativ med hénsyn till ravaran - skogens utveck-
ling. Den andra hdgre ambitionsnivén innebédr att soka optimala
strategier. Det blir hir fréga om ndgon form av systematisk ge-
nerering av dessa. Detta kan t#nkas ske enligt négon heuristisk
metod eller med en bakomliggande teoribyggnad sésom i det s k

trimproblemet.

Losningsmetoder

Generellt &r problemet ett blandat heltalsprogrammeringsproblem

av nedanstéende typ:

minimera

i Sk dTy

da
+ =
A1X A2y
s = 0 eller 1, L= Ly wense 5
yj >0 J=1s ecnee 3 n2

De ldsningsmetoder, som behandlar generella strukturer av ovan-—
stdende typ kraver for ett problem med t ex ett par hundra variab-
ler relativt ldnga berdkningstider i dator. Hir &r dock en ut-
vidgning av Geoffrions metod med "surrogate constraints",Geoffrion
(1967) sdkert vard att testa. Det kan &ven 1ldna sig att undersdka
huruvida specialmetoder, t ex byggda pa ndgon form av dekomposi-
tion #r anvéndbara. Hir kan ndmnas exempelvis Benders” metod. I
denna har man mdjlighet att utnyttja "transportstrukturen" i den

kontinuerliga delen av problemet.
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7 LOKALISERINGSANALYS FOR STOCKHOLMSREGIONEN'

Rke E. Andersson

Thel: Lokaliseringsteorin som en del av teorin fOr allmén

ekonomisk Jjamvikt

Ekonomer har n#stan alltid en teori fdr allmén jémvikt som bak-—
grund &ven vid praktiskt orienterade analyser. Forhoppningsvis
praglar detta ocksd den uppléggning av lokaliseringsanalyser som
har skall presenteras. Men &ven om en teori for allmén j&mvikt
bildar bakgrund &r det inte sdkert att en planeringsorienterad
lokaliseringsanalys kan genomfdras med sténdigt beaktande av al-
la Smsesidiga beroenden i det sociala eller ens ekonomiska sy-

stemet.

Lefeber var den som forst formulerade en helt igenom kon-—
sistent allmin jimviktsteori fdr konsumtions-—, produktions-,
lokaliserings— och transportsystemet (se Lefeber (1968)). I
Lefebers modell diskuteras dock inte Omsesidiga beroenden mellan
foretag. I Andersson (1970) &terges i slutavsnittet Lefebers
allménna modell. Lefebers ansats skall hdr bara antydas som in-—
ledning till beskrivningen av en modell som praktiskt kan an-

vindas for analys av pendlingsrdrelser 1 en storstadsregion.

Det finns tv& lokaliseringspunkter, lédge 1 och lige 2. Det
finns tre produkter, produkt 1 som lokaliserats till lége 1, pro-
dukt 2 som lokaliserats till l&ge 2, och produkt 3, transport-

tjanster, som sker mellan lége 1 och l&ge 2. Produkterna beteck-—

nas:

1 e
X = produkt 1, som produceras 1 lage 1
x2 = produkt 2, som produceras i lége 2
x3 = transporttjénster

Det finns tv4 produktionsfaktorer. Produktionsfaktorerna kan va-
ra ldgutbildad och hégutbildad arbetskraft. Faktortjinsterna

fr&n dessa produktionsfaktorer antas delbara och &r de enda fak-

Artikeln har sammanstdllts under medverkan av Magnus Holm.



torer frén vilka faktorinputs kan levereras till valfri produkt
och till valfri lokalisering.
k

Vij = leverans av faktortjénster fréan faktor 1 bosatt i lége

J som anvdnds for produkt k i lige k.

Produktionen 1 l&dge 1 beror p& hur stor insats som sker av fak-
tortjénsterna fran faktor 1 respektive faktor 2, vilka kan hémtas
frédn lige 1 respektive lége 2:

% = eV 3 s Moz eV

11 12 (7.1)

P4 motsvarande sitt finns det en produktionsfunktion fér sektor

2:s produktion 1 lage 2.

2 2 2
% =9 (v11 Vg a ¥ ) (T2

N N

2
t T

2

Transportsektorns produktionsresultat bestims ocksd av insatsen

av produktionsfaktortjinsterna 1 och 2.

3 !
S GO S S (7.3)

1 12
Efterfrdgan pd transporttjinster antas bero pd de tv4 produktions-
faktorernas pendlingsarbete som &r proportionellt mot insatsen

av faktortjénster hémtade frén annat lige.

x3 = ¢V v % vV_..) (0 o1t

2 1 2 1
W70 T j2 el Tz

For systemet géller ett villkor for Jadmvikt, nimligen att efter-

frédgan pd transporttjénster skall svara mot produktionen av trans-—

porttjénster.
A B S 3 3 o3 3
\ V. .\ = @
T(Vgs Vigs Voqs Vopy = 97(V3 + Vips Vo + Vpp) (7.5)

(7.6)-(7.9) Boséttningens beroende av produktionsfaktorerna an-
tas fixerad, varfdr ekvationerna (7.6) till (7.9) kan formule-
ras som restriktioner pd systemet.

Produktionsfunktionerna ekv. (7.1) till (7.3) antas vara

konkava. Lefeber &r inte i1 forsta hand ute efter att undersdka
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villkoren for valférdsmaximering. Det gdller snarare att under-
s®ka hur stor produktion av den ena produkten som maximalt kan
uppn&s nir produktionsresultatet fixeras till en given niva for
den andra produkten och ndr jémviktsvillkoret 5 géller. Rorlig-
heten hos produktionsfaktorerna kan vara begrinsad, exempelvis

s8 att fdljande villkor giéller.

Vipg™ b
vy, =0
(7.10)
1
Vo, = 0
3
=0
Voo

Nir dessa rérlighetshinder formulerats &r det mdjligt att maxi-—
mera produktionsresultatet i lége 1 samtidigt som produktions-—
resultatet i lige 2 hdlls p& en viss nivd och samtidigt som sam-
band (7.5) till och med (7.10) beaktas. Det nddvéndiga villkoret
for maximering av produktionsresultatet i lége 1 kan sammanfat-

tas p& fdljande satt:

aw1 a1 a¢2 ot
oV av LAY oV
21
el B ol e B e SEE
ay k4 ¥ ¥
0 a
8V2 V1 aV2 V2

(Vi innebdr produktionsfaktor i,
Vij innebdr produktionsfaktor i bosatt i lédge J).

Om det inte finns ndgon friktion i systemet sdger villkor (T )
att utbytesrelationen mellan de tva produktionsfaktorerna skall
vara densamma i bada lokaliseringarna. Om det déremot finns frik-
tioner i systemet, kommer derivatorna frén transportsektorns Jém—
viktsvillkor in och korrigerar villkoret for maximum. Begréns-—
ningarna pd rérligheten i samband (7.10) kan ges midnga olika ut-—
seenden. Fér vart och ett av dessa gdr det att hirleda nya néd-
vandiga villkor fOr maximum och man kan pé det sattet successivt
f& en kurva som anger den maximala produktionen av produkt 1 for
alternativa véarden pd produkt 2. Denna kurva brukar kallas trans-

formationsfunktionen.
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Den hér &tergivna modellen har tagits som utgéngspunkt for

en undersckning av ldnsamheten av ett vidgat pendlingsarbete. Pro-
duktionsfunktionerna har antagits vara linjéra i sina logaritmer,
dvs av Cobb-Douglas-typ. Produktionsfaktorerna &r arbetskraft pa
olika utbildningsnivé. Transportsektorns verksamhet har inte be-—
handlats lika vl som i Lefebers modell. Det gédller i stillet

att avgdra vilken pendlingsvolym och vilket produktionsresultat
som skulle uppstd om det inte fanns négra restriktioner p& ar-

betskraftens geografiska rérlighet i regionen.])

T2 Berdkning av Sverflyttningsvinster vid Skad rdrlighet

Avsikten med den analys som presenteras nedan &r att med en op-—
timeringsmodell berékna de rdrlighetsvinster man kan gbra savil
sektoriellt som regionalt. Modellen kan i huvudsak beskrivas pa.
féljande sétt. Man maximerar regionens produktion i de nationel-
la sektorerna under restriktioner pd produktionen i de lokala
sektorerna och tillgédngen pd olika slags arbetskraft. Med na-
tionella sektorer avses hér s&dana sektorer vars produktion huvud-
sakligen avsdttes utanfdr regionen. En lokal sektor avsidtter sin
produktion inom regionen eller eventuellt t o m inom delar av

regionen.

Restriktioner pé produktionen i de lokala sektorerna inféres f&r
att sikerstdlla att dessa inte tdmmes pi& arbetskraft vid maxime-
ringsférfarandet. Att en sddan restriktion &#r nddvéndig inses
enklast om de lokala sektorerna &r servicesektorer som detalj-
handeln. Praktiskt s&kras produktionen i de lokala sektorerna
genom att dessa och den déri ingdende arbetskraften aldrig in-
féres 1 sjélva maximeringsproblemet. Rérlighetsvinster - sektori-
ellt och regionalt - belyses genom att man infér olika restrik-

tioner pé& arbetskraften.

. Modellen har vidareutvecklats ur en modell som utvecklats och
anpassats for empirisk optimeringsanalys av Olle Ohlsson och
Arne Granholm. Den sistnidmnda modellen har anvints f8r utbild-
ningspolitiska analyser. Magnus Holm och ULf Stromquist har
tillsammans med Olle Ohlsson arbetat med den lokaliseringspo-—
litiska formuleringen. Ett enkelt exempel p& modellens anvind-
ning i transportpolitisk analys ges i Andersson (1969).
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Formulering av maximeringsproblemet

Infér férst fdljande beteckningar:

Qij = produktionen i den 1i:te sektorn i den Jj:te regiondelen
T Ty wes iy B F Ty soaal 3 F F Ly wgand
dér 12129 betecknar nationella sektorer
: 1
och n+ 1 <1<N betecknar lokala sektorer

O

1]
SN =]
Ny

Qij = samlad regional produktion i nationella sektorer

Lijk = arbetskraft av den k:te kategorin anvdnd 1 den 1i:te

sektorn 1 den J:te regiondelen.

Infdr féljande produktionsfunktion av Cobb-Douglastyp:
K

dik
Q. = A, Li.i
1 J o

ddr 1 anger produkten.

Maximera:

n J
Q = 2 Z Qij (732}

i=1 j=1
dér

K Qe ,
k 1 = 1, aweel
Br. & H,, T T4 . ’ .13
1.3 343 = 1Jk 3 S0 Doy " mdiwedel (7 )

Detta innebidr att fér varje regiondel specificeras de ingdende

sektorernas respektive produktionsfunktion.

Lise = ooy B8 Uy sne ¥ (i)

N
N ey

Restriktionen innebér att man tilldter rdrlighet mellan sévil

sektorer som regiondelar for varje arbetskraftskategori.

’ De lokala sektorerna &r hir endast med fér fullsténdighetens
skull. Som redan tidigare némnts behandlas de icke vid sjélva
maximeringsforfarandet.



Vill man i st8llet undersdka effekten av Okad rorlighet
mellan olika delar av regionen, samtidigt som man utesluter all
rorlighet mellan sektorer, kan detta ske genom att man i stdllet

infdr en restriktion av féljande typ.

sz.. = L. " A

BTy ssssll

(7.15)

Okad sektorrdrlighet inom varje regiondel fér de skilda arbets-—
kraftskategorierna ger en produktionsfdré&ndring som kan studeras

1 modellen, om denna 1 stédllet tillfdres restriktionen:

L P =1
Lle *jk J .

n
=1 k=],

(7.16)

i |

Skattningsproblem i och datakrav pd modellen

Hiar skall kort berdras den allminna tekniken vid skattningar av

produktionsfunktioner av Cobb-Douglas-typ.
Utgéd fran fdljande produktionsfunktion:

B s 6 T
B B TR gy, AE
n Ldm k 13k

(7.17)

C..m betyder anvdndning av kapital av m:te kategorin i den

i:te sektorn och Jj:te regiondelen.

Qij’ Lijk har samma betydelse som tidigare.

Med marginalproduktivitetsanpassad avkastning pd sévil arbets-

kraft som kapital giller da:

Voo T :ii. = %33k 3i. (7.18)
+J ijk I L5k
2Q. . Q; .
r,, =—2 =g A (7.19)
1Jm aC. . T Ees
1Jm 1Jm

Har &r
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W..k = 18nen fdr den k:te arbetskraftskategorin i den 1i:te
1J
sektorn och J:te regiondelen.

rijm = rintan, eller avkastningen per kapitalenhet fér den m:te
kapitalkategorin i den i:te sektorn och Jj:te region-

delen.

Ur ekv. (7.18) och (7.19) 18ses o och B.

Wt '% Biia
- 13k 2K
“ijk Qij (7.20)
g 1 e (7.21)
ijm Qij *

Harur framgér att for varje arbetskraftskategori, sektor och
regiondel kan o skattas som lonesummans andel av produktionen,
dvs vad som normalt kallas produktionens loneandel. P& motsvaran-—
de sitt kan R Dbestimmas som produktionens kapitalandel, dvs

kapitalavkastningens totala vérde i férhdllande till produktionen.

Modellens datakrav

Det &r nu mdjligt att formulera fdljande slutsats.

Produktionsfunktioner av Cobb-Douglas-typ, for varje sektor och
regiondel, kan skattas om man kénner produktionsresultatet och
dess férdelning pd ldner och kapitalavkastning. Normalt innebdr

detta att man bdr kinna till de férut definierade storheterna:

Qij = produktionsresultat per tidsperiod
Lijk = arbetskraftsanvidndning per tidsperiod
W.. = arbetsldnen
1k
Cijm = kapitalanvidndning per tidsperiod
rijm = réntan (kapitalavkastning per anvind kapitalenhet).

Tillgédngliga data

Foér bearbetning av modellen finns fdljande data till hands:

Qi = Produktionen fordelad p& sektorer fér hela regionen.
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Lijk = Arbetskraftens férdelning pa sektorer, regiondelar och
arbetskraftskategorier.
wijk = Genomsnittsldnens fordelning pad sektorer, regiondelar och

arbetskraftskategorier.
Data har erhdllits genom intervjuer med ett urval ur befolkningen

éver 14 &r om ca 10.000 personer.

Skattningsproblem orsakade av brist pd data

Jamfér man tillgéngen pé data med de datakrav som modellen stél-
ler inses omedelbart att datatillgéngen &r otillricklig fér en
fullstédndig behandling av denna.

Fér att kunna genomfOra en analys med modellen krévs att
denna skattas under vissa speciella antaganden. Det &r d& uppen-—
bart att innebdrden och konsekvensen av dessa antaganden mdste

studeras ingéende.

Bristen pa data medfdr att fdljande tv& problem méste 13sas:

1. Produktionen &r, for varje sektor, endast k&nd for hela
regionen och maste sdledes, pd ndgot sitt, férdelas pa region-
delar.

2. Det saknas data angé@ende kapitalets roll i produktionen. Man
méste sdledes kringgd denna informationsbrist och fdrsdka

skatta produktionsfunktionen utan explicita kapitalargument.

Problemet under punkt 1 angripes p& det sittet att den totala
sektorproduktionen (Qi) férdelas pd regiondelarna i proportion
t1ll dessas andel av sektorns samlade lOnesumma. Detta kan tyckas
vara en godtycklig férdelningsprincip, varfdér det &r angeliget
att ndgot nérmare granska dess innebdrd.

I sjélva verket gdr man féljande péstédende:

zzwijk ijk
%
Q.= . Q. (7.22)
ij i
zj%wijk D4 g
i
Q = ZQij (7.23)
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Under fodrutséttning att produktionsfunktionerna &r homogena av

l:a grad, dvs att
B.. + Z:a.. =l
;g 1jm 1k

gdller det att

2q. .
Q..=Z —:;iij——c.. +23§i—‘1—'L..k (1.24)
RS B WE e Saa, K

Med marginalproduktivitetsanpassad avkastning pd sé&vil arbete

som kapital erhdlles da
5 = 35 NN 4728 o L. . ¥
QiJ %rlJm ClJm gwuk Lle (7.25)

Ekv. (7.25) innebdr att produktionsresultatet kan ses som det
samlade viardet av avkastningen p& anvant kapital och den utbeta-
lade 18nesumman. Annorlunda uttryckt innebédr detta att produk-
tionsresultatet alltid kan foérdelas p& en andel som tillfaller
arbetskraften (1dneandelen) och en andel som tillfaller kapitalet
(kapitalandelen). Med hjalp av ekv. (7.25) och (T7.23) kan plsté-

endet ekv. (7.22) efter forenkling skrivas om som

> Vi Ligx
k i 2
L. = 1 o wn F S W e .
QlJ W L ol r1Jm ClJm » 13k Lle (726
EZ ijk “ijk 4
J k

Fér att pistiendet d8 skall gilla, dvs for att ekv. (7.25) och

(7.26) skall vara lika, kravs_att

z W sl oy

k
ZZ Y kM gk
g K

- EZ Tijm Cijm T zrj_jmcijm (7.27)
Jm

m

Detta uttryck kan enkelt skrivas om som

EEVL o zi TP

" 13k 13k _m 1Jm 1Jm
DO Madik 2D Tisntim
J -k jm

(7.28)



D& man fordelar sektorprodukten for hela regionen pi region-
delarna i proportion till dessas andel av ldnesumman i sektorn,
sd forutsitter man sdledes att varje enskild regiondels andel av
sektorns ldnesumma &r densamma som andelen av sektorns kapital-
avkastning. Annorlunda uttryckt innebdr detta att fdr en given
sektor skall fér tvd godtyckliga regiondelar férhdllandet mellan
dessas produktion, ldnesummor och kapitalavkastning vara detsam-
ma.]) Ar rintan lika i alla regiondelar innebdr den ovan rela-
terade fordelningsprincipen for sektorprodukten, att man antar att
produktionen i de olika regiondelarna fdrhdller sig till varandra
pé samma sétt som regiondelarnas kapitalvolym och, liksom tidi-

gare, deras lOnesummor.

Huruvida de redovisade antagandena &r realistiska eller ej
ar naturligtvis en rent empirisk fréga. Det enda man kan siga pi
nuvarande stadium av arbetet &r att modellen giller under an-

taganden som intuitivt férefaller ratt rimliga.

T3 Icke-konvexa egenskaper hos inomregionala lokaliserings-—

problem, firekomst av stordriftsfdrdelar

I Lefebers modell och 1 den presenterade pendlingsmodellen for
Stockholmsregionen antas produktionsfunktionerna vara strikt
konkava. Hdrigenom vinner man férdelen att problemet blir 1dsbart
med jamfdrelsevis enkla optimeringsmetoder. Dessutom fér variab-
lerna 1 dualproblemen en entydig betydelse vid mera politiskt

orienterade tolkningar.

Det finns emellertid ocksd stora nackdelar med dessa kon-
kava produktionsfunktioner. Vid mera léngsiktig analys tycks de
flesta produktionsteoretiska och empiriska undersdkningar tala

for att det finns markerade odelbarheter eller stordriftsfordelar

4 Formellt kan detta skrivas for tva godtyckliga regiondelar
och j'

g Z W splin sy Z Bomaln o

17 .. k _

5 m

@ .,

*d le'k 1J'k rlJ m ij'm
k m
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i produktionen. I en Cobb-Dauglas-funktion tar det senare sig
uttryck i att ndr kapitalet ocksd blir variabelt s& kommer sum-
man av exponenter pd arbetskraften plus exponenten pé kapitalet
att tillsammans Overstiga vardet 1. Det innebdr att de problem
som har ett entydigt optimum vid pendlingsanalysen kommer att
sakna denna entydighet vid en lokaliseringspolitisk analys dar
ocksd kapitalet tilldts variera i lokalisering. Det &r kanske
lampligt att ndgot belysa graden av stordriftsfdrdelar enligt

ett par empiriska undersdkningar som anvént relativt olika under-

sokningsteknik.

Den ena undersdkningen &r utford pd ett amerikanskt tvar-
snittsmaterial och syftar till att estimera produktionsfunktioner
av Cobb-Douglas-typ, Hildebrand, Liu (1965). I undersdkningen
indelas arbetskraften i tv4 utbildningsnivéer, medan kapitalet
ses som en enhetlig storhet. Berdkningarna sker med hjélp av
tvarsnittsanalys for USA:s olika stater med separat estimering
fér var och en av industrisektorerna. TAB. 7.l &terger de upp-
miatta stordriftsfdrdelarna enligt Hildebrand och Lius undersok-
ning. Stordriftsférdelarna kan dir avlédsas som summan av fakto-

rernas output-elasticiteter.

Industrigren iig§d§§;52- o oy o, B E:ai £ 1B
fordel i
Livsmedel il 8,3k O,/40 0,53 1,2k
Kemisk 2 0,34 0,57 Q.87 1,18
Metall 3 0,96 Oxlfe 1,18
Instrument l 0,67 o,k 1,11
Tra 5 0,79 0431 1L.¢1:0
Papper 6 0,55 0,27 0,28 1,10
Jord & sten T 0,66 0,30 0,13 1,09
Gummi 8 0,85 0,23 1.08
Maskin 9 0T 0,27 0433 1,07
Metallvaror 10 04553 ©,3% 0,15 1,02
Transportmedel 11 0,41 0,28 0,32 1,01
Petroleum 12 0:27 ©:50 0,23 1,00
Elektroindustri 13 o1 0,24 0,30 0,95
Liderindustri 1L 0,85 0,07 0,92

TAB. 7.l. Mitning av stordriftsfdrdelar under konstant teknologi.
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De rubriker som &terges 1 tabellhuvudena &r koefficienterna i

féljande tva produktionsfunktioner:

a
e=ax"1 (7.29)
dar
Q = férédlingsvédrde i en sektor per &r
K = anvéndning av kapital i en sektor per &r
L = anvéndning av arbete 1 en sektor per &r
A = teknologisk nivédparameter

o a

2

Q=axf 'L, (7.30)
dar
L1 = arbetares arbetsinsats per ar
L2 = tjénsteméns arbetsinsats per &r

Av tabléan framgdr att huvuddelen av sektorerna skulle ha stor-
driftsférdelar, trots att den amerikanska marknadens storlek
ti118tit sektorerna att koncentrera produktionen till stora an-
lédggningar i mera uttalad utstréckning &n i linder som Sverige

med dess trots utrikeshandeln mera begrinsade marknader. De flesta
ekonomer antar att summan av elasticiteter bara kan sédttas lika
med en konstant inom ett begrinsat produktionsintervall. Det

finns dérfdér skédl att anta, att det problem med icke-konvexitet

i allokeringsanalysen, som iakttagits i den refererade undersdk-
ningen skirps nédr det géller lokalisering inom Stockholmsregionen

med dess 1 ménga sektorer mycket begridnsade marknader.

Produktionsfunktioner &r i allminhet att fdredra som ana-—
lytiska hjélpmedel, eftersom de innehdller information om m&jlig-
heten att optimalt kombinera de knappa produktionsfaktorerna. I
praktiska undersdkningar visar det sig emellertid ofta vara l&mp-
ligt att arbeta med kostnadsfunktioner som visar den samlade fak-
torkostnadens variation med produktionsskalan (se FIG. 7.1l). I
ménga lokaliseringsanalyser har stordriftsfdrdelar behandlats med

denna mera forenklade teknik.

SOU 1970:30 lémnar viss information om kostnadskurvornas férlopp
o6ver véxande produktionsvolymer. Med hjilp av s8dana kostnadsfunk-

tioner kan man kanske fastsld produktionsvolymen hos de nya an-
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kostnad per
enhet

ﬁ\

, producerad méngd
per ar

FIG. 7.1 Styckekostnadens variation med produktionskostnaden.
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lédggningar som kommer till under en planperiod. TAB. 7.2 kan

ndgot belysa vilka storlekar pd nya anliggningar som kan bli ak-

tuella inom industrin under de n&rmaste tio &ren.

Optimalt antal Antal anléagg-

anléggningar ningar 1970
Bryggerier L 56
Mejerier fédrre 4n 50 ca 230
Charkuterier ca 12 ca 200
Bagerier ca 10 ca 2000
Kvarnar L 85% av prod. i
11 kvarnar
Oljeraffinaderier 1 3
Cementfabriker 3-h 7

TAB. 7.2 Jamforelser mellan optimal och existerande anligg-—
ningsstruktur, ndgra branscher.

Det ligger en vésentlig nackdel i koncentrationsutredningens be-
ddémningar, eftersom dessa endast avser tillverkningsindustrin.
Produktions— och konsumtionsservice av privat och offentlig art
kommer att bli de mest expansiva sektorerna under Oversk3dlig
tid. Det &r dérfdr nddvéndigt att f& motsvarande beddémningar ge-
nomférda for dessa sektorer om informationen om odelbarheter i
anlédggningar skall ha ndgot vésentligt intresse i lokaliserings-

analyser for Stockholmsregionen.

Det &r ofta svart att védlja mellan en produktions- och kost-
nadsteoretisk ansats vid studiet av odelbarheter och stordrifts-
férdelar i industrin. Svédrigheterna blir emellertid &n stdrre om
det gédller att fastsléd odelbarhetsgrinser i serviceverksamheter,
eftersom dessa sektorer producerar tjénster med svarmitbara kva-

litetsegenskaper.

I Lefebers modell &r det - p& grund av antaganden om delbarhet
hos sévél input som output och antagandet om konkava produktions-—
funktioner - alltid mdjligt att finna enkla villkor fOr maximal
produktion av den ena varan givet den andra varans produktionsmil

skall vara uppfyllt. Genom att ansitta en prisrelation mellan va-
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ra 1 och vara 2 (prisrelationen Po - PO i FIG. T.2) bringas
2
o
som utgdr en "paretoeffektiv" kombination, eftersom den ligger

= : ; ’ : 5 |
foretagen vid vinstmaximering att producera mangderna Xo 5 X

pd randen TO = To av transformationsméngden. Om de individuella
nyttorna hos konsumenterna ocksd kunde aggregeras upp till en
valfardsfunktion - w = w(x], xg) - som uppvisar samma konvexitet
s& kan systemet bringas i allmén j&mvikt genom prisrelationen

PO - Po’ sdvida hushdllen nyttomaximerar.

Om det 1 stédllet rdder odelbarheter i produkterna x1
och x2 kan transformationsmédngden f4 ett utseende som i
FIG. 7.3 (0, A, B, C, D, E) som 4r icke-konvex, ddrigenom att
endast punkterna pd och innanfdr randen &r tillétna. Lat oss an-
ta punkterna o, B och 7Y &r indifferenta punkter for hushdl-
len, varvid kombinationen o &r den punkt bland de kombinationer
som t111hér méngden som ger hdgsta valfdrd. I detta fall av odel-
barheter - stordriftsfdrdelar - &ar det omdjligt att ansétta en
prisrelation som férmdr att fora béde hushédll och fdéretag till
den optimala kombinationen a. I ménga fall med odelbarheter &r
det sdlunda svart att astadkomma ett optimalt decentraliserat be-—
slutsfattande med enkel prisinformation som huvudsakligt besluts-—
underlag for féretag och hush&ll. Det finns naturligtvis mdjlig-
heter att med mera komplicerad prisstruktur &stadkomma ett de-

centraliserat beslutsfattande, som leder till valf&rdsmaximering.

Toolk Transportmodeller som hjidlpmedel for inomregional loka-—

liseringsanalys vid odelbarheter

Odelbarheter &r ett ofrénkomligt inslag i lokaliseringsanalyser.
Varje nytt lokaliseringsobjekt féar fdérutsédttas ha en relativt
fixerad storlek i fdrsta hand med hénsyn till produktionstek-—
nikens villkor. P& samma sitt fér man forutsitta att de ytor som
kan korma ifréga for lokaliseringséndamdl i allminhet av produk-
tionstekniska sk&l bdr dimensioneras s& att de svarar mot tek-

niskt rimliga storlekar eller multiplar av s&dana.

Optimering under odelbarheter &r 1 sjédlva verket inte alls
ovanligt inom lokaliseringsteorin. Transportmodellerna har for-
delen att téla odelbarheter under vissa begrédnsande forutséatt-

ningar.



Produkt 1
1
A% A
Po Yo
To
1
Xo
"o
¥o %Py Produkt 2
Xg x2
PIG. T2 Exempel pd transformationsméngd (T -T , vAlfardsfunk-

tion w_-w_ och prisrelation P -P_ vid fullstidfdig delbarhet.

Produkt 1

A

A

xY
D
\E Produkt 2
0 ey : -
e
PIGs T3 Exempel pé en transformationsméngd vid odelbarhet.
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Primalproblemet

Maximera:

2.2,

i

Rest

a.. X, .
1J 1d

riktioner:

I
»

Dualproblemet

Mini

Man

mera:

13nsamhet av anliggning 1 1 lige

antal anldggningar av typ 1 1 lége

dualpris for anvindning av anléggning 1

dualpris fér anvéndning av lige Jj (dvs markrénta)

_ antar heltalsvirden under fdrutsittning att restriktionerna

;i° och ;'j antar heltalsvérden. Den egenskapen gér for-

lorad, om nédgot av X.. eller i'j antar fraktionella vérden.

kan visa, se Gale (1960), att u. och w‘j kan védljas > O.

Det ekonomiskt komplicerade i modellen ligger i besté&mningen

av a-koefficienterna. Den samhidllsekonomiska ldnsamhetsanalysen

ar e

Enli

tt ofrénkomligt hjalpmedel fér att berékna dessa koefficienter.

gt den samhillsekonomiska kostnads-intéktsanalysen kan a-

koefficienten ses som den samhdlleliga ldnsamheten av att légga

en v

kan

iss verksamhet i ett visst lége. I ett statiskt sammanhang

a-koefficienten ses som skillnaden mellan intéktér och kost-—
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nader, ddar intdkter och kostnader &ir berdknade utifrén samhil-

lets vérderingar. Gédller det en lédngre planperiod miste fdrdelen
utvarderas Over hela tidsfdrloppet. aij blir d& bestéimda som
summan av alla perioders avkastning diskonterad till nuvirde i
enlighet med samhédllets tidspreferens. Om nettoavkastningen inte
berdknas védxa Over tiden blir aij bestdmda som i1 ekvationerna

(T7:30), (T.30 a) och (7.30 b).

-rt

a..=j (E. . “H..)e" g (7.30)

1) . 1J 1J

aij = (Iij - Kij) J e_r‘t dt (7.30 a)
(@]

aij = vij % féor r > 0. (7.30 b)

I den samhdlleliga utvédrderingen giller det sdlunda att fastsli
bédde nettoavkastningen och samhdllets tidspreferens pd ett en-

ligt samhéllets virderingar korrekt satt.

Konsumentdverskottet &r oundgéngligt vid berdkningen av intékter-—
na av odelbara projekt 1). I samh&llsekonomisk ldnsamhetskalkyl
gidller det att berdkna den samhdlleliga intdkten av ett investe-
ringsﬁrojekt som summan av konsumentdverskott. Konsumentdverskot-—
ten for en individ kan négot férenklat definieras som skillnaden
mellan det pris som konsumenten vore beredd att betala hellre &n
att avstd frén konsumtionstillskotten och det pris som han fak-
tiskt far betala. Alternativt kan konsumentdverskottet definieras
som den summa pengar som konsumenten skulle kriva som subsidie
fér att avstd frén konsumtionstillskottet. Dessa tv4 grunddefini-

tioner &r ekvivalenta under vissa betingelser. Konsumentdverskot-

tet kan illustreras p&d féljande satt (FIG. T7.4).

Efterfrégekurvan E-E uttrycker vilka priser konsumenten vore
beredd att betala hellre &n att avstd frédn konsumtionstillskott.

Vid méngden 15 adr konsumenten beredd att betala priset P,

Arvidsson, G, Niklasson, H, 1968, On consumer surplus and related
concepts.
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Pris
AE
Po
P1
9 B Pris
E
ELe) a1 aa » Mangd/tidsperiod

FIG. 7.4  Konsumtionsdverskottets definition.
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hellre &n att avstd frén ett konsumtionstillskott i nfrheten av

a,- Vid tilldelningen q, dr han beredd att betala priset P,
hellre &n att avstd fran tillskott i ndrheten av a- Den to-
tala konsumentradntan &r s&lunda vid tilldelningen q triangeln
A-E-B. Den méngd som efterfrégas vid ett givet pris varierar
sjédlvfallet frén individ till individ, men fdr var och en av in-
dividerna efterfrégas en viss mingd per tidsperiod, nér ett visst
pris géller. Det &r darfdr mdjligt att aggregera fram en efter-—
frégefunktion fér alla hushdll tillsammans, for vilken det giller
att ytan under efterfrigekurvan &ver prislinjen svarar mot sum-
man av de individuella konsumenternas konsumentréntor. Den korrek-
ta efterfrégekurvan for dessa berdkningar av konsumentrintan &r
inte s& helt enkel att bestémma. De estimeringsproblem som upp-

stér har emellertid grundligt utretts i Hicks (1956).

Ytan under efterfrégekurvan torde kunna hirledas ganska val
1 lokaliseringssammanhang, eftersom vi dir inom vissa intervall
har perfekt prisdiskriminering som uppstdr pd si sitt, att hus-
hdllets pris &r summan av ett enhetligt marknadspris och en med
distansen till produktionsenheten varierande reskostnad (inklu-
sive virdet av tidsfoérlusten). Det pris som anvindes vid konsu-
mentrénteberdkningen skall vara sadant, att det uttrycker den
samhélleliga marginalkostnaden. Lénsamhetstalet blir féljaktligen
skillnaden mellan konsumentréntan och den fasta &rskostnaden in-
tegrerat fran nuliget mot o#ndligheten eller till planhorisonten.
Sédana vérden skall berdknas sektorvis for alla méjliga lokalise-
ringspunkter. I den hir &tergivna modellen existerar alltid en
16sning férutsatt att det inte réder starka Smsesidiga beroenden
1 lonsamheten hos olika sektorers lokalisering. I sd fall &r det
omdjligt att hitta négon bésta lésning annat &n med fullsténdig
genomgéng av alla ténkbara alternativ, vilket &r en omdjlig pro-

cedur om antalet sektorer och antalet ladgen &r stort.

TS5 Omsesidiga beroenden som komplicerande faktor vid odel-

barheter

Det &r valkdnt att Omsesidiga beroenden forekommer i stor utstrick-
ning i det ekonomiska systemet. De Omsesidiga beroendena &r emel-
lertid av mycket olikartad natur. Vissa Omsesidiga beroenden &r

av mera teknisk natur, dvs produktionen av en vara eller tjinst



forutsitter insatser av producerade varor och tjénster som in-
puts i produktionsprocessen. Varje vara och tjénst ingdr dess-—
utom i ndgon utstrickning som input till andra produktionsproces-
ser. Omsesidiga beroenden av sddan teknisk natur &r sé& omfattan-
de att det finns anledning att fdrsdka 18sa nédgra av dem redan
fére en egentlig analys av det optimala lokaliseringsmonstret.

Den kanske besvérligaste typen av Omsesidiga beroenden ligger

vial i samspelet mellan féretagens lokaliseringsmonster, transport-
systemets struktur och hushdllens bosdttningsmdnster. Om det skall
vara mdjligt att utreda det optimala samspelet mellan dessa tre
ménster torde det vara nddvandigt att arbeta med en modell, dar
olika delar av produktionssystemet (utom transporter och bosétt-

ning) visar 18g grad av Omsesidigt beroende.

7.6 En vig att 13sa de tekniskt bestémda Omsesidiga beroen-

denas problem

Input-outputtablédn &r ett hjélpmedel att beskriva olika produk-
tionssektorers leveranser av varor och tjénster till varandra.
Ett produktionssystem av input-outputtyp har en form som ges i

ekv. (T.31).

g2 AxE g (T.31)
dar

x &r en kolonnvektor med n sektorer

A &r en koefficientmatris med n kolonner och n rader

I &r en enhetsmatris

f &r en kolonnvektor med n rader som anger anvidndning av

olika sektorers varor och tjinster vid slutlig fdrbrukning,

dvs fdr konsumtion, investeringar och export.

Om de teknologiska sambanden &r stabila kan modellen anvéndas
f6r berdkningar av olika sektorers produktionsnivéer vid en viss
tankt sammansdttning av slutfdrbrukningen (f), ekv. (7.32).

s P e g g § )

Om alla sektorer &r Omsesidigt beroende av varandra skulle A-

matrisen ha positiva védrden i alla element. I realiteten &r vissa
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element lika med O och vissa av elementen &r mycket smd. Det
finns d&rfér mdjlighet att arrangera A-matrisen i s&dan form

att berdkningar underléttas. Det finns exempelvis ofta m&jlighet
att astadkomma en i det nirmaste trianguldr A-matris. S&dana
trianguleringar har genomfdrts for ménga ldnders input-output-
matriser och d& visat sig ha mycket god stabilitet vid lénderjam-
férelser. Det har exempelvis visat sig, att trianguleringsménster
som uppnétts ndr en given trianguleringsteknik applicerats pd s&
skilda ekonomier som Turkiets, Israels, Norges och USA:s input-
outputmatriser givit i stort sett samma trianguleringsmdnster.
(Rangkorrelationstest ger virden om 0.7 - 0.9 vid parvisa Jam-—
férelser av den triangulerade sektorordningen). Om omsorteringar
av input-outputmatriser genomféres pd ett ur lokaliseringspoli-
tisk synvinkel rimligt sdtt kan det allts&d vintas, att dessa
ménster har en strukturell stabilitet #ven vid drastiska forand-
ringar i institutionella betingelser och fdrdndringar i pris-

systemet.

Input-outputtabléer av mera fullstdndig art inneh8ller ofta
over 100 sektorer. Det séger sig sjilvt, att ménga av sektorer.a
inte har négra Omsesidiga kontakter. Konfektyrindustrin képe:
exempelvis inga varor fran varvsindustrin och varvsindustrin
képer heller inte varor och tjédnster fran konfektyrindustrin. Det
dr uppenbart att tva sddana sektorer bara indirekt kan ha nytta
av samlokalisering via kontakter med ndgon annan sektor. S&vil
de element som uttrycker leveransbehov frén konfektyrsektorn som
i de element 1 A-matrisen, som uttrycker leveransbehov i motsatta
riktningen &r koefficienterna néra noll. Summan av dessa koeffien-
ter &r féljaktligen ocksd noll. Varvsindustrin har d&remot stort in-
putbehov frén plétmanufaktursektorn, medan den sistnémnda sektorn
knappast koper ndgot frén varvssektorn. Det samlade samspelet
mellan dessa sektorer kan ddrfdr uttryckas som summan av en stor
input-output-koefficient och 0. P4 detta sdtt kan sektorkombina-
tion fér sektorkombination ordnas s&, att element . adderas
till element Qg Dessa summerade element som uttrycker inter-
sektoriell association kan dédrefter sittas in som virden béde i
ldge 7k och i l8ge ki, medan den ledande diagonalen sjalv-
klart visar maximal association, dvs vdrdet 1. P& detta sitt er-
hélles en symmetrisk matris som uttrycker styrkan i de tekniska

sambanden mellan sektorerna.
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FIG. 7.5 Symmetriserad och korrigerad input-outputmatris.
aij = leverans av produkter frén sektor i till sek-

tor j per produktenhet j.

Efter en korrigering av den ursprungliga input-output-matrisen
kommer det att finnas en stor méngd koefficienter med virdet O.
Manga koefficienter har mycket ldga virden medan andra blir hdga.
Eftersom styrkan i sektorernas Omsesidiga beroende varierar starkt,
finns det méjlighet att omforma matrisen till kvasidiagonalitet,
dar matrisen segmenteras i ett antal approximativt kvadratiska
delmatriser utefter huvuddiagonalen. Dessa delmatriser kan ses

som lokaliseringspolitiska klusterbildningar med mera markerade
odelbarheter &n vid den noggrannare sektoriseringen i ursprungs-—
matrisen. Dessa kluster har emellertid ett vésentligt reducerat
Omsesidigt beroende gentemot Ovriga delar av ekonomin och kan
darfor hanteras i en modell for allokering under odelbarheter

utan Smsesidigt beroende (dvs assignment-modellen eller transport-

modellen).



De rena tekniska koefficienterna har ett begrinsat virde
vid en blockdiagonalisering fOr lokaliserings&ndamdl. Lagrings-
tiden for olika sektorprodukter varierar mycket kraftigt och
eftersom input-output-koefficienter estimeras &ver en ettérs-
period méste en korrigering ske med hénsyn till olika outputs

lagringstid.

Det tycks inte finnas ndgon metod fér att finna en globalt
sett optimal klusterbildning i en matris av denna art. Den modell
som redovisas av Lundgvist och Karlqvist (se Lundgqvist (1970))
kan mdjligen anvéndas for klustringsanalysen &ven om dimensionen
pé& meningsfulla input-output-matriser kan v&lla besvir. Den input-
output-matris som utarbetats foér Sverige &r indelad i1 &ver ett
hundra sektorer, vilket innebidr att input-output-matrisen inne-

hdller mer &n 10.000 element.

Faktoranalys kan mdjligen vara en metod att undersdka fore-
komsten av lokaliseringskluster. Vi téinker oss ett n-dimensionellt
euklidiskt rum, d&r varJje sektor 1 representeras av en enhets-—
vektor X, . Elementen i den symmetriserade I-O-matrisen anger
graden av association mellan sektorerna. I det n-dimensionella
rummet médtes tva sektorers association som vinkeln mellan tva
motsvarande vektorer. Koefficienten fOr en sektors egen-associa-
tion (Cii) sdttes godtyckligt lika med 1, och summan av &v-
riga element i motsvarande rad (kolumn) sittes mindre &n 1, vil-
ket innebdr att alla element utanfér huvuddiagonalen multiplice-
ras med ett lédmpligt positivt tal. Denna &atgird innebir att en
sektors egenassociation &r starkare &n associationen till alla
andra sektorer.

Faktoranalysen kan formuleras som ett minimeringsproblem.

En restriktion séger att vektorn X skall vara en linj&r kombi-
nation av p faktorer fj och en restterm €5 D ar forutbe-—
stdmt och mindre &n n och anger dimensionaliteten hos det under-
rum som approximativt innefattar alla xi. En annan restriktion
sdger att den ursprungliga C-matrisen skall kunna &terskapas
genom anvidndning av den férsta restriktionen och villkoret att

de p faktorerna ar Omsesidigt ortogonala och av langden 1.

Sammanfattningsvis kan problemet formuleras pd fdljande sitt:
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Minimera:
n
2
€.
>, =
i=1

Restriktioner:

]
=

p
1. . = vw 0 Boo¥ B § 1
Xl Z d‘Z_LJ f,] El : (1

5=

med egenskapen hos f att {f? * f.] =TI I @aren nxn
1 J 5
enhetsmatris

dij} -matrisen anger vinkeln mellan enhetsvektorn X, och
faktorn fj och kallas ofta for X, 18 faktorladdning pa fj'

Beteckningen T anger hér transponering.

Léngden h. (kommunaliteten) av X, s projektion pd basen fj

P
f4s ur sambandet hi = }E d?j' Eftersom X, dr en enhetsvektor
s A : 2

galler att B e = 1. Minimering av ZE €; innebdr séledes,
att det underrum som spdnns upp av basen f. s& fullsténdigt
som mdjligt innehdller alla vektorerna X, (se FIG. 7.6).

Faktoranalysen bdr kunna anvéndas pa en symmetriserad I-O-
matris om den &r diagonaldominant sésom tidigare fdorutsatts och
féljaktligen positivt definit. Om alla egenvérden dessutom &r o-
lika, vilket i allménhet géller, &r det mdjligt att uppfatta ma-
trisen C som GTG dar G &r en n x n-matris. C fér da sam-
ma egenskaper som en korrelaﬁionsmatris, och det &r d& tillédtet
att uppfatta matriselementen som vinklar mellan par av vektorer.
Faktoranalysens metod ger naturligtvis bara ett bland ménga mdj-
liga hopgrupperingsménster. Om klustringsanalysen, som den ut-
féres med hjélp av faktoranalys, skall accepteras som utgéngs-
punkt for den fortsatta lokaliseringsanalysen blir en bedSmnings-
fraga. Skulle de faktoranalytiska kalkylerna ge for dadligt resul-
tat blir det nddvandigt att foérsdka anpassa Lundgvist-Karlqvist-

modellen for detta &dndamil.

145



X;:s vinkel-
rata komponent
mot f-basen
4
XI"
t
1
H —-X;: s projektion
IR pa f-basen
/
FIG. 7.6

Illustration av X8 projektion p& basen

.
01

146



147
Det kan ocksd vara meningsfullt att prdva flera av de fak-

toranalysen nirst8ende metoderna fér klustringsanalys.

it Viardering med en dynamisk transportmodell

Om klustringsanalysen kan genomfdras pd ett framgdngsrikt sétt -
med faktoranalys eller med en modifierad variant av Lundqvists
och Karlgvists modell - finns det m6jlighet att betrakta dessa
kluster som k#rnor i en flerkdrnig region. Dessa kédrnor kan sedan
placeras ut i s8dana lidgen som med hénsyn till odelbarheterna
t41 framvidxten av fullstidndiga kluster. Hur dessa kluster skall
placeras ut i rummet beror pé sddana interdependenser som inte
behandlats i den tidigare beskrivna klustringsanalysen. Det gil-
ler hir att uppnd en optimal placering med hé&nsyn till under plan-—
perioden oférinderliga lokaliseringar av féretag, bos&ttning och
transportsystem samt med h&nsyn tagen till pd sérskilt sétt pla-
nerade foradndringar i bosdttningsménstret. Det torde hir vara en
nddvandig férutsittning att analysera nattbefolkningens bos&tt-

ning med en sérskild, bostadspolitiskt orienterad teknik. Den bo-

stadspolitiska allokeringsmodellen fér perioden méste inriktas

pd en prioritering av det sociala integrationskravet. Detta inne-
bidr att generalplanen skall byggas upp sd, att de nuvarande ten-
denserna till segregation kommer att brytas. Det kommer i sin tur
att innebdra att tendenser till klustring av hégutbildadé perso-
ner i vissa omr8den och lagutbildade personer i andra omraden bryts
genom en kombination av bostadslokalisering och nykonstruerade
system fér hyresbidrag. Hirigenom nedbringas fdrdelarna av att
lokalisera verksamheter med mycket sned utbildningsprofil i an-—

slutning till segregerade bostadsomréden.

Utbildningsstrukturen i olika kluster kommer fortfarande att
ha en avgdrande betydelse for vart fdéretagsklustren bor lokali-
seras — i termer av nylokalisering respektive forstirkning eller
férsvagning av redan uppnddda klusterbildningar - pd si sdtt,
att de kluster, som efterfrdgar minga och relativt sett sma yrkes-
kategorier, bér vdlja s8dana lokaliseringar som har god tillging-
lighet mot hela regionen med s&vél det kollektiva som det privata
transportsystemet. S8dana kluster, som diremot efterfrigar storre
volymer av utbildningsmissigt vanliga eller adaptiva yrkesgrupper,

kan sdka sig mot s8dana kdrnor som inte har basta accessibilitet



gentemot hela regionen. Men det &r inte bara anvéndningen av ar-
betskraft som far avgdra valet av lokalisering foér klustren. Vis-—
sa kluster kan ténkas vara inriktade pa export i stdrre utstrick-
ning &n Ovriga. I s& fall mdste nirheten till stdrre terminaler
och liknande kommunikationsanléggningar inom flyg-, jérnviags-—

och Vvigsystem fé stor betydelse vid utvirderingen. Anvéndning av
vissa fast lokaliserade naturresurser som vatten liksom utsldpp
av med produktionen komplementira fororeningar maste med nddvian-

dighet ingd som element vid utvérderingen.

En fréga av sérskilt stor betydelse &r den grad av anpass-—

ning till foréndringar i efterfrégeutvecklingen inom klustren

som skall sdkras genom reservation av markutrymmen for expansion

1 vart och ett av lédgena. Det 4r mdjligt att den av Markowitz foér-
ordade modellen fdr optimal portféljsammansittning under osdker-
net och risk kan fé en anvéndning vid ber#ékningen av l#mpliga
markreserver 1 de olika klustrens respektive lokaliseringsomridden.
En avgdrande restriktion vid sé&dana kalkyler méste vara det fi-

nansiella utrymme, som kan skapas for en aktiv markpolitik.

Det gdller har att formulera en modell som anvénds vid
allokering av nya anliggningar till olika avgransade ytor under
olika tidsperioder. S&lunda géller att liksom i den tidigare
adtergivna transportmodellen maximera den samhilleliga l&nsam-—
heten av de lokaliseringar som genomfdrs under tidsperioden. Den
samhédlleliga l&nsamheten méste berdknas med utgdngspunkt frén att
anlédggningen kan tillkomma under ndgon godtycklig tidsperiod mel-
lan, sdg 1975-1980 och &r 2000-2005. I varje sektor skall antalet
anlédggningar som tillkommer under en viss tidsperiod rdknat &ver
alla lokaliseringspunkter, hdlla sig innanfdr en med annan teknik
berdknad tillkomst av nytt kapital i sektorn under tidsperioden.
Dessa investeringar, som skall ske i odelbara anlidggningar, mas-
te placeras in pé de olika avgridnsade ytor, som kan iordningst#l-
las under en given tidsperiod. Det kan fOrutsédttas, att ytanvand-
ningen &r komplementdr med kapitalmédngden for en given sektor
och en given regiondel 1 en given tidsperiod. Sambandet mellan
expansion av kapaciteten och behovet av ytor kan dérfdr troligen
i allmidnhet bestdmmas genom anvidndning av fasta koefficienter.
Tillkomsten av nytt anlédggningskapital for ocksd med sig behov

av mera arbetskraft. Det torde dérfor vara nddviandigt att upp-
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marksamma de totala arbetskraftstillgéngarnas tillvéxt genom en

sirskild restriktion. Om de hir namnda té&mligen enkla kraven upp-—
mirksammas, skulle en utvirderingsmodell nér det géller lokali-
sering av anléiggningar utanfor transport- och bostadssektorn £a

foljande utseende:

Maximera

> 2 D it
T 7%

Restriktioner
s B
Eg XlJt = 1k
J
<
Y biseXise

1

N L T
§§§}1thlat t
3]

X ., B¢ heltel » 0

!
(178
ct

1%

dar

Xijt = under tidsperioden t tillkomna nya anliggningar i sek-—
tor 1 och lége

aijt = den samh&lleliga lOnsamheten for all framtid av en under
tidsperiod t tillkommen ny anléggning i sektor 1 och
lage J

bijt = relationen mellan markyta och kapitalmingd i en under
period t tillkommen anléggning i sektor i vid for-
liggning till lége

B = bemanningskrav for en under period t tillkommen anlégg-

ning i sektor i vid férliggning till lédge Jj. Denna

koefficient kan vara densamma for alla lagen.

De problem med bestémningen av en samhdllelig réntesats som be-

handlas i Marksjds uppsats innebir sarskilda problem i denna mo-—
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dell, dar det gédller att fdrdela tillkomsten ay ny anlidggnings-
kapacitet &ver olika tidsperioder och dir diskonteringen skall
ske fradn olika startdr. Modellen #r av heltalstyp och innebir
darfér stora l&sningsproblem &ven i den hir givna formen. Anta-
let variabler méste dérfér hdllas nere. Redan om man arbetar med
tre tidsperioder (ség 10 &r vardera), sju kluster och sju om-
réden, uppstdr troligen 18sningsproblem med de algoritmer och

1)

maskinella utrustningar som finns till hands. Det finns dér-
fér stor anledning att diskutera enkla modeller, som t31 stor-

driftsfdrdelar, och som &r utformade fdr kontinuerlig analys.

T8 Kan prognoser Over lokaliseringsmdnstret upprittas med

rekursiv programmering?

De modellansatser som hir redovisats kan ge god information om
lémpliga lokaliseringsménster, fdrutsatt att samspelet mellan
investeringar i transportsystemet och investeringar i lokalise-
ringsménstret kan klaras pd ett logiskt tillfredsstéllande satt.
Om man i modellarbetet undviker att fdra in beteendesamband av
olika slag uppstdr det problem nir ett limpligt genomférande av
féréndringarna i lokaliseringsmdnstret skall Gvervdgas. I reali-
teten kan det finnas s& starka bindningar till det gamla lokali-
serings- och bosittningsménstret, att besluten om lokaliserings-—
férédndringar i de enskilda fdretagen bildar beslutskedjor, som
har en tendens att bevara och kanske fOrstédrka den i féregdiende
period uppnddda rumsliga strukturen. Dessa problem har behand-
lats av Serck-Hanssen i en nyutkommen avhandling (Serck-Hanssen

(1970)).

En forsta teknik att komma &t skillnaderna mellan de sam-—
hélleligt optimala och de mikroekonomiskt optimala lokaliserings-
mdnstren bestédr i att de samhilleliga vérderingskoefficienterna
i den dynamiska transportmodellen bytes ut mot privatekonomiska
koefficienter. I s& fall kommer inte negativa externa effekter

fér konsumenterna att behandlas i optimeringen och dérigenom blir

Om det inte finns ndgra odelbarheter uppstér inga 18sningspro-
blem i en modell av denna art. I s& fall kan man t ex till&m-
pa den algoritm, som utarbetats av Haley, K.B. och Smith, A.J.
(se Haley, Smith (1966)).



ménstret annorlunda. En jiamfdrelse mellan dualldsningen till det

samhélleliga optimeringsproblemet och det privatekonomiska kan

d& ge information om vilka beskattnings— och subsidiedtgirder

som krivs fér att astadkomma ett korrigerat beteende.l) Men den-—
na analysteknik torde inte récka till som underlag for beddmning

av genomfdrbarheten av ett samh8lleligt Onskat lokaliserings-

ménster. Det kan dock vara en mdjlighet att omformulera den ater-
givna dynamiska transportmodellen i rekursiv form, s& att varde-
koefficienterna &terger mikroenheternas varderingar som bestamda
utifran det mdnster som uppndtts i nirmast foregdende period.

X-viardena skulle i s& fall symbolisera den totala kapitalstocken

i en viss sektor och ett visst lidge i en viss tidsperiod.2) Pro-
blemet blir da:
Maximera
B o = G
2, ot s s S oyl
2 9
s g 8 + 6. )X
zlegt B4 1)X1,t—1
J
D N T O Bl e b
}: 3% = ( 1)X1,t—1
J
s | G 1 e 23 Ks
}:let 1Jt = ( 73) };.le,t—1 13 s6=1
i 3
i s 2 0 S - v
}Sbth XlJt Z 3 73) ziile,t—1X13,t—1
al i
zz i 5t¥ige S by
B g
R das ar heltal > O
S e 5 5
dar 6, ¥ = maximal fordndringstakt och dédr X - total kapital-

stock; Gvriga symboler &terges i anslutning till

tidigare modellen.

1 Se Johan Lonnroths uppsats.

En formell analys av denna programmeringsteori finns i Day,

R.H. (1963)«
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En modell av denna typ &terger féretagens fdrsdk att period for
period maximera sina vinster och kan d& inte visa en utveckling

som &r den bdsta pd léng sikt ens ur féretagens synvinkel.

Den dynamiska transportmodellen kan omformuleras si, att
transport- och bostadspolitiken bestimmes inom modellen i stéllet
fér att dimensioneras i annan form. Transportsektorn kan d8 ses

som en markproducerande sektor, dér en ny transportled OSppnar

ett markomrdde fér exploatering. Odelbarheterna mdste hir bli

mycket uttalade eftersom det krédvs kombinationer av komponenter
1 huvudvdgndt och lokalvégndt. Effekten av en viss vigexploate-
ring (X1jt) beror dd pd den lokala &tkomligheten hos exploa-

teringsbar mark. Markutbudseffekten (B ) av en viginveste-

15t
ring varierar dérfdér frdn omrdde till omréde.

Bostadssektorn (inklusive bostadskomplement) (X ) kan

25%
behandlas pd liknande sétt. Den kan ses som producent av nytt
arbete, dar arbetseffekten av en ny bostad varierar fran lage
till ldge i1 enlighet med fasta koefficienter 7 T

Modellen kan nu omformas p& foljande sitt:

Maximera

D 2> gt i
S

Restriktion:
EZ Xth < Xlt
J
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Bljt = markutbud per véagprojekt
(i m2) i l3ge j och period t

72jt = arbetsutbud per ny bostadsanléggning (i arbetstimmar )
i ldge J och period t
7.9 Dynamiska problem rdrande ekonomisk tillvéxt, rénta

och optimal planhorisont

De tvAd senast presenterade modellerna visar, att lokaliserings-
problemet inte kan l&sas utan information om de olika produk-
tionssektorernas tillvixt i regionen som helhet &ver tiden.

Fér att binda upp tillvéxten i var och en av produktions-
sektorerna kriavs det att den léngsiktiga ekonomiska tillvéxten i
Stockholmsregionen har analyserats i en lémplig tillvéxtmodell.
Det #&r férdelaktigt att ta Marx-Leontiefs tillvéxtantaganden som
utgéngspunkt fér en diskussion om detta struktur- och tallvaxt—
problem. En sddan tillvéxtmodell &r sluten, dvs endast utgéngs-
liget 4r en yttre férutsdttning for tillvaxtforloppet. Sluten-—
heten i modellen inneb#r att de olika sektorerna innefattar en
sektor, som producerar exportvaror och som fér sin produktion an-
vinder importvaror samt hushdllssektorn, som for att véxa kréver
ett tillfldéde av konsum;ionsvaror, bostader och infrastrukturka-
pital och som levererar arbete till andra sektorer. Modellen har

foljande formella struktur.
x = Ax + B A x

dar A A&Ar en input-output-matris (n x n)

Antag att Ax = ox
och att B =TA
gae mel % 0|
g
b3
LO th

och ti = livsléngden hos produkt 1
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x = Ax + Box

[(1-4)-aB] x=0 (7.33)
| s =8 =kz| g=g (7.34)
D [B_i(l - &) =B 1} =0 (7.35)

Ekv. (T7.34) kan 18sas genom att determinanten fér matrisen sittes
lika med noll. Hérigenom erhdlles ett polynom i o av lika hdg
grad som antalet sektorer. P4 lang sikt kommer det maximala egen-
virdet att bli den dominerande roten. Hirigenom sammanfaller den-
na dominanta rot med den maximala tillvaxttakten under balans.
Till egenvérdesproblemet ekv. (7.3L4) hér ett dualt egenvdrdes-
problem (7.35) ddr p anger en prisvektor. Vid maximal tillviaxt
svarar tillvéxttakten o mot dess monetdra motsvarighet g, som
kan tolkas som den optimala r&ntan. Den optimala planhorisonten

i&r 1/B eftersom B =T * A.

Det fdrsta problemet i en sektoranalys pd ling sikt &r gi-
vetvis att bestdmma egenvektorn x, motsvarande det maximala
egenvirdet, vilken anger sektorernas relationer under maximal
balanserad tillvéxt. Denna vektor fir sedan jémfdras med sekto-
rernas relationer i ett verkligt utgéngsléige, dér ekonomin tro-
ligen ligger vid sidan av den maximala tillvixtens stig. Darefter
dterstdr problemet att diskutera hur ekonomin skall fdras fran
sina iakttagna utgéngsrelationer &ver till de tillvixtoptimala,
vilket &r ett rimligt problem med en avligsen tidshorisont i
planeringen. Sedan &terstdr ocksd problemet att avgdra nér och
hur ekonomin skall féras ut fran denna ur tillvixtsynpunkt opti-
mala sektorstruktur for att uppnd eventuella terminalvillkor for
planeringen. Vdsentliga problem i sammanhanget &r givetvis upp-
skattning av den teknologiska utvecklingen under tillvéxtproces-
sen, vilken tar sig uttryck i fallande vérden i koefficient-

matrisen A.

T edi) Ett forslag till stegvis genomfdrande av en lokalise-—

ringsanalys for Stockholmsregionen

ol Den bos&ttningspolitiska frégan utredes med utgdngspunkt
fran "Bostadspolitik fdr Stockholmsregionen" med tonvikt pd an-

tisegregationsmélet under fri prisbildning pd bostadsmarknaden.
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2. Det Omsesidiga beroendet mellan transportsystemet och bo-

sittningsménstret utredes, varvid substitutionsproblemen i trans-

portsektorn ocksd analyseras.

3. Klustringsanalys genomfdres, varvid de Omsesidiga beroendena
av teknisk art studeras med hjdlp av input-output-matriser, som

utvecklas si att koefficienterna &ven &terspeglar lagringstiden.

4. Den dynamiska "transportmodellen" utvecklas, varvid antalet
kluster, antalet delperioder och antalet regionk&rnor bestémmes.

Viarderingsmetod bestimmes och virderingsférsdk genomfores.

5. Adaptivitetsproblemet i den dynamiska markpolitiken utredes.

6. Regionens sektoriella tillvixt analyseras och vissa restrik-

tioner bestimmes fér den dynamiska "transportmodellen".

7. De olika sektorernas ytanvéndning per produktions-— eller ka-
pacitetsenhet bersknas och tillglngen pé exploateringsmark i

olika kidrnlégen berdknas for olika planperioder.

8. Den rekursiva modellens anvandningsmdéjligheter for prognos

och planering utredes.

9. Modeller utvecklas fdr kvalitativ analys av optimal lokali-
sering pa lingre sikt. Dessa modeller méste ha mycket enkel ut-

formning, t ex som hos Mills.

10. Plangenomfdrandets problem studeras genom att utnyttja al-
ternativa malfunktioner i den dynamiska "transportmodellen" res-—
pektive genom planmissiga stdrningar av férloppet. Berdkningen

utférs i den rekursiva planeringsmodellen.

11. Den mera detaljerade transportpolitiken pd kort, medelléng

och léng sikt utredes med olika partiella modeller.
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8 OM KRITERIER FOR MARKANVANDNINGSBESLUT - Johan Lonnroth
8.1 Bakgrund och syfte

Grundproblemet fdr normativa studier av markanv&ndningsbeslut -
och kanske gédller det allmént normativ beslutsteori - &r hur
léngt man bdr abstrahera frén existerande beslutsordningar. Har
man ambitionen att f& fram beslutskriterier som kan anvéndas av
dagens beslutsfattare, maste man acceptera den rollfdrdelning 1
beslutsprocessen som finns och dérmed avstd frén mdjligheten att
analysera och paverka institutionella fdérh&llanden. Vdljer man

i stéllet att studera hypotetiska beslutssituationer - med full-
stindig konkurrens, med total centralplanering eller ndgot annat
fiktivt samhidllsmdnster — m8ste man avstd fréan att paverka dags-—

besluten.

I Sverige fattas besluten om markens och andra naturresursers
anviandning enligt ett komplicerat system av regler. Om det ror
sig t ex om lokalisering av en stdrre industrianléggning borjar
det med markkdpsfoérhandlingar mellan féretag och kommun f31jt av
stadsplaneprévning, finansieringsfdrhandlingar, byggnadstill-
sténdsprdvning etc. De roller som olika intressegrupper tilldelats
i denna beslutsprocess baseras naturligtvis pd& det ekonomiska
system vi har - ett system med fri etableringsritt, ett utbrett
enskilt markigande, med planmonopol och viss expropriationsritt
for kommunerna och med vissa statliga kontroller, skatter och

andra markpolitiska instrument.

Under senare &r har man diskuterat en Okad statlig styrning
av &tminstone de markanvidndningsbeslut, som har betydelse for
flera kommuner - lokalisering av miljdpaverkande stora industri-
anldggningar, stdrre naturreservat etc. Man har startat ett for-
beredelsearbete for en "fysisk riksplanering" och man har i po-
litiska program krévt markanvidndningsbeslut baserade pd '"sam-
héllsekonomiska'" snarare &n kommunalekonomiska eller féretagseko-
nomiska kriterier. I denna diskussion har det ibland ansetts att
det i forsta hand &r de samhdlleliga beslutskriterierna som sak-—
nas. Man har pekat pd svirigheterna att viga "ekonomiska fakto-

"

rer" mot "miljdéfaktorer" nir t ex industrin konkurrerar med fri-

luftslivet om naturresurserna. Men frdgan &r om inte sjélva roll-
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férdelningen i beslutsprocessen &r en visentligare fdrklaring

till dagens markanvéndningsmoénster. En riksplan fér naturresur-
sernas anvéndning, som utarbetats med aldrig s& férfinade metoder
blir betydelselds om man inte samtidigt &ndrar pd maktfdrhdllan-—

den och planeringssystem.

Den féljande framst&dllningen &r ett forsdék att med hjilp
av en starkt forenklad modell av markkonkurrens mellan tv& verk-
samheter, diskutera marknadens roll for markanvéndningsbesluten
och m&jligheterna att centralt styra markanvéandningsmonstret.
Utifrén denna diskussion skall ocksd ett forsdk gdras att formu-—

lera ett program fér forskning om markanvdndningsbeslut.

8.2 En modell fOr markanvindningsbeslut

Resurserna

Vi antar att man genom inventeringar av den typ som beskrivs i
den fysiska riksplaneringens materialsammanst&llning har valt ut
ett antal, for en framtida tidsperiod, ténkbara lokaliserings-—
punkter (eller lokaliseringsomrdden) for olika verksamheter
(Fysisk riksplanering, Materialredovisning, 1969). Vi skall anta
att tvé verksamheter pd flera platser upptrider som konkurrenter
om naturresurserna. Den ena verksamheten &r en varuproducerande
sektor med en internationell marknad och med produkter vars viar—
de kan mitas i ett internationellt marknadspris. Den andra verk-
samheten skall representera en "icke-produktiv" sektor med svar-
médtbar avkastning. For att vi skall f& konkretion i framst&dll-
ningen antar vi att det giller det nyligen aktualiserade fdérhdl-

landet med oljeraffinering som konkurrerar med fritidsboende.

Vi antar att analysen avser en framtida tidsperiod - ett
par decennier léng - indelad i diskreta tidsenheter, indicerade
med ett tidsindex t, som 1ldper mellan O och T. De platser
som kan komma ifrdga for nya raffinaderier eller fritidshus num-—
rerar vi med index p = 1,..P. Begreppet plats far hiar uppfattas
som en symbol fér en uppsé&ttning négorlunda geografiskt bestém-
bara naturresurser - dvs mark, vatten, mineraler eller andra
resurser som inte 1 ndgon n&mnvard omfattning kan tillfdras
platserna genom minskliga insatser. I fortsédttnirgen anvénds

ibland ordet mark synonymt med ordet naturresurser i denna me-—

ning. Innebdrden av konkurrensen mellan de bada sektorerna &r



att dessa knappa naturresurser pa en plats bara kan anvédndas av
den ena parten. P4 plats p kan man under den studerade perioden
mellan O och T antingen bygga ut raffinaderikapaciteten till
h?gst Kb ton oljeprodukter per ti?senhet eller bygga hogst
Kb fritidshus (eller ge rum fdr Kp nya fritidshushall eller
hur man nu vill mita det). Den utmirkande egenskapen hos marken
i den innebdrd vi ger &t begreppet ar just omdjligheten att sub-
stituera mot andra resurser i dessa tva sektorers produktion.
(Markédtgéngen i vanlig mening per fritidshus varierar naturligt-
vis med bebyggelsetyp, sOtvattenbehovet i raffinaderier varierar
med produktionstekniken och vatten kan transporteras mellan plat-
ser genom tunnelbyggen, men utgéngspunkten i var analys skall
vara att vissa resurser pd varje plats en gang for alla &r giv-
na och begrénsande fdr produktionens storlek).

Utdver dessa fasta naturresurser kréavs for raffinaderier
eller fritidsboende andra rorliga resurser — dvs resurser som
kan tillskapas p& produktionsplatsen eller som kan transporteras

dit. Vi skall anta att produktionsséttet &r givet i analysen for

bdde oljeprodukter och "fritidsboendetjénster", vilket gdr det
m3jligt att utgd ifrén givna styckkostnader for att producera
en produktionsenhet i respektive sektor pd olika platser och i
olika tidsperioder. Dessa kostnader omfattar bade investerings-
och driftskostnader i vanlig bemérkelse.

Antagandet om givna styckkostnader kan ockséa uppfattas sa,
att de rdrliga resurserna tillhandah8lls "fria'" av marknader,
vars prisfdrhdllanden inte péverkas av de studerade sektorernas
efterfridgan. De knappa naturresurserna antas déremot vara sam-—
hdllsigda (kommunalt eller statligt) och det pris som tas ut av
samhillet for anvédndningen av dessa resurser skall vi kalla for

lagesrianta.

0Oljeproducenternas markansprék

Antag nu ocksd att man genom efterfrigeprognoser (eller "anspréks-
inventeringar'" om vi anvinder terminologin i den fysiska riks-
planeringen) har kunnat f& fram hur efterfrégan pd oljeprodukter
kommer att utvecklas under den studerade tidsperioden. Vi kan an-—
ta ett givet internationellt marknadspris pd oljeprodukter, och
att branschorganet fdr raffinaderier ber#knat (eller bestémt sig

fér) att landet frén ett importdverskott vid t = O skall na
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sjalvEdrsérjning med oljeprodukter vid t = T. Denna mdlsétt-
ning kan t ex baseras pd att produktionskostnader plus transport-—
kostnader inom landet for alla platser ligger légre &n det inter-—
nationella priset pd oljeprodukter.

Beroende pd hur stor andel transportkostnaderna inom landet
utgdr av totalkostnaderna kan det finnas anledning att dela upp
landet i delmarknader och anta olika transportkostnader per en-—
het mellan varje par av produktionsplats — marknad. Hir skall
fér enkelhetens skull antas att transportkostnaderna inom landet
endast varierar mellan produktionsplatser och inte mellan mark-—
nadsplatser. De totala produktionsansprékens okning frén tid-
punkten noll kan vi d& beskriva med en enda exogen variabel som
betecknas E(t).

Om produktionsanspréken stéandigt Okar kommer markanspréken
att sténdigt Ska. Om oljebolagen samarbetar inbdrdes (genom sitt
branschorgan) och om de inte tar hinsyn till (eller kénner till)
konkurrerande markansprék kommer de att planera fér att forst ta
den plats som har l&gsta styckkostnader, for att successivt ta
allt "dyrare" platser i ansprdk - (pd samma sitt som Ricardosl)
jordbrukare tog allt sidmre jordar i ansprék). Matematiskt kan vi
framstidlla oljebolagens planeringskriterium s& hér: Om Xp(t)
betecknar produktionsdkningen (frdn tidpunkten noll) pd plats
p och om cp anger kostnaden for att producera och avsédtta en
produktionsenhet i en godtycklig tidpunkt (vi kan gora cP tids-
beroende, men detta &r inte vdAsentligt fOr resonemanget), s&
kommer man att planera foér den produktionsstrategi, som i varje

tidpunkt

ini X (% 8.1
minimerar ZZ ¢y p( ) ( )

D

under restriktionerna zi L) =EE) 92X {p) ek
P

Om vi bortser frén eventuell légesranta och antar att marknads-—

priset pa oljeprodukter &r s, kommer vinsten per produktions-

D. Ricardo, engelsk nationalekonom.

160



enhet pd plats p att vara s - cp. Oljefdretagen kan antas
vara beredda att betala upp till i ndrheten av denna summa per

enhet i légesranta vid en eventuell konkurrens om marken.

Fritidsboendets markansprék

Fritidsboendet skall hir f& representera en sektor, dar producen-
terna = konsumenterna = de som disponerar fritidshusen inte
sjélva har mdjlighet att léngtidsplanera sina markbehov. Vi skall
ocksd 18ta denna sektor utmérkas av betydande transportkostnader

inom landet — f&r att kunna se hur denna faktor paverkar markan-

sprdken. Med transportkostnader skall vi d8 mena fritidshuségarens

kostnader for resor mellan primérbostad och fritidshus. Av denna
anledning skall efterfrdgan separeras pd delmarknader - geogra-
fiskt bestamda till fritidshuségarnas hemorter. UtSver produk-
tionsplatserna med index p fér vi di ett nytt system av rums-
liga enheter - t ex landets stdrre tatorter - numrerade med in-

dex q.

Till kostnaden for investering och drift av ett fritidshus
under en tidsperiod kommer d& for en fritidshuségare med fritids-—
hus i p och hemort i q en transportkostnad (exklusive even—
tuell légesrédnta). Totalkostnaden fOr att disponera ett fritids-
hus ( = en produktionsenhet boendetjénster) betecknar vi med
Cﬁq' Kan vi p& basis av dessa informationer rékna ut antalet
tillkommande fritidshuségare under period t? Sjélvfallet méste
vi d& veta ndgot om hur mycket potentiella fritidshuségare fran
olika orter &r beredda att betala for fritidshus. Fritidsutred-
ningen férsdkte en gdng att f& fram sadana siffror och det fram-
gick att uppgiften &r foérenad med ménga problem, se SOU 1964 : 4T,
1965:19 och 1966:33. Vi skall anta att samhdllet i stéllet upp-
rattat bostadsbyegnadsprogram for fritidsbebyggelse — dvs mal-

sdttningar E;(t) f6r antalet, under perioden mellan O och

t, tillkommande fritidshuségare med hemort i q. Dessa program
méste d& vara konsistenta med kapaciteten for fritidsbebyggelse,
dvs om Xéq(t) anger antalet vid tidpunkten t tillkommande
fritidshusigare i p med hemort i q méste det gélla att

Z XI')q(t) < Kp Zqu = Eq(t) qu >0 (8.2)

q P
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Vidare antar vi att fritidsboendets markanspr8k representeras

av den férdelning av fritidshus#igandet, som uppfyller dessa
konsistenskrav och som vid varje tidpunkt minimerar de totala

kostnaderna
1 1
X & &
Ez 2o pq( ) (8.3)
P g

Om vi inte kénner de framtida fritidshusigarnas "nytta" av att
f4 disponera olika platser kan vi inte heller - som vi gjorde
for oljefdretagen - rdkna fram de ligesréintor som fritidshus-
dgarna kan ténkas vara villiga att betala. Diaremot kan vi f&
fram de olika platsernas knapphetsvirden fér fritidshus&igarna
som grupp. Dessa knapphetsvérden representeras av de dualpriser

som hér till restriktionerna

}: qu(t) < Kp

i linjérprogrammet (8.2). (Fdr en precisering av begreppet
dualpris (skuggpris) se t ex Gale (1960). Dualpriset vid tid-
punkten t pé& kapaciteten K; pé& plats p kan tolkas som kost-—
nadsminskningen totalt for fritidsboendet vid t och en Skning
av K' med en enhet. Om samhillet till&Zmpade dessa dualpriser
som légesrédntor och om fritidshuségarna ensamma fick disponera
marken skulle kostnadsskillnaderna for fritidshusigare med
samma hemort utjémnas, men vi skulle inte ha ndgon garanti for
att ndgon '"rdttvisa" skipades eftersom folk med olika hemort
och med fritidshus p& samma plats &ndd skulle drabbas av olika
kostnader och eftersom olika platser p sakert virderas olika

hogt, oavsett kostnaderna.

Fritidsboendets légesrdntor fér vi snarare uppfatta som de
rédnteintédkter frén konkurrerande markanvindare (i detta fall

oljeraffinaderier), som samhillet #r berett att avstd ifran for

att bereda plats for den politiskt beslutade fritidsbebyggelsen.

Om samhdllet beslutat om en viss fritidsbebyggelse fir man ocksi

std for dessa kostnader.

' 1
De dualpriser som hér till restriktionerna ;i qu(t):.Eq(t)

kan vi i enlighet med detta resonemang tolka som den subvention



samhéllet &r berett att betala fritidshuségaren med hemort i q.
Vi kan s.a.s. uppfatta samhdllet i tvé roller - en som markégare
och en som fritidsboendeproducent. Samhdllet som fritidsboende-
producent virderar fritidsboendet till ett visst belopp (olika
veroende pd fritidsboendekonsumenternas hemort), som delvis gar
3t till att betala samhdéllet som markigare ligesrdntor. Vi skall
utnyttja detta synsdtt i ndsta avsnitt, dar vi skall diskutera

avvigningen mellan de olika sektorernas markansprék.

Samhéllets kriterier fdr markens anvéndning

Den diskussion vi fdrt om de bada sektorernas markansprék och om
deras form8ga att betala ligesrinta har varit avsedd att visa,
att samhillet inte kan Sverlita marken &t den "fria'" konkurrensen
om man vill tillfredsstdlla foérutbestémda ansprék. Innebdrden av
en sddan konkurrens skulle vara att marken gick till den sektor

som spontant erbjuder den hdgsta légesréntan.

Vi antar i stdllet att samh#llet &r berett och har férmagan
att direkt reglera markens anvéndning. Det géller di att fé fram
vilken sektor som drabbas av de stdrsta forlusterna om de for-
bjuds att anvidnda en omstridd plats, sdledes att véga samman
oljeproducenternas och fritidshusboendets kostnader. Den totala

kostnaden for de bada sektorerna blir

Z ¢, X (t) + Zz cl’)qXI')q(t) (8.4)
b joel

Samhdllet bdr nu vdlja den markférdelning som i varje tidpunkt
minimerar denna kostnad under en rad restriktioner. Dels far en
plats bara anvéndas av en verksamhet och denna verksamhet far
inte &verskrida en given produktionskapacitet, dels mdste de to-
tala anspréken nigonstans tillfredsstéllas. Dvs alla restrik-
tioner i programmen (1) och (2) ovan méste vara tillfredsstdll-
da och dessutom kravet att Xp(t) och X;q(t) inte fér ndgon

kombination av p och q samtidigt far vara positiva.

Det ar siledes (teoretiskt) mdjligt att rédkna ut vilket
markanvéndningsbeslut samhédllet bor fatta. (Om vi nu kan accep-—
tera s& verklighetsfridmmande resultat, som att t ex ett raffina-

deri som i bdrjan etablerats pd en plats, senare slds ut av fri-
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tidsbebyggelse). Men hur skall detta beslut verkstéallas? Antag

att den totalt basta markanvdndningen beskrivs av symbolerna
ip(t) och ipq(t) att lidgesrdntan totalt Yid tidpunkten t

pé plats p séttes till rp(t) och att sq(t) dr det belopp
samhdllet - i enlighet med resonemanget i1 férra avsnittet - &r
berett att betala i subvention fér en fritidsboendekonsument med
hemort i q. Frégan &r nu vilka krav p& r , marknadspriset

Pé olj?produkter S, subventionerna s; och kostnaderna Cp
och Cpq som méste gidlla for att den optimala markanvandningen
skall vara fdorenlig med ett marknadsbeteende hos oljeproducenter
och hos samhdllet (i egenskap av markigare och i egenskap av

fritidsboendeproducent ).

Ett klassiskt j&mviktskrav &r att lé#gesréntan p& platser
med ledig kapacitet &r noll. Antag att plats p till sin fulla
kapacitet utnyttjas av oljeproducenterna vid en viss tidpunkt.

Lagesrdntan per enhet bér d& vara lika med vinsten, dvs

(rp/Kp) = nir X =K (8.5)

Déremot bdr de platser som inte enligt den optimala strategin
bér anvdndas av oljebolagen ha en légesrinta per enhet som &r si

stor att den avskricker fran oljeproduktion, dvs

~

(rp/Kp) > § —cp nAr Xp = 0 (8.6)

P& motsvarande sidtt bdr det gilla p& de platser som skall an-
véndas for fritidsbebyggelse av individer med hemort i q att

samhallets vdrdering av boendet sti&mmer med kostnaderna, dvs att

 f !

'

s =c + (r /K (8:T)
a ra p/ P)

och att fér platser dér det gédller att hédlla fritidsbebyggelsen

borta, att

1 1 !

s < g + (r /K (8.8)
aQ pa 1Y P)

Nu kan man visa att det endast i speciella fall glr att hitta

ett séddant system av ligesridntor och subventioner — om man inte

dr beredd att slidppa pd kravet att en plats endast fér anvéndas
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av en sektor. Att marknaden inte alltid fungerar i denna typ av
modeller 4r ett fenomen av samma art som det som diskuteras av
Koopmans och Beckmann i en berdmd uppsats, se Koopmans, Beckmann

(1957).

Férsdket att sitta ett pris pd naturresurserna - eller pa
miljdn fér att knyta an till ett vdlké&nt slagord - har (i denna
starkt forenklade modellvidrld) sdledes inte fungerat. Vi kommer
inte ifrén de direkta markanviéndningsregleringarna - den fysiska

planeringen - om vi vill mdta frén bdrjan mélsatta markansprék.

853 Ett forskningsprogram

Den modell som presenterats &r avsedd att illustrera ett mer ge-
nerellt synsitt pd markanvdndningsplanering - eller mer allmént

- dver rummet och tiden férdelade investeringsbeslut. Stommen i
en analys av markanvindningsplaner bdr vara en enkel, teoretisk
allokeringsmodell, som gdr det mdjligt att i grova drag fé fram
ett "samhidllsoptimalt'" markanvdndningsmdnster. Dagens besluts-
ordning och beslutskriterier f&r sedan granskas utifrén detta
ménster. Ett mera fullstindigt program foér studier av markanvand-

ningsplanering bdr omfatta fdéljande fyra huvudpunkter:

1. En analys av de argument som fdretag, kommuner, statliga
verk, opinionsgrupper etc har anvént infdr lokaliseringsbe-
slut och en analys av hur de olika intressena i praktiken
har vdgts mot varandra nir besluten fattas. Tv& uppsatser
vid Nationalekonomiska institutionen, Gdteborgs universitet,
som behandlar dels lokalisering av kérnkraftverk, dels loka-
liseringen av OK-raffinaderiet i Brofjorden kan ségas utgdra
exempel pd denna typ av studier, se Gustavsson, Hansson &

Nyman (1970) och Jansson, Nilsson & Olsson (1970).

2. Ett fdrsdk att formulera kriterier fér hur de olika intres-
sena bdr vigas mot varandra i en hypotetisk beslutssitua-
tion — d&r staten har mdjlighet att fatta de beslut (eller

decentralisera de beslut) man Onskar.

3. Ett forsdk till ja&mfdrelse mellan (& ena sidan) ett prognosti-

serat framtida lokaliseringsménster vid ofdréndrad besluts-—
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ordning och & andra sidan ett konstruerat "optimalt" loka-

liseringsmdnster. Dessa studier far till en bérjan bli parti-

ella - avse vissa sektorer eller omréden.

En diskussion av de foérdndringar i &dgandefdrhdllanden, bygg-
nadslagstiftning, skattesystem etc, som skulle krévas for

statlig styrning mot ett Onskat lokaliseringsmdnster.
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NAGRA ORDFORKLARINGAR

adaptiv

allokering

autokorrelation

avbildning

dekomposition

determinant

deterministisk

diagonaldominant

diskret
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ett adaptivt kontrollproblem bestdr i att
bestdmma optimal kontroll fér ett system
utan att frén bdérjan ha fullsténdig in-
formation om systemets struktur. Med led-
ning av resultaten av vidtagna atgirder
Okar successivt kunskapen om systemstruk-

turen

foérdelning av givna resurser pa olika an-—

vidndningsomraden

statistisk storhet, som anger graden av
samvariation 1 t ex konsekutiva observa-

tioner i en tidsserie

regel for tillordning av element i en
méngd till element i en annan, t ex y =

= f(x), avbildningen & f 1i detta fall

nedbrytning av ett optimeringsproblem i
mindre delar, den mest kénda metoden for

linjéra problem &r Dantzig-Wolfes metod

ett tal som har stor betydelse fdr egen-
skaperna hos en kvadratisk matris och dar-

med for t ex linjédra ekvationssystem

ingen slumpmidssighet fOrekommer i vare sig
variabler eller samband 1 en sadan mate—

matisk modell
om i en kvadratisk matris diagonalele-
menten &r stora relativt 6vriga element

s& har matrisen denna bendmning

motsatsen till kontinuerlig, en sddan stor-



dual

dualproblem

egenvéarde

ekonometrisk

endogen

ensemble

entropi

ergodicitet
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het kan bara anta vissa varden, t ex bara

heltal

se &ven dualproblem, primalproblem. Mest
valkand &r teorin for dualitet vid linjér
programmering, men motsvarande resultat
finns &ven for icke-linjér programmering
och heltalsprogrammering. Intéktsmaximering
och kostnadsminimering &r exempel péa duala

problem i linjér produktionsteori

ett linjirprogram kan alltid ges tvéd ekvi-
valenta utformningar, primalproblemet och

dualproblemet

varje kvadratisk matris har en uppsdttning
s&dana, erhdllna ur ekvationen Ax = Xx,
fér vissa x kan A ersittas med egen-—

vardena A

ekonometri behandlar problemet att sta-
tistiskt faststédlla samband i (ekonomiska)

modeller, dvs att mita och testa samband

bestimd inom ramen for en matematisk modell

en samling ténkta kopior av ett studerat
system, termen anvéndes i samband med sta-

tistiska modeller

ett férdelningsmdtt som anvénds inom sta-
tistik och fysik, ju jémnare fordelning,

desto hdgre entropi

hypotes som rittférdiggdr erséttning av
tidsmedelvirden med medelvérden Over tvar-—

snitt vid en given tidpunkt



estimation

Euler-Lagranges
ekvationer

Eulers metod

exogen

external economies

fasrum

funktional

graf

heuristisk metod

hyperkub

input
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bestidmning av parametervérden i en mate-

matisk modell ur observationer med statis-—

tisk metodik

ett ekvationssystem som ger den stationira

*1osningen till optimeringsproblem inom

variationskalkylen

enkel metod fOr approximation av derivata

med differenskvot

a priori given utanfdr ramen av en mate-—

matisk modell

sammanfattande term foér vissa Omsesidiga

beroenden inom det ekonomiska systemet

detta erhélles om alla de storheter som
kriavs for att karakterisera ett systems
tillsténd avsdtts léngs varsin axel i ett

ratvinkligt koordinatsystem

ex.: om y = F(z,x) dédr argumentet z &r
en funktion z = g(x), s8 kallas F en

funktional

den kurva i rummet som en funktion be-
skriver eller, likvérdigt, mingden av

punkter pd denna kurva

sammanfattande namn p& metoder att via
foérenklingar och approximationer s&ka bra

lésningar (ger ej med sikerhet optimum)

beteckning for en kub i1 mer &n tre dimen-

sioner

i kontrollteoretiska och reglertekniska
sammanhang en beteckning fér inmatning av

variabelvérden i ett studerat system



invers

kausalitet

kedjeregeln

komposition

konsistens

kontinuerlig

konvexitet

Kuhn-Tucker-villkor

linjarprogram

maximum—-likelihood—
-metod

metriskt rum

1
om y = f(x) och funktionen f wuppfyl-
ler vissa villkor finns det en funktion
g frén y till x s&dan att x = gly),

vilken kallas inversen till f

orsakssamband giller

deriveringsregel, om y = f(u(x)) sé ger
» - 4af du
denna att y = i i

sammansdttning av t ex funktioner

en teori &r konsistent om den &r logiskt

motsigelsefri

motsatsen till diskret. En kontinuerlig
variabel antar godtyckligt téatt liggande

vidrden i1 ett intervall

en konvex funktion &r sédan att varje

punkt pé en rét linje mellan tvé funktions-
virden ligger ovanfdér funktionens vérde i
samma punkt. Motsatsen till konvex &r

konkav

nddviandiga villkor for att t ex minimum
skall ha erh&llits i ett matematiskt mini-

meringsproblem

ett optimeringsproblem med bivillkor dar

bade kriterium och bivillkor &r linjéra

funktioner

statistisk estimationsmetod, dédr paramet-

rar bestims genom maximeringsfdrfaranden

en viss typ av matematiskt rum, d&r be-

greppet avstdnd finns definierat



minimum

optimum

output

paretoeffektiv

permutation

positivt definit

positiv linjér
avbildning

prediktion

primalproblem

probabilistisk

for en konvex funktion finns endast ett
minsta vérde, det globala. I annat fall

kan &ven lokala minima forekomma

det hogsta (ligsta) vdrde som en kriterie-
funktion, avpassad for maximering (minime-—
ring) kan anta, eller motsvarande variabel-

varden

de variabelvdrden som kan avlisas som re-—
sultat av kombinationen av ett systems in-
re egenskaper och de inmatade variabel-

vardena

ett séddant alternativ i en alternativmingd
har egenskapen att effektiviteten i ndgot
avseende ej kan hdjas utan att samtidigt

effektiviteten i nagot annat avseende sénks

omordning av en ordnad mingd element,

(2,1,3), & t ex en permutation av (1,2,3)

en egenskap hos vissa kvadratiska matriser
som glr ett kvadratiskt minimeringsproblem

i termer av denna matris konvext

en linjdr avbildning y = ax + b &r po-

sitiv om a > O.

forutsigelse; det ar ett mdl med de flesta
beskrivande modeller att anvidnda dem for

forutsdgelser om framtiden

varje linjérprogrammeringsproblem kan ges
tvé ekvivalenta formuleringar, primal och

dual

styrd av sannolikheter; i en sddan modell
4r variabler och samband behidftade med

slumpméssighet
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regressionsanalys

rum

skalekonomier

stationdr 1dsning

stokastisk

tillstandsrum

topologiskt rum

trajektoria

transformation

transient
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statistisk metod fo6r att anpassa mate-

matiska funktioner till ett observations-—

material

en méngd element och ett antal tillétna

matematiska operationer, se t ex vektorrum

stordriftsfordelar, dvs iakttagelsen att
produktionskostnaden/enhet sjunker med

vaxande produktionsskala

tva betydelser: 1) en svagare egenskap
&n maximum eller minimum hos en funktion
2) ett Over tiden konstant tillsténd hos

ett system

slumpmissig; motsatsen till en determi-
nistisk variabel kallas en stokastisk va-

riabel

ekvivalent med beteckningen fasrum, ett
systems tillsté&nd kan ses som en punkt i

detta rum

hér finns inte begreppet avstdnd definierat,

dppna méngder spelar en central roll

bana i tillst&ndsrummet utgiende t ex frén

ndgon kénd startpunkt

i matematisk mening ekvivalent med begrep-

pet avbildning

6vergiende; om ett system utsédtts for en
stdrning &tergdr det fOrst s& smaningom
till jamvikt, Overgéngsperioden kallas

transientfas



triangelolikhet

trim-problem

unimodal

vektorrum

dndligt dimensionellt
rum

Oppen méngd

174
det faktum att summan av lingderna av tva

sidor i en triangel alltid &r stérre &n

eller lika med l&ngden av den tredje

ett problem som innebédr att med given
ordersammansadttning skédra ett antal pap-
persrullar sé att den totala spillmingden

minimeras

en sd8dan funktion har bara ett maximum

(eller minimum)

elementen bestlr hir av vektorer, som
karakteriseras av storlek och riktning
och de tillétna operationerna &r addition

och multiplikation med skalira tal

om rummet &r t ex ett vektorrum har vek-
torerna &ndligt ménga komponenter; det
finns bara ett &ndligt antal koordinat-

axelriktningar

en sfar med skalet undantaget ir exempel

pé en Oppen mingd



MATEMATISKA SYMBOLER

0F
9 x

A => B

x € X

L, omm L

{1}
E{n}

a<b

usv

ACRB

T o« 10"6

partialderivatan av F med avseende pa X.

funktionen f avbildar mingden A péd méngden B.

Funktionen f tillordnar till varje element 1 A ett eller
flera element i B.

elementet x tillhdr méngden X.

Lq gidller om och endast om L2 géller, dvs. L2 dr ett ndd-
vandigt och tillréckligt villkor for Lg.

det existerar

s& att, med den egenskapen att
mingden av det element som innesluts av klamrarna

medelvirdet av den stokastiska variabeln u

betingat av

produkttecken (jémfér I fér summa)

a domineras av (&r mindre &n) b i en partialordning

S betecknar en relation, t ex < . uSv 4r sann om u star
i relationen S till v

sammansittning, om f &r en transformation frén méngden av
nyttofunktionaler till méngden av nyttofunktionaler och f

175

avbildar u pé& v kan nyttofunktionalen v skrivas som samman-—

sadttningen f o u.
mingden A innehdlles i méngden B
identiskt lika med

6

T &r av storleksordningen 10
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