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Linjar programmering - ett hjalpmedel
vid planering av byggtransporter

Yngve Hammarlund
& lIgnacy Szemberg

Under och efter andra véarldskriget har
utvecklats en rad matematiska metoder
avsedda att vara hjalpmedel i beslutssi-
tuationer. En klass av sddana metoder
— den matematiska programmeringen —
har funnit stor anvéndning som hjéalp-
medel vid transportplanering.

Metodutvecklingen har gatt mycket
snabbt. Hur utvecklingen har skett och
hur metoderna tillampas i véastvarlden
kan féljas i anglosachsisk litteratur.
Hur metodutveckling och tillampningar
gestaltar sig i de dsteuropeiska landerna
ar mindre kant. Metodfragor och till-
lampning inom byggtransportomradet i
Oststaterna har undersokts vid institu-
tionen for byggnadsekonomi och bygg-
nadsorganisation vid CTH. Denna un-
dersokning har kompletterats med en
praktikjallstudie, som visar hur mate-
matisk programmering kan tillampas
som hjalpmedel hos en svensk byggma-
terialproducent.

Av den matematiska programmeringen
ar det sarskilt en gren — den linjara
programmeringen — som praktiskt till-
lampats néar det galler byggtransporter. |
foreliggande rapport behandlas darfor
endast denna typ.

Rapporten ar utformad sa att den i
forsta hand skall vara av varde for
personer, praktiskt verksamma inom
byggtransportomradet. Forst i andra
hand riktar den sig till optimeringsspe-
cialister.

Problem

Vid matematisk programmering formu-
leras det problem som skall behandlas i
matematisk form — en matematisk mo-
dell konstrueras. P& denna modell, som
har vissa bestdmda egenskaper, applice-
ras speciella l6sningsfoérfaranden. Med
hjalp av dessa forfaranden bestdms en
bésta 16sning till problemet. Vid den lin-
jara programmeringen, som star i cen-
trum for intresset i denna rapport, &r
den matematiska modellen uppbyggd pa
visst satt Den innehaller enbart linjara
samband.

Med byggtransporter forstas byggpro-
cessens transporter i vidaste mening. Sa-
lunda inbegrips transport av byggnads-
material och &vriga byggtransporter,
exempelvis transport av ramaterial till
byggmaterialfabriker,  transport av
schaktmassor och rivningsmassor. Som
transportfragor uppfattas lokalisering
och dimensionering av transport- och
produktionsresurser.

Metoder

Fore tillkomsten av matematisk pro-
grammering utvecklades ett flertal forfa-
randen for I6sning av enklare transport-
problem. Vissa av dessa forfaranden
leder fram till en bdsta, optimal, 18sning
pa problemet. Andra metoder medger
bestamning av en formanlig men inte
nddvéndigtvis optimal 16sning. | rappor-
ten presenteras saval nagra aldre opti-
meringsférfaranden som approxima-
tionsforfaranden.

De metoder som inledningsvis behand-
las kan anvéandas endast pa problem
med ett begrénsat antal transportvagar.
For losning av problem med manga
mojliga transportvagar maste andra for-
faranden tillampas. En speciell typ av
transportproblem med manga transport-
vdgar, men i 6vrigt med enkel uppbygg-
nad, det s.k. klassiska transportproble-
met, kan representeras av ett enkelt lin-
jart program. FOor lésning av detta har
ett flertal metoder utvecklats. Sadana
metoder beskrivs i rapporten.

Det klassiska transportproblemet illu-
strerar en situation som sallan &r upp-
fylld i praktiken. Det visar sig emellertid
att en rad praktiska problem enkelt kan
omformuleras till klassiska transport-
problem, pa vilka de presenterade l0s-
ningsforfarandena kan tilldmpas. Rap-
porten ger ett flertal exempel pa hur
detta sker.

Praktiska transportuppgifter kan inte
alltid  omformuleras till  klassiska
transportproblem. Sa &r vanligtvis fallet
om det foreligger restriktioner pa
transportvagarna, sa att endast vissa
kvantiteter kan transporteras utefter
dessa. For sadana problem maste mera
komplicerade l6sningsmetoder tillam-
pas. | rapporten presenteras det mest
kénda l6sningsforfarandet, den s.k. sim-
plexalgoritmen.

Tillampningar

Praktiska tillampningar av de metoder
som behandlats i metodavsnittet redo-
visas i rapporten i fem avsnitt. Varje sa-
dant avsnitt inleds med en problembe-
skrivning och en diskussion om
losningsforfaranden.  Tilldmpningarna
redovisas i form av praktikfall och
tilldmpningsexempel.

Bestdmning av optimal transportplan

Problemtypen ar exempel pa ett klas-
siskt transportproblem. En produkt ef-
terfrdgas i vissa kanda orter. Efterfra-
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gans storlek i varje ort ar kédnd Den to-
talt efterfrigade kvantiteten finns i
andra orter. Tillgdngen i var och en av
dessa orter ar k&nd. Mellan samtliga till-
gangsorter och efterfrageorter finns
transportvégar. Kostnaden att transpor-
tera en produktenhet dr k&nd for varje
sadan transportvag. Planeringsuppgiften
bestar i att bestamma vilka kvantiteter
som skall transporteras utefter de olika
transportvégarna for att transportkost-
naderna skall bli s& ldga som mojligt.

| rapporten redovisas ett praktikfall av-
seende  bestdmning av  optimala
transportplaner for cementférsdrjning
av Sibirien. Optimeringen gérs med av-
seende pa olika kriterier, transportar-
bete, transportkostnad o.s.v. Vidare ge-
nomfors en optimering for det fall man
beaktar att olika cementkvaliteter kan
substituera varandra.

| litteraturen redovisas atskilliga exem-
pel pa& bestimning av optimala
transportplaner. | rapporten presenteras
kortfattat exempel fran ett flertal 6steu-
ropeiska lander.

Fordelning av resurser

Problemet &r foljande. Av ett visst re-
sursslag finns ett flertal olika typer till-
géngliga. De enskilda resurstyperna ar
mer eller mindre l&mpade for de arbets-
uppgifter som férekommer. Problemet
ar att fordela tillgangliga resurser pa ar-
betsuppgifter sa att totalkostnaden mini-
meras.

Problemtypen illustreras med ett exem-
pel fran Kiev. Ett transportforetag dis-
ponerar 535 fordon. Dessa skall under
en viss planeringsperiod utnyttjas for
transporter vid sju byggmaterialfabriker
och sex andra storre objekt. Dessutom
skall ett 50-tal mindre objekt betjénas.

Fordonsparken bestar  av 11
fordonstyper. Dessa typer kan i och for
sig utnyttjas for vilken som helst av de
aktuella uppgifterna. De &r emellertid
mer eller mindre l&mpade for de enskil-
da uppgifterna. Planeringen bestar i att
tilldela varje fordonstyp lampliga arbets-
uppgifter sa att kostnaderna minimeras.

Ett annat exempel pa tilldelning av re-
surser anges i rapporten. Problemet &r
att inom en koncern med 23 betongele-

mentfabriker astadkomma en sadan
produktspecialisering vid de enskilda
produktionsstéllena att transport- och
tillverkningskostnaderna minimeras.

Bestamning av optimala transportrutter

En vanligt forekommande uppgift i ett
transportféretag ar att ldgga upp
transportrutter ~ for  fordonsparken.
Dessa maste laggas upp pa ett sadant
satt att transportkostnaderna minime-
ras. Detta innebdr att en avvégning
maste ske mellan korningar med last
och tomkdrningar.

Bestdmning av optimala transportrut-
ter sker antingen som ett led i dimensio-
neringen av transportapparaten eller for
ett optimalt utnyttjande av befintliga
resurser.

| rapporten redovisas ett tillampnings-
exempel, dar optimeringen goérs som ett
led i resursdimensioneringen. | ett annat
tilldmpningsexempel  presenteras en
metod, utarbetad inom Comecon, for
bestdmning av optimala transportrutter
med givna resurser. Avsnittet avslutas
med en kortfattad presentation av till-
lampningar i Sovjetunionen.

Lokalisering av resurser — en produkt-
tillverkning

De tilldmpningar som namnts har i hu-
vudsak avsett utnyttjande av befintliga
resurser. Aven vid dimensionering och
lokalisering av nya produktionsresurser
har linjar programmering befunnits vara
ett gott hjalpmedel.

Problemet &r att bestdamma lokalise-
ringsort och teknisk lésning for nya
produktionsanldggningar.  Kapacitets-
uppbyggnaden kan pa de enskilda or-
terna ske pa i princip tva olika satt
Antingen kan kapaciteten byggas upp
kontinuerligt eller ocksa stegvis. Det se-
nare &r fallet exempelvis n&r man bygger
cementugnar, dar utbyggnaden maste
ske med en hel ugn i taget

I rapporten redovisas med tillamp-
ningsexempel l6sning av dels det konti-
nuerliga fallet och dels heltalsfallet.

Tva storre praktikfall presenteras Det
ena avser lokalisering och dimensione-
ring av nya cementfabriker i Polen samt
distributionsplanering foér en femarspe-
riod. Det andra praktikfallet avser di-
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mensionering och lokalisering av bygg-
nadskeramisk industri i Kasachstan.

Lokalisering av resurser —flerprodukt-
tillverkning

| féregdende avsnitt behandlades det fall
da endast en produkt tillverkas/efterfra-
gas. Problem rérande dimensionering
och lokalisering av resurser for tillverk-
ning av flera produktslag behandlas pa
likartat sétt.

Med tillampningsexempel askadliggors
hur denna problemtyp kan behandlas.
En speciell modell for lokalisering av
betongelementindustrin presenteras.

Praktikfall

Studien av hur linjar programmering ut-
nyttjas i Osteuropeiska stater har kom-
pletterats med en praktikfallsstudie vid
ett svenskt byggmaterialforetag

Foretaget tillverkar mineralullsproduk-
ter av ett 10-tal typer. Produktionen
sker vid tre produktionsstallen. Vid
dessa finns ett varierande antal tillverk-
ningslinjer. De olika produkttyperna tar
i olika grad den tillgangliga kapaciteten i
ansprak.

Foretagets forséljningsorganisation
tacker hela landet, som éar indelat i ett
70-tal  forséljningsdistrikt.  Transport
fran fabrik till avnamare sker med lastbil
och jarnvéag.

| rapporten redovisas en undersdkning
som syftar till att bestdmma hur tillverk-
ningskapaciteten skall utnyttjas samt
hur transporterna skall ske i olika efter-
fragesituationer.  Produktionsstallenas
distributionsomraden for olika pro-
duktslag bestdms.

For att framstallningen skall bli sa il-
lustrativ som méjligt genomfors under-
sokningen i tre etapper, varvid de mate-
matiska modellerna stegvis forfinas.

Litteratur

| rapporten redovisas, forutom den litte-
ratur som legat till grund for rapporttex-
ten, en utforligare bibliografi. Denna in-
nehaller verk som behandlar metod- och
tillampningsfragor inom transportomra-
det med tyngdpunkt pa byggtransporter.
Bibliografin omfattar uteslutande slavisk
litteratur.



Linear programming of transport
flows in the building industry

Yngve Hammarlund
& Ignacy Szemberg

The post-war period has seen the deve-
lopment of a number of mathematical
methods designed to help us make
decisions. One particular type ofmethod
— mathematical programming — has
proved extremely useful in transport
planning.

Rapid progress has been made in meth-
ods development. Just how development
has taken place and how the methods
are applied in the Western world is in-
formation which can be found in
English-language publications. Less is
known, on the other hand, about how
methods are developed and applied in
the countries of Eastern Europe. The
Department of Building Economics and
Production Organization at the Chal-
mers University of Technology in Go-
thenburg has therefore conducted a study
of methods and their application in the
transport sphere in east Europe. The
survey material was supplemented by
the results of practical work showing
how mathematical programming can
prove a great help to manufacturers of
building materials in Sweden.

One branch ofmathematical program-
ming in particular — linear program-
ming — has been used in planning
transport of building materials. This
present report is concerned only with
this type ofprogramming.

The report is primarily designed to be
ofuse to persons actively engaged in the
practical side of haulage in the building
industry, and in particularfor optimiza-
tion experts.

Problems

Mathematical programming transforms
problems on hand into mathematical
terms; i.e. a mathematical model is con-
structed. Special procedures designed to
obtain solutions are then superimposed
on this model which has certain fixed
properties. One of these procedures will
then help determine the best solution to
the problem. In the case of linear pro-
gramming, the form which is the focal
point of this report, the mathematical
model is constructed in a particular way
and entails linear relationships only.

In referring to building transport, we
refer to the transport in its broadest
sense involved in the building process.
The term thus covers transportation of
building materials and other forms of
haulage, e.g. transport of raw materials
to plants manufacturing materials for
the building industry, transport of spoil
or rubble from demolition sites. Loca-
tion and dimensioning of transport and
production resources are also included
under the heading Transport Issues.

Methods

A number of different procedures for
solving simpler transport problems were
developed prior to the advent of mathe-
matical programming. Some of these
lead to the best, the optimum solution to
the problem. Others, on the other hand,
permit us to establish a favourable, but
not necessarily optimum solution. The
report touches on some older optimiza-
tion procedures and on the approxima-
tion method.

The first group of methods discussed
can only be used for problems involving
a limited number of transport routes.
Other approaches must be tried if the
problem involves a large number of pos-
sible transport routes. A special type of
transport problem covering many pos-
sible transport routes while remaining
simple in other respects (known as the
classical transport problem) can be re-
presented by a simple linear programme.
A number of methods have been evol-
ved for solving this particular problem.
Examples are given in the report.

The classical transport problem illust-
rates a situation which seldom occurs in
practice. It has, however, been found
that a number of practical problems can
easily be transformed into classical
transport problems to which the proce-
dures for finding solutions can be ap-
plied. The report gives several examples
of how this in fact takes place.

Practical transport data cannot always
be transformed into classical transport
problems. This is usually the cases when
transport routes are subject to restric-
tions, e.g. only given quantities permit-
ted etc. More complicated methods
must be applied to find solutions to this
category of problem. The report descri-
bes the most well known method, the
simplex algorithm.

Application

Five sections of the report are devoted
to description of the methods mentioned
in the chapter on method. Each indivi-
dual section begins by stating the pro-
blem and discussing possible approa-
ches to solving it. This is followed by il-
lustrations in the form of case studies
and applied examples.

Determination ofthe optimum transport
plan

The type of problem is an example of a
classical transport problem. A product
is asked for in a given number of known
localities, the extent of the demand in
each place being a known quantity. The
total demand is spread over other places
and the supply in each of these places is
known. Transport links exist between all
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places where supplies are available. The
cost of transporting one unit of the pro-
duct along each individual transport
route is known. The task of the planner
is thus to decide what quantities are to
be moved along the different routes in
order to keep transport costs as low as
possible.

The report describes a true case where
the optimum transport plans were to be
drawn up for cement supplies in Siberia.
Optimization is based on different crite-
ria, work, transport costs and so on. Op-
timization is also resorted to in the cases
where it is considered that different qua-
lities of cement may be substituted.

Literature on the subject contains a
number of examples of how optimum
transport plans are selected. The report
gives brief examples from a number of
east European countries.

Distribution ofresources

The problem is the following. Certain
types of a certain category of resources
are available. The individual types of re-
sources are more or less suited to the
work on hand. The problem is then to
allocate available resources in a fashion
which minimizes total costs.

This types of problem is illustrated by
an example from Kiev. A haulage firm
has 535 vehicles. During a given plan-
ning period these are to be used at seven
plants manufacturing building materials
and for six other major projects.
Around 50 smaller projects are also to
be supplied at the same time.

There are 11 different types of vehicle
and all of these can in principle be used
for any of jobs in question. They do how-
ever entail varying degrees of suitabili-
ty for the individual tasks. Planning thus
consists of allocating suitable jobs to
each type of vehicle with a view to mini-
mizing costs.

The report gives a further example of
allocation of resources. The problem
there is for a concern comprising 23
plants producing prefabricated concrete
units to specialize in certain products at
the individual plants in a manner which
ensures minimization of transport and
manufacturing costs.

Determining optimum transport routes

A common task for haulage firms is to
draw up transport routes for their diffe-
rent types of vehicles. This must be done
in a manner which minimizes transport
costs and means that a balance must be
achieved between runs with load and
empty mileage.

Selection of the optimum transport
routes is either included in work on di-
mensioning the entire transport setup or
takes place to ensure optimum utiliza-
tion of existing resources.

The report gives an applied example in
which optimization is a link in the pro-
cess of dimensioning resources. A furt-
her example presents a method develo-
ped by Comecon for determining opti-
mum transport routes on the basis of
given resources. The section concludes
with a brief description of use in the So-
viet Union.

Localization of resources — specializa-
tion in a single product

The examples given so far have mainly
illustrated utilization of existing resour-
ces. However, linear programming has
also proved to be a great help in di-
mensioning and locating new production
resources.

The problem is to choose a location
and a technical design for new produc-
tion plants. Build-up of capacity in the
individual places can in principle take
place in two ways. Capacity can either
be constantly increased or built up in
stages. The latter is the procedure when
building cement kilns in which case ex-
pansion consists of the addition of one
kiln at a time.

The report presents examples of solu-
tions to constant build up and stage-by-
stage expansion.

Two major case studies are included.
One of these concerns localization and
dimensioning of new cement plants in
Poland and planning of distribution for
a five-year period. The other case study
concerns dimensioning and localization
of a plant in Kazakhstan producing ce-
ramic goods for use in the building indu-
stry.

UTGIVARE: STATENS INSTITUT FOR BYGGNADSFORSKNING

Localization of resources — diversified
manufacture

The previous section deals with cases
where only one product is manufactu-
red/asked for. Problems involved in di-
mensioning and localizing resources for
diversified manufacture are dealt with
similarly.

The applied examples illustrate how
problems of this type can be tackled. A
special model for localization of the pre-
fabricated concrete products industry is
presented.

Case studies

The study of how linear programming is
utilized in Eastern Europe was supple-
mented by a case study conducted at a
Swedish firm manufacturing building
materials.

The firm manufactures mineral wool
products of around ten different types
with plants in three separate places.
These plants have varying numbers of
production lines. The different types of
product take the available resources into
account to varying degrees.

The firm’s sales organization covers
the entire country which it has divided
into around 70 sales districts. Transport
of products from factory to customer
takes place by road and rail.

The report shows the results of a study
designed to establish how manufactu-
ring capacity is to be utilized and how
transport is to be organized for different
cases of demand. The zones for different
types of product served by the different
plants are established.

The study takes place in three phases
in order to illustrate the subject as tho-
roughly as possible and this in its turn
permits gradual improvement of the
mathematical models.

Other publications

In addition to the literature referred to,
the report also includes a detailed bib-
liography covering works dealing with
methods and application in the transport
field with the emphasis on transport in
the building industry. The bibliography
is made up exclusively of references to
works in the Slavonic languages.
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FORORD

Under och efter andra vérldskriget har en rad matematiska me-
toder utvecklats, vilka utnyttjas som hjalpmedel i beslutssi-
tuationer. En klass av sadana kvantitativa metoder utgor den
s.k. matematiska programmeringen, MP. Denna bdr kunna
vara ett vardefullt hjalpmedel vid beslut som ror byggpro-
cessens transporter.

Metodutveckling och tillampningar av MP inom véstvarlden
kan foljas i den anglosachsiska facklitteraturen. Daremot

ar det av sprakliga skal svart att pa motsvarande satt folja
utvecklingen i Oststaterna. For att fa overblick av hur MP till-
lampas inom byggtransportomradet i dessa lander har en un-
ders6kning utforts vid institutionen fér byggnadsekonomi och
byggnadsorganisation, CTH. Resultatet av denna undersok-
ning redovisas i denna rapport.

Eftersom endast en gren av MP, den s.k. linjara program-

meringen, funnit en mera vidstrackt praktisk tillampning inom
byggtrans portomradet har rapporten givits titeln "Linjar prog-
rammering - ett hjalpmedel vid planering av byggtrans porter" .

Rapporten ar utformad pa ett sddant satt att en lasare utan spe-
cialkunskaper skall kunna tillgodogora sig innehallet.

| utredningsarbetet har en arbetsgrupp inom institutionen en-
gagerats. Denna arbetsgrupp har bestatt av civ.ing., fil.

kand. Hans Bjornsson, universitetslektor Yngve Hammarlund,
civ.ing., civ.ek. Ake Lindstrom och dipl.ing. Ignacy Szemberg.

Szemberg har varit utredningsman. Han har svarat for Oversatt-
ningsarbetet. De raoversattningar som utredningsmannen gjort
har kompletterats och bearbetats inom arbetsgruppen. For led-
ning av undersdkningen och for utformning av rapporten har
Hammarlund svarat.

Lennart Ronnmark






INNEhALL

1

N N NDN
N N NN

A WO DN P

2.3

2.3.1

PROBLEM

Linjar programmering
Byggtranspcrter

Matematisk programmering och bygg-
transporter

Linjar programmering ochbyggtrans-
porter

METODER

Enkla forfaranden
Optimeringsforfaranden
Eliminering av motandetransporter
Cykeldifferenser
Potentialmetod
Approximationsforfaranden
Kartografisk metod
Det klassiska transportproblemet- mate-
matiska metoder
Problemstallning
Matematisk formulering
Matrisrepresentation
Losningstorfarande
Krav pa basloning
Exakt metod 1. Cykelmetod
Exakt metod 2. MODI

Exakt metod 3. Metoder med "bestammande

varden"
Approximationsmetod 1.Indexmetoder
Approximationsmetod 2. Kotzigs
approximationsmetod
Generella transportproblem -matematiska
metoder
Algoritm med tidkriterium
Problemillustration
Algoritm

11

14

14

17

17
17
19
21
26
30
31

35
35
37
38
40
41
42
45

48

52

o4
54
54
55



2.4

2.4.1
2.4.2
2.4.3

3.2
3.2.1

Oblanserade transportproblem
"Overkapacitet”
"Kapacitetsbrist"

Flerstegs transportproblem
Problemillustration
LOosningsmetod 1. Schreiters
approximationsforfarande
Losningsmetod 2. Simultanfor-
farande

Linjar programmering

Problemstallning

Matematisk formulering

LOosningsfTorfarande

TILLAMPNINGAR

Bestamning av optimal transportplan
Problemet
Praktikfall. Cementforsorjning av
Sibirien m.m.
Problem A - C
Ovriga tillampningar
Sovjetunionen
Tjeckoslovakien
Polen
DDR
Sammanstallning
Fordelning av resurser
Problemet
Problemstallning
Matematisk Tformulering
L6ésning
Praktikfall. Fordelning av trans-
portmedel pa& transportuppdrag
Ovriga tillampningar
Bestamning av optimala trans-
portrutter
Problemet
Problemstallning

Losningsforfarande

59
59
61
62
62

63

67
76
76
77
78

79

80
80

80
89
89
90
91
91
93
95
95
95
95
96

98
100

102
102
102
102



Tillampningsexempel
Underlag for resursdimensionering
Utnyttjande av befintlig transport-
apparat
Ovriga tillampningar
Lokalisering av resurser -enprodukt-
tillverkning
Problemet
Problemstallning
Kontinuerligt fall - ldsnings-
forfarande
Heltalsvariant - lo6sningsfor-
farande
Tillampningsexempel
Exempel 1. Kontinuerligtfall
Exempel 2. Heltalsvariant
Exempel 3. Variabla tillverknings-
kostnader
Praktikfall 1. Lokalisering avcement-
fabrik
Praktikfall 2. Lokalisering avbygg-
nadskeramisk i1ndustri
Ovriga tillampningar
Lokalisering av resurser -flerpro-
dukttillverkning
Problemet
Problemstallning
Matematisk formulering
Losning
Tillampningsexempel
Approximationsforfarande
Simultanforfarande
Ovriga tillampningar

PRAKT IKFALL

Syftet
"Verkligheten”

103
105

112
121

122
122
122

123

124
125
125
127

131

135

143
151

153
153
153
153
155
155
157
157
161

163

163
164



4.3 ProblemstalIningar

4.4 Modeller och ldsningar
4.4.1 Transportmodell - enhetlig produkt

Optimering m.a.p.
balanserat fall

Optimering m.a.p.
obalanserat fall
Optimering m.a.p.
balanserat fall

Optimering m.a.p.
obalanserat fall

transportarbete -

transportarbete -

transportkostnader

transportkostnader

4.4.2 Transportmodell - flera produktgrupper

Optimering m.a.p.
balanserat fall

Optimering m.a.p.
obalanserat fall
Optimering m.a.p.

verkningskostnader

4.4.3 Fordelningsmodell

5 LITTERATUR

5.1 Referenser
5.2 Bibliografi

transportkostnader

transportkostnader -

transport- och till-

BILAGOR 1 DET KLASSISKA TRANSPORT-
PROBLEMET - GRUNDALGORITM

2 SIMPLEXALGORITMEN

CAPTIONS

165

167

167

169

171

171

172
172

172

174

174
176

182

182

185

192

207

229



1. PROBLEM

| detta inledande kapitel sOker vi klargora inneborden av
de begrepp som ingar i rapportens titel - "Linjar program-
mering - ett hjalpmedel vid planering av byggtransporter” .

Efter det att de grundlaggande begreppen behandlats uppehaller
vi oss vid syftet med den undersokning , vars resultat presen-
teras i rapporten. Kapitlet avslutas med en Oversiktlig pre-
sentation av rapportens innehall.

1.1 Linjar programmering

Lat oss placera in det forfarande som bendmns linjar program-
nering, LP, i ett stébrre sammanhang .

Fore och under andra varldskriget skedde en mycket snabb mili-
tarteknisk utveckling. Denna kom under andra vérldskriget att
stalla de krigférande parterna infor delvis nya taktiska och stra-
tegiska problem.

For att bitrada de militara beslutsfattarna vid l6sningen av
komplicerade problem rekryterades vetenskapsman. Dessa
foretradde skilda kunskapsomraden. De kom att i samverkan
skapa underlag for beslut genom att applicera vetenskapliga
metoder pad de militara beslutsproblemen. Denna verksamhet
som blev mycket betydelsefull har kommit att bendmnas opera-
tionsanalys , OA.

Efter kriget atergick vetenskapsmannen till civil verksamhet.
De forde med sig OA och applicerade den pa komplexa problem
inom naringsliv, forvaltning osv. Under efterkrigstiden har en
mycket snabb utveckling skett inom OA-omradet. Hartill har
de allt mer sofistikerade datamaskinerna starkt bidragit.

Vad ar da karaktaristiskt for OA? Vi har konstaterat att OA-
verksamheten omfattar framtagande av beslutsunderlag med
hjalp av vetenskapliga metoder. | naturvetenskaplig metodik
spelar experiment en central roll; man utfér experiment for att



kunna dra slutsatser.

Nar det galler beslutsproblem ar mdjligheten att utféra expe-

riment pa verkliga objekt liten. Man skapar i stallet "modell-
er" av verkligheten. P4 dessa modeller genomfors experimen-
ten .

Inom OA arbetar man med matematiska modeller; verkligheten
representeras av matematiska symboler och samband.

Den vanliga arbetsgangen vid OA ar foljande. | det forsta
arbetssteget preciseras problemet, varvid beslutsfattarens
mal bestams .

Det andra steget i arbetet ar att bygga upp en matematisk mo-
dell, som skall representera verkligheten. Nar modellen kon-
struerats utnyttjas den for 16sning av problemet. Ldsningen
ger en anvisning om pa vilket satt beslutsfattarens mal pa
basta satt uppfylls.

Forutom dessa arbetssteg genomfors tester av att modellen pa
ett riktigt satt representerar verkligheten.

Manga beslutsproblem kan representeras av modeller med
likartad uppbyggnad. Lo6sningen genomfdrs med likartad me-
todik. Sadana modeller och sadan metodik har utvecklats
till sjalvstandiga discipliner. En av dessa discipliner ar
den matematiska programmeringen, MP.

Karaktaristiskt for MP ar att problemet representeras av ett
matematiskt program. Detta utgors vanligtvis av en s.k. mal-
funktion och ett antal bivillkor. Malfunktionen representerar
nyttan eller vardet av vidtagna atgarder. Bivillkoren illustre-
rar de restriktioner som problemet & underkastat. MP - upp-
giften ar att finna en optimal 16sning - den basta mdjliga 16s-
ningen pa problemet.

Beroende dels pa programmens uppbyggnad och dels pa de
I6sningsforfaranden som kommer till anvandning skiljer man



pa olika MP- forfaranden.

Det MP- forfarande som fatt den storsta praktiska tillampningen
ar den s.k. liniara programmeringen, LP. Denna karaktariser-
as av att objektfunktion och bivillkor uttrycks i linjar form.

For sadana problem har speciella l6sningsforfaranden utveck-

lats .

LP har fatt en vidstrackt anvandning vid losning av blandnings-
problem, produktions planerings problem , resurstilldelnings-

problem osv.

Metoder for 16sning av LP- problem, bade sadana med en-
kel uppbyggnad och mera komplicerad behandlas utforligt i
den fortsatta framstallningen .

Bland 6vriga MP- forfaranden kan har namnas foljande.

Den icke_-_linj_&ra programmeringen omfattar problem dar
programmets objektfunktion eller bivillkor inte har linjar

form .

| den parametris_ka programmeringen undersoks l6sningens
beroende av programekvationemas parametervarden.

Heltals programme_ringen_ omfattar problem déar variablerna

endast kan anta heltalsvarden.

Med dy _namj*sk prog_ra_mmeri_ng_forstds metoder for framtagande

av en optimal foljd av beslut.

1.2 Byggtrans porter

Med byggtrans porter forstas byggprocessens transporter. Denna

definition kraver en nagot utforligare kommentar.

Med transport avses forflyttning av manniskor, foremal, gaser
och vatskor over ndgorlunda langa strackor. Vid forflyttning
kortare strackor anvands andra termer sasom lyftning, pump-



ning osv.

All den verksamhet som leder fram till ett fardigt byggnadsverk
innefattas i termen "byggprocess'”. Denna kan uppfattas som
sammansatt av tva floden, dels ett idefflode och dels ett material-
flode. Iddflodet resulterar i dokument av olika slag. Material-
flodet resulterar i det fardiga byggnadsverket - en konkretise-
ring av dokumentens innehall.

"Materialflodet” kan uppdelas i olika faser - utvinning av
ramaterial, foradling och inbyggnad. Dessa faser lankas sam-
man med transporter - byggtransporter.

Inom byggprocessen transporteras olika typer av foremal. Schakt-
massor och rivningsmassor transporteras bort for att ett nytt
objekt skall kunna byggas. Transport av ramaterial sker till
produktions stéallen for att foradlas. Byggmaterial transporteras
fran fabriker av olika slag till byggarbetsplatser. Maskiner

och annan utrustning som kravs for att uppfora objekten maste
forflyttas .

De olika transporttyperna har sardrag. Darfor ar det lampligt
att indela byggtransporterna i "byggmaterialtransporter” och
"Ovriga byggtrans porter" .

Lat oss droja nagot vid byggmaterialtransporterna. Benamning-
en i sig sjalv ger en anvisning om problemomradets avgrans-
ning . Det bor innefatta all verksamhet fran det materialet ligger
fardigt pa fabrik eller annat foradlingsstalle till dess det be-
finner sig pa sitt inbyggnadsstalle .

Byggmaterialtransporterna brukar indelas i tva huvudomraden,
externa transporter och interna. Med externa transporter for-
stas materialtransport till byggarbetsplats. De interna trans-

porterna utgdrs av transporter inom en byggarbetsplats.

Byggtrans porter, definierade pa det satt som gors har, inne-
fattar en mangd aktiviteter sasom lastning, lossning, for-
flyttning, lagring, inbystning. Dessa arbetsuppgifter paverk-



as direkt av en mangfald faktorer sdsom materialets egenskaper
emballage, lastsammansattning, fordonstyp, maskinella hjalp-
medel osv.

Transportuppgifterna paverkas emellertid inte enbart av sa-
dana faktorer som namnts . De intressenter som ar engagerade
i byggprocessen paverkar transportuppgifterna pa olika satt -
genom planering, genom organisatoriska atgarder, genom for-
andringar av de faktorer som tidigare namnts och som direkt
paverkar arbetsuppgifterna.

Byggtransporterna paverkas av atgarder pa olika nivaer i
samhallet. Vi kan tala om nationell, regional, lokal niva,
foretagsniva och objektniva. Den paverkan som astadkoms
fran de olika nivaerna bestams av de mal som galler for verk-
samheten pa respektive niva.

Ur nationell synpunkt ar malet att byggtransporterna genomfors
pa ett sadant satt att det gagnar samhallet bast. Om vi for-
soker konkretisera detta mal kan vi saga att byggtransporterna
skall genomféras pa ett sadant satt att byggkostnaderna blir
sa laga som mojligt, nar byggnaderna samtidigt skall upp-
fylla vissa kvalitetskrav. Byggtransporterna far salunda inte
betraktas isolerade - deras effekt pd andra omraden maste
beaktas .

Intressenterna pa ovriga nivaer har varierande mal for sin
verksamhet. Den nationella nivdn maste paverka dessa pa
ett saddant satt att de samverkar med samhallets mal.

De direkt engagerade intressenterna har att paverkan bygg-
transporterna sa att deras mal i storsta mojliga utstrackning
uppfylls. Detta sker pa tva olika satt. Dels genom beslut
om hur tillgadngliga resurser skall utnyttjas och dels genom
beslut om anskaffning och lokalisering av nya resurser.

Som exempel pa den forsta typen av beslut kan namnas foljande
Hur skall egna transportmedel utnyttjas? Vilka transportva-
gar skall valjas? Hur skall tillgdnglig produktionskapacitet



utnyttjas ?

Exempel pa den andra typen av beslut ar foljande. Var skall
materialterminaler placeras ? Var skall byggmaterialfabriker
lokaliseras; vilken kapacitet skall de ha? Vilken fordons-
insats kravs for ett visst objekt?

1.3 Matematisk programmering och byggtransporter

Det ar uppenbart att MP bor kunna vara ett vardefullt hjalp-
medel for beslut som ror byggtransporter.

Nagorlunda latt kan man bilda sig en uppfattning om metod-
utveckling och tillampningsomraden inom vastvarlden . Ett
flertal tillampningar finns sdlunda presenterade i anglosax-
isk litteratur.

Det kan forutsattas att man i de socialistiska landerna ag-
nar speciell uppmarksamhet at de kvantitativa metoderna.
For detta talar att man i en planhushallningsekonomi maste
arbeta med system av stor komplexitet. Av sprakliga skal
ar det emellertid vanligtvis svart att skapa sig en bild av
utvecklingen .

For att belysa metodutveckling och tillampningar inom
byggtransportomradet i de socialistiska landerna genomfors
den undersdkning vars resultat redovisas i denna rapport.

For att belysa metodernas tillampning pa svenska forhall-
anden genomfors jamval en praktikfallsstudie . Salunda illu-
streras hur MP - metoder kan utnyttjas i beslutssituation-
er hos en svenskt byggmaterialtillverkare .

1.4 Linjar programmering och byggtransporter

Malet for undersdokningen ar att belysa hur MP tillampas

inom byggtransportomradet i de socialistiska landerna. |

var undersokning har vi konstaterat att, liksom i vastvarld-
en, nastan uteslutande LP funnit praktisk tillampning. Denna



rapport har darfor fatt titeln "Linjar programmering och
byggtransporter™ .

Rapporten ar utformad sa att den i forsta hand skall vara
av varde for personer praktiskt verksamma inom byggtrans-
portomradet. Forst i andra hand riktar den sig till specia-
lister inom optimeringsomradet. Detta innebar att den rent
matematiska framstallningen i mojligaste man begransats.
Vissa problem av matematisk karaktar har placerats i bi-
lagor .

Som tidigare namnts har datamaskinutvecklingen starkt bi-
dragit till utvecklingen av MP. Visserligen kan smaérre pro-
blem losas manuellt men ofta utgdr datamaskinen en for-
utsattning for att berakningarna skall kunna genomforas
med rimlig resursinsats . | denna framstallning berérs en-
dast undantagsvis fragan om huruvida berdkningarna i ett
konkret fall skall utforas manuellt eller med maskinella
hjalpmedel. Framstallningen &ar salunda i forsta hand me-
tod - och tillampningsinriktad.

Rapporten ar sammansatt av fyra relativt sjalvstandiga
delar.

| kapitlet Metoder presenteras sadana lésningsmetoder som

befunnits sarskilt val lampade for beslut som ror transporter.

Vi behandlar inledningsvis vissa enkla metoder for att dar-
efter dverga till olika matematiska metoder.

| kapitlet Tillampningar presenteras olika typer av problem
som ar lampade for behandling med LP. Vi behandlar trans-
portplanering och fordelningsproblem. Vi uppehéller oss vid
fragan om hur man pa ett optimalt satt skall lagga upp trans-
portrutter. Slutligen belyser vi hur metoderna kan utnyttjas
for lokalisering av produktionsmedel.

Kapitlet Praktikfall omfattar redovisning av en studie inom
svensk byggmaterialtillverkning. Vi sOker "pressa in verk-
ligheten™ i allt mer sofistikerade matematiska modeller for

15



att erhalla beslutsunderlag.

| kapitlet Litteratur ingar en bibliografi, som omfattar slavisk
litteratur inom de problemomraden som behandlas i rapporten.
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2 METODER

| detta kapitel presenteras saddana berdkningsmetoder som be-
funnits sarskilt andamalsenliga for behandling av problem som
upptrader i transportsammanhang.

Inledningsvis presenteras nagra enkla forfaranden. Presenta-
tionen utgo6r bakgrund till den fortsatta framstéllningen , dar
vi helt inriktar oss pd metoder som brukar hanforas till MP.

uUtforligt behandlas metoder som ar sarskilt utformade for 16s-
ning av det s.k. klassiska transportproblemet. Darefter be-
lyses hur dessa metoder kan utnyttjas for mer komplicerade
problem .

De metoder for 16sning av det klassiska transportproblemet

som behandlas &ar specialfall av det MP- forfarande som be-
namns linjar programmering, (LP). Vi uppehaller oss vid vad
som karaktariserar problem som kan behandlas med LP, samt
vad som ar utmarkande for metoden.

1 framstallningen har matematiska bevis tagits med endast i
den utstrackning som kravs for att sammanhangen skall for-
stds . Den matematiska bakgrunden till de behandlade 16snings-
forfarandena presenteras separat i BIL. 1 och BIL. 2.

2.1 Enkla forfaranden

Fore tillkomsten av matematisk programmering utarbetades
ett flertal forfaranden for behandling av trans portproblem .
Flera av dessa "enkla forfaranden™ finner fortfarande en vid-
strackt anvandning. | det foljande presenteras nagra sadana
forfaranden. Vi behandlar dels forfaranden som ger en opti-
mal I6sning till ett problem och dels sadana som ger en for-
manlig , men inte nodvandigtvis optimal, 16sning.

2.1.1 Optimeringsforfaranden

For 16sning av en rad praktiska problem med enkla forutsatt-



12-30

FIG. 1.1.

FIG: 1.2.

Li-SO

Eliminering av mdtande transporter 1.

Utgangsforutsattningar.

Eliminering av moétande transporter 1.

Optimal 16sning .
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ningar kan optimala l6sningar erhallas med enkla forfaranden .
Sadana forfaranden har presenterats av en rad slaviska for-
fattare . Foljande framstallning baseras dels pa Kadlec &
Vodd'Oek (1968) och dels, vad avser avsnittet Potentialme-
tod pa Kantorowicz (1961).

Eliminering av mdtande transporter
Problemstéllning !

Fran de fyra orterna skall vissa kvantiteter av en viss
vara transporteras till de sex orterna A" - Ag.

Fran skall sadlunda transporteras 80 t, fran 30 t, fran
54 t och fran L 66 ton. Totalkvantiteten 230 t skall fordelas
pa de sex orterna pa foljande satt, A* 40 t, 38 t, AN 44 t,

A4 26 t, A5 52 t och Ag 30 t.

De enskilda orternas lage samt avstanden mellan dem fram-
gar av FIG. 1.1. | figuren anges jamval tillverkade resp. efter-
frdgade kvantiteter i de enskilda orterna.

Problemet ar att bestamma langs vilka végar transporterna skall
ske for att minsta mdjliga transportarbete (tonkm) skall uppkomma.

Ldsnin_g_sforfarande J.

Problemet karaktériseras av att vigar mellan leverans- och
mottagningsorter inte bildar nagra slutna slingor. | ett sadant
fall maste pa varje vagavsnitt en bestamd kvantitet transporteras.
En optimal l6sning erhéalls genom att transporterna arran-

geras sa att inga motande transporter forekommer.

Losningen gors lampligen direkt i den grafiska representationen.
En optimal lI6sning ar angiven i FIG. 1.2. Det bor observeras
att den 16sning som anges i figuren endast ar en av flera moj-

liga, som ger minsta transportarbete.



FIG. 2. Eliminering av moétande transporter 2.

Utgangsforutsattningar.

AW ii -so

FIG. 2.2 Eliminering av mdtande transporter 2 .

Utgangslosning.

FIG. 2.3 Eliminering av mdtande transporter 2.
Optimal 16sning.
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Problemstallning 2

Problemet ar av samma karaktar som foregaende . Dock finns i
detta fall vagar som bildar en sluten slinga mellan leverans-
och mottagarort.

Problemforutsattningarna framgar av FIG . 2.1.

Uppgiften ar att arrangera transporterna sa att minsta transport-

arbete erhalls .
Ldsning_sfOrfaran.de 2

Anvéander vi oss av losningsforfarande 1 kan vi erhalla den 16s-
ning som framgar av FIG. 2.2. Det totala transportarbetet ar i

detta fall 50*77 + 20-16 + 40-21 + 10*16 + 40*47 + 20°52 =

= 8090 tonkm.

Den funna I6sningen ar emellertid inte optimal. Mellan och
AN kan namligen transporterna ske pa tva satt, antingen direkt
eller via punkt K.

| detta fall erhalls en optimal l6sning genom att regeln om att
motande transporter inte far férekomma kompletteras med att
transporterna i slutna slingor skall ske utefter den kortaste av
de alternativa vagarna

Tillampar vi de angivna reglerna pa vart exempel erhaller vi en
optimal l6sning av den typ som framgar av FIG. 2.3. Det totala
transportarbetet uppgar i detta fall till 7250 tonkm.
Cykeldifferenser

Problemstalining

| detta fall ar leverans- och avnamarorter beldgna utefter en vag
som bildar en sluten slinga.



FIG. 3.1.

FIG. 3.2.

Li-30

Cykeldifferenser. Utgangsforutsdttningar.

Li-30

Cykeldifferenser. Utgangsldsning.
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Orternas beldagenhet, avstdnden mellan dem samt tillverkade

resp efterfragade kvantiteter framgar av FIG .3.1. Summan av
levererade kvantiteter fran leverans punkterna Overens-
stammer med summan av efterfrdgade kvantiteter i orterna A" -

-V

Problemet ar att bestamma hur leveranserna skall genomféras
for att minsta transportarbete skall uppkomma.

Ldsning_sforfarande

Metoden innebér att man bestimmer en godtycklig 16sning till
problemet. Genom ett enkelt forfarande forbattras darefter 18s-
ningen stegvis.

Lat oss som utgangslosning vélja en losning , som baseras pa
regeln att inga motande transporter far forekomma. En saddan 10s-
ning framgar av FIG . 3.2. | figuren anges inom parentes trans-
porterade kvantiteter. Forsta talet anger kvantiteter, som trans-
porteras till den avndmare som ligger ndrmast leverantoren. Det
andra talet anger kvantiteter, transporterade till langre bort be-

lagna avnamare .

Sedan vi bestamt en utgangslosning maste vi undersoka om denna
kan forbattras. Harvid utnyttjas problemets specifika forutsatt-
ningar, namligen att levererade kvantiteter 6verensstammer med
efterfrdgade samt att orterna ar belagna utefter en sluten slinga.
Om vi salunda i utgangslosningen minskar den transporterade
kvantiteten i ett visst vagavsnitt maste motsvarande minskning
ske i alla vagavsnitt, dar transporterna sker i samma riktning.
Utefter vagar dar transportriktningen ar den motsatta eller dar
inga transporter forutsatts sker en motsvarande O0kning. Dessa
forandringar medfor en forandring av transportarbetet inom de
enskilda vagavsnitten.

Om sadlunda i utgangsldsningen den transporterade kvantiteten
fran L™ till A* minskas med 1 t kommer det totala transport-
arbetet att forandras pa foljande satt,



FIG. 3.3.

FIG. 3.4.

1,-30

Cykeldifferenser. Forbattrad 16sning .

Cykeldifferenser. Optimal 16sning.
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minskningar okningar

i avsnitt i avsnitt

L1Al 36 tonkm AlA? 31 tonkm
L2A3 21 A2/2 21

a3L3 26 A6L4 16

L3&4 31 L4L1 21

A4AS 14

A5AG 16

Summa Summa

minskningar 144 tonkm okningar 89 tonkm

Den angivna atgarden resulterar i en minskning av transport-
arbetet med 144 tonkm och en samtidig 6kning med 89 tonkm.
For varje ton som andrar transportriktning i cykeln sker sa-
lunda minskning av transportarbetet om 55 tonkm. En forand-
ring av utgangslosningen boér salunda ske.

Av FIG .3.2 framgar att minsta upptradande kvantitet pa avsnitt
med "medsolsriktning" ar 4 t (avsnitt A,-Ag) . Denna kvantitet ut-
gor den Ovre grénsen for forandringen inom avsnitt med samma
transportriktning. En ny l6sning bestdms i vilken 4 t foréandrar
transportriktning. Denna 16sning illustreras av FIG. 3.3.

Kan den funna I8sningen forbattras ytterligare? Vi konstaterar
att den sammanlagda vaglangden for transporter medsols upp-
gar till 128 km. Motsvarande varde for vagavsnitt med trans-
porter i motsolsriktning ar 89 km och utan transporter 16 km.
En forandring av transportriktningen for 1 t ger salunda en
minskning av transportarbetet med (128 - 89 - 16)* 1 = 23 ton-
km. Av FIG. 3.3 framgar att den kvantitet som &ar begransande
uppgar till 14 t. | detta berdkningssteg ges 14 t en férandrad
transportriktning. Losningen framgar av FIG. 3.4.

Ar denna l6sning optimal? Vi konstaterar att sammanlagda vag-
langden for transporter medsols uppgar till 102 km och for trans-
porter motsols 105 km. Outnyttjade vagar har en langd av 26 km.



En minskning av transporterade kvantiteter medsols med 1 t
innebar en total 6kning av transportarbetet om 29 tonkm (102-
- 105 - 26 = - 29). En minskning av transporterade kvantitet-
er motsols med 1 t resulterar i en dkning av transportarbetet
med 23 tonkm. Den funna l6sningen ar salunda optimal.

Med ledning av vad som sagts kan optimalitetskriteriet for-
muleras pa foljande satt: Da skillnaden mellan avstands-
summorna for transporter i de bada riktningarna ar mindre
an summan av avstanden for sddana vagavsnitt dar inga
transporter sker ar l6sningen optimal.

Potentialmetod

Genom att kombinera de enkla forfaranden som beskrivits kan

relativt komplicerade transportproblem I6sas. Sadana kombina-

tionsforfaranden ar dock ofta mycket arbets kravande .

For problem med godtyckliga transportforbindelser har en rad
specialmetoder utarbetats. Den forsta matematiskt exakta
I6sningen av denna problemtyp gavs 1942 av Kantorowicz,
som da presenterade den s.k. potentialmetoden.

Potentialmetoden ar en sjalvstandig optimeringsmetod. Dess
optimeringskriterium kan &aven utnyttjas for kontroll av huru-
vida en l6sning, erhallen med andra metoder, ar optimal. |

det foljande illustreras det sistnamnda tillampningsomradet.

Proble mstéllning

| likhet med foregaende problem galler att vissa varukvanti-
teter efterfragas i ett antal orter. Leveransvolymen i ett an-
tal orter ar kdnd. Summan av levererade kvantiteter Overens-
stammer med summan av efterfragade .

Till skillnad mot tidigare behandlade problem galler inga re-
striktioner betraffande vagstrackningar.
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Ldsnin_g sforfarande

Den optimala l6sningen erhalls genom att en godtycklig 10s-
ning till problemet stegvis forbattras. Harvid utnyttjas s.k.

potentialdifferenser.

Potentialbestamningen sker pa foljande satt. En godtycklig
ort tillordnas ett valfritt varde - en potential. Intilliggande
orters och "vagkorsningars " potentialer erhalls genom att
den valda (eller berédknade) potentialen

Okas med avstandet i det fall transportriktningen
sammanfaller med riktningen fran ort med kand
potential till ort, vars potential skall berdknas,
minskas med avstandet i det fall transport-
riktningen &ar den motsatta.

For att en 16sning skall vara_gpUmal_kravs foljande.

a/ Sker transport mellan tva godtyckliga punkter skall

potentialdifferensen mellan orterna vara lika med
avstandet mellan orterna.
b/ | det fall ingen transport sker mellan tva punkter
skall potentialdifferensen, matt i absoluta tal,
vara mindre an avstandet mellan punkterna.

For att potentialerna skall kunna beraknas pa det satt som an-
givits maste de enskilda punkterna direkt eller indirekt vara
sammanknutna med strackor, pa vilka transporter sker. Ofta
stoter man pa fall da detta krav inte ar uppfyllt.

| sddana fall, da potentialerna for samtliga orter inte kan be-
raknas direkt kan foljande forfarande tillampas .

Potentialerna beraknas for en grupp orter som inbdrdes ar sam-
mankopplade med "transportstrackor”. Med utgangspunkt fran
de sa framraknade potentialerna berdknas de granser mellan
vilka ovriga orters potentialer kommer att ligga. Harvid er-
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FIG. 4.1.

FIG. 4.2.

& vQzt

7 Goréaczewo
(30)

Potentialdifferenser. Utgangsforutsattningar
och utgangslosning.

Potentialdifferenser. Optimal 16sning .
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halls for varje ort eller skarningspunkt ett flertal varden. Om

dessa varden for de enskilda orterna inte &r motstridiga ar den
undersokta I6sningen optimal. Upptrader daremot motstridiga

varden maste l6sningen forandras .

Lat oss illustrera vad som sagts med hjalp av exemplet i FIG .
4.1.1 figuren har en I6sning inritats , som uppfyller leverans-
och efterfrageforutsattningarna. Vi skall undersdka om den an-
givna lésningen ar optimal.

Om vi ger ort 1, Moskva, potentialen = 500 erhalls potenti-
alerna C4 = 500 + 109 = 609 ; Cg = 622 ; C1Q =609 ; Cn = 617
och C"2 = 738 for ovriga orter, som ar sammanknutna av trans-

portvagar .

Med utgangspunkt fran dessa potentialer berdknas de granser
mellan vilka potentialerna for 6vriga orter maste ligga.

Lat oss forst betrakta punkt 5. Eftersom inga transporter sker
mellan punkterna 4 och 5 maste galla

antingen att Cg - <133

eller att g; -Cg < 133.
Eftersom vi tidigare beréknat erhaller vi
609 - 133 = 476 < Cg <, 133 + 609 = 742.

Det omrade inom vilket potentialen for punkt 13 skall ligga kan
nu berdaknas . Utgar vi fran Cg erhaller vi

476 - 150 = 326 < C13 ~ 742 - 150 = 592.

Om vi utgar fran Cg blir 622 - 48 = 574 ~ N 622 + 48 =
= 670.

Salunda galler 574 7~ 392

Med utgangspunkt fran intervallet for kan nu potentialerna
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for orterna 2,7 och 8 beraknas,
574 - 90 = 484 Sf 592 - 90 = 502 ; 626 ™ C?°644;
708 ~"Cg< 726.

For ort 8 kan emellertid ytterligare en potentialbestamning ske.
Utgar vi fran erhaller vi namligen 500 - 183 = 317<C Cg
< 500 + 183 = 683.

Salunda erhaller vi for Cg foljande villkor Cg -~ 708 och
Cg 683. Dessa ar motstridiga. Ldsningen ar inte optimal,
utan maste forbattras .

De motstridande resultaten elimineras om vi avstar fran att
transportera utefter strackan 7-8 och i stallet later trans-
port ske pa strackan 1-8. Den l6sning som harvid erhalls
framgar av FIG . 4.2. Den uppfyller de optimalitetsvillkor,
som angivits varfor den optimala lésningen erhallits.

2,1.2 Approximationsforfaranden

For manga praktiska problem kan det vara tillrackligt att ut-
nyttja metoder som ger en god, men inte nddvandigtvis opti-
mal, 16sning. Det forekommer att valet av transportlésning
paverkas av andra faktorer an de, till vilka hansyn kan tas
vid berdkningarna. Den framraknade optimala I6sningen ger
da ofta inte battre ledning for det slutgiltiga valet an en for-
manlig 16sning . Skalen hartill kan vara flera.

| vissa fall ar sdlunda dataunderlaget sd osakert att vardet
av en matematiskt optimal 16sning inte ar storre an av en for-
manlig 16sning.

| andra fall kan den tidrymd som star till forfogande for berak-
ningsarbetet vara sa knapp, att man foredrar enklare forfaranden.

Slutligen bér anmarkas att kannedomen om en formanlig 10s-
ning underlattar berdkningsarbetet dven nar rena optimerings-
metoder tillampas . Approximationsforfaranden tillampas for
bestamning av denna formanliga utgangslosning .



I det foljande beskrivs ett enkelt approximationsforfarande. Fram-
stallningen bygger pa Matematische Methoden (1968) .

Kartografisk metod

Denna metod har fatt sin benamning av att en vasentlig del av
berakningarna genomférs pa en kartskiss som utvisar transport-
forbindelserna.

Problemstalining

Problem som kan behandlas med den kartografiska metoden é&r
av den typ som tidigare presenterats.

Salunda sker leverans av vissa varukvantiteter fran ett antal
orter. Dessa varor efterfrdgas i andra orter. Den varukvantitet
som efterfrdgas, resp. levereras, i de enskilda orterna ar
kand. Summan av levererade kvantiteter maste Overensstamma
med efterfragade .

Transportforbindelserna mellan de enskilda orterna kan ha god-
tycklig strackning .

Problemet ar att arrangera transporterna sa att transportarbetet
blir sa litet som mojligt.

Losnin g sforfarande

Losningsforfarandet bestar av tva steg.

| det forsta steget forutsatts att samtliga avnamare erhaller
hela sitt behov fran den leverantér som ligger narmast. Har-
vid kan underskott uppkomma hos vissa leverantdrer. Det kan
ocksa intraffa att varukvantiteter ligger kvar hos leverantorer.
Pa kartskissen antecknas transportvagar resp. Over- och under-
skott .

| nasta berakningssteg korrigeras den forsta losningen sa att
varken over- eller underskott kvarstar hos nagon leverantor.



Detta sker genom att man pa kartskissen systematiskt under-
soker de transportforbindelser som utgar fran leverantorer
med underskott. Sadana transportforbindelser utbyts mot
transportforbindelser fran leverantorer med overskott. Detta
utbyte sker till dess att dverskott och underskott utjdAmnats .

Utbytet av transportstrackor skall genomforas pa ett sddant
satt att for varje undersokt punkt transportavstanden skall
Okas sa lite som majligt. Av leverantorpunkter med 6verskott
valjs den eller de som har kortaste transportavstandet till
resp. avnamarpunkt

Forfarandet illustreras med nedanstdende exempel, ursprung-
ligen presenterat av Tomaszewski (1965).

Exempel__

| Warszawa , Opole och Gdansk efterfragas 510, 400 resp.
600 ton av en viss produkt. Leverans av denna produkt kan
ske fran Rzeszow, Poznan och Bialystok.De kvantiteter som
kan levereras fran dessa stader ar 500, 610 resp. 400 ton.

Avstanden i km mellan resp. orter framgar av nedanstaende

tabla, dar aven efterfragade, U, och tillgangliga kvantiteter,

a”, angivits .

i Warszawa  Opole Gdansk @

Rzeszow 372 330 701 500
Poznan 304 245 295 610
Bialystok 186 511 414 400
bi 510 400 600 1510

| det forsta berakningssteget forutsatts att de efterfragade
kvantiteterna kan levereras fran narmast belagna leverantor.
Kortaste transportavstand mellan avnamare/leverantdr ar under
strukna i ovanstaende tabla.
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Gdansk
gon

Poznan
, -590

FIG. 5.1. Kartografisk metod . Utgangslosning .

Gdansk

Poznan >< 510
WARSZAWA

FIG. 5.2. Kartografisk metod. Slutlésning.



Forsta berékningssteget medfor att underskott/Gverskott upp-
kommer i vissa orter. Detta askadliggors av nedanstaende
tabld, dar den sista kolumnen anger de aktuella 6ver/under-

skotten .
Warszawa Opole  Gdansk
Rzeszow
Poznan 390
Bialystok - 110

Utgangslosningen inritas pa kartskiss, FIG. 5.1.

I ndsta berakningssteg skall de framraknade Over/underskott-
en utjamnas. Detta sker genom att transport fran overskotts-
punkt Rzeszow, sker till ndrmast beldagna avnamare som kan
paverka underskotts punkterna . Till Warszawa skall salunda
Overforas 110 ton och till Opole 390 ton. De transportforbin-
delser som da uppkommer framfar av FIG . 5.2.

De kvantiteter som levereras till resp. avnamare framgar av
nedanstaende tabla.

]
i Warszawa Opole  Gdansk %

Rzeszow 110 390 500
Poznan 10 600 610
Bialystok 400 400

bi 510 400 600 1510



2.2 Det klassiska transportproblemet - matematiska
metoder

De enkla forfaranden som beskrivits i foregaende avsnitt kan

tillampas pa problem med ett relativt litet antal transportvagar.
Nar transportforbindelsernas antal 6kar stiger arbetsinsatsen
for att finna en optimal 16sning mycket snabbt.

| detta avsnitt skall vi uppehalla oss relativt utforligt vid mate
matiska metoder, som utvecklats for 16sning av en speciell typ
av transportproblem. Dessa metoder medger en snabb 16sning
av problem med manga transportforbindelser.

| ett foljande avsnitt kommer vi att visa hur dessa metoder kan
utnyttjas for problem med komplicerade forutsattningar.

Framstallningen bygger, dar inget annat anges, i huvudsak pa
Czerwinski (1961) och Czechowski (1967).

2.2.1 Problemstalining

Med det klassiska transportproblemet forstas ett transport-
problem av speciell karaktar.

I ett antal punkter, Kéllor , finns "produkter” av kand kvantitet

| ett antal punkter, sankor_, efterfrdgas dessa produkter; efter-
frdgans storlek ar kand.

Summan av de efterfragade kvantiteterna skall 6verensstamma
med totalt tillgdngliga kvantiteter.

"Kostnaden" att transportera en produktenhet fran varje kalla

till varje sanka ar kand.

De "produkter” som finns i kallorna och som skall 6verféras
till sdnkorna kan utgOras av varor, transportmedel, manniskor,
pengar osv.



FIG. 6. Trans portproblemet.
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"Kostnaden™ att 6éverfora en produktenhet kan uttryckas an-
tingen som forbrukning av tid eller som forbrukning av resurs-
er. Resursforbrukningen uttrycks antingen i kronor eller
p& annat satt, exempelvis kilometer, kwh m3 vatten.

Optimeringsproblemet bestar i att bestamma flédet av pro-
dukter fran de enskilda kallorna till de enskilda sankorna
pa ett sadant satt att totalkostnaden minimeras .

2.2.2 Matematisk formulering

Ett klassiskt transportproblem med tre kallor och fyra séankor
illustreras av FIG. 6.

I figuren betecknar , X osv storleken av flodet mellan
respektive kéllor och sankor. Dessa variabler bendmns flodes-
variabler. Med c™, c™........... betecknas kostnaden att trans-
portera en produktenhet mellan resp kalla och sanka.

Den totala transportkostnaden K uppgar till

K = XN cnN + x12 cl12+ x13 cl13 + x14 cl4 +

+ X21 c21+ X22 C22+ X23 C23 + X24 C24 +
+ %31 €31+ x32 c32+ x33 c33 + x34 c34

Det &ar uppenbart att K ar den centrala storheten i transport-
problemet. Denna benamns objektfunktion eller malfunktion.

Problemet bestar i att ge flédesvariablerna sadan storlek att
objektfunktionen minimeras . Detta maste ske under beaktande
av de oOvriga villkor som bestammer transportproblémet. Dessa
benamns bivillkor.

Bivillkoren i det exempel som askadliggors i FIG . 6 ar foljande ,
de mangder som transporteras fran en viss kalla skall
vara lika med tillgadngen i kallan ,
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al =X11 +X12 +X13 +X14
a’? =x21 +X%22 + X23 +X%24

al3—x31+x3 2+ x33 + x34"'

de mangder som efterfragas i en viss séanka maste
vara lika med flodet till sankan,

X11 +x21 +x31 = bl

xX12 + X22 + X32 b2

xX13 + x23 + X33 b3

xX14 + x24 +x%34 = b4-
flodet kan ga endast fran kalla till sanka, varfor

X1l X122 X34 = °-

Om vi utvidgar problemet fran 3 kallor till m och antalet sankor
fran 4 till n erhalls féljande allmanna formulering av transport-

problemet ,
"yri
min K (x) = Z y4 C. X,. .1
i=l  j=I ] 1)
n
-
X. = a. = 8 a.2
i] I
=1
m
X..=Db =12 1.3
igl i &3
Xg X 0© (1.9)
av (1.2) och (1.3) r . - o (1.5)
s . i -
foljer att i=l —

2,2.3 Matrisrepresentation

| praktiska tillampningar ingdr i allmanhet en stor mangd data.
For att underlatta hanteringen av denna datamangd &r det lamp-

ligt att arrangera data i tabellform.



Trans porttab_1a_

| transporttablan arrangeras data pa
nedanstaende exempel.

AN ASan kor

Bl B2
Kallor
Al X11 X12
A2 X21 X22
A3 X31 X32
Efterfragan bl b2

Mangdmatris

det satt som framgar av

B3 B4  Tillgang
Xig X14 al
X23  X24 a?
X33 X34 a3
b3 b4

Med mangdmatris forstas en matris av flodesvariabler. Om vi

forutsatter m kallor och n sankor kommer denna matris att fa

foljande utseende ,

X11 12 oo e n
X21 %22 ¢ hee X2j ¢ Xon
iz X n

Xmi Xm2 . ij X mn

Kostnads matris

Om kostnadselementen c. ., dvs kostnaden att transportera en

enhet fran kalla i till sanka j, organiseras pa motsvarande satt

som x._], erhalls kostnadsmatrisen C
1
Denna har féljande utseende

11 Cl2 == Clj  %n
21 €22 eee "t C2j +++ - Cop
1 ci2 "y in

m “m2 ij"" * Cmn
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2.2.4 L6sning sforfarande

Av (1.1) frarngar att ett transportproblem med m kallor och n
sankor innehaller m* n flodesvariabler.

Av formlerna (1.2) och (1 .3) framgar vidare att vi har m + n
ekvationer i vilka dessa flodesvariabler ingar. Ur dessa ekva-
tioner kan salunda inte samtliga m- n obekanta variabler l6sas .

En frdga av fundamentalt intresse ar hur manga av de totalt
m-n transportmdjligheterna som maximalt behdver utnyttjas,
dvs hur manga jr, O.

Vi har m + n bivillkor. Eftersom (1.5) géller ar bivillkorsekva-
tionerna inte oberoende . Man kan latt dvertyga sig om att var
och en av dessa ekvationer kan l8sas ut ur de Ovriga (m + n -
- 1) ekvationerna. Det foreligger sdlunda (m + n - 1) av var-
andra oberoende bivillkor eller restriktioner.

Av vad som sagts kan man dra slutsatsen att en 16sning be-

hover innehalla maximalt (m + n - 1) Xx. ™ 0. Detta innebar
att maximalt (m+n-1) av de totalt m* n transportmdjligheterna
behdver utnyttjas i en optimal 16sning.

Optimeringsproblemet bestar i att bland mangden m» n
mojliga transportvagar utvalja den delméangd som ger en
optimal I6sning. For att finna denna mangd maste spe-
ciella forfaranden tillampas. Dessa forfaranden innebéar
i korthet att man valjer en tillaten 16sning, utgangslos-
ning till problemet. Genom stegvisa omrakningar for-
battras denna I8sning successivt till dess att man upp-
nar en optimal l6sning.

Ett flertal algoritmer, dvs val definierade regler for att genom-
fora en uppgift, har utarbetats for 16sning av det klassiska
transportproblemet.

I det foljande skall nagra sddana algoritmer presenteras. Na-
gon harledning av de enskilda metoderna ges inte har. Den



teoretiska bakgrunden presenteras i stallet i BIL. 1, till vilken
sarskilt intresserade lasare hanvisas.

Av det klassiska transportproblemets definition framgar att det
ar en optimal 16sning vi sOker. Detta skulle motivera att vi

har endast behandlar metoder som ger en sadan l6sning. |
vissa situationer kan man emellertid ndja sig med en 18sning
som ar formanlig men inte optimal. En sadan l6sning ar aven
fordelaktig att utnyttja som utgangslosning vid optimering.

Av denna anledning kommer vi att behandla aven ett par approx-
imationsmetoder.

Framstallningen baseras pa Kadlec - Voddcek (1968) och Habr
(1960) .

| vissa forfaranden maste utgangslosningen och de losningar
man stegvis arbetar med uppfylla vissa krav. Sa ar fallet med
de tva langre fram beskrivna algoritmerna Cyklisk metod och
MODI - metoden. Av denna anledning skall vi har stanna nagot
infor dessa krav.

Krav pa baslésning

For att vissa algoritmer skall kunna tillampas kravs att utgangs
I6sningen och féljande berakningsstegs l6sningar, basldsning-
arna innehdller (m + n - 1) utnyttjade transportforbindelser.

I vissa problem kan emellertid en 16sning i verkligheten inne-
halla farre forbindelser. Detta ar fallet om hela efterfragan i

en sanka tillgodoses med hela levererade kvantiteten i en kalla
En sddan I6sning, som alltsa innehaller farre an (m + n - 1) ut-
nyttjade strackor, benamns degenereracL For att berdkningarna
i ett saddant fall skall kunna fortsatta maste man inféra ytter-
ligare strackor i 10sningen. Detta sker genom att man tanker
sig Overfora en obetydlig kvantitet langs en icke utnyttjad
stracka, sa att losningen kommer att innehdlla (m + n - 1)
transportstrackor.
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Det ar emellertid inte endast antalet strackor som ar av betyd-

else . Krav stalls aven pa valet av strackor. Samtliga strackor

maste namligen sta i forbindelse med varandra.

De angivna kraven behandlas utforligt i BIL.I.

Exakt metod 1. Cykelmetod

Algoritmen illustreras med det problem som askadliggors av

nedanstiaende transporttabla.

Mottagare) ?

2 4 5 6 - 2
Leverantori 3 Tillgang
|24 .6 26 i 40 lu I 16
|
A ! -e30 680
b e Lo— ¢
i ic i 25 iag ] 115 42 — 23
B ! 1320 s 620
i i —
l'372 ii 5% Is» l1s | Iso
c . 240 i 320 560
. |
. \
i 30 LLLI 145 in lim
0 -l as0 640 | *+l10 JI m 1300
i
Behov 450 750 320 240 760 3160

| transporttablan ar enhetskostnaderna inskrivna i 6vre hogra

hornet av respektive rutor.

I tablan har en utgangslosning inforts. Kvantiteter, floden,

har tillfOrts vissa rutor, transportvagar.

De floden som tilldelats rutorna skall nu 6verféras till sddana
rutor som inte utnyttjats i utgdngslosningen . Denna overforing

skall ske sa att en formanligare l6sning erhalls .

Vid overforingen av floden till outnyttjade rutor maste man be-
akta att problemets bivillkor uppfylls. Detta sker om man bildar
cykler i transporttablan. Dessa cykler maste ga over rutor som
utnyttjias i féregdende l6sning. | ovanstdende transporttabla

har tva saddana cykler inritats .

Den ena cykeln gar genom den inte utnyttjade rutan Al och genom

de utnyttjade rutorna DI, D3 och A3.



Den andra cykeln gar genom den outnyttjade rutan A4 och de ut-
nyttjade rutorna A3, D3, D6, B6 och B4.

Inom dessa cykler kan kvantiteter overforas. Om salunda 1 ton
overfors till Al blir 449 ton kvar i ruta DI. For att kvantiteter
som tilldelats rutorna i rad A respektive D skall motsvara
tillgdngen i respektive rad maste 1 ton overforas till rad D
fran rad A. For att bivillkoren skall uppfyllas maste detta ske
genom att 1 ton fors fran A3 till D3 . A3 minskas salunda fran
680 ton till 679 och D3 o6kar till 71 ton.

Av vad som sagts framgar att DI och A3 minskas i samma takt
som Al okar. Eftersom negativa kvantiteter inte kan accepteras
begransas 6verforingen till Al av innehallet i DI och A3. Vi
finner att maximalt 450 ton kan 6verforas . (Skulle mera Over-
foras kommer Dl att innehalla negativa kvantiteter)

P4 motsvarande satt bildas for varje outnyttjad ruta en cykel,
vars ovriga hornpunkter ligger i utnyttjade rutor. Den kvantitet
som kan oOverforas begransas av innehallet i dessa rutor; ingen
ruta far efter overforingen innehalla negativa varden.

Endast sddana forskjutningar av floden skall goras som forbatt-
rar utgangslosningen. Sker en forskjutning av 1 ton till ruta Al
medfor det att transportstrackan (“'kostnaden') paverkas pa
foljande séatt

24 - 30 + 45 - 26 = + 13,

Den totala transportstrackan kommer salunda att 6kas med 13
km for varje ton som overfors. Losningen skulle salunda for-
sdmras om denna Overféring sker.

For varje cykel berdknas den "merkostnad” som skulle upp-
komma om ett ton overfors till cykelns outnyttjade ruta.
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Genomfors denna berékning i vart exempel erhalls foljande mer-
kostnader

A2 6 - 23 + 45 - 26 = 2
A4 40 - 26 + 45 - 62 + 28 - 19 = 6
A5 46 - 26 + 45 - 62 + 50 - 18 = 35
A6 16 - 26 + 45 - 62 = _ 27
BI 9 - 30+ 62 - 28 = 13
B2 25 - 23 + 62 - 28 = 36
B3 48 - 45 + 62 - 28 = 37
B5 42 - 18 + 50 - 28 = 46
Cl 44 - 30 + 62 - 50 26
Cc2 37 - 23 + 62 - 50 = 26
C3 54 - 45 + 62 - 50 = 21
C4 57 - 50 + 28 - 19 = 16
D4 49 - 62 + 28 - 19 = _ 4
D5 72 - 62 + 50 - 18 42

Endast forskjutning till A6 respektive D4 forbattrar 16sningen.

I nasta beradkningssteg sker forskjutning enligt det alternativ
som ger den storsta besparingen, dvs till A6. Den cykel som
gar genom A6 gar aven genom D6, D3 och A3. De mangder som
finns har ar 140,70 och 680 ton. For att ingen av de namnda
rutorna skall innehalla negativa varden maste den kvantitet
som oOverfors till A6 begransas till 140 ton.

| transporttablan far efter detta berakningssteg foljande ut-

seende .
[Mottagare ) j i S N Tillgang
ileverantor- .- .
i La s Lt2_ LS
/ 570 mo (S0
u Ull LID UL \+2_
¢ 320 300 %
iiJL 1J7 I Si LéL UL 1L
c 2Ho 320 SCO
I-b hi la LID UL UL 1300
b H50 eHO 210

Behov

1SO 1SO 320 mo

IS0

3160



P4 motsvarande satt sker berakningarna stegvis till dess att
nagon ytterligare forbattring inte ar mojlig.

Den optimala I8sningen innebér ett totalt transportarbete om
83110 tkm.

Exakt metod 2. MODI
Den modifierade distributionsmetoden, MODI, skiljer sig fran
den foregdende i huvudsak darigenom att de nya transportvagar-

na erhalls lattare .

Metoden demonstreras med vart tillampningsexempel. Vi utgar
fran den l6sning som framgar av nedanstaende transporttabla.

Mottagare 2 3 G 5

0 s
Leve“ . Tillgdng
rantdr Koefficient H— K/~ p= Hr= Hs = »5%
l26 D1 | 16
A ul - 680 680
LA L« liL \2s
B u2- 320 300 620
DiL UL gL liL uL s0
C 13- MC 320 560
1o I« L«5 s N l1éL
0 g 150~ U0 70 no 1300
Behov 750 FAO 750 320 210 760 3160

Transporttablan har forsetts med en ny rad och en ny kolumn.
Dessa anvands for berdkning av den besparing som sker om
en mangdenhet transporteras langs en tidigare ej utnyttjad
vag (ruta) .

De koefficienter som skall inforas, K..-lé()r resp IDigl, , skall
ges sadan storlek att summan av K och U - koefficienterna for

en viss utnyttjad ruta motsvarar rutans enhetskostnad.

Bestamningen av U och K sker pa det satt som framgéar av ne-
danstdende transporttabla.
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Mottagare 1 2 3 0 5 o
Leve. Tillgang
rantdr Koefficient Ki-30 Ht-23 Ky*05 Kii-53 85-30 Kks-62
e b s "THiE LM, L&.
A Ul=~19 6S0 SBC
EL. T2c 6L l1 Is.. LM
B ul=-3t 320 300 620
va L2 LOL—-w1 s TS
r. U3-12 200 =2 560
B loj 1« EM 1n =29,
o ty- o oso sto 20 2 1300
|
Behov 050  6V0 250 320  2U0  [SO 3160

En av koefficienterna asatts vardet 0. Har har detta skett
med U4' K1 kommer d& att fa vardet 30, eftersom U4 + =
= cD1. K2 blir 23 och 45 |

Med kannedom om storleken av K2 (45) kan beréknas.
U” + Kj skall motsvara c”™+ c”™ = 26, varfor Ul 19.

Pa detta satt framraknas samtliga koefficienter.

De framrdknade koefficienterna anvands nu for berédkning av
den besparing som skulle uppkomma om en ny transportvag

vélj s.

Besparingen om en outnyttjad ruta ij utnyttjas i stallet for
rutor som utnyttjats erhalls pa foljande satt,

U. +K -c,.
i ] H
Vi har sdlunda att for varje obelagd ruta berdkna ovannamnda
besparing. Detta sker genom att frAn summan av kolumnko-
efficient och radkoefficient dra aktuell enhetskostnad. | vart

exempel ar sdlunda besparingen for
cykel genom Al - 19+ 30 - 24

A2 -19 + 23- 6

- 13
- 2 Osv.

Genomréknas samtliga outnyttjade mojligheter kommer man att
finna att endast A6 - 19 + 62 - 16 = + 27 och
D4 0+ 53 -49 =+ 4 ar positiva.



Dessa varden har inforts i nedanstaende transporttabla.

Mottagare )

Leve 3 * B ® illg&
> o Tillgang
rantor Koefficient Hj-30 kj-23 Ks KS=30 Ki - 62
. Lai. §£ Ll UKL Di  o0<L
V/=-19
— -1 600 - 427 680
e L», j«. L3 a2 LJg —
8 VF - 311 | 320 1360 620
-3 F] 17 r-1
L47 la1 !LIL mrDDL 715/
C U6> -12 - 11 1/-3 — 2(0 \ 320 560
[0 123 IT> DD DD lie
o - = 050 6 1 70 iTW 1300
_[(]__ J
Behov (50 6(0 750 520 2(0 760 3160

Till A6 skall sdlunda overforas sa stor kvantitet som maojligt.

Det inses omedelbart att denna uppgar till 140 ton.

Sedan denna overforing skett har berdkningssteg 1 avslutats .
Berakningssteg 2 genomférs pa samma satt som det tidigare

steget; det inleds sdlunda med att nya koefficienter beraknas
Berakningssteg 2 illustreras av nedanstdende transporttabla.

s TS
Leve Mottagare 1 2 3 1 5 | A Tilla&n
rantdr Koefficient K311 hr-23 lh; 26 ki-3 | -5 gang
UL 14 L# uo i«i jw
A Uf*-1B T m 680
B L. BL Jf QOLHE? j[3|0?0a 620
L® _ Pa 7
. ] 1«. TiL | DH res “TLC{ LU
Um—15 200 | 320
\[11 in P; i ¢ J 560
414L DI.rl«rl rej~Tm23_ xuL
- Uit= 0 50 «0 Lo 1300
isehov (50 750 320 240 760 3160

Den optimala l6sningen, som erhalls efter ytterligare berak-
ningssteg framgar av foljande transporttabla. Det optimala
transportarbetet ar 83110 tonkm.

Leve Mottagare 5 3 0« 5 4 or
rantor Koefficient Ki-23 Hj-23 \k\ZYD'I ks A
iilL i LiT
A U, --25 HE- 680
LiD iw Du "HL
8 ur-21 300 | 320 LV 620
N E« 7' jsa gy L£?
uJ-s 240 240 560
- _
. tLLi ia_ i LIl oL
uit - 0 150 Shu 1\ 510 1300
——t
Behov (60 | WL 750 g5y <O T oo 3160

‘ ! | |



Exakt metod 3. Algoritm med "bestdmmande véarden”

Den i Sovjetunionen ofta tillampade algoritmen med "bestdmman-
de varden" ar av en annan typ an de tva tidigare beskrivna me-
toderna. Algoritmen baseras pa samma matematiska forfarande
som den tidigare behandlade Potentialmetoden.

De tidigare behandlade algoritmerna forutsatter en utgangs-
I6sning , som maste fylla vissa krav. En sadan l6sning er-

fordras inte vid tillampning av algoritm med "bestammande

varden". Bestamningen av utgangslosningen sker som ett

forsta led i forfarandet.

Algoritmen askadliggors med vart tillampningsexempel.

Man tilldelar varje sanka hela den kvantitet som séankan
efterfragar. Tilldelningen sker utefter den stracka (till den
ruta) som har den lagsta enhetskostnaden . Den salunda be-
stamda utgangslosningen framgar av nedanstaende transport-
tabla .

Mottagare > & o Kolumn
Leverantor 2 4 ° Tillgang gifferens
LiL Lo uibL il
A MO no 760 680 -1070
LiL. igge | 111 'o2
B m no 620 -150
NID 137 M1 uL 1u_ ML
c 240 550 *320
E— he |jE lus 1 n ne-
D 1300 * 1300
Behov MO i 750 520 240 760 3160 0
Differens

Nar man tilldelar sankorna mangder pa detta satt kan tillgang-
arna i respektive kallor 6ver - eller underskridas. De differen-
ser som uppkommer antecknas i den kolumn som &r markerad
"diff".

Vid de fortsatta berdkningarna arbetar man med "kolumndifferen-
ser”. Dessa berdknas pa foljande satt. | rader med positiva diff-
erenser uppsoks respektive kolumns lagsta enhetskostnad. Fran
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dessa varden dras enhetskostnaden for den ruta i kolumnen som

tilldelats kvantiteter och dar raddifferensen &r negativ.

I vart exempel blir sdlunda kolumndifferensen for den kolumn

som motsvarar sanka 1 30-9 = 21, sanka 2 23 - 6 = 17, san-
ka 3 45- 26 = 19, sanka 4 49- 19 = 30, sanka 6 50 - 16 =
= 34. For sanka 5 berdknas inte kolumndifferensen eftersom det

inte forekommer nagon kvantitet i de rader som har negativa
differens . Kolumndifferenserna infors.i berakningstablan .

Mottagare 3 ! « ! S f ~ iKolumn
9 & 1 2 J Tillgangdlfferens
Leverantor X
i2a i 6 iJ6J 140 ( '16
A s«co1 /S0t Tse 630 i -1V70
IS1 »25 1481 '19 lai_ 8
B «50 " j 320- 620 | —150
! -
AU\ 137 \Si\ \s7 |18 ise.
C m 560 *no
IO 21, '45! 149 L?L 52
D = 1300 * 1300
Behov «o 6V0 150 320 z«0 760 3160 | 0
21 17 19 30 3« di = 17

Differens

rad-

I berdkningens andra steg utnyttjar man lagsta kolumndifferens .

Berdknings steget inleds med att enhetskostnaderna i rutor som

star i rader med negativa differenser 6kas med den lagsta ko-

lumndifferensen, d» = 17.

| den nya berakningstablan sker tilldelning till den ruta som
nu har den lagsta enhetskostnaden och som star i rad med

positiv raddifferens . | vart exempel Overfors kvantiteten fran

A2 till D2 . Nya raddifferenser och kolumndifferenser beréknas .

Mottagare
Leverantor

A

Behov

Differens

r

v 41

i26
450

130

«50

4

‘23

i «i

i 37

.23
S0

6*0

3

L«J-
750

| 65

E_

! 45_1.

750

« 5
J-L

;36 ; .53
ho

Ls.U JJL
j 240

49 72

320 290

. K
6  Tillgang di

wll=

160 680
i4&_

620
jo.

560
| 62

1300
760 3160
n

-J

olumn,

-830

- 1SO

*320

+ 660

fferens



Tilldelningen till rutor, beldgna i rader med positiv raddifferens ,
begransas i sa matto att differensen inte skall bli negativ. | be-
rakningssteg 3, som illustreras av nedanstdende tabla kan sa-
lunda till ruta D3 Overforas maximalt 660 ton; aterstaende kvan-
titet kvarligger i ruta A3. Raddifferensen markeras med ett mi-
nustecken. Det innebar att raden i de fortsatta berdkningarna
betraktas som en rad med negativ differens .

Mottagare I 1 3 2 5 6 ATillgéng'KPIumn,
Leverantor differens
NI rur 1EL —Nr. i#
k S0 760 680 -no
JJe L« liL Jjt  LOL
B m no 620 -150
L T2Z JK. \57 TSL 150
C 240 560 4-320
130 Lo, afel Cill. 102 LAL
0 6v0 660 1300 -0
Behov 450 6V0 750 320 240 760 3160 0
Differens 16 n S 19 - 15 dr-s

P4 motsvarande satt genomférs berdkningarna stegvis. Den
optimala losningen erhdlls efter sju berakningssteg. Den
optimala lésningens storlek och utseende framgar av den
tidigare behandlade MODI- metoden.

Approximationsmetod 1. Indexmetoder

De tillgangliga respektive efterfragade méangderna maste trans-
porteras langs sadana transportvagar att totalkostnaden blir
lagst. Enligt indexmetoderna numreras de enskilda rutorna i
transporttablan med hansyn till enhetskostnadernas storlek, i
aktuellt exempel, avstandens storlek.

| den "progressiva indexmetoden”™ sker numreringen med han-
syn till stigande enhetskostnad. Fl6éden infors successivt i

transporttablans rutor i den ordning som numreringen anger.

Harvid galler sjalvfallet att bivillkoren hela tiden skall upp-
fyllas . Metoden innebéar salunda att rutor med lagre enhets-

kostnad belaggs fore sadana med hogre .

Tillampas den "progressiva indexmetoden" pa tidigare presen-
terade exempel erhalls ett totalt transportarbete om 97980 ton-



km, vilket bor jamforas med det optimala 83110 tonkm.

I den "degressiva indexmetoden™ soker man undvika sadana
transportstrackor som har de hogsta enhetskostnadema , Be-
rakningarna genomfors pa foljande satt.

Rutorna numreras med hansyn till fallande enhetskostnad; man
borjar sdlunda med det hogsta vardet i transporttablan. Den
rad i vilken det lagsta ordningsnumret férekommer uppsoks . |
denna rad inférs flode i den ruta som har radens hogsta ord-
ningsnummer. Darefter 6vergar man till den rad i vilket det
nast lagsta ordningsnumret férekommer.

Den degressiva indexmetoden askadliggors har med hjalp av
vart exempel,

Mottagare 1 2 s t s s Tillgéng
Leverantor ‘U L4 LiL. or o) |
/ [ © Zt=>=® () flo® tSO
Li s LRL Ir; vt us
t © ©3>M © @ @
iiSL i lif HL Lis 150
c © y@ @ ©WG) 320Q) 5(0
LW i 1« n 12
D KO® A = (0 © ™
Behov 150 (10 50 520 2(0 7(0 31(0

| tablan har ordningsnumren skrivits inom cirklar. Berakning-
arna borjar med den rad, dar lagsta ordningsnumret forekommer,
dvs rad D. | denna ar det hodgsta ordningsnumret 19. Motsvaran-
de ruta beldaggs med 640 ton.

Né&st lagsta ordningsnummer finns fortfarande i rad D. HOgsta
numret i denna rad atérfinns nu i ruta DI; fléde infors i denna
ruta .

Berdkningarna utfors darefter for rad C, dar ruta C5 belaggs .
Foljande ordningsnummer (4) aterfinns aven i rad C. Ruta C2

star i ordning att belaggas. Eftersom efterfrdgan i sanka 2 ar
tackt overgar vi till nast hogsta ordningsnumret i raden, dvs



10; aven har ar behovet tackt. Vi 6vergar till ordningsnummer
5 och infor flode i denna ruta. Flodets storlek bestams av inne-
hallet i kalla C.

P4 motsvarande satt fortsatter berakningarna. Rad med ordnings-
nummer 6 uppsoks , darefter 7 osv.

Med tillampning av den degressiva indexmetoden blir det totala
trans portarbetet
240-26 + 440-16+.......... =91750 tkm.

Approximationsmetod 2. Kotzigs approximationsmetod

I denna metod numrerar man inte rutorna direkt efter enhets-
kostnadernas storlek. | stallet anvands ett hjalpvéarde. Detta
framréknas pa foljande satt.

For varje rad i transporttablan berdknas det aritmetiska medel-
véardet av enhetskostnaderna. Samma sker for kolumnerna.

Hjalpvardet for varje ruta erhalls genom att minska den aktuella
enhetskostnaden med summan av aritmetiska medelvardet for
aktuell rad och kolumn.

Hjalpvardena i vart tillampningsexempel har inforts i nedanstaen-
de transporttabla.

(RPN . -
Mottagare 1 \ 1 \ 3

L overantor 4 5 6  Tillgang Medelv

WL i @] LUL ia_

A -25,08 \-72,08\-73,58 _ 2758 -24.63 - 4323 680 26,33
13 1 i251 i*5 ;13 i 42 128

B -76,25\-26,25 J-2375 5075 3100 -355C 2 28,50
in\ \J7 \in i57 118 150

c ~26081-250c\—3250 75 cags ana3 560 13,33
i30 ; i23 L«_ i49 172 i 62

D 72,S8\7653 _7505 5308 1333 23,53 1300 76,83
450 | 640

750 320 270 760 3*60 —

Behov

26,75 21,75

Medelvarde

7325 71,25 77,50 35,00 — —

Hjalpvardena numreras enligt den progressiva indexmetoden. Det
lagsta vardet erhaller sdlunda ordningsnumret 1. Floden infors
darefter pa de enskilda strackorna pa samma satt som enligt den



progressiva indexmetoden.

Mottagare] S l ...................

3 i 3 * 5 s Tillgang
Leverantor
[15] [SI 111 [181 [21] [31

680 680
[51 [19] [231 m [19] [101

6 300 320 620
[20] [151 1111 [11 [131

c 150 290 80 560
8l o1 [61 [11] [29] [221

D 690 660 1300

Behov 150 690 1SO 320 290 no 3160

Kotzigs approximationsmetod leder till ett totalt transportarbe-

te om
680* 16 + 300- 9 ........ = 83185 tkm.

Detta varde kan jamforas med vardet for en optimal 16sning
83110 tonkm.
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2.3 Generella trans portproblem - matematiska metoder

| foregdende avsnitt har vi uppehallit oss vid l6sningsmetoder
for en enkel typ av problem. | detta avsnitt kommer vi att be-
lysa hur dessa metoder kan tillampas for problem med mera
komplicerade forutsattningar.

2.3.1 Algoritm med tidkriterium

Vid transportplanering sker stundom optimering med avseende
pa tidsforbrukningen. Man betraktar da tiden som transport-
kostnad och sOker minimum for totala antalet transporttimmar.
Sadana problem l6ses med de algoritmer som presenterats i
foregaende avsnitt.

En annan typ av problem &ar sadana dar det galler att till
lagsta antal transporttimmar utfdra transporterna inom kortast
mojliga tidrymd.

| detta avsnitt skall vi uppehdlla oss vid hur sadana problem
kan angripas. Framstallningen baseras pa Barsow (1959).

JProblemiJlustratign

Lat oss illustrera problemtypen med exemplet i nedanstaende
transporttabla.

| tablan anges i vanstra kolumnen levererade kvantiteter och
i Oversta raden efterfragade. Tidforbrukningen for respektive
transportforbindelse anges ovan snedstreck.

Genomfor vi nu en optimering med hjalp av nagon utav de



tidigare beskrivna algoritmerna kan transporttablan fa féljande
utseende.

t ™\

1o 8/\

A
25 <=

C=210%*6 5 *1-10*3-5*415 *15 =140
Den totala tidatgangen uppgar till 140 tim. Vi konstaterar
emellertid att den kortaste tidrymd inom vilken transporterna

kan genomforas uppgar till 6 tim.

En annan losning , som framgar av nedanstaende tabla, visar
emellertid att transporterna kan genomféras pa 4 tim.

c=4&- 10- 3 O+ 4- >0-1m 10-1-0=144

Losningen innebar att den totala tidatgangen blir ndgot storre
an for den optimala 16sning som erhalls om inga tidrestriktion-

er forekommer.

Problemet ar att finna den kortaste tidrymd inom vilken trans-
porterna kan genomforas. Inom denna tidrymd s6ks en 10s-
ning som ger optimal totalforbrukning av tid.

Algoritm

Den algoritm som skall ge oss Idsningen till problemet presen-
teras med hjalp av exemplet i nedanstaende transporttabla.
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Av tablan framgar att 125 mangdenheter skall transporteras fran
sex kallor till sju sankor. Siffrorna ovan snedstrecken i varje

ruta anger antalet tidsenheter som atgar for att transportera en
mangdenhet frAdn de olika kallorna till de olika sankorna. Mot-

svarande transporterad mangd betecknas med

Det angivna exemplet overfors till en berakning stabld, vars

disposition beskrivs i det foljande.

56

112 13 14 15l16 17 21 22 23\28\25\28.27 3N32\33\34 3513637 41-42U; 445\4SM1 5155 5354155 55,57 6/ 62 63 64165\66\67

=40 - PP - - -

—_—

n 133 7 8 294S 7 18\36\40\38\6\I0 1 20\20 9 21\29\31 27\12\39 31 § 36\2 17,17 32.36 2?7\I6 14 15 38 16 33]?3 40 28

Ovre raden i tablan anger index for variabeln x., fran 11 till
67. Nedre raden anger det antal tidsenheter, h,, som korre-
sponderar mot kolumnens indexkombination. | kolumnen langst
till vanster har angivits overst tilgangarna i de sex kallorna
och darefter efterfrdgan i de sju sankorna. Minustecknen i
tablan motsvarar variablernas representation i transportpro-

blemets bivillkor.

Utgangslosningen erhalls pa foljande satt. (Forfarandet overens-

stammer med den progressiva indexmetoden)

I tablans forsta del (radindex=l) uppsotkes det minsta talet i
undre raden. Detta tal som ar 7 aterfinns i kolumn 14. Vi upp-
soker harefter det minsta tal i kolumnen langst till vanster

som svarar mot ett minustecken i kolumn 14. Detta ar 15. Vi

tilldelar variabeln x™4 detta varde . (Kolumnen langst till vanster) .

Det andra minustecknet i kolumn 14 svarar mot talet 27. Fran
hela dettas rad subtraheras nu raden som motsvarade forsta
minustecknet. Att variabeln x4 ar utnyttjad anger vi nu genom

att utelamna kolumnens tecken samt markera kolumnen med



vertikala linjer.
(Vid subtraktionen ovan bor observeras att ett minustecken ut-
lases som -1)

D& vi nu helt utnyttjat tillgdngarna i kalla 1 6vergar vi till
kalla 2. | tablans andra del (radindex=2) ar det minsta talet

6 som aterfinnes i kolumn 26. Det minsta tal i kolumnen langst
till vanster som svarar mot ett minustecken i kolumn 26 &r 5.
Detta varde tilldelas variabeln xor. Den rad som motsvarar
det andra minustecknet subtraheras nu med den forra raden,
och kolumn 26 markeras.

Tillgangarna i kalla 2 har annu inte helt fordelats. Vi soker dar-
for upp nast lagsta t.. i samma del av tablan (i=2) och forfar pa
samma satt som forut. Proceduren upprepas genom hela tablan.
Denna antar darefter foljande utseende .

Observera att l16sningstablans sista rad inte innehaller nagra
plus- eller minustecken. | en sadan rad ar det tal som ater-
finns langst till vanster alltid lika med noll. Detta innebar

i sin tur att den erhdllna startlosningen enligt tidigare defini-
tion ar en baslosning. (I 16sningen ingar (n+m-1) transport-
vagar) .

Det storsta t™ som ingar i losningen ar tg~=28. Da vi vill
minimera den tidrymd under vilka samtliga transporter kan
g/enomf('jras utesluter vi nu ur tablan alla kolumner med t.

' 28. Dessa markeras med sneda streck.
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En battre 16sning an den nu erhallna forutsatter att Xg® gors
lika med noll. Hur sker da detta? | kolumnen med variabel-
varden uppsoks Xg”. | den rad som motsvarar detta varde
finns nAgra minustecken. Detta innebar att motsvarande

variabler kan inforas i l6sningen .

Vi finner att Xg", kan reduceras genom att Xg" eller Xgg in-

fors i losningen. Vi valjer att inféra Xg" eftersom tgN=15<tgg

Tablan ombildas nu. Alla kolumner med t™" 28 utelamnas. |
stallet for ng skriver vi xgl . Fran rader med minustecken i
kolumn 61 subtraheras den rad som motsvarar variabeln Xg» .
Till rader med plustecken i kolumn 61 adderas samma rad.
Den nya tablan far foljande utseende .
non U s // 21122726\, 31 3234 35U1 43 45 47 51 52 55 56'57\61\63 g5
i

«4 =15 - — - -
*n =2 - -

+
«33 _ _ - -+ -f + 4- —
«47=28 — — _f 4- - 4- n
«57=12 - - - =
Ar -
*31—'3  _ 4 - — - +
X,2=iS - - -

«S3-Il

w " + *+L +
«43-2 M - - - = - n
«76 ““5 : i b

NLALAEY 190 ww./oififfi»20TF/ 3, 17 n 22 16 23

Av tablan kan utlasas att transportuppgiften kan genomfoéras
inom en tidrymd av 21 tidsenheter. Denna tidrymd bestams

av variabeln <™.

For att konstatera om en annu battre losning existerar studerar
vi den rad i tabldn som motsvarar x”. Inga minustecken fore-
kommer i denna rad. Detta innebar att man inte kan gdra x™4

mindre och lika med noll. Losningen &ar optimal enligt kriteriet

"minsta moaijliga tidrymd".

Sedan den kortast mdjliga tidrymden bestamts sker optimering
sd att den totala tidforbrukningen inom tidrymden minimeras .
Detta genomfors med transportalgoritmer beskrivna i foregdende
avsnitt. Vid denna optimering utgodr ovanstaende l6sning ut-

gangslosning.



Det kan anmaérkas att tidforbrukningen i den 16sning vi har
funnit ar 1716 tidenheter. Den optimala 16sningen inom den
funna tidrymden &r 1688 tidenheter.

2.3.2 Obalanserade transportproblem

Det klassiska transportproblemet karaktériseras av att de
sammanlagda tillgdngarna i kallorna dverensstammer med den
totala efterfrdgan. Nar ett problem uppfyller detta villkor sags

det vara balanserat_.

Praktiska problem &r ofta obalanserade. Genom enkla at-
garder kan sddana problem omformuleras sa att de kan losas
med samma forfaranden som det klassiska transportproblemet.

Foljande framstallning baseras pa Judin - Golstein (1969).

"Overkapacitet"

Vi har ett problem med m kallor. | kallorna finns kvantiteterna
a.l, Qtz am av en viss produkt. Dessa produkter efterfra-
gas i n sankor. Efterfragans storlek ar b1, b2, ... bn.
Kostnaderna att transportera en produktenhet fran kalla i till

sanka | ar c,. .

Vi forutsatter dessutom att den totala tillgdngen i kallorna over-

stiger efterfragan,
m n

Z 1J:1V

i=T

Vi onskar bestamma flodet x_ sa att den totala transportkostna-
den minimeras. Problemet kan formuleras pa foljande satt,

m n
min K (x) dar K (x) = ™~ ™>* c, X
i=1 “RI
eller med det skrivséatt som anvénds i denna rapport,
m n_
min K (x) = ™ c X a.1
i=l =l U U

under bivillkoren



(fran varje kalla transporteras inte mer an vad som finns till-
gangligt)

n
21 X.. = b. =720 n (1.3)
i=l

(hela efterfragan i alla sankorna skall tillgodoses)

xij = 0 (1.4)

Denna problemformulering skiljer sig fran motsvarande formule-
ring for det klassiska transportproblemet, avsnitt 2.2.2, endast
genom att en olikhet finns i bivillkoren (1.2).

| detta fall 6verfors det obalanserade transportproblemet latt
till ett balanserat. Detta sker genom att en fiktiv sanka,
~n+l ' inf°rs+ Denna sanka ges en efterfrdgan, som Overens-
stimmer med den totala "Overkapaciteten” ,

m n

Enhetskostnaden c,- . ges vardet O.
i, n+1

Problemet far da foljande matematiska formulering,

min K (x) = 21 / C,, X,. (2.1)
i=l j=I

under bivillkoren



7~ X,, = b. j=1L2 .... n, ntl (2.3)

Xy =0

Problemet kan 16sas med de l6sningsalgoritmer, som tidigare
presenterats. Transporter till den fiktiva sankan motsvarar over-
kapaciteten hos respektive kallor.

"Kapacitets brist™

| det fall den totala efterfragan Overstiger tillgangarna i kall-
orna kan efterfragan i alla sankor inte helt tillgodoses. |
sadana fall méaste transporterna arrangeras sa att de viktigaste
transporterna genomfors.

For att kunna tackla detta problem infors ytterligare en enhets-
kostnad, r.. Denna betecknar bristkostnaden , dvs den kostnad
som uppkommer om en enhet saknas i sanka j.

Problemet kan nu formuleras pa foljande satt

n m n
min K (x) =/ C. X. roy, (3.1)

j=1 =l 1o

under bivillkoren

/  X. =a i=l ,2...... m (3.2)
=1 U |

m

22 xij4b =1z (3.3)
X.. (3.4)

= b, j=1,2 ....n (3.5)
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Detta obalanserade problem &verfors till ett balanserat genom att
den fiktiva kallan Km+1 infors. Denna ges tillgadngen

Problemet 16ses med algoritmer for det klassiska transportpro-
blemet. Transporter mellan den fiktiva kallan och sdnkorna an-
ger bristens storlek i respektive sanka.

2.3.3 Flerstegs transportproblem

| det klassiska transportproblemet forutsatts att leverans av ett
produktslag sker fran ett antal kallor till ett antal sankor. Det
forutsatts vidare att leveranserna sker direkt fran kalla till san-
ka.

I praktiska tillampningar intréffar det ofta att leveranserna sker
via mellanled. Detta ar fallet nar produkter levereras fran fabrik-
er till lager, for att darifran slutgiltigt distribueras till avnamar-
na.

| detta avsnitt skall vi belysa hur problem, dar transporterna
sker i flera steg, kan I8sas. Vi behandlar dels en approxima-
tionsmetod och dels en metod som ger en optimal 16sning.

Framstallningen baseras vad avser approximationsmetoden pa
Kadlec-Vodacek (1968) , och vad avser exakta metoden pa
Buga-Kolupa (1966) .

Problemillustration

Ett flerstegs transportproblem askadliggors av nedanstaende
tablaer. Varje tabld representerar ett transportsteg.
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le *3 H h o« fy e o

Si Ki

$2 Kl

3 K]

%

%
Fran 20 leverantorer, - 170" distribueras material till fem
depaer, - Sg, varifran leverans sker till tre fabriker, -

- Kg. Harifran transporteras slutligen produkterna till 50 av-

namare , - HgQ.

Problemet ar att bestamma materialflodena sd att den totala
transportkostnaden minimeras .

Losningsmetod 1 Schreiters approximations forfarande

Losningsmetoden askadliggors av foljande exempel. Sex
materialleverantorer, A-F, skall under en viss tidsperiod
leverera 295 enheter av en produkt till tre foradlingsstéallen .
X, Y, Z. Efter bearbetning transporteras produkterna vidare
till fem avndmare, 1-5.

Produktionskapaciteten i A-F samt efterfrdgans storlek i 1-5
framgar av nedanstaende transporttablaer. Av dessa framgar
jamval aktuella (enhets-) transportkostnader. Uppgiften ar att
arrangera transporterna pa ett sadant satt att den totala trans-
portkostnaden minimeras .
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Vetrarb. Bet»rieb X y z Lieferungen Verbral{cher 1 2 3 3 5 Kapazitat
Lieferbetrieb Verarb. Betrieb
20 Lml i I£ u  Lia MO
A ? ? ! 100 X 7 ? ? ? 2 7
Ltj j2s5 [31. [27 118 UL. '=o_
B ! 7 7 50 y ? 7 7 2 7
lis Ln  le 11L. 10 Lss$ L«
c 7 i ? w z ? ? 7 ? ? 7
ul Lf!l?_ [ «
D ? : ? <to bedarf 10 20 70 130 65 235

Kapazitat ? 7 7 235

En approximativ 16sning till problemet kan erhallas pa foljande
satt. De tva transportstegen bearbetas var for sig. | det forsta
transportsteget galler att bestamma den efterfragan i X, Y och
Z som ger steget dess lagsta transportkostnad. Detta sker med
hjalp av tidigare presenterade transportalgoritmer. (Vi erhaller
som resultat att till X skall transporteras 50 enheter, till Y 130
och till Z 115.)

| det andra berédknings steget betraktas de framridknade véardena
som tillgangar i kallorna X, Y och Z. Optimering av det andra
transportsteget sker med hjalp av konventionella transportalgorit-
mer. Vi erhaller en total transportkostnad om 6125 (kr).

Den approximativa losningen erhalls salunda genom en optime-
ring, som &r betingad av en annan optimering. Det dmsesidiga
beroendet mellan de tva transportstegen beaktas daremot inte .
Den funna l6sningen ar darfoér inte optimal.

En battre 16sning, dock inte nodvandigtvis optimal, erhalls
med Schreiters approximationsfoérfarande . Denna metod utveck-

lades 1962 vid Zentralinstitut fir Automatisierung , Dresden.

Problemet uppstalls i en berakningstabla



X Y 1 2 3 5
TK Dy U

50
UL {3 HL

HL DL Ik \
? 0

T35 111. LLu
20

2 TIL QL

21 TV rTX; W ha.

DL &1 vo_ '™

Den ovre vanstra delen motsvarar transporttablan for forsta trans-
portsteget. Den nedre delen motsvarar det andra stegets trans-
porttabla .

Den hogre 6vre delen av tablan utnyttjas for berdakningarna. Det
forsta steget ar att berdakna den lagsta enhetstransportkostnaden
fran en viss ursprungskalla till slutgiltig avnamare. Berdkning-
en av dessa enhetstransportkostnader framgar av nedanstaende

exemplifiering.

Vardet i ruta A 1 skall uttrycka den lagsta enhetstransportkost-
naden fran kalla A till sanka 1. Fran A kan en mangdenhet trans-
porteras till 1 pa tre olika vagar, Over X, Y eller Z. Enhets-

trans portkostnaden fran A till X,Y, Zar 20, 30 resp. 6, vilket
framgar av tabellens Ovre vanstra del. Enhetstransportkostnaden
franX, Y till Z till 1 ar 8,27 resp. 16. Vi finner sdlunda att trans-
port Over X kostar 28, Over Y 57 och Over Z 22 per mangdenhet.
Lagsta enhetstransportkostnad A- 1 ar sadlunda 22. Detta varde
infors i tabellen tillsammans med notering om vilken vag som

ar den aktuella.
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Sedan enhetstransportkostnaden for samtliga vagar bestamts ge-
nomfors berdakningarna som for ett klassiskt transportproblem.
Av nedanstaende transporttabld framgar de beridknade enhets-
kostnaderna samt en l6sning som med dessa kostnader ar opti-
mal .

Mottagare [ 1 R
Levergnt('jr 1 2 . * 5 Tillgang
i csd nr? nr.i nu m
A 10 .10 20 100
\jz—\x  Lid ~\jo_ X \19\ W\
B 1 2 30 50
123 \ 13 1121y 1«JYy O7?
[« 5 ! 65 70
136 ubD Ud Yy [24! \J2
0 40 40
»3 13Jj— 7126 t 03 |27
f 20 20
03. ESJ Tmy Oiu ri3
F 15 15
[ J
Behov 10 20 |\ 10 130 65 295

Fran denna tabld o6verfors de framraknade flodena till 6vriga
delar av tablan pa det satt som framgar av nedanstaende berak-

= o
ningstabla.
e
X y z 1 2 3 4 s Tillgang
L2o YB Ldazpz2 Ut zLigixug 'mM
A 20 80 10 70 20 100
Li uvr uL vz xw-s8 i1 xtis UL
5 50— 20 30 50
Ul "T23  I_3_noia 112 © YTIT
c 70 < 65 70
1e2DIL -1 UL —ur ULvres Lz
0 10 40 AC
UTUWL LIL [33- <“®vyuL 27
E 20 20 20
ul_ 29 uL up 12 ULy Us
F 15 15 15

Uj \J5 ILL

mnppJp 1D UL UL
v 80 65 165

uL UD ' (50 r:

10 20 70 130 65 235

Med tillampning av Schreiters metod erhalls en total transport-
kostnad om 5845 (kr). Denna kan lampligen jamforas med det
varde som erhdlls om den inledningsvis beskrivna metoden till-



lampas , 6125 (kr).
Ldsningsmetod 2 Simultanférfarande

Ett flerstegs transportproblem kan vanligtvis omformuleras till
ett klassiskt varvid konventionella algoritmer kan tillampas for

optimeringen.

Lat oss utgad fran den matematiska formuleringen av ett flerstegs-
problem.
Forutsattningarna ar foljande .

En enhetlig produkt kan tillverkas i orterna D.. Produktionskapa-
citeterna i dessa orter ar a”, (i=I, . ... m). Produkten efterfra-
gas i orterna Z.. Efterfragans storlek ar b., (j=I, .... n).

Det forutséatts att den sammalagda kapaciteten i kéllorna over-

stiger den totala efterfragan

m n
a=LL am2l b =0 @
i= =1 )
Produkterna levereras inte direkt fran kallor till sankor. | stal-
let sker transporten i s + 1 steg via s mellanled. Lat oss be-
teckna mellanleden med Pm (r=1, .... s). Varje mellanled
bestar av ett antal k "foretag" . Beteckna ett visst foretag i

RONIRNG

mellanledet med P e dar i /:ml, 2 ... ,k.\ . Beteckna i ana-
logi harmed(ren viss kalla med P . . Varje P,‘\ har en bestdmd
kapacitet dy. Kapaciteterna ar s& stora att hela behovet, b,
kan passera varje enskilt mellanled
k
d@ = Z di()> b @
i=I

Kostnaden att transportera en enhet fran ett foretag i ett visst
mellanled, p2r_ 1N till ett foretag i nasta mellanled, P.r ar kand.

Den betecknas med c./ (")
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c® - ¢ i 12 ... Kf_j;

Vi forutsatter vidare att leverans fran en viss kalla,

till en viss sdnka passerar minst ett "fOretag” i varje
mellanled P r .

Nagon "bearbetning” av produkterna i PD(r) forutsatts inte ske.
Detta innebar att transportbehovet for "ingdende" varor dverens-
stammer med behovet for "utgaende ".

Matematiskt kan problemet formuleras pa foljande satt om dessa
beteckningar anvéands ,

w.. (1) = varuflode fran P. ~ til P.™ : r- 1,2, .... s+l
i) i !
y.1 (r) = den outnyttjade kapaciteten i punkt P.A U nar varu-
r
flodet ar WII . r=213,2. .... s
m k. Kj K.
S Wy Oy V @ .,
min K =/ - Ci] WN / cli:\/\ﬂ
i=l =0 i=l  j=I
I ;o 6D, 6+ ®)
_ __ C.. 8
i=I J=I

under foljande bivillkor

W, = a. -1 ... m 4)
=0

w., @=q @ y,] © )=1---k. ®)

H )

(4) resp (5) uttrycker nédvandiga samband i forsta steget. For
mellanleden maste foljande samband galla, (6) resp (7),



k
r
w. 0 =g (PD) oy (D), 1=1,2 ... (6)
1=1 r=2,3 .... S
1
" 1=1»2 ... kr (7)
r=2,3 .... S

For "slutsteget” maste sambanden enligt (8) och (9) galla

w, g O 6 =12 ... k (8)
)=1

w. ,(s+1) = b,; j=1,2 ... n 9)
L— 13 ]

1=1

Vi konstaterar att den matematiska formuleringen av flerstegs-
problemet skiljer sig fran motsvarande formulering av det klas-
siska transportproblemet endast dari att ) finns med.

Losningen till problemet erhalls genom foljande overlaggning.

I det klassiska transportproblemet upptrader endast leveranto-
rer och avnamare. | flerstegsproblem har mellanleden en dubbel
funktion, de upptréder i ett steg som avnamare och i narmast
foljande som leverantor.

Oberoende av om ett visst "foretag" , (") , 1 ett mellanled r,
upptrader som avndmare eller leverantor ar dess kapacitet ofor-
andrad .

Om leveranserna fran mellanledet r-1 till P. Y inte helt utnytt-
jar kapaciteten d* @ uppkommer en outnyttjad kapacitet y»
Genom att betrakta denna som en fiktiv, intern transport (fran
och till PN ') kan problemet I6sas. For att astadkomma denna
fiktiva transport infors kostnadselementet 0 i de kombinationer
som motsvarar denna interntransport. Tran-porter som inte
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! p(®

di0

kan ske ges kostnadselementet M; ett mycket stort tal.

Problemet kan nu askadliggoras i en konventionell transport-
tabla. | nedanstdende tabla har aktuella enhetskostnader in-

forts .
Pyt P pf-plt |21-Z,
M i)
1%
a2
irl-ats | ~-4? Ui,
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Aktuella variabler far den placering som framgéar av foéljande ta-
bla

Konventionella transportalgoritmer utnyttjas for optimeringen.

| det foljande skall vi belysa hur nagot modifierade forutsatt-
ningar paverkar lo6sningsforfarandet.

Kapaciteterna i mellanleden har forutsatts vara sa stora att
den totalt efterfrdgade kvantiteten kan transporteras via
samtliga mellanled. Jamfor ekv (2) .

. . NN G)
Om kapaciteten i nagot mellanled, exempelvis P |, samman-

faller med totala behovet /\
du; = b

far problemet en enklare form.



Flodet genom varje enskilt "foretag” i mellanledet, P, (") , ar
A

kédnt och motsvarar dess kapacitet dD(r) . Flerstegsproblemet
bestar i realiteten av flera transportproblem, dels ett avseen-
de transporter som foljer efter P/r) , Detta forhallande kan veri-
fieras pa foljande satt.

Om d(r) = b blir Y, " - 0. Infor vi detta véllrde i ekvationer-
na (1) - (9) sonderfaller problemet i tva sjalvstandiga trans-
portproblem .

| transporttablan beaktas forhallandet pa sd satt att de kostnads-

element som motsvarar (" ges vardet M .

Om salunda kapaciteten i ett eller flera mellanled motsvarar
det totala behovet uppdelas flerstegsproblemet i ett antal del-
problem. Flerstegsproblemets optimum motsvarar summan av
delproblemens optimum .

Transportbehovet kan i vissa fall forandras i mellanleden. Vi
har tidigare forutsatt att transportbehovet for "ingaende" trans-
porter till ett visst mellanled Overensstammer med behovet for
"utgdende" transporter fran samma mellanled.

Det kan emellertid forekomma att transportbehovet undergar
en forandring i ett eller flera mellanled. Detta kan intraffa
om varorna bearbetas s att deras volymvikt forandras . Sa-
dana fall kan latt omformuleras, sa att de kan I6sas med den
teknik som presenterats .

Forutsatt att forhallandet mellan transportbehoven efter resp
fore steg r (mellanled P&r)) forhaller sig som 1;fm

For steg nr r erhalls foljande samband

Ky

Z wy 0 =g (D Y, (r-1). G=1, .+ kr 1) 10,
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X WU(r) = f(r) él). M yJ (" ; g=1, ... k) 11

i=I
(amfor (6) och (7))

Om successiva forandringar sker och vi betecknar /.
fr med Fr erhaller vi

T R \Oﬁj;m = fr-1 aL(r-l) - %1“-1) (=17 ... kr_:) (12)

V-I
Z Fr-lW.W =F (r) (n -
i=l
forr = 1 50_1 =1
forr = 1 Fr:fiotrﬂé...fr
Infors foljande beteckningar
X =F W. yZ.=F vy ™ _
il r-1 il I 7] (=l s)
a. —a ; d.(nD=Fd.(r —
"= i i (r=l ... s) (14)
b. =F b
] s

erhalles ekvationer av samma typ som (1) - (9)

Objektfunktionen blir

s+1 kr—l r

y~ N, O

zl Z Z % 15
=1 =l j=I

dar . =¢c. O
13 il
Fr-1
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Om de nya variablerna infors kan salunda problemet I6sas pa
exakt samma satt som flerstegsproblem utan "bearbetande™
mellanled.

Foljande exempel illustrerar tillvagagangssattet.

Exempel

Av nedanstaende tablder framgar enhetskostnaden for transport
av en viktsenhet, "ton", mellan olika punkter i ett flerstegs-

problem .
N iop
X1 PP Po \ PR pg2 \ zn oz oz oz
o 20 15 VE> o4 21 p<2) 42 50 46 36
a2 10 15 PO 15 18 54 56 % 45
Di 30 20

Levererade respektive efterfrdgade kvantiteter framgar av foljan-
de tabld. Kapacitetsbegransningar anges aven. | nast sista
kolumnerna anges hur transportbehovet per ton transporterat
gods forandras , f F*=3; F. =f*f. =3 x 1,2 = 3,6, vilket
anges i sista kolumnen

i o d? bi fi S
. !

i 00 300 220 60 3 3

2 500 200 200 80 1,2 3,6

3 700 — — 100 — —

4

— — —_ 140 —_ —

Summa 2000 503 420 380 _ _



if>

/>

bJ

Innan problemet Overfors till transporttablan berdknas nya varden

for tablans element enligt ekv (14).

A w N =

Summa

ai 42) bt Summa
800 900 792 216
500 600 720 288
700 —_ — 360
J— J— — 504
2000 1500 1512 1368 6380

De omraknade storheterna infors i transporttablan, varefter

optimering sker pa konventionellt satt.

<!
Po Py
0
(2<x>*
0
i (SwW*
®32) I Fel
o~=,"
(132)
M
632 900

e %2) 2z n3 Z4
(600;
150
200 M
-(so)-—---- -(&>
M .
L war |9

(600; |
0 I M -129-—
i o, k?2) ©
ekr-lso ----- -O--- 08) 125
am; iR (360
600 792 720 216 288 360 504
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2.4 Linjar programmering, LP

De matematiska metoder som beskrivits kan utnyttjas for 16s-
ning av problem med enkla forutsattningar. Dessa metoder ar,
som tidigare namnts , specialfall av linjar programmering, LP.

| detta avsnitt uppehaller vi oss vid vad som karaktariserar
generella LP-problem. Vi namner de krav som maste vara upp-
fyllda for att dessa problem skall kunna 18sas med det s.k.
simplexforfarandet.

Simplexforfarandet redovisas utforligt i BIL. 2, dar aven ett
par tillampningsexempel presenteras.

2,4,1 Problemstallning

Lat oss inledningsvis beskriva en typisk linjarprogrammerings-
situation. Problemet géller optimal fordelning av begrénsade
resurser.

Ett foretag tillverkar ett antal olika produkter, for vilka obe-
gransade avsattningsmojligheter finns. Tackningsbidraget for
de olika produkterna varierar. FOr varje produkt ar bidraget per
tillverkad enhet konstant, oberoende av tillverkning svolym.

For tillverkning av de olika produkterna erfordras resurser av
olika slag - maskiner, personal, transportmedel, golvyta osv.
Produkterna har olika resursansprak. Forbrukningen, eller be-
hovet, av en viss resurstyp for tillverkning av en produkten-
het ar kand. Den forutsatts vara konstant oavsett i hur manga
exemplar respektive produkt tillverkas.

Foretaget har inte obegransade resurser till sitt forfogande -
endast vissa kvantiteter finns tillgangliga. Problemet &ar att

bestamma hur tillverkningen skall sammansattas for att tack-
ningsbidraget skall maximeras .



2.4.2 Matematisk formulering

Lat oss forutsatta att foretaget tillverkar n olika produkter
samt att tackningsbidraget for produkt j, dar j=1 ... n, &r
01 kronor per enhet.

Forutsatt vidare att det rader begransad tillgang till m olika
resurstyper. Beteckna resurstyperna med i . Resurstyp 1 kan
exempelvis vara personal, 2 maskintyp A, 3 ramaterial osv.

Beteckna tillgangliga kvantiteter av resurstyp i med b. . b"
ar angiven i persontimmar, b2 maskintimmar A, b" i ton osv.

Den kvantitet av resurstyp i som kravs for tillverkning av
en enhet av produkt j betecknas med a,, .

Om vi later beteckna antalet produkter av produktslag j
kan problemet formuleras pa foljande satt,

max K (X) = cl X1 + €2 X2 —+......... cn Xn (1-1D)

under bivillkoren

all X1 a, X < b .2

aml X1 amn Xn ~ bm

Inga produkter forbrukas under tillverkningen, varfor
Xx. ™~ 0 Gi=l ....n (1.3)

Det presenterade problemet ar ett maximeringsproblem. |
modellen &r bivillkoren uttryckta som olikheter.

LP-problem kan vara antingen maximerings- eller minimerings-
problem. Restriktionerna kan uttryckas bade som ekvationer
och olikheter. Variablerna behdver inte vara underkastade
teckenrestriktioner. Ett sddant allmangiltigt problem benamns
generellt LP-problem. Den matematiska modellen for ett sa-



dant problem far foljande utseende
n

min eller max K(x) - 7~ c. x. .1
i=I 11
under bivillkoren

n
21 aij x. N b G-1, ...., m) (2.2)

2.4.3 L6sning sforfarande

Generella LP-problem kan I6sas pa flera olika satt. Ett for-
farande som snabbt leder till ett optimalt resultat ar det
s.k. simplexforfarandet. For att detta skall kunna tillampas
maste emellertid det generella LP-problemet omformuleras.

Simplexalgoritmen forutsétter att bivillkoren ar ekvationer
samt att variablerna ar teckenbegransade . Ett generellt
LP-problem omformuleras latt s att dessa krav ar upp-
fyllda. Detta sker genom att extra variabler inférs i mo-
dellen . Hur detta sker samt hur berakningarna genomfors
framgar av BIL.2 Simplexalgoritmen.



3. TILLAMPNINGAR

De metoder, som presenteras i kapitel 2 har illustrerats med enk-
la askadningsexempel. Dessa exempel har i huvudsak avsett
problem dar det gallt att pa ett optimalt satt genomfora trans-

porter fran leverantorer till kunder.

:&skédningsexemplen representerar en i praktiken vanligt fore-
kommande problemtyp. Inom transportomradet upptrader emeller-
tid ofta andra typer av problem som ocksa kan Iosas med hjalp

av de presenterade metoderna.

I detta kapitel redovisas praktiska tillampningar inom bygg-

transportomradet av de matematiska metoderna.

I det inledande avsnittet redovisas tillampningar av det klas-

siska transportproblemet inom vissa socialistiska lander.

Foljande avsnitt behandlar det s k fordelningsproblemet eller
allméanna transportproblemet. Harmed avses ett problem déar
det géaller att bestamma hur transport/tillverkningsresurser
b6r utnyttjas vid transport/tillverkning, dar de enskilda pro-

duktslagen har olika kapacitetsansprak.

| det tredje avsnittet uppehaller vi oss vid frdgan om hur trans-
portrutter bor laggas upp. Vi behandlar dels bestamning av trans-
portrutter som ett led i dimensionering av fordonsparken. Dels
illustreras ett fall dar det géaller att bestamma optimala trans-

portrutter for en befintlig fordonspark.

I de tvd avslutande avsnitten belyses hur de matematiska me-
toderna kan utnyttjas som underlag for beslut som r6r dimen-
sionering och lokalisering av produktionsresurser. Forst be-
handlas det fall dd produktionen avser endast ett produktslag.
I det avslutande avsnittet beskrivs det fall da lokaliserings-

ort soks for ett flertal produktslag.

I de enskilda avsnitten ingar presentation av praktikfall och

tillampningsexempel.
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3.1 Bestdmning av optimal transportplan

3.1.1 Problemet

Programmeringsuppgiften ar det klassiska transportproblemets.
Detta innebar att en transportplan skall uppréattas, som fyller
foljande krav. Avnamare av en viss produkt tilldelas leverantor-
er. Denna tilldelning skall ske sa att

avnamarnas efterfragan helt tillgodoses ,

de enskilda leverantorernas hela produktion ut-

nyttjas ,

transportkostnaderna minimeras .

Problemets matematiska formulering samt I8sningsmetoder har
presenterats i avsnitt 2.2 "Det klassiska transportproblemet -
matematiska metoder".

Metoder for 16sning av det klassiska transportproblemet ut-
nyttjas for operationell planering , avseende perioder upp till ett
ar. Metoderna har fatt en vidstrackt anvandning inom Ostblocks-

landerna.

| det foljande illustreras tillampningarna dels med ett praktik-
fall fran Sovjetunionen och dels med en summarisk presentation
av tillampningar inom enskilda socialistiska lander.

3.1.2 Praktikfall. Cementforsorjning av Sibirien m.m.

Vid planering av cementforsdrjningen for Sibirien och
territorier i Fjarran Ostern har man utnyttjat metoder for
I6sning av det klassiska transportproblemet.

Transportplanerna avser forsorjningen med cement av ett omra-
de som omfattar narmare 50% av Sovjetunionens yta.

Inom det aktuella omradet finns ett antal fabriker som var och
en tillverkar en eller flera cementkvaliteter. 1959 svarade dessa
fabriker for 13% av Sovjetunionens totala cementproduktion. Ef-

terfrdgan inom omradet var av samma storleksordning.



Transporterna spelar en utomordentligt stor roll for cementfor-
sorjningen inom omradet. Medan det genomsnittliga transport-
avstandet for cement i Sovjetunionen ar 553 km uppgar det till
675 km i VVastsibirien, 839 i Ostsibirien och 1175 km for terri-
torierna i Fjarran Ostern.

Foljande framstallning, som baseras pa Birman (1962), illustre-
rar hur planering suppgiften genomforts. Den visar hur optime-
ringsuppgiften 16sts under alternativa berakningsforutsattning-
ar, problem A, B och C.

Problem A

En transportplan avseende ett kvartal foreligger. Denna plan har
upprattats utan tillampning av optimeringsmetoder. Uppgiften &r
att, med utgangspunkt fran denna plan bestamma en optimal
transportplan. Eftersom olika optimeringskriterier ger olika 10s-
ningar framréknas de optimala planerna med alternativa Kriteri-
er. De kriterier som tillampas &r

minsta totala transportarbete

minsta totala transportkostnader, berdknade med
hjalp av transporttariffer.

minsta totala transportkostnader, berdknade med
ledning av jarnvéagarnas ''sjalvkostnad".

Den redan foreliggande planen innehaller uppgift om vilka kvan-
titeter cement som skall levereras fran omradets atta cement-
fabriker till dess 14 administrativa omraden. Dessutom fore-
ligger uppgift om avstdnd mellan fabriker och aktuella omradens
centralpunkt

De utgangsforutsattningar som foreligger ar sammanstallda i ne-
danstadende transporttabla.

Transporttabladn &ar arrangerad sa att fabrikerna ar placerade i
ordning vast till ost efter deras geografiska belagenhet. Samma
galler for de administrativa omradena.
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Motsvarande transporttablder med enhetskostnaden angiven i "ta-
riffkostnad™ och "sjalvkostnad™ har uppgjorts. Av utrymmes skal
medtas dessa inte har.

Optimeringen genomfdrs med tillampning av en transport-
algoritm. Vid denna beréakning galler att enhetskostnader
som inte angivits i transporttabldema ges ett godtyckligt
valt varde som avsevart oOverstiger de som anges i tablaerna.

Resultatet av berdkningarna i det fall problemet galler minime-

ring av transportarbete framgar av nedanstaende tabla. | tablan

anges , for aktuell kombination fabrik/avnamaromrade , i den Ov-
re raden tilldelning enligt den tidigare foreliggande planen och

i den undre tilldelning enligt optimering.
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For var och en av de transportplaner, som de tre optimeringskri-
terierna resulterar i, berédknas objektfunktionens varde. Denna

berdakning sker med alternativa enhetskostnader, avstand, tariff
och "sjalvkostnad".

Objektfunktionernas varde jamfors med motsvarande varde be-
raknat med utgangspunkt fran den redan foreliggande transport-
planen .

Resultatet av berdkningarna har sammanstéllts i nedanstadende
tabla.
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Totalt Totala Totala
transport- "tariff- "sjalv-
arbete kostnader" kostnader
tonkm Rbl Rbl
Konventionell
transportplan 440402190 1886319 1366757
Optimal trans-
portplan
a/ minimera
transport-
arbetet 423374620 1807642 1315303
b/ minimera
"tariffkost-
naden" 424061180 1806226 1316697
c/ minimera
"sjalvkost -
naden" 423374620 1851140 1315299
Besparingar i % (A-B)
A
a/ 3,87 417 3,76
b/ 3,71 4,25 3,66
c/ 3,87 1,86 3,76

Problem B

Inledningsvis anfordes att olika cementkvaliteter tillverkas . Var-
det av dessa kvaliteter varierar. En viss mangd av en kvalitet
kan substitueras av en annan kvalitet. Uppgiften ar att bestam-
ma den optimala transportplanen om denna substitutionsmajlighet
beaktas . (Denna typ av uppgift ar en vanligt forekommande till-
lampning inom Ostblocksekonomin, jamfor Judin - Golstein (1970)
och Kadlec - Vodacek (1968) ).

Den redan foreliggande planen utvisar den planerade forsorjning-
en av de 14 administrativa omradena fran de atta cementfabriker-
na. Planerna anger forsorjningen uppdelad pa cementkvaliteter-
na "300", och "400" och "500".



For optimeringsberakningen foreligger tva transporttablaer, den
ena innehallande transportavstand och den andra '"tariffkostna-
der”. Dessutom anges kapacitet resp tilldelning per kvalitet.

De olika cementkvaliteterna omréaknas till en enhetlig kvalitet,
kvalitet "400". For denna omréakning utnyttjas féljande "relativa

varden" av de olika kvaliteterna;

kvalitet ~ "300" 0,85
"400" 1,00

"500" 1,15

("600™) 1,30

For varje fabrik anges produktionen per kvalitet, uttryckt i
ekvivalent mangd av kval "400". Fabrik A skall leverera
23250 ton "400" och 3000 ton "500". Vid berdkningarna arbet-
ar man salunda med 23250 ton "400" och 3000 x 1,15= 3450
ton av "500".

Tilldelningen till de administrativa omradena uttrycks i ekviva-
lentmangd "400".

Eftersom berdkningarna genomférs for omrédknade kvantiteter
maste jamval enhetskostnaden i transporttablan omraknas; det
ar de verkliga kvantiteterna som skall transporteras. Om av-
standet mellan fabrik A och "kund 1" ar 202 km maste det om-
raknade transportavstandet for kvalitet "500" vara 202 ; 1,15 =
= 176 km.

De framraknade storheterna sammanstalls i en transporttabla.
Denna kommer att innehdlla 16 rader och 14 kolumner. For det
fall "enhetskostnaden" uttrycks i transportavstand erhaller
transporttablan foljande utseende.
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Hitikhhokinh 400 23250 202 116 190 427 854 837 562 1648 2105 2652 4439 4815 4987 5757

500 3450 176 101 165 371 743 728 489 1433 1830 2306 3860 4187 4433 5006

mepropeaeii- 300 41 956 68 439 558 200 702 1287 964 2241 2779 3431 5525 5667 6169 7075
CKHH 400 83200 58 373 474 170 597 1094 819 1905 2362 2916 4696 5072 5244 6014
500 32039 50 324 412 148 519 951 712 1657 %54 2536 4083 4410 4560 5230

Ky3HCU, KMH 300 05940 528 636 366 367 869 1485 1161 2438 2976 3628 5722 6165 6367 7273
400 15000 440 541 311 312 739 1262 987 2073 2530 3084 4864 5210 5412 6182

KpacHosp- 300 13107 914 747 900 1179 1681 772 15 1262 1800 2452 4546 W19%8 5190 6096
CKHH 400 32350 777 635 765 1002 1429 656 13 1073 1530 2084 3864 4240 4412 5182
500 21471 676 552 665 871 1243 570 11 933 1330 1812 3360 3687 3837 4506

HPKyTCKiiii 400 21 460 1809 1667 1797 2034 2461 1688 1045 49 506 1060 2840 3216 3388 4158

Thmanoiiekkn 300 30807 2600 2433 2586 2865 3367 2458 1701 424 114 766 2850 3302 3305 4411
400 23600 2210 2068 2198 2435 2862 2089 1446 360 97 651 2431 2807 2979 3749

Teiuioo3ep- 400 108420 4927 4785 4915 5152 5579 4806 4163 3077 2620 2066 502 90 162 1032
CKHH 500 45172 4283 4161 4274 4480 4851 4179 3620 2676 2278 1757 437 78 228 827
CnaccKHH 400 106080 5012 5570 5700 5937 6364 5501 4948 3862 3405 2851 1287 695 523 246

Optimeringen sker med hjalp av tidigare beskrivna algoritmer.
Den optimala transportplanen for kriteriet "minsta transport-
arbete" framgar av FIG. 7. | denna anges jamval tilldelning
enligt den "konventionella™ planen; det 6vre vardet.



For de tvA undersdkta optimeringskriterierna beraknas objekt-
funktionens varde . De funna vardena stalls i relation till mot-
svarande varden baserade pa den konventionella planen. Resul-

tatet av dessa berakningar framgar av nedanstaende tabla.

i Totalt Totala
) transport- "tariff-
arbete kostnaden
ton km Rbl
A. Konventionella
transportplan 440402190 1886319
i i
| B. Optimal plan 396813159 1731124
I
§ - -
Besparing 1 %
_. A-B
A 9,90 8,23

En jamfOrelse med berakningsresultaten for problem A visar att,
om substitutionsmojligheterna beaktas , avsevarda transportbe-

sparingar kan goras .

Problem C

I de tva tidigare behandlade problemen har berdkningarna base-
rats pa forutsattningen att sankorna utgodrs av 14 administrativa
omraden . For att utréna vilken inverkan en stdrre detaljerings-
grad har pa resultatet genomfors berakningarna under forutsatt-

ning att sankorna utgors av 79 delomraden.

En konventionell plan med atta fabriker och 79 delomraden fore-
ligger. Denna innehaller uppgift om kvalitetsfordelningen pa
fabriker/delomraden. For optimeringen foreligger tva transport-
tablder. Den ena avser enhetskostnad transportavstand medan

den andra avser "tariffkostnad".

Berakningarna genomfors pad samma satt som for problem A och

problem B. Objektfunktionernas optimala varden beraknas.

Resultatet av berakningarna framgar av nedanstaende tabla. |



denna har jadmval resultaten fér problem A och problem B inforts.

Matris "8 x 14" avser problem A. Matris "16 x 14" avser
problem B, dvs substitutionsmojligheterna har beaktats.

De Ovriga tva raderna avser problem C, dvs optimering vid storre
detaljeringsgrad.

Matris "8 x 79" avser det fall dd inverkan av cementkvalitet-
erna inte beaktas, medan "16 x 79" avser substitutionsfallet.

Matris Trans portarbete
Plan Opt Mojlig forbatt-
ring % av "Plan”
8 x 14 440402190 423374620 3,87
16 x 14 440402190 396813159 9,9
8 x 79 441515990 423609100 4.0
16 x 79 441515990 392416423 11,12
Matris Tariffkostnad
Plan Opt Mojlig forbatt-
ring % av "Plan"
8 x 14 1886319 1806226 4 25
16 x 14 1886319 1731124 8,23
8 x 79 1903597 1785789 6,0
16 x 79 1903597 1707876 10,28

3.1.3  Ovriga tillampningar

| litteraturen redovisas atskilliga praktiska tillampningar av
den typ som askadliggjorts av praktikfallet.

Sovjetunionen
Mizdukov - Sokolov (1965) anger att vecko- och manads planering-

en av sandforsorjningen till Moskvaomradets byggplatser sker pa
detta satt

89
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Samma forfattare redovisar optimeringsberédkningar avseende
transport av krossat stenmaterial for Ryska Republiken. Berdk-
ningarna har genomforts for olika produkttyper med alternativa
optimeringskriterier. Optimeringsberdkningarna avsldjade be-
tydande besparingsmadjligheter.

Kadlek - Vodazek (1968) anger att man i Sovjetunionen utnytt-
jar losningsmetoderna for det klassiska transportproblemet
framfor allt for planering av godstransporter i storstadsomra-
dena. Forfattarna anger foljande exempel pa planering av bygg-
materialtransporter .

I Moskva genomfors var femte dag optimeringsberdkning av-
seende distribution av tegel fran atta tegelbruk till 200 bygg-
platser. | Gorki sker den manatliga tegeltransportplanering-
en fran 4 tegelbruk till 50 byggplatsomraden pa motsvarande
satt.

De faktiskt genomforda transporterna av byggnads sten pa jarn-
vagen Moskva - Krusk - Donbas under augusti manad 1958 har
jamforts med en optimal transportplan. Betydande skillnader
konstaterades mellan faktiskt genomfdrda transporter och opti-
malt genomforda.

Planering av cementtransporter sker i stor omfattning pa det
satt som illustrerats av praktikfallet - en lang rad exempel
har redovisats i litteraturen.

Tjeckoslovakien

Enligt Kaclek - Vodcfzek (1968) utnyttjas sedan 1959 regelbundet
optimeringsmetoder for praktiska planeringsuppgifter. Detta ar
genomfordes vid det ekonomiska institutet vid Tjeckoslovakiens
vetenskapsakademi en rad optimeringsberédkningar avseende te-
geldistribution .

For Ostrava - omradet gjordes for maj manad 1959 jamforelser
mellan faktiskt transportarbete for tegel och transportarbetet
vid en optimal 16sning. Problemet omfattade 26 tegelbruk och



60 avnamaromraden. Motsvarande berakningar genomfordes for
Gottwaldow - omradet. Detta problem omfattade 27 leveran-
torer och 37 avndmare. Betydande besparingar hade kunnat go-
ras om transporterna genomforts pa ett optimalt satt.

Cementdistributionen har blivit foremal for ett flertal undersok-
ningar. For Brno - omradet stalldes det verkliga transportarbet-
et for cement "P 450" under forsta kvartalet 1960 i relation till
transportarbetet vid en optimal transportplan. Jamforelsen visa-
de att den genomsnittliga transportstrackan skulle ha kunnat
minskas fran 139 km till 117 km.

Motsvarande berédkningar har genomfdrts for cementkvalitet

"P 350". Detta problem omfattar 4 tegelbruk och 411 avnamare.
Berdkningarna visade att den genomsnittliga transportstrackan
kunnat minskas fran 122,4 km till 110 km.

Polen

Enligt Lesz (1968) har undersdkningar genomforts av Byggnads-
och byggmaterialministeriet, Institutet for geografi, Institutet
for intern handel, Institutet for ekonomisk forskning, Planerings-
kommissionen och Biltransportforskningsinstitutet.

Huvudsakligen har undersdkningarna avsett transport av grus ,
olika typer av tegel, cement, kalk, sten och dolomit.

Optimeringsberakningarna har till c:a 40% baserats pa verkligt
utforda transporter och till c:a 60% pa planerade transporter.

Jamforelser har gjorts mellan optimala och utférda/planerade
transporter. Resultatet av sadana jamforelser framgar av samman-
stallning i slutet av detta avsnitt.

DDR

I Osttyskland utnyttjas sedan atskilliga ar optimeringsmetoder
for bestamning av transportplaner.
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Kadlec - Vodacek (1968) har gjort en sammanstallning av sadana
tillampningar. Uppgifter ur denna sammanstallning framgar av
efterféljande delavsnitt.

De tillampningar som presenterats av Kadlek - VVodacek avser

i huvudsak optimering av jarnvagstransporter. Problemen om-
fattar hela DDR eller storre delomraden. Pa initiativ av trans-
portféretag har optimala transportplaner utarbetats for mindre
omraden. De avser bl.a byggnadsmaterial, speciellt sandmate-
rial och tegel, tra och stal. Sadana planer foreligger i stor om-
fattning .

En optimeringsberdkning avseende transport av kalk inom DDR
har genomforts . Resultatet av denna berakning askadliggors

i FIG. 8 . Den dvre delen av FIG . illustrerar transportfor-
bindelserna fore optimeringen; det genomsnittliga transportav-
stdndet uppgar till 175,7 km. Den undre delen av FIG. avser
den kostnadsoptimala transportplanen. Det genomsnittliga
transportavstandet uppgar har till 146,2 km.

Sammanstallning

| den tabld som redovisas pa nasta sida har sammanstallts

vissa uppgifter fran de beskrivna tillampningarna.
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I 160

I 160

1 161
IV 161
[V 161

11 162
I 163

Omréde |

Moskva

| Moskva

Gorki

Moskva-
Donbas

Ryska
rep

Ostrava

Gott-
waldow

Brno

Brno

Dres-
den

Dres-
den

DDR

DDR
DDR

Problem-
omfang
rader x
X kol

10 x 250

8 x 200

4x50

17%x31,

24 x 23,
48 x 34

26 x 60
27 x 37

5 x 111

4 x 411

,24 X 64

12 x 42
18 x 172

Bespa-

ringsmaoj-

lighet %

11 ,3-14

11,2-17

> 16

5,3

18 - 22

21,8

>20

15

15

14

13,5
4-10,5

11,5

17
20,6
i 16,8

| 4
2/3

Optime-
rings-
kriterium

tonkm
kostn

tonkm,
kostn

tonkm

tonkm

tonkm

tonkm

tonkm

tonkm

kostn

kostn
tonkm
tonkm
tonkm

tonkm

tonkm

tonkm

. vagnkm

I vagnkm

tonkm



3.2 Fordelning av resurser

3.2.1 Problemet

Problemstéallning

En av de fran praktisk synpunkt viktigaste utvidgningarna av det
klassiska transportproblemet ar det s.k. férdelningsproblemet.
Vad som karaktariserar denna problemtyp framgar av det foljande.

Av ett visst resursslag finns ett flertal olika typer tillgangliga.
De kvantiteter av de enskilda resurstyperna, som star till for-
fogande under planperioden &r kanda.

Under planperioden skall ett antal arbetsuppgifter genomforas
vilka kréaver insats av det resursslag som finns tillgangligt. De
arbetsuppgifter som skall genomfoéras under planperioden ar kan-
da till art och omfattning .

De enskilda resurstyperna ar mer eller mindre lampade for in-
sats pa de enskilda arbetsuppgifterna - '"resursproduktiviteten"
varierar med arbetsuppgift. Problemet ar att fordela tillgangliga
resurser pa arbetsuppgifter sd att samtliga arbetsuppgifter genom-
fors under det att totalkostnaderna minimeras .

Matematisk formulering

Problemtypen kommer att illustreras med ett praktikfall. Detta
avser optimal fordelning av transportresurser pa transportupp-
drag. Vi later den matematiska formuleringen av praktikfallet
illustrera fordelningsproblemet.

Ett transportforetag disponerar transportmedel av m olika typer.
Det antal enheter av typ i som disponeras under planperioden
ar a. .(i=I, ... m).

Under planperioden skall n transportuppdrag genomfdras . De
enskilda transportuppdragens omfattning anges i ton. De be-
tecknas med CA ; (=0, ... , n).



Kapaciteten for de enskilda transportmedelstyperna varierar med
transportuppdrag. Beteckna den "praktiska transportkapaciteten "
for typ i insatt pad arbetsuppgift j med w. ton per planerings-
period och fordon.

Beteckna sarkostnaden for transportmedelstyp i insatt pa arbets-
uppgift | med c., kr per planerings period och fordon.

Betecknar vi med x_.j antalet enheter av typ i som skall sattas
1
in pa arbetsuppgift j far problemet foljande matematiska formu-

lering ,
m n
min K Z Z - X .1
i=l  j=I il 1]
under bivillkoren
a, Gi=l, .... m (1.2)
m
i Wi Q, g=1, ....n (1.3)
i=I
(1.4)
D)
Losning

Vi konstaterar att fordelningsproblemet endast i ringa grad skil-
jer sig fran de transportproblem vi tidigare behandlat. Salunda
ar skillnaden mellan fordelningsproblem och ett obalanserat
transportproblem endast att bivillkoret (1.3) har olika uppbygg-
nad .

Pa grund av likheten med det klassiska transportproblemet be-
namns fordelningsproblemet stundom det "allmanna transport-
problemet " .

Under vissa forutsattningar, namligen om w,, kan ersattas med
od / Aj , kan fordelningsproblemet omformuleras till ett klassiskt
transportproblern: Konventionella transportalgoritmer kan da ut-
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nyttjas for l6sningen .

| de fall d& w.. inte kan ersattas med oL>, * fX . maste andra I0s-
ningsfbrfaran(;l:!en tillgripas. Sg‘ilunda kan I('Ijsnilr;g ske med hjalp
av den i BIL 2 beskrivna simplexalgoritmen . Jamfor BIL 2, spe-
ciellt avsnitt 3.1 Exempel 1.

For 16sning av fordelningsproblem star emellertid aven en rad
specialforfaranden till buds. Dessa forfaranden, som vanligtvis
baseras pa simplexforfarandet, behandlas inte i denna rapport.
En utforlig framstallning finns i Judin - Golstein (1970).

3.2.2 Praktikfall. Fordelning av transportmedel pa trans-
portuppdrag

Foljande praktikfall illustrerar hur tillgangliga transportmedel
pa ett optimalt satt fordelas pa transportuppdrag. Det redovisar
det forfarande som tillampas inom ett transportforetag i Kiev.

Framstallningen baseras pa en uppsats i tidskriften Automo-
bilny Transport (1971/3). Utgangsdata for optimeringen fram-
gar av FIG. 9.1.

Transportforetaget disponerar 535 fordon. Dessa fordon utnytt-
jas for transport vid 13 storre objekt, varav 7 byggmaterialfabrik-
er, och ett 50 - tal mindre.

Fordonen ar av varierande typ. Dessa ar mer eller mindre lampa-
de for de enskilda transportuppgifterna. Fordonen skall fordelas
pa transportuppgifter pa ett optimalt satt.

Optimeringen genomfors med tre alternativa optimeringskriterier.
I denna framstéllning behandlas endast kriteriet "minsta kostnader"”

Utgangspunkt for berakningarna ar det planerade transportbe-
hovet under planperioden vid de objekt som betjdnas av fore-
taget. For de 13 stora objekten foreligger individuella data. Det
planerade transportbehovet for smaobjekten har sammanforts.
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De 535 fordonen ar av 11 olika typer. Den "praktiska kapacite-
ten" ,som paverkas av transportavstand, vagstandard, hante-
ringsforhallanden osv ar kand for varje fordonstyp/transport-
uppgift. Samma ar forhallandet med sarkostnaderna.

| FIG. 9.1 anges i tabellens vansterkolumn de 11 fordons-
typerna. | tabellhuvudet anges de transportbehov som fore-
ligger vid de olika objekten.

For varje kombination fordonsty p/objekt anges tre varden. Av
dessa varden ér ett inringat. Detta anger det antal fordon som

i utgangslaget tilldelats de olika transportuppdragen. Av de
aterstdende tva anger det ovre den "praktiska transportkapacitet-
en" i ton/fordon. Det undre vardet avser sarkostnaden per for-
don .

Optimering med avseende pa kriteriet "minimera kostnaderna"
genomfors pa det satt som beskrivits i foregdende avsnitt. Re-
sultatet av optimeringen framgar av FIG. 9.2.

3.2.3  Ovriga tillampningar

Den vanligaste typen av fordelningsproblem upptrader i samband
med organisatoriska beslut. Ett exempel pa denna typ ges av
Hindanov - Danidow (1966). Forfattarna anger en modell for en
optimal fordelning av betongelementproduktion pa ett antal ele-
mentfabriker .

| "Glavvostrolisibstroj " ingar 23 elementfabriker. Vid samtliga
dessa fabriker tillverkas en rad typiserade element. For att till-
verkning skall kunna ske i tillrackligt langa serier stravar man
efter specialisering. Harvid maste samtidigt beaktas tillverk-
ningskostnadernas och transportkostnadernas férandring.

Vi skall har ange den matematiska formuleringen av problemet.
Beteckna tillverknings- och transportkostnaden for en enhet av

elementtyp j, tillverkad i fabrik i och transporterad till avhnam-
are k med c., ..



Beteckna pd motsvarande satt med x.” antalet element av typ j
som skall tillverkas i och levereras fran fabrik i till avnamare k.

Antag att antalet fabriker &r m, antalet avnamare 1 och antalet
elementtyper n.

Med de angivna beteckningarna erhaller objektfunktionen foljan-
de utseende ,
n i
min K = 12:| k2=1 ﬁ(] : ﬁ(’j : 2.1
Antas efterfragan av elementtyp j hos avnamare k uppga till
d, . under planperioden maste galla

m

X.

ikj Kj G=l ..nm k=l ... 1) (2.2

Vi forutsatter att den tillgangliga arbetstiden under planperioden
ar den begradnsade faktorn vid fabrikerna. Beteckna antalet arbets-
timmar vid fabrik i med a. . Beteckna vidare med P.. den tidsat-
gang som vid fabrik i kravs for tillverkning av en enhet av ele-

menttyp j. Da maste galla

n_ |

/- TP x.. ™ a @i=l .. m) (2.3)
i] iK] i

j=I k=l

Den angivna tillampningen avser det fall da befintliga resurser
fordelas p& arbetsuppgifter. Aven i samband med anskaffning av
nya tillverknings- och transportresurser stoter man pa fordelnings-
problem . Till denna typ av tillampningar aterkommer vi i avsnitt-
et "Lokaliseringsproblem - flerprodukttillverkning" .



3.3 Bestamning av optimala transportrutter

3.3.1 Problemet

Problemstéllning

Med transportrutt avses en vag langs vilken ett visst fordon i
aterkommande turer genomfor transportuppdrag.

En ofta forekommande uppgift i transportforetag ar att bestamma
formanliga transportrutter. Situationen kan i korthet beskrivas
pa foljande satt.

| ett antal orter tillverkas olika produkter. Dessa produkter
efterfrdgas pa ett antal platser. Fordon som transporterar en
viss produkt fran en ort till en annan kan utnyttjas for transport
av produkter fran denna ort osv.

Problemet ar att ldgga upp sadana transportrutter att transportupp-
gifterna kan genomforas till lagsta kostnad. Detta innebar att en
avvagning maste ske mellan kérningar med last och tomkoérning-
ar.

Bestamning av optimala transportrutter kan ske antingen som ett
led i dimensionering av transportapparaten, eller for att erhalla
optimalt utnyttjande av tillgangliga transportresurser. Bada
dessa tillampningar illustreras i foljande delavsnitt.

Ldsnings forfarande

For bestamning av optimala transportrutter har ett antal approxima-
tionsforfaranden utarbetats . De innebdr i huvudsak foljande .

En optimal transportplan avseende koérning med lastade fordon upp-
rattas . Detta sker med tillampning av konventionella transport-
algoritmer.

I nasta steg sker minimering av tomkoérningarna. Harvid betraktas
lossningspunkterna som kéllor for transportfordon. Sankorna ut-
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gors av lastningspunkterna.

Lat oss beteckna antalet fordon som blir tillgangliga i lossnings-
punkterna med a* och antalet fordon som erfordras i lastnings-
punkterna med b. . Lat oss vidare beteckna avstandet mellan
lossnings- och lastningspunkter med 1.. samt antalet fordon som
overfors fran lossningspunkt i till lastnings punkt j med y.. .

"Tomkorningsoptimeringen” kan da formuleras pa foljande satt,

min K = ZL 1.r] Kj (1.1)
i i
under bivillkoren
m
= y. - b, 0=1 .. n) (1.2)
i=I 1]
n
/\IJ = a.i (i: . m) (13)
)=1i
> o 1.4)

Problemet ar ett klassiskt transportproblem. Det 16ses med kon-
ventionella transportalgoritmer.

I det tredje steget sammanknyts transportstrackor och tomkaor-
ningsstrackor. Hur denna sammanknytning sker illustreras av
tillampningsexemplen.

3.3.2 Tillampningsexempel

Bestamning av optimala transportrutter illustreras i det foljan-
de med tva tillampningsexempel. Det ena avser det fall da opti-
mering gors som ett led i dimensionering av transportapparaten.
Det andra exemplet, som redovisar en metod utarbetad inom
"Comecon" , avser det fall da transportresurser star till forfog-
ande; problemet ar att utnyttja dem pa mest effektiva satt.

Tillampningsexemplen baseras pa Buga - Kolupa (1966).
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Underlag for resursdimensionering

Mellan de platser som framgar av kartan i FIG 10.1 skall tre
olika varuslag transporteras. Transporterna skall ske endast
utefter de i FIG angivna vagarna. Pa vagarna anges avstandet
mellan orterna; avstandet uttrycks i km.

Av FIG . 10.2 framgar vilka kvantiteter av de tre varuslagen a, b
och ¢ som skall transporteras fran vissa orter till andra under
en viss tidsperiod.

Det forutsatts att transporterna sker med en enhetlig fordons-
typ. De olika varuslagen har olika volymvikt, varfor lastfor-

magan hos fordonen varierar med varuslag. Det forutsatts att

fordonen kan lasta 3,5 ton av varuslag a, 4,0 ton av varuslag
b och 3 ton av varuslag c. Det antal fordonslaster som under
dessa forutsattningar kravs anges i FIG. 10.2.

Vi konstaterar att redan i utgangsforutsattningarna transport-
vagar for lastade fordon bestamts . Var forsta uppgift blir dar-
for att bestamma sadana transportvagar att tomkdrningarna mini-

meras .

Inledningsvis bestammer vi "pendelrutter” med last. Harmed av-
ses sadana strackor utefter vilka transport skall ske i bada rikt-
ningarna. Har kan samma fordon utnyttjas; inga tomkdrningar be-
hover forekomma.

Av FIG . 10.2 framgar att for transport fran ort 1 till 9 kravs 11 for-
donenheter och fran ort 9 till 1 kravs 3. Vi kan sadlunda konstatera

att tre transporter kan utféras som pendelrutter.

Utnyttjade strackor antecknas i en tabld. Harvid representerar teck-
net 0 ¥ 0 stracka med lasttransport och O—-O tomkorningsstracka.

| vart fall forekommer endast en pendelrutt med last. Tablan far
foljande utseende .
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Rutt Stracka Antal fordons-
nr enheter

1 I-tt-9 - 94F1 - 1| 3

Sedan pendelrutterna med last bestdmts vidtar det andra berak-
ningssteget. Fran utgangsforutsattningarna elimineras pendel-

rutterna. Daéarefter sker en optimering av tomkdorningen. Denna

optimering genomfors med transportalgoritm. Kallorna utgor de

orter dar lossning sker och sédnkorna dar lastning skall ske.

Utgangsforutsattningarna for "tomkomingsoptimeringen” blir
foljande ,

Fordonsantal
Tillgang i Behov i
los snings punkter lastnings punkter
I 23 I 12
4 8 2 20
5 7 3 26
6 20 8 9
7 16 9 6
9 8 10 14
1 5
Summa 87 Summa 87

| FIG 10.3 har problemet stallts upp i en transporttabla. En ut-
gangsldsning anges .

Med tillampning av nagon transportalgoritm genomfors optime-
ringen. En optimal 16sning framgar av den hogra delen av ne-
danstdende "tillgangstabld™ . | tablans vanstra del anges

hur lastkérningarna skall genomforas .



Korningar med last —+

Korningar

Korningar utan last —

Stracka  Antal | 1l Stracka Antal I l
1—i il 1 2

1-fr9 8 8 — 1—2 il 1 _
1>11 4 4 _ 1—10 | . .
2>5 3 — — 43 8 _ -
2 -H-6 15 13 _ 5__2 7 4 _
2*7 1 1 — 6—2 2 — —
2> 11 1 1 — 6—3 18 13 _
3*1 9 9 — 7—1 1 1 _
3*4 8 — — 7—8 9 _ _
3*5 4 4 _ 7—9 6 _ _
3*6 5 — — 9—10 8 8 _
8*7 9 — — 11 — 10 5 5 1
o*7 6 — —

10*1 14 13 u Summa 87 53 /

Summa 87 53

Sedan vi nu kanner vilka strackor som skall utnyttjas samt er-
forderligt fordonsantal for respektive stracka vidtar det tredje
berdknings steget. Detta avser en kombination av de aktuella
strackorna sa att slutna slingor erhalls .

Strackorna kombineras forst sa att en enskild laststracka efter-
foljs av tomkorning utefter samma stracka. Vi soker salunda de
mojliga "pendelrutterna™ med last - tomkodrning. De aktuella
pendelrutterna antecknas i tabla. Vi erhaller

Antal fordons-

Rutt Stracka

nr ‘ enheter
3 7

2 2-H5,5- 2 3
15 2

3 2+6,6- 2 2
8 8

4 3+4.,4- 3 8
5 18

5 3+6,6- 3 5
9 9

6 8§+ 7,7- 8 9
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Rutt Stracka Antal fordons-

nr enheter
6 6

7 O+7,7- 9 6
14 1

8 10+ 1,1- 10 1

Av tablan framgéar hur manga transporter som skall utforas som
pendelrutter. De transporter som inte ingar i pendelrutterna an-
tecknas i kol | av "tillgangstablan"”. Dessa lastkdrningar, resp.
tomkorningar kombineras i nasta berakningssteg. Detta sker pa
sd satt att en lastkdrning som avslutas i en ort skall efterfol-
jas av en tomkorning , utgdende fran samma ort.

Fortlopande antecknas i kol Il av tillgangstablan hur manga for-

don som aterstar resp. kravs efter det att kombinationen av last-
och tomkorningsstrackor bestamts. Denna kombination goérs med

ledning av uppgifterna i kol | och Il av tillgangstablan.

Resultatet av strackkombinationema framgar av den vanstra
delen av nedanstdende "tillgangstabla" .

(< 5] [<B)
Transportrutter 2 Transportrutter "= i
och 2= och ==
antal kérningar &5 = antal korningar 2 =
- o @ o
— — X
=<C =T
8 8 9 1
149, 9—10 8 6 341, 1—-1 9 9
4 5 4 4
14-11, 11 —10 4 4 345 5—2 4 —
13 13 13 2
24 6,6—3 13 9 1041 1—-1 2 —
1 1 1 1
24 7,7—1 1 1 1041 1—2 1 10
1 1
24 11, 11—10 1 — Totalt e 39

De oOppna kedjor, som vi erhallit kombineras sa att slutna
slingor erhalls ; ett fordon skall sdlunda atervanda till utgangs-
punkten . Dessa kombinationer framgar av nedanstaende tabla.
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Rutt Stracka Antal fordons-
nr enheter
8 2
9 1+ 9- 10, 10+ 1 - 1 2
13 4
10 2+6- 3, 3-+5-2 4
1 11
11 2fr- 11 - 10, 10 +1 - 2 1

De transporter som inte utnyttjas vid bildandet av slutna ked-

jor antec.<nas i den 'tillgangstabld"” som innehaller de Gppna
kedjorna.

I ndsta berakningssteg kombineras de ej utnyttjade last/tom-
korningsstrackorna till langre 6ppna kedjor.

Transportrutter
och antal korningar

6 10
7+ 9—70, 70+7—2 6

4 4
7+77—70, 70+1—2 4

9 9
2+ 6—3, i+7—7 9

1
2+ 7—1 1

De erhédllna "oppna kedjorna" kombineras till slutna kedjor.

Rutt Stracka Antal fordons-
nr enheter
6 10 1
12 Ifr- 9 - 10-fr-1 - 2-fr-7 - 1 1
5 9 9 9
13 1-fr-9 - 10+1- 2 fr-6 - 3-fr-1 - 1 5
4 4 4 4
14 1-fr-11- 10-#-1- 2+6- 3+1- ]] 4

I en konkret planeringssituation kravs ytterligare data. Lat oss
forutsatta att foljande galler,



Rutt nr

10

11

13

14

*

Strackor och tid

15+ 9 +15+ 1 +15+ 8 4 15+ 2 80 min
1 fr 9 — 9 + a—1

20r 3 --20- 2 45 min
2 + 522

20+15+20-rI0 65 min
2 + S—2

20+ 3 420-r 2 45 min
3 + a—3

20+ 10-20417 57 min
3 + S—3

15+9 15 6 45 min
8 + 7 —38

15+13+ 15+ 9 i
9 -+ 7 —9 52 min
15+ 8 +1 >+ 6. 40 min
10 + i —10

154- 9 +15+ 6 +15- 8 +154- 2 85 min
1 +- 9 — 10 —+ a—1

20+15+20+ 7 -r204- 8 4 204- 2 112 min
2 4. 6 — 3+ 52

20+114204-3 : 15 r 8 +154- 4 96 min
2 + 11 — 10 4f a—2

iR A 5SHBL B 205 L ws min
15t-8 15 - 6 ; I15i- 84 154-4 20 -15 20 7 +20+4 20 - 2 203 min
1 + 9 — 10 —+ 1 — 2 + 6 — 3+ A —1

15+ 7 -i 15+ 3 +15-;- 8 |, 154-4 i-20 i i,5-t 204 7 1-204-4 +20i- 2 190 min
1+ 1 10 + I — 2 + 6 — 3+ a—1

- - o o
FIG. 10.4. Optimala transportrutter 1. Tidatgang

efter optimering .

Tid per
kérning comingar

Antal |

15

10

40
40
05
40
50
20
35
30

16

55
12
40

godz.

godz.

min

godz.

min

godz.

godz.

min

godz.

min

godz.

min
min

godz.

min

godz.

min

godz.

mn

godz.

min

godz.

min

godz.

min
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hastighet vid kéming med last, 24 km/h,
hastighet vid tomkdrning , 36 km/h,
lastnings/lossningstid i medeltal for varuslag
a och ¢ 15 min och fér b 20 min.

Denna tid som kravs for exempelvis rutt 7 blir per tur 15 + 13 +
+ 15 + 9 = 52 min.

Om det forutsatts att transporterna utefter denna rutt utférs med
ett fordon kravs 6 * 52 - 9 min = 5 tim 5 min. 9 min dras ifran
totaltiden, eftersom det efter den sista lossningen inte finns
nagot transportbehov; fordonet behover inte atervanda.

Resultatet av berdkningarna fér samtliga rutter framgar av FIG . 10.4
Utnyttjande av befintlig transportapparat

Detta problem skiljer sig fran det tidigare behandlade dari-
genom att fordonen i utgangslaget ar placerade i vissa speci-
fika orter samt att de skall aterga till dessa orter efter genom-
fort transportuppdrag. Den méangd lastfordon som finns tillgang-
lig ar kand.

Lat oss formulera problemstallningen matematiskt.

Mellan orterna P. o g skall transport av varor ske . Vi kéanner
erforderligt antal lastkérningar mellan orterna. Antalet lastkor-

ningar fran ort Pi till P, betecknas med qJ

J

Antag vidare att transportutrustning ar tillganglig i orterna

., B . Antalet fordon pa respektive platser uppgar till A
r n n

Vi forutsatter att L S. Z I dij..
i=I i=l  j=I

For bestamning av optimala transportrutter kravs en minimering
av korningar utan last.
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For att genomfora berakningarna grupperas orterna ... PRI
foljande kategorier,

oOverskottspunkter, i vilka fler lastkérningar
slutar &n bdrjar, dvs oOver-
skott pa fordon kommer att
rada

underskottspunkter, i vilka farre lastkdrningar
slutar an borjar,

balanspunkter, i vilka samma antal korning-
ar avslutas och paborjas .

Korning utan last kan vara av tre olika slag,

framkorning , varmed avses korning fran
utgangspunkten till under-
skottspunkter .

tomkorning, korningar fran overskotts-

punkter till underskotts-
punkter .

returkorning , korning fran overskotts-
punkt till utgdngspunkt.

Lat oss utnyttja foljande beteckningar

m antalet overskottspunkter,
p antalet underskottspunkter
a. fordonsoverskott i punkt P.

fordonsunderskott i punkt P.

w. antalet framkdorningar fran EL till P.

X. . tomkorningar fran P, till Pj

zZ. antalet returkorningar fran P* till Ek



cl. avstand fran B. 1iII-P. (underskott)
|

c/. avstand fran overskotts punkt (P ) till under-
skottspunkt (P.)

avstand fran overskottspunkt (P.) till depa

Med angivna beteckningar kan problemet formuleras pa foljande
satt,

r P m pZ m \r
min } E Cg]. SowWis 4Z_ 2 CU ' XU +7 / CIJ
i=l j=1 i=l J=1 1=1 j=I
' ZU (2.1)
under bivillkoren
m
AV
w..+ [/ X._.=b 0=1 ++ P) 2.2
ij ~ 1] }
i= i=
P -
E Xij' + F_ Zi]' = a, (i=l .. m) (2.3
i=i 1=1
N W, z.. = S, i=1 o 2.4
/ i] i 1 (=l " (2.4)
j=1 i=I
X. ,, W. z.. > 0 (2.5
ij il iJ "

Problemet ar salunda ett klassiskt transportproblem. Transport-
tablan far det utseende som framgar av tablan pa foljande sida.



FIG. 11.1. Optimala transportrutter 2. Avstand m .m .

Transport
fran till
Lastnings Antal Lossnings Antai
punkt korningar aunkt koérningar
| 6 6 4.

8 2
5
4 10 6 3
10 2
1 2
7 6 8 2

10

1
8 5 5 2
7 2
4 2
9 8 5 2
7 3
8 1

FIG. 11.2. Optimala transportrutter 2. Transportmedels-
behov m.m.



"Unders kotts punkter "

1 2

De strackor som skall ingd i en optimal 16sning erhalls med hjalp
av tidigare presenterade algoritmer.

Sedan strackorna erhallits sker en sammankoppling enligt det
grafiska forfarande som askadliggors av foljande exempel.

Lat oss konkretisera framstallningen med det exempel, vars
forutsattningar framgar av FIG 11.1 resp. FIG . 11.2.

Kartan i FIG 11.1 &skadliggor belagenheten hos de orter mellan
vilka varuleveranser skall ske. Avstanden ar angivna i km. Med
trianglar ar tva "fordonsdepaer" markerade. | depa 1 finns tre
fordon och i depa 2 tva fordon.

FIG 11 .2 anger hur transporter med lastade fordon skall genom-
foras samt vilka fordonskvantiteter som erfordras . Med ledning
av FIG. 11.2 identifieras Overskotts-/underskotts- och balans-
punkter. FordonsoOverskott resp. underskott bestdms. Resultat-
et av detta berdkningssteg framgar av nedanstaende tabla.

116



117

Ankomstpunkt
4 7 9 Bi Bi ai
@ 3
Bl 3 65 (45)
1Ti 2
b2 86 --<62)
- , £\ 2
=
S il 55 % 65
[e>]
b= - | fos 4
S o 08 EC0
5 g8 %
|
|‘ 7
©®@ ' -
6 — 43 83 62
' ro 4
10 52 80 41 96
by 8 ! 8 3 2

FIG. 11.3. Optimala transportrutter 2. Transporttablda med
optimal I6sning. Avstanden &r angivna i km x 10.



Ank Avg. Till

Punkt fordon fordon gangliga Ort

nr med lastimed last fordon
1 8 6 2 med Overskott
4 2 10 —38 med underskott
5 4 — med oOverskott
6 7 — 7 med Overskott
7 5 6 —1 med underskott
8 5 5 0 i balans
9 — 8 —38 med underskott
10 4 — 4 med Overskott

Nar efterfragan av och tillgang till fordonsenheter ar kand kan
en transporttabld uppstallas. Optimering sker med konventionel-
la algoritmer.

Den aktuella transporttablan framgar av FIG 11.3 .1 tablan ar
en I6sning inritad som &ar optimal.

Koérningar med last och utan last skall nu kombineras till optima-
la transportrutter. Det forfarande som tillampades i foregaende
exempel kan inte komma i frdga i detta fall eftersom fordons-
antalet ar bestamt, samt kravet stalls att fordonen skall ater-
ga till utgangspunkten.

For att bilda transportrutter utnyttjas ett grafiskt tillvagagangs-
satt. Detta illustreras av FIG 11.4.

Lat varje ort, inklusive fordonsdepaer representeras av en kva-
drat. Rita med heldragna linjer in antalet lastkorningar mellan
respektive orter. Lastkdrningarna erhalls ur FIG. 11.2.

P& motsvarande satt laggs pilar in, representerande korningar
utan last. Korningarna erhalls ur FIG 11.3. Dessa pilar ritas
med avbrutna linjer.

| den grafiska representationen ritas fardvagarna for de tillgadng-
liga fordonen in. Detta sker genom att linjer som representerar
lastade fordon knyts samman med sadana som representerar for-
don utan last. Denna sammanknytning sker under beaktande av
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FIG. 11.4.1. Optimala transportrutter 2. Rutter for fordon
fran depa B".

A AA

FIG. 11.4.2. Optimala transportrutter 2. Rutter for fordon fran

depa - ansats.

/77
/7 /o

FIG. 11.4.3. Optimala transportrutter 3. Rutter for fordon
fran depa Bl - 16sning.
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fordonsantal och fordonens beldgenhet. Sammanknytningen gors
med streckade linjer.

FIG 11.4.1 illustrerar transportvagarna for bilar som kommer fran
depa B2 och som skall atervanda dit.

Av FIG 11.4.1 framgar att transportvagarna for fordonen i depa
bor vara

B2 - O#8"pP5 - 4 +=10 - 9 Ip4 ™~ 6 - B2resp

B2 -7#8 +5 -4+ 10 - 9+4 =6 - B2

P4 motsvarande satt genomfors berdkningar for fordon som utgar
fran depd B. | FIG 11 .4.2 har de transportuppgifter inritats, som
kvarstar efter det att fordonen fran depd B2 tilldelats transport-

vagar. En sammanknytning av strdckor har d&ven genomforts.

Sammankopplingen av strackor kan bdorja var som helst i figuren .

I FIG H .4.2 har man gjort detta och funnit fyra transportrutter. En
av dessa rutter, markerad med sma tvarstreck, bildar en loop;
fordonet aterkommer inte till depan. Den funna ldsningen maste
salunda modifieras .

Genom ett studium av FIG 11.4.2 finner man latt att loopen kan
elimineras genom en nagot annorlunda sammankoppling i ruta 1.

FIG 11.4.2 illustrerar den l6sning som erhalls nar loopen upp-
16sts .

Resultatet av berdkningarna kan sammanfattas i foljande tabl3,
som visar de enskilda fordonens utnyttjande . Som matt pa ut-
nyttjningen har valts den procentuella andel av total fordons-
stracka, som kors utan last.
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Fordon nr  lransport Korningar % korningar

. ruttens utan last
vid resp. depc langd med last utan last

j 47A

Nr 1 33,6 14,8 31

Bi Nr 2 56.9 a7 152 27
Nr3 54,3 40,4 15,9 26

|
. ! 38,7

89 Nr | 21,9 16,8 43
NF 2 35,1 235 11,6 33

U-6'ei i I 3324 72,3 31

3.3.3  Opvriga tillampningar

Bestamning av optimala transportrutter har sedan lang tid skett
i Sovjetunionen. Kadlec - Vodacek (1968) anger ett flertal sa-
dana tillampningar. Bland dessa kan féljande ndmnas.

Den forsta optimeringen avsag staden Rjasan. Det visade sig
dar att optimala transportrutter kunde bestdammas for 60% av

den del av stadens transportvolym som genomfdrdes med last-
bilar. Optimeringsberdkningen innebar en hdjning av utnyttjande-
graden for fordonen med 17%.

Bestamning av optimala transportrutter har skett for de sovjetiska
jarnvagarna. Karnproblemet har varit att overféra tomma jarn-
vagsvagnar fran 41 regioner till 17 andra. Optimeringsberak-
ningen resulterade i ett minskat transportarbete om 3,5%.

Sedan 1961 sker transport av byggmaterial, tegel, tra, stal

osv, inom Moskva omradet i transportrutter, bestamda pa det
satt som illustrerats. Nar optimeringsforfarandet borjade till-
lampas o6kades fordonens utnyttjningsgrad fran 0,50 till 0,76.

Enligt Kadlec - Vodacek sker bestamningen av optimala transport-
rutter ofta manuellt. Program for datorbearbetning har utarbetats.
Sovjetiska forfattare anger att en 6vre grans for manuell bearbet-
ning ar ett problem med 10 x 200 Overskotts x underskottspunk-
ter.



3.4 Lokalisering av resurser - enprodukttillverkning

3.4.1 Problemet

De tillampningar som presenterats i tidigare avsnitt av denna
rapport har i huvudsak avsett utnyttjande av befintliga resurser.

Aven som hjalpmedel for beslut om lokalisering/dimensionering
av nya resurser har transportmetoderna fatt en vidstrackt an-
vandning. | detta avsnitt, och i ndrmast foljande, skall detta
tillampningsomrade belysas .

Framstallningen baseras , dar inget annat anges, pad Czerwin-
ski (1969), Lesz (1967) och Birman (1962).

Problemstéllning

En enhetlig produkt tillverkas vid ett antal produktions stallen.
Tillverkningskapaciteterna vid vart och ett av dessa ar kanda.

Produktionen efterfragas av ett antal avnamare. Varje avnamares
efterfragan ar kand. Samma &ar forhallandet med deras geografis-
ka belagenhet.

Tillverknings- och transportkostnaden per producerad enhet &r
kand.

Tillverkningskapaciteten kan byggas ut. Detta kan ske pa olika
satt. Belagenheten av de platser dar kapacitetsutbyggnad kan
ske &r kadnda. Dessutom forutsatts att man ager kdnnedom om
de tekniska Idsningar, som kan komma i fraga vid utbyggnaden.

Den tillverknings- och transportkostnad per produktenhet, som
uppkommer om kapaciteten byggs ut i orterna, ar kand.

Problemet ar att bestdmma var den nya kapaciteten skall byggas
ut, samt vilken teknisk l6sning som skall valjas, for att kost-
naderna skall minimeras .



Kontinuerligt fall - 16sning sforfarande

Lat oss med "kontinuerligt fall" avse det fall da kapaciteten i

aktuella orter kan byggas ut kontinuerligt mellan vissa intervall.

M betecknar en mangd punkter, i, i vilka tillverkningskapacitet
finns eller till vilka kapacitet kan lokaliseras. Beteckna med V.

ovre grans for den mojliga kapacitetsutbyggnaden i punkt i.

Det existerar en mangd efterfragepunkter j. Lat oss beteckna

denna mangd med Z. EfterfrAgan i punkt j ar B..

Den rorliga tillverkningskostnaden per enhet i punkt i ar h. och
transportkostnaden for transport av en enhet fran i till j ar k.~

Beteckna fr + k,, med c/.

Variabeln a. betecknar produktionsnivan i ort i. ar flodes-

variabeln.

Forutsatt vidare att den tekniskt mdjliga produktionskapacitet-

en Overstiger efterfragan,
H Vj> 2L B (ni
i €M £z

Antag att behovet inte kan tackas fran ett produktions stalle ,

v.< H B. for i6 M (1.2)
| jez ]
Forutsatt vidare att hela produktionen fran ett visst produktions-

stalle skall transporteras till avhamare,

a. = X.. for i M (1-3)
jéeL z

Problemet &ar att ur M utvalja ett antal produktions stallen samt
ange deras kapaciteter. Detta urval skall ske sa att kostnaderna

minimeras ,
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min K = e

under bivillkoren

j e ! 2.2
iG M
L~ i e M (2.3)
je. z
(2.4)

Problemet ar ett obalanserat transportproblem. Det 16ses med
hjalp av konventionella transportalgoritmer sedan problemet
balanserats genom att en fiktiv sédnka inforts. Jamfor 2.3.2.

De kvantiteter som placeras i fiktiv sdnka motsvarar outnyttjad
del av kapacitetsomradet.

Det bor anmarkas att enhetskostnaden for transport till fiktiv
sanka inte behover ges vardet noll om man inte &r intresserad
av objektfunktionens absoluta varde. Tillrackligt villkor ar

att enhetskostnaden for samtliga fiktiva transporter ges samma
varde.

Heltalsvariant - 16sningsforfarande

| det "kontinuerliga fallet" forutsatts att kapaciteten pa de aktu-
ella lokaliseringsorterna kan byggas ut till en omfattning mellan
0 och V.i .

1 praktiska problem stalls man ofta infér uppgiften att antingen
bygga ut en anlaggning till en viss kapacitet eller ocksa att av-
std helt. Vi kallar detta fall for "heltalsvariant".

Den matematiska formuleringen skiljer sig fran motsvarande for-
mulering for det kontinuerliga fallet genom att bivillkoret (2.3)
far annan lydelse. Bivillkoret kommer att lyda

<. =V. eller 0 i~ M (3)
EZ 0
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Heltalsvarianten kan matematiskt formuleras pa foljande satt,

min K = = = c., X.. 4,1
ife-M | ™~ Z J

under bivillkoren

E x=¢ iz (4.2)
% = W i £ M X,.=0eller !
jfe z 4.3)
X; = 0 (4.4)

Problemet I0ses pa foljande satt. Forst analyseras vilka loka-
liseringskombinationer som fran tekniska utgangspunkter kan
realiseras . Darefter genomfdrs optimeringsberdkningen for varje
sadan kombination. Forfarandet illustreras av foljande exempel.

3.4.2 Tillampningsexempel

| detta avsnitt illustreras med nagra exempel transportalgorit-
mernas anvandning for lokaliseringsproblem.

Exempel 1. Kontinuerligt fall

En viss produkt efterfragas i punkterna zZ*, och Zz~. De kvanti-
teter som efterfragas ar i ordning 150, 50 och 50 enheter per tids-
period .

Produktionskapacitet kan uppbyggas i orterna M”», M”? och .
Kapaciteterna kan byggas ut till 300, 200, 100 och 200 enheter for
tidsperioden.

Kostnaden for tillverkning och transport av en enhet mellan mdjliga
produktionspunkter och avnamare framgar av nedanstaende kost-
nadsmatris



6 5 8
C= 8 5 4
6 10 12
6 8 6

Problemet ar obalanserat. Det balanseras genom att en fiktiv
sanka infors. Enhetskostnaderna for den fiktiva sankan valjs
godtyckligt; satt dem till O.

Transporttablan till problemet far foljande utseende

ij Z1 Z2 Z3 Fikt Vi
M1 6 5 8 0 300
M2 8 5 4 0 200
M3 6 10 12 0 100
M4 6 8 6 0 200
B 150 50 50 550 800

I6sning framgar av foljande tabl3,

Problemet 16ses med konventionell transportalgoritm.

XI] Z1 Z2 Z3 Fikt Vi

M1 100 200 300
M2 50 50 100 200
M3 50 50 100
M4 200 200
B 150 50 50 550 800

)

En optimal

Av losningen framgar att efterfragan tillgodoses om kapaciteten
i byggs ut till 100 enheter under perioden, i M2 till 100 och
i Mg till 50 enheter. Till
laggas .

skall ndgon produktion inte for-
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Exempel 2. Heltalsvariant

En viss produkt efterfragas av fyra avnamare. Dessas efter-
frdgan ar 50, 30, 10 resp 10 enheter under en viss tidsperiod.

Ingen produktionskapacitet ar tillganglig. Det foreligger emeller-
tid mojligheter att bygga ut fabriker i tre olika orter. Fabrikerna
kan utformas enligt tva olika alternativ,

antingen med kapacitet™ 40 enheter, variant A,

eller med kapacitet = 40 enheter, variant B.

Enhetstransportkostnaden samt den rorliga tillverkningskost-
naden for de mojliga kombinationerna framgéar av nedanstaende
tablda. Beloppen anges i 1000 -tals kronor. Produkternas for-
saljningspris ar 30.000 kronor per styck.

4

Lokalisering Variant Rorl Tramsportkost nad
tillverkn 1 2 3
kostn
| A 14 5 2 4 3
B 11 5 2 4 3
1 A 16 1 b 3 2
B 13 1 6 3 2
11 A 12 6 5 4 1
B 9 6 5 4 1
Efterfragan 50 30 10 10

Problemet ar att lokalisera kapacitet och vélja tekniskt alter-
nativ pa ett sadant satt att det totala tackningsbidraget blir
sa stort som mojligt. (Vid den slutliga beddmningen maste
hansyn tas till investeringskostnader; harfran bortses i detta
exempel)

Om vi betecknar kallor med i och sdnkor med j samt teknisk
I6sning (A eller B) med r far objektfunktionen F foljande ut-
seende
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F = (c - k..) xr.
i il il
c = forséaljningspris per enhet
k.. = transportkostnad per enhet
ht* = rorlig tillverkningskostnad per enhet

(5.1)

Infor flode svariabler. Giv dem den indicering som framgar av

nedanstdende tabla.

Lokalisering Variant 1 2 3 4
' A X1 X2 x3 X4
B X5 X6 X7 X8
I A x9 X10 X1l X12
B x13 X14  X15  X16
Al A X17  x18  x19  X20
B X21  X22  x23  X24
Problemet kan nu ge f6ljande formulering
F=25 +28 426 Xg + 27 XM + 25 xg + 28 Xq + 26 X7 &

+ 27 XM 27 Xg+ 29 Xg + 24 XN + 27 X + 28 x12 +

+ 29 X13 + 24 X114 + 27 X + 28 X + 24 x17 + 25 Xig +

+ 26 Xig + 29 x20 + 24 x21 + 25 x22 + 26 %X23 + 29 x24 +

eller

F= 11 x, + 14 x, + 12 X0 + 13 X, + 14 xc + 17 x + 15 x +
1 0 4 0 b /

VA

+ 16 Xg + 13 Xg + 8 xjq + 11

+ 11 x14 + 14 x15 + 15 xlg + 12 x17 + 13 x18 + 14 xig +

9 x21 - 9 x21 - 9 x22 - 9 x23 - 9 x24

14 Xj- 14 x2- 14 x3~ 14 x4 - 11 Xg - 11 x7 - 11 xg -
16 Xg- 16x10 - 16 x41 - 16 x12 - 13 x13 - 13 x14 -

13 x15 - 13 x16 - 12 x17 - 12 x18 - 12 xlg - 12 x2Q -

+ 12 X2 + 16 X3 +
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+ 17 xX20 + 15 X21 + 16 X22 + 17 X23 + 20 X24 (5.2)

Bivillkoren ar foljande

Xl + X2+ X3+X4 7~ 40
X- + Xg + X7 + Xg 40
X9 + X10 + X1 1+X12€40
X13 +x14 +x15 +xI<£40

X17+X18+X19 + X20740
X21 + X22 + %23 + x24%4°

eller 0

eller 0

eller 0

XB+X5 + XO9+x13 + X174 X21 =

X2 + X6 + X10 + x14 + X18 + X22

X3 + X7 + XII+XI5+X19 | o3 =

X4 + X8+X12 + X16 + X20 + X24 =

50
30
10

10

(5.3a)
(5.3b)
(5.4a8)
(5.4b)
(5.5a)

(5.5b)

(5.6)
(5.7)
(5.8)

(5.9)

For att kunna losa problemet maste vi gora klart for oss vilka

kombinationer av lage och tekniskt alternativ som kan komma

i frdga. De sju kombinationer som kan komma i fraga framgar

av nedanstadende tabla.

Lokalisering I
Kombination

1 0
2 >40
3 I >40
4 >40
5 0
6 0
7 0

>40

>40

>40

=40
>40

| tablan anges med = 40 det fall dd den tekniska varianten B

skall utnyttjas. Nar 0 anges kommer variant B inte till anvand-

ning . | stallet utnyttjas variant A.
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De angivna sju kombinationerna tacker forutsattningarna. En
attonde kombination ~>- 40 (=40 , p>-40 tas inte med eftersom
produktionen overstiger efterfragan.

For var och en av de funna kombinationsmdjligheterna genom-
fors optimeringsberakningen. Detta sker med hjalp av konven-
tionella transportalgoritmer. Nedanstaende tabld visar trans-
porttablan for kombination 7. Enhetskostnaderna i tablan ut-
gor koefficienter till objektfunktionens flodesvariabler.

Kallar-"Sanka 1 2 3 4 Till- Vill-
gang kor

I 1,11 %2 "14 Xg,12 4,13 ? — 40

I xXg,13 X10'8 xXUW'n _12'12 ? =40

111 17 ,12 18713 ..19"14 x2 O"17 * <40

Efterfragan 50 30 10 10 100

Om efterfrdgan i sanka 1 tillfredsstalls fran kalla Il erhaller
objektfunktionen maximalt bidrag. Eftersom hogst 40 enheter
far tillverkas i Il maste aterstaende 10 tillverkas nagon annan-
stans. Sker det fran kalla Il maximeras bidraget.

Pa analogt satt bestams hur efterfragan i 6vriga sankor skall
tackas. Maximalt bidrag till objektfunktionen ges om efter-
fragan i sanka 2 tacks ur kalla I, sanka 3 ur kalla Il och sanka
4 ur kalla 111

Malfunktionen far vardet
40’ 13 + 10-12 + 30-14 + 10" 14 + 10*17 = 1370

Resultatet for samtliga sju aktuella kombinationer framgar av
nedanstaende tabell.



Kom- Flode svariabelns varde Objekt-

bina- funktion-
tion ens varde
x 1000
1 Xyg® 20 x22=30 X23 10 x24=10 1650
2 x5=I° xg=30 =x21=40 X23=1° x24=1° 1620
3 =x6=3° XN=10 x8=I° *x13=5° 1630
4 x5=S0 xg=30 X7=10 x20=1° 1530
5 =<2=30 %x13=30 x19=10 X20=1° 1530
6 x21=5° x22=30 x23=1° X24=i0 1600
/ x2=30  *9=40 x17=1° Xx19=I° x20=1° 1370
Fabriker skall sdlunda byggas ut bade i ort Il som Ill. Fabri-

kerna skall byggas enligt teknisk variant B och vardera ges
en kapacitet om 50 enheter per aktuell period.

Exempel 3. Variabla tillverkningskostnader

I foregdende exempel har vi forutsatt att tillverkningskostnaden
per producerad enhet inte paverkas av tillverkningsvolym, sa
lAnge denna befinner sig inom kapacitetsgranserna.

1 detta exempel genomfdrs optimeringen under forutsattning att
tillverkningskostnaderna per enhet fordndras med kapacitets-
utnyttjandet.

Forutsattningarna skiljer sig fran forutsattningarna i exempel

2 darigenom att produktionskapacitetema ur teknisk synvinkel
kan valjas godtyckligt stora samt att tillverkningskostnadernas
storlek forandras kontinuerligt med produktionsvolym.

Objektfunktionen far foljande utseende

F= I (- k) - _Y~ £ 05) (6)
i

Har betecknar c forsaljningspris per enhet, k., enhetstransport-
kostnad och x.j flode svariabel.



L (x.) uttrycker den totala tillverkningskostnaden i fabrik 1.

Ofta approximeras tillverkningskostnaden per enhet, h., pa
foljande satt

hi= _a +b 7

| detta uttryck ar a och b konstanter, som kan faststdllas for
en viss bransch eller tillverkningsteknik.

Infors denna approximation erhaller uttrycket (6) foljande ut-
seende ,

F=H (c-k)x - JZ (@+bx) (8)
ij ] i
Vi antar att fyra kunder efterfragar 15, 20, 25 och 30 enheter
av en vara resp.- Tre olika punkter ar mojliga for lokalisering
av den produktionskapacitet som skall tacka ovan angivna
efterfragan. Problemet ar att avgora var kapaciteten skall
lokaliseras for att vinsten skall maximeras da foljande forut-
sattningar galler.

Nedanstdende tabla anger enhetstransportkostnaden for maojliga
kombinationer leverantor avnamare. Efterfragans storlek an-
ges jamval. | tablan anges i 6vre hogra hornet av varje ruta
index for flodesvariabeln.

Avnam- Leveranser
Nevare fran varje
Leve- N. leverantor
rantor 1 2 3 4
1 5 L 2 2 4 3 3 4 X|
2 1 g8 g7 o8 I
s 9 0411

Leveranser till
varje avnamare 15 20 25 30



Vidare antages att tillverkningskostnaderna kan uttryckas pa
foljande satt

100

10 + for Xj > 0
XT

for Xj = 0

12 + 100 for Xij > 0
X“

0 for Xjj= 0

g+ 100 for Xjjj> 0
1

0 for x 0

Vi konstaterar att enhetskostnaden h. inte ar kontinuerlig. Mal-
funktionen &r diskontinuerlig i alla punkter x» = 0. Olika inter-
vall maste darfor undersdkas separat, pa samma satt som skett

i exempel 2.

De kombinationer som ar mojliga bestams, De ar sju och be-
stams i det foljande alternativ A - G,

Alternativ A

Tillverkning sker i samtliga tre lokaliseringspunkter, dvs x ]> 0
for alla i, (1, Il och IlI)
Om forsaljningspriset ¢ i exemplet antas vara 30 far objekt-
funktionen utseendet

F= (30-5)x1 + (30-2)x2 + (30-4)x3 + (30-3)x4 + (30-1)x5 +

+ (30-6)xg + (30-3)x7 + (30-2)x8 + (30-6)xg + (30-5)x1Q +
+ (30-4)xlL + (30-1)x12 - 10x1 - 10x2 - 10Xg - 10x4 -
- 12x5 - 12xg - 12x? - 12xg - 8xg - 8x1Q - 8xn -

- 8x”™2 - 300.
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F= 156x, + 18x + 16x, + 17x. + 17xc+ 12x% 4- 15x,, +
1 Yo 0 4 o) /

+ 16Xg + 16xg + 17Xjq + 10X~ + 21xi2 " 30°*

Konstanten 300 harrér fran berdkningen av tillverkningskostna-

derna enligt f. (x) = z: h. x. . Denna konstant kallar vi

w, dvs w = 300 for alternativ A.

Alternativ B

Tillverkning sker i punkterna Il och Ill. Programmet enligt
alternativ A kompletteras med villkoret x* + X + X + x» = 0;

w = 200
Alternativ C
Tillverkning i punkterna | och Ill. Alternativ A kompletteras
med Xg + Xg + X™ + Xg = 0; w = 200
Alternativ D
Tillverkning i punkterna | och 1l1. Komplettering med villkoret
Xg+X +XxXNM+x  =0; w = 200
Alternativ E
Tillverkning endast i punkten I1l. Programmet enligt A maste

dad kompletteras med villkoren
Xt ¥ X2+ x3txa=0

x5 FXEt x7t xg =0
Altematfv_F__

Tillverkning endast i punkten Il. Kompletterande villkor &r
Xl +x2+x3+X4=0
Xg + xX10 + xXu + x12 = 0; w = 100
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Alternativ G

Tillverkning endast i punkten I. Kompletterande villkor ar
x§+x8+x7+xgzo

X9 + X10 + X11 + X12 = w = 100

De sju olika programmen l6ses. Den l6sning som fas i det pro-
gram som ger det hogsta vardet pad malfunktionen valjes. Ne-
danstdende tabla visar losningarna till de sju programmen

samt vardet pa malfunktionen for resp I0sning.
I'_ ____________________

Alternativ

Variabel A B C D E F G
11 15
N 20 20 20 20
/\ 25 25
15
x5 15 15 15
20
*6
X 25
*8 30
X9 15 15
20 20
25" _
X11 25 25 25
zO 30
Xz %02
F 1395 1475 1480 1325 1960 1250 1395

3.4.3 Praktikfall 1. Lokalisering av cementfabrik

Den metodik som beskrivits i detta svsnitt har fatt en vid-
strackt anvandning. Speciellt har metodiken utnyttjas vid
analys av lokaliseringsalternativ foér cementindustrin.

Det praktikfall som har presenterats baseras pa Lesz (1967).
Det behandlar cementforsdrjningen i Polen. Endast en del av
undersékningen refereras.
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-~ ~ Mottagore Omréade
@
@ > L o a @ @ %ﬁ <
S 2 > % @ = —Z‘: N E = :g % p=)
nIr S g s X E =2 X e S 2 2 3 E £ 2 TiN ¢~
w p 14 = o K%} = » e < o N = o
° = E 0 =2 T £ T = N = £ &5 ¢« « g <o gang
= 2 “ p - 9 =B =2 o g N 8 S & o
52 v 2 2 2 £ 5 8 § 22 &8 § g § 2
Leverantor 1 2 s 4 s 6 7+ 8§ 9 10 1 12 13 14 15 1§ 17
I. Opolskie ZPC — Opale _ _ _ _ 509 353 513 101 217 507 184 430 232 509 62 252 337 457 342 91 245 757
2. ,Goleszdw” — Gol«.izéw - _ - _ 579 444 604 77 237 636 119 428 297 596 146 381 272 595 393 228 382 314
3. ,,Podgrodzie” — Raciborowice
GOINE oo 667 356 516 289 402 469 367 615 348 527 194 222 525 348 481 111 133 40,3
4.  ,,GoOrka” — Siersza Wodna . . . 500 397 557 39 165 607 39 353 248 549 134 352 197 566 323 216 370 49,8
5. ..Szczakowa-Jaworzno” — Szcza-
kowva 493 381 541 23 147 591 55 360 227 533 118 336 213 550 307 200 354 54,1
.Wizébw” — Boleslawiec _ _ _ _ 667 355 515 289 402 450 367 615 648 526 194 221 525 329 481 112 114 5,9
»Wiek” — Zawviercie................. 459 347 507 43 164 584 89 377 193 499 421 329 247 542 273 203 357 8,6
Efterfragan 10,0 110 89 333 100 110 16,7 84 172 11,7 10,2 380 11,3 10,7 255 232 88 2658
FIG. 12.1. Lokalisering av cementfabriker, Polen.
Avstand, kvantiteter m.m.
n == n -
Mottagare @
£ ® - @ @ o 2 2 2 7
S 2 v = v & X o = = % = 5 < S
i} & = e = £ = < o g £ 2 £ £ 2 £ =g
173 o ] = o < =) Kz = = < = o < = =
2 > = S 2 N ~x o ~ = 2 P N @ N S £
- = =4 K 2 > % s o S > =4 N M %) < =4 K
Leverantor ><s 5§ 3 > £ = £ =z = © 35 & a ] = E N
- -
Chehn . vt . . . . 373 518 571 455 285 742 386 72 352 475 493 538 287 752 253 575 G676
Plechcin . f /=i, 433 62 222 338 395 290 406 433 217 214 314 113 564 284 271 257 251
Kornica . ZA\, ... 264 481 537 466 256 718 388 183 331 365 464 501 418 724 197 581 638

FIG. 12.2 Lokalisering av cementfabriker, Polen.
Orter, dar lokalisering ar mojlig. Avstand



Portlandcement typ "250" tillverkas i Polen vid 7 olika cement-
fabriker belagna inom ett relativt begransat omrade i sydvastra
Polen. Antalet arbetsplatser och centrallager inom landet till
vilka distribution sker direkt fran fabrik ar i storleksordning-
en 2000. Dessa ar fordelade pa 17 administrativa omraden,

till vilka tilldelning sker genom en central plankommitté-.
Tilldelningen till enstaka projekt inom ett omrade skots av

en lokal kommitté-.

Problemet bestar i att lokalisera en utbyggnad av produktion-
en och planera distributionen infor den foljande femarsperio-
den sa att lagsta mojliga kostnader erhalles.

Utgangspunkt for undersokningen ar insamlade data Gver pro-
duktion och tilldelning for tredje kvartalet 1965. Produk-
tionen vid de 7 cementfabrikerna och tilldelade kvantitet-

er till de 17 olika omradena framgar av FIG. 12.1.

Bestamningen av transportavstdnden mellan varje fabrik och
resp avhamaromrade ar ett speciellt problem. Aktuella arbets-
platsers lagen varierar i tiden inom omradet, varfor en upp-
skattning av medelvardet maste anvandas . Sadana uppskatt-
ningar, baserade pa historiska data, ar angivna i avstands-
matrisen, FIG. 12.1.

Transporterna fran fabrik till avnamaromrade sker genomga-
ende pa jarnvag.

En 6kning av produktionen av cementtypen "250" med 1 milj
ton/ar ar planerad. Denna tillkommande produktion tilldelas
de administrativa omraderna i proportion till forbrukningen.
Tre orter ar tankbara som lokaliseringspunkter for nya fabrik-
er. Avstanden fran dessa orter till avnamaromradena framgar
av FIG. 12.2.

Produktionskapaciteten hos en nybyggd fabrik kan valjas till
1,0 milj ton eller 0,5 milj ton per ar. Detta medfor att foljan-
de utbyggnadsalternativ bor undersokas.



)
)
1)
V)
V)
Vi)

NI
N2
N3
NI
NI
N2

1 milj ton

1 milj ton

1 milj ton

0,5 milj ton och N2 - 0,5 milj ton
0,5 milj ton och N3 - 0,5 milj ton
0,5 milj ton och N3 -1 0,5 milj ton

Optimeringsberékningar genomfors for vart och ett av alterna-

tiven | - VI. For att forenkla framstallningen utnyttjas den

indicering av flodesvariablerna som framgar av nedanstaende

tabld. | denna har jamval inforts de cementkvantiteter som

tilldelas de administrativa omradena efter det att kapaci-
teten utbyggts.

Mottagare
Leverantor
Opole .- - _ _ A
Goleszow . B.
Raciborowice . I | S:-
Siersza V.
Szczakowa
Bolesiawiec . F
Zawiercie Q.
Chelm - _ _ . , ,
Piechcin . . . - - [Va
Kornica . . . a/5
Tilldelad
kvantitet

bialostockie

—

35
52
69
86
103
120
337
154

19,4

bydgoskie

104
121
138
155

gdaAskie

w

20

54
71
88
105
122
139
156

17,2

katowickie

106
123
140
157

64,4

kieleckie

107
124
141
158

19,4

Utbyggnadsalternativ !

koszalinskie

108
125
142
159

21,4

j krakowskie

24
41
58
75
92
109
126
143
160

32,4

lubelskie

© N g BAN
w o ©O© N U1 o

110
127
144
161

16,3

iodzkie

©

60
77
94
111
128
145
162

334

olsztynskie

© 4 O BN
SR rRNS

112
129
146
163

22,7

Objektfunktionen antar foljande utseende ,

F =

+

+

+

+

+

509x. + 353x0 + 513x,, + 101x. + 217xc + 507xc + 184x" +

430Xg + 232Xg + 509x™q + 62X + 252x72 T 337x"3

457x

14

+ 342X

+ 91x

15

1b

+ 245x

17

+ 579x

opolskie

113
130
147
164

poznanskie

131
148
165

73,8

rzeszowskie

[N
w

47
64
81
98
115
132
149
166

21,9

szczecinskie

[
S

48
65
82
99
116
133
150
167

20,8

+ 444x

10

19

15
32
49
66
83
100
117
134
151
168

49,5

+

604x20 + 77x21 + 237x22 + 636x23 + 119x24 + 428x25 +

297x2g + 596x22 + 146x2g + 381X3(¢ + 272x"g + 595Xg"+

393Xg8 + 228X

33

+ 382x

34

+ 667x§g + 356X§8+ 516>§7,+

kie

wrociaws

[
(2]

50
67
84
101
118
135
152
169

45,0

138

zielonogorskie

[N
~

102
119
136
153
170

17,0

Summa

515,8
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+ 289x%38+ 402x39 + 469%x40 + 367x41 + 615x42 + 348x43 +

+ 527x44  + 194x45+ 222x46 + 525x4? + 348x48 + 481x4g +
+ IIIX50  + 133x51+ 500x52 + 397x53 + 557xgd + 39x55 +
+ 165x56  + 607x57+ 39x58 + 353x5Q + 248xg0 + 549xgl +
+ 134xg2 + 352xg3 + 197xg4 + 566xg5 + 323xgg + 216Xg7 +
+ 370 xg8 + 493xgg + 381x70 + 541x7l + 23x?2 + 147x?3 +
+ 591x?4 + 55x?5 + 360x?g + 227xyy + 533xy8 + 118x7g +
+ 336x80 + 213x81 +550x82 + 307x83 + 200x84 + 354x8g+
+ 667x86 + 355x87 + 515xQ8 + 289x8g + 402xgQ + 450xgl +
+ 367xg2 + 615xg3 + 648xgd + 526xgg + 194xgg + 221xg? +
+ 525%98 + 329xgg + 481x100 + 112x101+ 114x102 +

+ 459%103 + 347x104 + 507x1Q5 + 43x106 + 164x10? +

+ 584x108 + 89x109 + 377xno + 193xIN + 499xu2 +

+ 421xu3 + 329x114 + 247x115 + 542x116 + 273xN? +

+ 203x118 + 357x119 + 373x120 + 518x121 + 571x122 +

+ 455x123 + 285x124 + 742x125 + 386x126 + 72x12? +

+ 352x128 + 475x129 + 493x13Q + 538x131 + 287x132 +

+ 752%133 + 253x134 + 575Xj35 + 676><j36

Balansvillkoren for leverantorer blir
17

xN = 31,4 3)

i=18

x. = 40,3 3)



i=103
136

Exi

i=120

49,8,

54,1,

5,9,

8.6,

250.

Balansvillkoren for avnamaromraden blir

X1 + x18
X2 + xi9
X3 + x20
X4 + x2i
X5 + X22
X6 + X23
X7 + x24
X8 + X25

X9 + x26

+ X35+ X52 + X69 + X86 + x103 + X120= 19 *4»

+ X36+ X53 + X770 + x87 + x104 + x121 = 21,4,

+ %37 + xX54 +x71 +x88 +:x105 + xi22

= 17,2,

+ %38+ X5b5 + X72 + X89 + Xio6 + X123 =64,4,

+ X39+ X56 + X73 + X90
+ X4 0+ X57 + x74 + X91
+ X41+ %58 + X75 + X92

+ X42+ X59 + X76 + X93

+ X43+ xg0 + x?7 + xg4

+ X107 + X124 = 19°4'
+ %108 + X125= 21 *4"
+ X109 + X126 = 32>4.
+ X110 + X127 = 163"
+ %111 + %128 - 33 ,4,

X10 T x27 T x44 T x61 * x78 * x95 * x112 T x129= 22,7,

X11 * x28 * x45 * x62 T x79 * x96 T x113 * x130~ 198,

X120 ¥ x29 * x46 T x63 * X80

+

Xx97 * X114 * x131= /3.8,

X13 T x30 * x47 * x64 T x81 * x98 * x115 * x132= 21,9,

X

X15 ¥ x32 * x49 * x66 * X83 T X100+XH7+X134

14 ¥ x31 * x48 * x65 * x82 T x99 * x116 * X133~ 20.8,

_ 49,5,

(4)

()

©)

(7)

)

©)

(10)
(11)
(12)
(13)
A1
(16)
(17)
(18)
(19)
(20)
(21)
(22)

(23)
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%16 + X33 + x50 + X67 + X84 + X101 + X118 + X135

45 et

X17 + x34 + X51 + X68 + X85 + X102 + X119 + X136

17,0

Minimera F. Detta genomfdors med konventionella transportalgo-
ritmer.

Utbyggnad salt _ernatrv_II_

Den matematiska formuleringen av problemet fér utbyggnads-
alternativ 1l skiljer sig fran foregaende endast i foljande punk-

ter.
153
a) ekv (8) antager formen X. = 250;
i=137
b) i ekv (9) - (25) ersattes variablerna - Xi36 me<4 variak-
lema x13? -

c) i malfunktionen ersattes termerna fr.o.m. 373x”"3q till 676x"3g

med foljande:

433x137 + 62x138 + 222x13g + 338x14Q + 395x141 + 290x142 +

+ 406x443 + 433x"M4 + 217x443 + 214x™Mg + 314x"M47 + 113x44g +

+ 564x149 4 284x%150 + 271x151 + 257x152 + 251x153.

Pa motsvarande satt uppstalls och l6ses programmen for 6vriga
alternativ.

Vid minimering av objektfunktionen erhalls de varden pa denna
som framgar av nedanstaende tabla. Vardena ar angivna i tusen-

tals tonkm.

134685 FIV

87664
86445 Fv

126080

127310 82326
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Mottagare

Leverantor

ooX e

£0

. Opole..

. Opole

GolesSzOW.......
Raeiborowice
Siersza
Szczakowa.........cceeeeienn,
Boleslawiec..........ccccooeenn.
Zawiercie..

Goleszow...
Raeiborowice.
Siersza
Szczakowa.........ceicinnn.
Boleslawiec
Zawiercie
Piechcin..........

Raeiborowice.
Siersza
Szczakowa....
Boleslawiec
Zawiercie .
Kornica.......vene.

Goleszow...
Raeiborowice.....................
Siersza
Szczakowa...
Boleslawiec.

Zawiercie
Chelm
Piechcin. ...

GoleszOW....
Raeiborowice.............
Siersza
Szczakowa.....
Boleslawiec........ec.
ZawiercCi€.....o.
Chelm
Kornica.....ooo.

Raeiborowice
Siersza
Szczakowa..........ccccveeennnn.
Boleslawiec....
Zawiercie
Piechcin

Kornica.......ven.

FIG. 12.3
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Lokalisering av cementfabriker, Polen.
Optimal transportplan for undersdkta alternativ
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Om alternativen rangordnas fran samsta till basta alternativ
(med avseende pa transportarbetets storlek) fas foljande ord-

ning I, 1L v, v, 11, VL
Lagst varde har malfunktionen for alternativ VI. FIG. 12.3

redovisar optimal transportférdelning for de olika utbyggnads-

alternativen .

Vid det slutliga valet av utbyggnadsalternativ maste hansyn
jamval tas till skillnader i fraga om tillverkningskostnader
och transportkostnader. For detta andamal utnyttjas i under-
sOkningen ett approximationsforfarande . Detta forfarande
baserades pa den optimering som presenterats.

3.4.4 Praktikfall 2. Lokalisering av byggnadskeramisk
industri

Som ett led i planeringen av Sovjetrepubliken Kazachstans ut-
veckling har en utredning rdrande lokalisering av viss bygg-
materialindustri utforts. Utredningen har gjorts av Institut-
et for byggnadsekonomi och det statliga institutet for projek-
tering av byggnadsmaterialindustri, Giprostroimateriali.

Lokaliseringsutredningen ar beskriven i Birman (1962). Fol-
jande framstallning baseras pa denna kalla.

| Kazachstan fanns vid utredningstillfallet ingen industri for
tillverkning av byggnadskeramiska produkter. Dessa maste
importeras fran andra delar av Sovjetunionen. Med den pla-
nerade utvecklingen av byggnadsverksamheten under aren
1960-80 skulle behovet av byggnadskeramiska produkter
stegras hogst avsevéart. Att som tidigare tillfredsstalla be-
hovet med import skulle medféra utomordentligt hdga transport-
kostnader. En lokalisering av byggnadskeramisk industri till
Kazachstan befanns darfor motiverad.

Malet for utredning var att finna en optimal lokalisering av
fabriker for tillverkning av fem byggnadskeramiska produkter,
fasadplattor, golvplattor, vaggplattor, ror och sanitetsgods.
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Har presenteras kortfattat den delutredning som avser keramiska

ror.

Utgangspunkt for berakningarna ar den planerade tilldelningen
av keramiska ror till 15 administrativa omraden. Planer fore-
ligger for aren 1965, 1970, 1975 och 1980.

Bestammande vid dimensionering av keramisk industri ar brann-
ugnarnas kapacitet. Detta innebar att fabrikernas kapacitet

inte kan varieras kontinuerligt, utan maste bestammas som mul-
tiplar av ugnskapacitet. For produktion av keramiska ror utnytt-
jas ugnsenheter med kapaciteten 28 000 ton/ar.

Modojliga platser for lokalisering av keramisk industri har in-
venterats . Harvid har tillgdngen till ramaterial, energi och
vatten samt transportvagar varit utslagsgivande.

Lokaliseringsinventeringen har resulterat i att keramiska fab-
riker, fran teknisk synpunkt, kan placeras i 17 orter.

De primaruppgifter som insamlats vid optimeringsberdkningens
borjan & sammanstallda i FIG. 13.1.

Tabellens rader anger samtliga de lokaliseringsmaojligheter som
inventeringen resulterat i. | den man behovet i begransad om-
fattning (<C c:a 12000 ton per ar) Overstiger jamna multiplar
av 28000 ton avstar man fran att bygga ytterligare en produk-
tionsenhet. | stallet importeras produkterna. "Importkallan™
aterfinns pa den sista raden.

Kolumnerna i tabellen avser de femton administrativa omradena.
Den planerade tilldelningen av ror till de olika omradena an-
ges for aren 1965, 1970, 1975 och 1980.

Den sista kolumnen utgor en fiktiv sdnka. Till denna fors de
kvantiteter som inte efterfragas; den motsvarar outnyttjad kapa-
citet hos kallorna. Berakningen av de kvantiteter som tillfors
den fiktiva sankan sker pa foljande satt.
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For 1965

Den planerade tilldelningen till de administrativa omradena,
efterfragan, uppgar till 82 000 ton. Uppbyggs kapacitet pa

samtliga de platser dar det ar mojligt erhalls en total kapa-
citet om 476 000 ton.

Nagon import ar inte aktuell i detta fall eftersom en utbygg-
nad av tre enheter om 28 000 ton tillfredsstaller efterfragan
och eftersom den outnyttjade kapaciteten endast uppgar till
2 000 ton per ar.

Till den fiktiva sankan overfors salunda outnyttjad kapacitet
476 000 - 82 000 = 394 000 ton.

For 1970

Efterfrdgan uppgar detta ar till 232 000 ton. Den kapacitet
som kan byggas ut ar 476 000 ton.

| detta fall konstaterar vi emellertid att import maste till-
gripas. Om 8 produktionsenheter om 28 000 ton byggs ut
erhalls en kapacitet om 224 000 ton, vilket med 8 000 ton un-
derstiger vad som erfordras. Byggs & andra sidan 9 enheter
ut uppkommer en outnyttjad kapacitet om 20 000 ton. Da
detta inte kan accepteras tillgrips importalternativet.

Till den fiktiva sankan kommer salunda att foras 476 000 +
+ 8 000 - 232 000 = 252 000 ton.

P4 motsvarande satt berdknas den outnyttjade kapaciteten for
aren 1975 och 1980.

| FIG .anges enhetskostnaden fritt resp administrativa omrade,
dvs den avser "sjalvkostnad" + transportkostnad. Som papek-
ats i annat sammanhang skall enhetskostnaderna i den fiktiva
sdnkan vara desamma for samtliga transportvégar. Det véarde
som valts ar 10.
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For vart och ett av aren 1965, 1970, 1975 och 1980 genomfors
en optimerings berdkning. Detta sker med konventionella trans-
portalgoritmer. En optimal 16sning, avseende ar 1970 presen-

teras i FIG. 13.2.

Av l6sningen finner vi att mojlig produktion i kéllorna A, F,
G, M och R i dess helhet levereras till avhamare, reella
sankor.

Kapaciteten i kallorna B, H och P kommer inte att utnyttjas
alls; hela den méjliga produktionen transporteras till den fik-
tiva sankan. Dessa lokaliseringsmgjligheter beaktas inte i
fortsattningen. Samma ar forhallandet med importaltemativet.

For ovriga kallor kan man inte dra motsvarande slutsatser,
eftersom de inte ger heltalslésningar; kapaciteten kommer att
utnyttjas endast i viss utstrédckning.

Problemet 16ses genom att man provar sig fram med sddana
lokaliseringsmojligheter som inte ar heltalslosningar. For-
farandet illustreras i det foljande.

Vi forutsatter att utbyggnad inte sker av sadana fabriker vars
kapacitet i priméarlésningen endast utnyttjas i ringa utstrack-
ning . Kéllorna I, J, K och O ar salunda inte aktuella

Vi forutsatter att fabriker byggs ut, vilka i primarlésningen
inte har ndgon ledig kapacitet. Dessutom forutsatter vi att
fabrik byggs i E eftersom kapacitetsutnyttjningen i primar-
I6sningen ar hog. Den totala kapaciteten blir dd 168 000 ton
per ar. Da efterfragan ar 232 000 ton maste ytterligare tva
fabriker byggas. Dessutom maste 8 000 ton importeras.

De orter som &ar aktuella for lokalisering a C, D, L och N.
Primarlosningama for aren 1975 och 1980 visar att det ar anda-
malsenligt att placera en fabrik i orten N. Det ar darfér moti-
verat att forutsatta att en fabrik lokaliseras dar aven i var
16sning.
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Vi kan salunda forutsatta att kapacitet byggs ut pa sju platser.
8 000 ton maste importeras medan 28 000 ton skall produceras ,
antingen i ort C, D eller L. Dessa alternativ bendmnes vari-
ant C, D och L.

For var och en av dessa varianter upprattas en transporttabl3,
varefter optimeringsberédkningen genomfors med hjalp av trans-
portalgoritm. Transporttablan for variant D framgar av FIG. 13.3.

En optimal 16sning till variant D presenteras i FIG. 13.4.
Objektfunktionens varde blir i detta fall 6 405 milj Rbl.

For varianterna C och L genomfors motsvarande berékningar.
Objektfunktionerna blir i dessa fall 6 433 milj Rbl resp 6 580
milj RbI.

Den formanligaste varianten ar salunda variant D.

Vi har hitintills forutsatt att kapaciteten hos de enskilda
fabrikerna begransas till kapaciteten hos en brannugn. Det
ar emellertid tekniskt mojligt att bygga flera ugnsenheter
pa samma ort. Denna variant maste darfér ocksa underso-
kas . Harvid genomfors berdkningarna med den teknik som
presenterats .

Nar man skall bedéma hur produktionsresurserna skall byggas
ut ett visst ar maste man beakta aven framtida forhallanden.
Detta innebar att man inte kan basera sitt beslut enbart pa opti-
meringsberakningar for det aktuella aret. Man maste aven ta
hansyn till optimeringsberakningen for 6vriga undersokta ar.

Den losning som man efter sddana overvaganden stannat for
framgéar av nedanstdende tabla.



(Keramiska ror
Jjx 1000- ton

Lokaliseringspunkt

1970 1
1975 T.
1980 r

Lo
e}
[=2]
—

82 232 265 279
AliMa-ATa . . A 28 28 28 28
CeMHngjTaTHHCK b —  — 28 28
UejiHHorpaA F 28 56 56 56
KoKweTaB Q — 28 28 28
Aktk)6hhck J. — 28 56 fA
MuMKeirr H 28 28 28 28
KaparaH/ta R — 56 56 56
Aiirpeii  (yadewc
CcCP) s — 8 —
Summa 84 232 280 280

3.4.5  Ovriga tillampningar

I Mathematische Methoden zur Standortbestimmung (1968) ges
en beskrivning av hur optimeringsmetoder tillampas for lokali-
seringsproblem .

Judin - Golstein bdrjade 1959 utnyttja transportmetodema for
16sning av lokaliseringsproblem. Sedan dess har optimerings-
metoder i allt storre utstrackning bdérjat anvandas i de socia-
listiska landerna som underlag for lokaliseringsbeslut.

De forsta optimeringarna av storre omfattning som utnyttja-
des i praktisk planeringsverksamhet avsag lokalisering av
olika byggmaterialindustrier.

Framgangen med dessa optimeringsberakningar medforde att
Sovjetunionens plankommission 1966 lat genomfora lokalise-
ring sunders 6kningar for ett 20 - tal verksamhetsomraden. Har-
igenom har optimeringsberdkningarna kommit att integreras i
Sovjetunionens langsiktiga planering.

Bland konkreta tillampningar i de socialistiska ldnderna kan
anges foljande.



Zurkowski (1964) har redovisat en lokaliserings berakning for ce-
mentindustrin i Polen. Den avser behovliga produktionsresurser
1980. Zurkowski har beaktat méjligheterna att substituera olika
cementkvaliteter. Eftersom de olika kvaliteterna har olika kapa-
citetsansprak kommer problemet att bli ett allmant transportpro-
blem; jamfor avsnitt 3.2.

Niemczynow (1961) beskriver metoder for optimal lokalisering
av cementindustri i enskilda Sovjetrepubliker.

Zeilikowitz, Abuchov (1964) redogér for hur optimeringsmetoder ut-
nyttjats for lokaliseringsbeslut som avser resurser for virkes-
forsorjning, inredningssnickerier och betongelement.

Mirotin har i tidskriften Awtomobilne Dorgi 1964/12 beskrivit
hur transportalgoritmer utnyttjats for lokaliseringsbeslut vid
byggande av vagen Volgograd - Karniszin.

Problemet var att pa ett optimalt satt valja grustakter och upp-
stallningsplatser for krossverk. Berdkningen resulterade i avse-
varda besparingar i forhallande till den 16sning som tidigare
presenterats. Salunda kunde medeltransportavstandet for grus
minskas fran 17,7 km till 14,7 km. Kross produkternas medel-
avstand minskade fran 35,9 km till 29,1 km.

En liknande undersdkning har genomforts for Leningradomradet,
Denna undersokning har redovisats av Selezniewa (1965). Un-
ders6kningen resulterade i en prioritering av hur grustakterna

skulle utnyttjas samt att transporterna skulle ske med bat.



35 Lokalisering av resurser - flerprodukttillverkning

I foregaende avsnitt behandlades det fall da endast ett pro
duktslag tillverkas/efterfragas. Problem rorande lokalisering
av produktionsresurser for tillverkning av ett flertal produkt-
slag behandlas pa likartat satt.

I detta avsnitt skall vi belysa hur lokaliseringsproblem som
ber6r flerprodukttillverkning kan behandlas. Ett tillampnings-
exempel presenteras dar forutsattningarna ar nagot mer kom-

plicerade an i den inledande presentationen.

Framstallningen baseras pa (Finkelstein) , Optimala planerings-
metoder (1965).

3.5.1 Problemet
Proble mstéallning

| ett antal orter efterfragas vissa produkter. Orternas belagen-
het och efterfragans storlek for resp produkter ar kand.

Mojligheter foreligger att tillverka produkterna pa ett flertal
orter. Granserna for den moéjliga kapacitetsutbyggnaden &ar
ka&nda.

Det forutsétts vidare att tillverknings- och transportkostnader-
na per enhet av de aktuella produkterna ar kanda.

Problemet ar att forlagga tillverkningen till sddana orter att
totalkostnaderna minimeras .

Matematisk formulering

| orterna A.; (i=l, ... m) efterfrdgas vissa kvantiteter av pro-
dukterna P.k; (k=I,2 ... '\?). Den efterfragade kvantiteten av
produkt Pk i ort A ar b
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Forutsattningar att tillverka produkterna foreligger i orterna A™

Tillverkningskapaciteten for produkt P,K I ort A., betecknas med
1

En ort kan upptrada som saval kalla som sanka. Nar den be-
traktas som kaélla betecknas den A . Nar den betraktas som
sdnka betecknas den

Med c.. (k) betecknas tillverknings- och transportkostnaden for en
enhet av produkt , nar denna tillverkas i ort A* och transporte-
ras till ort Aj .

K

Beteckna transporterad kvantitet av P, -fran A.itlll_-A. n_ne%

Problemet kan formuleras pa foljande satt

m mm m
min E = ,ZI_ a_ 7 Cq (k) X (k) a.1
I

i=l j=I k=

under forutsattning att kapacitetsgransema inte skall 6ver-
skridas ,
m
X,,N) N ain Gi=l .. m k=Il, ..n

1=1 a-2
och under forutsattning att hela efterfrdgan i varje ort skall till-

godoses

m

X..(k) =b.(k) - o le—
Z N : G=1 .. m; k=I, ..n)

i=I 1.3)

samt att

(kI

X. ~ 0 =1 .. m;j=I .. m; k=l .. n) (1.4)



Losning

Problemet ar ett obalanserat transportproblem. Det 16ses med
konventionella transportalgoritmer. Innan detta kan ske maste
problemet emellertid omformuleras. Dels sker detta genom att
problemet gors balanserat; detta dstadkoms genom att en fiktiv
sanka infors. Dels sker det genom att enhetskostnaden for s&-
dana transportforbindelser som inte kan existera ges ett mycket
hogt varde .

3.5.2 Tillampningsexempel

Forutom vad som angivits i ovanstaende matematiska formule-
ring galler foljande.

For transporterna mellan de enskilda orterna utnyttjas en en-

hetlig fordonstyp. Kostnaden att transportera ett tomt fordon
fran A. till A. ar c.. " kr per enhet av fordonets lastkapacitet

i J H
(ton).

Problemet ar att forlagga tillverkningen pa ett sddant satt att
totalkostnaderna minimeras , nar jamval kostnaderna for tom-

korningar beaktas.

Detta innebar att objektfunktionen (1.1) forandras. Den far fol-

jande utseende

I r|1_ c..(k)xfk a.1

1] 1)

Utover bivillkoren (1.2) och (1.3) galler vissa villkor for for-
delningen av transportresurserna. De transportresurser som
utnyttjas for leverans till en ort A. fristalles dar och utgor en
kalla av fri transportkapacitet enligt

n m
(k) (kb= —— © i=] 2 (1.5)
(b . X. g=1,2, ..m

k=I X‘D 1=1

Vidare galler for en ort A. att den dar tillverkade méangden,
minskad med den inom orten forbrukade mangden, fordrar vissa
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transportresurser enligt

n RO (0) .
Z ij = i er- i '
k=l = T Il

N

j=I

G=1,2, .. m 1.6
P& grund av den valda indiceringsprincipen att transporterna all-
tid ar riktade fran Ai till AI galler att

X (=L2, .. m j=L2, .. m k=L2, .. n) (1.4
Av det ovan sagda framgar att i det totala problemet ingar ett
delproblem, dar det galler att fordela frigjorda transportresurser
pa ett optimalt satt. Av villkoren (1.5) och (1.6) framgar att
vissa orter utgor kallor av frigjord transportkapacitet, medan
andra orter utgor sdnkor med ett behov av transportresurser.

Forutsatt att tva olika produkter resp P efterfragas i
de fyra orterna Ad......... A4. Produkterna kan tillverkas i en
eller flera av orterna A* ... A4

De efterfrdgade kvantiteterna under aktuell period framgar av
nedanstaende tabla. Av denna framgar aven ovre grans for pe-
riodens produktion, kapacitet, i de enskilda orterna.

Efterfragan Kapacitet
Ort b1-<>> bi- ) a. 1) a, ()
Al 80 100 100 70
A2 50 90 100 100
A3 30 60 50 70
Ad 100 50 50 250

Den rorliga tillverkningskostnaden och transportkostnaden per
ton framgar av nedanstaende tabla.



Leve Mottagare
p(> .
rantor Aj % At na
30 25 A\ 0 30 61 46
35 30 a2 30 0 38 50
A 60 ab 61 38 0 52
100 35 ar 46 50 52 0

Transporterna sker med fordon av enhetlig typ. Forflyttning av
tomt fordon mellan och -k ar férenat med vissa kostna-
der. Dessa framgar av nedanstaende tabld, dar vardena avser
kostnad per enhet (ton) av fordonens lastformaga.

Mottagare
Leverantor Al A A, »a
At 0 21 55 41
al 27 0 34 45
Ai 55 34 0 47
ad 41 45 47 Q

Problemet ar ett flerstegs transportproblem. Det innehaller tva
delproblem, dels lokalisering med avseende pa tillverknings/
transportkostnader och dels med avseende pa kostnader for kor-
ning med tomma fordon.

For 16sning av flerstegsproblem har dels approximationsmetoder
utarbetats och dels exakta metoder. Jamfor avsnitt 2.3.3. Pro-
blemet 16ses har med badda dessa metodtyper.

Approximationsforfarande

| detta fall betraktar vi tillverkning/transport som ett isolerat
problem. Vi soker en optimal 16sning for de tva produkttyperna.
En sadan l6sning for produkttyp P\f12 resp P\?Z) framgar av nedan-
stdende tablder. Av dessa framgar att kapaciteten for P bor
byggas ut (utnyttgas) endast delvis i ort A: Samma ar forhallan-
det for produkt P" "i ort A* och ort A™. | ovrigt skall kapacitet-
en byggas ut helt.
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Leverantor
100
4" 100
Af 50
4P 50
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Mottagare Mottagare
N<P ¥ (1) (1) (1) " .
1 - Leverantor A @
80 50 30 100
100 90 60
ou 60 01
(80 (20) Af 70 25 55 86
65 é’sé; 73 85 (70)
50
101 ( 78) 40 ( 92) Af 100 60 30 68
(30) (20) (10) (90)
146 150 152 100 Af 70 121 98 60
(10) (60)
Af 250 81 85 87
(20)

Losningen pa problemet ar nu att disponera de fordon som ut-
nyttjas enligt tablderna pa ett sadant satt att kostnaderna for
korning med tomma fordon minimeras .

Fordon som utnyttjats for leverans till en viss ort blir disponibla
for andra transportuppgifter. Den del av den i orten tillverkade
mangden som inte forbrukas inom orten kraver vissa transportre-
surser. | den utstrdckning disponibla transportresurser i orten
Overstiger de erforderliga uppkommer ett fordons dverskott i
orten. | annat fall uppstar ett behov.

Appliceras de namnda sambanden pa vart problem erhalls det
resultat som framgar av nedanstdende tabla.

Ort Efter- —  Tillverkn Overskott Behov
fragan av tomma
fordon i
Al (80+100) -  (100+70) 10
a? (50+90) (100+100) 60
A3 (30+60) (50+60) 20
Al (100+50) -  (10+70) 70

De framréknade vardena representerar tillgang och efterfragan
av tomma fordon pa de enskilda orterna.

50

71

80
112

35
(50)
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Optimeringen av tomkoérningama genomfors pd konventionellt
satt. Foljande transporttabld anger en optimal 16sning.

Mottagare
Leverantor (0 ~A{0)
60 0
A 10 (1207) %

A 70 (5453 (2407)

Approximationsforfarandet leder fram till en I6sning vars objekt-
funktion F har vardet 29 440.

3 4 4
F=2. 21 21 c.WaW:=
k=0 i=I =2 1 1

(27 - 10 + 45- 50 + 47 - 20) + (30 -80 + 35 > 50 + 40 * 30 +
76 . 20 + 85+ 50 + 92 * 20 + 100 - 10) +(25 - 70 + 60 " 10 +
81* 20 + 30* 90 + 60* 60 + 35* 50) = 3 460 + 13 960 +
12 020 = 29 440;

+

+

+

Simultanforfarande

Det i avsnitt 2.3.3 beskrivna "simultanforfarandet™ ger en
exakt 16sning till problemet.

Vart problem kan stallas upp i en transporttabld av det utseende
som presenterats i avsnitt 2.3.3. Harvid beaktas

dels att tillgdngen till tomma fordon i ort A. Overens-
stammer med efterfrdgade kvantiteter i orten

a () - 00 (i=i .. m)
1 k=l 1

dels att efterfrdgan pa tomma fordon i ort A* Gverens-
stammer med tillverkningskapaciteten i orten
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©) = QY .
b a. G=1 »+ m)

Var transporttablda kommer da att f4 foljande utseende ,

Mottagare

Leverantor

I de rutor som lamnats tomma infors enhetskostnader M, mycket
hoga kostnader.

Problemet 16ses med utnyttjande av konventionella transport-
algoritmer. | var transporttabla har en optimal 16sning angiv-
its .

Vi konstaterar att enligt denna l6sning bor kapaciteten utbygg-
as (utnytt'éas) helt for produkt P i orterna A._ Aé) och A. . For
produkt Pv * boér utbyggandet (utnyttjandet) ske till 100% en-
dast i ort Aj. | Ovrigt bor kapacitetsutbyggnaden (-utnyttjandet)
ske endast i begransad omfattning.

Den exakta losningen ger objektfunktionen F vardet 27 600.
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-1 Wi

=0 i=l j=I

F=0+170+ 27 +10+ 0+ 140+ 0- 150+ 0 * (40 + 10 + 30 +
+ 150) + 30+ 80+ 76 * 20 + 35+« 50 + 85 - 10 + 40 + 30 + 92-
20+100 * 50+25* 70 + 30*90 + 60 *40 + 81 *30 + 87’
20 + 35+ 50 = 27 600;

Objektfunktionen kommer salunda att fa ett varde som ar 6,25%
formanligare an om den approximativa metoden utnyttjats for
lokaliseringen,

3.5.3  Ovriga tillampningar

Barbakadze (1965) har presenterat en modell for lokalisering av
betongelementindustri.

Denna modell har utnyttjats vid lokalisering av elementfabriker
i Vitryska republiken.

Modellens uppbyggnad kan kortfattat beskrivas pa foljande satt.

Betongelementbehovet ar kant for planperioden. Salunda kanner
man till vilka kvantiteter av forekommande elementtyper , k, som
efterfragas i de enskilda orterna j. Beteckna kvantiteterna med

Mojlighet att bygg% ut kapacitet foreligger pa i orter. Kapaci-
teten, uttryckt i m betongelement per planperiod, betecknas a. .

Enhetskostnaden for tillverkning i resp tillverkningsort samt
transportkostnaden till mottagare ar kand for varje elementtyp.

Beteckna enhetskostnaden med c.. (k) :
i

© Problemet 4r att bestdmma

Beteckna flodesvariablerna med X,
1
produktionsvolymen for varje elementtyp vid de enskilda produk-

tionsstallena. Beteckna produktionsvolymen med vy,

Problemet kan formuleras pa foljande satt,



min F =
i=l k=l

under bivillkoren

=1

Problemet kan uppfattas som ett tvastegs transportproblem. Det
forsta steget bestar i en fordelning av tillverkningskapaciteten
pa elementtyper. Det andra steget utgors av fordelning av element-

Z

typer till avnamare.

(j:

(i=I

13

. n; k=1

(yk ™ o

p)

. p)

2.1

(2.2

(2-3)

(2-4)

(2.5
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4 PRAKTIKFALL

| de tva foregaende kapitlen beskrivs MP- metoder och till-
lampningar inom byggtransportomradet i socialistiska lander.

Flertalet av de presenterade tillampningarna avser problem

pa en hog niva - nationell och regional. Den studerade littera-
turen ger fa exempel pa tillampningar pa foretags- och objekt-

niva. | den anglosachsiska litteraturen ar forhallandet det mot-

satta .

De metoder som presenterats ar sjalvfallet agnade som hjalp-
medel for beslut pa alla nivaer. For att illustrera hur metoder-
na kan tillampas pa foretagsniva har en praktikfalls studie genom-

forts .

Denna studie avser distribution av mineralulls produkter. Rock-
wool AB i Skdvde har valvilligt lamnat underlag foér denna under-

sokning .

| detta kapitel redovisas huvuddragen av den studie som genom-
forts. Huvudvikten i framstallningen laggs pa metodfragorna.

De erhallna resultaten presenteras oversiktligt.
4L Syftet

Malet for undersokningen ar att ge en bild av hur de matematiska
metoder som tidigare beskrivits kan utnyttjas pa foretagsniva.
Harvid laggs sarskild vikt vid tillampningar pa transportplane-
rings problem .

Som tidigare namnts kan inte transportfunktionen inom ett fore-
tag betraktas isolerad. Darfér maste funktionens inverkan pa och
beroende av andra funktioner inom foretaget beaktas. Under-
sokningen belyser dessa forhallanden. Begreppet transportpla-
nering ges salunda en vidstrackt innebord.



42. 'Verkligheten

Inom Rockwool AB sker mineralullstillverkning vid tre fabriker.
Dessa ar beldgna i Héassleholm, Skdvde och Gimo. Foretagets
huvudkontor &r forlagt till Skodvde.

Mineralulls produktionen omfattar ett 20- tal produktgrupper,
latta skivor, tunga skivor, byggmattor, rérskalar osv. Inom
dessa produktgrupper forekommer en méngd dimensions- och
volymviktsvarianter.

Utgangsmaterial for tillverkningen ar diabas och kalksten.

Dessa ramaterial, blandade med koks, tillfors en smaltugn
dar materialet smalts vid ca 2000° C.

Smaltan o6verfors till spinnkammare dar den omformas till
mycket tunna fibrer. Vid spinningen tillfors plast. Den plast-
behandlade fibermatta, som utgor spinnprocessens slutprodukt ,
hardas i en hardkammare , varefter tillskarning, ovrig bearbet-
ning och emballering sker.

Tillverkningen sker vid ett antal parallella linjer. Med nagra
undantag kan samtliga férekommande produktgrupper fram-
stallas pa alla tillverkningslinjer.

Fabrikernas tillverkningskapacitet bestams i forsta hand av an-
talet tillverkningslinjer. Skoévdefabriken omfattar sex, Gimo-
fabriken tre och Hassleholmsanlaggningen tva sadana linjer.

Tillverkningskapaciteten paverkas sjalvfallet av i vilken ut-
strackning flerskiftsdrift forekommer. For samtliga fabriker
galler att arbetet kan bedrivas i en - tva eller treskift. Moj-
lighet foreligger att inom varje fabrik tillampa olika skift-
alternativ for de olika tillverkningslinjerna. Omstallning av
ett driftalternativ till ett annat kraver en tidrymd om 1-5
veckor.

Produktionen &r nastan helt orderstyrd. Endast i mycket be-
gransad omfattning forekommer produktion till lager. Den lag-



ring som forekommer &r i huvudsak produktionsbetingad; produk-
terna kraver en avsvalningstid om ca 1 dygn.

Foretagets forsdljningsorganisation tdcker hela landet. Detta
ar indelat i 70 forsaljningsdistrikt, som sammanfaller med
Arbetsmarknadsstyrelsens A-regioner. Inom varje distrikt
svarar en eller flera aterforsaljare for viss forsaljning och
for orderupptagning.

Mineralulls produkterna ar skrymmande och déarféor mindre lampa-
de for lagring. Leverans sker darfor i stor omfattning fran fab-
rik direkt till kunderna - huvudsakligen byggarbetsplatser.
Viss leverans forekommer dock fran aterforsaljares lager och
fran foretagets distributionslager i Stockholm, Go6teborg och
Malmo. Direktleverans sker av ca 75% av forséljningsvolymen.

Transport av mineralulls produkter sker huvudsakligen med last-
bilar. Till de nordligaste distrikten, distributionslagren samt
till vissa aterforsaljare sker transporterna med jarnvag.

Den utnyttjade fordonsparken bestar till sin huvuddel av kon-
trakterade specialbilar.

43.Problemstéllningar

I samband med fOretagets transportplanering aktualiseras en
rad problemstallningar. Detta kan illustreras av nedanstaende
uppstallning. | denna har problemexemplen klassificerats
med hansyn till hur langt bort i tiden motsvarande problems
planeringshorisont ar belédgen i

Plan_period_ Ejeempel_pa_problem_

Mycket lang (5-20 ar) Lokalisering av nya produk-
tionsanlaggningar.

Lang (1-5 ar) Utbyggnad av befintlig kapa-
citet.



Kort (1 vecka - Bestamning av driftform - en-
1ar) skifts/flerskiftsdrift. Bestam-
ning av transportkapaciteter.

Mycket kort (~ 1 vecka) Fordelning av tillverkningsorder
pa de enskilda fabrikerna. Be-
stamning av belaggningen pa
produktionslinjerna.

Det ligger utom ramen for denna studie att genomfdra en bredare
analys av problemstallningar som kan uppkomma. Darfér kommer
vi har endast att narmare belysa nagra problemstallningar, som
har betydelse for forstaelsen av den fortsatta framstallningen.

Lat oss forst belysa ett problem med mycket kort planperiod.

Om man betraktar en kortare period kan fabrikernas produktions-
kapacitet inte O0kas. En betydelsefull uppgift ar att fordela orderna
fran de olika forsaljningsdistrikten pa fabrikerna. Denna fordel-
ning skall genomféras sa att totalkostnaderna minimeras . En sa-
dan kostnadsminimering avser inte enbart en minimering av trans-
portkostnaderna; aven tillverkningskostnaderna maste beaktas.

En annan problemstéallning med mycket kort planperiod ar foljande .
Nar man vid en tillverkningslinje overgar fran en produkttyp till

en annan uppstar omstallningskostnader. Vid byte av produkt

inom samma produktgrupp ar dessa kostnader relativt sma. Over-
gang fran en produktgrupp till en annan medfér relativt Stora kost-
nader; dessa kostnader ar aven beroende pa i vilken ordning pro-
duktgrupperna tillverkas .

Ett produktions planerings problem &r att bestamma tillverknings-
seriernas langd och inbordes placering. | samband med plane-
ringen bor man O6vervéga vilken betydelse transporterna har

for serielangden. Kan det salunda i en konkret situation vara
motiverat att oka transportavstanden for att fa storre serielangd-

er?
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Av problem med kort planperiod kan foljande exemplifiering ges.

Tillverkningskapaciteten kan forandras genom att man gar dver
fran en driftform till en annan. Transportkapaciteten kan for-
andras genom forandring av antalet transportfordon. Ett vik-
tigt problem ar att i olika efterfragesituationer dimensionera
och fordela tillverknings- och/eller - transportresurser pa

ett sadant satt att kostnaderna minimeras .

44 Modeller och l6sningar

Vid optimeringsberédkningar har modellkonstruktionen en av-
gorande betydelse. En forutsattning for att ett reellt optimalt
resultat skall kunna erhallas ar att man lyckas konstruera ma-
tematiska modeller som pa ett tillfredsstallande satt represen-
terar verkligheten.

I var praktikfalls studie soker vi oss fram till sddana "korrekta"
modeller. For att framstallningen skall bli sa illustrativ som
mojligt utgar vi fran modeller som ger en mycket forenklad bild
av verkligheten. Stegvis soker vi forbattra modellerna for att
narma oss en modell som ger en sa riktig bild av verkligheten
att den kan utnyttjas for operativa andamal.

Det dataunderlag som ligger till grund for vara berakningar
har erhallits ur foretagets statistik for 197 0.

Samtliga de optimeringsberakningar som presenteras i fortsatt-
ningen har utforts pa datamaskin. For berakningar med transport-
algoritm har ett program, utarbetat inom Institutionen foér bygg-
nadsekonomi, CTH, utnyttjats. Fordelningsproblemen I6ses med
hjalp av IBM:s systemprogram for linjar programmering, MPS/
360.

4.4.1 Transportmodell - enhetlig produkt
| var forsta analys soker vi bestamma optimala transportplaner.

Detta sker med utgangspunkt fran forenklade antaganden. Trots
detta bor analysen ge en anvisning om huruvida de i praktiken



tillampade beslutsreglerna for tilldelning av order till de en-
skilda fabrikerna ar rimliga.

Vid modellkonstruktionen borser vi fran att en mangfald olika
produkter tillverkas - vi fOrutsétter en enhetlig produkt. Efter-
fragan, uttryckt i m per ar, av denna produkt forutsatts vara
kand for samtliga forsaljningsdistrikt. Avstand och transport-
tariffer ar ocksa kanda. | analysen beaktas endast transport-
kostnader .

De genomforda berdkningarna baseras pa statistik for ar 1970.

I analysen gor vi det forenklade antagandet att efterfrdgan inom
ett forsaljningsdistrikt &r koncentrerad till dess centralort.

Optimeringsproblemet kan under dessa forutsattningar uttryckas
i foljande matematiska modell,
3 70
minimera C.. X.. (1.1)
i=l  j=I

under bivillkoren

70
\VAh Xi']‘ <1 a.i X i=l ,2,3 1.2
i=1
3
£ X. =b. ; J=I1,2 70 (1.3)
i= ij ] -

=0 : i=l,2,3; j=1, ... 70 (1.4)

Modellen representerar ett obalanserat transportproblem . X..

ar variabler som uttrycker antalet m som transporteras frz"anD
fabr?ik i»till distrikt j. % betecknas "kostnaden™ att transportera
1 m fran fabrik i till distrikt j; "kostnaden" kan uttryckas anting-
en i km eller i kronor, a. betecknar tillverkningskapaciteten i

m3 per %r i fabrik 1. Eftlt\erfroégan i distrikt j uppgar till D m3 per
ar.



Det ar forenat med stora svarigheter att bestamma tillverknings-
kapaciteter, nar vi forutsatter enhetlig produktion. Vi har darfor
behandlat tva fall - ett balanserat och ett obalanserat. | det
balanserade fallet antas tillverkningskapaciteten motsvara
verkligt tillverkade kvantiteter under 1970. | det obalanserade
fallet forutsatter vi att kapaciteterna ar avsevart storre an vad
som utnyttjades detta ar.

Det balanserade fallet ger en rimlighetskontroll av beslutsreg-
lerna for fordelning av tillverkningsorder. Det obalanserade
ger en anvisning om hur orderfordelningen borde ske om till-
verkning skapaciteterna inte vore begrédnsande. Det ger jam-
val en anvisning om "transportoptimala™ tillverkningskapa-
citeter.

I de tva angivna fallen har optimeringsberakningar genom-
forts med tva alternativa optimering skriterier. Optimering
sker dels med avseende pa transportarbete och dels med av-
seende pa transportkostnader.

Optimering m ,a. p transportarbete - balanserat fall

I detta fall ar problemet ett klassiskt transportproblem. | bi-
villkoret (1.2)kommer salunda likhetstecken att inforas .

Som enhetskostnad, c.., har i detta fall utnyttjas jarnvags-
avstandet mellan fabrik och centralorten i resp distrikt.

Den optimala l6sningen anger hur manga m3 som skall transpor-
teras fran en viss fabrik till ett visst forsaljningsdistrikt. Vi
avstar har fran att presentera detta resultat.

Resultatet av berakningarna kan aven uttryckas pa sa satt att
man anger till vilka omraden leverans skall ske fran de olika
fabrikerna. Det erhallna resultatet framgar av FIG. 14.1.
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48 \03

2Sf 29 300 km.

1. Avstandsoptimering . 2. Avstandsoptimering.
Balanserat fall. Obalanserat fall.
300 km. 300 km.
3. Kostnadsoptimering. 4. Kostnadsoptimering.
Balanserat fall. Obalanserat fall.

FIG 14.1-4. Distributionsomraden fér enhetlig produkt
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Optimering m.a.p. transportarbete - obalanserat fall

| detta fall Overger vi forutsattningen om kapacitetsbegrénsning-
ar i de olika fabrikerna. Parametern a. ges ett stort varde.

Problemet ar ett obalanserat problem. Det 16ses med konvention-
ella metoder sedan en fiktiv sédnka inforts.

Aven i detta fall &skadliggors resultatet av optimering sberikning-
en genom att de "optimala leveransomradena" for de enskilda
fabrikerna anges. Dessa framgar av FIG . 14.2.

Om vi jamfor FIG. 14.2 och FIG. 14.1 konstaterar vi foljande.

I det fall Gimofabrikens kapacitet ar tillrackligt stor skulle denna
anlaggnings "leveransomrade" kunna forskjutas soderut. En kon-

sekvens av detta skulle bli att medeltransportavstandet minskas

fran 174 till 161 km.

Optimering m.a.p. transportkostnader - balanserat fall

Den storsta principiella skillnaden mot de tidigare fallen ar att
transportkostnaderna inforts. Parametern c., uttrycker salunda
kostnaden att transportera 1 m mellan fabrik i och distrikt j.

Vid berakningarna forutsatts det for varje transport mest lampa-
de transportmedlet utnyttjas. Sadana distrikt dar jarnvagstrans-
port &r ett rimligt alternativ till biltransport har "delats™ i

tva. Det ena av dessa representerar efterfragan pa jamvags-
transporterade produkter och det andra lastbilstransporterade.

Som enhetskostnader, c.., utnyttjas jarnvéagstariffer respektive
aktuella lastbilstariffer.

Problemet blir ett klassiskt tréns portproblem med 3 kallor och
92 sankor.

Resultatet av optimeringsberakningen askadliggors i FIG. 14:3.
Om vi jamfor FIG. 14.1 och FIG. 14.3 kan vi konstatera relativt
god overensstammelse. Dock kan man konstatera att berakning-
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en med alternativa transportsatt medfor att Skovdefabriken
borde leverera till ndgra av de nordligaste "jarnvagsdistrikten™ .

Optimering m.a.p. transportkostnader - obalanserat fall

Detta fall skiljer sig fran det foregaende endast i det avseendet
att kapacitetema i fabrikerna ar mycket stora.

Resultatet av optimeringen illustreras av FIG. 14.4. Vi kan konsta-
tera att "leveransomradena for de olika fabrikerna ar desamma
som i FIG. 14.2. Detta belyser att transportarbete och transport-
kostnadstaxor &ar relativt konsistenta.

4.4.2 Transportmodell - flera produktgrupper

Forutsattningen att Rockwool - sortimentet kan betraktas som en
enhetlig produkt ar sjalvfallet en grov forenkling. | den andra
studien som genomfoérts har vi ndrmat oss verkligheten. Vi ut-
gar fran av produktionen bestar av fem produktgrupper; dessa
motsvarar ca 70% av fOretagets totala produktion.

Optimering med avseende pa transportkostnader genomfors;
dels en for det balanserade fallet och dels en for det obalan-
serade .

Som tidigare namnts kan en reell optimering inte ske utan att
hansyn tas till tillverkningskostnader. | den andra delen av
studien genomfor vi en optimering med avseende pa transport-
och tillverkningskostnader.

Optimering m.a.p. transportkostnader - balanserat fall

Samma grundmodell som i foregadende studie anvands liksom de
dar presenterade kostnadsuppgifterna.

I det balanserade fallet forutsatts att tillverkningskapaciteten
for de enskilda produktgrupperna overensstammer med verkligt
producerade kvantiteter 1970. Eftersom de olika produktgrupper-
na i verkligheten kan tillverkas pa samma produktionslinje ar
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48 \03 48 \03
31\ 15 31\ 15
300 km.
1. Produktgrupp | 2.  Produktgrupp Il
FIG. 15.1-2. Distributionsomraden for produktgrupper.

Transportkostnadsoptimering. Balanserat
fall.



denna forutsattning en grov forenkling; till detta problem ater-
kommer vi i den tredje studien.

Resultatet av transportkostnadsoptimeringen for produktgrupper-
na | och Il illustreras i FIG. 15.1 resp FIG. 15.2. | dessa fi-
gurer anges det optimala distributionsomradet for resp fabrik
for de tva namnda produkterna.

Optimering m.a.p. transportkostnader - obalanserat fall

Liksom i enproduktstudien, 4.4.1, genomférs en transportkost-
nadsoptimering dar fabrikernas tillverkningskapaciteter forut-
satts vara mycket stora. Fragan ar hur tillverkningsorderna

da skall fordelas for att transportkostnaderna skall minimeras.

Fabrikernas distributionsomraden for de enskilda produktgrupp-
erna kommer att dverensstamma med de distributionsomraden
som tidigare framraknats; distributionsomraden for enhetlig
produkt FIG. 14.4. De kvantiteter som levereras mellan
fabriker och avnamare kommer daremot att vara andra &n de
som motsvarande berakning i avsnitt 4.4.1 resulterat 1.

En jamforelse mellan de totala transportkostnaderna i det obalan-
serade fallet och i det balanserade ger en anvisning om hur myck-
et transportkostnaderna skulle paverkas om de enskilda fabrik-
ernas tillverknings sortiment kunde forandras. Vi konstaterar att
for produktgrupp | uppnas en transportkostnadsbesparing om 0,3%,
for 1l 1,6%, for 111 1,4%, for IV 6,5% och for V 1% om produktion-
en ur transportkostnadssynpunkt fordelas optimalt.

Optimering m.a.p. transport- och tillverkningskostnader

I de analyser som presenterats har vi helt bortsett fran tillverk-
ningskostnadernas inverkan vid optimeringen. En optimerings-
berdkning maste darfor genomforas dar hansyn tas till saval till-
verknings- som transportkostnader.

Berakningarna later sig latt genomforas. De enhetskostnader
som utnyttjats i tidigare fall kompletteras med tillverknings-

174



175

3.  Produktgrupp | 4. Produktgrupp Il
FIG. 15.3-4. Distributionsomraden for produktgrupper.

Tillverknings- och transportkostnadsopti-
mering. Obalanserat fall.



kostnaden per enhet for aktuell produkt och fabrik. Harvid galler

att endast de rorliga kostnaderna boér beaktas.

I vart fall har de rorliga tillverkningskostnaderna skattats med
utgangspunkt fran tillganglig statistik.

Berdkningar genomfors endast for det obalanserade fallet. Det
balanserade fallet maste namligen med nodvandighet ge samma
resultat som en optimering enbart med avseende pa transport-
kostnader.

Liksom i tidigare fall later vi resultatet illustreras av distribu-
tionsomradena for enskilda produktgrupper. FIG . 15.3 visar di-
stributionsomraden for produktgrupp | och FIG. 15.4 motsvarande
omraden for produktgrupp I1.

En jamforelse mellan tillverknings- och transportkostnader for
balanserat och obalanserat fall ger foljande resultat for de en-
skilda produktgrupperna. For produktgrupp | uppnas en bespa-
ring om 0,4% i det fall tillverkningen kan placeras pa "ratt"
fabrik. Motsvarande varden for dvriga produktgrupper &r i
ordning 2,3; 3,8; 3,8 och 2,3%.

Om orderna skall kunna placeras pa "ratt" fabrik bestams av
om tillverkningskapaciteten ar tillracklig. | samband med opti-
meringen erhaller vi upplysning om vilka kapacitetsansprak
som stalls pa de enskilda fabrikerna. Vi avstar har fran att re-
dovisa dessa resultat.

4.4.3 Fordelningsmodell

| de analyser som presenterats i foregaende avsnitt har for-
utsatts att det existerar specifika tillverkningskapaciteter

for de olika produktgrupperna. Som tidigare ndmnts ar detta

en grov forenkling av verkligheten. Produktgrupperna samverkar
namligen vid ianspraktagande av fabrikernas tillverkningskapa-
citet. | den analys som presenteras i detta avsnitt soker vi be-
akta denna samverkan.
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Tillverkningskapaciteten vid en fabrik bestamms av ett fler-
tal faktorer. Exempel pad sddana begransande faktorer ar ra-
materialforsorjning , arbetskrafttillgdng, enskilda maskiners
kapaciteter - ugnar, hardkammare osv. Vilken faktor som i
ett konkret fall blir bestdmmande for kapaciteten, dvs ut-
gor den tranga sektionen, beror pa tillverkningens samman-
sattning .

I var analys soker vi bestaimma den kostnadsoptimala fordel-
ningen av order pa de enskilda fabrikerna under hansynstag-

ande till kapacitets samband.

For berdkningarna utnyttjas en modell, som utgdr en vidare-
utveckling av den som utnyttjats i avsnittet 4.4.2.

Den matematiska modellen far foljande utseende

3 92 5
minimera Z2L_=2 (c. +1t.,) X... (2.1
1=1 j=I k=l 13 1)C

under bivillkoren

3

4 0=1 ... 92 k=l .... 5 2.2
92 5

-~ ke xijk K (i=1,2,3; =1 .... n) (2.3)
j=1 k=l

2.4
Xijk> 0 (2.4)

Modellens beteckningar har foljande inneb6rd,

xl'j’k betecknar antalet m3 av produktgrupp k som tillverkas i
fabrik i och levereras till distrikt j.
C. ar transportkostnaden per m3 vid leverans fran fabrik i
i]
till distrikt j.
tik ar de rorliga tillverkningskostnaderna per m3 for produkt-

grupp k i fabrik 1.



ar efterfrég{gan i m3 av produktgrupp k i distrikt j.

ar en storhet som visar hur mycket som kravs av
3
produktionsresursen r for att tillverka 1 m av

produktgrupp k vid fabrik 1.

Kir ar totala tillgangliga kvantiteter av produktions-

resurs r vid fabrik 1I.

I modellen uttrycker bivillkoret (2.2)att efterfragan skall

tillgodoses.

Bivillkoret (2,3) anger att tillgangliga kvantiteter av olika
resurser inte far 6verskridas. | det fall en viss resurs helt
forbrukas utgor den en trdng sektion - den bestammer fabrik-

ens tillverkningskapacitet.

Det problem som askadliggors av modellen (2.1) - (2.4)brukar
benamnas fordelningsproblem eller allmant transportproblem.
Detta kan lI6sas med simplexforfarande eller med specialme-
toder. Som tidigare namnts utnyttjar vi simplexforfarandet i

var analys .

Vid genomforandet av analysen har vi av berdkningsmassiga
skal sammanfort de 92 sdnkoma till 30. Motsvarande omrak-
ning har gjorts 3av enhetstransportkostnader och efterfragade

kvantiteter i m av de enskilda produktgrupperna.

| analysen forutsatter vi att tillverkningskapaciteten vid varje
fabrik paverkas av endast tva faktorer fiels av ugns kapacitet-

en och dels av "efterbehandlingskapaciteten" for produktgrupp 3.

Under dessa forutsattningar erhalls sex bivillkorsekvationer av

typ (2:3), namligen

& Kitot (=1.2,3) (3.3.1)

30
|

AN

j:
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FIG. 16. Distributionsomraden for produktgrupper.
"Totalkostnadsoptimering™ vid 2-2-2 skift.
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ZL A-3 xij3 7 Ki(3) (i=1,2,3) (3.3.2)
j=l
K.tot anger den totala ugnskapaciteten i ton for fabrik i. K.~ &ar

efterbehandlingskapaciteten for produktgrupp 3 i fabrik i; den &r
angiven i ton per tidsperiod.

Produktgruppernas '"kapacitetsansprak', A- uttrycks genom

deras volymvikter.

Analysen baseras pa den verkliga efterfrglgan i m3 av de en-
skilda produktgrupperna under november manad 1970.

Ugnskapaciteterna vid de enskilda fabrikerna paverkas av drift-
form - om arbetet bedrivs i enskift- eller flerskiftsdrift. Av denna
anledning genomréknas fyra realistiska alternativ. Dessa alterna-
tiv skiljer sig at i frdga om driftform pa de enskilda fabrikerna.

Optimerings berakningar har genomforts dels med avseende pa
transport- och tillverkningskostnader, enbart tillverkningskost-
nader och enbart transportkostnader.

Som enhetskostnader for tillverkning , t.”, utnyttjas olika varden
for olika driftalternativ. Underlag har erhallits ur foretagets kost-
nads statistik.

Vart och ett av de genomraknade problemen innehaller 450 vari-
abler och 156 restriktioner.

Optimeringsresultatet for fallet optimering m.a.p. tillverknings-
och transportkostnader illustreras av FIG. 16. Distributionsom-
rddena for enskilda produktgrupper anges for de olika fabrikerna.
Optimeringen baseras pa forutsattningen att 2-skiftsdrift till-
lAmpas vid samtliga produktionsstéllen .

Genom att jadmfora objektfunktionernas varde for de olika "drift-
formsaltemativen" erhalles underlag for val av driftform. Salunda
visar det sig att vid tillampning av 2-skiftdrift vid Skovdefabriken,



3-skiftsdrift vid Gimoanlaggningen och 1-skiftsdrift i Hassle-
holm de sammanlagda tillverknings och transportkostnaderna
for de fem produktgrupperna uppgar till ca 97% av motsvarande
kostnad i det fall skiftalternativet 2-2- 2 valjs.

Ytterligare ett intressant resultat skall bertras. Det visar sig
att i vissa fall produktionen i en fabrik bdr inriktas mot lattare
produkter. Detta intraffar nar tillverkningskapaciteten maste
utnyttjas helt. | en sadan situation bor produktionen inriktas
mot sadana produkter som har det storsta 'transportvardet” per
trdng sektion. Detta ar fallet med de lattare produkterna.



5. LITTERATUR

Detta avsnitt innehaller dels en sammanstallning av den
litteratur som legat till grund for rapporten och dels en
sammanstallning av annan slavisk litteratur inom problem-
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BILAGA 1

DET KLASSISKA TRANSPORTPROBLEMET - GRUNDALGORITM

Ett flertal metoder har utvecklats for I6sning av det klassiska
tran sportproblemet. | avsnitt 22 har nagra sddana metoder pre-
senterats . | denna bilaga utvecklar vi den teoretiska bakgrun-
den till ett par av de tidigare behandlade algoritmerna.

Framstallningen baseras pa Czerwinski (1961) och Czechowski
(1967) .

1.Matematisk formulering

Innebdrden av det klassiska transportprobléemet behandlas ut-
forligt i avsnitt 22.1 denna bilaga utgar vi frdn den matemat-
iska formuleringen.

Vi har ett problem med m kallor. Fran var och en av dessa
kallor levereras kvantiteten a. av en viss ''vara'. Dessa
varor efterfradgas i n sankor. Efterfragans storlek i dessa
sdnkor betecknas med b. . Kostnaden att transportera en
varuenhet fran kalla i till sanka j ar CU.. Problemet ar att
bestamma flodet utefter forekommande transportvagar sa
att den totala transportkostnaden minimeras. Lat oss beteck-
na flodet utefter stracka fran i till j, flode svariabeln, med
X.. .

il
Vad som sagts kan illustreras pa foljande satt, i det fall
m =3 och n = 4.



Kalla Tillgang Efterfragan Sanka

A. B,

Betecknas objektfunktionen med K (x) erhaller problemet denna

matematiska formulering,
n

m
min K (x) _2 J ci.]‘ xl] a.1
=l

under bivillkoren

n

'S” .= a. i=L2....

3" Xi) ai i=l1, m 1.2
j:

m

~ X.. = b. j=L2.... n (1.3)
Z— i) j

xXuz*< (1.4)

2 Losningsforfarande

Av (1,1) framgar att ett transportproblem med m kallor och n
sankor innehaller m -n flode svariabler.

Av formlerna (1.2) och (1.3) framgar vidare att vi har m + n
ekvationer i vilka dessa flode svariabler ingar. Ur dessa ekva-
tioner kan salunda inte samtliga m*n obekanta variabler 16sas.

Speciella forfaranden maste tillgripas. Dessa forfaranden inne-
bar i korthet féljande.



Man valjer en provisorisk 16sning till problemet. Genom steg-
visa omrakningar forbattras denna I8sning succesivt till dess
man uppnar en optimal Idsning.

| det foljande skall vi utveckla vilka krav som stalls pa de
"provisoriska" l6sningarna samt hur dessa l6sningar forbattras.
Framstallningen askadliggors med foljande illustrationsexem-
pel, presenterat i tablaform.

2.1 I HHus tration sexe m pel
Sanka 1 2 3 4 5 Till-
Kalla gang
! X11 %12 X 3 x14 X15 500
2 X21  X22  X23  X24 x5 300
3 x3l  X32 Xzg X34  x35 00
Efterfragan 100 200 300 400 500

Kostnadsmatris :

a3 A 7 2

4 4 3 5 8

6 a3 a =
2,2 Mojliga l6sningar

For att transportproblemet skall kunna losas maste foljande vill-
kor vara uppfylit,

(1.5)

dvs den totala efterfragan skall motsvara den totala tillgadngen .

Av (1.2) och (1.3) pa sid framgaratt
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Harav foljer att transportproblemet, sd som det formulerats i

(1.1)- (1.4) alltid haren I6sning.

I flertalet praktiska sammanhang galler att den totala efter-
frAgan inte overensstammer med den totala tillgdngen. Problemet
sOgs vara obalanserat. Enligt vad som sagts ovan maste pro-
blemet formuleras enligt (1.1) - (1.4) for att man skall kunna
finna en l6sning. Det obalanserade problemet maste omformu-
leras till ett balanserat. Detta sker genom att en fiktiv sanka
eller kalla infors , som innehaller sddana kvantiteter att (1.5)
uppfylls. Till behandlingen av obalanserade problem aterkommer

Vi i annat sammanhang.

En frAga av fundamentalt intresse ar hur manga av de totalt
m» n transportmojligheterna som maximalt behdver utnyttjas ,

dvs hur manga x. 0.

Vi har m + n bivillkor. Eftersom (1.5) galler ar bivillkorsekva-

tionema inte oberoende. Man kan |6tt 6vertyga sig om att var
och en av dessa ekvationer kan I8sas ut ur de 6vriga (m+n-1)

ekvationerna. Det foreligger (m+n- 1) av varandra oberoende bi-

villkor eller restriktioner.

En 16sning behover innehalla maximalt (m+n- 1) x.. 0. Detta -
innebar att maximalt (m+n-1) av de totalt m ' n transportmoéj-

ligheterna utnyttjas.

195



Optimerings problemet bestar i att bland mangden m»n moj-

liga transportvagar utvalja en delmangd som ger en optimal
16sning.

7.3 Krav pa basldsning

Som tidigare namnts genomfors optimeringen pa sa satt att man
véaljer en "provisorisk™ Iosning till problemet, samt succesivt
forbattrar denna l6sning till dess man erhaller optimalt resul-

tat. Utgangslosningen och de successivt forbattrade 16sning-

arna bendmns baslosningar.

Vi har tidigare ndmnt att en optimal lI6sning aldrig behdver
innehalla mer an m + n — 1 utnyttjade strackor. Baslosningen
ekall icke heller innehalla mer an m + n — 1 utnyttjade trans-
portstrackor. | det fall baslosningen innehaller farre transport-
strackor &nh m + n- 1 maste ett speciellt forfarande tillgripas
for att berédkningarna skall kunna fortsatta. Till detta problem
aterkommer vi i tillampningsexemplet.

Det ar emellertid inte endast antalet utnyttjade strackor som
ar av betydelse. Krav maste aven stallas pa hur strackorna i
baslosningen valjs.

| det foljande skall vi illustrera detta sistnamnda krav genom
att valja utgangslosningen pa tva olika satt.

AltemativjU Vart exempel innehaller 3 kallor och 5 sankor. Det
finns salunda totalt 15 olika transportvagar.

Var forsta ansats bor omfatta m + n - 1, dvs 3+5-1=7 av dessa
transportvagar. Vi valjer dessa pa det satt som framgar av ne-
danstaende illustration.



Eftersom tillgangarna i kallorna ar 500, 300 resp 700 enheter
och efterfragan i sankorna ar 100, 200, 300, 400 resp 500
enheter inser vi att den transporterade mangden x,, pa resp
strackor ar

100 x12

Xu 200 x13

200 x23 = 100

xX24

200 x34

200 x35

500 enheter.

Problemet ar nu att successivt forbattra utgangslosningen.
Detta sker genom att vissa strackor som valts successivt er-
satts av andra. Hur denna erséattning bor ske for att 16sningen
skall forbattras aterkommer vi till i foljande avsnitt. Har
skall endast belysas vissa samband som maste uppfyllas.

Vi kan infOra begreppet utbytesstracka. Harmed avses en
kedja av strackor som ingar i baslésningen och som forbinder
en viss kélla i med en viss sanka j.

Mellan kalla 2 och sanka 5 i vart exempel utnyttjas i aktuell
baslosning strackorna 274, 4->3, 3->5; denna kedja &ar ut-
bytesstracka till strackan 2-*5. | foljande berakningssteg kan
salunda utbytes strackan ersattas av 2-"5.

Utbytes strackan for stracka 2-">4 ar uppenbarligen ocksa 2-"4.
Detta innebéar att den inte kan ersattas av andra strackor i nasta
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berakningssteg.

Vad som sagts kan generaliseras pa foljande satt. For alla
sadana strackor i~->j, som ar outnyttjade i baslosningen er-
halls utbytes strackan

i Pj, Pj—"2" *eoe® (or, >Pr' Pr S (1.6)
dar -... g ar nummer pa sankor, utnyttjade i baslosningen,
och pM . ... p" & nummer for kallor, utnyttjade i basldsningen.

| utgangslosningen har man salunda forutsatt att vissa strackor
utnyttjas och att den totala tillgangen/efterfragan transporteras
langs dessa. | nasta steg maste undersokas vad som sker om
transporten i stallet sker langs den inte utnyttjade strackan.

Om vi fOrutsatter att en mangdenhet kommer att transporteras
langs en i aktuell basldsning inte utnyttjad strdcka 1-"j
maste en mangdenhet tas fran utbytesstrackan till i-> j.
Detta innebar att vi pa utbytesstrackan maste minska flodena
pa de strackor som gar fran kalla till sanka och 6ka flodet
pa de strackor som gar fran sanka till kalla i baslosningen.
Detta kan illustreras pa foljande satt.

I figuren anges med heldragna linjer de strackor som utnyttjas
i startldsningen. Vi onskar i nasta steg utnyttja strackan 1-=>5.



For att man successivt skall kunna finna allt battre 16sningar
kravs att man kan ersatta utbytesstrdckorna med ej utnyttjade
transportstrackor. | varje berakningssteg maste man kunna
undersdka vad som sker om en strdcka som inte ar utnyttjad
ersatter dess utbytesstracka; detta maste kunna genomforas
for alla ej utnyttjade strackor. Detta krav tillgodoses uppen-
barligen om de utnyttjade strackorna valjs pa det satt som
gjorts i detta alternativ.

Alternatiy 2 . | detta fall valjer vi utgangsldsningens strackor

pa foljande satt.

Vi ser omedelbart att det inte existerar nagon utbytes stracka
for strackorna mellan kéalla 3 och sdnkorna 1,2,5. Inte heller
existerar nagon utbytesstracka for 1—>3 och 1-"4.

Eftersom utbytesstracka saknas for vissa ej utnyttjade stréack-
or ar det inte mojligt att ersatta basldosningens utnyttjade strack-
or med vilken som helst av de ej utnyttjade.

Jamfor man utgangslosningarna i alt 1 och 2, kan man konstatera

foljande.

I alt 1 ar varje kalla direkt eller indirekt férbunden med varje
sanka. Med utgangspunkt fran resp sankas behov kan flodet pa
de enskilda strdckorna entydigt bestammas. De valda strackor-
na &r oberoende av varandra.
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1 alt 2 daremot saknas forbindelsen mellan samtliga kallor och
alla sankor. Den mangd som i utgangslosningen skall trans-
porteras pa strackorna 1-~2, 2-~2, 27-5 och 1-~5 kan inte

entydigt bestammas. Dessa strackor ar beroende av varandra.

Det som sagts illustrerar salunda det forhallandet att baslos-
ningen maste bestd av varandra oberoende strackor for att
proceduren skall kunna fortsatta.

2.4 Forbattring av basldsning

Vi har uppehallit oss vid hur de strackor som utnyttjas i bas-
I6sningen kan ersattas av andra strackor. Detta utbyte maste
sjalvfallet goras pa ett sadant satt att 16sningen blir battre &an
baslosningen. | detta avsnitt skall vi uppehalla oss vid hur
bytet av strackor bor ske . Vi utgar fran vart exempel.

| utgangslosningen, alt 1, utgick vi fran att strackorna 1—=>1,
12 1-~3, 2_>3, 2_=p4, 3—>4 och 3->5 utnyttjades .

De kvantiteter som transporteras pa de enskilda strackorna ar
11 = 100 x12 = 200 13 = 2°0 =23 =

24

200 x4 = 200 X35 = en’eter'

De kostnader som uppkommer vid transport av en enhet langs
de aktuella strackorna framgar av kostnadsmatrisen. Multipli-
ceras de aktuella kvantiteterna med motsvarande enhetskost-
nad erhaller vi objektfunktionens varde, som uttrycker den
totala kostnaden.

Vi erhaller kostnaden
K= 1001 + 200-3 + 2001 + 100+ 3
+ 2005 + 200+1 + 5002 = 3400

Vi har diskuterat vad som sker om en mangdenhet transporteras
pa den i l6sningen outnyttjade strackan 1-~5. Enligt kostnads-
matrisen kostar det 2 kronor att transportera en mangdenhet
langs strackan 1->5. Den utbytesstracka som ingar i 16sning-
en och som kan ersattas av 1-"5 bestar av strackorna 1->2
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2-"3, 2-"4, 3->4 och 3-~5. Kostnaden att transportera en
enhet langs dessa strackor ar 1,3,5, 1 resp 2 kronor. Om vi
utnyttjar strdckan 1-"5 i stallet for dess utbytes stracka
kommer K att paverkas pa foljande satt

K=2-1+3-5+1-2=- 2

Vardet pa K forbattras tydligen. Vi bor salunda i nasta be-
rakningssteg soka att transportera sa stor mangd som mojligt
langs 1-75 i stallet for pd dess utbytesstracka.

P4 motsvarande satt maste man undersdka om det skulle 16na
sig att utnyttja ndgon annan stracka som inte anvands i den
aktuella baslosningen. *

Vad som sagts kan generaliseras pa foljande satt. Vi anknyt-
er till uttrycket (1.6).

Om en mangdenhet infors pa en stracka i—>j, som inte ut-
nyttjas i den aktuella baslosningen erhalls féljande kostnads-
konsekvenser

. .- C. -c
Do Iq. plgl PIQ2 Refir

Det ar uppenbarligen meningsfullt att utnyttja strackan i-"j
i stallet for dess utbytes stracka om

Zvk.. < O, (1.8)

dvs om det innebadr en besparing.

Vi kan bendamna den kostnad som uppkommer om en mangden-
het transporteras langs en utbytesstracka for utbyteskos”tnad

c + c + + C (19)
Pl gl plq Brfir pr]
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Av villkoren (1.7 - 1.9) erhalls salunda,

cij<<ku d-1«

Det I6nar sig salunda att utnyttja stracka ij i stallet for den
utbytes stracka som ingar i baslosningen om c,, ar mindre &n
utbyte skostnaden.

Det kan bevisas att lI6sningen ar optimal nér villkoret
c..~k.. for alla ij.

For att konstatera om en l6sning kan forbattras maste man salunda

1. hitta utbytes stracka for i—=]
2. berakna utbyte skostnaden for denna stracka
3. jamfora c,, med utbyteskostnaden .

2,5 Utbyteskostnad

Berakningen av utbyteskostnaden kan underlattas.

| MODI - metoden utnyttjar man salunda ett forfarande , dar
utbyteskostnaden bestams som summan av en radkoefficient

och en kolumnkoefficient.

Ett annat tillvagagangssatt utnyttjas i efterfoljande tillampnings-

exempel. Detta tillvagagangssatt baseras pa foljande tva for-
hallanden som exemplifieras i det foljande.

I. Differensen mellan utbyteskostnaden for strackor som leder
frdn olika kallor till samma sédnka ar konstant, oberoende av
val av kalla

Il. Differensen mellan utbyteskostnaden for strackor som leder
fran samma kalla till olika sankor ar lika oberoende av val av
sanka.

3 Tillampningsexempel

Som tillampningsexempel véljer vi det exempel som presenterats



i avsnitt 21 av denna bilaga.

I sankorna 1-3 finns tillgdngar om 500, 300 och 700 méangden-
heter resp.

| sankorna 1-5 forekommer efterfraigan om 100, 200, 300, 400
och 500 méangdenheter.

Kostnaden att transportera en mangdenhet fran en viss kalla
till en viss sanka framgar av foljande kostnadsmatris

1 3 1 7 2
1 8 1 2

Objektfunktionen K far foljande utseende
K=1Ix"+ 3x12 +Ix13 +7x14 + 2x15 +

+ 4x21 + 4x22 +3x23 +5x24 + 8X25 +

+ 6x31 + Ix32 +8x33 +1Ix34 + 2x35
Berédkningssteg 1
Vi valjer en godtycklig I6sning av oberoende strackor. Langs

dessa strackor skall transport ske s& att efterfragan tillfred-
stalls for samtliga sankor samtidigt som kallorna helt toms.

. 2 : 3 4 5
Xl] 1
1 100 200 200 0 0 500
2 0 0 100 200 0 300
3 0 0 0 200 500 700
100 200 300 400 500 1500

K= 1le 100 + 3' 200 + 1- 200 + :5°100 + 5*200+
1* 200 + 2 * 300 = 3400

For att vi skall kunna avgodra hur denna baslésning skall kunna
forbattras berdknar vi utbyte skostnaden .
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I en tabld infors enhetskostnadema for strackor som utnytt-
jas i basldsningen.

1 2 =S 4 5
1 ! 3 1
2 8 5
3 1 2

Utbyteskostnaden for utnyttjad stracka motsvarar dess enhets-
kostnad. Utbyteskostnader for ovriga strdckor kan berédknas
genom att man utnyttjar de tva forhallanden | och Il , som namnts
i narmast foregaende avsnitt.

Skillnaden mellan utbyteskostnader foér strackor som leder fran
kallorna 2 och 1 maste vara 2 och for strackor som leder fran
kallorna 2 och 3 ar 4. Beaktas dessa forhallanden erhalls ut-
byteskostnaderna k,, direkt. De framgar av nedanstaende tab-
13.

k'l:l 1 2 3 4 5
1 1 3 1 3 4
2 3 5 3 5 6
3 -1 1 -1 1 2

Genom att fran enhetskostnaden dra utbyteskostnaden for aktuell
stracka erhaller vi den besparing resp merkostnad som uppkom-
mer om strackan utnyttjas. Vi erhaller foljande tabla.

4n Ci.i. 1 2 8 4 5
1 0 0 0 4 -2
2 1 - 1 0 0 2
8 7 0 9 0 0

Den storsta besparingen uppnas uppenbarligen om vi valjer att
transportera sa stor mangd som mojligt pa stracka 1-"5.
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Berdkningssteg 2

1 detta berédkningssteg skall vi undersdka hur stor kvantitet
som kan transporteras pa stracka 1-"5. Det inses att utbytes-
strackan till 1-~5 bestar av delstrackorna 1-"3,
2->4, 3—>4 och 3-=5.

Det flode som i berdkningssteg 1 transporteras pa dessa strack-
or bestimmer den kvantitet som kan Overforas till 1-17*5.

Om vi onskar overfora en enhet till 1-~5 maste flodet pa strack-
an 1-~3 minskas med en enhet. Detta i sin tur kraver kompen-
sation eftersom leveranserna till sanka 3 maste kunna full-
foljas . For att detta skall kunna ske maste ytterligare en en-
het tillforas stracka 2-~3. Denna maste tas fran stracka

274 osv.

Vi konstaterar att max 200 enheter kan transporteras pa utbytes-
kedjan for att de kvantiteter som ar tillgangliga inte skall over-
skridas .

Till stracka 1>5 Overfors salunda 200 enheter. Den inverkan
som detta far pd ovriga strackor framgar av nedanstaende tab-

o

1a.

Xii 1 2 3 4 5

1 100 200 0 0 200 500
2 0 0 300 0 0 300
3 0 0 0 400 300 700

100 200 300 400 500

I denna lo6sning &ar objektsfunktionen K = 3 000.

Vi konstaterar att denna losning innehaller farre an m + n - 1
utnyttjade vagar. Losningen ar degenererad. Sa ar fallet efter-
som hela efterfragan i sanka 3 helt tillgodoses med tillgangar-
na i kalla 3.
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Eftersom losningen innehaller endast sex utnyttjade strackor
1 stallet for sju kan inte k_ berdknas direkt. Man gor da konst-
greppet att forutsatta att en fiktiv del av den transport som i
I6sningen utfors langs en stracka utfors langs en inte utnytt-
jad stracka. Forutsatt att denna transport sker langs stracka
2-"N4

Med utgangspunkt fran de enhets kostnader som ingar i bas-
I6sningen och véardet 5 for den "extra" strackan 2->4 kan
nu utbyteskostnaden beraknas .

Vi erhaller

| ndsta steg bor strdcka 2->,2 utnyttjas i stéllet for dess er-

sattningsstracka.

Berakningarna fortsatter pd samma satt som i steg 1 och 2.
Efter det femte steget finner vi attAc__ ar™ 0 for samtliga
i. j, varfor en optimal l6sning har funnits . Objektfunktionen
har efter fem steg vardet 2600.



BILAGA 2

SIMPLEXALGORITMEN

For 16sning av generella LP - problem star ett flertal forfaranden
till buds. Det mest kdnda av dessa ar den s.k. Simplexmetoden,
som presenterades av Danzig 1947.

I denna bilaga presenteras den teoretiska bakgrunden till 16s-
ningsmetoden. Metodens tillampning askadliggdrs med nagra
exempel.

Framstallningen baseras pa Czerwinski (1969) och vad avser
exempel 2 pa Kadlec - Voda™ek (1968).

1.Matematisk formulering

For att Simplexmetoden skall kunna tillampas maste problemet
vara uttryckt i s.k. kanonisk form. Detta innebar att bivillkoren
maste vara uttryckta som linjart oberoende likheter. Dessutom
galler som villkor att variablerna endast far anta positiva varden.

Lat oss salunda utga fran foljande

max C = CaX + e tC Xg (1.1)
under bivillkoren
ail X1 +................ +aisxs=bi (i=1-2 ...71) (1.2)
X1, X2, xXs ™ 0 (1.3)

2 LOsnings forfarande

Bestamningen av den optimala losningen sker i foljande arbets-

steg

1. finn en godtycklig s.k. baslésning som satisfierar bi-
villkoren (1.2) och (1.3),

2. unders6k om denna I8sning ger objektfunktionen (1.1)

dess maximala varde ,



3. om basldsningen inte ar optimal bestam med utgangs-
punkt fran denna I6sning en ny Idsning som ger objekt-
funktionen ett battre varde .

4. upprepa arbetssteg 2 och 3 till dess en optimal 16s-
ning funnits .

I det foljande beskrivs den teoretiska bakgrunden till de en-
skilda berékningsstegen. Framstéllningen bdrjar med berak-
ningssteg 2.

21.Simplexkriteriet

Vi forutsatter att vi har en l6sning som satisfierar (1.2) och (1.3)
Lat oss beteckna denna utgangslosning med X.

X= (XI# X2, X3 XQ)

Man kan bevisa att en saddan l6sning behover innehalla maxi-
malt r variabler, som antar positiva varden. Ovriga variabler
antar vardet 0.

Variabler som i en I8sning har positiva varden bendmns bas-
variabler. Variabler med véardet 0 kallas fria_yariaMer. Mot-
svarande l6sning kallas basl6sning.

Lat oss kalla basvariablernas index for I6sningens bas och be- .
teckna denna med B.

Om vi exempelvis har tre bivillkor (r=3) och basvariablerna ar
XN, X", och x,. ar basen B =[1,4,5] |,

Eftersom x, = 0 for j B erhalles ur (1.2)
ak), Xg = bj (=l r @
k™r B
A As
Objektfunktionens varde (1.1) blir C = )/ c,K X, 2

k™ B
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Hur kommer objektfunktionen att paverkas om basldsningen for-
andras ?

Giv en, X., utav de fria variablerna vardet t= 0. For att en
tillaten l6sning da skall kunna erhallas maste basvariablernas
varde foréandras. Infor beteckningen d” for den minskning hos
basvariabel k som maste ske om den fria variabeln x. ges var-
det 1.

>X -t \atk + t,ai)""bi 0=1,2 eeee 1) <3)
k<SB

Ur ekvationen (1) och (3) erhalls

Zalk d’k]' = al) a=1,2 r 4)
kén B

Koefficienterna i bivillkoren for variabel j kan salunda ut-
tryckas som en linjar kombination av basvariablernas koeffici-
enter. Denna kombination bendmns Hkyardig kombina_tic)n_for_j .

Till berakningen av kombinationskoefficientens storlek aterkom-
mer vi langre fram. Lat oss tills vidare forutsatta att vi kanner
koefficientens storlek. Objektfunktionemas vérde, nar den fria
variabeln ges vardet t, blir da

C (t) - 51 d’kj) t C. )

k<. B J

Objektfunktionens varde kommer salunda att férandras pa foljan-
de satt om x, ges vardet t, jfr (2) och (5)

C@®-C=t(c ©®)
ke B ckV

Objektfunktionens (1.1) varde kommer att forbattras om

C, (7)
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Uttrycket

Ki=Cj - Z Ck dki (8)
ké B
benamns "simplexkriterium for den fria variabeln j*.

Sa lange K. ar positiv for ndgon fri variabel kan lI6sningen for-
battras , forutsatt att objektfunktionen skall maximeras. | annat
fall ar l6sningen optimal.

2.2 Forbattring av 16sningen

Antag att simplexkriteriet K. ar positivt for den fria variabeln
med index w.

Av ekv (6) framgar att objektfunktionens vardetillvaxt ar propor-
tionell mot den fria variabelns okning t. Variabeln x skall ges
ett sadant varde att objektfunktionens varde okar sa mycket
som mojligt.

Av ekv (3) framgar hur basvariabeln x, forandras om den fria

a.
variabeln erhaller vardet t, x, - te q{
k W

Eftersom alla variabler maste vara positiva far vardet t inte over-
stiga x  for ndgot k£ B,

~kw
Detta kan uttryckas pa foljande satt. Variabeln x kan ges ett
hégsta varde tX , dar
* = min % , ©)

i dy~0
KEB de Kw,

Nar variabeln x infors med sitt varde tX paverkas basvariabler-
A w
na xk. Den basvariabel som bestammer tX kommer enligt ekv

(3) att bli 0, dvs den kommer att 6verga till att bli en fri vari-
abel. Lat oss beteckna den basvariabel som utgar ur I6sning-

en med xu

Fran basldsningen X = (Xj, .... x ) overgar vi till en ny bas-
I6sning X = (Xj, .... x ), for vilken galler



x. = 0 for j~- B, |

uw

xk = xk - “X- dkw ke B, k™ u

A0

(@)

a2

Kombinationskoefficienten d” fordndras nar basen forandras .

Vi skall uppehélla oss vid hur denna forandring sker. Harvid

utnyttjar vi redan angivna beteckningar.
Enligt ekv (4) géaller foljande

nQx — i=l ... r; j=1
AR DO Bl ( ’

kE B

For j=w erhalls

aik’ dkw  aiw =1 ...n

k6 B

Ekvation (4) och (13) kan skrivas om pa foljande satt

aik' dk)‘ + alu- d.=a.

uj 1]
kS B
k™N-u
aik dkw + aiu duw aiw
kE B
k ™u

uw uw
ké B
k u

Infor vi beteckningarna d = g=l, ..+, 9)

(13)

(14)

(15)

(16)

17)
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och markerar den nya basen med B erhalls

ik ki T o=iw o dwj - A - Uy = By (119)
k&B kfiB!
k $1u
1=1 .... r, j=1l ... 59)
2.3 Utgangslosning

Det satt pa vilket man sdker en forbattrad 16sning och det satt
pa vilket denna losning bestams har behandlats i foregdende av-

snitt .

| detta avsnitt skall vi uppehélla oss vid hur utgangslosningen
bestams, och berdkna kombinationskoefficienterna.

LP- problemets bivillkor utnyttjas i ett ekvationssystem av
foljande utseende

CHX1+...... +al(s-r) xs-r + xs-r+lI = bi
a2ixhl—+.... +a2(s-r)Vr +XS-r+2 = b2 (20)
arl X1 +........ + ar(s-r) Xs-r +Xs = br

bi ™ 0 r variabler har koefficienterna 1!
Utgangslosningen erhélls latt. Giv X, X% S_rvéirdet 0

Basvariablerna blir da

Xs-r+I1 Xs-r+2

Av ekvation (4) framgar att kombinationskoefficienternas be-
rakning i detta fall blir enkel. Vi erhaller
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I'd

s-r+1, j al

1 ds-1+2, | = a?j

21

Kombinationskoefficientema for den fria variabeln j Overens-
stimmer med variabelns koefficienter i bivillkoren.

2.4 Algoritm

Det losningsforfarande som presenterats i foregdende avsnitt
sammanstalls i det féljande i form av ett arbetsschema. Detta
bér lasas parallellt med exemplet i avsnitt 3.1.

A A
1. Bestam tillaten utgangslosning X = (x* .. X ) och
tillhérande bas B. (JAmfor avsnitt 2.3)

Berdkna kombinationskoefficienter d*. for kfi B, (Ekv
(21) resp (4)).

Berakna Simplexkriterium Kj for alla ™ B (Ekv (8)).

Ar samtliga 0 ar Iésningen optimal. Om nagot eller
nagra 0 fortsatt till p. 4. Observera att detta gal-
ler vid maximering av objektfunktionen.

4.1 Valj variabel x. (j B) med storsta positiva 10
Kalla variabeln X

) xk .
4.2 Berakna br’lzvxfor de y 0

G gy = >

kw

4.3 Bestim t = min

Beteckna variabel som bestammer t med X,
Denna kommer att uteslutas ur lésningen.

4.4 Bestam ny baslosning X*= (x*, ... x*) med led-

ning av ekv (10) - (12).



4.5 Berakna kombinationskoefficienter d. . for
ké B med ledning av ekv (17) och (18).

4.6 Upprepa forfarandet fr. o.m. punkt 3.
Exempel
Vid tillampning av simplexalgoritmen genomfors berakningarna
i berakningstablaer. Foljande exempel illustrerar hur berakning-
arna genomfors .
3.1 Exempel 1

Problemstallning

Ett foretag tillverkar fem olika typer av produkter. Man utnytt-
jar tre olika typer av resurser. Resurserna ar begrénsade.

Problemet ar att bestamma den produktmix som ger foretaget
storsta tackningsbidrag.

Bidraget for de olika produkterna ar kant liksom det ansprak till-
verkningen staller pd produktionsresurserna. Dessa forutsatt-
ningar framgar av nedanstaende tabell

Produkt 1 2 3 | 4 5 Tillgangliga
resurser

Bidrag per

prod enhet 2 1 4 2 1

Resursbehov

per prod enhet

Resurs 1 4 1 1,5 2 (5 150
2 2 3 1 2 7 180
3 2 2 2 120

Matematisk formulering

Om vi betecknar de kvantiteter som skall tillverkas av produkter-



na 1-5 med x*, , Xg, X, x,_ kan problemet formuleras pa fol-

jande séatt
max C = 2XN + X2 + 4x3 + 24 + w5

under bivillkoren

4Xi + X2 + 1,5Xg + 2,5x4 2T 150
2Xj  +3x2 4 x3 + 254 + 7Xg 180
2><2  + 2x3  + X5 <120
X1 ex5= 0

For att problemet skall kunna angripas med simplexmetoden mas-
te bivillkoren uttryckas som likheter. Detta sker genom att ytter-
ligare variabler Xg, och Xg infors. Dessa, s.k. slackvariab-

ler representerar outnyttjade resurser.

Problemet kan nu uttryckas pa foljande satt
max C = 24 + X2 + 4X3 + 2>4 +>5 + 0+ xg + 0+ X7 + 0*Xg

4Axi 4+ X2+ 1,5Xg  + 2,5x4  + o = 150
2XN + 32 + %3 + 2x4 + 7X5 + X7 L80
2x2 + 2%3 4+ X5 + X8 = 1'20
X . \V4

1 o/ u
Lésn_in_g_

Berakningarna genomfors i en berdkningstabld, av foéljande ut-

seende



Variabelnummer |

(Dbjektfunktionens koeff c.

Bas- Basvar
Bas- varia- koeff i
varia- . bel , objekt-
bel Kombinationskoeff. dkj‘ virde funktior

> A
k= B Xk Ck
"Simplexkriterium™ IC Obijekt-

funk-

tions

varde

I det foljande korresponderar numreringen med den indelning i
arbetssteg som gjorts i avsnitt 2.4 Algoritm.

Berakningarna genomfors i nedanstaende simplextabla

Variabel ! 2 3 4

nummer Bas
Objekt variabel
funktionens 2 1 4 2 varde

koefficient

=) 6
4 1 150
)
= T 4
e 7 2 3 1 2 180
@ T
m=> 8 0 2 2 0 120
0 0 0 0
Simplex 2 1 4
kriterium
6 4 1 0 1 0 3 60
2 2, =4 4
7 2 2 0 2 6 0 1 _ 12 120
1
3 0 1 1 0 1 0 0 2 60
0 4 4 0 4 0 0 2
240
2 -3 0 2 -3 0 0 -2
4 8 1 0 1 3 2 0 3 24
5 5 5 5 10
7 6 0 4
. 0 4 : 1 To 72
3 0 1 1 0 i 0 0 9 60
3,2 3,6 4 2 2,8 0,8 0 1,4

288

216

Bas
variabelns

koefficient
i

0 bjekt
funktionen

0

0
0

Objekt
funktionens
varde

0

C

4

OPtimum



4.1

4.2

4.3

Bestam tillaten utgangsldsning. En tillaten utgangslos-
ning erhalls om variablerna Xg, x*, och Xg valjs till
basvariabler. Jamfor avsnitt 2.3. Dessa variabelnum-
mer antecknas i kol 1. Samtidigt antecknas de valda
basvariablernas varde x” i kol 10 och deras koeffici-
ent i objektfunktionen c¢*, i kol 11 .

Berakna kombinationskoefficienter d™ for kér B.

Om valet av baslosning gors sa att basvariablerna ut-
gors av variabler som i bivillkoren forekommer endast
en gang sammanfaller d™ med variabelkoefficientema
i bivillkoren. Jamfor avsnitt 2.3 ekv (21) .

Infor de aktuella vardena i tablan.
Berdkna simplexkriteriet 10 for alla j .

"7 kem “ %
K. for en viss variabel j erhalls genom att man fran
variabelns koefficient i objektfunktionen, c., drar
summan av de produkter som bildas av resp basvari-
abels koefficient i objektfunktionen, c”, och mot-
svarande kombinationskoefficient for j, d”™ . | det
aktuella fallet ar c™ = 0 for samtliga aktuella k, var-
for K3 Overensstammer med C3
K. infors pa sin rad i tablan. Eftersom ett flertal 10 /7 0
finns en battre 16sning.
Valj variabel x. j B) med storsta positiva 10 .
Storsta 10 upptrader for variabel Xg .

Berédkna 'xj
for d

>0
KW kw
X, XI
115% = 100; 180 = 180;
63 ’ ‘73 83
120 60

Bestam tXx, dvs det hodgsta varde den nya basvariabeln

Xg kan anta samt bestdm vilken basvariabel som skall
ga ur losningen x

217



4.4

4.5

218
Av 4.2 ser vi att det maximala varde som kan till-
latas ar 60. Den gamla basvariabeln "x0 gar ur 10s-
[e]
ningen.

Ersatt variabelnummer 8 i forsta kol med 3 och infor i
sista kol koefficienten for Xg, dvs 4.

Bestam ny baslosning X .

Véardet av den nya baslésningen ng har tidigare be-

raknats
A
120 g0- tx
ds3 2

Ovriga basldsningar blir enligt (12)

t A X
xk = xk - 1+ dkw

150 - 60*1,5 = 60
180 - 60*1 = 120

Xg

X'7

Vardena pa x” infors i simplextablans nast sista kolumn,
Berdkna kombinationskoefficienter for den nya baslos-
ningen .

Enligt (17) och (18) é&r

i =y K - 9% Y Ykw

d
uw
Berédkna forst den nya kombinationskoefficienten for |

nar Xg infors som ny basvariabel.

Detta sker genom att samtliga kombinationskoeffici-
enter pd den gamla rad 8 divideras med koefficient i

for variabel x3 . dgj = 8)
Vi erhaller
d«l =0 =0;
2
d34 =-y- =0;d35 =-|]-=1; d36 = ~0"

d37 = =0, d38=1 =1



4.6

I simplextablan, har objektfunktionens varde efter de olika berak-

Infor dessa varden pa den rad som motsvarar basvari-
abeln Xg.

Ovriga d*. erhalls genom att tidigare d*. minskas med
produkten av de nya kombinationskoefficientema pa
rad 3 och den tidigare koefficienten for variabel xg.

Vi erhaller for rad som motsvarar basvariabel xg

. 1 4 B0 1 o 0
°.4 * 0-4 14 0-4 04 §'§

4 - 0 4 _4 |0 i

Dessa varden infors i tablan pa den rad som motsvarar
basvariabeln xg.

P& motsvarande satt sker med kombinationskoefficien-

terna for basvariabeln x7.

Vanligtvis genomférs berdknings stegen 4.4 och 4.5 sam-
tidigt. | en forsta etapp beraknas x” resp d” for den
nya basvariabeln genom att samtliga varden pa den gam-
la "basvariabelraden" divideras med duw.

Ovriga x’resp d!. berdknas parallellt med utgdngspunkt
KJ

fran th/ och dW pa det satt som angivits,
Berakningarna med den nya basen upprepas fran punkt
3 till dess att en optimal 16sning erhallits.

ningsstegen angivits . Detta erhalls genom en summering av resp
basvariabels varde i nast sista kolumnen och motsvarande

"objektkoefficient” som anges i den sista kolumnen.

Den optimala l6sningen visar att tillverkningen bor inriktas pa
produktslagen 3 och 4 av vilka bor tillverkas 60 resp 24 enhet-

er.

219
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Av resursslag 2 {x. ) kommer 72 enheter att forbli outnyttjade.
Ovriga resursslag utnyttjas helt.

3.2 Exempel 2

Foljande exempel kraver en omformulering for att simplex-
metoden skall kunna tillampas . Berédkningarna genomfors i
en tabla av nagot annorlunda uppbyggnad an den som utnytt-
jats i foregdende exempel.

Problerastal.Ining

| kallorna A, B och C finns tillgangar av en viss produkt 1960 t,
560 t resp 1120 t. Efterfrdgan i sankorna 1-4 &ar 1260 t, 980 t,
700 t och 700 t.

For transportvagarna rader kapacitetsbegransningar. Pa strack-
an A 1 kan transporteras max 240 t, A 2 800 t, B2 200 t, B4
400 t och C 1 900 t.

Transportapparaten ar sa dimensionerad att transportarbetet fran
A maste maximeras till 220 000 t km.

Avstanden mellan kallorna och sankorna framgar av nedanstaen-
de tabla

1 2 3 4

A 96 84 108 222
B 45 150 135 111
C 105 180 120 186

Problemet ar att genomfora transporterna pa ett sadant satt att

transportarbetet minimeras .
Mate matis_k formulering

Om vi betecknar transporterad kvantitet fran A, B resp C till
j med x, x™, x* erhaller vi
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min C = 96X + 84xM2 +.108x"N0 + 222XN + 45%x24 +

+  150x22 + 135x20 + I1I1x2" + 105x0" + 180x32 +
+ 120x~0 + 186X07

under bivillkoren

x 1 1+Xx12+x13+x14 = 1960 (1)
X21 +X22 +X%23 + x24 = 980 (2)
X31 + x32 + x33 + X34 = 1120 (3)
X11 +x21 +x31 = 1260 (4)
X12 + X22 + X32 = 980 (5)
x13 + X23+x%33 = 700 (6)
x14 + x24 + x34 = 700 (7)
XN 240 (8)
x12 -~ 888 9)
x22 <: 200 (10)
x24 7~ 400 (11)
X31 < 900 (12)
96X M + 84x™2 + 108x.13 + 222x14 < 220000 t km (13)

x..>0 (1=1,23  j=I,2,3,4)

For att problemet skall kunna losas med simplexalgoritmen kravs
vissa modifikationer av den matematiska formuleringen.

Salunda maste olikheterna (8) - (13) forandras till likheter. Detta
sker genom att _slackvariab_ler_infors . Beteckna dessa med

For att utgangslosningens kombinationskoefficienter skall kunna
erhdllas kravs att det i varje bivillkorsekvation férekommer vari-
abler med koefficienten +1 och som endast férekommer en gang.
Detta framgar av avsnitt 2.3 Utgangslosning. Detta villkor upp-
fyller man genom att till likheterna (1) - (7) addera artificiella
variabler u”.



Nar nya variabler inférs kommer objektfunktionen att forandras .
Slackvariablerna ges véardet 0. De artificiella variablernas ko-
efficienter ges ett mycket hoégt varde. Detta betecknas med M .
(Genom att infora detta hoga varde kommer de artificiella vari-
ablerna att under berakningsgangen forsvinna ur Idsningen. Om
problemet hade géllt en maximering av objektfunktionen skulle
koefficienterna givits vardet -M).

Objektfunktionen kommer att fa foljande utseende

min C 96XJ! + 84x"2 + 108x13 + 222x14 + 45x21 + 150x
t135x22 + x4 + 106Xg™ + 180X22 + 120x33 +

+  186x34
+ M-Uj+Mru2 +M>Ug + M ur + M+ U- + M) Ug+

+ MelUy + 0 + 0O w2+ 0:W2+0*wd + O'w,- +

t 0rwé

Bivillkoren blir

X11 T X12 + x13 * X14 + y1 - 1960 (1)
x21 * X22 + x23 T x24 + U2 = 560 (2a)
x31 T X32 + x33 * X34 + U3 - 1120 (32)
X11 ¥ X21 + x31 * us — 1260 (4a)
X12 T X22 + x32 * U5 980 (5a)
x13 * X23 + x33 * us = 700 (6a)
x14 * x24 + x34 * u7 = 700 (7a)
x11 * wi = 240 (8a)
xX12 ¥ w2 = 800 (9a)
x22 T W3 = 200 (10a)
x24 t wi = 400 (11a)
x31 * ws = 900 (12a)

96X, + 84x1p 4+ 108x13 + 222X™ +Wg = 220000 (132)



x..V, 0 @i=1,2,3; 1=1.2,3,4)

u. = 0 (i=l........ ow. ™~ (-1, ... 6)
Vi har 25 variabler och 13 ekvationer. Studerar vi ekvationerna
finner vi att de inte ar linjart oberoende. Salunda rader ett lin-

jart samband mellan ekvationerna (1) - (7).

Berakningarna underlattas om endast linjart oberoende ekvation-
er medtas . Detta ar emellertid inte nagot krav for att simplex-
algoritmen skall fungera.

Lat oss starta med att utesluta ndgon av ekvationerna, exem-
pelvis ekv (7a) eftersom ingdende variabler anda erhalls . Ute-
slut jamval den artificiella variabeln ur objektfunktionen.

LOsning-

Berakningarna genomfors i en berakningstabla, som skiljer sig
nagot fran den som presenterats i avsnitt 3.1.

Objektfunktionens koeff c.
Variabler x|, u, w

Basvar Basvar Basvar
Koeff varde
i obj- o
funk Kombinations- Kontroll
koeff, d kolumn
A A A
Ck X,u,w x,Uu ,w
Objekt "Indexrad" =
funk (- Simplexkrite-
varde rium kj)

Berdkningarna genomfdrs i de berakningssteg som presenterats
i avsnitt 2.4 Algoritm. Jamfor aven exempel 1. | det foljande
gors endast smarre kommentarer.

Problemet dverfors till berakningstablan



36 89 108 222 65 ISO 135 111 105 180 120 186 M M ™M M M M O 0 O O O O

X1l oy Xx13 X2l y *g  x» 31 *32 %33 x» ty ul Ui ty Us Us ty ty K ty ty ty

<
c

1360 1 1 i 1 1

1965

L
= S60 1011 1 56S)
M u) 1120 1071 1 1125
M Uf 1260 1 1 1 1 1269
M Us e} 1 i i 1 m
M ty m i 1 7 1 103
0 ty 230 1 7 291
0 ty 600 1 1 802
0 ty 200 i 7 202
o ty m 1 7 901
0 ty 300 1 " 902
0 ty 220000 36 89 108 222 1 220511

6580M 2M 2M 2M M 2M 2M 2M M 2M 2M 2M M 0 0 0O 0 0 O o O 0o O o O

| =)
0 w36 S3 -108 -222 -1SO -135 -111 -105-180-120-186 0 O 0 O O 0 O 0 O O 0 O

Overfor problemet till simplextablan , tabell 1.

1. En tillaten 16sning ar den vid vilken slackvariabler och
artificiella variabler utgor basvariabler. Dessa antecknas i kol
2 och deras koefficient i objektfunktionen i kol 1.

2. Eftersom problemet omformulerats i enlighet med av-
snitt 23, ekv (20) antar kombinationskoefficienterna samma var-
den som koefficienterna i bivillkorsekvationema.

3. For att bestamma pa vilket satt utgangslosningen skall
forbattras berdknas "index" for de enskilda kolumnerna. | den
presenterade tablan bestams index genom att summan av produkt-
erna av basvariabelns virde och kombinationskoefficienten min-
skas med variabelns koefficient i objektfunktionen.

For variabel <~ galler alltsa

I*M+1-M+ 1'0- 9% =2M - 96.

Det b6r observeras att detta "index" = simplexkriteriet, med
negativt tecken sa som det definieras i avsnitt 2.1.

6 601U

-1592
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Vid minimering kan salunda en férbattrad 16sning erhallas nar
"indexvardet" ar positivt. Den storsta forbattringen erhalls om
den variabel som har det storsta "indexvardet" blir ny basvari-

abel .

4.1 Storsta index erhalls for variabel x21. Motsvarande

kol markeras i tabellen. Lat oss kalla den nyckelkolumn.

4.2 Bestam den basvariabel som <™ skall ersatta. Divi-
dera vardena i kol 3 med motsvarande varden i kol x2i
for u2 = 560:1 = 560 for = 1260:1 = 1260

4.3 Det lagsta av vardena i punkt 4.2 bestammer det var-

de x21 kan anta samt anger vilken basvariabel som skall utga.
Motsvarande rad markeras i tabellen. Lat oss kalla den nyckel-

rad .

En ny tabell upprattas . | denna infors den nya basvariabeln
x2" samt dennas koefficient i objektfunktionen. Ovriga bas-

variabler samt koefficienter overfors fran tabell 1.

96u108m95150135111105180120186MMMMWMOﬂ00 0

i 9 wt o6 »6
*t] *n 13 op *11 XII XII Xty xn  x32 X33 o Vi U u3 Ut Us Ve % o

M U 960 1 1 1 1 1

95 z1 560 101 11 1

M 1h 1120 11 01 1

M s m 1 0 1 -1 -1 1 1 1

M Us 990 1 1 1 1

M Ur 100 1 1 i 1

o wi 200 1 1

|\|/_ w) 800 1 1

0 w3 200 1 1

R wo 1 1

0 900 1 1

0 220000 96 89 108 221 1
5060M 2M 2M 2M M 0 0 o -~ a2mzvav M o 2 o o o fl fl o 0 0 0 o
25200 -96 59 -1011-221| o -15 01 % 105 101 12119 ¢ 65 0 o o o fl o fl o o

1965

565

1125

699

989

202

802j

202

902

220511

SWIM

23883
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4.4 - 45 Den nya baslésningen samt nya kombinationskoeffi-
cienter berdknas pa foljande satt.

For den rad som motsvarar den nya basvariabeln x divideras
samtliga element i tabell 1 med den kombinationskoefficient som
befinner sig i skarningen mellan nyckelkolumn och nyckelrad i
tabell 1,

560:1 =560 ; 01 =0 3.erererennne

For rader som motsvarar dvriga basvariabler erhalls de nya var-
dena genom att man minskar vardena i tabell 1 med produkten
av de nya varden pa rad som motsvarar X och den kombina-
tionskoefficient i tabell 1 som befinner sig i skdrningen mellan
nyckelkolumn och nyckelrad.

For u™ erhalls salunda

U4 1260 1 i | i
560-1 B ot TR R T i*i
700 1 ! 0 —i i -i i —i *
U4 L
4.6 Berékningarna med de nya basvariablerna upprepas fran
punkt 3.

Kontroll av berdkningarna i varje steg goérs med ledning av kon-
trollkolumnen K.K erhalls for varje rad som summan av basvari-
abelns koefficient och Ovriga aktuella varden.

Nar kontrollvardet for varje rad summeras skall det 6verensstam-
ma med summan av “"indexvardena" i sista raden.

| foljande tre tablaer anges dels ytterligare tva berakningssteg
och dels det sista, det nionde berakningssteget
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CAPTIONS

FIG. 1.1 Elimination of two-way transports 1.
Basic requirements.

FIG. 1.2 Elimination of two-way transports 1.
Optimum requirements.

FIG. 2.1 Elimination of two-way transports 2.
Basic requirements.

FIG. 2.2 Elimination of two-way transports 2.
Initial solution

FIG. 2.3 Elimination of two-way transports 2.
Optimum solution.

FIG. 3.1 Cycle differences. Basic requirements.
FIG. 3.2 Cycle differences. Initial solution.
FIG. 3.3 Cycle differences. Improved solution.
FIG. 3.4 Cycle differences. Optimum solution.

FIG. 4.1 Potential differences. Basic requirements and
initial solution.

FIG. 4.2 Potential differences. Optimum solution.
FIG. 5.1 Cartographic method. Initial solution.

FIG. 5.2 Cartographic method. Final solution.

FIG. 6 Transport problem.
FIG. 7 Cement supplies, Siberia. Optimum transport plan.
FIG. 8 Transport of lime, GDR. Transport routes before

and after optimization.
FIG. 9.1 Distribution of transport resources, Kiev. Basic data

FIG. 9.2 Distribution of transport resources, Kiev. Optimum
solution.

FIG. 10.1 Optimum transport routes 1. Distances etc.

FIG. 10.2 Optimum transport routes 1. Need for transport
facilities etc.

FIG. 10.3 Optimum transport routes 1. Transport schedule.
Distances given in km x 10.

FIG. 10.4 Optimum transport routes 1. Time consumed after
optimization.



230

FIG. 11.1 Optimum transport routes 2. Distances etc.

FIG. 11.2 Optimum transport routes 2. Need for transport
facilities etc.

FIG. 11.3 Optimum transport routes 2. Transport schedule incorpo-
rating the optimum solution. Distances given in km x 10.

FIG . Optimum transport routes 2. Routes for vehicles from
11.4.1 depot B2.

FIG. Optimum transport routes 2. Routes for vehicles from
11.4.2 depot Bj . Trial.

FIG . Optimum transport routes 3. Routes for vehicles from
11.4.3 depot Bj . Solution.

FIG. 12.1 Location of cement factories, Poland. Distances,
quantities ect.

FIG. 12.2 Location of cement factories, Poland. Possible
locations. Distances.

FIG. 12.3 Location of cement factories in Poland. Optimum trans-
portation plan for the alternatives investigated.

FIG. 13.1 Location of plant for ceramic products used in the
building industry in Kazachstan. Primary data.

FIG. 13.2 Location of plant for ceramic products used in the buil-
ding industry in Kazachstan. Optimum primary solution.

FIG. 13.3 Location of plant for ceramic products used in the buil-
ding industry in Kazachstan. Alternative D. Transport
schedule.

FIG. 13.4 Location of plant for ceramic products used in the buil-
ding industry in Kazachstan. Alternative D. Optimum

solution.

FIG. 14. Distribution areas for identical products.

1-4

FIG. 15. Distribution areas for groups of products. Optimization

1-2 of transport costs. Case in which a balance was maintained

FIG. 15. Distribution areas for groups of products. Optimization

3-4 of manufacturing and transport costs. Case in which
balance was not maintained.

FIG. 16 Distribution areas for groups of products. Optimization

of total costs with 2-2-2 shifts.
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