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Tva modeller for rumsliga

befolkningsfordelningar

Jorgen Weibull

Denna rapport &r ett resultat ar tio ma-
naders vistelse vid Centre de Recherche
d'Vrbanisme (C.R.U.) i Paris 1972—73.
Rapporten innehaller en kort presenta-
tion av C.R.U. och en tamligen utfor-
lig redovisning av tvd matematiskt in-
riktade projekt. Bada projekten avser
rumsliga befolkningsfordelningar; i det
ena fallet galler det befolkningstathe-
ten i en stad, i det andra staders rums-
liga fordelning i en region eller ett
land.

Négra ord om C.R.U.

C.R.U. &r ett av franska staten finan-
sierat forskningscentrum. Forskningen
&r tdmligen tvédrvetenskaplig och omfat-
tar projekt av mycket varierande slag.
fran sociologi och beskrivande statistik
till trafikmodeller och matematiska mo-
deller. Vid sidan av forskningen bedrivs
viss kursverksamhet. Denna har till syf-
te att forbereda studenter med relevant
akademisk grundutbildning for urbani-
seringsforskning.  Centret  omfattar
30—40 personer varav ungefar halften
forskare.

Den exponentiella modellen for befolk-
ningstétheten i en stad
En vanlig modell fér boendebefolkning-
ens fordelning i en stad &r den sk
Clarks formel, enligt vilken befolknings-
tatheten avtar exponentiellt fran cent-
rum (“central business district”). Clark
uppstallde sambandet enbart pa grund-
val av empiriska undersokningar av be-
folkningstatheten i ndgra amerikanska
stader. | en del senare arbeten har dock
forsok gjorts att ge modellen forankring
i ekonomisk teori, dels deterministiskt,
dels statistiskt genom resonemang av
samma typ som inom termodynamiken.
Det &r det senare, statistiska synsattet,
som utgor grunden i foreliggande arbe-
te.

Eftersom de teoretiska grunderna for
modellen har redovisats p& andra stél-
len, ges endast en kort presentation av
nagra av de grundlidggande tankegang-
arna i ett inledande avsnitt. Dérefter re-
dovisas en grafisk metod att bestdamma
vardet pa de tvd parametrarna i model-
len. Metoden forutsétter endast kénne-
dom om folkmangd och medelavstand

till centrum samt papper och penna. Vi-
dare presenteras en kénslighetsanalys
med syfte att ge en kvantitativ uppskatt-
ning av den osakerhet i parametervarde-
na som beror pa osékerhet hos indata.
Sist diskuteras ett matt pa avvikelse
mellan modell och data. Mattet kallas
redundans och kommer ursprungligen
frdn matematisk kommunikationsteori.

De teoretiska resonemangen illustreras
i varje delavsnitt med tillampningsresul-
tat pa olika stader. Tonvikten i fram-
stallningen &r dock inte avsedd att ligga
pa det specifika for den exponentiella
modellen utan snarare pd mer allmanna
metodologiska aspekter.

Som ett allmant omdéme om modellen
kan det konstateras att den visserligen
&r berdkningsmassigt latthanterlig, men
i manga fall visar bristande overens-
stimmelse med observationsdata. | de
flesta fall bestdr denna diskrepans i att
modellen 6verskattar boendetatheten i
centrum. En mer realistisk modellansats
skulle kunna ge battre dverensstammel-
se med data, men férmodligen till priset
av minskad Gverskadlighet och latthan-
terlighet.

Stader som punkter i planet

For att skapa sig nagon Gverblick ver
den uppsjé av arbeten som aterfinns i
litteraturen om staders rumsliga och
storleksméssiga férdelning kan man go-
ra féljande grova indelning i tre "tradi-
tioner” eller "riktningar”.

For det forsta har vi den sk central-
ortsteorin som bygger pé ett arbete av
W. Cristaller. Ffan vissa idealiserade
geografiska och ekonomiska antagan-
den hérledde Cristaller en hierarkisk
struktur av stader pé olika "funktionsni-
va”, rumsligt fordelade i ett hexagonalt
monster.

En annan riktning har sin upprinnelse i
ett arbete av F. Auerbach. Till skillnad
fran i centralortsteorin, aterfinns har in-
te nagon egentlig teoretisk grund utan
endast ett empiriskt funnet samband.
Sambandet brukar Kkallas “rank-size
rule” och tillskrivs ofta G. K.Zipf,”Zipfs
lag”. | sin enklaste form séger "lagen”
att om alla stéder i en region (eller ett
land) ordnas efter folkmangd, sa att den
storsta staden far rang ett, den nast
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storsta rang tva osv, sd kommer stor-
leken av den n:te staden att vara en n:te
del av storleken hos den storsta staden.
Slutligen har vi en tredje riktning,
punktmonsteranalys, som anvander sig
av matematisk-statistiska metoder fran
kvantitativ ekologi. Det ar tva huvudty-
per av metoden som dar foérekommer,
namligen "quadrat analysis” (QA) och
”k:th nearest neighbour analysis” (NA).
I QA analyseras punktmoénster genom
indelning av studieomradet i ett rutnat
och upprékning av antalet punkter i
varje ruta (eller i ett stickprov av rutor).
I NA mater man avstandet fran en god-
tycklig punkt till den k:te ndrmsta punk-
ten i punktmonstret (k = 1: allra ndrms-

Utgivare: Statens rad for byggnadsforskning

ta, k= 2: nést ndrmsta osv).

Avsikten med den studie som redovisas
i foreliggande avsnitt var att, utgdende
fran “k:th nearest neighbour analysis”,
utarbeta redskap for analys av verkliga
stéders rumsliga fordelning.

Sélunda ges forst en harledning av
nagra statistiska egenskaper hos av-
stand mellan punkter i ett slumpmassigt
punktmonster. Déarigenom méjliggors
bland annat en klassificering av verkliga
punktmonster med avseende pa agglo-
mereringsgrad, alltifrdn fullstandig kon-
centration via slumpmaéssighet till abso-
lut regelbundenhet enligt Cristallers cen-
tralortsteori. Efter att ha etablerat dessa
teoretiska resultat betraffande den

rumsliga fordelningen gors sedan en
ihopkoppling av dessa resultat med den
storleksfordelning som uttrycks av
rank-size rule. Prelimindra tillampning-
ar pa de franska staderna visar att de
verkliga staderna tenderar att vara na-
got mer regelbundet fordelade &n punk-
terna i ett slumpmassigt punktmonster,
dock inte sa regelbundet som foreskrivs
av Cristallers centralortsteori. Tenden-
sen mot regelbundenhet'visar sig vara
starkare i en jordbruksregion &n i en in-
dustriell region. Sist analyseras styrkan
hos tre statistiska test av slumpmaéssig-
het hos punktmdnster.



Two models for the spatial
distribution of population

Jorgen Weibull

This report is the result ofa ten-month
stay at the Centre de Recherche d’Ur-
banisme (C.R.U.) in Paris during
19'72—1973. The report contains a brief
description of C.R. U. and a reasonably
complete presentation of two mathe-
matically oriented projects. Bothprojects
concern the spatial distribution ofpopu-
lation: urban population density in the
first case and, in the second, the spatial
distribution ofcities in a region or in a
country.

A Few Words About C. R. U.

C.R.U. is a government financed re-
search center. The research is of a
multi-disciplinary  character and in-
cludes a great variety of different types of
projects extending from studies of a so-
ciological or descriptive statistical nature
to others using mathematical models.
In addition to research the center gives
postgraduate courses annually. Some
30 persons are engaged in research at
the center.

The Exponential Model

for Urban Population Density

A common model for urban population
density is the so-called Clarks's formu-
la. according to which population densi-
ty diminishes exponentially from the
central business district (CBD) out-
wards. Clark based his rule on the basis
of empirical studies in some American
cities. However, in some later work at-
tempts have been made to provide the
model with a foundation in economic
theory — partly in a deterministic fash-
ion, partly using statistical arguments
of the same type as in thermodynamics.
The latter, statistical viewpoint, forms
the basis of the present work.

As the theoretical foundations of the
model have been presented elsewhere
only a brief description of a few of the
basic ideas are presented in an intro-
ductory section of this report. Thereaf-
ter, a graphic method to determine the
values of the two parameters in the mod-
el is presented. This method only as-
sumes knowledge oftotal population and
average distance to the CBD. plus pa-
per and pencil. Moreover, a sensitivity
analysis is described which provides a
quantitative estimate of the error in pa-
rameter values that is due to lack of
precision in the data used. Finally a
measure of the discrepancy between a
model and its observation data is dis-

cussed. This measure is called redun-
dancy and comes originally from math-
ematical communication theory.

The theoretical reasoning is illustrated
in each subsection with results from
application on different cities. Emphasis
in the description, however, is not on the
specifics of the exponential model but
rather on more general, methodological
aspects.

As a general comment on the model, it
can be said that it certainly is easy to
use as far as calculation is concerned,
but in many cases displays insufficient
agreement with observation data. In
most cases, the discrepancy consists in
that the model overestimates population
density in the ,CBD. A more sophisti-
cated model could give better agreement
with data, but probably at the price of
greater complexity and difficulty of use.

Cities as Points in a Plane

In order to obtain a general view ofthe
mass of existing work on the spatial and
size distribution of cities, one may make
the following rough division into three
major trends or approaches.

To begin with, there is the central-place
theory based upon a work by W. Cristal-
ler. Proceeding from certain idealized
geographic and economic assumptions,
Cristaller derived a hierarchic organi-
zation of urban settlements at different
"functional” levels, spatially distributed
in a hexagonical pattern.

Another approach originated with the
work of F. Auerbach. Contrary to the
central-place theory, this approach has
(so far) no theoretical basis — it is
merely based on an observed correlation.
This correlation is usually called the
rank-size rule, often ascribed to G. K.
Zipf and known as Zipfs law. In its
simplest form this law states that if all
the cities in a region (or a country) are
arranged in order of decreasing size of
population so that the largest city is as-
signed rank one, the next largest rank
two and so forth, then the size of the
n:th city will be an n:th part of the size
of the largest city.

Finally, we have a third approach, the
so-called point pattern analysis, which
is based on mathematical-statistical
methods from quantitative ecology.
There are two principal types of method
which occur, namely quadrat analysis
(QA) and k:th nearest neighbour analy-
sis (NA). In QA a grid is placed over

Swedish
Building Research
Summaries

R16:1975

Key words:
urban studies, population density cen-
tral-place theory, mathematical model

Report R16:1975 refers to research
grant Bs 471 from the Swedish Council
for Building Research to the Depart-
ment of Mathematics, Royal Institute
of Technology, Stockholm.

UDC 312.9(44)
71 1.132 (44)
siB A
ISBN 91-540-2420-X

Summary of:

Weibull, J, 1975, Tvd modeller for
rumsliga befolkningsférdelningar. Two
models for the spatial distribution ofpop-
ulation. (Statens rad for byggnads-
forskning) Stockholm. Report R16:1975,
69 p., ill. Kr 17 + moms.

The report is in Swedish with Swedish
and English summaries.

Distribution:

Svensk Byggtjanst
Box 1403. S-111 84 Stockholm
Sweden



the area to be studied and the number of
points in each square (or in a random
sample of squares) is counted. With
NA, one measures the distance from an
arbitrary point tho the k:th nearest
point in the point pattern (k= Imearest
point, k= 2:next nearest point, etc).

The purpose of the study described
was to, on the basis of k:th nearest
neighbour analysis, prepare instruments
for an analysis of the spatial distribution
of real cities.

Utgivare: Statens rad for byggnadsforskning

Thus, a derivation is first given of a
few statistical characteristics of distan-
ces between points in a random point
pattern. This analysis makes it possible
to classify real point patterns by their
degree of agglomeration, from absolute
concentration via random distribution
to complete regularity according to
Cristaller’s central-place theory. After
these theoretical results concerning spa-
tial distribution have been established,
they are put together with the size distri-

bution induced by the rank-size rule.
Preliminary applications on French da-
ta reveal that real towns tend to be some-
what more regularly distributed than
the points in a random point pattern,
although not as regular as predicted by
the Cristaller model. Agricultural re-
gions display a stronger tendency to-
wards regularity than industrial regions.
Finally, the power of three statistical
tests of randomness is analysed.
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Férord

Denna rapport ar ett resultat av tio manaders vistelse
vid Centre de Recherche d"urbanisme (C.R.U.) i Paris
1972-73.

Arbetet kom att bestd av tvd skilda delar, den ena

agnad at en matematisk modell for fordelningen av
befolkningstédtheten i en stad och den andra &gnad

vissa matematiskt-statistiskt inriktade regionala

studier. De bada delarna redovisas har i var sitt

avsnitt. I avsnitt 2 behandlas salunda vissa tekniska
fragor kring den urbana modellen. Avsnitt 3 innehaller

en mera oOversiktlig presentation av de regionala studierna.

Men forst av allt en kort presentation av C.R.U.
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1. NAGRA ORD OM C.R.U.

1.1 Allmant

C.R.U. (Centre de Recherche d"Urbanisme) bildades 1962.
Bildandet foljde pa en resolution antagen av FN:s
ekonomiska och sociala rad under den 32:a sessionen; reso-
lutionen rekommenderade namligen medlemslé&ndernas regeringar
att bilda organisationer pa nationell niva for forskning

och studier av urbaniseringens olika aspekter. Centret

ar numera underordnat le Ministére de 1"Amenagement du

Territoire, de 1"Equipement, du Logement et du Tourisme.

Man kan dela upp verksamheten pa C.R.U. i tre delar:

forskning, kursverksamhet och férlagsverksamhet.

Forskningen, som av naturliga skal ar témligen tvar-
vetenskaplig, bedrevs under min vistelse dar av ett
tjugutal Tforskare av skilda nationaliteter (ungefar
halften fransman) och dicipliner (arkitekter, sociologer,
geografer, ingenjorer m fl). De flesta forskarna var

fast anstéllda, men &aven konsultuppdrag forekom.

Kursverksamheten har till syfte att forbereda studenter
for urbaniserings forskning. For att bli antagen vid dessa
kurser kréavs relevant akademisk grundutbildning (examen

i arkitektur, stadsplanering, geografi etc.). Kurserna
bestar dels av lektioner (hallna av centrets forskare och
inbjudna gastforeldsare), dels av praktiskt deltagande i
de olika forskningsgruppernas verksamhet. Det ges for
narvarande tre olika kurser varje ar (av 2, 6 respektive

9 manaders langd)

Forlagsverksamheten &r underordnad den 6vriga verksamheten
satillvida att endast arbeten utférda i C.R.U:s regi

publiceras. De flesta publikationerna ar pa franska men



aven en del engelsksprakiga utgavor forekommer. En
forteckning over nagra av titlarna ges i slutet av detta

kapitel.

C.R.U. subventioneras av la Delegation Générale a la
Recherche Scientifique och le Ministere de 17"Amenagement

du Territoire, de I"Equipement, du Logement et du Tourisme,
men far aven vissa inkomster fran kurs- och forlagsverk-
samheten. 1973 ars budget uppgick till drygt tva miljoner
francs Sammanlagda antalet salda och utdelade publikationer
uppgick samma ar till narmare 6.000 exemplar fordelade pa

ett trettiotal titlar.

1.2 Forskningen

For att ge en uppfattning av forskningens inriktning, ges
har ett smakprov pad nagra projekt. Som synes spanner
verksamheten, trots de relativt begransade personella

resurserna, oOver ett vitt falt.

De_franska_stéaderna. En forskningsgrupp har under atskilliga
ar agnat sig at statistiskt studium av de franska staderna.
Resultatet har blivit fyra digra volymer, '"Les villes
francaises, I1-1V" ([3]), den forsta publicerad redan 1966

och den fjarde och (férmodligen) sista sa sent som 1974.

Dessa bocker ger en for franska forhallanden ovanligt Over-
skaddlig och enhetlig statistisk beskrivning av de franska
staddernas utveckling under 1900-talet. De &r rikt illustre-
rade med kartor och diagram, varfor de ar forhallandevis

lattillgangliga aven for en icke fransksprakig lasekrets.

I den forsta volymen ges en allmdn demografisk redogorelse

dar sarskilt stadernas tillvéaxt under perioden 1911-62 studeras.
Den andra volymen &agnas at en socio-ekonomisk studie,
huvudsakligen gallande ar 1962. Med indelning i ekonomiska
sektorer redovisas fordelningen av den aktiva befolkningen

dels med utgangspunkt fran bostadsort, dels utgdende fran
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arbetsplatsort. Aven de dagliga resorna studeras. I den
tredje volymen ges (kultur)geografiska uppgifter: stadernas
yta, deras genomsnittliga befolkningstédthet, samband mellan
urbaniseringsgrad och trafik, uppskattning av stadernas
omland m m. Den fjarde volymen slutligen, &ar avsedd som
referensmaterial for franska stadsplanerare. Dar finns de
data som utgdr underlag for statistiken i de tre forsta

volymerna sammanstallda stad for stad.

Orthopoles. Forst nagra ord om bakgrunden. I en fore-
gadende studie ("fas 1"), slutford 1967 (“'Modéles de villes",
[1]1), var syftet att undersoka mojligheterna for en starkt
utbyggd kollektivtrafiksektor (80% av resorna till och fran
arbetet) i en modellstad med 250.000, 500.000 och respektive
! miljon invanare. Model Istaden bestod av ett hexagonalt
monster av stadskarnor med gronomraden emellan. Pa grund-
val av resultaten fran denna studie utfdrdes sedan en ny,
tamligen detaljerad studie ("fas 2") av mojligheterna for
ett kommunikationssystem denna gang baserat pa privat-
bilism i samma modellstad ("Archipoles", [6]; engelsk
upplaga [11]). Denna studie har beskrivits i "Nagra
exempel pa& fransk urbaniserings forskning" och kommer

darfor inte att behandlas vidare har.

For narvarande befinner sig studierna i en tredje fas,
"orthopoles”. Denna fas utgor dels en syntes av de tva
tidigare faserna 1 det att man nu anvander en geografiskt
differentierad fordelning mellan kollektiv- och privat
trafik. (Huvudsakligen kollektivtrafik och fotgangare i
centrala delar, privatbilism i1 mer perifera delar).
Dessutom forsoker man "mjuka upp" modellen sd att den

lattare skall kunna anvadndas vid planering av verkliga

(D) Snickars, F., 1971, Stockholms Lans Landsting,
Regionplanekontoret, Meddelande 1971:2.
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stader. Syftet med studien &ar dels att utveckla ett
instrument for utvardering av verkliga trafikplaner, dels
att kunna anvisa hur en viss stad skall kunna utvecklas
mot modellstaden. Studien berdknas vara slutférd under

1974.

£H}ss . stadsp lanePENTiE k- Unaer de tva
senaste aren har en forskningsgrupp &agnat sig at studier
av fransk stadsplaneringspraxis. Arbetet har skett i

tva etapper. Den forsta etappen, som avslutades 1973,
resulterade i en bok i vilken det beskrivs hur fransk
stadsplanering gar till i allmanhet: vilka institutioner
som ar inkopplade, de olika planerna, vilka styrinstrument
som star till planerarnas forfogande osv. (‘'Conception et

instruments de la planification urbaine”, [7])-

Den andra etappen, som visserligen ar avslutad men annu

inte resulterat i nagon publikation, har &agnats at studium
av nagra praktiska fall. Man har valt fem medelstora

franska stader och i detalj jamfort de planer som faststallts
under en tjugudrsperiod med den verkliga utvecklingen i
staderna under samma tid. Med tanke pa att resultaten har
visat sig nagot kontroversiella, ar det emellertid tveksamt
huruvida nagon fullstandig publikation Overhuvudtaget kommer

att ske.

Fritidf_ fran_myt_till_verklighet. Under denna svepande
rubrik har en forskningsgrupp publicerat resultat fran
studier av fritidsaktiviteter i Frankrike; deras omfattning

matt i tid och pengar m m ([4])-

225722275 FEE gronomraden. Detta projekt paborjades
egentligen inte forran under hoésten 1973. Projektets
syfte Or att genom studium av nagra praktiska fall upp-
skatta den relativa samhéllsekonomiska kostnaden for
gronomraden i jamforelse med kostnaden for bebyggelse av

samma omrade.
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Efter denna kortfattade presentation av nagra av de
andra projekten pa C.R.U. kommer slutligen turen

till de tvd mer matematiskt inriktade projekt som vi
sysslade med i den forskningsgrupp jag tillhérde. Nedan
ges dock endast en kort redogorelse for bakgrunden till
de tva studierna eftersom en detaljerad redovisning

aterfinnes i de tva foljande avsnitten.

Den exponentiella modellen. Atskilliga urbaniserings-
forskare och kulturgeografer har uppstallt mer eller
mindre sofistikerade matematiska modeller for olika
aktiviteters rumsliga fordelning 1 stader. En ofta
foredommande modell for boendebefolkningens fdrdelning
ar den s k exponentiella modellen ("Clarks formel'),
enligt vilken befolkningstatheten avtar exponentiellt
med avstandet fran centrum. Sedan nagra ar tillbaka har
denna modell varit utsatt for studier pd C.R.U. Dessa
tidigare studier finns dokumenterade i nagra C.R.U.-
publikationer varav en ar pa engelska och en annan,
"Modéle urbain de localisation résidentielle” (1972,
[2} ), publicerades inom ramen for ett avtal om veten-
skapligt utbyte mellan Frankrike och Sovjetunionen och
darfor foreligger bade i en fransksprakig och en rysk-

sprakig version.

Anledningen till att man valt just den exponentiella
modellen for fordelningen av befolkningstédtheten i en
stad var att man ansdg att den (a) belyser en relevant
aspekt av stéders struktur, (b) har god Overensstéammelse

med verkligheten, (c¢) &ar relativt latthanterlig ur matematisk
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synvinkel och (d) har l&ttolkade parametrar. Dessa

aspekter kommer att diskuteras 1 detalj i kapitel 2.

Den regionala studien. De senaste aren har man paborjat
vissa regionala studier pa C.R.U. Forskningsgruppen
fick salunda i uppdrag att anvanda matematisk metodik

for att belysa regioners rumsliga struktur.

Malsattningen kan sammanfattas i foljande punkter:

(@) utarbeta matematisk-statistisk metodik for studium
av samband mellan & ena sidan staders storlek, tillvaxt
m m och & andra sidan deras rumsliga fordelning,

(b) samla relevanta data for alla franska stéader,

(c) tillampa metodiken pa dessa data.

Studierna pagar fortfarande, varfor jag endast kan
presentera nagra preliminara resultat. Arbetet redovisas i

avsnitt 3.

1.3 Nagra C.R.U.-publikationer

Pa_franska

[1] Bussiére, R., 1967, "Modéles de villes".

[2] Bussiere, R., 1972, "Modeéle urbain de localisation

résidentielle".

L3] Charre, J.G., Coyaud, L_M., 1966—74, "Les villes

francaises: 1. Démographie générale, 1l. Socio-

économie, I1ll. Géo-urbanisation, V. Bases documentaires

[4] Coronio, G., Muret, J.P., 1973 "Loisir: du mythe aux

réalités".



[51

[6]

[7]

[&]

[°]
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Coyaud, L_M., 1974, "L"urbanisation des campagnes'.

Magnan, R., Dryjski, 1970, "Archipoles"”, (eng.uppl.

se nedan)

Magnan, R., Berthumé, G., Comby, J., 1973, "Conception

et instruments de la planification urbaine™.
Ostrowski, W., 1968-70, '"L"urbanisme contemporain:
I: Des origines a la Charte d"Athénes, I1l: Tendances

actuelles".

Zeitoun, J., 1971, "Modeéles en urbanisme’.

Pa_engels3ca ;

[10]

[11]

[12]

Bussieére, R., 1970, "The spatial distribution of

urban populations™.

Magnan, R., Dryjski, D., 1972, "Archipoles".

Ostrowski, W., 1970-73, "Contemporary town planning:
I. From the origin to the Athens Charter, Il. Present

trends

Publikationerna kan rekvireras genom att skriva till:

Centre de Recherche d"Urbanisme
4, Avenue du Recteur Poincaré
7501 6 PARIS

Frankrike

P4 begaran erhalles en forteckning over publikationerna

(""Catalogue des publications'™).
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2. DEN EXPONENTIELLA MODELLEN FOR BEFOLKNINGSTATHETEN
I STADER

2.1 Inledning

En starkt aggregerad, matematiskt latthanterlig modell

for boendebefolkningens férdelning i en stad ar den

s k exponentiella modellen som ursprungligen lar ha uppstallts
av H. Bleicher ar 1892 [2], men som ofta tillskrivs

C. Clark (1951, [6]), '"Clarks formel™. Den brukar skrivas

D(r) =A . e b‘r , @)

dar D (r) ar befolkningstatheten pa avstandet r fran stadens
centrum (Central Business District). A och b &r konstanter.
A ar tatheten i centrum och b ett matt pd hur snabbt tatheten

avtar med avstandet fran centrum (se fig.1).

For det forsta forutsatter alltsd modellen existensen av

ett valdefinierat centrum. FOr det andra ar den endimen-
sionell sa till vida att den endast avser befolknings-
tathetens variation med avstandet fran centrum och inte dess

tangentiella variation.

Clark uppstallde sambandet (1) pa& grundval av empiriska
undersokningar . I en del senare arbeten har dock f6rsok
gjorts att ge modellen mer teoretisk fdrankring. Dessa
arbeten kan indelas i tva huvudgrupper. Den ena gruppen
karaktariseras av att man har velat fdrankra modellen i
ekonomisk teori (se t ex Muth [10] och Amson [i])- | den
andra gruppen har man i stallet givit sig in pa matematisk-
statistiska resonemang av samma typ som forekommer 1 de
fysikaliska teorierna for gasers upptréddande (statistisk
mekanik). Prov pad den senare inriktningen ges t ex av
Bussiére & Snickars [4] och March [8]. Gemensamt for bada
grupperna ar att den exponentiella modellen hédrleds som

ett specialfall bland manga olika mojliga fordelningar.
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FIG. 1. Den exponentiella modellen

Det arbete som kommer att presenteras i resten av detta
kapitel kan sagas vara en fortsattning pa Bussiére & Snickars
arbete. Eftersom de teoretiska grunderna for modellen har
redovisats pa andra stallen (jfr Bussiére LS], Bussiere &
Snickars [4], Bussiére [4]. Snickars [12]°<h L ‘3:D'&@mm§r
endast nagra grundlaggande tankegdngar att sammanfattas i

ett inledande avsnitt (g 2.2). Darefter redovisas en grafisk
metod att bestamma vardet pa& parametrarna A och b (g 2.3).
Sedan presenteras en felkalkyl med syfte att ge en kvanti-
tativ uppskattning av den osdkerhet i parametervardena

som beror pa osakerhet hos indata (i 2.4). Sist diskuteras
ett matt pad avvikelse mellan modell och data (] 2.5). Mattet
kallas redundans och kommer ursprungligen fran matematisk
kommunikationsteori. De forda resonemangen illustreras i

varje avsnitt med resultat fran tillampningar pa olika stader,

Tonvikten i den foljande framstallningen ar inte avsedd
att ligga pa det specifika for den exponentiella modellen utan

snarare pa mer allmanna metodologiska aspekter.

2.2 En harledning av modellen

Bussiere och Snickars [4] visar att den exponentiella
modellen kan hérledas med matematisk-statistiska metoder
grundade p& Wilsons entropi-maximeringsprinciper (fr
Wilson [14]). Harledningen utgar fran ett explicit val
av kostnadsfunktion c(r,0) som definieras som den genera-
liserade kostnaden att ta sig till stadens centrum for en
person som befinner sig vid (r,6), dar r ar avstandet

fran centrum och 0 vinkeln. I senare arbeten tolkas c(r,9)
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som olagenheten att bosatta sig vid (r,6) (se [12]]-
Modellen avses vanligen galla den boende (natt-) befolk-
ningen, men kan naturligtvis aven anvadndas vid studium av
t ex den arbetande (dag-) befolkningen, utgangspunkter Tfor

resor inom staden (for trafikmodeller), markpriser etc.

For forstaelse av fortsattningen kravs en sammanfattning av

Bussiéresoch Snickars/harledning.

Antag att den urbaniserade region vi skall studera bebos

av N personer och upptar ytan E i det tvadimensionella
planet (t ex genom kartprojicering). Antag vidare att

det enda vi Tor ovrigt ké&nner till om befolkningens rumsliga
fordelning ar ett medelvarde ¢ av den generaliserade
kostnadsfunktionen c(r,9) Tfran ett slumpmassigt urval av

n invanare (n ~ N):

c = c(r., 6.) )

x (3

Uppgiften ar nu att pad grundval av denna bristfalliga
kannedom gora en sd god uppskattning som mojligt av

boende-befolkningens rumsliga fordelning.

Bussieére och Snickars definierar darfér en kontinuerlig

sannolikhetstathet d(r,9) pa E, dar d (r,6).r.dr.do &ar

sannolikheten att en innevanare &ar bosatt i ytelementet
r.dr.do® vid (r,@) " ~. Eftersom d ar en sannolikhetstathet,

sa galler
d(r,00 A 0 4)
(r,9) . rdrdo =1 (5
E
(€H) Man kan tanka sig foljande statistiska experiment: gor
upp en forteckning 6ver alla invanare i omradet och drag
sedan en pa mafa ur forteckningen. Notera koordinatérna

for hans bostad.
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Med den bristfalliga kannedom vi har &r det enda ytterliga
antagande vi kan gdra om tatheten d att den skall vara

(vantevéardes-) konsistent med det givna medelvardet,

dvs:
J Jc(r,9) + d(r,@ rdrdo = ®)
E

Den mest sannolika fordelningen ar den som

maximerar entropin
H@ =-3J3dd(r,9 .In{d(r,0) rdrd@ ©)

E
under bivillkoren (4), () och (6)f *

Maximeringsproblemet kan l16sas med klassisk variations-
kalkyl (Lagranges multiplikatormetod). Ld&sningen &ar

-B.c (r,9)3
a (r,0 Z(B) (8)

dar B ar Lagrange-multiplikatorn associerad med bivill-
koret (6), d v s B skall valjas s& att a satisfierar
ekvationen i (6). Partitionsfunktionen Z ar till for att
normalisera tétheten d och definieras

e—b-c(r,g)

Z(b) r drdO (9)

1) FOr motivering, se t ex fl].
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Lagrange-ekvationen (6) kan alltsi skrivas ™"

In(Z(b)) c (10)

Det ovan forda resonemanget ger saledes foljande upp-

skattning av befolkningstatheten:

tn

Om vi valjer den generaliserade kostnadsfunktionen

c(r,6) = r sa fas "Clarks formel™:
- _ -B . r
£5(r,9) = £) = A . e a2
dar
A = N/Zz(B) 13

Observera att denna kostnadsfunktion kan tolkas som att
olagenheten att bo vid (r,9) ar proportionell mot avstandet

r till stadens centrum.

2.3 Skattning av parametrarna

X Ffortsattningen kommer endast kostnadsfunktionen

c(r,9) = r och den darav foljande exponentiella modellen
att anvandas. Det antages i fortsattningen att E ar
cirkulart med mittpunkt i stadens centrum och har radien

R. I detta specialfall galler:

(1) Antag att vi av andra skal an ovan (inte nddvandigtvis
p& grundval av resonemang om entropimaximering) hade
omsatt exponentiell form pa tathetsfunktionen d. Antag
vidare att vi liksom ovan hade ett stickprovs-medelvarde

Cx' Med "maximum-likelihood"™ metodik hade vi kommit

fram till samma ekvation (10) for bestamning av para-
metern b:s véarde.
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e E . r
® = am 25 14)
© = z@ -T2 - @ +R) . eRy @5)
2.2 n
(10) => :, 2 - RRE 1 I 16
e - (1 + Rb)
alltsd ar det erhallna medelvardet
1 11
@ = r - .i'L:I' rs ()
b N BT 12
A = N/Z(E) (1 3)

For att bestamma de bada parametervardena i ett konkret
fall, d& medelavstandet r~ och yttre radien R ar givna,
far vi alltsa forst forsoka Ffinna det b-varde E som

satisfierar ekvation (16) och sedan berakna A ur (13).

Tyvarr ar b inte direkt losbar ur ekvation (16). R maste
alltsa sokas pad numerisk eller grafisk viag. Eftersom
ekvation (16) ser olika ut for varje kombination av varden

P& R och r infor vi de tva dimensionsldsa variablerna

s = rX/R (O s s s 1) (18)

och

t=R.b (19)

Ekvation (16) kan nu skrivas

N

(20)

Denna ekvation som varken innehaller R eller
definierar t som funktion av s (for O < s < 1).

t:s graf aterfinns i figur 2,



FIG.

2.

Den normerade maximum-likelihoodfunktionen t(s)
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Som framgar av figuren ar t en monotont avtagande
funktion av s. Detta betyder att for givet varde pa
R, s& ar B stort om rX ar litet och vice versa. Om

vi alltsa later r Oka fran ett litet varde upp till

R, s& kommer B att minska ned till noll. omr

w [~

X )
sedan fortsatter att oka, sa kommer B att bli negativ.

Vi kan ocksd gora foljande observation: for ett givet
stickprov av invanare och fixt varde pa ytterradien R,

sa beror vardet av r~ naturligtvis pa valet av centrum.

Det (eller de) centrumval som ger minsta medelavstand

r ger ocksd hogst varde pad B, dvs den spetsigaste
fordelningen. Om "stickprovet” omfattar hela befolkningen
(n=N), s& galler alltsad att om stadens "mest tillgangliga"
punkt, dwvs den punkt som minimerar medelavstandet r, valjs
som centrum i modellen, sa fas det hogsta mojliga vardet

ap @ O

dr=0, sa kommer aven att galla dB=0, d v s B ar okanslig

Eftersom det for detta centrumval géaller

for smd forflyttningar av centrumpunkter i narheten av denna

punkt.

Med hjalp av den nya variabeln t kan partitionsfunktionen

nu skrivas

Z@®) = rm . R1.3w(t) 1)

dar

W) = (1 +1 . e fd 22)

ar en dimensionslds "normaliserad partitionsfunktion".

Dess graf ges i Ffigur 3.

1) 1 fallet med ett oandligt omrdde, d_ v s R =", fas
Z({) = 2rr/b och foljaktligen B = 2/r”.

(2) Ytterradien R maste naturligtvis vara sd stor att samma
befolkning kommer med for alla aktuella centrumpunkter.
(3) I vissa "triviala" fall kan det finnas mer an en punkt

som ger r_ . .
min



FIG. 3.

FIG. 4.

Den "normerade partitions funktionen™

b=t/R

w=w(t)

Schematisering av skattningsmetoden

23
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A kan nu skrivas som

dar t = B/R. A kan alltsd ses som produkten av medel-
tatheten D och en viktfaktor w . A &r mindre an medel-
téthetfn D ;dr negativa B (rX> % R), lika med D for

B = Ogrxz —R) och slutligen ar A storre an D for positiva

3 .
B (r <§R) , vilket alltsammans ar intuitivt hégst rimligt,
X

Den foreslagna skattningsmetoden har schematiserats i
figur 4. Varje par av "insignaler” (r~,N) 9er

upphov till ett par av "utsignaler” (B, A).

For att underlatta parameterskattning medelst grafisk
metod har de i de flesta praktiska fall aktuella delarna
av graferna for funktionerna t respektive w uppritats i

figur 5 (sid. 25 ) och figur 6 (sid. 25 )

Metoden kanske illustreras bast av ett tillampningsexempel:
FOor boendebefolkningen i Bordeaux 1962 erhodlls ett medel-
avstand rXK 2,76 km for R = 7 km. Vi har saledes s ~ 0,394.
Figur 5 (sid. 25 ) ger f ~ 4,45. Figur 6 (sid. 25 )

ger v) ~ 0,095. Eftersom folkmangden N inom 7 km:s avstand
fran centrum ar ungefar 432.000 personer, sa ar medelbe-
folkningstatheten D i omradet ungefar 2.810 personer per
kvadratkilometer. Vi far slutligen B ~ 0,635 (km S och

A ~ 29.600 (personer/kmz). (fr resultaten fran dator-

korningar i tabell | sid. 26 ).



FIG.

FIG.

5.

6.

Del av grafen for T(s)

Del av grafen for w(t)
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Skattningsraetoden forutsatter endast ett medelavstand
baserat pa ett stickprov. I de allra flesta praktiska fall
har man dock tillgang till data for hela befolkningen. |
dessa fall kan man alltsad lata "stickprovet" omfatta hela
befolkningen. "Stickprovsmedelvardet" sammanfaller da
med det 'riktiga" medelvérdet r. | samtliga tillampningar
som redovisas i fortsattningen, har vi haft tillgang till
fullstandiga befolkningsdata.

For en "ideal”™ stad, d v s en stad for vilken befolknings-
tatheten avtar exponentiellt anda ut till oandligt avstand
fran centrum, spelar det ingen roll vilken yttre radie R
man valjer; det skattade b-vardet kommer alltid vara

lika med det 'riktiga" b-vardet. FoOr en verklig stad kommer
é dock att bero pd valet av ytterradie. E:s variationer
med R kan alltsi ge oss en uppfattning om hur verklighets-
trogen den exponentiella modellen ar. -~ Grafen for

b = b(R) for boende-befolkningen i Bordeaux 1962 visas i
figur 7 (sid. 28 ).

B:s beroende av ytterradien R har ocksd studerats for Paris
for ett antal ar i1 tidsperioden 1876—1968. Graferna visas i
figur 8 (sid. 28 j). Man ser att kurvan sjunker och blir
jamnare for varje ar. Under de tidigaste aren (s 1936) fram-
trader Versailles (r ~ 17 km) tydligt som en ganska isolerad
agglomeration (E faller plotsligt). Under de senare &ren
"drunknar” Versailles i Stor-Parisagglomerationen (kurvan
blir jamn).

) Genom att 6ka R tillrackligt mycket kan man dock fa E
att minska hur mycket som helst, vilken verklig stad man
an valjer. Ty eftersom &aven en betydande folkmangd
pa stort avstand fran staden da kommer med, s& kommer
s - rx/R att oka, varav foljer att t och darmed aven

E = t/R minskar.
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FIG. 7 Parametern b som funktion av ytterradien R for Bordeaux 1962

FIG. 8.

Parametern b som funktion av ytterradien R for Paris 1876-1962
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De bada parametrarna A och b har skattats for boende-
befolkningen i ett antal stader. Skattningsvardena ges
i tabell | (sid. 26 ). Dessa varden, liksom underlaget
for graferna i figur 7 och 8, har beraknats pa dator.
Newton-Raphsons iterationsmetod har fatt ersatta den

grafiska metoden for bestdmning av parametervardena.

2.4 Kanslighetsanalys for A och B

De indata som anvands vid tillampningar av modellen &r

mycket séllan felfria. Det forekommer felaktigheter i
Ffolkmangdsuppgifter och &ven i geografiska koordinater.
Avsikten med de f6ljande berdkningarna ar att ge en kvantitativ
uppfattning av hur stor den osadkerhet i parametervérdena

A och B ar som beror pa denna osidkerhet i indata.

Situationen askadliggors i figur 9. Rutan "skattning”
representerar den metod att skatta parametrarna som
diskuterades i foregdende avsnitt (jfr figur 4, sid. 23 ).
Med terminologi fran elektricitetslaran skulle man kunna
uttrycka saken pa foljande vis: "storningar” eller "brus"
i befolkningsdata ger upphov till "brus" o6verlagrat pa
"insignalerna™ r och N, vilket i sin tur ger upphov till
"brus" p& "utsignalerna" B och A. Hur stort detta senare

brus blir, beror pa 'skattnings-ladans" overforingsfunktion.

>

FIG. 9. Schematisk bild av sambandet befolkningsdata -
parametervarden
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Med metoder fran den numeriska felkalkylen har matematiska
uttryck harletts for osdkerheten 1 parametervdrdena som
funktion av osdkerheten i1 befolkningsdata. Dessa samband
har sedan anvants for numeriska berdkningar av osdkerheten
i de tidigare presenterade parametervardena for nagra olika
stader (fr tabell 1, sid. 26 ).

Det bor kanske papekas att denna kanslighetsanalys inte sager
nagot om oOverensstammelsen mellan modell och data, utan

endast nagot om tillforlitligheten hos parametervardena.

I de tillampningar som gjorts har befolkningsdata forekommit
i form av uppgifter for hela bostadsomraden; for varje
bostadsomrade har folkmangden angivits och med hjalp av

en karta har de rumsliga koordinaterna for den befolknings-

massiga tyngdpunkten erhallits.

LAt oss anta att ytterradien ar R och att det finns M
bostadsomraden inom detta avstand fran centrum. Vi infor

foljande beteckningar:

n" = folkmangden i bostadsomrade i
(X.,y.) = koordinaterna for bostadsomrade i
1
(xC,yC) = koordinaterna for stadens centrum
ro_= L& - x )2+ (y._= 212 0~r. Sr
¢ 2 05 v )2 ©n~r.osr
M
w1
r=1—.%n_.r,_ O E£r £R)
N e I i

dvs rs ar avstandet fran bostadsomrade i till stadens
centrum, N den totala folkmangden inom avstandet R fran

centrum och r medelavstandet till centrum.
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Eftersom antalet bostadsomraden i allmanhet ar mycket

stort (M > > 10), kommer medelfelen och inte maximalfelen

att beraknas.

Det generella uttrycket for medelfelet eF hos ett funktions-

varde F (Xi ...... , X ) ar

under forutsattning att felen qu.-.., Ax i x-vardena
n

ar oberoende stokastiska variabler med standardavvikelserna

Fran ovanstaende uttryck foljer genast

dar e och e ar medelfelen hos koordinaterna for bostadsom-
rade _it e~ del resulterande medelfelet i r. och slutligen

i 1
en medelfelet i folkmangdsuppgiften for bostadsomrade .i.

Eftersom E berdknas fran r via sambanden (18), (19) och (20)

i foregldende avsnitt, si foljer det att felet AE i B kan

approximeras som
AB -~ R-2 r\'EE'J\szs Ar (26)

For medelfelen e~ och e- galler alltsd sambandet

dt,
ds "s=s ' er @7
(€H) Eftersom felen Ax" ar stokastiska variabler ar AF ocksa
en stokastisk variabel. Standarddeviationen hos AF

(och sadledes ocksad hos F) kallas medelfelet i F och
betecknas eF.
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P& liknande satt erhalls medelfelet e”™ i parameter-

vardet A:

-1
eA  z(6) @8

Med hjalp av sambanden (24)-(28) kan vi nu berakna medelfelen
i parametervardena A och E som funktioner av medelfelen i
indata. Dessa &ar dock sallan kénda. Daremot brukar man
kunna uppskatta dem approximativt. Vi gor foljande Ffor-

enklande antaganden:

Al Medelfel h h ki dinat YR
(AD edelfelen eX oc ey. os koordinaterna (x.)é)

1 1
for bostadsomrade i kan approximeras av

dar a. Aar bostadsomradets yta och a en (dimensions-
1 )
i

16s) cke-negativ konstant.
(€D) "Riktiga koordinater for bostadsomrade i ar sadana som
gor r. identisk med det "riktiga" medelavstandet fran
omrade i, dwvs medelavstandet beraknat pa basis av

koordinaterna for varje invanare i omradet.



(A2) Det relativa felet i fTolkmangdsuppgifterna ar

approximativt lika stort for alla bostadsomraden,

dar B ar en icke-negativ konstant.

Foljande fiktiva exempel kan kanske illustrera innebdrden
av de tva antagandena: For ett rektangulart bostadsomrade
2
av formatet 400 x 500 m och med en (officiell) Tfolkmangd
av 800 personer, ger (Al) och (A2) eX ~ ev ~ 110 m och
i i
en ~ 8 pers., under fdrutsattning att a = 25% och B = 1%.

Med anvandning av antagandena (Al) och (A2) far vi slutligen

—2 <M T v 2
e TR lamees LTV a7y
1=1
29
M
« 1 W A2, (®ni}
‘A 2y - aNe) * 1ro=g)? ¢ ef + - .

Dessa bada samband mojliggdr nu numerisk uppskattning av
medelfelen hos parametervardena A och E, under forutsattning att

befolkningsdata ar tillgangliga och att a och R har givits
numeriska varden. N*

Numeriska berakningar (pd dator) av medelfelen i de tidigare
presenterade parametervardena for nagra olika stader visas
i tabell | (sid. 26 )+« o och B har satts till 25% respektive

1% i samtliga fall.

(D) Om bostadsomradenas ytor (a.) &ar okanda, kan de t -ex
uppskattas genom indelning av den cirkulara ytan innanfor
R i ett antal ringar (eller sektorer). Genom att rakna

antalet bostadsomraden i varje ring (eller sektor) kan
ytorna sedan uppskattas.
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2.5 Modellens o©Overensstammelse med data

Vanligen utvarderar man statistiska modeller genom att
utfora s k signifikanstest. Om testet inte visar att
modellen signifikativt avviker fran data, s& accepteras
modellen (hypotesen) och allt ar frid och frojd. Om
avvikelsen emellertid ar signifikativ, si ger testet i
allmanhet inte nagon direkt upplysning om storleken av

avvikelsen.

Eftersom manga modeller for samhalleliga fenomen visar
statistiskt signifikativa avvikelser fran data utan att

for den skull vara ointressanta fran praktisk synpunkt, sa
skulle ett matt pa en modells avvikelse fran data vara varde-
fullt bl a i dessa sammanhang. Martin-L6Ff [9] har nyligen

foreslagit ett sadant matt, namligen redundans, ett begrepp

fran matematisk kommunikationsteori (Shannon & Weaver [il )

Martin-L6fs matt ar dock bara tillampligt for diskreta sanno-
likhetsfordelningar, och vi studerar en kontinuerlig.- Vi
maste darfor gora vissa modifieringar. LAt oss emellertid forst

aterge nagra definitioner som galler det diskreta fallet.
Entropin hos en diskret sannolikhetsfordelning definieras som
H log pt G

dar K ar en positiv konstant (fr [11]).

En statistisk modells redundans i forhallande till data defi-
nieras som
Yob
obs
32

dar H ar entropin hos den relativa frekvensfordelningen
som erhalls fran data och ft entropin hos den sannolikhetsfor-

delning som modellen ger. Det forutsatts harvid att modellen
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ar baserad pa maximum-entropi- eller maximum-likelihood-
teknik. Denna forutsdttning garanterar att ft aldrig ar
mindre &an Hobs' Av detta forhallande och faktumet att
badda entropierna ar icke-negativa foljer att redundansen
alltid ligger i intervallet [O,I]. Redundansen ar noll om
och endast om modellen dverensstammer fullstandigt med

data.

En sannolikhetsfordelnings entropi kan tolkas som ett matt
pd osdkerheten om utfallet. Ju "bredare" sannolikhets-
fordelning, desto stdorre entropi. Redundansen kan alltsa
tolkas som den 6kning av osédkerhet om utfallet som modellen
ger i jamforelse med data. Ju mindre denna o6kning &ar, desto

battre overensstammer modellen med data.

Redundansen &r ett "absolut" matt i det avseendet att den

mojliggor direkt jamforelse mellan helt olika statistiska
modeller. Martin-L6F [9] foreslar foljande normativa tabell

Redundans vVardeomddme
1 meningslos
0,1 mycket dalig
0,01 dalig

0,001 bra

0,0001 mycket bra

TABELL 2. Martin-L6fs normativa tabc
S& langt det diskreta fallet.

Problemet med det kontinuerliga fallet &ar att man inte
kan jamfora modellens entropi direkt med entropin for data.
Modellen representeras ju av en kontinuerlig funktion, medan

data endast bestar av en svit diskreta matvarden.
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For att losa detta problem foreslar Snickars [13] upp-
delning av det studerade urbaniserade omradet i M delom-
raden av storlek s.,...., sM (eJ nodvandigtvis samma
indelning som i ka&nslighetsanalysen). Ekvationerna

(5), (6) och (7) kan da diskretiseras enligt

H=-~2~sh . dh . In@dd) (33)

Har &ar d. tatheter definierade enligt d.-= p-/s. dar

1 - -
pr = n™/N n™ folkmangden i delomrade i och ytan.
generaliserade kostnad som tillskrivs omradde i_ och ¢

medelvardet av den diskretiserade kostnadsfunktionen.

P& motsvarande satt som i det kontinuerliga fallet kan man nu
harleda en diskret exponentiell tathets fordelning med hjalp
av maximum-entropi-teknik. Lagrange-ekvationen for bestamning
av vardet av parameternb blir formellt likadan; den enda
skillnaden ar att partitions funktionen nu ar en summa i

stallet for en integral.

Vi kan nu berakna redundansen for den sé&lunda diskretiserade
exponentiella modellen genom att anvédnda uttrycket (33) for

entropierna i definitionen (32) av redundansen.

Det aterstar emellertid ett problem, och det ar att vardet
av den salunda beridknade redundansen kommer att bero pa
valet av ytenhet: antag att vi byter skala s! =Y ¢ s,

(t ex frgn km2 till m ), da kommer det nya redundaﬁgeg?det
bli

R* = fe , RI*Romy !
E+ In()
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For att undvika detta godtycke, normaliserar vi ytorna
pa foljande vis. Om a betecknar ytan av omrade i uttryckt

2
i nagon viss ytenhet (t ex km ), sd lat s” definieras som

dar k ar en konstant. Vi valjer vardet pa konstanten sa
att entropin definierad enligt (32) blir konsistent med
entropin i (31) i det specialfall da alla delomraden ar
lika stora. Det enda varde som satisfierar detta villkor

ar k = M (M = antalet delomraden)

Detta konsistensvillkor ar naturligt darfor att om alla
delomraden vore lika stora, sa kunde vi lika val direkt
anvanda det ursprungliga uttrycket (31) for entropin.
For att redundansvardet skall vara oberoende av vilken

metod som anvands, sa maste konsistensvillkoret ovan vara
uppfyllt.

Den foreslagna '"hybrida" redundansen ar alltsd identisk
med Martin-L6fs redundans i1 specialfallet med lika stora

delomraden. Men vilka ar den "hybrida"™ redundansens
egenskaper i det allmanna fallet?”

For det forsta kan vi notera att den "hybrida™ redundansen
aldrig ar negativ. Liksom i1 det 'genuint diskreta” fallet
ar redundansen noll om och endast om den diskretiserade
modellen 6verensstammer med de likaledes diskretiserade data.
Det galler &aven i detta fall att ju lagre redundansvarde

desto battre kan modellen sdgas Overensstdmma med data.

() Den "hybrida"™ redundansen kan ses som en generalisering
av Martin-Lo6fs i det avseendet att entiteterna s. utgor
"vikter" som & priori tillordnas de olika méjliga utfallen
Specialfallet med lika "vikter"™ innebar att lika sanno-
likheter a priori tillskrivs varje rgidjligt utfall.
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Det finns emellertid en - om inte praktiskt sa atminstone
principiellt - viktig skillnad mellan den "hybrida"™ och
den 'genuint diskreta” redundansen. Namligen att véardet
av den "hybrida" redundansen i det allmanna fallet kan
overskrida 1. Vid narmare eftertanke finner man att detta

ar intuitivt "riktigt"”

Vi &r nu antligen rustade att utvardera modellens dverens-
stammelse med data i de tidigare diskuterade tillampningarna.
Vid dessa tillampningar har endast befolkningstathetens
beroende av avstand till centrum och inte dess variationer

i vinkelled studerats. Vid diskretiseringen har den cirkuléara
ytan darfor delats upp 1 ett antal koncentriska ringar (av
lika tjocklek)

Vid alla tillampningar har modellen som vantat visat signi-
fikativa avvikelser fran data. Exempelvis ger ett signifikans-
test pa Bordeaux ett XZ—Varde pa 3.500 for 19 frihetsgrader,
vilket kan jamfoéras med 0,l-percentilvirdet n (19 ~ 44.
(Vid betraktande av dessa resultat bor man dock komma ihag

att instrumentella fel beroende pa datas grovhet i forhallande

2
till ringvidden kan bidraga till de hdéga X -vardena.)

For att mata modellens avvikelse fran data har (‘“hybrida™)
redundansvarden berdknats. De aterfinns i tabell | (sid. 26 ).
Som synes varierar de fran "mycket dalig" (Marseille) till

"bra" (Bordeaux) . (1 fallen Marseille, Stockholm och Zirich
var data forhallandevis grova, varfor man kanske inte bor

fasta alltfor stor tilltro till dessa redundansvérden)

LAt oss med hjalp av redundansen jamfora den exponentiella
modellen med en annan modelli Ett - for den med den

(€)) Denna egenskap hos den "hybrida™ redundansen beror pa
att

Om vid en tillampning av den exponentiella modellen t ex
hela befolkningen patraffades i ett enda bostadsomrade
med en yta mindre &n genomsnittet, sa skulle redundansen
overskrida 1.
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exponentiella modellen obekante - naturligt satt att
uppskatta befolkningstatheten i en stad vore att helt

enkelt dividera stadens folkmangd med dess yta. I vart
studium av befolkningstathetens variation med avstandet

fran centrum skulle detta tillvagagangssatt ge ansatsen

D(r) =5 (O £ r s R). | figur lo kan vi i ett

konkret fall (London 1966, jfr tabell 1, sid. 26 ) jamfora
denna likformiga modell med den exponentiella. Som synes
overensstammer den exponentiella modellen trots sina brister
battre med data. Detta forhallande avspeglas ocksd av redundans
vardena. Vi hade tidigare erhallit redundansvardet 0,008
for den exponentiella modellen. Enkel handrdkning ger ett
redundansvarde pa 0,16 for den likformiga modellen. Den
exponentiella modellen kan alltsd i detta fall narmast
klassificeras som 'dalig" medan den likformiga modellen ar
"mycket dalig" ((fr tabell 2, sid- 35 ).

Man kan se dessa modeller som tva steg i en reduktions-
kedja fran observationsdata ned till a prioriantagande om
likformighet, dar redundansen mé&ter den relativa okningen
i osdkerhet 1 varje steg. Detta satt att betrakta en
modell mojliggdr beddémning av hur mycket "information"

modellen ger, i jamforelse med ett rent a prioriantagnade

I vart exempel visar redundansvardena att merparten av
okningen i osdkerhet sker i steget fran exponentialmodellen

till den likformiga modellen (se figur 11).

Detta forhallande visar att avstandet till centrum har

betydelse for befolkningstidthetens rumsliga férdelning.

De erhallna redundansvardena mojliggor ocksa jamforelse

av exponentialmodellen med helt andra statistiska
modeller. Exempelvis erhéll Karlqvist & Marksjo[i] ett
redundansvarde pa 0.004 nar de tillampade en gravitations-

modell p& resor i Stor-Stockholm.
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D [pers./kn*]

20 000
Sefolkmi~S'to'.tl'ie.te.M, 1 London
— exponeirbLali*iode.lle.n
10000--
ormi”o. i*iode/len
PIG. 10. Jamforelse mellan tvd modeller for London 1966
observationsdata exponential - likformiga

R=0.01 model len model len

FIG. 1. Successiva modellreduktioner
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2.6 Sammanfattning

Redogbrelsen har huvudsakligen &gnats vissa tekniska
fragor. Salunda har dels en mattekniskt enkel, grafisk
metod att skatta de bada parametrarna redovisats.
Dessutom har en kalkyl for berakning av osakerheten

i parametervardena presenterats. Slutligen har ett
matt pa modellens avvikelse fran observationsdata

diskuterats.

Som ett allmant omddme om modellen kan det avslut-
ningsvis konstateras att den visserligen ar beraknings-
massigt latthanterlig, men i manga fall visar bristande
overensstammelse med observationsdata. | de flesta

fall bestar denna diskrepans i att modellen Overskattar
boendetatheten i centrum. Genom att anvanda nagon

annan generaliserad kostnads funktion an det euklidiska
avstandet till centrum skulle dock battre Overensstammelse
med data kunna erhallas, men formodligen till priset av

minskad berakningsmassig latthanterlighet.
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3.STADER SOM PUNKTER 1 PLANET

3.1 Inledning

I mitten pad femtiotalet utvecklades inom kvantitativ
biologi matematisk-statistiska metoder for analys

av punktmonster for studium av hur individer tillhdrande
en viss art ar fordelade 6ver en yta. Dessa metoder

har pa senare ar aven borjat anvandas inom matematiskt
orienterad kulturgeografi. Det ar en speciell typ av
sadan metodik, s k "k:th nearest neighbour analysis",
som kommer att presenteras nedan, med vissa tillamp-

ningar pa de franska stadernas fordelning.

Men forst en kortfattad presentation av nigra klassiska
arbeten inom omradet.

3.2 En allmén orientering

For att skapa sig nagon overblick Over den uppsjo av
arbeten som aterfinns i litteraturen kan man kanske
gdra foljande grova indelning 1 tre "traditioner"™ eller

“riktningar™™:

Centralortsteori

Dennaklassiska"™ riktning bygger pa W. Cristallers verk
"Die zentralen Orte in Suddeutschland (publicerad 1933,
[6] ) och A. Léschs arbete '"The Economics of Location"

(engelsk oversattning 1954, Ji3]).

Cristaller forsokte forklara stéders rumsliga och stor-
leksmassiga fordelning utifran ekonomisk teori. Fran
vissa idealiserande geografiska och ekonomiska antaganden
harledde han en hierarkisk struktur av stader pa olika
"funktionsniva", rumsligt fordelade i ett hexagonalt

monster (se Ffigur 1).
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Cristallers geografiska antaganden kan sammanfattas i tre

punkter (Angel & Hyman [I1]):

O] Omradet antas vara plant och sammanhangande

(i) Relevanta egenskaper hos omradet antas vara
jamnt fordelade. (Sadana egenskaper kan t ex
vara ravaruresurser, markens bordighet, "kop-

kraft', jordbrukarbefolkningens téathet.)

(iii) Forflyttningar antas kunna ske lika latt overallt,

oberoende av lage och riktning for forflyttningen.

Dessa antaganden ar som synes starkt idealiserade. I en
nyligen gjord studie undersoker Angel och Hyman [i] mo&jlig-
heterna att matematiskt transformera det verkliga geografiska
rummet med dess varierande tatheter och transportkostnader

till ndgot abstrakt rum dar dessa idealiserade antaganden

skulle kunna galla. Forfattarna visar att det finns
transformationer som ger bada egenskaperna (i) och (ii)
eller enbart egenskap (iii), men inga andra kombinationer.

Det finns alltsd inte ndgon transformation som ger alla

tre egenskaperna samtidigt (se Angel & Hyman [i])-

En allmén oOversikt over centralortsteori ges i

Robinson L15J.

FIG. 1. Ett Centralortssystem a la
Cristaller
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Rank~size rule

En annan riktning har sin upprinnelse i F. Auerbachs arbete
"Das Gesetz der Bevolkerungskonzentration', vilket publi-
cerades redan 1913, [2]. Till skillnad fran i dentral-
ortsteori aterfinns har inte nagon egentlig teoretisk
grund, utan endast ett empiriskt funnet samband. Sambandet
brukar kallas rank-size rule och tillskrivs ofta G. K. Zipf,
"Zipfs lag"”, (1941, [19])-. Som hdérs av bené&mningen galler
sambandet stéaders rang och deras storlek. Daremot sager det

ingenting om den rumsliga fordelningen av staderna.

I sin enklaste form sager "lagen" att om alla stader i en
region (eller ett land) ordnas efter (befolknings-) storlek,

sd att den storsta staden far rang 1, den nast storsta 2 o s v,
sd kommer storleken av den r:te staden att vara 1/r:te del

av storleken hos den stdrsta staden. Mer generellt kan

sambandet skrivas

eller ekvivalent

log (Pr) = log(@ - B . log(r) (©)

dar r star for rang, p for folkmangd och a och B ar konstanter
(specialfallet ovan motsvaras alltsd ava =p , R =1). av
den logaritmiska versionen framgar det att sambandet motsvaras
av en rat linje med lutningen - 1 ett log-log-diagram med

rang pa ena axeln och folkmangd pa den andra (se figur 2).

Rank-size rule visar vid de flesta tilladmpningar endast
approximativ dverensstammelse med data”™”. Trots att

“lagen” (&nnu) saknar teoretisk forankring och endast har

(1) Empiriska undersokningar ar behaftade med vissa
svarigheter. Resultatet paverkas t ex av hur
stadernas folkmangd berdknas och av hur det studerade
omradet avgransas. Dessutom ar det tveksamt vilken
signifikans sambandet kan tillskrivas.
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viss empirisk tackning, sa anvands den ibland som norm.
Sa namner t ex Zipf avvikelser fran rank-size rule som
symptom pa bristande socio-ekonomisk jamvikt (jfr Steward [17]).

folkm&Myi

| 000 ooo

mSvenska stoder-

100 000

10 ooo

|ooo

FIG. 2.
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Trots att rank-size rule och centralortsteorin kan

tyckas ha mycket lite med varandra att géra sa har
forsok gjorts att forena de tva. Ett exempel pa ett
sadant forsok ar M. Beckmanns artikel '"City Hierarchies

and the Distribution of City Size" 4

n~tmons te r—a.na.ly"s

En modern riktning inom kvantitativ kulturgeografi
bygger pa statistisk metodik inom kvantitativ biologi
for studium av arters geografiska spridning. Det éar
tvd huvudtyper av metoder som dd kommit till anvanding:
"quadrat analysis™ (QA) och "k:th nearest neighbour
analysis" (NA). | bada fallen ar ett for oss relevant
delsyfte att avgdora om punkterna (plantorna, staderna)
ar slumpméassigt fordelade eller om den rumsliga fordel-

ningen ar mer regelbunden eller agglomererad (fr figur 3.

I QA forsoker man l6sa uppgiften genom att dela in studie-
omradet i ett rutnat av lika stora rutor, och antalet punkter
i varje ruta (eller i1 ett stickprov av rutor) raknas. Med
utgangspunkt i den salunda erhdllna frekvensfordelningen

forsoker man sedan gdra omddmen om den rumsliga foérdelningen.

Atskilliga problem ar férknippade med QA. Bland annat kommer
rutnidtets placering och rutornas storlek att paverka resul-

taten.

En metodik som mé&ter ett observerat punktmonsters avvikelse
fran slumpmassi-ghet men som inte lider av vissa av QA:s
brister, &r NA. I denna metodik mater man avstandet fran

en godtycklig punkt till den k:te nédrmsta punkten i punkt-
monstret (k = 1: allra narmsta; k = 2: nast ndrmsta oOsVv) .
Ett medelvarde fran sadana matningar jamfors sedan med motsva-

rande forvantade varde for ett slumpmassigt punktménster.

En brist hos NA ar att den for ett fixt varde pa k

inte "ser" skillnad pad mycket olika monster (jfr t ex figur

3.d med figur 4, som bada ger samma resultat for k = 1).
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Exempel pa QA tillampad inom urbaniserings forskning ges av
Rogers [16]. Exempel p& NA inom samma tillampningsomrade
aterfinns bl a hos: M. Dacey [7], [8] och [9], B. Barr m fl
[31, P. Holgate [1o] och [11].

3.3 Nagra statistiska egenskaper

I detta avsnitt kommer nagra statistiska egenskaper hos
slumpmassiga punktmdnster att harledas. Framfor allt kommer
intresset att riktas mot avstandet fran en godtycklig punkt

i planet till den k:te narmsta punkten (k = 1: allra narmsta,
k = 2: nést nadrmsta osv) . Det mig veterligen tidigast
publicerade arbetet &r en artikel av Clark & Evans i tidskriften
Ecology (1954, [5])- Forfattarna harledde dar uttryck for
fordelningsfunktion m m i fallet k = 1. Ett par ar senare
publicerades en artikel av Thompson [18] i samma tidskrift,
denna gang med harledning for godtyckligt varde pa k. Den
harledning som presenteras nedan grundar sig inte direkt pa
nagon av dessa bada artiklar, utan ar delvis forfattarens

egen skapelse. (Daremot ansluter framstédllningen delvis
till Rogers [16]) ™ .

Ett grundladggande begrepp i detta sammanhang &r ''slump-
massighet”. Det ar darfor nddvandigt att ge det en entydig

definition.

L&t oss forestialla oss ett statistiskt forsok, vars utfall
ar en punkt x inom ett visst omrade A i planet

Detta forsok kan kallas det enskilda forsoket. L&t oss
vidare kalla N oberoende upprepningar av detta fo6rsok for

det stora forsoket. Ett utfall X av detta stora forsok

) Forstaelse av alla tekniska detaljer i den f6ljande
harledningen ar inte nodvandig for forstaelse av fort-
sattningen. Lasare som inte nars av en alltfdor stark
lidelse for matematisk statistik kan darfor med gott
samvete ndja sig med endast en Flyktig granskning av de
foljande sidorna.

(2) De studerade omradena antas vara "matematiskt snalla"
omraden i det Euklidiska planet.
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bestar alltsd av N stycken punkter inom A, X =|XJ,----,X ; A

Om nu punkten i det enskilda fdrsoket har lika stor chans att
hamna var som helst inom A, eller mer formellt uttryckt om

X &ar rektangularfordelad pa A, i sd fall kallas utfallet fran
motsvarande stora forsok for ett (rektanguléarfordelat) slump-

massigt punktmodnster.

Det foljer omedelbart fran definitionen att antalet punkter (n)
inom ett godtyckligt delomrdde a ¢ A ar binomialfordelat

n ~ Bin(N, p), dar p = Sa/S (Sa och S, betecknar respektive

A A

ytor).

Ett grundlaggande resultat i sannolikhetsteorin ar att en
binomialfordelning Bin(N,p) tenderar mot en Poisson-fordelning
om N okar och p minskar pa sadant satt att produkten N . p &r
konstant. Om vi saledes antar att N ar stort samt att a &r
mycket litet i jamforelse med A, sd kommer n att vara approxi-
mativt Poisson-férdelat, Poisson (A . Sa), dar A = N/Sa,

d v s A &r medelantalet punkter per ytenhet. A kommer att

kallas punktmdnstrets intensitet.

Vi kan nu harleda ett relativt enkelt matematiskt uttryck for
sannolikhetsfordelningen for avstandet r~ fran en godtycklig
punkt y inom A (ej ndédvandigtvis en punkt i1 det studerade punkt-
monstret) till den k:te narmsta punkten i det slumpmassiga
punktmonstret om vi namligen forutsatter att omradet A och
antalet punkter N bada ar sa stora att de diskuterade avstanden
ar forsumbart smad i jamforelse med omradets dimensioner. D&

ar namligen antalet punkter n”™ inom ett avstand r fran y
approximativt Poisson (A . T . rY, dvs

(1) Om inget annat papekas, sa avses i Tfortsattningen i detta
avsnitt slumpmédssiga punktmodnster.



51

Men handelsen att det &ar atminstone m punkter i denna cirkel
ar ekvivalent med handelsen att r inte oOverskrider avstandet
m

r. Vi har saledes ekvationen

P(rm s r) = P(nr s m) 4)

av vilken foljer (for k = 1,2,...):

k- , 2.1 \ 2
i _ 5’ VWIT. r l . e—ATTr

PO -0 == ©)
k i=0
2k-1 2
=2 . (X.IDk . -=—-—= ATT
f O |( r;) (k-1 1 e Q)
Kk
E(rk> = 85):_k'|§'2 * A_l 72 )
v,rk> " Xrn- 7~ —/ ®)

dar r star for avstand och F ar fordelningsfunktionen, f

fkrekvensfunktion, E vantevardet samt V variansen.

uttrycken (5) - (8) galler avstand uppmatta fran en god-
tycklig punkt y i omradet, saledes &aven fran en punkt i
det studerade punktmonstret. I detta specialfall ar alltsi

rk avst™<tet till den k: te narmsta grannpunkten (('k:th

nearest neighbour distance™).

Genom att satta k = | i uttrycken (5) - (8) far vi sannolik-
hetsfordelningen for r , avstandet till den narmsta punkten

i det slumpméssiga punktmonstret:

Xrrr2
Fr (r) e (9)

(1) Transformationen +~= 2rr X rfc ger en X2-fordelning med

o
2k frihetsgrader. Eftersom summan av oberoende x -fordelade
variabler ocksa ar X~-fordelad, kan denna transformation

anvandas ToOr exakta test av slumpmassighet (fr avsnitt
3.5 samt Thompson [18]).-
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2
foMm =20 uar e VIF (10)

9 a1
12

Nedan har grafen for frekvens funktionen for r*» skissats for

tva varden pa intensiteten 1 (se Ffigur 5)

Med hjalp av de harledda uttrycken kan vi nu utvardera funna
punktménster. Clark & Evans [0] foreslar anvandning av

indexet D* = r_/r (13)
I

Medelvardet r* erhalls genom att avgransa ett omrade i planet

och mata avstandet fran varje punkt i monstret till narmsta

grannpunkt. r ar vantevardet for samma avstand (ekv. (11)).
Det foljer av definitionen att E(D*) = | for ett slumpmassigt
punktménster. Man kan visa att d 2.15 for ett triangulart

punktménster och D* = 2 for ett kvadratiskt".

For ett fullstandigt agglomererat punktmonster galler D*~ O
gfr figur 3).

-= r
FIG. 5. Tva frekvens funktioner for avstand
till narmsta grannpunkt
(€D) Observera att ett triangulart punktmonster erhalles om

man betraktar alla stader over en viss "funktionsniva"
i Cristallers modell (fr figur 1, § 3.2).



53

D* kan allts3 anvandas som ett matt pa& agglomeration.

D* > | indikerar att punktmonstret ar mer regelbundet an ett
slumpméassigt; D*< ! indikerar att punktmdonstret i stallet ar
mer agglomererat &n slumpmassigt. D*-indexet har emellertid

begransad anvandning eftersom det endast ger en fragmentarisk
karaktaristik av det studerade punktmonstret (Ex: D*~ 0 bade

for punktmonstret i1 figur 3.d och det i Tfigur 4).

Statistiska test av slumpmassighet kommer att redovisas (§ 3.5),
men forst agnas ett avsnitt at tillampningar av ovanstiende av-

standsanalys pa franska staders rumsliga fordelning (8 3.4).

3.4 Ett samband mellan staders storlek och avstand

Nedan redovisas nagra tillampningar pad franska staders
rumsliga fordelning (fr fig.6, sid. 54) men TfTorst lite

; i
‘teorti.

Hittills har endast vissa egenskaper hos punktménster i
allmanhet diskuterats. Eftersom stader ar olika stora, kunde
det emellertid vara intressant att ta med aven storleks-

aspekten 1 berakningarna.

LAt oss alltsd beskriva stadernas storleks fordelning i ett visst
omrade (t ex en region eller ett land) med (trappstegs-)
funktionen N, dar N(P) ar antalet stader med mer an P invanare.
Intensiteten *=(P) av stader med mer an P invanare blir saledes

i(P) = N(PD/ ., dar ar omradets yta.

Om staderna nu vore slumpmassigt fordelade i omradet (enligt
§ 3.3), sa skulle det forvantade avstandet rE(M fran en stad
med mer an P invanare till narmsta grannstad med mer an P

invanare vara:

rE(R) = VidA ¢ IN(P) - 11 - A . INP]
2 2

14



FIG.

De franska staderna 196s
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gfr ekv.(1), @ 3-3). Med kd&nnedom om ytan och funktionen
N for ett visst omrdde kan man alltsd beradakna det forvantade

avstandet re for godtyckligt P.

Emellertid ger oss rank-size rule- mgjlighet att approximera

funktionen N. Av den foljer namligen

N ~~ . P (15

gfr ekv. (1), @ 3.2, v = 1/B).

Under foOrutsattning av en slumpmassig rumslig fordelning och
en storleks fordelning i enlighet med rank-size rule far

vi alltsid foljande samband:

_1/2 v/2 v/2 (16)
re()

eller i1 logaritmisk form:

log (r () = log (y) +~ . log (P) an

Av den logaritmiska versionen framgdr det att sambandet
motsvaras av en rat linje med lutningen v/2 i ett log-log-

diagram med folkméngd pa ena axeln och avstand pa den andra.

Vid empiriskt studium av staderna i Frankrike 1962 (totalt ca

1300 stader med mer &an 2000 invanare) erholls de resultat som

visas i Ffigur 7 och 8. (sid. 56). Som synes ar "‘rank-size-
kurvan' inte helt ratlinjig. Med stdéd av Ffiguren ansatter vi
m Detta att lutningen ar v/2 galler inte bara for avstandet
till narmsta grannstad, utan for godtyckligt varde pa
k. Daremot blir uttrycket for konstanten V annorlunda,

gfr ekv. (7, 1 3.3).
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folltmanjj

SiaJerna ranjordnaJdt efitr

mfolkméanjJ. Ffankrikt 1?2(>2.

I,re  [Vn3

Civwnto.1)

FIG. 8. Medelavstand till narmsta grannstad som funktion av
storleksklass. Frankrike 1962.
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6 -
dock . ~ 3.3 10 och v = 1.0. Eftersom Frankrikes yta
(utom Korsika och departementen bortom haven) &ar ungefar

535 000 km2 sa erhaller vi
r (F) ~ 0.20 . PO"5
E

Bade kurvan for r(P) och for rE(P) ar inritade i1 figur 8
(sid. 56 Det framgar att re
avstanden med 10% - 35% men att lutningen pd linjen &ar hyfsad.

systematiskt Overskattar

Vidare ser man hos kurvan for r en svag tendens till krdkning

uppat

Kvoten D*(P) = r(P)/rE(P) visas i1 Ffigur 9 (sid. 58 ).
Trots att D* ar storre an 1, aterstar annu mycket till det

"Cristallerska" vardet D* = 2.15 (fr avsnitt 3.3).

Eftersom stéders rumsliga och storleksmassiga fordelning kan
tankas ha med industrialiseringsgraden att gbra, gjordes
foljande indelning av Frankrikes yta: en syd-vastlig del (SV)
dar den andel av de manliga forvarvsarbetande som arbetar inom

jordbruksnaringen o6verskrider 30% samt en nord-6stlig del (N\D)
dar samma andel underskrider 30% (se fiur 10) .-~

(€)) Uppgifterna far antas galla ar 1962.
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-*p

(tostnial}

k

FIG. 9. Agglomereringsindexet D som funktion av
storleksklass. Frankrike 1962.

FIG. 10. Frankrike uppdelat i en jordbruks- och en
industridel
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Medelavstandet r(P) ar plottat for bada regionerna i figur
11a (sid. 60 Som synes ar medelavstandet i den agrara
regionen for alla varden av P ungefar en och en halv ganger
storre an motsvarande medelavstand i den industriella regionen.
En del av denna skillnad kan forklaras av skillnaden i1 "inten-
sitet” ( * ~ 0.002 staderAm i SV och ~ 0.003 staderAm i
NO). Men &aven med hénsyn till denna skillnad i "intensitet",
sd kvarstar anda en pataglig skillnad mellan regionerna.
D*(P), som ju ar en av intensiteten oberoende indikator for
agglomeration visar detta i figur 11b (sid. 60 . Indexets
varde ar ju klart stdrre i den agrara regionen (dvs punkt-

monstret ar nagot mera ''regelbundet')

3.5 Nagra statistiska test

En svarighet med avstandsbaserade test av slumpmassighet hos
punktmdnster ar det statistiska beroendet mellan variablerna.
Detta beroende forhindrar oss t ex att anvéanda indexet D*
som testvariabel. Vi vet visserligen att fdrvantningsvéardet
under nollhypotesen ar 1, men det ar ocksa i stort sett allt.
P g a denna svarighet anvander man i stallet vanligen test-

variabler baserade pa stickprov.

LAt oss titta narmare pa nagra test som forekommer i litteraturen
(A ar det studerade omradet, N antalet punkter i det studerade
punktmonstret i A och Hg star for nollhypotesen att punkt-

monstret &r slumpmassigt)
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respektive

agglomereringsindexet D* som funktion av storleks-
klass for de tva delarna av Frankrike 1962.
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Test_ 1 (§fr Thompson_[ 1 8": Testvariabel ar r~ (n) ,
medelavstandet fran n st. (n«N) inom A slumpmassigt
fordelade matpunkter till den kite nédrmaste punkten i det
studerade punktmdnstret. Av sambanden (7) och (8) i § 3.3
samt centrala gransvardessatsen foljer att rKI (n) under HO

ar approximativt normal férdelad N(m", < /VH) dar m™ =

E(r,) ochca, = [v(r,)]N/". Testet ar saledes: forkasta H

Kk k L k J o
om och endast om

B\V/n) - ki ¢ 0-1 (1 —15 a8

dar 0 ar normalfordelningsfunktionen och o. risknivan.

Test 2 (jfr Holgate_ L |¢2)_: Testvariabel ar 7z°_. (n) ,
medelvardet av n st. kvoter 7Z* . (n«N) , beraknade for lika
manga i A slumpmassigt fordelade matpunkter. Varje kvot
beraknas enligt Zl_)_z r?/rg (i<j), d v s som kvoten mellan
kvadraterna pa avstanden till den i:te respektive j:te
narmsta punkten i1 det studerade punktmdnstret. Med hjalp av

centrala gransvardessatsen kan man visa att Zl.S-(n) under H_

ar approximativt normal fordelad Nfiru®, Oh_./Vr? ), dar

mij = i/j (19)
- fid-1) 2 20)
13 i2 a+b
Testet blir alltsa: forkasta H0 om och endast om

I5iJj () - mijl > £ « 0.1 {1-]5
i J _1 {1-1 (21)
Test 3 (gfr Pielou [14]) : Testvariabel ar r,Kl OF
medelavstandet fran n st. (n«N) slumpmassigt valda punkter
i det studerade punktmdnstret till den kite narmsta grann-
punkten i punktmonstret. Testet blir likadant som i1 test

1: forkasta H0 om och endast om

e @2
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De tva forsta testerna ar alltsa baserade pa avstand matta
fran slumpmassigt fordelade matpunkter medan det tredje testet
utnyttjar avstand fran slumpmassigt valda punkter i det studerade

punktmonstret.

En viktig skillnad mellan & ena sidan test | och 3 och & andra
sidan test 2 ar att i de tva forstnamnda kravs kannedom om
intensiteten » = N/A vilket inte kravs i test 2. Denna skillnad
har dock betydelse endast i sadana fall t ex i biologin, dar

N ar sd stort att " inte kan beraknas direkt.

En annan skillnad, som gor sig gadllande for stora N, denna
gang mellan test | och 3, ar att det i test 3 kravs nagon

form av identifiering av punkterna i punktmdonstret for att man
skall kunna gdra ett slumpmdssigt urval av de n punkterna

bland alla N punkter.

I fallet k = 1 =1, j = 2 kommer agglomerering att ge héga
varden pa testvariablerna i test | och 2 och ett lagt varde
pad testvariabeln i test 3. Det motsatta kommer att galla for

regelbunda moénster (jfr figur 3 a och b, g 3.2).

Ett matt pd hur "bra" - eller "kansligt" - ett statistiskt test
ar, ar dess styrka, dvs dess formaga att uppticka forefintliga
avvikelser fran nollhypotesen. De tre ovanstdende testens styrka
kommer att prévas dels for ett agglomererat punktmonster, dels
for ett regelbundet punktmonster. For enkelhets skull behandlas

endast fallet k = i =1, j = 2.

Ett aggregerat punktménster:

LAt oss forestialla oss ett punktmdnster dar grupper av punkter
ar slumpméassigt fordelade. FoOr att forenkla berdkningarna antas

avstandet mellan punkterna i varje grupp vara forsumbart litet
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i jamforelse med avstanden mellan grupperna. Antag vidare att
gruppernas storlek, dwvs antalet punkter i1 dem, &ar approximativt
geometriskt fordelade, dwvs sannolikheten att en grupp inne-
haller m punkter (m = 1,2,...) &ar ungefar lika med q . (1-g)m ',
dar g ar ett tal mellan noll och ett. Om totala antalet punkter
i omrddet &r N, dar N antas vara ett stort tal, sd blir under
dessa forutsattningar totala antalet grupper - inklusive de.

'grupper' som bestdr av bara en enda punkt - ungefar lika med

q . N. Intensiteten n av gruppen ar saledes q . N/S®, dvs
p =q . i. Sannolikheten att en grupp bestar av endast en
punkt blir approximativt lika med q . p = 1-q ar saledes ett

matt pa punktmonstrets grad av agglomerering: p=0 motsvarar
ett slumpmassigt punktmonster i enlighet med nollhypotesen
och ju hogre varde pa p (pKIl), desto stoérre ar graden av

agglomerering

Mot detta fiktiva, agglomererade punktménster har vi nu
mojlighet att prova de tre testens styrka. Med ett tests
styrka menar vi nu - nagot mera precist an ovan - sannolikheten
att testet skall ge utslag, givet viss agglomereringsgrad.

De tre styrke funktionernas grafer aterfinnes i figur 12 (sid.

64. | bada diagrammen ar agglomereringsgraden abscissa
(""x-axel™) och styrkan ordinata (“"y-axel™). I det 6vre diagram-
met forutsdtts stickprovets storlek vara n = 10, i det undre
n = 25. | samtliga fall avses ensidigt test pa risknivan
a = 5%. Som synes havdar sig test 3 bast saval i fallet med

den mindre som i fallet med den stdrre stickprovsstorleken.

I fallet med den storre stickprovsstorleken, n = 25, ger test
3 utslag med ca 95 procents sékerhet redan vid agglomererings-
graden p = 0.3. Agglomereringsgraden maste oka till p = 0.4
respektive p = 0.5 for att test 2 respektive test | skall ge

utslag med samma sékerhet. I det andra fallet, n = 10, kraver



FIG.

12.

De tre testernas styrkor som funktioner av
agglomereringsgraden p. Stickprovsstorlek
n=10 resp. n=25.
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daremot alla tre testerna en agglomereringsgrad o6verskridande

0.5 for utslag med 95 procents sdkerhet.

Som en annan jamforelse mellan testerna kan vi konstatera
att test ! inte ens med den storre stickprovsstorleken uppnar

samma styrka som test 3 med den mindre stickprovsstorleken.

Ett_regelbundet punktmdnster:

For den matematiska enkelhetens skull behandlas endast ett
fullstandigt regelbundet, kvadratiskt punktmonster (se figur

3b, g 3.2). Med ett tests styrka avses i detta fall alltsa
sannolikheten att testet skall ge utslag for ett helt kvadratiskt
punktmonster. Vi far néja oss med att endast studera styrkans
beroende av stickprovsstorleken. I figur 13 nedan aterfinnes
graferna for de tre testernas styrkefunktioner. Liksom i
agglomereringsfallet ar styrkan ordinata, medan stickprovs-

storleken nu ar abscissa.

Skillnaden mellan de tre testernas styrka ar anmarkningsvart
stor. Liksom i1 fallet med det agglomererade punktmonstret har
test 3 den stdrsta styrkan. Test | ger utslag med mer an 95
procents sakerhet om stickprovsstorleken overskrider ca 30
matningar. Test 2 ar pafallande "svagt'. Det kravs mer é&n
100 uppmatta avstand for att testet skall ge utslag med 95

procents sékerhet.

P

FIG. 13. De tre testernas styrkor for ett regelbundét,
kvadratiskt punktmdnster som funktioner av
stickprovsstorleken.
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Den extrema styrkan hos test 3 kraver kanske en kommentar. Det

ar ju namligen sa att testvariabeln i detta test ar medelavstandet
fran n st. punkter i punktmonstret till respektive narmsta grann-
punkt. Eftersom punktmdénstret antas vara kvadratiskt regelbundet
sd ar avstandet fran varje punkt i punktménstret till dess narmsta
grannpunkt lika stort, namligen lika med dubbla fdrvantade av-
standet fran ett slumpmassigt punktmonster (se ekv.(13) och
fortsattningen, 8§ 3.3). Darfor kommer nollhypotesen att for-

kastas pa varje rimlig riskniva.

Resultatet av vara undersokningar av de tre testerna kan samman-
fattas i foljande rekommendation: Vid test av bada slagen av
avvikelse fran slumpmassighet ar test 3 att foredra framfor de
tvd andra testen. Vid test av agglomereringstendensen bor da
stickprovsstorleken vara ganska stor (n ~ 25) for att testet

med rimlig sékerhet skall ge signifikant utslag.

Det bor dock kanske papekas att dessa slutsatser

om testen har begrénsad rackvidd; vi har ju endast studerat

en viss typ av agglomerering och ett visst slag av regelbundenhet.
For andra typer av avvikelser fran slumpmassighet kanske testen

visar annan styrka.

En positiv egenskap hos de tre testerna ar att de ar tamligen
enkla att hantera saval betraffande sjalva matforfarandet som
berakningarna. Dessutom ar testvariablernas varden direkt tolk-
bara 1 termer av "agglomerering'” respektive 'regelbundenhet".
Men det finns sdkert andra statistiska test som har stoérre
styrka an de tre diskuterade. Eftersom de exakta fdrdelningarna
av de 1 testerna grundldggande stokastiska variablerna ar kanda,
skulle Tor det forsta motsvarande exakta test kunna utforskas.
For det andra finns det i litteraturen andra relevanta statis-
tiska test &n de tre ndmnda. Vid test av tendensen mot
agglomerering bor sarskilt Hopkins [12] némnas. Han anvander

en testvarabel som i1 princip ar kvoten mellan testvariablerna
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i test | och test 3 ovan. N&ar det galler tendenser mot
regelbundenhet kan Holgate [il] &terigen namnas. Som alternativ
till testvariabeln Zu anvander han den statistiska korrelationen

mellan avstandet till narmsta respektive nast narmsta punkt.

Ytterligare ett falt att utforska vore slutligen indexet D*:s
statistiska fordelning, t ex medelst Monte-Carlo-metoden. Med
kadnnedom om denna fordelning skulle man sedan kunna formulera

ett mojligen starkt test direkt pa D*.

3.6 Sammanfattning

Efter en kortfattad oversikt av litteraturen inom omradet,

har en begransning gjorts till studium av s k "k:th nearest
neighbour analysis'. Forst har nagra statistiska egenskaper

hos dessa avstand presenterats. Sedan har ett samband mellan
staders storlek och medelavstand till narmsta grannstad harletts
och tillampats pa de franska staderna. Slutligen har nagra

statistiska test av slumpméassighet hos punktmdnster dikuterats.

Tyvarr medgav den begransade tiden pa C.R.U. inte nagra mer
omfattande tillampningar. P& sikt hoppas man dock kunna studera
den rumsliga fordelningen av vissa dynamiska egenskaper, t ex
samband mellan mindre staders tillvaxt och avstandet till
narmsta storre stad (teorin om "utvecklingspoler™). Mer om

detta formaler dock ej denna historia.
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