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LENNART AGARDH

ETT OLINJART ELASTISKT BALKPELARELEMENT

for finitelementanalys av balkar och ramar

Sarrmanfattning

1 en noggrann analys av byggnaders
beteende under exceptionella forhal-
landen kan man inte bortse fran ma-
terialets gradvisa plasticering och
dess inverkan p& konstruktionsele*-
mentens deformationer. Med granslast-
metoden kan man uppskatta konstruk-
tionens barformaga under forutsatt-
ning att materialet besitter nédvan-
diga flyt- och t6jhardningsegenska-
per. Ofta ar ej barfcrmégan enbart
avgorande vid dimensioneringen utan
aven konstruktionens forskjutningar.
Dessa kan beréknas vid en successiv
palastning av konstruktionen med
hansyn till naterialets tojhard-
ningsegenskaper. Vid ett flerfaldigt
statiskt obestamt system av balkar
av elasto-plastiskt material kravs
anvandning av datorer. Analysen kan
genanféras med inkrementell forskjut-
ningsmetod med hansyn till béarverks-
geometrins forandring under palast-
ningsférloppet. Denna metodik ar val
etablerad for element av linjart elas-
tiskt material. For elasto-plastiskt
material &r metoder med numerisk inte-
gration over tvarsnittet och langs balk-
axeln beprovade. Vid ett stort antal
obekanta blir berakningsvolymen om-
fattande bade for genereringen och
I6sningen av systemekvationema.

1 den har féreslagna metoden ersatts

de numeriskt beraknade- elementsanban-
den ned analytiska uttryck. Darvid
blir berakningstiden for genereringen
av systemekvationema avsevért kortare.
Dessutan behovs inte s& stora lagrings-
areor for mellanresultat, vilket med-
for att denna typ av problem &aven kan
berédknas med sma datorer. En annan for-
del ar att genereringsfelen vid etable-
ringen av systemekvationema begréansas
till de idealiseringsfel, son medfoljer
valet av analytiska uttryck.

1 FIG.1 visas i ett transformations-
diagram l6sningsgangen i strukturana-
lysen vid anvandning av numeriskt'be-
raknade elementsamband (N) jamfort
med analytiskt berédknade (A).

Forutsattningar och antagande for de
beréknade sairbanden &ar i korthet:

Teknisk balkteori anvdnds men med
ett olinjart elastiskt sairband
mellan spénning och tdjning.

_AQ

P knutlaster N~ lamellkrafter
p. knutforskjutningar n”  lamelldeformationer
Q elementlaster a normalspéanning
q élementforskjutningar £ normaltdjning
A

Ng elementkrafter
ne elementdeformationer

tillékott

FIG.1. Transformationsdiagram for strukturanalys med
numeriskt berdknade elementsamband CN) och analytiskt
uppstallda (A).

Skjuvdeformationer och effekten
av skjuvspanningar férsummas.

Tvarsnittet har minst ett symme-
triplan, i vilket de verkande
krafterna och deformationerna méts.

Balkpelarelementet &r isotropt
och prismatiskt.

Betraktade kraftvariabler &r and-
mcment, axialkraft och tillhorande
deformationer ar andvinklar och
forlangning.

Axialkraftens bidrag till balkmo-
mentet forsummas.

Dimensionsldsa variabler anvénds och
valet av referensnivaer diskuteras
ingdende.

Start



Balklamellens bojstyvhet.

Tva olika modeller anvands for be-
skrivning av spannings-to ngssam-
bandet.Bada avser material med sam-
ma egenskaper for tryck- och drag-
spanningar. Den forsta modellen ar
ett uddagradspolynom i tdjningen
vilket anvands for sm& deformatio-
ner av balklamellen. Den andra mo-
dellen ar ett bilinjart samband av-
sett for stora deformationer.

Momentet M och den axiella t6j-
ningen i balklamellen ges pa
explicit analytisk form (k = krok-
ningen, N=axialkraften)

IM = Mi ¢ K,N)
) eT= eTi( k,N)

2§j3 (1)

uttrycket I,, (k,N) ar giltigt for
(« ,N) €0, dar D, ar ett begran-
sat omrade i (k ,N )-planet, vars
utseende beror av tvarsnitt och
spannings-tojningsmodell. Ekvatio-
nerna (1) ar har approximativa men
avvikelserna fran noggrant berakna-
de varden ar sma. Exempel pa form-
lernas noggrannhet visas p& dubbel-
symmetriskt och enkelsyrrmetriskt
tvarsnitt

For stora krokningar, (k,N) € Dg
anvéands den bilinjara spannings-
tojningsmodellen. Ekvationerna (1)
ar da utan ytterligare idealise-
ringar. Exenpel mod dubbel- och en-
kelsynmetriskt tvarsnitt redovisas

Inom 6vergéngsomradet Dg beraknas
momentet M* (k,N) med C tredje-
grads-)splineinterpolation. De fy-
ra koefficienterna bestéams ur vill-

N=0.6

koren att M och 9W/3k skall &ver-
ensstamma langs tva interpolations-
linjer k=k” och k=k”™ inom respektive
0.J och DA. Koefficienterna ges pa
explicit analytisk form.

Balklamellens b nde moment M kan

skrivas

M= [P(NDIL Fi[ex(] , @

(.N) €D, i=1,2,3
1

dar P innehaller potenser av axial-
kraften N, Q. (k) potenser av krok-
ningen och slutligen ar en styv-
hetsmatris vars element beror av tvar-
snitt och spannings-tojningsmodell.
Explicita uttryck for randkurvoma

ti omrédena D~ ges &ven.

1 FI1G.2 visas moment-krokningsdia-
grammet for ett rektangulart tvarsnitt
jamfort med numeriskt beraknade varden
Materialet ar en aluminiumlegering

(C 111-1). 1 FIG. 3 visas definitions-
omraden D. inom vilka formlerna ar
giltiga. 1

Balklamellens flexi itetssamband.

Utgdende fran de explicita analytiska
uttrycken pd moment-kroknings-axial-
kraftssambandet p& styvhetsform kan
koefficienterna i ett motsvarande sam-
band pa flexi tetsform bestammas
med en lamplig numerisk metod.Har har
splineinterpolation med polynorransat-
sen (3) anvants.

k = E di- M1 N3
@

dar symmetr Ilkor ger samband mellan

CII1-1 NUMERISKT

TEORI

FIG.2. Analytiskt framstallda moment-
krokningssairiband jamforda med numeriskt

beraknade

Qe yo.5-

FIG. 3. Definitionsomraden D.

tionerna (2).

ANALYTISKT

Flb. 4.

koefficienterna e och d. I FIG. 4 vi-
sas krokningspolynomet (3) for ett
rektangulart tvarsnitt jamfort med nu-
meriskt beraknade varden.

Balkpelarelementets flexibilitetssam-
band.

Integration av uttrycken (3) langs
balkelementaxeln under antagande av
ar momentfordelning och konstant
axialkraft ger balkpelarelementets
flexibilitetssamband, se FIG. 5.

-, - fle(Ml ,M2,N2)
m2 f2e(M ,M2,N2)
n2 f3e(M ,M2,N2)
Tangentflex itetsmatrisen fas efter
differentiering
Ane = Ff~NANg ®)
med
Ang = [An-, Am2ANN

ANe = [AM-, AM2ANZ2It

Elementets styvhetsmatris pa inkremen-
tell form fas slutligen efter invente-

ring.
AN = F"~NAN )
e e e
ptan_ /~tan"-1
re " Xxe

Efter transformering av (6) till

ett globalt koordinatsystem kan struk-
turstyvhetsmatrisen etableras pa in-
krementell form och ldsningen genom-
fores i enlighet med (A) i FIG.1 ovan.

Krékningspolynom (8) jamfort
med numeriskt beraknade véarden.

FEG.5. Balkpelarelementet med variab-

ler.

for ekva-



FORORD

Foreliggande rapport utgér forsta delen i en rapport-
serie om ett forskningsprojekt rérande olinjart elas-
tiska balkar och ramar, som initierades &r 1966 vid
institutionen for byggnadsstatik, Chalmers Tekniska
Hogskola, Goteborg. Andra delen behandlar berakningen
av en struktur, sammansatt av balkelement. Resulta-
ten i denna rapport ar en vidareutveckling av tidi-
gare publicerade arbeten.

Ovriga skrifter, som publicerats inom projektet vid
institutionen ar "Analysis of non-linear beams', 1968
(lic. avhandling), "Finit elementmetod for elasto-
plastiska balkar och ramar med stora forskjutningar"
1973 (tillsammans med Jan Backlund), "Analytical
moment-curvature-axial force diagrams for simply
symmetric cross-sections of strain hardening materials",
1974 (tillsammans med Kjell Mattiasson), "Analytical

and numerical analyses of nonlinear beam elements",1974
(doktorsavhandling).

Anslag fran BFR har erhallits 1969 och 1974. Kjell Mat-
tiasson har bistdtt med programmering och berakningar.
Utskriften av manuskriptet har gjorts av Britta Agardh.
Till ovan nadmnda riktas ett varmt tack for vardefullt
medarbetarskap

Goteborg i december 1975
Lennart Agardh
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BETECKNINGAR

Foljande beteckningar har anvants i denna rapport.
Alla beteckningar definieras dar de forst upptrader
Vissa beteckningar har flera betydelser i fall dar
sammanblandning ar utesluten. Sidhanvisningar av-
ser stallen dar beteckningen definieras, eller ett
tidigare ej anvant index upptrader. Index listas
separat. "X" avser normaliserad variabel, "x" ab-
solut variabel, '"xqg" referensnivan. Beteckningar

i listan avser normaliserade variabler, referens-
nivaer anges &aven.

Versaler

A tvarsnittsarea, Ag™bghg, sid 14, delomrade,
sid 26-28, koefficient, sid 50, olinjar trans-
formation, fig 6.2, sid 68

B koefficient, sid 50, linjar transformation,
fig 6.2, sid 68

C delomrdde, sid 48, koefficient, sid 50, linjar
transformation, fig 6.2, sid 68
komplementmangd, sid 48

D delomréde, sid 29, koefficient, sid 50,
differentialoperator, sid 68

E elasticitetsmodul, Eg = tangentmodul 1 origo,
sid 13,21

F styvhetssamband, sid 17,18,26,29

G,H matriser, sid 48

| troghetsmoment, Ig= bghg, sid 14,27,28,40

L elementlangd, Lg = referensldngd, sid 13

M bojande moment, Mg = o6gbghg, sid 14,16

N axialkraft, Ng=CTgbghg, sid 14,16

p Strukturlastvektor, sid 18,29

Q elementlastvektor, sid 17,29

R randkurvor, sid 31

S skalningsmatriser, sid 17, statiskt moment,
sid 27 ,28,40

T koordinattransformation, sid 17,

tvarkraft, sid 25

ISV elementkraftskomponenter, sid 17



Gemena

a koefficient, sid 63

b tvarsnittsbred, bg = maximal bredd, sid 13
35,40

c,d parameter, koefficient, sid 50,62,65

e koefficient, sid 63

f Fflexibilitetssamband, sid 15,65,68

f0 tyngdpunktsavstand, foO=~0’ sid 27

h tvarsnittshdjd, ng=hr=2, sid 13

i>j jk index, potenser, sid 20

m andvinkel, mg=KgLg, sid 16

n elementforlangning ng=sgrLg. sSid 16

p strukturforskjutningsvektor, sid 18,
gradtal, sid 20

q elementforskjutningsvektor, sid 17

r gradtal, sid 63

u,v elementforskjutningar, sid 17

X,Y,Z koordinater, xg=Lg. vyg=bg. =zg=hg. Sid 14,25

Index

A interpolationspunkt k7, sid 51, moment

beraknat med anpassningen CI1I-A, sid 51

E2 Euler-2 lasten Ngg’? sid 25

L interpolationspunkt Kg, sid 51, moment
beraknat med anpassningen CIII-L, sid 51

R reducerat troghetsmoment Ilg, reducerat
statiskt moment Sg, sid 40

T normaltéjning eg i tyngdpunktsnivan
sid 15, 25

TO integrationsfunktion e™qCN®), sid 62

a approximerande punkt, ea, aa, ka,
sid 21,63

a+ ,a- za+' za-> sid 27



e element, fg - flexibilitetssamband
for element

g globalt koordinatsystem, F = styvhets-
samband for element beskrivet i globalt
system

isj,k summationsindex, potenser

krit kritisk axialkraft, map instabilitet,
sid 25

1 lamell, F-* = styvhetssamband fér lamellen

max maximalt studerat varde, e,,,,,, Sid 21,
\ax> slc' 25

prop proportionalitetsgrans, sid 63

S struktur, Fs = strukturstyvhet, sid 18

X,Y,2Z, koordinatriktning, ex, iky, sid 25

u,o under, over eu, eg, sid 14

a Fa, hogreordningens tillaggsterm, sid 17

0 referensnivaer Ag, sid 13

Oi referensnivaer for element nr i, sid 21,65

1,2 elementandar W-j, Mj, sid 25

1+,2+4 sid 28

+- A+ avser del av A dar z > 0, sid 27

Superfix

t transponering

tan tangentflexibilitet, 311, sid 71

f deriveringssymbol, anvands &ven vid trans-
formationer N"=N/EA, sid 15,21,65

-1 invertering, sid 17
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Grekiska

a koefficienter i spanningstéjningspolynom,
sid 20

g tvarsnittskonstanter, sid 27

A differentialer, sid 68, avvikelse Aen,
sid 36

3 partialderivata

e normaltéjning, sq=0q/Eq, sid 14

k krokning, Kg”Eq/Uqg, sid 14

slankhet, L/\f I/A

X summationstecken

0 spanning (pakanning) Og = vald referens-
nivad, sid 13

Specialtecken

[ 1] vektor, [P(ND]™ = [L NN ] , sid 29
{ 1} funktion, of{zk+tejl}, sid 26

A betecknar absolutvariabel A, sid 13
g betecknar uppmatt spanning, sid 21
Enheter

Exempel 1 denna skrift har redovisats i dimensionslos
(normaliserad) form. FOr o6vrigt har Sl-systemet an-
vants.



1 INLEDNING
1.1. Rapportens omfattning

I denna rapport behandlas axialbelastade, fritt upplagda, balk-
elements bdjning. De fundamentala forutsattningarna for fram-
stallningen ar i korthet:

Den tekniska balkteorin anvédnds men med ett olinjart, analytiskt
och entydigt samband mellan spédnning och tojning istallet for
Hookes lag. Skjuvdeformationer och instabilitetsfenomen behand-
las ej .

Balklamellens moment och axiella tojning uttrycks i de tva variab-
lerna krokning och axialkraft pa analytisk form. (Se kap 4.)

Balklamellens krokning och axiella tojning framstéalls som analytis-
ka uttryck i1 moment och axialkraft. ( Se kap 5.)

Integration av krokning och axiell t6jning langs balkelementaxeln
ger andvinklar och forlangning av balkelementet uttryckta i andmo-
ment och axialkraft. (Se kap 6.)

Differentiering av andvinklama och férlangningen med avseende pa
andmoment och axialkraft ger andvinkeltillskotten och forlangnings-
tillskottet. (Se kap 6.) .

Resultatet av analysen ger balkelementets tangentflexibilitet i
explicit analytisk form. Anvéndningen av dessa i analysen av
balkar och ramar beskrivs i del I1I.

1.2. Anvandningsomrade

Den analytiskt framstallda tangentflexibilitetsmatrisen har vissa
fordelar jamfort med numeriskt berdknade motsvarigheter. En nume-
risk behandling ar & andra sidan mera generell och klarar lattare
godtyckliga spannings-téjningssamband, tvarsnittsformer, upprepade
av- och palastningar ovan proportionalitetsgransen etc. For de
material, tvarsnitt och lastfall, som for narvarande &ar mojliga
att behandla med analytiska metoder kan berakningstid och kam-
minnesutrymme sparas. For strukturer med ett stort antal obekan-
ta kan dessa besparingar vara avsevédrda. | dessa fall kan &aven
berakningsfelen aventyra resultaten vid en numerisk berakning,
som 1 varje belastningssteg startar med tvarsnitt och spannings-
téjningssamband.

1.3. ldealiseringar

Generella metoder for icke-linjar analys av strukturer blev
aktuella forst 1 samband med utvecklingen av snabba datorer.
Geometrisk olinjaritet beaktas i strukturanalysen, medan en
fysikalisk olinjaritet uttrycks i elementsambanden. Dessa ges

i allmanhet i inkrementell form. l8sningen av strukturproblemet
gores genom en successiv 6kning av lasten och berdkning av last-
forskjutningssambandet for varje laststeg. | tidigare publice-
rade harledningar av olinjara elementsamband pa analytisk form
kan olika idéaliseringsnivaer sarskiljas:



le Elementets olinjara last-forskjutningssamband hanfores till
"olinjara fjadrar"” i elementéandama.

2. Elementets olinjara egenskaper antas utbredda léangs balkaxeln.

3. Axialkraftens inverkan pa balklamellens moment-kroéknings-
sarriband medtagen.

4. Balkelementets axiella forlangning medtagen.
5. Andmomentens inverkan pa balkelementets forlangning medtagen.

6. Bidraget till andvinklama av balklamellens skjuvdeformationer
nedtagen.

7. Axialkraftens inverkan i balklamellens momentekvation ned-
tagen. (Balkelementets geometriska olinjéaritet.)

8. Skjuvspanningamas inverkan pa materialets plasticering nedtagen.

9. Belastningshistorian medtagen.

Ovanstdende uppdelning ger vissa mojligheter att systematiskt be-

doma approximationsgraden i analytiskt beskrivna balkelementsamband.

1.4. Historik

Wilson (1960), presenterade en tangentflexibilitetsmatris for ett
olinjart elastiskt balkelement ned tre frihetsgrader, svarande
mot niva 4 ovan. Axialkraftens inverkan enligt punkt 3 var
emellertid endast uppskattad med en enkel tumregel. Moment-krok-
ningssambandet beskrevs med ett '‘Ramberg-Osgoodpolynom™. Goldberg
och Richard (1963) angav en (tangent-) styvhetsmatris med enbart
andmoment-andvinkelsamband, med ett inverterat Ramberg-Osgood-
polynom svarande mot punkt 1 ovan. Richard och Goldberg (1965),
angav en flexibilitetsmatris for moment-andvinkelsambandet. Den

olinjara delen av uttrycket for andvinkeln var av '‘Ramberg-Osgood'-

form och antogs koncentrerad till balkdnden utan Interaktion av
motstdende moment. I Agardh (1968) presenterades olinjara flexi-
bilitetssamband for andmoment och utbredd last (och punktlast)

pd ett fritt upplagt balkelement. En flexibilitetsmatris

(av typ 3x3) for sambanden p& inkrementell form gavs &aven. Mo-
ment-krokningssambanden var av potensserieform dar koefficienter-
na var funktioner av parametrar beroende av tvarsnitt och span-
nings-tojningssamband. lIdealiseringsnivd 2 ovan. | Smith (1972)
anvands i princip inversen till flexibilitetsmatrisen enligt
Richard, loc cit, for att ge samband for ett icke-linjart platt-
element. 1 Agardh (1974) gavs en flexibilitetsmatris av typ 2x2
dar axialkraftens inverkan pa moment-krokningssambandet inklude-
rades, nivad 3 ovan. Moment-krokningssambanden var allmanna poly-
nom vars koefficienter anpassades till numeriskt berédknade moment-
krokningsdiagram for olika axialkrafter

I foreliggande rapport har en flexibilitetsmatris harletts for ett
balkelement med tre frihetsgrader, &andvinklar och forlangning.
Detta svarar mot nivad 5 ovan. Moment-krokningssarmbanden &r po-
lynom i moment och axialkraft vars koefficienter bestams genom
anpassning till analytiska uttryck for momentet uttryckt i krok-
ning och axialkraft.

12



2 DIMENSIONSLOSA VARIABLER

2.1. Allmant

I denna framstallning anvands genomgaende dimensions-
lIosa sd kallade normaliserade variabler for att oka
den numeriska precisionen, underlatta automatisk da-
tabehandling, samt underlatta kvalitativa jamforelser
mellan resultat av olika berdkningar. Normaliserade
variabler erhalls genom att dividera variabler och
parametrar med vissa referensnivaer. Dessa kan givet-
vis valjas godtyckligt. For att uppna syftet med an-
vandningen av normaliserade variabler skall dessa sta
i enkla relationer till varandra. I denna rapport
definieras referensnivaerna® och ur definitionerna
harleds samband mellan de normaliserade variablerna

i teknisk balkteori. (En mera logisk framstallning
vore att definiera oOnskade relationer mellan norma-
liserade variabler och ur dessa samt valda referens-
nivaer harleda ovriga referensnivaer, se Agardh (1974))
I en strukturanalys maste referensnivaerna vara gemen-
samma for alla material och tvarsnitt (strukturnorma-
liserade variabler). Overgang till gemensamma refe-
rensnivaer kan goéras i strukturprogrammet. I element-
analysen bor valjas referensnivaer, som ar speciellt
lampade fo6r det aktuella materialet och tvarsnittet
(elementnormaliserade variabler). | detta kapitel
diskuteras ett allmant val av referensnivaer.

2.2, Lamellvariablernas refernsnivaer

Referensnivderna kan uppdelas i valda och harledda.

De valda referenserna ges i nedanstdende tabell av-
seende ett visst karakteristiskt element. Symboler

med streck betecknar absoluta variabler. Beteckning-
ar motsvarande "normaliserad spanning” eller 'spénning”
kommer ibland att anvdndas trots att exempelvis
"'spanningsparametern’ vore mera adekvat.

Absolut Vald Normaliserad

variabel referensniva variabel

Spanning G Karakteristisk 50 o 'oo
spanning

Elasticitets- E Tangentmodul EO E = E/Eq

modul i origo

Tvarsnitts- b Maximal tvar- Eo b = b/bQ

bredd snittsbredd

Tvarsnitts- h Halva tvarsnitts- fi0 h = h/hQ

héjd hojden

Element- L Elementets L0 L = L/Lg

langd langd

13



L&t de "normaliserade motsvarigheterna” till tvarsnittets area
och troghetsmoment vara:

A = AZRO , AQ - bOhO @1
I = 7/T0 , 70 = boh3 Q.2

Koordinaten i lamellens hojdled och elementets langdled satts
till :

z - z/Zp z0 - ho (2.3)

X = x/x,O x0 " LO (2.4)

Tvarsnittets deformationsvariabler tojning och krakning ges
referenserna Sg,lg varvid:

e = I/QO e0 = CTo/Eo (2_5)

K/Kr Kg = ég/hg (2.6)

Tvarsnittets kraftvariabler axialkraft och moment far referen-
serna Ng,Mg varvid :

N = NN, NO = °0A0 " (Toboho @0

M= MM, Mo  Clolo/ho  (Toboho (2.8)
Ekvationerna (2.1) - (2.8) skall har uppfattas som definitioner
Dessa leder till foljande samband i den (linjara) tekniska balk-
teorin. Momentet kan skrivas

M= (a - a..) I/h 2.9

u o
och krokningen kan skrivas

= (e - £/ (2.10)

dar ctu och ag betecknar spanningar i under- respektive Overkant
och iu, ig betecknar tdjningar i under- respektive overkant.

Divideras ekv (2.9) med Mg och ekv (2.10) med Kg fas i normali-
serad form

M= (a - a..)l/h (2.11)
u o

K = (e-e..)/h 2.12
(e-e..> (2.12)
Hookes lag i normaliserad form blir :

a = a/6g = Eelag = EEgeéglag = Ee (2.13)
Infores (2.13) i (2.11) fas efter kombination med (2.12)

M = ElI (eu - ed)/h = EI «k (2.14)

Ekvation (2.14) ger sambandet mellan bdjande moment M och krok-
ning k i normaliserad form.
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Axialkraften kan skrivas:

N = 6tA (2.15)
Den axiella tojningen i tyngdpunktsnivan ép blir:

£rp = CTp/E (2.16)

Divideras ekv (2.15) med Ng och (2.16) med Eq samt kombineras

resultaten fas i normaliserad form:
N = OpA = sT EA 2.17)

Ekvation (2.17) ger sambandet mellan lamellens tdjning i tyngd-
punkten och axialkraft i normaliserad form.

For balklamellen galler saledes foljande samband mellan norma-
liserade variabler i den linjara tekniska balkteorin:

nl = K = fENi = 1/E1 0 M (2.18)
eT 0" 1/EA N
Ekvation (2.18) ar lamellens flexibilitetssamband enligt linjar
teknisk balkteori. Motsvarande samband géaller mellan referens-
nivaerna
1/E010 0 (2.19)
0  1/E0A0
vilket framgdr av ekv (2.5) - (2.8). Valet av referensnivaer

for elementvariablema kommer att traffas enligt samma principer.
Dessa erhédlles genom att anvanda for det aktuella elementet rele-
vanta varden pa referensbredd, referensspanning osv.

Slutligen kan namnas att det &ar lampligt att representera olin-
jara funktioner i elementanalysen pa formen o"= a/E = a(e)/E ,
M* = M/EI = M(k,et)/El , N' = N/EA = N(k,et)/EA varvid linjar
teori foljande samband erhalles

a” =e , M =k , N =eT

Detta underlattar i hog grad kvalitativa jamforelser och kontroller.



2.3. Elementvariablernas referensnivaer

Lokalt system

For balkelementets deformationer galler i ett lokalt koordinat-
system enligt linjar teknisk balkteori, cf fig 4.1, 6.1.

nLj = (L/ED) 1/3 -1/6 (2.20)
m2 -1/6 1/3
n2 0 0

Med referensnivaerna

m10 = KOLO = MOLO/EQN0* * * (2.21)

n0 r SOE0 = NglLg/EgAq (2.22

fas da foljande samband mellan balkelementets normaliserade
variabler

1 = (L/ED 1/3 -1/6 0 oM (2.23)
m2 -1/6  1/3 0 m2
L2 0 0 I/A - N2
eller
ng - FoNg 2.24)

dar ¥ ar balkelementets normaliserade flexibilitetsmatris i

i det lokala koordinatsystemet.

Balkelementets styvhetsmatris Fe kan fas efter inventering
av fO. Dessa matriser ger aven sambanden mellan tillskott i
elementkrafter och tillskott i elementdeformationer. | kap 6
harleds motsvarande olinjara samband, med ovanstaende val av

referensnivaer

Globalt system

I strukturanalysen anvédnds sanband mellan krafter och deforma-
tioner beskrivna i ett globalt koordinatsystem Vid olinjar
analys anvénds dessutom samband mellan tillskottskrafter och
tillskottsdeformationer. Transformationen frén de lokala (ele-
mentorienterade) koordinatsystemen till det globala (struktura
orienterade) koordinatsystemet diskuteras i del 11, varvid &aven
valet av referensnivaer i dessa ekvationer berdres. Nedan ges
den fundamentala transformationen mellan tillskottskrafter AQ
och tillskottsforskjutningar Aq for ett element beskrivna i
det globala systemet, se fig 2.1.



FIG. 2.1. Elementvariabler i det globala systemet

ptan
€g

dar Aq = [Agl Ag2 Au., Au2 Avl Avg]

Ag = AQ

AQ = [M-, ag2 AUl au2 AVl AV2]
samt ptan _ g ptan s ‘o
e e a °
dar Fa innehaller termer av hégre ordning, se Backlund,
Agardh (1973). Med referensnivaerna

4g - mig - Egbg/hg - MglLg/Eglg (2.26)
ud = v0 = eORO = 2.27)
% =R0 (2.28)
°0 = Vg = Ng (2.29)

fas den normaliserade elementstyvhetsmatrisen efter for- och
eftermultiplikation med skalningsmatrisema S., och S2-

Fggn =(S%)"1 Fggn Sg (2.30)
dar

51 = diag [MO MO NQ NQ NQ NOQJ
och

52 - diag [m10 Su, 0 EqLq égLg égLQ égLg] (2.32)

ty Ag = (8?)-1 Aq.
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Utfores dessa multiplikationer och utnyttjas de samband mellan
referensnivder som galler fas att elementen i den absoluta
styvhetsmatrisen skall multipliceras med nedanstaende faktorer
for att 6vergd i normaliserad form. (x betecknar element i den
absoluta tangentstyvhetsmatrisen.)

>X>< i X X X X

I praktiken stalls den normaliserade styvhetsmatrisen upp di-
rekt, baserad pa normaliserade variabler och parametrar.
Ekvation (2.33) ger emellertid sambanden mellan termerna i
den absoluta och den normaliserade elementsty\tieten.

2.4. Strukturvariablemas referensnivaer

Strukturvariablema utgores av krafter och forskjutningar i
barverkets knutar beskrivna i ett globalt koordinatsystem.
Sambanden mellan krafter och forskjutningar ges av den fundamen-
tala strukturstyvheten. E& saval geometriska som fysikaliska
olinjariteter beaktas, definieras strukturstyvheten i inkremen-
tell form, dvs ett linjart samband mellan tillskott i krafter

och tillskott i forskjutningar. Det linjara ekvationssystem
som skall lésas for varje lastokning blir da

Pan ap = ap (2.3%)

Ap = [Agl Ag2 Au™ Au2 AV Av2

AP = [M-, aq2 AUl au2 AV) AV2

Ekvationssystemet loses i normaliserad form dar referensnivaer-
na for knutlaster och knutférskjutningar overensstammer med
motsvarande elementvariablers referensnivaer i det globala
systemet, se ekv (2.33). Analysen utvecklas narmare i del 11
av detta forskningsprojekt.

2.5. Sammanfattning

Referensnivader for lamell- och elementvariabler har definierats
sd att motsvarande dimensionslésa eller normaliserade variabler
star i enkla relationer till varandra for det linjart elastiska
fallet. | strukturanalysen maste alla elementvariabler ha gemen-
samma referensnivaer, varfor overgang till sddana bor goras i
strukturprogrammet. Elementsambanden harleds med fordel i

"elementnormal iserade" variabler.



3 ANALYTISKA SPANNINGSTOJININ3SSAMBAND

3.1. Allmant

De konstitutiva ekvationerna for ett material ger sambanden i
"medeltal” mellan krafter och deformationer pa mikronivan. Ett
olinjart sddant samband forklaras av sprickor i mikrostrukturen.
Denna forklaring nedfor nagra vasentliga konsekvenser for material-
sambanden, namligen 1. Spannings-téjningssambandet ovan propor-
tionalitetsgransen maste bestimmas experimentellt for varje
materialtyp. 2. Sambandet kan latt forandras lokalt av yttre
omstandigheter. 3. Sambandet mellan spanning och téjning ar
irreversihelt, dvs belastningshistorien naste beaktas i de kon-

stitutiva ekvationerna.
De konstitutiva ekvationerna i balkbdjning.

Den tekniska balkteorin forutsatter ett linjart elas-
tiskt material med reversibla samband mellan span-
ning och tojning (Hookes lag). Detta ar ocksa upp-
fyllt for flera viktiga konstruktionsmaterial i en
begransad omgivning till origo (sma tojningar).

Ovan.proportionalitetsgransen ger den tekniska balk-
teorin i manga fall god Overensstammelse med experi-
ment, d& Hookes lag ersatts med ett olinjart samband
mellan normalspanning och normaltdjning. Detta galler
vid en."forstagangspalastning' , se Johansson (1972).
Det olinjara sambandet kan erhallas genom anpassning
av ett analytiskt uttryck till uppmatta samband mellan
spanning och tdjning se Agardh (1968) eller genom an-
vandning av samhorande spannings och toéjningsvarden

i numerisk integration over tvarsnittet. For rever-
serad belastning kan god O6verensstammelse med experi-
ment erhallas om hansyn till "Bauchinger-effekten"

tas 1 de konstitutiva ekvationerna, Kaldjian (1967),
(1968), Popov (1969), Baron (1969), Park (1972),

Chen (1973), Agardh ((1974) m fl.

Analytiskt uttryck - spanningstabell

Anvandning av ett analytiskt uttryck for spanningen
har vissa fordelar jamfort med anvandning av en span-
nings-tojnings-tabell kombinerad med numerisk integra-
tion Over tvarsnittet. A andra sidan ar det senare
en mera generell metodik. Avsikten med detta forsk-
ningsprojekt ar att belysa skillnader i strukturana-
lysen mellan anvandning av & ena sidan numerisk inte-
gration pa tvarsnitts- och elementniva, jamford med
anvandning av analytiska uttryck pa motsvarande niva-
er. Jamforelserna gores fTor saddana fall dar analy-
tiska uttryck ar tillampliga. Foljande fordelar med
analytiska uttryck skall provas:

1. Det analytiska sambandet mellan spanning och t&j-
ning kan anvandas i analysen for att ge samband
pa tvarsnitts-och elementniva. Anvandning av sa-
dana lIdsningar ar tids- och utrymmessparande vid
datorberakningar.



2. Osakerheten i spannings-tojningsvardena ovan pro-
portionalitetsgransen leder till tabelldata med
ldg precision, vilket i sin tur medfor avrund-
ningsfel som kan accumuleras i analysen och leda
till 6kad berakningstid och numerisk instabilitet
med okontrollerbara fel 1 resultaten.

Fordelen under punkt 1 galler under forutsattning att
explicita losningar kan erhallas for valda analytiska
uttryck pa spannings- tojningssambanden.

Erfarenheterna av strukturanalys (ramar) for stort
antal obekanta med numerisk integration 6ver tvar-
snittet ar begransade och jamforelser med analytiska
metoder har tidigare ej presenterats.

Anpassning av analytiska uttryck

Anpassningar av analytiska uttryck till spanningstoj-
ningsdata erhallna ur enaxliga drag- eller tryckprov
har publicerats i stort antal, se exempelvis Osgood
(1946). Anvandningen av sddana uttryck i olinjar teknisk balk-
teori ar val etablerad, se Chajes (1968), Jhansale, Topper (1969).

Ett analytiskt uttryck for spanningstojningssambandet
bor vara enkelt att anpassa till givna materialdata
samt vara anvandbart for sa generella utseenden av
spannings-tojningsdiagram som mojligt. Det bor vidare
vara av sddan form att det mojliggor en teoretisk be-
handling som leder till enkla, anvandbara och for anda-
malet tillrackligt noggranna resultat.

I detta kapitel skall ett uttryck presenteras, som anvandes i
Mattiasson, Agdrdh (1974) och som kan karakteriseras med termen:
"Olinjart elastiskt, linjart deformationshardnande'. Uttrycket
uppfyller ganska val det forsta och sista kravet. Det andra
kravet ar uppfyllt for material sdsom vissa stal- och aluminium-
legeringar.

3.2. Analytiskt spannings-téjningssamband

Det analytiska uttrycket for spannings-téjningssamban-
det som presenteras har, definieras pa styvhetsform,
dwvs spanningen ar en explicit udda funktion av hoj-
ningen. Sambanden ges i normaliserad form, overgang
till andra referensnivaer visas &ven nedan.

Lat normalspanningen 6 vara foljande udda funktion av
tdj ningen e.

E k
a, e a
- > (3.1)
ag + aa(e ea) e > ey
—a, oA (ete,) e <-e,
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De tva sista ekvationerna kan sammanfattas till

a = otae + ea(laa/ea_l - asl) sign @ lel > ey
eller
a - age + e8(Ia8/e8\ - a8) . lel= ey (3.2)

dar eg sattes till e for e < 0. De obekanta koefficienterna
a., ou, a.... a samt a bestimms ur matdata pa foljande satt:

(L&t 5(e) beteckna ur matdata erhallet (normaliserat) viarde pa
spanningen, svarande mot (den normaliserade) t6jningen e.)

a(0) =0

a'(0) = 5'(0) (3.3)

ni.kla, e j/(k-D! = adde ) . 54,
k=j K a a i .1,

vilket ger (p+3)/2 ekvationer. 1 Agardh (1968) visas l&sningar
for p = 3,5,7 och 9. Har valjes p=5 vilket ger
a™e + oigE + o0igE le] < e.
a= ) (3.49)
ae + £8 (Iaégc_;| - as) sign (e) lel] > g
med

a-| = E
a3 = (baa - (4E+Ea)ea)/2e|
ab =-(3aa - (2E+Ea)ea)/2e3

(3.5)

dar aa - 6(ea), Ea = 5'(e ) och E = 5'(0). Den oberoende
parametern ea véiljes sd art felet inom (OjEjx) minimeras.
Byte av referensnivaer

Om matdata representeras i ett diagram med valda refe-
rensnivaer &ig och &0, och koefficienterna oi-* bestams

utgdende fran denna representation, fas for varje
annan representation Og” och égp koefficienterna
med

“k = ak(cO/croé )(e0 i/cO0) k=1,3,5

aa(50/50i)(e0i/e0) (3.6)

vilket kan tolkas som en koordinattransformation, som
kan utforas av strukturprogrammet vid 6vergang till
globala referenser for' sadana fall dar flera material
ingar i strukturen.



Exempel 3.1.

Spannings-toéjningsdiagram for aluminium redovisas

bland annat i Baehre, Brochner, Sjolund (1965). Har-
ur har ett diagram betecknat CIlI-1 valts for exempel

i denna rapport, se &ven Agardh (1974). Valjes ea=1.45,
a =0.95, ¢ =0.08 och = .0 erhalles den olinjart
elastiska, Imjart deformationshardnande anpassningen
CIII-A i fig 3.1.

OLINJ EIAST-LINJ DEFORM HARIN
C I111-A

1i-1

0.95 1.45

0.1912e + o

ae - e_(a_/e-aa)

FIG.3.1. Till matdata anpassat o-e-diagram

Anpassningen kan &ven godras for anvandning i forenkla-
de uttryck avsedda for stora tojningar. DA valjes ett
linjart elastiskt, linjart deformationshardnande dia-

gram CIllI-L, se fig 3.2.

C 11-L
LINJ ELAST 1INJ DEFORM HARDN
C -1

0.91 0.91

+ e_(1-a-)

FI1G.3.2. Till matdata anpassat a-e-diagram
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Genom att variera parametrarna a , aa och ea kan man uppnd god
anpassning till olika téjningsintervall, cf fig 3.3.

LINJ EUST-UNJ EEIOKM HAMU

C -1

0.064 0.94 0.94

FIG.3.3. Till matdata anpassat o-e-diagram

3.3. Sammanfattning

Ett analytiskt uttryck CIII-A, bestdende av tva polynom av grad 5
resp grad 1, anpassas till matdata CllI-1  fr&n dragprov. Av-
sikten ar att utnyttja polynomen vid studium av en balklamells
moment-krokningsdiagram for smd axialkrafter och krokningar.

For stora krokningar och axialkrafter, anvands vid motsvarande
studium ett analytiskt uttryck CIlII-L, bestdende av tva rata
linjer.

Uttryck av ovanndamnda karaktar ar enkla att anpassa ned accepta-
bel noggrannhet till matdata for en stor klass konstruktions-
material, foretradesvis stal- och aluminiumlegeringar.
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4  BALKLAMELLENS STYVHETER

4.1. Allmant

I detta kapitel skall balklamellens moment beraknas

uttryckt i1 axialkraft och krokning. De antaganden
som ligger till grund for analysen diskuteras i nasta
avsnitt. Har skall namnas nagot om bakgrunden till

valet av oberoende variabler.

Strukturanalysen av balkar och ramar sker med foérskjut-
ningsmetod vilket innebdr att systemmatrisen samman-
satts av balkelementens styvheter. Dessa definierar
sambanden mellan a&ndmoment-tillskott och &ndvinkel-
tillskott samt axialkrafttillskott och langdtillskott.
Uppstallning av dessa (.tangent-) styvheter bor i
olinjar teori ske via elementets flexibiliteter

se Backlund, Agdrdh (1973). Dessa beréknas , ife

kap 6, genom integration langs elementet av lamel-
lens flexibiliteter, vilka utgbres av krokning och
langdandring uttryckta i1 moment och axialkraft,

se kap 5.

Det har hittills visat sig vara omgjligt att harleda,
den olinjara balklamellens flexibiliteter pa expli-
cit form baserad pa spannings-téjmngssamband och
tvarsnittsgeometri. Man kan dd anpassa ett lamplig
analytiskt uttryck till beraknade styvhetssamband mel
lan lamellens variabler. P& grund av.symmetriegenska
per racker det att anpassa ett analytiskt uttryck till
en av deformationsvariablerna, exempelvis krokningen
som funktion av moment och axialkraft. Det ekviva-
lenta" analytiska uttrycket till den andra déforma
tionsvariabeln, bestammes darefter ur symmetnvill-
koren, se kapitel 5. Anpassningen av krokningen k

som Ffunktion av moment och axialkraft baseras pa
harledda samband mellan moment, krodkning och axial-
kraft"!— Detta leder till explicita formler for
koefficienterna i den anpassade flexibiliteten,

detta kapitel skall darfor sadana samband for momentet
uttryckt 1 axialkraft och krokning presenteras. Form-
lerna ar giltiga inom begransade omraden i (N,k) planet.

4.2. Definitioner, fdrutsattningar och antaganden

Den foljande analysen av den olinjart elastiska balk-
lamellens deformationer bygger pa den tekniska balk-
teorin med olinjart samband mellan materialets span-
ningar och tojningar. Tillampningen pa slanka balkar
och balkpelare medfor att skjuvdeformationerna kan
forsummas. Analysen genomfores for mattliga axial-
krafter, se nedan.

Tvarsnittet ar enkel- (eller dubbel-) symmetriskt och

variablernd mats i tyngdpunkten, varvid momentet ver-

kar 1 ett symmetriplan, se fig 4.1 . A.lla deformation-
er antas forsiggd i detta plan.
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Spanningen ar en entydig funktion av tojningen, vilket
medfor att analysen antas géalla en forstagdngspalast-
ning ovan proportionalitetsgransen

Det forutsatts att axialkraftsparametern N'=N/EA ar
mattlig, s att inget instabilitetsfenomen kan upptra-
da i elementet. Om den kritiska lasten med avseende
pad plan knackning uttrycks med Nprpl;= fas
foljande uttryck pad maximala axialkraftsparametern

2,- .2
) _ - 4.1
Npax = INkrit] 7 /7£QA (4.1)

dar A ar elementets slankhet. , For ett balkelement av
aluminium med 5g=5q 2=35°MPa oc'l slankheten A>40 ar *
Nkrit= 1’ se Aluminiumnormen (1966) och|N”ax|»2000/A,
vilket for A=80 ger IN”ax|»0.31 och A=70 ger |N"ax)»
*a0.41. Ekvation (4.1) ger en uppfattning om inom vil-
ka granser axialkraftsparametern N' tillats variera.

4.3. Grundlaggande samband

Ur ett parallellepipediskt balkelement med enkel-
(eller dubbel-) symmetriskt tvarsnitt skares en lamell
ut med snitten x och x + Ax, se fig 4.1.

FIG 4.1. Balkelement och balklamell

Skjuvdeformationerna forsummas varfor tvarkraften ej tas med
bland lamellens krafter. Beteckna M med M och NX med N och

samla lamellens krafter i kolumnen

N1 = [M NJ1

dar t star for transponering. Lamellens deformationer n-p
karakteriseras av krokning icy och axiell tojning i tyngd-
punktslagret ex{0}.

nA = i< (4.3)

dar de forkortade beteckningarna i< och ST har inforts.



Antagandet om balklamellens geometri - plana tvarsnitt forblir
plana efter deformationen, och konstitutiva ekvationer for ma-

terialet - se kapitel 3, ger de ekvationer som ligger till grund

for analysen. Saledes

£Ex = KZ + Et 4.4)

- g omom

Oy © By (4.5)

M = / za{Kz+e,p} dA (4.6)
A

N = f o{kztet} dA “.7
A

Formellt kan ekv (4.6)-(4.7) skrivas:

N1 = F1 {R1} 4.8)
dvs en olinjéar vektorvard funktion F-* kallad balklamellens
styvhet, avbildar lamellens deformationer n-, = [kjEr.]"4 pa
lamellens krafter N_ = [MjN]"4. Overgéng till normaliserade

variabler ger, se kap 2.

M = M/Mq = / za{zK+e"} dA (4.9
A

N = N/NQ = / O{zk+et} dA (4.10)
A

ty 6{z}/6Q0 = g{e/Eq} = g{e} och e/e" = (icz+ET)/EQ = kztet
med ett allmant val av referensnivaer.

Inféres de konstitutiva ekvationerna for materialet enligt
ekv (3.10) i ekvationerna (4.9) och (4.10) fas, cf fig 4.2.

P .
M 1 / (Kz+Ern*<zdA+ / (a (Kzt+Erp)te (la /e_ —a_))zdA
- ¥ 1 3 1 3 3 3 3
k=1 A A2
(4.11)
P .
Ne 7 / (uz+e1)FdA+ ( (a3(kz+e?if§;(\a3/e3 —a3))dA
k=1 ~ al
(4.12)

Tecknen i ekv (4.11) och (4.12) valjes sa att + tecken tillam-
pas pa den del av omrddet dar e>0 och - tecken for den del dar
£<0. Ekvationerna skall omformuleras sa att + tecken galler
for k>0 och - tecken for k<0. Vidare skall integraler over
omradet A2 uttryckas i tvarsnittsskonstanter och integraler
over omradet A*. Omraden uppdelas &avenpd delomrdden A+ och A_
dar A-j+ och A2+ definieras av za+, se nedan och A-|_ och A2_
definieras av za_.
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Ekvationerna kan dad skrivas med anvandning av bino-
mialteoremet

M= 1a Z (kKk f zk -~~dA + a (k / z°dA+e» J zdA) +
k=0 k kO ] 1A 3 » 1
+e (la !z 1-a )( f zdA- / zdA) (4.13)
3. 3. a. a. 52_‘_ 52_
N = K Kk %8 7 2k pA +a
3203 Al a7 zdAveT J dA) +
A2 A2
+ ajleg -a)( / dA- / dA) (4.14)
A2+ A2-

dar-sa skall valjas for k<O0.

FIG. 4.2. Tvarsnitt med t6jnings- och spanningsférdelning.

Infor beteckningarna
3k = / zk+1dA, Ik = / 12dA, Sk = JzdAJAK = JdA (4.15)

1
Med dessa beteckningar kan ekv (4.13) och (4.14) skrivas

m= b KK “Yet +

+

aa(12K+S2eT) + ta(ka/eal“aa)(S2+~S2-) (4.16)

Pk 4
NE G o Pk 1t

a;(S§K+A(Z)e,l,) + e3(|a3/e3 |_a3)(Az’+'A'z~) (4.17)

+
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Med
=113 , S2=s-st = AA
= sl++s1l- ' S22+ = S+"Sl+§ S2- ¢
s Nmmi A2 - \/-\Vv . a2

kan de sista termerna i ekv (4.16) och (4.17) skrivas
a ((I-Lj)k + (S-Sl)eT) +

+ fa(laa/eal'aa)(S+"S-+S1-""S1+) =

aalK - aa(11K+S1leT) " fa(lGa/eal!aa)(S1+_S1-) +

+ sa(!aa/eal—aa)(SJr—S )

aa((-S1)K + (A-AMNeT) + ea(laa/eal-aa)(A+-A_+Al_-Al+) -
= aaAeT-aa(S1K+AleT)-ea(|aa/eal-aa)(Al+-Al ) +
+ Ea(lba/eal aa)(NsA™

Insattning 1 ekv (4.16) och (4.17) ger slutligen

M=alk+e (la/e |-a)25+ X .1 (MouB, _Kk_JE -
a ala a a + 3=01 kK3 i

(aa(11K+S1eT) + Ea(laa/f£al-aa)(S1+-S1)) (4.18)

N = alg, + £ (Jale_|-a )Ar-A)+ 1 %gﬁl)a{%sxg }A
- (aa(S1K+AlET) + Ea(laa/Eal-aa)(Al+-Al_)) (4.19)
Omrédet med arean A" definieras av
(e -et)/k - 7ea (Ip™K ~ h 0
at (h-fQ) (ea-eT)/K > h-fg (4.20)

Nea-eT™K < "F0

och
(—ECI-Erip)/K -fg £ (-£ -Erp)/K ~ h-fg
0 (—E —Egn) /K < *fg (4.21)
h-f,, (-E -E£7)/k > h-fg

dar ea bytes mot —ea for « < 0 i ekv (4.18) - (4.21). Notera

den analoga uppbyggnaden av momentekvationen (4.18) och projek-
tionsekvationen (4.19). Foér sma krokningar &r A3-A och enbart

dubbelsummoma kvarstar, se avsnitt 4.4. For stora krokningar
ersatts den krokta delen av a-e-diagrammet med entrat linje,
gradtalet sattes till p=1 och |a&/ea|=0", se avsnitt 4.5.



I omradet mellan sm& och stora krokningar approxime-
ras moment-krokningssambandet' med ett polynom av lamp
ligt gradtal, se avsnitt 4.6. Inom dessa delomraden
i N-x-planet betecknade med respektive ,Dg och Dg,

skall momentet framstallas som matrisprodukter
([P(N) JEFL [Q* () ] inom D

[P(N) ~"FgtQjCK) ] inom D2 (4.22)

[P(N) ~"FgtQgCfc) ] inom Dg
dar [P(N)]t = [1 N/o®A (N/agA)2]u

[QLHCO)L = = w2 K3 K4 K5] (4.23)
[Q2(K)]t = [I K K2 K3] (4.24)
[Qu(K)Jt= [1/k2 1/(aK+b)2 1 K] (4.25)

samt F av N och k oberoende matriser, karakteristiska for
material och tvarsnitt. Sedan F beraknats, ar momentet kant
med god noggrannhet som funktion av axialkraft och krokning.
Vissa inskrankningar galler, se respektive avsnitt.

4.4. Balklamellens bojstyvhet, sma krokningar

I detta avsnitt studeras sma krokningar for vilka tvarsnittets
fibrer har spanningar ovan proportionalitetsgransen. Den maxi-
mala tdjningen e i tvarsnittet antas uppfylla villkoret

4.26
lemaxl < ( )

varfor materialets konstitutiva samband far formen,cf kapitel 3

= 4.27
25 (@27

Lamellens styvheter kan da skrivas se ekv (4.18),(4.19), med
B1=Al=A Bl =1, al = E

<-_A

_ P k v | A.
M= L L8k 78] (4.28)

ir-a -l

F< jl-o():'/)B ik (4.29)

Detta ekvationssystem kan for det allméanna fallet endast l6sas
numeriskt med iteration. For att mojliggora en analytisk be-
handling maste approximationer inforas.



Axiell tojning

For k=0 ar sambandet mellan axialkraftsparametern N"=N/EA och
axiell tojning £p identiskt’med a"=a/E-e-diagrammet. For k+0
och mattliga axialkrafter ar axialkraften praktiskt taget lin-
jar i1 eT varfor termer med hogre grad av eT i ekv (4.29) kan
forsummas, cf ex 4..1 och 4.2 nedan.

(4.30)

varur

(4.31)

vilket for smd k kan utvecklas i serie, dar termer av hogre

grad an 5 i k forsummas . (B_"=A)

(4.32)
Felet i1 Dp enligt ekv (4.32) ar av storleksordningen O(k )
for dubbelsymmetriska och O(k5) for enkelsymmetriska tvar-

snitt, under fOrutsattning att termen

vilket bor galla inom definitionsomradet D-j, se nedan.
Efter ihopmultiplikationen erhalles

(4.33)

Neutrala lagrets lage definieras av kvoten ep/ic.

Bojande moment

Ekv: (4.33) ger den axiella tojningen £p uttryckt i axialkraf-

ten N och krokningen k. Insattning av ekv (4.31) i ekv (4.28)
ger momentet M uttryckt i axialkraft och krokning.

P
M= 2. ou

1=1
(4.34)

FOor sma krokningar och axialkrafter kan hoégre potenser av k
och N forsummas. Numeriska experiment visar, se exempel 4.1
och 4.2, att god overensstammelse med noggrant beraknade mo-
ment kan erhallas efter serieutveckling av namnaren i ekv (4.34)

med termer av upp till andra graden i N och femte graden i k.
Efter hopmultiplikationen fas

M = [P(NDItLF1][o! (K)] (4.35)

med [PA)I"t = [i n/o~A (N0irAd2] , [QMK)]N = [k k2 K3 k4 K3
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Styvhetsmatrisen ar oberoende av axialkraft och krékning.
Notera att a-|=E, 8--|=A, 31=1 och att alla beteckningar fore-
kommer.

Fl = ot3®3/°I11

0 3a332/a"l
3a3/al 0 10ag3g/all-180t28" /a2A

a5”5"al *~3aP2l'al”l arl

5ag3j(/a-
81a3R2/a2A2-90a30igR3/a2A

Definitionsomrade

Ekvationerna (4.28) och (4.29) ar giltiga under forutsattning
att den maximala téjningen |e| < ea vilket aven kan skrivas:

-ea< KZ + eT - ea

For ett allmant enkelsymmetriskt tvarsnitt intraffar de maxina-
la téjningama for z = -fg och z = h-fg varfor

-(ea-Kfg) < et < (ca—ic(h-fg)) (4.36)
som med ea utbytt mot -ea och omvianda olikhetstecken aven gal-
ler k<0. Insattning av Dg enligt ekv (4.31) ger randkurvoma
N'=R"(k) for definitionsomradets rander. Saledes

-R-|(k) < N' <R2(k) , k>0 (4.37)

-R™) < N' < R-|(k) , tt<0
ned Rl(k) = -(a382K3 + agB™I/o™NA + (ea-Kfg)(1+3a33lK2/alA +

4
+ BcigSgK /anA) och
R2(k) = (a382K2+a58ltk4)/alA + (ea~K(h-fg)) (1 +
2 4
+ 3a3S-K™/a"A+5a3R3K " /anA)

dar ea bytes mot -e for k < 0. For dubbelsymmetriska tvar-
snitt forenklas ekv (4.37) till

IN'| < R(k) (4.37a)
med R(k) = (lea]-|k])(1+3a38"K2/a"A + 5ag83K4/a™A)

dvs ett med avseende pd (k,N) axlarna symmetriskt omrade, se
exempel 4.1.



Exempel 4.1. Dubbelsymmetriskt tvarsnitt.

For en rektangular tvarsektion ar (3*=2/(k+2) for udda
k, annars 0. Insattning i ekv (4.31) med a,,=1 ger:
Srp = N'/ (1+a2K2+agK4) (4.31a)

Anpassning till materialet CllIl-1, betecknat CIII-A
se ex 3.1, ger

eT = N"/(1-0-1912k2 + 0.01 295k4) (4.31b)

som jamfors med noggrant berdknade bdéjningar ur

tab 4.1. i1 fig 4.3. De noggrant berédknade resultat,
som anvands sasom jamforelse med analytiskt beraknade
varden i1 exemplen nedan, &ar beraknade med numeriska
metoder som anges i Agardh (1974).

TAB. 4.1. Tojningar eT- Anpassning CIII
Rektangel

tXKk 0.0 0.4 0.8 1.2
0.0 0.000 0.000 0.000 0.000
0.2 0.202 0.208 0.229 0.269

0.4 0.413 0.427 0.472 0.559
0.6 0.651 0.675 0.756 0.892

TEORI
NUMER I SKT £e

F1G.4.3. Tojningar enligt ekv. (4.33) jamforda med noggrant
berédknade varden. Symmetriskt tvarsnitt. Anpassning CIINI-A.



Insattning av ekv (4.31a) i ekv (4.34) ger styvhets-
matrisen F~N(oN=1):
F1 1 0 3ag/s 0 3a5/7 |
0 0 0 0 0
2
3a3 0 6ag-6otg 0 9o(g-18agan

Efter ihopmultiplikation enligt ekv (4.35) fas det
"elementnormaliserade” momentet

H/a™l = (1 +3ag(N/a”A)2)K + 6(wxg/10 + ( a™-a2) (N/oMNA)2)*:
+ 9(as/21 + (a3-2a3a5)(N/alA)2)K5 (4.35a)

eller med a enligt exempel 3.1

M = (1-0.5737(N")2)k - (0.1147 + 0,1416(N")2)K3
+ (0.00555 - 0.01834(N')2)k5 (4.35b)

vilket jamfors med noggrant beraknade moment ur tab 4.2 i fig 4.4

TAB. 4.2. Noggrant berdknade moment.
Rektangulart tvarsnitt. Anpassning CIII-A.

0.0 0.2 0.4 0.6

0.2 0.1991 0.1944 0.1797 0.1522
0.4 0.3927 0.3831 0.3526 0.2957
o 6 0.5757 0.5604 0.5123 0.4215
<8 0.7431 0.7213 0.6522 0.5208
1.0 0.8908 0.8610 0.7662 0.5963
1.2 1.0155 0.9757 0.8546 0.6589
1.4 1.1150 1.0651 0.9266 0.7138
1.6 1.1891 1.1358 0.9877 0.7638
1.8 1.2450 1.1926 1.0410 0.8103
2.0 1.2895 1.2388 1.0882 0.8543
2.4 1.3586 1.3111 1.1685 0.9361
2.8 1.4130 1.3683 1.2342 1.0113
3.2 1.4595 1.4174 1.2911 1.0805
3.6 1.5015 1.4617 1.3425 1.1437
4.0 1.5406 1.5030 1.3903 1.2024
5.2 1.6490 1.6170 1.5209 1.3608
6.0 1.7175 1.6885 1.6016 1.4567
7.2 1.8176 1.7925 1.7169 1.5911
8.0 1.8834 1.8604 1.7913 1.6761



TEORI
NUMERISKT

F1G.4.4. Moment enligt ekv (4.35b) jamforda med noggrant be-
raknade varden.

Avvikelserna fran noggrant berdknade varden ar storst i en om-
givning av randen R(k). Foljande (normaliserade) absolutfel
galler i detta exempel.

TAB.4.3. Avvikelser

N 0.0 0.2 0.4 0.6

K 1.4 1.2 1.0 0.8
lam -io4 g 1 17 72 288
| “max

Slutligen &r det av intresse for resultaten i ekv (4.31b) och

(4.35b) att studera definitionsomrddet D-|. Insattning i ekv
(4.37a) ger med fg = h - fg = 1:
IN/a”A] < (ea-—|tc] ) O+dgK™+anK4) (4.37b)

Med parametrar for a-e-diagrammet Cl11-A fran exempel 3.1. fas
randkurvoma
IN"] < (1.45 - |k|)(1-0.1912k2+0.01295k4) (4.37¢)

i fig 4.5.

F1G.4.5 Randkurvor enligt ekv (4.37c) for definitionsomradet D-|
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Exempel 4.2 Enkelsymmetriskt tvarsnitt.

Ett exempel motsvarande exempel 4.1 men med ett
T-tvarsnitt enligt fig 4.6 skall redovisas. Konstan-
terna blir 8-1=A=0.3800, 8qg=0, R-|=0.1440, 82=0.0808,
63=0.1292, 84=0.1348, R5=0.1743, f0=0.5736 och
(h-f0)=1.4264 och b =0.1.

FIG.4.6. T-tvarsnittets geometri

T-tvarsnittets tojning i tyngdpunktsnivan fas efter

insattning av enligt ex 3.1 och 8" enligt ovan i
ekv (4.31)
eT=(N'+0.04066k3-0.00459Kk5)/(1-0.2174k2+0.02202k4)
(4.31¢c)

Insattning av aj, och 8" i, ekv (4.33) ger
eT=(1+0.2174k2+0.02523k4)N'+0.04066 k3+0.0042K5
(4,33a)
som ar en approximation for (4.31c). Avvikelserna

mellan noggranna berakningar ur tab 4.4 och ekv (4.31c)
framgar av fig 4.7.

TAB. 4.4. Noggrant beraknade tojningar £3.
T-tvarsnitt. Anpassning CIII-A

n\« 0.0 0.4 =5 1.2

0.0 0.000 0.003 0.022 0.078
0.2 0.202 0.211 0.254 0.344
0.4 0.413 0.432 0.500 0.616
0.6 0.651 0.681 0.780 Q.915



TEORI
NUMERISKT z

FIG. 4.7. To&jningar eT enligt ekv 4.31c jamforda
med noggrant berdknade varden. (k=1.2,N>0 $ D)

Avvikelserna Ae” fran noggrant berdaknade tojningar eT,
erhallna ur ekv (4.31c) och (4.33a), ar storst i en
omgivning av randen R(k) se tab 4.5 och fig 4.9.

TAB. 4.5. Avvikelser fran noggrant beridknade varden erp
N’ -0.2 0.0 0.2 04 0.6
K 1.1 1.0 of 0.7 0.5

-0.2027 0.0448 0.2541 0.4772 0.6994
(4.31c):AeT-104 -34 0 20 175 606

(4.33a):AeT-104 -37 1 20 176 163

Insattning av tvarsnittskonstanter och spannings-toj-
ningsparametrar i ekv 4.35 ger styvhetsmatrisen

1.0 e e -0.1716 0.0 0.0026
0.0 -0.3218 0.0 -0.0094 0.0
-0.5737 <<= -0.1333 0.0 -0.0056

som efter ihopmultiplikation med [P(N)] och [Q(k)] ger:
M'=(1.-0.5737(N")2)k-0.3219(N1)k2-(0.1716+0.1333(N")2)Kk3

-0.0094(N")k4+(0.0026-0.0056(N")2)K5 (4.35¢)

I fig 4.8 jamfors noggrant berdknade moment ur tabell 4.6 med
resultat av ekv (4.35c).
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TAB.4.6. Noggrant berdknade moment.
T-tvarsnitt. Material CIII-A.

\NIr -
<\ 0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

0.2 0.1965 0.1986 0.1914 0.1741 0.1442
0.4 0.3900 0.3890 0.3689 0.3281 0.2614
0.6 0.5726 0.5632 0.5235 0.4510 0.3404
0.8 0.7374 0.7131 0.6465 0.5370 0.3896
i.0 0.8781 0.8315 0.7327 0.5680 0.4271
1.2 0.9895 0.9174 0.7951 0.6390 0.4594
1.4 1.0730 0.9827 0.8446 0.6766 0.4891
1.6 1.1383 1.0357 0.8866 0.7103 0.5172
1.8 1.1916 1.0808 0.9237 0.7414 0.5444
2.0 1.2365 1.1206 0.9577 0.7710 0.5710
2.4 1.3088 1.1898 1.0195 0.8271 0.6232
2.8 1.3645 1.2505 1.0765 0.8807 0.6745
3.2 1.4097 1.3058 1.1306 0.9330 0.7254
4.0 1.4841 1.4058 1.2335 1.0351 0.8264
5.2 1.5858 1.5371 1.3801 1.1847 0.9766
6.0 1.6519 1.6162 1.4736 1.2827 1.0761
7.2 1.7498 1.7251 1.6077 1.4270 1.2242
8.0 1.8147 1.7932 1.6936 1.5211 1.3221

TEORI

FIG. 4.8a. Moment enligt ekv (4.85c) jamforda med
noggrant berdaknade varden.
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TEORI

FIG. 4.8b. Moment enligt ekv (4.35c) jamfdrda med
noggrant berdknade varden

Randkurvorna for definitionsomradet D{ fas efter in-
sattning av konstanterna i ekv (4.37).

R1(k)=(0.04066k3-0.004594K5)+(+1.45-0.5736k)(1-
-0,2174K2+0 ,02202kKk*+)
och
R2(K) = (- 0 .04066k3+0.004594c3)t(il .45-1 ,4264K)(1-

-0 .21 7k2+0 . 02202K4) (4.37d)

som visas i fig 4.9.

Randkurvor for definitionsomradet DI for T-tvarsnitt

Av fig 4.9 framgar for ovrigt att lastfall i 1:a och 3:e kva-
drantema utnyttjar tvarsnittet daligt.
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9,5. Baiklamellens bdjstyvhet, stora krékningar

I detta avsnitt skall en explicit formel for b6jande momentet

M uttryckt i krokningen k och axialkraften N héarledas. | mot-
sats till ekv. (4.35) galler denna stora krokningar och ar inom
sitt giltighetsomrade D3 utan approximationer utéver den tekniska
balkteorin och nedanstdende idealisering av spanningstdjnings-
sambandet.

Idealisering av a-e-diagrammet

Den krolcta del.en av funktionen a(s), |e|] < e , se ekv (3.1)

har mycket liten inverkan p& det bojande momentet for stora
krokningar. Dels ar havarmen liten och dels ar, for de flesta
tvarsnitt, spanningsvolymen liten i en omgivning av tyngd-
punktslagret. Polynomet a(s) kan darfor utan storre fel er-
sattas medlen rat linje for |e|<ea,dvs p=1 i ekv 3.1,cf fig 3.2
Inverkan pad bdjande momentet for stora krokningar ar begransad,
se fig 4.10, dar moment-krokningsdiagrammet for rektangulart
tvarsnitt och olika anpassningar av a-e-diagrammet enligt fig 3.1
och fig 3.2 jamfors

N =0.0

N'=0.4

C I11-A
C 11-L

NUMERISKT

FIG. 4.10. Moiment-krokningsdiagram for rektangulart tvarsnitt
och olika anpassningar till materialet CIII-1.

Med p=1 i ekv. (3.1) och (3.2) efhalles

§1ate

(4.38)

+ -
a_e ea(orll a

a a)

dar ey bytes mot -e, fore <0



*0
Axiell téjning och bdjande moment

Inféres p=1 i ekv (4.18) och (4.19) erhalles ($"=I)

2
- - - 4.39
M aalk + ea(aT a\a)ZS!+ + (op aa)lka ( )}

N

aéégr + ea(op—aa)(Ai—AL) + (OW?Ei)ﬁtlk (4.40)

dar ea bytes mot -ea for k < 0 och dar det "reducerade troghets-
momentet” lr och det "reducerade statiska momentet™ SR kan skrivas

IR = (Il + (eT-ea)S1+/K + (eT+Ea)S1_/K)K3

(4.41)
2
SR = (SI + (eT-£a)Al+/ic + (ET+EQ)Al_/K)K (4.42)
som kan kombineras med ekv (4.20) och (4.21) varvid
TR = (Il - Za+S1l+ - za-S1-)I<3 (4.43)
sr = (Sl - za+Al+ " Za-Al-)K2 (4.44)

Lat b(z) > 0 definiera tvarsnittsbredd for za_< z < zat

varvid enligt definitioner:

( Fatb(@)(z2-z 2)dz + ¥ b@)(z -z 2)dz2)KE  (4.45)

R n a+ a
gR = ( Jatbh(z)(z-za+t)dz + f b(z)(z -za_ )dz)ic (4.46)
0 S za-

Enligt integralkalkylens medelvéardessats existerar z-| ,Z2
£ (za_,za+) sa att:

3 - b(z,)z3 )k3/6 (4.47)
'3+ 2 a-

2 - b(z4)z2_)K2/2 (4.48)
3+

For de flesta standardprofiler ar bredden b(z) konstant i en
omgivning av tyngdpunkten. For tillrackligt stora krokningar,
se nedan, galler saledes: (med b(z)=b-|)

P._1<4. . s (4.49)
SR

-bl<4+ " Za->K2/2 = "S1k2 (4.50)

Med 23‘ och za. enligt ekv (4.20) - (4.21) fas efter forenklingar
+ e

e (e2/3 + £m)b. (4.51)
3 3 (|

Sr - 2ea-eT bl (4.52)

Det reducerade troghetsmomentet Ir och det reducerade statiska
momentet Sr ar saledes endast beroende av den axiella téjningen ey,
varfor denna kan elimineras utan iteration. Insattning av ekv (4.51).
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och (4.52) i ekv (4.39) - (4.40) ger

M=al k+ e (oL,-a )(2S - b.(e2/3+e2)/K2) (4.53)
o a. | a. ! 1d. i
N :(a&A+2b]e0(ar—ao)/k)eT + eo(ar—ao)(A¥—A;) (4.54)

dar ea erséattes med -ea for k < 0. Berakningen av momentet i
ett tvarsnitt gores med uttrycken

MZol, 1 = (aa/al )k + ea(l-aaZal)(2S+-bl(eas3+e2)/K2)/1 (4.55)

ey/K = (N/anA - ea(l-a /c™) (A+-A )/A)/
(Kaa/a-| +2blea(l-aa/a” )/A) (4.56)
som aven kan formuleras
M = tP(N)]t F3 [Q3(K)] (4.57)
med [P(N)]'t enligt ekv (4.35) och

[Q3(i9)]It = [1/k2 1/(K(aas/al)+2blea(l-aasal)/A)2 | K]

samt
F3 -b.,e3(1-a /a,,)/3l -byeg(l-aola()S(A‘—A )2/A21
I cl d. |
0 2b,e2(1-a /Zad2 (A -A )/Al
LNe} o 1 i
0 -b.e (1-a /™)/1
2ea(l-aa/ai)sS+/1 aa/ai a-|1

0 0
0 0

dar''styvhetsmatrisen” F3 &r oberoende av krokning och axialkraft.
Berakningen av momentet sker utan iteration, men varje par av
oberoende variabler (k,N) maste ligga inom tilldtet omrade Dg.

Definitionsomrade D?

For de flesta standardprofiler existerar en omgivning till
tyngdpunktsnivan, for vilken bredden ar konstant = b-j. For
varje axialkraft N (och a > 0) existerar dd en '‘granskrokning"
Kfa(N) sd att b(za+) = b(za_) = bl for k > k™N), se fig 4.11.

Villkoret kan &ven uttryckas: (med figurens beteckningar)
-f0 + h- 4 za- * za+ - h “ f0 " h+
varur efter kombination med ekv (4.20) - (4.21)
-(h-fg-h+ + ea/<) < £p/< £ (fg-h_ - e3/K) (4.58)

som med omvanda olikhetstecken och ea utbytt mot -ea &ven
galler k<O



Insattning av ekv (4.56) 1 ekv (4.58) ger randkurvoma N"=Rk(ic)
for definitionsomradet D3. Saledes

-R™MK) < N* < R2(K) k>0
(4.59)
-R2(k) < N* < R1(K) k<0
med
R. (k) = (h—fU—hi—ea/k)(rad/a:‘l+2b:‘Lsd(l—aa/a:‘l.)/A) -
- Ea(l—%n/ali ) (A+=A)/A
och

R2(k) (fg-h_-sa/K)(Kaa/a" |+2blea(1-aa/a™)/A) +

+ eé:i(l—aé1 i Y(A+-A)/A

dar ea bytes mot -ea for k<0. FOr dubbelsymmetriska tvar-
snitt forenklas ekv (4.59) till

IN'| < R(K) (4.60)
med
R(K)=(|k|-|eal )(aasal+ (1-aa/a-|)(2b1l/A) | ealic|)

dvs ett symmetriskt (ej sammanhangande) omrdde i (k,N)-planet,
se fig 4.14.

FI1G.4.11. Erikelsymmetriskt I-tvarsnitt med variabler



Exempel 4.3. Dubbelsymmetriskt tvarsnitt.

I detta exempel skall tojningar och krokningar studeras
for en bojd och axiellt belastad balklamell med rek-

tangulart tvarsnitt. Materialet ar Clll-1, som for
stora krokningar approximeras med anpassningen i
fig 3.2 betecknad CIlII-L. Jamforelser med noggrant

beraknade resultat av anpassningen i fig 3.1 beteck-
nad CIlI1I1-A gores.

Insattning av b=1, A=2 i ekv (4.56) ger tdjningen
sT. (ai=l)

el = kN'/(ea(l—aa)+aaK) (4.56a)
Med aa=0.08 och ea=0.91 fas (-tecken for k<0)
et = 12.5kN"/(k110.465) (4.56b)

som jamfFors med noggrant beradknade tojningar for CIII-A
ur tab 4.7. i Ffig 4.12.

TAB. 4.7. Noggrant beraknade tdjningar ep.
Rektangulart tvarsnitt. Anpassning CII11-A.

2.0 4.0 .
N\ 8.0
0.1 0.2012 0.3466 0.5427
o2 0.4024 0.6932 1.0855
0.4 0.8061 1.3865 2.1710
o b 1.2313" 2.0797 3.2564

TEORI
NUMERISKT £

FIG. 4.12. Tojningar enligt ekv (4.56b), anpassning CllI-L,
jamforda med noggrant beradknade varden for anpassning CII11-A.
Rektangulart tvarsnitt.



Insattning av tvarsnittskonstanter i ekv (4.57) ger ’"styvhets-
matrisen'™

F —0-5e32_(1-cg) 0 1.5ea(1—aa) ou 1
0 0 0
0 -1,5e (1-a,) 0

(4.57a)
och

[QO()IL=[1/k2  1/(e_,(l-a )+a K)2 | K]
o] d

CL d

Efter hopmultiplikation och insdttning av spanningstdjningspara-
metrar fas det "elementnormaliserade nnmentet (2 dec.)

M*=0.08k+1.26-0.34/k2-(14N"/(10.5+K))?2 (4.57b)

vilket jamfors med motsvarande noggrant berdknade moment for
materialet ClI1-A i fig 4.13.

C 1I1-A

C 111-L TEORI

FIG. 4.13. Noggrant berdknade moment f6r anpassningen CI11-A
jamforda med ekv (4.57b)

Definitionsomradet Dg har randerna, cf ekv (4.60)

R(K) = +(|k|-0.91)(0.08+0.84|K]) (4.60a)

som visas i fig 4.14.



Exempel 4.4. Enkelsymmetriskt tvarsnitt
I foljande exempel studeras formler fOr stora krokningar for
det erikelsymmetriska tvarsnittet i fig 4.6. Insattning av
fQ=-0.5737, h_=0.2, b"=0.1 i ekv (4.56) ger:

£ip = 12.5K(N,+0.25ea(1-aa))/(K+6.58ea(i-aa)) (4.56¢)
Med a =008 och e =0.91 fas

eT = k(12.5N'+2.61)/(k15.51) (4.56d)
med -tecken for k<0. Denna formel ar giltig inom Dg, cf fig 4.17

Noggrant berdknade toéjningar for materialet CIlI-A ur tabell 4.8.
jamfors med ekv (4.56d) i1 fig 4.15.

-0.1-
C HI-L

C II-A NUMERISKT

FIG. 4.15. Tojning e™ enligt ekv (4.56d) jamférd med noggrant
berdknade varden for anpassningen CIII-A.
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Insattning av tvarsnittsparametrar i styvhetsmatrisen i ekv (4.58)
ger (a™D

-0.23e3(1-a ) +0.04e3(1-a )3 1.41e (1-a ) a

F3 a- a a a a a a !
0 -0.35e| (1-aa)2 0 0
- - 4.57c
0 0.69e a(l a,g 0 0 ( )

och

[03Ck) 1t=[1/ic2 1/(0.53ea(l-aa)+aak)2 1 K]

som efter ihopmultiplikation och insattning av parametrar ger
formeln:

M*=0_08k+1.18-0.16/Kk2-(3.96+37.93N"+90.84(N")2)/(5.51+k)2
(4.57d)

C HI1-L  TEORI

C I11-A NUMERISKT

FIG. 4.16. Noggrant beraknade moment for Cll11-A jamférda med
ekv (4.57d) for Clll-L. Pilarna anger granskrékningar, se p 34.
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TAB. 4.8.

T-tvarsnitt.

N"\k

-0.6

-0.4

-0.2
oo
0.2
0.4
0.6

2

-1.3092
-0.6415
-0.0995
0.2725
0.5910
0.8960
1.2146

4

-2.06664

-1.0123
0.0418
0.8499
1.2998
1.6619
2.0072

6

-2.5600
-1.2541
0.0517
1.3049
1.9991
2.4339
2.8083

Noggrant berdknade tojningar £_.
Anpassning CIII-A.

8

-2.9071
-1.4242
0.0587
1.5417
2.6170
3.1771
3.5987

Definitionsomradet D- slutligen har randerna R. (k)

och R2(k), cf ekv (4759) med

Rl (k)= (1 .4264-63/K)(ku, +0.5263¢,(1-a )) +

+0.2495e (1-a )
o. 0.

R?(k)= (0. 3736-g /k) (i<a, +0.5263e, (1-a ))-

-0.2495e_(1-q, )

som efter insattning blir
R,(k)=(1.426|k|-0.91)(0.08+0.44/|k|)+0.21

R2(k)=(0.374|K|-0.91)(0.08+0.44/|k|)-0.21

se fig 4.17.

FIG. 4.17. Definitionsomrade D3

(4.59b)



4.6. Balklameliens bdj styvhet, medelstora krokningar

I detta avsnitt skall balklamellens moment uttryckas
i krokningen k och axialkraften N* 1inom det O&ver-
gangsomrade D2, som definieras av

d2 = cnfe(D!l )ntr(D3) (4.61)

dar C betecknar mangden av alla (k,N*), som uppfyller

IN' IsNmax _och (D1) betecknar komplementet till D3,
cf figm4.22. Inom D2 b6r M®, beroende pa valen

av a-e-diagram, uppfylla olikheterna.

M*<M*"bM*~ 4.62
A ] (4.62)
dar M* betecknar noggrannt beraknade moment f6r an-
passningen CIlI1-A och motsvarande for anpassningen

Clii-L. Jamfor med exempel 3.1 och fig 4.10. Likhet
galler for vissa valda linjer k=ka, k=kl i (k,\")-planet,
se sid 51.

Harledning av F2
B6j styvheten F2 i formeln
M = FPCN)JtF2[Q2(k)] , (k,N")6D2 (4.63)

med
[Q2()]i: “ [ | k k2 K3 ]

beraknas ur villkoren:
M(ka) = [P(N)It F1 [Q1l(ka)]
3M(ka)/3k = [P(N)]It FI [3Q.(ka/3K]
M(kl? = [P(N)]t F3 [Qi‘a(kl)]‘ A

3M(k1)/3k = [P(N)Tt F3 [3Q3(k1)/3K]

(4.64)

Har &r ka och k1 iInterpolationspunkter, se sid 51.
Resultatet kan skrivas

F2 = F1G + FgH (4.65)

dar G och H beraknas ur (4.64) varvid kolumnerna i1 G
och H blir



samt

G.1=ieL

G.2=kL
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2k /(k1-ka)'

ka(katkli}

SAkL
SkAKI-Kka

4k kL 2KA

qk2+kakl+k2

/(kL-KA}
2KA(Ki+KL+KAKL}

3kakl (kakl+ka}

4dkakJ+4k1lki1~2k1

5k4Kk2 + Sk3kl-44

2(katka\/kl} /(k1-ka}

ka(katkakl+4Kk1)
% 2 2
kakl
—kg(ké+V|+8k2I'}

“2Ka(icatkakl"5k1l).

KA+KL /(KL?KAr
2kakl

ka(3kl-ka)

2kA(2KkL KA}

Ka(5k1-3Ka}
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H.1=KA (GkI1““3ka) /Kl /(KL-KAr
(d<L(5k -3ka)+c( 3. -k ))/ (dKL+c)
3kI"ka

2k;

H.2 KA 2('VVC| 5ich)/icl /1Kh~KAr
2(d(kKN-Kk"KkN-5kN) -3ckN)/ (dK™M+C) !

-6kt

2 2
-ka"'kak -4kl

5 (5k2+5kakl1-4k2)/k3 /(k1-ka)"

(d(Bk"Mt5kakM-4ka)+3c(k™M+kN) )/ (d<L+c)3

3(kL+KA)

2(kL+KkAKL+KA)

4 2(ka-2k1)/kl1 /(KITKAr

2(d(KA-2K™)-c)/ (dK +c)

—(kat+k1}

dar c=2b.‘e3 (l—a3 /an)/A
d=a3/a1

Efter hopmultiplikation enligt ekv (4.65) fas boj styv-
heten T2 som en 3x4 matris. Denna ar salunda en inter-
polerad styvhet, dar momentet framstalls med polynomet

M=A+Bk+Ck 2 +Dk 3 (4.66)

Konstanterna A,B,C, D bestams enligt ekv (4.64) obero-
ende av axialkraftsparametern N*.



Valet av interpolationspunkter.

Moment- Kkrokningsdiagrammen i omradet D2 skall betrak-
tas som Overgangskurvor mellan omrddet 0-], dar a-e-dia
grammet har approximerats med ett polynom, och omradet
D3, dar CT-e-diagrammet har approximerats med tva rata
linjer. Noggrannheten kan darfor endast beddmas vid
en jamforelse med resultat av noggranna berakningar
baserade pd det verkliga a-s-diagrammet. Overgangs-
kurvans utseende beror av valet av interpolationspunk-
ter men variationen ar mattlig vid smd variationer av
interpolationspunkter inom D! respektive D3.

Interpolationspunkterna (k,N")a och (k,N")1I bdr om mdj
ligt valjas oberoende av N". Den beraknade interpola-

tionsstyvheten F3 galler da (for dubbelsymmetriska

Evérﬁpitt) liksom Ovriga styvheter Fi och Fo for alla
N n

FOor enkelsymmetriska tvarsnitt galler att moment-krdknings-
diagrammet ar "osymmetriskt med avseende pa origo”.
Foljande samband galler emellertid

M(,N) =-M(-k,-N) (4.67)

varfor det racker att studera k>0 och |n]|ln -1
vissa fall kan det vara svart eller omojligt att finna
vertikala interpolationslinjer k/ och Kg som ger en
interpolationsstyvhet F2 med acceptabel noggrannhet
inom hela interpolationsomradet D3 . Man kan da valja K",Kg
enligt randkurvan R(k) for nagra olika axialkrafter N.
Detta ger da olika interpolationsstyvheter F3. Detta
kan emellertid enkelt beaktas vid framstallningen av
balklamellens flexibiliteter uttryckta i moment och
axialkraft, se kap 5.

Det ar mojligt att berdkna optimala lagen av ka och
Kg, men detta skulle utgdra en onddig komplikation av
analysen. Vvalj istallet (k>0) k™ och Kg, sa att

Akg-K~ = min
(KA,N")eDI, (KL,N")eD3,N"<N;ax (4.68)

32M/9K2 = 2C+6Dk<0 KkE(ka,kl)

Det &ar ej utrett om dessa villkor ar mgjliga att upp-
fylla samtidigt for alla typer av tvarsnitt. Det
sista villkoret kan omformuleras:

- -C/3D om D < 0
Kg i -C/3D om D > 0 (4.69)

Koefficienterna C och D fas ur tredje och fjarde ko-
~umnerna™av G och H,.se ekv (4.65). Denna formulering
ar tillracklig men ej nddvandig for overgangskurvans

onvexitet i. (<A,Kgj, ty C och D beror av ka och kt .
Denna konvexitet utgor en garanti for att avvikelserna

tran noggranna berakningar ar mattliga.



Exempel 4.5. Dubbelsymmetriskt tvarsnitt

I detta exempel avses att studera ett rektangulart
tvarsnitt och berakna interpolationsstyvheten F2 for
nagra olika val av ( kA’kL" och jamfora det beraknade
momentet M* med noggrant berdaknade moment fdr anpass-
ningarna CII1I-A och CIll-L, cf ex 3.1.

Med k,=1, kI=2.6 och spannings- tdjningsparametrar Tfor
anpassningarna Cl11-A och Cl11-L fas (2dec redovisas)

G = -330 8§ 48 - 5.06 0 88
- 594 1315 - 7.48 1.27
- 8 58 17 82 - 9.90 1 .66
-11 22 22 50 -12.32 2 .05
-13 8 27 17 -14.75 2 .44

H = 0 36 -0 84 0 .59 -0.12

1 .66 -3 83 2 .67 -0 .50
1 66 -3 81 2.64 -0 .49

3 30 -7 .48 5 .06 -0 .88

som ger (3 dec redovisas)

-0.169 1.496  -0.494 0.059 (4.65a)
0.0 0.0 0.0 0.0
1.278  -3.086 1.229  -0.154

eller efter sammanmultiplikation med [P(N")] och [Q2(K)]
(2 dec redovisas)

M* = (=0.17+1.28(N")2) + (1.50-3.09CN*)2)k +

+ (-0.49+1.23(N")2)k2 + (0.06-0.15(N")2)K3

K 6 D2 (4 .56b)



I tabell 4.9 visas hur nagra av 6vergangskurvans koef-
ficienter varierar med valet av ka och Kp for olika
axialkrafter

TAB. 4.9.

KA KL
1 2
1 3
1 2.6
0.8 2.6

Variationen av D och -C/3D enligt ekv (4.65

med valet av ka och kl.

D
-0.026

0.056
0.059
0.051

-C/3D
-1.75

2.86
2.80
2.91

N*=0 4
D -C/3D
0.001 72.
0.032 2.97
0.034 2.90
0.050 2.63

N* =0 .6
D -C/3D
0.035 1.75
0.003 5.17
0.003 5.15
0.048 2.26

I figurerna 4.18-4.21 visas Overgangskurvornas utseen-

den for
jamforda med noggrant berdknade moment fOr anpassningar-

na ClII-A respektive CIlII-L.

FIG. 4.18.

ka=1.0,

de val

av

och kI,

som traffats

i tabell 4.9

Cl11-L NUMERISKT
ANALYTISKT
CI1I1-A NUMERISKT

TEORI

Moment-krékningskurvor enligt ekv (4.35b),
(4.65b) och (4.57d) jamforda med noggrant beraknade
varden for anpassningarna CII11-A och CIII-L.

k1=2.0.



FIG.

FIG.

4.19.

4.20.

ka

ka

N=0.0
N=0.6
ClHII-L NUMERISKT
TEORI  ANALYTISKT
CIT1-A NUMERISKT
3.0.
N=0.0
N=0.6

Cl11-L NUMERISKT
TEORI  ANALYTISKT
CII'1-A NUMERISKT
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N=0.4

Cl11-L NUMERISKT
TEORI  ANALYTISKT
Cl11-A NUMERISKT

FIG. 4.21.

Definitionsomradet Do

Genom kombination av definitionsomrddena 0-j och Dg

se figurerna 4.5 och 4.14 samt |N"]<Nmax fas defini-
tionsomradet 12 for den interpolerade styvheten. Har
valjes Nmax=0.6 vilket for exemplet i1 4.2 motsvarar
A C60. Se figur 4.22.

FIG. 4.22. Definitionsomraden 0-), D2 och D
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Slutsatser

Exempel 4.5, som aven utnyttjar resultaten av exempel 4.1
och 4.3, visar att det &ar mojligt att finna interpola-
tionspunkter K/y och Kp sadana"att styvhetsmatrisen F2
kan etableras och fas att galla med god noggrannhet

inom hela omrddet D2+ Awvvikelserna fran noggrannt
beraknade moment for det verkliga materialet CIlII-1

ar sma.
I fig 4.23 visas resultatet av en berdkning av moment-

krokningssambandet enligt ekv (4.35b), (4.57b) och
(4.65b) jamford med noggrant beraknade moment for ma-

terialet CII1-1.

CII1-1 NUMERISKT
TEORI  ANALYTISKT

FIG. 4.23. Moment-krokningsdiagram for material CIl1-1

jamforda med analytiska berakningar.
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Exempel 4.6. Enkelsymmetriskt tvarsnitt

I detta exempel skall T-tvarsnittet i fig 4.6. studeras.
Avsikten ar har att etablera 6vergangsstyvheter F2

for (k,N)€ 2. Det visar sig vara svart att finna
interpolationspunkter kA, Kp, som uppfyller villkoren
(4.68) for alla iN'I™max- Anledningen ar att sma
variationer av N' langs randkurvan for D3 ger stora
variationer i k, cf fig 4.17. I tabell 4.10 visas
nagra val av interpolationspunkter och i fig 4.24-24.26
momehtkrokningsdiagram baserade pa motsvarande styv-
heter F2.

Tabell 4.10. Variationer av koefficienter D och -C/3D med valet av

interpolationspunkter.

N'=-0.6 N'=-0.4 N'=-0.2

ka Kp D -C/3D D -C/3D D -C/3D

08 - 2  1391-10-4 191  35-10-4 253  -546-10-4 -0.2

08 - 3  656-10-4 254  557-10"4 2.79 477+10-4 2.94
N'=0.0 N'=0.2 N'=0 .4

12 -5  30-10-4 596  118-10-4 324  -327-10"4 3.61

1.1 - 8.0 44.7-10-4 6.24 2.36-10"4 15.58 -59-10“4 5.33
For ka=0.8 och Kp=2.0 fas foljande styvhet som visas for N'=-0.6
och N --0.4 i fig (4.24).

0.088 0.864 -0.075 -0.035
-0.074  0.379 -0.918 0.289
-1.127 2.954 -3.532 0.967

eller utskrivet (2 dec)
M,=(0.09-0.07N,-1.13(N")R)+(0.86+0.38N'+2.95N*)2) k+
+(-0.08-0.92N"'-3,53(N")2)K2+(-0.04+0.29N'-0.97(N, )2k3

k £ Dr. (4.65d)
For ka = 0.8 och k,= 3.0 fds foljande styvhet, som visas for
N'=-0.2 i fig 4.25.

-0.020 1.183 -0.367 0.042 (4.65e)
0.381 -0.960 0.297 -0.026
0.247 -1.085 0.124 0.024

| fig 4.26 visas diagram baserade p& valen ka=1.2, kt=5 och
ka=1.1,kI1=8. > L



N'=-0.4
N*=-0.6

Cl1I-L NUMERISKT
TEORI  ANALYTISKT
CI1I1-A NUMERISKT

FIG. 4.24. Momentkrokningskurvor enligt ekv (4.35c), ekv (4.65d)
och (4.57d) jamforda med noggrant beraknade varden for anpass-
ningarna ClII1-A och CIll-L. ka=0.8, kI-2.0

Cl11-L NUMERISKT
TEORI  ANALYTISKT
CI11-A NUMERISKT

FIG. 4.25. k"=0.8, k =3

58



N'=0.2

Cl11-L NUMERISKT
TEORI  ANALYTISKT
Cl11-A NUMERISKT

FIG.4.26. k 1.2, K = 5.0 samt k 1.1 och K

Definitionsomradet P9

Kombineras definitionsomradena D-i och Dg, cf fig 4.9 och 4.17
fas Dg enligt ekv (4.61). Maximal axialkraftsparaneter

~max = 0-6 har valts. Se fig 4.27.

FIG. 4.27. Definitionsomraden D-|, Dg och Dg. T-tvarsnitt.
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Slutsatser

Ovanstdende exempel visar resultaten av en berakning
av Overgangsstyvheten F2 for ett enkelsymmetriskt tvar-
snitt. Det valda tvarsnittet har den egenskapen att
omradet kring tyngdpunktsnivadn med konstant bredd ar
mycket begransat. Detta har den effekten att i ogynn-
samma lastfall (forsta" och tredje kvadranterna i
(k,N1-planet) formel (4.57d) endast galler mycket sto-
ra krokningar, (k>6). Saledes maste langa interpola-
tions intervall anvandas, vilket inverkar ogynnsamt pa
resultatet. Tvarsnittets effektiva bdjmotstand for
lastfall i forsta och tredje kvadrantern ar emellertid
sd lagt, se fig 4.28, att tvarsnittet ej bor anvan-
das for dessa lastfall. | fig 4.28 visas momentkrok-
ningsdiagrammen for materialet ClII-1 jamforda med
resultat av berakning fran analytiska uttryck inom
respektive giltighetsomraden. For N’=0.6 har ingen
berakning baserad pad analytiska formler gjorts.

N--0.6

CIII-1 NUMERISKT

TEORI  ANALYTISKT
O K

FIG. 4.28. Moment-krokningsdiagram for material Cll11-1
jamforda med analytiska berakningar.

4.7. Sammanfattning

| detta kapitel har analytiska uttryck for béjande
momentet i en balklamell uttryckts i1 axialkraft och
kroékning. Momentet kan berdknas ur explicita form-
ler utan iterationer. De oberoende variablerna krok-
ning och axialkraft kan ligga inom tre definitionsom-

raden Dp dar galler smd krokningar, D3 stora krok-
ningar och D2 ett 6vergdngsomrade vars storlek beror
av tvarsnittets geometri. For (k,N") £ D™ beraknas

momentet sdsom ett polynom i krokning och axialkraft
Formlerna ar approximativa med fullt tillracklig nog-
grannhet for praktiskt bruk. Spannings-tdjningsdia-
grammet approximeras med ett femtegradspolynom med en-
bart uddagradstermer. Gransen for definitionsomra-

det 0-] har natts nar den mest anstrangda fibern har
natt maximalt tilldten tojning. For (k,N")€Dg.beraknas
momentet ur antagandet om en bilinjar anpassning till



spannings-tcjningsdiagrammet. En explicit formel for
momentet kan fas fTor saddana lastfall, att tojningen +ea
faller inom en omgivning till tyngdpunkts.nivan dar
tvarsnittsbredden b-| ar konstant. Toéjningen zea ar
spannings-téjningsdiagrammets brytpunkter. Det tvar-
snitt dar definitionsomradet D3 ar maximalt &ar saledes
rektangulart. For (k,N")€D2 framstalls momentet som
ett tredjegradspolynom i krokningen vars fyra koeffi-
cienter bestams ur villkoren att momentet och forsta
derivatan av momentet skall 6verensstamma i tva inter-
polationspunkter (k,N")a och (k,N")1 som tillhor D-|
respektive D3. For sma interpolationsintervall kiI-ka
fas mycket god overensstammelse med moment-kroknings-
diagrammet for det ursprungliga experimentellt upp-
matta spannings-tojningsdiagrammet For tvarsnitt dar
bredden varierar kraftigt i1 en omedelbar omgivning till
tyngdpunkten, maste tvarsnittet approximeras med ett
tvarsnitt med samma area men med konstant bredd 1 en
omedelbar omgivning till tyngdpunktsnivan. Metoden i
detta kapitel ersatter sdledes tidigare beskrivna me-
toder att berédkna momentet i ett balktvarsnitt, fore-
tradesvis numerisk integration med iterationer, med ex-
plicita formler.



5. BALKLAMELLENS FLEXIBILITETER

5.1. Allmant

| detta kapitel skall balklamellens (normaliserade)
deformationer - krokning k och axiell tdjning -
uttryckas i "'momentparametern’™ M* = M/El och "axial-
kraftsparametern™ N* = N/EA. Analytiska uttryck pa
denna form kan emellertid endast anpassas till de i
kap. 4 funna losningarna, nagra slutna explicita 106s-
ningar pa flexibilitets form kan ej harledas. Valet

av approximerande funktioner baseras pa foljande vill-
kor:

1. Basta mojliga approximation i mini-maxnorm
inom |[<| < Kmax, N - Nmax
2. Harledning av balkelementets deformationsvariab-

ler mi m2 n2 pa explicit analytisk form maste
vara mojlig

Dessa villkor kan uppfyllas vid val av polynom i de
tvad variablerna moment och axialkraft, se Agardh (1974).

I de foljande avsnitten visas i ett exempel en enkel
metod att bestamma sadana polynom, samt exempel pa
tillampningar pa dubbelsymmetriska tvarsnitt.

5,2. Grundlaggande samband

Studera den kontinuerliga och flera ganger deriverba-
ra funktionen <j)(M,N) (med kontinuerliga derivator)
med

k = 3gM,N)/3M  ,  eT = 3<>(M,N)/3N G.D
varur man efter differentiering erhaller

Ak = (32<j>(M,N)/3M2)AM + (32<j>(M,N)/3N3M)AN 5.2)

och
Aet = Q2(>(M,N)/3N2)AN + (32¢(M,N)/3M3N)AM (5.3)

dar symmetrivillkoret enligt Maxwell-Bettis sats ar
uppfyllt. Ansatt nu polynomet

k = X d-v N2Mk/(EA)2(EDkK (5.4)
J.k 2k

dar d-;p ar koefficienter, som bestammes med nagon
lamplig numerisk metod. Ur symmetrivillkoret ovan
fds da att

eT =T 1 jd-v(NV/EA)2_1(M/ENk+1/(k+1) + eTn(N/EA) (5.5)
1 A ik Ik iu



dar e~qCM) fas ur randvillkoret for M t 0. For matt-
liga axialkrafter &ar det tillrédckligt noggrant att
satta epo(N*") = N-, cf kap.4.

For storre axialkrafter och speciellt for o-s-diagram
med ett lagt varde pa kvoten oprop/amax kan noggrannare
resultat erhallas om

eTO(N") = N° + a(N")r

dar a och r bestams gentm anpassning till cr-s-diagram-
met, se Ramberg-Osgood (1943).

Exempel 5.1. Dubbelsymmetriska tvarsnitt

De formler som harletts 1 kap.-4 och som ger sambanden
mellan moment, krokning och axialkraft, kan nu anvan-
das for att berakna 'koefficienterna 1 det anpassade
polynomet. I detta exemplet specialiseras pa ett
dubbelsymmetriskt tvarsnitt med anpassningen:

k = M'+(M')p1_? d™N")3 +(M')p2_? e-(N")3 (5.6)
j=0 3 j=0 3

Koefficienterna d-,ej, j=0,2,4 bestams ur villkoren:

K = (MY)pi (MpL(N)2 MHpL(N*)H4...

oxsom> 1 PL(M)PL \ PL(M")P1_1(N)2 PI(M")PL"1(N")4...
a

L (5.7
for olika N-varden. Derivatan (Gk/3MW) y_g, pas

ur 1/(3M/3k) vilken i sin tur berdknas ur ekv. (4.22)

3M/3k = [PCN)]* Fj [3QJ (k)/3k] (5.8)
Anpassningen till momentkrokningsdiagrammet i1 fig-4.23
forN"=0, 0.2, 0.4 ger for Ka=4.5, q=4, pq=3, p2=5 Fol-
jJande approximerande polynom.

k = M* + (-0.262+4_.166(N")2 + 2.784(N")4)(M*)3 +

+ (0.380 - 0.669 (NI)2 - 1.412(N* )4) (MW" )5 5.9

som ger foljande uttryck for ej, enligt ekv (5.5):

eT " N' + A ((2-083N' + 2.784(N* )3)(M"* )™ +
+ (-0.223N" - 0.941(N*)3)(M*)6) (5.10)



I fig. 5.1. jamfors ekv (5.9) med numeriskt beraknade
momentkrokningsvarden for rektangulart tvarsnitt och
materialet Cll11-1. Polynomet ansluter utomordentligt
val till de numeriskt beradknade vardena. Ekvation (5.1
jamfors med motsvarande axialkraft-axiella tojnings-
varden i fig 5.2. Aven har galler god 6verensstam-
melse med numeriskt berdknade varden.

uTEORI

-NUMERISKT

FIG. 5.1. Approximerande polynomet (5.9) jamfort med
numeriskt beraknade moment-krokningar.

.TEORI

0.8- INUMER 1 SKT

0.2-

FIG. 5.2. Approximerande polynomet (5.10) jamfort
med numeriskt beraknade varden.



5.3. Byte av referensnivaer

Om anpassningen enligt ekv (5.4) gjorts till ett mo-
mentkrokningsdiagram representerat i ett visst sys-

tem av referensnivaer kO, Mg, fas nya koefficienter d"v
avseende representationen Kgp, Mgp ur de ursprungli- *

ga koefFicienterna enligt
djk = djk(EOi/g0)D+k~1(\WhOi)k~! (5.11)

vilket kan tolkas som en koordinattransformation
som lampligen gores 1 strukturprogrammet.

5.4. Sammanfattning

Balklamellens deformationer beskrivs med tva polynom
vars koefficienter berdknas genom anpassning till
analytiska samband med en lamplig numerisk metod.
Hed polynom som approximerande funktioner &r grad-
tal p,q och approximerande punkt Ka oberoende para-
metrar, som valjes beroende pa (eller beraknas ur)
tvarsnittsform och det intervall 0 < k < Kmax, som
approximationen skall vara '"bast' inom. Sammanfatt-
ningsvis kan lamellens flexibilitet enligt ovan an-

paSScis med:

Wbgly O (N5 (U7 Dk (5.12)

B 1 1de (S uy¥s ke
“ k=1 31 JK

som aven galler enkelsymmetriska tvarsnitt. I fort-
sattningfen kommer emellertid endast specialfallet

+ £ ¢ (N') (M"k
: 8
+ N I c-(N") (M")k+1/(k+1)
A k=3 K J

£ip

med 07(11") = ett polynom med jamna potenser av N* att anvandas
sdsom en anpassning till momentkrokningsdiagrammen for dubbel-
symmetriska tvarsnitt, se Agardh (1974)

Balklamellens flexibilitet fp ar saledes en olinjar
vektorvard funktion (med tva_ komponenter) som avbil-
dar lamellens krafter Np = [M,N]Jt pa lamellens defor-
mationer np = [KjS*]"ll, cF ekv (4.8).



6 BALKELEMENTETS FLEXIBTLITETER

6.1. Allmant

Utgdende fran formel (5.12) fas uttryck for andvink-
lar och balkelementets forldngning, genom integration
av krokningen langs balkelementaxeln. Axialkraften
betraktas som konstant langs elementet. Denna berak-
ning ger den olinjara sekantflexibiliteten, som bestar
av tre polynom i tre variabler. Axialkraftens bidrag
till momentekvationen for lamellen beaktas ej i har-
ledningen av elementsambanden. Hansyn till denna geo-
metriska olinjaritet eller "2:a ordningens effekt",
tas i Strukturanalysen genom att valja flera korta
element

6.2. Elementets sekantflexibiliteter

Studera fig. 6.1, dar kraft-och deformationsvariabler
ar definierade.

K(X)AX

F1G.6.1. Balkelement i det lokala koordinatsystemet.

Jamviktsekvationer for balkelementet ger transforma-
tionen fran elementets till lamellens kraftvariabler

MO =-MA(L-X)/L + M2 x/L (6.1)
N(x) = N2

vilket kan skrivas (efter division med Mg resp Ng):

=
X
1

-(L-x)/L  x/L 0 ML = ¢ M (6.2
N(X) 0 0 1 M2 m2

n2 n2
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Lamellens flexibilitet pd dimensionslos form ar,
cf kommentaren till ekv (5.12)

nx = F1{N1} (6.3)

Med komponenterna utskrivna fas: (f{x} betecknar funk-
tion av x)

k(%) ' - \4
(% M/EI + kESC,k{N/EA} w7k

NEA +El 1 c'{N/EA} Mk+1/(ENk+1(k+1)
O k=3 K

Den geometriska transformationen fas ur exempelvis
areamomentmetoden:

L
m|{ = - J (L-x) KXX)dx/L (6.5)
0
L
= /  x ic(x)dx/L
0
L
n2 =/ e,p(X)dx
0
Efter division med nun = KnLn och n = £glLqg, cf ekw.
(2.21)-(2.22) fas uu
L
m= - ) (L-x)i<(x)dx/L (6.6)
0
L
mj = J xX(x)dx/L
0
L
n = J e,p(x)dx
0

eller

som kan kombineras med ekv. (6.2) och (6.3) enligt
diagrammet 1 fig. 6.2.



FIG. 6.2. Diagram for eliminationen.

Den resulterande sekantflexibiliteten fe for elementet
har komponenterna

= fel(M1,M2,N2)
ma fe2(M1°M2°N2}
Lo fe 3(ML ,M2,N2)

J

L - p ) )
dar fe.[: -J (L-x)ic(x)dx/L= —({ (L-x) V§1 C&de/(EI) L

p L i
L Z ck/(EI)V § QXM g —x/lﬂgx/L)l dx/L =

Lli /Elllé\]1 1XM,(C-1)+M I(d =
k:lC\lé( ) 0 (C_ 1((;_ ) "C) C -

L 1c /(EDk Z (kMk ™~ /1(C-1)k j+\VdC =
k=1 k j=0 3 zZ 0

= L Z Zc¢ (k-j+1)(-1)%k-;iM3/(k+1)(k+2)(ENkK
k=1 j=0 k

P& samma satt berdknas

f,=L1 I c. (k-j+1)(-1)jMMI5 -V (k+1) (k+2) (EDk
ez k=1 j=0 K z



Termen kan skrivas (c"=1)

¢, (N) = £ d.,NLU/(EA)i k=3 ,5,...
1=0 N
s att Cojj = 0)

gl :i:gzidikNl /(EA)i , k=3,5,

Pid- 1)d1&\| 2/EA) |, k=3,5,...

% =

Slutligen fas termen:

= /LeT(x)dx =JL(N2/EA+] c/Mk+1/(k+1)(Ek)dx

f
e q k=3

N2L/EA+L 1 Jl (ML(C-1)+MOC)k+1/(k+1)(ENK)AC =
k=3 Ao z

N2L/EA+L | r ¢’ (Ktl)rf+1"ss / (C-1)k+1-:VdC/(k+1)(El)k
- k=3 j=0 K 3 ' 1o

N L/EA+L [I) z c'(-1):M,  M/(k+1)(k+2)(EDk
z k=3 j=0 K I z

Resultatet kan sammanfattas :

= M1U 3El - MjL/6EI

M2 = -M1UGEI + M2L/3EI

N2L/EA + i cl Mk+1/(k+1)(k+2)(EDk
L k=3

n2

+F|) l|( L Cck(k-j+1) (-1)jMk hp (k+1) (k+2) (EDK

6.8
k=3 j=0 -9

Cjrk-j+1) (-1)%jn!p/(k+1 )(k+2)(Ek

CE(-1)qM+1_j1M (k+1)(k+2)(EDk

Ekv.(6.8) utgor saledes den olinjara elementflexi-
biliteten som avbildar andmoment och axialkraft pa
andvinklar och langdandring av elementet.



Exempel 6.1. Dubbelsymmstriskt tvarsnitt

Berdkning av andvinkeln nvj och forlangningen ri2 enligt formel (6.8)
for anpassningen i ekv (5.10) visas 1 fig 6.3 och 6.4.

FIG. 6.3. Andvinkel i balkelement.

©.8.08,

FIG. 6.4. Forlangning i balkelement.
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6,3. Elementets tangentflexibiliteter

I strukturanalysen anvédnds forskjutningsmetoden vilket kraver
elementsamband pa styvhetsform. Dessa erhalls genom invertering
av den linjara tangentflexibiXitetsmatrisen som i sin tur er-
halls ur differentiering av ekv (6.8). Saledes

_ = fanANe 6.9
AL = 3f_/3M  3f, /3Hg 3f, /3Ng AML (6.9)
Am2 3f2e/3Mi  3f2e/3H2  3f2e/3N2 am?

An2 3fg/3M,  3fg /3M, 3f, /3Ng an?

med elementen:
zejavi. - LBEL B F evikoj+1) ke - 1)]kt_]_1M3/(k+1)(k+2)(El)k)
le | k=3 j=0 K | 2

3f /8M = (-L/6EI+L & w! ¢, (k-j+1)(-1d / (k+1) (k+2) (EDK)
le 2 k=3 j=1 k 12

3f,/3N9 (L ? ll( cl'(k-j+1)(-1); k™IM2/(k+1)(k+2)(El)k)
le z k=3 j=0 K 122

sfosm. = (Lee+L B f o (k-j+1)(1PIC"2/(k+1)(k+2)(EI)k)
e k=3 j=1 k

k
319 /3M9 (L/3EI+Lk$ e (k-j+1) (k- (-1)2M'M"=3-1/(k+1) (k+2)(EDkK)
ze 2 j=0

P
3f2 BN = (L £ I C(k—j+1)( 1)3M3Mk W (k+1)(k+2)(EDkK)
2e 2 k=3 j-0

3f, BM = (L £ 1 cl (k-j+1)(-1)2Mk~2M2/(k+1) (k+2) (EI)K)
de | k=3 j=0 k 1=

3f3e/3M2 = (L1 E cE(-1)2jM" 1/(k+1) (k+2)(EDK) =

“(LE 1 cj(-1)] (k-j+1)I)M~il(k+1) (k+2) (EDK)
k=3 3=0 K ' 2

3f, /8N = (L E KELCF(-1)2Hl:+1_2H2/(k+1)(k+2)(EDk) + L/EA
ez k=3 j=0 K 2

Av symmetriskal kravs att

3f2e/3ML - 3f1e/3Mg (byt j mot k-j+1)

3f3e/3M1 = 3Fle/3N2 (framgar direkt)

9f /3H,, = 3f2e/3N2 (byt j mot k+1-j och summera fréan 0 till k.)

Notera att (-1)2 = (-1)k+1 2 ty k &r udda.



72

6.4. Sammanfattning

Balkelementets tangentflexibilitetsmatris har framstallts pa
analytisk form, med hansyn till axialkraftens inverkan.pa de
konstitutiva ekvationerna. Med analytiska uttryck enligt

ekv (6.9) kan tangentflexibilitetsmatrisen snabbt beraknas.for
varje laststeg, spm funktion av k&nda balkandmoment och axial-
kraft. For ett balkelement med rektanguléart tvarsnitt har
variabler av hoégst grad 6 utnyttjats. Den resulterande matri-
sen av typ 3x3 kan snabbt inverteras och elementen i.den re-
sulterande tangentstyvhetsmatrisen kan summeras in i.relevanta
positioner i strukturstyvhetsmatrisen. Forutom den tidsbespa-
ring och besparing av lagringsutrymme for spannings- och tvar-
smttsbeskrivningar, som ar nddvandiga i traditionella numeris-
ka metoder, har ovan foreslagna metod ytterligare en fordel.
Inga numeriska fel (av betydelse), utéver de idealiseringsfel,
som ligger i valet av anpassning av ett polynom (enligt kap 5)
till morrent-krokningsdiagrammet, uppkommer i genereringen av
koefficienterna i strukturstyvhetsmatrisen. Detta kan visa sig
vara betydelsefullt vid anvandning av de analytiskt beskrivna
elenentssambanden i analys av strukturer med ett stort antal

obekanta
Litteratur

| foretradesvis &ldre litteratur har statiskt obestamda balkar och
ramar analyserats med hansyn till olinjéra spannings- téjnings-
diagram pad annat satt an matrisformulerade kraft- och forskjut-
ningsmetoder, se Ylinen (1962), Mikkola (1966). Det ar aven av
intresse att folja forskningsresultaten betraffande analys av
olinjart elastiska balkpelare, axiellt belastade till brott.

Tre grundlaggande arbeten av teoretisk natur har publicerats av
Seppala (1961), (1965), (1967). Differentialekvationen f6r den
excentriskt belastade, olinjart elastiska balkpelaren 18ses med
potensserieutveckling. Forhallandena i omgivningen av brott-
lasten studeras. Resultaten ar emellertid ej avsedda for prak-
tiskt bruk, och ar knappast tillgangliga for den praktiskt verk-
samme ingenjoren.

I Johansson (1967) har en omfattande litteraturinventering inom
omradet presenterats

Chen har i ett antal arbeten (1970), (1971), (1972) studerat
barformdgan i balkpelare och upprattat interaktionsdiagram for
olika typer av tvarsnitt och laterala belastningar. Moy (1974)
berédknar interaktionsdiagram for fast inspanda, lateralt be-
lastade balkpelare.

I Zyczkowski (1965) berdknas (flyt-) interaktionskurvor for manga
erikelsymmetriska tvarsnitt av stel-plastiskt material. Resultatet,
explicita analytiska uttryck av (flyt) momentet som funktion

av axialkraften, erhalles med potensserieutveckling. (I denna
rapport ges formler (se ekv 4.57), som efter gransdvergang k-» <,
ger motsvarande resultat for en annan klass enkelsymmetriska tvar-
snitt.)
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