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LENNART ÂGÂRDH

ETT OLINJÄRT ELASTISKT BALKPELARELEMENT 

för finitelementanalys av balkar och ramar

Sarrmanfattning

I en noggrann analys av byggnaders 
beteende under exceptionella förhål­
landen kan man inte bortse från ma­
terialets gradvisa plasticering och 
dess inverkan på konstruktionse le*- 
mentens deformationer. Med gränslast­
metoden kan man uppskatta konstruk­
tionens bärförmåga under förutsätt­
ning att materialet besitter nödvän­
diga flyt- och töjhärdningsegenska- 
per. Ofta är ej bärfcrmågan enbart 
avgörande vid dimensioneringen utan 
även konstruktionens förskjutningar. 
Dessa kan beräknas vid en successiv 
pålastning av konstruktionen med 
hänsyn till naterialets töjhärd- 
ningsegenskaper. Vid ett flerfaldigt 
statiskt obestämt system av balkar 
av elasto-plastiskt material krävs 
användning av datorer. Analysen kan 
genanföras med inkrementell förskjut- 
ningsmetod med hänsyn till bärverks- 
geometrins förändring under pålast- 
ningsförloppet. Denna metodik är väl 
etablerad för element av linjärt elas­
tiskt material. För elasto-plastiskt 
material är metoder med numerisk inte­
gration över tvärsnittet och längs balk- 
axeln beprövade. Vid ett stort antal 
obekanta blir beräkningsvolymen om­
fattande både för genereringen och 
lösningen av systemekvationema.
I den här föreslagna metoden ersätts 
de numeriskt beräknade- elementsanban- 
den ned analytiska uttryck. Därvid 
blir beräkningst iden för genereringen 
av systemekvationema avsevärt kortare. 
Dess utan behövs inte så stora lagrings- 
areor för mellanresultat, vilket med­
för att denna typ av problem även kan 
beräknas med små datorer. En annan för­
del är att genereringsfelen vid etable- 
ringen av systemekvationema begränsas 
till de idealiseringsfel, son medföljer 
valet av analytiska uttryck.

I FIG.1 visas i ett trans format ions - 
diagram lösnings gången i strukturana­
lysen vid användning av numeriskt'be­
räknade elementsamband (N) jämfört 
med analytiskt beräknade (A).

Förutsättningar och antagande för de 
beräknade sairbanden är i korthet:

Teknisk balkteori används men med 
ett olinjärt elastiskt sairband 
mellan spänning och töj ning.

Start— AQ

P knutlaster 
p. knutförskjutningar 
Q elementlaster 
q élementförskjutningar 
Ng elementkrafter 
ne elementdeformationer

N^ lamellkrafter 
n^ lamelldeformationer 
a normalspänning 
£ normaltöjning 
A tillékott

FIG.1. Transformationsdiagram för strukturanalys med 
numeriskt beräknade elementsamband CN) och analytiskt 
uppställda (A).

Skjuvdeformationer och effekten 
av skjuvspänningar försummas.
Tvärsnittet har minst ett symme- 
triplan, i vilket de verkande 
krafterna och deformationerna mäts.
Balkpelarelementet är isotropt 
och prismatiskt.

Betraktade kraftvariabler är änd- 
mcment, axialkraft och tillhörande 
deformationer är ändvinklar och 
förlängning.

Axialkraftens bidrag till balkmo- 
mentet försummas.

Dimens ions lösa variabler används och 
valet av referensnivåer diskuteras 
ingående.



Balklamellens böjstyvhet.
Två olika modeller används för be­
skrivning av spännings-töjningssam- 
bandet.Båda avser material med sam­
ma egenskaper för tryck- och drag­
spänningar. Den första modellen är 
ett uddagradspolynom i töjningen 
vilket används för små deformatio­
ner av balklamellen. Den andra mo­
dellen är ett bilinjärt samband av­
sett för stora deformationer.
Momentet M och den axiella töj- 
ningen i balklamellen ges på 
explicit analytisk form (k = krök- 
ningen, N=axialkraften)

IM = Mi C k,N) i=1j2j3 (1 )
) eT= eTi( k ,N)

Uttrycket M,, (k,N) är giltigt för 
(k , N) € D,, där D., är ett begrän­
sat område i (k , N )-planet, vars 
utseende beror av tvärsnitt och 
spännings-töjningsmodell. Ekvatio­
nerna (1) är här approximativa men 
avvikelserna från noggrant beräkna­
de värden är små. Exempel på form­
lernas noggrannhet visas på dubbel- 
symmetriskt och enkelsyrrmetriskt 
tvärsnitt.

För stora krökningar, (k,N) € Dg 
används den bilinjära spännings- 
tö jningsmodellen. Ekvationerna (1) 
är då utan ytterligare idealise­
ringar. Exenpel mod dubbel- och en- 
kelsynmetriskt tvärsnitt redovisas.

Inom övergångsområdet Dg beräknas 
momentet M^ (k,N) med C tredje­
grads- )splineinterpolation. De fy­
ra koefficienterna bestäms ur vill­

koren att M och 9M/3k skall över­
ensstämma längs två interpolâtions- 
linjer k=k^ och k=k^ inom respektive 
D.J och D^. Koefficienterna ges på 
explicit analytisk form.

Balklamellens böjande moment M kan 
skrivas

M = [ P(N)]1 Fi [Q±(k) ] , (2)

(k,N) € D. i=1,2,3
i

där P innehåller potenser av axial- 
kraften N, Q. (k) potenser av krök- 
ningen och slutligen är en styv­
hets matris vars element beror av tvär­
snitt och spännings-töjningsmodell. 
Explicita uttryck för randkurvoma 
till områdena D^ ges även.
I FIG.2 visas moment-krökningsdia­
grammet för ett rektangulärt tvärsnitt 
jämfört med numeriskt beräknade värden 
Materialet är en aluminiumlegering 
(C III-1). I FIG. 3 visas definitions- 
områden D. inom vilka formlerna är 
giltiga. 1

Balklamellens flexibilitetssamband.
Utgående från de explicita analytiska 
uttrycken på moment-kröknings-axial- 
kraftssambandet på styvhetsform kan 
koefficienterna i ett motsvarande sam­
band på flexibilitets form bestämmas 
med en lämplig numerisk metod.Här har 
splineinterpolation med polynorransat- 
sen (3) använts.

koefficienterna e och d. I FIG. 4 vi­
sas krökningspolynomet (3) för ett 
rektangulärt tvärsnitt jämfört med nu­
meriskt beräknade värden.

Balkpelarelementets flexibilitetssam­
band.
Integration av uttrycken (3) längs 
balkelementaxeln under antagande av 
linjär momentfördelning och konstant 
axialkraft ger balkpelarelementets 
flexibilitetssamband, se FIG. 5.

m-, = f1e(M1 ,M2,N2)

m2 f2e(M1 ,M2,N2)

n2 f3e(M1 ,M2,N2)

Tangentflexibilitetsmatrisen fås efter 
differentiering.

Ane = f^ANg (5)

med
Ang = [Am-, Am2 An^
ANe = [AM-, AM2 AN2lt

Elementets styvhetsmatris på inkremen­
tell form fås slutligen efter invente­
ring.

AN = F^An (6)
e e e

ptan_ /^tan^-1 
re " xe

k = E di- M1 N3

i]

(3)

där symmetrivillkor ger samband mellan

Efter transformering av (6) till 
ett globalt koordinatsystem kan struk­
tur s ty vhetsmatr is en etableras på in­
krementell form och lösningen genom­
föres i enlighet med (A) i FIG.1 ovan.

N =0.6
CIII-1 NUMERISKT
TEORI ANALYTISKT

FIG.2. Analytiskt framställda moment - 
krökningssairiband jämförda med numeriskt 
beräknade.

FIb. 4. Krökningspolynom (3) jämfört 
med numeriskt beräknade värden.

Qe yo.5-
FEG.5. Balkpelarelementet med variab­
ler.

FIG. 3. Definitionsområden D. för ekva-' 
tionerna (2).
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7
BETECKNINGAR

Följande beteckningar har använts i denna rapport. 
Alla beteckningar definieras där de först uppträder 
Vissa beteckningar har flera betydelser i fall där 
sammanblandning är utesluten. Sidhänvisningar av­
ser ställen där beteckningen definieras, eller ett 
tidigare ej använt index uppträder. Index listas 
separat. "x" avser normaliserad variabel, "x" ab­
solut variabel, "xq" referensnivån. Beteckningar 
i listan avser normaliserade variabler, referens­
nivåer anges även.

Versaler
A tvärsnittsarea, Ag^bghg, sid 14, delområde, 

sid 26-28, koefficient, sid 50, olinjär trans­
formation, fig 6.2, sid 68

B koefficient, sid 50, linjär transformation, 
fig 6.2, sid 68

C delområde, sid 48, koefficient, sid 50, linjär 
transformation, fig 6.2, sid 68
komplementmängd, sid 48

D delområde, sid 29, koefficient, sid 50, 
differentialoperator, sid 68

E elasticitetsmodul, Eg = tangentmodul i origo, 
sid 13,21

F styvhetssamband, sid 17,18,26,29
G ,H matriser, sid 48
I tröghetsmoment, Iq= bghg, sid 14,27,28,40
L elementlängd, Lq = referenslängd, sid 13
M böjande moment, Mg = ögbghg, sid 14,16
N axialkraft, Ng=CTgbghg, sid 14,16
P Strukturlastvektor, sid 18,29

Q elementlastvektor, sid 17,29
R randkurvor, sid 31
S skalningsmatriser, sid 17, statiskt moment, 

sid 27 ,28,40
T koordinattransformation, sid 17, 

tvärkraft, sid 25

C < elementkraftskomponenter, sid 17



Gemena

a koefficient, sid 63

b tvärsnittsbred, bg = maximal bredd, sid 13 
35,40

c ,d parameter, koefficient, sid 50,62,65

e koefficient, sid 63

f flexibilitetssamband, sid 15,65,68

f 0 tyngdpunktsavstånd, foO=^0’ sid 27
h tvärsnittshöjd, hg=h/2, sid 13

i> j jk index, potenser, sid 20

m ändvinkel, mg=KgLg, sid 16

n elementförlängning ng=SgLg, sid 16

P strukturförskjutningsvektor, sid 18, 
gradtal, sid 20

q elementförskjutningsvektor, sid 17

r gradtal, sid 63

u,v elementförskjutningar, sid 17

x,y,z koordinater, Xg=Lg, yg=bg, Zg=hg, sid 14,25

Index
A interpolationspunkt k^, sid 51, moment 

beräknat med anpassningen CIII-A, sid 51

E2 Euler-2 lasten Ngg ? sid 25
L interpolationspunkt Kg, sid 51, moment 

beräknat med anpassningen CIII-L, sid 51

R reducerat tröghetsmoment Ig, reducerat 
statiskt moment Sg, sid 40

T normaltöjning eg i tyngdpunktsnivån, 
sid 15, 25

TO integrationsfunktion e^qCN'), sid 62

a approximerande punkt, ea, aa, Ka, 
sid 21,63

a+ , a- za+’ za-> sid 27
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e element, fg - flexibilitetssamband 

för element

g globalt koordinatsystem, F = styvhets- 
samband för element beskrivet i globalt 
system

i s j ,k summationsindex, potenser
krit kritisk axialkraft, map instabilitet, 

sid 25
1 lamell, F-^ = styvhetssamband för lamellen
max maximalt studerat värde, e„,„, sid 21, 

\ax> slc^ 2 5
prop proportionalitetsgräns, sid 63
s struktur, Fs = strukturstyvhet, sid 18
x,y,z, koordinatriktning, ex, i<y, sid 25
u ,ö under, över eu, eg, sid 14
a Fa, högreordningens tilläggsterm, sid 17
0 referensnivåer Äg, sid 13
Oi referensnivåer för element nr i, sid 21,65
1 ,2 elementändar M-j , Mj , sid 2 5
1 + , 2 + sid 28
+- A+ avser del av A där z > 0, sid 27

Superfix
t transponering
tan
f

tangentflexibilitet, f^311, sid 71
deriveringssymbol, används även vid trans- 
formationer N'=N/EA, sid 15,21,65

-1 invertering, sid 17



Grekiska
a koefficienter i spänningstöjningspolynom,

sid 20
g tvärsnittskonstanter, sid 27
A differentialer, sid 68, avvikelse Ae^,

sid 36
3 partialderivata
e normaltöjning, sq=Öq/Eq, sid 14
k krökning, Kq^Eq/Üq, sid 14
X slankhet, L/\f I/Ä

X summationstecken
o spänning (påkänning) Öq = vald referens­

nivå , sid 13

10

Specialtecken
[ ] vektor, [P(N)]^ = [1 N N ] , sid 29

{ } funktion, o{zk + e,j1} , sid 26
Ä betecknar absolutvariabel A, sid 13
g betecknar uppmätt spänning, sid 21

Enheter
Exempel i denna skrift har redovisats i dimensionslös 
(normaliserad) form. För övrigt har SI-systemet an­
vänts .



1 INLEDNING

1.1. Rapportens omfattning

I denna rapport behandlas axialbelastade, fritt upplagda, balk­
elements böjning. De fundamentala förutsättningarna för fram­
ställningen är i korthet:

Den tekniska balkteorin används men med ett olinjärt, analytiskt 
och entydigt samband mellan spänning och töjning istället för 
Hookes lag. Skjuvdeformationer och instabilitetsfenomen behand­
las ej .

Balklamellens moment och axiella töjning uttrycks i de två variab­
lerna krökning och axialkraft pä analytisk form. (Se kap 4.)

Balklamellens krökning och axiella töjning framställs som analytis­
ka uttryck i moment och axialkraft. ( Se kap 5. )

Integration av krökning och axiell töjning längs balkelementaxeln 
ger ändvinklar och förlängning av balkelementet uttryckta i ändmo- 
ment och axialkraft. (Se kap 6. )

Differentiering av ändvinklama och förlängningen med avseende på 
ändmoment och axialkraft ger ändvinkeltillskotten och förlängnings- 
tillskottet. (Se kap 6.) .

Resultatet av analysen ger balkelementets tangentflexibilitet i 
explicit analytisk form. Användningen av dessa i analysen av 
balkar och ramar beskrivs i del II.

1.2. Användningsområde

Den analytiskt framställda tangentflexibilitetsmatrisen har vissa 
fördelar jämfört med numeriskt beräknade motsvarigheter. En nume­
risk behandling är å andra sidan mera generell och klarar lättare 
godtyckliga spännings-töjningssamband, tvärsnittsformer, upprepade 
av- och pålastningar ovan proportionalitetsgränsen etc. För de 
material, tvärsnitt och lastfall, som för närvarande är möjliga 
att behandla med analytiska metoder kan beräkningstid och käm- 
minnesutrymme sparas. För strukturer med ett stort antal obekan­
ta kan dessa besparingar vara avsevärda. I dessa fall kan även 
beräkningsfelen äventyra resultaten vid en numerisk beräkning, 
som i varje belastningssteg startar med tvärsnitt och spännings- 
töjningssamband .

1.3. Idealiseringar

Generella metoder för icke-linjär analys av strukturer blev 
aktuella först i samband med utvecklingen av snabba datorer. 
Geometrisk olinjäritet beaktas i strukturanalysen, medan en 
fysikalisk olinjäritet uttrycks i elementsambanden. Dessa ges 
i allmänhet i inkrementell form. lösningen av strukturproblemet 
göres genom en successiv ökning av lasten och beräkning av last- 
förskjutningssambandet för varje laststeg. I tidigare publice­
rade härledningar av olinjära elementsamband på analytisk form 
kan olika idéaliseringsnivåer särskiljas :
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1• Elementets olinjära last-förskjutningssamband hänföres till 

"olinjära fjädrar" i elementändama.

2. Elementets olinjära egenskaper antas utbredda längs balkaxeln.

3. Axialkraftens inverkan på balklamellens moment-kröknings- 
sarriband medtagen.

4. Balkelementets axiella förlängning medtagen.

5. Andmomentens inverkan på balkelementets förlängning medtagen.

6. Bidraget till ändvinklama av balklamellens skjuvdeformationer 
nedtagen.

7. Axialkraftens inverkan i balklamellens momentekvation ned­
tagen. (Balkelementets geometriska olinjäritet.)

8. Skjuvspänningamas inverkan på materialets plasticering nedtagen.

9. Belastningshistorian medtagen.

Ovanstående uppdelning ger vissa möjligheter att systematiskt be­
döma approximationsgraden i analytiskt beskrivna balkelementsamband.

1.4. Historik

Wilson (1960), presenterade en tangentflexibilitetsmatris för ett 
olinjärt elastiskt balkelement ned tre frihetsgrader, svarande 
mot nivå 4 ovan. Axialkraftens inverkan enligt punkt 3 var 
emellertid endast uppskattad med en enkel tumregel. Moment-krök- 
ningssambandet beskrevs med ett "Ramberg-Osgoodpolynom". Goldberg 
och Richard (1963) angav en (tangent-) styvhetsmatris med enbart 
ändmoment-ändvinkelsamband, med ett inverterat Ramberg-Osgood­
polynom svarande mot punkt 1 ovan. Richard och Goldberg (1965), 
angav en flexibilitetsmatris för moment-ändvinkelsambandet. Den 
olinjära delen av uttrycket för ändvinkeln var av "Ramberg-Osgood"- 
form och antogs koncentrerad till balkänden utan Interaktion av 
motstående moment. I Agårdh (1968) presenterades olinjära flexi- 
bilitetssamband för ändmoment och utbredd last (och punktlast) 
på ett fritt upplagt balkelement. En flexibilitetsmatris 
(av typ 3x3) för sambanden på inkrementell form gavs även. Mo- 
ment-krökningssambanden var av potensserieform där koefficienter­
na var funktioner av parametrar beroende av tvärsnitt och spän- 
nings-töjningssamband. Idealiseringsnivå 2 ovan. I Smith (1972) 
används i princip inversen till flexibilitetsmatrisen enligt 
Richard, loc cit, för att ge samband för ett icke-linjärt platt- 
element. I Agårdh (1974) gavs en flexibilitetsmatris av typ 2x2 
där axialkraftens inverkan på moment-krökningssambandet inklude­
rades , nivå 3 ovan. Moment-krökningssambanden var allmänna poly- 
nom vars koefficienter anpassades till numeriskt beräknade moment- 
krökningsdiagram för olika axialkrafter.

I föreliggande rapport har en flexibilitetsmatris härletts för ett 
balkelement med tre frihetsgrader, ändvinklar och förlängning.
Detta svarar mot nivå 5 ovan. Moment-krökningssarmbanden är po- 
lynom i moment och axialkraft vars koefficienter bestäms genom 
anpassning till analytiska uttryck för momentet uttryckt i krök- 
ning och axialkraft.
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2 DIMENSIONSLÖSA VARIABLER

2.1. Allmänt

I denna framställning används genomgående dimensions- 
lösa så kallade normaliserade variabler för att öka 
den numeriska precisionen, underlätta automatisk da­
tabehandling, samt underlätta kvalitativa jämförelser 
mellan resultat av olika beräkningar. Normaliserade 
variabler erhålls genom att dividera variabler och 
parametrar med vissa referensnivåer. Dessa kan givet­
vis väljas godtyckligt. För att uppnå syftet med an­
vändningen av normaliserade variabler skall dessa stå 
i enkla relationer till varandra. I denna rapport 
definieras referensnivåerna' och ur definitionerna 
härleds samband mellan de normaliserade variablerna 
i teknisk balkteori. (En mera logisk framställning 
vore att definiera önskade relationer mellan norma­
liserade variabler och ur dessa samt valda referens­
nivåer härleda övriga referensnivåer, se Agårdh (1974)) 
I en strukturanalys måste referensnivåerna vara gemen­
samma för alla material och tvärsnitt (strukturnorma- 
liserade variabler). Övergång till gemensamma refe­
rensnivåer kan göras i strukturprogrammet. I element­
analysen bör väljas referensnivåer, som är speciellt 
lämpade för det aktuella materialet och tvärsnittet 
(elementnormaliserade variabler). I detta kapitel 
diskuteras ett allmänt val av referensnivåer.

2.2, Lamellvariablernas refernsnivåer
Referensnivåerna kan uppdelas i valda och härledda.
De valda referenserna ges i nedanstående tabell av­
seende ett visst karakteristiskt element. Symboler 
med streck betecknar absoluta variabler. Beteckning­
ar motsvarande "normaliserad spänning" eller "spänning" 
kommer ibland att användas trots att exempelvis 
"spänningsparametern" vore mera adekvat.

Absolut Vald Normaliserad
variabel referensnivå variabel

Spänning G Karakt er ist isk 
spänning

50 Q il Q I Q I o

Elasticitets-
modul

Ë Tangentmodul 
i origo

E0 E = E/Ëq

Tvärsnitts-
bredd

b Maximal tvär- 
snittsbredd

Eo b = b/bQ

Tvärsnitts-
höjd

h Halva tvärsnitts- 
höjden

fi0 h = h/hQ

Element­
längd

L Elementets
längd L0 L = L/Lq



Låt de "normaliserade motsvarigheterna" till tvärsnittets area 
och tröghetsmoment vara:

A = Ä/Ä0 , ÄQ - b0h0 (2.1

I = ï/î0 , ï0 = b0h3 (2.2

Koordinaten i lamellens höjdled och elementets längdled sätts 
till :

z — z/Zp

X = x/x,0

z0 ” h0

x0 " L0

(2.3)

(2.4)

Tvärsnittets deformationsvariabler töjning och krakning ges 
referenserna Sg ,1<g varvid :

e = I/ë'0

k/Kr

e0 ■ CTo/Eo

Kg = ëg/hg

(2.5)

(2.6)
Tvärsnittets kraftvariabler axialkraft och moment får referen­
serna Nq,Mg varvid :

N = N/N,0 N0 = °0A0 " CToboho
M = M/M,0 Mo CToIo/ho CToboho

(2.7)

(2.8)

Ekvationerna (2.1) - (2.8) skall här uppfattas som definitioner. 
Dessa leder till följande samband i den (linjära) tekniska balk­
teorin. Momentet kan skrivas

M = (a - a..) I/h (2.9)u o
och krökningen kan skrivas

i? = (e - £..)/h (2.10)u o
där ctu och äg betecknar spänningar i under- respektive överkant 
och iu, ig betecknar töjningar i under- respektive överkant.
Divideras ekv (2.9) med Mg och ekv (2.10) med Kg fås i normali­
serad form

M = (a - a..)I/h (2.11)u o

K = (e-e..)/h (2.12)u o
Hookes lag i normaliserad form blir :

a = ä/ög = Ëe/âg = EËgeëg/âg = Ee (2.13)
Införes (2.13) i (2.11) fås efter kombination med (2.12)

M = El (eu - eö)/h = El k (2.14)

Ekvation (2.14) ger sambandet mellan böjande moment M och krök- 
ning k i normaliserad form.
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Axialkraften kan skrivas:

N = ötA (2.15)

Den axiella töjningen i tyngdpunktsnivån ëp blir:

£rp = CTp/E (2.16)
Divideras ekv (2.15) med Nq och (2.16) med Eq samt kombineras 
resultaten fås i normaliserad form:

N = OpA = sT EA (2.17)

Ekvation (2.17) ger sambandet mellan lamellens töjning i tyngd­
punkten och axialkraft i normaliserad form.

För balklamellen gäller således följande samband mellan norma­
liserade variabler i den linjära tekniska balkteorin:

nl = K = fiNi = 1 /EI 0 M

eT 0 ' 1 /EA N

(2.18)

Ekvation (2.18) är lamellens flexibilitetssamband enligt linjär 
teknisk balkteori. Motsvarande samband gäller mellan referens­
nivåerna

1/E0I0 0

0 1/E0A0

(2.19)

vilket framgår av ekv (2.5) - (2.8). Valet av referensnivåer 
för elementvariablema kommer att träffas enligt samma principer. 
Dessa erhälles genom att använda för det aktuella elementet rele­
vanta värden på referensbredd, referensspänning osv.

Slutligen kan nämnas att det är lämpligt att representera olin­
jära funktioner i elementanalysen på formen o'= a/E = a(e)/E ,
M' = M/EI = M(k,et)/EI , N’ = N/EA = N(k,et)/EA varvid linjär 
teori följande samband erhålles:

a' = e , M' = k , N' = eT
Detta underlättar i hög grad kvalitativa jämförelser och kontroller.



2.3. Elementvariablernas referensnivåer

Lokalt system
För balkelementets deformationer gäller i ett lokalt koordinat­
system enligt linjär teknisk balkteori, cf fig 4.1, 6.1.

nLj = (L/EI) 1/3 -1/6

m2 -1/6 1/3

n2 • 0 0

Med referensnivåerna

m10 = K0L0 = M0L0/E0I * * *0 

n0 r S0E0 = NqLq/EqÄq

(2.20)

(2.21 ) 
(2.22)

fås då följande samband mellan balkelementets normaliserade 
variabler

IILj = (L/EI) 1/3 -1/6 0 ' M1

m2 -1/6 1/3 0 m2

■ n2 0 0 I/A - N2 -

eller

(2.23)

n - f N e e e (2.24)

där f är balkelementets normaliserade flexibilitetsmatris i
i det lokala koordinatsystemet.

Balkelementets styvhetsmatris Fe kan fås efter inventering 
av f0. Dessa matriser ger även sambanden mellan tillskott i 
elementkrafter och tillskott i elementdeformationer. I kap 6 
härleds motsvarande olinjära samband, med ovanstående val av 
referensnivåer.

Globalt system
I strukturanalysen används sanband mellan krafter och deforma­
tioner beskrivna i ett globalt koordinatsystem. Vid olinjär
analys används dessutom samband mellan tillsköttskrafter och 
tillskottsdeformationer. Transformationen frän de lokala (ele­
ment orienterade) koordinatsystemen till det globala (struktura 
orienterade) koordinatsystemet diskuteras i del II, varvid även 
valet av referensnivåer i dessa ekvationer beröres. Nedan ges
den fundamentala transformationen mellan tillsköttskrafter AQ 
och tillskottsförskjutningar Aq för ett element beskrivna i
det globala systemet, se fig 2.1.
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FIG. 2.1. Elementvariabler i det globala systemet.

ptan
eg Aq = AQ

där Aq = [Aq1 Aq2 Au., Au2 Av1 AVg]

AQ = [AQ-, aq2 AU1 au2 AV1 AV2]

samt ptan = ft ptan s + Feg e a 9

där Fa innehåller termer av högre ordning, se Bäcklund, 
Agårdh (1973). Med referensnivåerna

4g - mig - Egbg/hg - MgLg/Ëglg (2.26)

u0 = v0 = e0R0 = (2.27)

% =R0 (2.28)

°0 = Vg = Ng (2.29)

fås den normaliserade elementstyvhetsmatrisen efter för- 
eftermultiplikation med skalningsmatrisema S., och S2-

och

Ftan =(S1)"1 Ftan S9 
eg 1 eg 2 (2.30)

där

51 = diag [M0 M0 NQ NQ NQ NQ]

och

52 - diag [m10 Su, 0 ËqLq ëgLg égLQ ëgLg] 

ty Aq = (S?)-1 Aq.

(2.32)



Utföres dessa multiplikationer och utnyttjas de samband mellan 
referensnivåer som gäller fås att elementen i den absoluta 
styvhetsmatrisen skall multipliceras med nedanstående faktorer 
för att övergå i normaliserad form. (x betecknar element i den 
absoluta tangentstyvhetsmatrisen.)

xx i x x x x

I praktiken ställs den normaliserade styvhetsmatrisen upp di­
rekt, baserad på normaliserade variabler och parametrar. 
Ekvation (2.33) ger emellertid sambanden mellan termerna i 
den absoluta och den normaliserade elementsty\tieten.

2.4. Strukturvariablemas referensnivåer

Strukturvariablema utgöres av krafter och förskjutningar i 
bärverkets knutar beskrivna i ett globalt koordinatsystem. 
Sambanden mellan krafter och förskjutningar ges av den fundamen­
tala strukturstyvheten. Eå såväl geometriska som fysikaliska 
olinjäriteter beaktas, definieras strukturstyvheten i inkremen­
tell form, dvs ett linjärt samband mellan tillskott i krafter 
och tillskott i förskjutningar. Det linjära ekvationssystem 
som skall lösas för varje lastökning blir då

ptan
s Ap = AP (2.34)

Ap = [Aq1 Aq2 Au^ Au 2 Av^ Av2 . .

AP = [AQ-, aq2 AU1 au2 AV) AV2 . .

Ekvationssystemet löses i normaliserad form där referensnivåer­
na för knutlaster och knutförskjutningar överensstämmer med 
motsvarande elementvariablers referensnivåer i det globala 
systemet, se ekv (2.33). Analysen utvecklas närmare i del II 
av detta forskningsprojekt.

2.5. Sammanfattning

Referensnivåer för lamell- och elementvariabler har definierats 
så att motsvarande dimensionslösa eller normaliserade variabler 
står i enkla relationer till varandra för det linjärt elastiska 
fallet. I strukturanalysen måste alla elementvariabler ha gemen­
samma referensnivåer, varför övergång till sådana bör göras i 
strukturprogrammet. Elementsambanden härleds med fördel i 
"elementnormaliserade" variabler.
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3.1. Allmänt

De konstitutiva ekvationerna för ett material ger sambanden i 
"medeltal" mellan krafter och deformationer på mikronivån. Ett 
olinjärt sådant samband förklaras av sprickor i mikrostrukturen. 
Denna förklaring nedför några väsentliga konsekvenser för material­
sambanden, nämligen 1. Spännings-töjningssambandet ovan propor- 
tionalitetsgränsen måste bestämmas experimentellt för varje 
materialtyp. 2. Sambandet kan lätt förändras lokalt av yttre
omständigheter. 3. Sambandet mellan spänning och töjning är 
irreversihelt, dvs belastningshistorien naste beaktas i de kon­
stitutiva ekvationerna.

De konstitutiva ekvationerna i balkböjning.

Den tekniska balkteorin förutsätter ett linjärt elas­
tiskt material med reversibla samband mellan spän- 
ning och töjning (Hookes lag). Detta är också upp­
fyllt för flera viktiga konstruktionsmaterial i en 
begränsad omgivning till origo (små töjningar).

Ovan.proportionalitetsgränsen ger den tekniska balk­
teorin i många fall god överensstämmelse med experi­
ment, då Hookes lag ersätts med ett olinjärt samband 
mellan normalspänning och normaltöjning. Detta gäller 
vid en."förstagångspålastning" , se Johansson ( 1 972 ).
Det olinjära sambandet kan erhållas genom anpassning 
av ett analytiskt uttryck till uppmätta samband mellan 
spänning och töjning se Ågårdh (1968) eller genom an­
vändning av samhörande spännings och töjningsvärden 
i numerisk integration över tvärsnittet. För rever- 
serad belastning kan god överensstämmelse med experi­
ment erhållas om hänsyn till "Bauchinger-effekten" 
tas i de konstitutiva ekvationerna, Kaldjian (1967), 
(1968), Popov (1969), Baron (1969), Park (1972),
Chen (1973), Ågårdh (1974) m fl.

Analytiskt uttryck - spänningstabell

Användning av ett analytiskt uttryck för spänningen 
har vissa fördelar jämfört med användning av en spän- 
nings-töjnings-tabell kombinerad med numerisk integra­
tion över tvärsnittet. Å andra sidan är det senare 
en mera generell metodik. Avsikten med detta forsk­
ningsprojekt är att belysa skillnader i strukturana­
lysen mellan användning av ä ena sidan numerisk inte- 
gration på tvärsnitts- och elementnivå, jämförd med 
användning av analytiska uttryck på motsvarande nivå­
er. Jämförelserna göres för sådana fall där analy­
tiska uttryck är tillämpliga. Följande fördelar med 
analytiska uttryck skall prövas :

1. Det analytiska sambandet mellan spänning och töj­
ning kan användas i analysen för att ge samband 
på tvärsnitts-och elementnivå. Användning av så­
dana lösningar är tids- och utrymmessparande vid 
datorberäkningar.
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2. Osäkerheten i spännings-töjningsvärdena ovan pro- 
portionalitetsgränsen leder till tabelldata med 
låg precision, vilket i sin tur medför avrund- 
ningsfel som kan accumuleras i analysen och leda 
till ökad beräkningstid och numerisk instabilitet 
med okontrollerbara fel i resultaten.

Fördelen under punkt 1 gäller under förutsättning_att 
explicita lösningar kan erhållas för valda analytiska 
uttryck på spännings- töjningssambanden.

Erfarenheterna av strukturanalys (ramar) för stort 
antal obekanta med numerisk integration över tvär­
snittet är begränsade och jämförelser med analytiska 
metoder har tidigare ej presenterats.

Anpassning av analytiska uttryck

Anpassningar av analytiska uttryck till spänningstöj- 
ningsdata erhållna ur enaxliga drag- eller tryckprov 
har publicerats i stort antal, se exempelvis Osgood 
(1946). Användningen av sådana uttryck i olinjär teknisk balk­
teori är väl etablerad, se Chajes (1968), Jhansale, Topper (1969).

Ett analytiskt uttryck för spänningstöjningssambandet 
bör vara enkelt att anpassa till givna materialdata 
samt vara användbart för sa generella utseenden av 
spännings-töjningsdiagram som möjligt. Det bör vidare 
vara av sådan form att det möjliggör en teoretisk be­
handling som leder till enkla, användbara och för ända­
målet tillräckligt noggranna resultat.

I detta kapitel skall ett uttryck presenteras, som användes i 
Mattiasson, Ågårdh (1974) och som kan karakteriseras med termen: 
"Olinjärt elastiskt, linjärt deformationshårdnande". Uttrycket 
uppfyller ganska väl det första och sista kravet. Det andra 
kravet är uppfyllt för material såsom vissa stål- och aluminium­
legeringar.

3.2. Analytiskt spännings-töjningssamband

Det analytiska uttrycket för spännings-töjningssamban- 
det som presenteras här, definieras på styvhetsform, 
dvs spänningen är en explicit udda funktion av höj­
ningen. Sambanden ges i normaliserad form, övergång 
till andra referensnivåer visas även nedan.

Låt normalspänningen ö vara följande udda funktion av 
töj ningen e.

P k1 a, e a

a + a (e-e )a a a e > ea

-aa + a ( e + e ) a a e <-ea

(3.1 )



De två sista ekvationerna kan sammanfattas till

a = ot e + e (la /el - a ) sign (e) |e| > e
a a 3. 3. 8. ö 8

eller

a - a e + e (la /e I - a ) , |e|> e (3.2)
8 8 8 8 8 8

där e sättes till -e_, för e < 0. De obekanta koefficienterna 
8 ci

a., ou, a.... a samt a bestämms ur mätdata på följande sätt:

(Låt 5(e) beteckna ur mätdata erhållet (normaliserat) värde på 
spänningen, svarande mot (den normaliserade) töjningen e.)

a(0) = 0 

a'(0) = 5'(0)

nI.kla, e^_j/(k-j)! = a(j)(e ) 
k = j K a a j

(3.3)

0,1,2 ...

vilket ger (p+3)/2 ekvationer. I Ågårdh (1968) visas lösningar 
för p = 3,5,7 och 9. Här väljes p=5 vilket ger

a =
a^e + oig£ + oig£ |e| < e.

a e + £ (la /e | - a ) sign (e) |e| > e
8 8 88 8 ° 8

(3.4)

med

a-| = E
a3 = (5aa - (4E+Ea)ea)/2e| 

a5 =-(3aa - (2E+Ea)ea)/2e3

(3.5)

där aa - ö(ea), Ea = 5'(e ) och E = 5'(0). Den oberoende 
parametern ea väljes så art felet inom (OjEj^x) minimeras.

Byte av referensnivåer
Om mätdata representeras i ett diagram med valda refe­
rensnivåer äg och ë0, och koefficienterna oi-^ bestäms

utgående från denna representation, fås för varje 
annan representation Og^ och ëgp koefficienterna 
med

“k = ak(c0/cr0å )(e0 i/c0) k = 1 ,3,5

= aa(50/50i)(e0i/e0) (3.6)

vilket kan tolkas som en koordinattransformation, som 
kan utföras av strukturprogrammet vid övergång till 
globala referenser för' sådana fall där flera material 
ingår i strukturen.
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Exempel 3.1.

Spännings-töjningsdiagram för aluminium redovisas 
bland annat i Baehre, Bröchner, Sjölund ( 1 965 ). Här­
ur har ett diagram betecknat CIII-1 valts för exempel 
i denna rapport, se även Ågårdh (1974). Väljes ea=1.45, 
a =0.95, ct =0.08 och = .0 erhålles den olinjärt
elastiska, lmjart deformationshardnande anpassningen 
CIII-A i fig 3.1.

OLINJ EIAST-LINJ DEFORM HÄRIN
C III-A

III-1

1 . 450.95

0. 1 91 2 e + 0 .

a e - e_(a_/e-aa)

FIG.3.1. Till mätdata anpassat o-e-diagram
Anpassningen kan även göras för användning i förenkla­
de uttryck avsedda för stora töjningar. Då väljes ett 
linjärt elastiskt, linjärt deformationshårdnande dia­
gram CIII-L, se fig 3.2.

C III-LLINJ ELAST 1INJ DEFORM HARDN
C III-1

0.91 0.91

+ e_(1-a-)

FIG.3.2. Till mätdata anpassat a-e-diagram



Genom att variera parametrarna a , aa och ea kan man uppnå god 
anpassning till olika töjningsintervall, cf fig 3.3.
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LINJ EUST-UNJ EEIOKM HAMU

C III-1

0.064 0.94 0.94

FIG.3.3. Till mätdata anpassat o-e-diagram

3.3. Sammanfattning

Ett analytiskt uttryck CIII-A, bestående av två polynom av grad 5 
resp grad 1, anpassas till mätdata CIII-1 från dragprov. Av­
sikten är att utnyttja polynomen vid studium av en balklamells 
moment-kröknings diagram för små axialkrafter och krökningar.

För stora krökningar och axialkrafter, används vid motsvarande 
studium ett analytiskt uttryck CIII-L, bestående av två räta 
linjer.

Uttryck av ovannämnda karaktär är enkla att anpassa ned accepta­
bel noggrannhet till mätdata för en stor klass konstruktions­
material, företrädesvis stål- och aluminiumlegeringar.
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4 BALKLAMELLENS STYVHETER

4.1. Allmänt
I detta kapitel skall balklamellens moment beräknas 
uttryckt i axialkraft och krökning. De antaganden 
som ligger till grund för analysen diskuteras i nästa 
avsnitt. Här skall nämnas något om bakgrunden till 
valet av oberoende variabler.
Strukturanalysen av balkar och ramar sker med förskjut- 
ningsmetod vilket innebär att systemmatrisen samman­
sätts av balkelementens styvheter. Dessa definierar 
sambanden mellan ändmoment-tillskott och ändvinkel- 
tillskott samt axialkrafttillskott och längdtillskott. 
Uppställning av dessa (.tangent-) styvheter bör i 
olinjär teori ske via elementets flexibiliteter, 
se Bäcklund, Ågårdh ( 1 9 7 3) . Dessa beräknas , ife 
kap 6, genom integration längs elementet av lamel­
lens flexibiliteter, vilka utgöres av krökning och 
längdändring uttryckta i moment och axialkraft, 
se kap 5.
Det har hittills visat sig vara omöjligt att härleda, 
den olinjära balklamellens flexibiliteter pa expli­
cit form baserad på spännings-töjmngssamband och 
tvärsnittsgeometri. Man kan då anpassa ett lämplig 
analytiskt uttryck till beräknade styvhetssamband mel 
lan lamellens variabler. På grund av.symmetriegenska 
per räcker det att anpassa ett analytiskt uttryck till 
en av deformationsvariablerna, exempelvis krökningen 
söm funktion av moment och axialkraft. Det ekviva­
lenta" analytiska uttrycket till den andra déforma 
tionsvariabeln, bestämmes därefter ur symmetnvill- 
koren, se kapitel 5. Anpassningen av krökningen k 
som funktion av moment och axialkraft baseras pa 
härledda samband mellan moment, krökning och axial­
kraft"!--Detta leder till explicita formler for
koefficienterna i den anpassade flexibiliteten, 
detta kapitel skall därför sådana samband för momentet 
uttryckt i axialkraft och krökning presenteras. Form­
lerna är giltiga inom begränsade områden i (N,k) planet.

4.2. Definitioner, förutsättningar och antaganden
Den följande analysen av den olinjärt elastiska balk­
lamellens deformationer bygger på den tekniska balk- 
teorin med olinjärt samband mellan materialets spän­
ningar och töjningar. Tillämpningen på slanka balkar 
och balkpelare medför att skjuvdeformationerna kan 
försummas. Analysen genomföres för mattliga axial- 
krafter, se nedan.
Tvärsnittet är enkel- (eller dubbel-) symmetriskt och 
variablernä mäts i tyngdpunkten, varvid momentet ver­
kar i ett symmetriplan, se fig 4.1 . A.lla deformation­
er antas försiggå i detta plan.



Spänningen är en entydig funktion av töjningen, vilket 
medför att analysen antas gälla en förstagångspålast- 
ning ovan proportionalitetsgränsen■

Det förutsätts att axialkraftsparametern N'=N/EA är 
måttlig, så att inget instabilitetsfenomen kan uppträ­
da i elementet. Om den kritiska lasten med avseende 
på plan knäckning uttrycks med Nprp1;= fas
följande uttryck på maximala axialkraftsparametern

N’max = |Nkrit|
2 , - ,2

TT / £ Q A (4.1)

där À är elementets slankhet. , För ett balkelement av 
aluminium med 5q=5q 2=35°MPa oc'*1 slankheten A>40 är ^ 
Nkrit= 1’ se Aluminiumnormen ( 1966 ) och | N^ax | »2 0 00 / A , 
vilket för A=80 ger IN^ax|»0.31 och A = 70 ger |N^ax|»4 
*a0.41. Ekvation (4.1) ger en uppfattning om inom vil­
ka gränser axialkraftsparametern N' tilläts variera.

4.3. Grundläggande samband

Ur ett parallellepipediskt balkelement med enkel- 
(eller dubbel-) symmetriskt tvärsnitt skäres en lamell 
ut med snitten x och x + Ax, se fig 4.1.

FIG 4.1. Balkelement och balklamell

Skjuvdeformationerna försummas varför tvärkraften ej tas med
bland lamellens krafter. Beteckna M med M och N med N och

_y x
samla lamellens krafter i kolumnen N

1*

N1 = [M N]1

där t står för transponering. Lamellens deformationer n-p 
karakteriseras av krökning icy och axiell töjning i tyngd­
punkts lagret ex{ 0 }.

n^ = [i< ë^p]1-

där de förkortade beteckningarna i< och ST har införts.

(4.3)
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Antagandet om balklamellens geometri - plana tvärsnitt förblir 
plana efter deformationen, och konstitutiva ekvationer för ma­
terialet - se kapitel 3, ger de ekvationer som ligger till grund 
för analysen. Således

£x = KZ + Et (4.4)

Q! il Ql Dl (4.5)X X
M = / za{Kz+e,p} dA (4.6)

A
N = f o{kz+et} dA (4.7)

A

Formellt kan ekv (4.6)-(4.7) skrivas:

N1 = F1 {R1} (4.8)

dvs en olinjär vektorvärd funktion F-^ kallad balklamellens 
styvhet, avbildar lamellens deformationer n-, = [kjE^.]"4 på 
lamellens krafter N]_ = [MjN]"4. Övergång till normaliserade 

variabler ger, se kap 2.

M = M/Mq = / za{zK+e^} dA (4.9)
A

N = N/NQ = / 0{zk+et} dA (4.10)
A

ty ö{z}/öQ = g{e/Eq} = g{e} och e/e^ = (icz+ÉT)/ÉQ = kz+et 
med ett allmänt val av referensnivåer.

Införes de konstitutiva ekvationerna för materialet enligt 
ekv (3.10) i ekvationerna (4.9) och (4.10) fås, cf fig 4.2.

P
M = I 

k=1
/ (Kz+Err)'*<zdA+ / (a (Kz+Erp)±e (la /e_ 
# 1 3. 1 3. 3. 3.

A-j A-2
-a ))zdA

3

(4.11 )
P

N ■= Z 
k=1

/ (icz+e )FdA+ / (a (kz+e„)±e ( I a /e
1 A 3 13 3 3^ a2

-a ))dA
3

(4.12)

Tecknen i ekv (4.11) och (4.12) väljes så att + tecken tilläm­
pas på den del av området där e>0 och - tecken för den del där 
£<0. Ekvationerna skall omformuleras så att + tecken gäller 
för k>0 och - tecken för k<0. Vidare skall integraler över 
området A2 uttryckas i tvärsnittsskonstanter och integraler 
över området A^ . Områden uppdelas ävenpå delområden A+ och A_ 
där A-j+ och A2+ definieras av za+, se nedan och A-|_ och A2_ 
definieras av za_.
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Ekvationerna kan då skrivas med användning av bino- 
mialteoremet

M = I a, Z (k)Kk f zk -^dA + a (k / z^dA+e» J zdA) + 
k=0 k kO ] 1 A 3 » 1 :

+ e (Ia !z I-a )( f zdA- / zdA) (4.13)
3. 3. a. a. a aa2+ a2_

N =
k • •.1 (^)Kk -*e3, / zk pA +a (k

3=0 3 T A1 a / zdA+eT J dA) + 
A2 A2

+ a /e -a )(3 31 3 / dA- / dA) 
A2+ A2-

där-sa skall väljas för k<0.

(4.14)

-----T.P.

FIG. 4.2. Tvärsnitt med töjnings- och spänningsfördelning.

Inför beteckningarna

3k = / zk+1dA, Ik = / z2dA, Sk = JzdAjAk = JdA (4.15)

1

Med dessa beteckningar kan ekv (4.13) och (4.14) skrivas

P k k k-n i
M= I ]eT +

k=i j=o l'-k-K-r

+ aa(I2K+S2eT) + ta(ka/eal“aa)(S2+~S2-) (4.16)

P k V 4
N = Z I (pcvß, . .K + 

k=1 j=0 ) ^ k-3-1 T

+ a=(S9K+A0e„) + e (la /e |-a )(A„-A„ )
3 Z Z 1 3 3 3 3 Z+ Z~

(4.17)
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Med

= 1-13 , s2 = s-S1 , = A-A.

= s1++s1- ’ S2+ = S+-"S1 + 5 S2- :

I

i
+

<rh

’ A2+ = V-v , a2_

kan de sista termerna i ekv (4.16) och (4.17) skrivas 

a ( (I-Lj )k + (S-S1)eT) +

+ £a(laa/eal"aa)(S+"S-+S1-"S1+) =

= aalK - aa(I1K+S1eT) ' £a(lGa/ea!"aa)(S1+_S1-) +

+ s (la /e I-a )(S -S ) a 1 a a1 a +

aa((-S1)K + (A-A^)eT) + ea(|aa/ea|-aa)(A+-A_+A1_-A1+) - 

= aaAeT-aa(S1K+A1eT)-ea(|aa/ea|-aa)(A1+-A1_) +

+ Ea(löa/eal'aa)(VA^

Insättning i ekv (4.16) och (4.17) ger slutligen

M = a Ik + e ( |a /e |-a )2S + X .1 (^)ouß, _.Kk_jE^ - 
a a 1 a a1 a + 3=0 1 k K 3 i

- (aa(I1K+S1eT) + Ea(|aa/£a|-aa)(S1+-S1_)) (4.18)

N = a Ae„ + £ ( |a /e |-a )(A+-A_) + 1 .X (• )ak.ßv_3_1^ax a 1 a a1 a ^ y=i i=0 1 K KD 1 1
I X (k 

k=1 j=0 1

- (aa(S1K+A1ET) + Ea(|aa/£a|-aa)(A1+-A1_))

k-3 3

Området med arean A^ definieras av

a+

och

(e -et)/k 

(h-fQ)

- ^ea Crp^K ^ h f0

(ea-eT)/K > h-fg 

^ea-eT^K < "f0

(4.19)

(4.20)

(-E -£rp)/K
cl i

f0

h-f,0

-fg £ (-£ -Erp)/K ^ h-fg

(—E —Egn) /K < “fg 

(-E -£^i)/k > h-fg

(4.21)

där e bytes mot -e för k < 0 i ekv (4.18) - (4.21). Notera 
a a

den analoga uppbyggnaden av momentekvationen (4.18) och projek- 
tionsekvationen (4.19). För sma krökningar är A3-A och enbart

dubbelsummoma kvarstår, se avsnitt 4.4. För stora krökningar 
ersätts den krökta delen av a-e-diagrammet med entrât linje, 
gradtalet sättes till p=1 och |a&/ea|=0^, se avsnitt 4.5.



I området mellan små och stora krökningar approxime- 
ras moment-krökningssambandet' med ett polynom av lämp 
ligt gradtal, se avsnitt 4.6. Inom dessa delområden 
i N-x-planet betecknade med respektive ,Dg och Dg,

skall momentet framställas som matrisprodukter

![P(N) ]tF1 [Q^ (k) ] inom D-|

[P(N) ^FgtQjCK) ] inom D2 (4.22)

[P(N) ^FgtQgCfc) ] inom Dg

där [P(N)]t = [1 N/o^A (N/agA)2]11

[Q1 (HC)]1 = [k k2 k3 K4 K5] (4.23)

[Q2(K)]t = [1 K K2 K3] (4.24)

[Qg(K)]t= [1/k2 1 / ( aK+b )2 1 k] (4.25)
samt F av N och k oberoende matriser, karakteristiska för 
material och tvärsnitt. Sedan F beräknats, är momentet känt 
med god noggrannhet som funktion av axialkraft och krökning. 
Vissa inskränkningar gäller, se respektive avsnitt.

4.4. Balklamellens böjstyvhet, små krökningar

I detta avsnitt studeras små krökningar för vilka tvärsnittets 
fibrer har spänningar ovan proportionalitetsgränsen. Den maxi­
mala töjningen e i tvärsnittet antas uppfylla villkoret

e < 1 max1
(4.26)

varför materialets konstitutiva samband får formen,cf kapitel 3

a=I a, e 
k=1 K

(4.27)

Lamellens styvheter kan då skrivas se ekv (4.18),(4.19), med 
ß_1 = A1 = A, ß1 = I, a1 = E

P k v ]<-_ A A
M = I ou I (■v)8. .k Jei k=1^ j =0 1 ^"1 T

P k y ir-A -Ï
K I (.)ß ..kk=i k j-0 : : i i

(4.28)

(4.29)

Detta ekvationssystem kan för det allmänna fallet endast lösas 
numeriskt med iteration. För att möjliggöra en analytisk be- 
handling måste approximationer införas.
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För k=0 är sambandet mellan axialkraftsparametern N'=N/EA och 
axiell töjning £p identiskt’med a'=a/E-e-diagrammet. För k+0 
och måttliga axialkrafter är axialkraften praktiskt taget lin­
jär i eT varför termer med högre grad av eT i ekv (4.29) kan 
försummas, cf ex 4..1 och 4.2 nedan.

(4.30)

varur

(4.31 )

vilket för små k kan utvecklas i serie, där termer av högre 
grad än 5 i k försummas . (ß_^=A)

(4.32)g
Felet i Dp enligt ekv (4.32) är av storleksordningen 0(k ) 
för dubbelsymmetriska och 0(k5) för enkelsymmetriska tvär­
snitt, under förutsättning att termen

vilket bör gälla inom definitionsområdet D-j, se nedan. 
Efter ihopmultiplikationen erhålles:

(4.33)

Neutrala lagrets läge definieras av kvoten ep/ic.

Böjande moment

Ekv: (4.33) ger den axiella töjningen £p uttryckt i axialkraf­
ten N och krökningen k. Insättning av ekv (4.31) i ekv (4.28) 
ger momentet M uttryckt i axialkraft och krökning.

P
M = 2. ou

1=1
(4.34)

För små krökningar och axialkrafter kan högre potenser av k 
och N försummas. Numeriska experiment visar, se exempel 4.1 
och 4.2, att god överensstämmelse med noggrant beräknade mo­
ment kan erhållas efter serieutveckling av nämnaren i ekv (4.34) 
med termer av upp till andra graden i N och femte graden i k. 
Efter hopmultiplikationen fås

M = [P(N)]t[F1][01 (k)] (4.35)

med [P(N)]"t = [i n/o^A (N/oi^A)2] , [Q^(k)]^ = [k k2 k3 k4 k3]



Styvhetsmatrisen är oberoende av axialkraft och krökning. 
Notera att a-|=E, 8--|=A, 31=1 och att alla beteckningar före­
kommer.

F1 = ot3®3/°l1I

0 3a332/a']I
3a3/a1 0 10ag3g/a1I-18ot28^ /a2A

a5^5^a1 ^~3a^P2/'a1^I

5ag3j(/a-

81a3ß2/a2A2-90a3oigß3/a2A

a^I

Definitionsområde

Ekvationerna (4.28) och (4.29) är giltiga under förutsättning 
att den maximala töjningen |e| < ea vilket även kan skrivas:

-ea< KZ + eT - ea

För ett allmänt enkelsymmetriskt tvärsnitt inträffar de maxina- 
la töjningama för z = -fg och z = h-fg varför

-(ea-Kfg) < et < (ca~ic(h-fg)) (4.36)

som med ea utbytt mot -ea och omvända olikhetstecken även gäl­
ler k<0. Insättning av Dg enligt ekv (4.31) ger randkurvoma 
N'=R^(k) för definitionsområdets ränder. Således

-R-|(k) < N' < R2(k) , k > 0 (4.37)

-R^k) < N' < R-|(k) , tc < 0
ned R1 (k) = -(a382K3 + agB^I/o^A + (ea-Kfg)(1+3a331K2/a1A +

4
+ BcigSgK /a^A) och

R2(k) = (a382K2+a58l+K4)/a1A + (ea~K(h-fg) ) (1 +

2 4+ 3a3S-|K /a^A+5a3ß3K /a^A)

där ea bytes mot -e för k < 0. För dubbelsymmetriska tvär­
snitt förenklas ekv (4.37) till

|N'| < R(k) (4.37a)

med R(k) = (|ea|-|k|)(1+3a38^K2/a^A + 5ag83K4/a^A)

dvs ett med avseende på (k,N) axlarna symmetriskt område, se 
exempel 4.1.



Exempel 4.1. Dubbelsymmetriskt tvärsnitt.
För en rektangulär tvärsektion är (3^ = 2/(k+2) för udda 
k, annars 0. Insättning i ekv (4.31) med a,,=1 ger:

Srp = N ' / ( 1+a2K2+agK4 ) (4.31a)

Anpassning till materialet CIII-1 , betecknat CIII-A 
se ex 3.1, ger

eT = N'/(1-0.1912k2 + 0 . 01 295k4) (4.31b)

som jämförs med noggrant beräknade böjningar ur 
tab 4.1. i fig 4.3. De noggrant beräknade resultat, 
som används såsom jämförelse med analytiskt beräknade 
värden i exemplen nedan, är beräknade med numeriska 
metoder som anges i Agårdh (1974).

TAB. 4.1. Töjningar eT- 
Rektangel

Anpassning CIII

tXK 0.0 0.4 0.8 1 .2

0.0 0.000 0.000 0.000 0.000
0.2 0.202 0.208 0.229 0.269

0.4 0.413 0.427 0.472 0.559

0.6 0.651 0.675 0.756 0.892

TEORI
NUMERISKT £•

FIG.4.3. Töjningar enligt ekv. (4.33) jämförda med noggrant 
beräknade värden. Symmetriskt tvärsnitt. Anpassning CIII-A.



Insättning av ekv (4.31a) i ekv (4.34) ger styvhets- 
matrisen F^(o^=1):

F 1 1 0 3ag/5

0 0 O
2

3a3 0 6ag-6otg

0 3a5/7

O 0
0 9o(g-18aga^

I

Efter ihopmultiplikation enligt ekv (4.35) fås det 
"elementnormaliserade" momentet

H/a^I = (1 + 3ag(N/a^A)2)K + 6 ( cx g /1 0 + ( a^-a2) (N/o^A)2)*: 

+ 9(as/21 + (a3-2a3a5)(N/a1A)2)K5 (4.35a)

eller med a enligt exempel 3.1

M' = (1-0.5737(N')2)k - (0.1147 + 0,1416(N')2)k3

+ (0.00555 - 0.01834(N')2)k5 (4.35b)

vilket jämförs med noggrant beräknade moment ur tab 4.2 i fig 4.4

TAB. 4.2. Noggrant beräknade moment. 
Rektangulärt tvärsnitt. Anpassning CIII-A.

K \
0.0 0.2 0.4 0.6

0.2 0.1991 0.1944 0.1797 0.1522

0.4 0.3927 0.3831 0.3526 0.2957

O C
7> 0.5757 0.5604 0.5123 0.4215

C
O

O

0.7431 0.7213 0.6522 0.5208

1 .0 0.8908 0.8610 0.7662 0.5963

1.2 1 .0155 0.9757 0.8546 0.6589

1 .4 1.1150 1.0651 0.9266 0.7138
1 .6 1.1891 1.1358 0.9877 0.7638

1.8 1 .2450 1.1926 1.0410 0.8103

2.0 1 .2895 1.2388 1.0882 0.8543

2.4 1 .3586 1.3111 1 .1685 0.9361

2.8 1 .4130 1 .3683 1 .2342 1.0113

3.2 1 .4595 1 .4174 1.2911 1 .0805

3.6 1 .5015 1.4617 1.3425 1 .1437

4.0 1.5406 1.5030 1.3903 1 .2024

5.2 1.6490 1 .6170 1.5209 1.3608

6.0 1 .7175 1 .6885 1.6016 1 .4567

7.2 1.8176 1.7925 1.7169 1 .5911

8.0 1.8834 1.8604 1.7913 1.6761
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TEORI
NUMERISKT

FIG.4.4. Moment enligt ekv (4.35b) jämförda med noggrant be­
räknade värden.

Avvikelserna från noggrant beräknade värden är störst i en om­
givning av randen R(k). Följande (normaliserade) absolutfel 
gäller i detta exempel.

TAB.4.3. Avvikelser

N' 0.0 0.2 0.4 0.6

K 1.4 1.2 1.0 0.8

IamI -io4
1 'max 0.01 17 72 288

Slutligen är det av intresse för resultaten i ekv (4.31b) och 
(4.35b) att studera definit ions området D-|. Insättning i ekv 
(4.37a) ger med fg = h - fg = 1:

|N/a^A| < (ea— |tc| ) O+dgK^+a^K4) (4.37b)

Med parametrar för a-e-diagrammet CIII-A från exempel 3.1. fås 
randkurvoma

|N'| < (1.45 - |k|)(1-0.1912k2+0.01295k4) (4.37c)

i fig 4.5.

FIG.4.5 Randkurvor enligt ekv (4.37c) för definitionsområdet D-|
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Exempel 4.2 Enkelsymmetriskt tvärsnitt.
Ett exempel motsvarande exempel 4.1 men med ett 
T-tvärsnitt enligt fig 4.6 skall redovisas. Konstan­
terna blir 8-1=A=0.3800, 8q=0, ß-|=0.1440 , 82=0.0808, 
63 = 0.1 292 , 84 = 0.1 348 , ß5 = 0.1 743 , f0 = 0.5736 och 
(h-f0) = 1.4264 och b =0.1 .

1h_

T

FIG.4.6. T-tvärsnittets geometri

T-tvärsnittets töjning i tyngdpunktsnivån fås efter 
insättning av enligt ex 3.1 och 8^ enligt ovan i 
ekv (4.31)

eT=(N'+0.04066k3-0.00459k5)/(1-0.2174k2+0.02202k4)

(4.31c)

Insättning av a-j,, och 8^ i, ekv (4.33) ger

eT=(1+0.2174k2+0.02523k4)N'+0.04066k3+0.0042k5

(4,33a)
som är en approximation för (4.31c). Avvikelserna 
mellan noggranna beräkningar ur tab 4.4 och ekv (4.31c) 
framgår av fig 4.7.

TAB. 4.4. Noggrant beräknade töjningar £3. 
T-tvärsnitt. Anpassning CIII-A

n\« 0.0 0.4

C
O 

|

0 
i

1.2

0.0 0.000 0.003 0.022 0.078
0.2 0.202 0.211 0.254 0.344
0.4 0.413 0.432 0.500 0.616
0.6 0.651 0.681 0.780 Q.915
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TEORI

NUMERISKT Z

FIG. 4.7. Töjningar eT enligt ekv 4.31c jämförda 
med noggrant beräknade värden. (k=1.2,N>0 $ D-| )

Avvikelserna Ae^ från noggrant beräknade töjningar eT, 
erhållna ur ekv (4.31c) och (4.33a), är störst i en 
omgivning av randen R(k) se tab 4.5 och fig 4.9.

TAB. 4.5. Avvikelser från noggrant beräknade värden erp

N' -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

K 1 .1 1.0

C
OO 0.7 0.5

-0.2027 0.0448 0.2541 0.4772 0.6994

(4.31c):AeT-104 -34 0 20 175 606

(4.33a):AeT-104 -37 _1 20 176 163

Insättning av tvärsnittskonstanter och spännings-töj- 
ningsparametrar i ekv 4.35 ger styvhetsmatrisen

1 .0

OO

-0.1716 0.0 0.0026

0.0 -0.3218 0.0 -0.0094 0.0

-0.5737

OO

-0.1333 0.0 -0.0056

som efter ihopmultiplikation med [P(N)] och [Q(k)] ger:

M'=(1.-0.5737(N')2)k-0.3219(N1)k2-(0.1716+0.1333(N')2)k3 

-0.0094(N')k4+(0.0026-0.0056(N')2)k5 (4.35c)

I fig 4.8 jämförs noggrant beräknade moment ur tabell 4.6 med 
resultat av ekv (4.35c).



TAB.4.6. Noggrant beräknade moment. 
T-tvärsnitt. Material CIII-A.

\Nr
K\

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

0.2 0.1965 0.1986 0.1914 0.1741 0.1442

0.4 0.3900 0.3890 0.3689 0.3281 0.2614

0.6 0.5726 0.5632 0.5235 0.4510 0.3404

0.8 0.7374 0.7131 0.6465 0.5370 0.3896

i .0 0.8781 0.8315 0.7327 0.5680 0.4271

1.2 0.9895 0.9174 0.7951 0.6390 0.4594

1 .4 1.0730 0.9827 0.8446 0.6766 0.4891

1.6 1.1383 1 .0357 0.8866 0.7103 0.5172

1 .8 1.1916 1 .0808 0.9237 0.7414 0.5444

2.0 1.2365 1.1206 0.9577 0.7710 0.5710

2.4 1.3088 1 .1898 1.0195 0.8271 0.6232

2.8 1.3645 1.2505 1.0765 0.8807 0.6745

3.2 1 .4097 1.3058 1.1306 0.9330 0.7254

4.0 1.4841 1.4058 1.2335 1.0351 0.8264

5.2 1.5858 1.5371 1.3801 1 .1847 0.9766

6.0 1.6519 1.6162 1.4736 1.2827 1 .0761

7.2 1.7498 1.7251 1 .6077 1 .4270 1.2242

8.0 1.8147 1.7932 1.6936 1.5211 1.3221

TEORI

FIG. 4.8a. Moment enligt ekv (4.85c) jämförda med 
noggrant beräknade värden.
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NUMERISKT

TEORI

FIG. 4.8b. Moment enligt ekv (4.35c) jämförda med 
noggrant beräknade värden

Randkurvorna för definitionsområdet D-| fås efter in­
sättning av konstanterna i ekv (4.37).

R1(k)=(0.04066k3-0.004594k5)+(±1.45-0.5736k)(1-

-0,2174k2+o ,02202k*+)

och

R2(k) = (- 0 .04066k3+0.004594c3)t(il .45-1 ,4264k)(1-

-0 . 21 7k2 + 0 . 02202k4) (4.37d)

som visas i fig 4.9.

Randkurvor för definitionsområdet D1 för T-tvärsnitt

Av fig 4.9 framgår för övrigt att lastfall i 1:a och 3:e kva- 
drantema utnyttjar tvärsnittet dåligt.
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9,5. Baüklamellens böjstyvhet, stora krökningar

I detta avsnitt skall en explicit formel för böjande momentet 
M uttryckt i krökningen k och axialkraften N härledas. I mot­
sats till ekv. (4.35) gäller denna stora krökningar och är inom 
sitt giltighetsområde D3 utan approximationer utöver den tekniska 
balkteorin och nedanstående idealisering av spänningstöjnings- 
sambandet.

Idealisering av a-e-diagrammet

Den krölcta del.en av funktionen a(s), |e| < e , se ekv (3.1) 
har mycket liten inverkan på det böjande momentet för stora 
krökningar. Dels är hävarmen liten och dels är, för de flesta 
tvärsnitt, spänningsvolymen liten i en omgivning av tyngd­
punkt slagret. Polynomet a(s) kan därför utan större fel er­
sättas medlen rät linje för |e|<ea,dvs p=1 i ekv 3.1,cf fig 3.2. 
Inverkan på böjande momentet för stora krökningar är begränsad, 
se fig 4.10, där moment-krökningsdiagrammet för rektangulärt 
tvärsnitt och olika anpassningar av a-e-diagrammet enligt fig 3.1 
och fig 3.2 jämförs

N =0.0

N'=0.4

C III-A
C III-L

NUMERISKT

FIG. 4.10. Moiment-krökningsdiagram för rektangulärt tvärsnitt 
och olika anpassningar till materialet CIII-1.

Med p=1 i ekv. (3.1) och (3.2) efhålles

!a^e

a e+e (on-a ) a a i a £ > e_

där e bytes mot -e för e < 0 d a

(4.38)



*0
Axiell töjning och böjande moment

Införes p=1 i ekv (4.18) och (4.19) erhålles ($^=I)
2M = a Ik + e (a.-a )2S, + (on-a )I-t,/k a a 1 a + I a K (4.39)

N = a Ae„ + e (on-a )(A,-A ) + (on-ot )S_/k: aT a 1 a + ~ la K (4.40)

där ea bytes mot -ea för k < 0 och där det "reducerade 
momentet" Ir och det "reducerade statiska momentet" SR

tröghets- 
kan skrivas

IR = (I1 + (eT-ea)S1+/K + (eT+Ea)S1_/K)K3 (4.41)

2SR = (S1 + (eT-£a)A1+/ic + (ET+Ea)A1_/K)K (4.42)

som kan kombineras med ekv (4.20) och (4.21) varvid
TR = (I1 - Za+S1+ - za-S1-)l<3 (4.43)

sr = (S1 - za+A1+ " Za-A1-)K2 (4.44)

Lat b(z) > 0 definiera tvärsnittsbredd för za_ < z < za+ 
varvid enligt definitioner:

Z 0 oI„ = ( fa+b(z)(z2-z z)dz + f b(z)(z -z z)dz)K3 (4.45)
R n a+ a

gR = ( Ja+b(z)(z-za+)dz + f b(z)(z -za_)dz)ic (4.46)
0 S za-

Enligt integralkalkylens medelvärdessats existerar z-| ,Z2 
£ (za_,za+) så att:

3; , - b(z„)z3 )k3/6 (4.47)3+ 2 a-
2
3+

- b(z4)z2_)K2/2 (4.48)

För de flesta standardprofiler är bredden b(z) konstant i en 
omgivning av tyngdpunkten. För tillräckligt stora krökningar, 
se nedan, gäller således: (med b(z)=b-|)

P = -»1<4 - = -1/'1

SR = -b1<4+ ' Za->K2/2 = "S1k2
(4.49)

(4.50)

Med z , och za. enligt ekv (4.20) - (4.21) fås efter förenklingar3+ ci'
e (e2/3 + £m)b.
3 3 II

Sr - 2ea-eT b1

(4.51)

(4.52)

Det reducerade tröghetsmomentet Ir och det reducerade statiska 
momentet Sr är således endast beroende av den axiella töjningen ey, 
varför denna kan elimineras utan iteration. Insättning av ekv (4.51).



41
och (4.52) i ekv (4.39) - (4.40) ger

M = a I k + e (oL,-a )(2S - b.(e2/3+e2)/K2) (4.53)
0 a. I a. ' Id. i

N =(a A+2b.e (a.-a )/k)e„ + e (a.-a )(A,-A ) (4.54)a. I 0 I 0 1 0 I 0 t —

där ea ersättes med -ea för k < 0. Beräkningen av momentet i 
ett tvärsnitt göres med uttrycken

M/ol, I = (aa/a1 )k + ea(1-aa/a1)(2S+-b1(ea/3+e2)/K2)/I (4.55)

ey/K = (N/a^A - ea(1-a /c^ ) (A+-A_)/A)/

(Kaa/a-| +2b1ea(1-aa/a^ )/A) (4.56)

som även kan formuleras
M = tP(N)]t F3 [Q3(k)] (4.57)

med [P(N)]’t enligt ekv (4.35) och

[Q3(i<)]t = [1/k2 1/(K(aa/a1 )+2b1ea(1-aa/a1 )/A)2 1 k]

samt

F3 -b.,e3(1-a /a,,)/3I
I cl d. I 

0

0

-b.e3(1-a /a.)3(A -A )2/A2I
I 0 0 I i

2b,e2(1-a /ad2 (A -A )/AI
!0 0 1 i

-b.e (1-a /^)/I

2ea(1-aa/ai)S+/I aa/ai

0 0
0 0

a-|I

där"styvhetsmatrisen" F3 är oberoende av krökning och axialkraft. 
Beräkningen av momentet sker utan iteration, men varje par av 
oberoende variabler (k,N) måste ligga inom tillåtet område Dg.

Definitionsområde D?

För de flesta standardprofiler existerar en omgivning till 
tyngdpunktsnivån, för vilken bredden är konstant = b-j. För 
varje axialkraft N (och a > 0) existerar då en "gränskrökning" 
Kfa(N) så att b(za+) = b(za_) = b1 för k > k^N), se fig 4.11.
Villkoret kan även uttryckas: (med figurens beteckningar)

-f0 + h- 4 za- * za+ - h “ f0 " h+ 

varur efter kombination med ekv (4.20) - (4.21)

-(h-fg-h+ + ea/<) < £p/< £ (fg-h_ - e3/k) (4.58)

som med omvända olikhetstecken och ea utbytt mot -ea 
gäller k<0.

även



Insättning av ekv (4.56) i ekv (4.58) ger randkurvoma N'=Rk(ic) 
för definitionsområdet D3. Således

-R^k) < N' < R2(k) k>0

-R2(k) < N' < R1(k) k<0

med

(4.59)

R. (k) = (h-fn-h,-e /k)(ra /a1+2b1s (1-a /a1)/A) -
I U + a. d. I I d a. I

- £ (l-on/ai ) (A+-A_)/A a a 1
och

R2(k) = (fg-h_-sa/K)(Kaa/a'|+2b1ea(1-aa/a^)/A) +

+ e = (1-a )(A+-A_)/Aa a i
där ea bytes mot -ea för k<0. För dubbelsymmetriska tvär­
snitt förenklas ekv (4.59) till

|N* | < R(k) (4.60)

med

R(k)= ( | k | - | ea| )(aa/a1 + (1-aa/a-|)(2b1/A) | ea/ic | )

dvs ett symmetriskt (ej sammanhängande) område i (k,N)-planet, 
se fig 4.14.

FIG.4.11. Erikelsymmetriskt I-tvärsnitt med variabler



Exempel 4.3. Dubbelsymmetriskt tvärsnitt.
I detta exempel skall töjningar och krökningar studeras 
för en böjd och axiellt belastad balklamell med rek­
tangulärt tvärsnitt. Materialet är CIII-1, som för 
stora krökningar approximeras med anpassningen i 
fig 3.2 betecknad CIII-L. Jämförelser med noggrant 
beräknade resultat av anpassningen i fig 3.1 beteck­
nad CIII-A göres.

Insättning av b=1, A=2 i ekv (4.56) ger töjningen 
sT: (ai=1)

eT = kN'/(e(1-a)+aK) (4.56a)
^ a. a. a.

Med aa=0.08 och ea=0.91 fås (-tecken för k<0)

et = 12.5kN'/(k!10.465) (4.56b)

som jämförs med noggrant beräknade töjningar för CIII-A 
ur tab 4.7. i fig 4.12.

TAB. 4.7. Noggrant beräknade töjningar ep. 
Rektangulärt tvärsnitt. Anpassning CIII-A.

.N'\ 2.0 4.0 8.0

0.1 0.2012 0.3466 0.5427
CNO

0.4024 0.6932 1.0855
0.4 0.8061 1.3865 2.1710

O cr
> 1.2313" 2.0797 3.2564

TEORI
NUMERISKT £

FIG. 4.12. Töjningar enligt ekv (4.56b), anpassning CIII-L, 
jämförda med noggrant beräknade värden för anpassning CIII-A. 
Rektangulärt tvärsnitt.



Insättning av tvärsnittskonstanter i ekv (4.57) ger ’’styvhets- 
matrisen":

F3
-0.5e2(1-cu)

a. d o 1.5e (1-a ) ou a a a I

0 0 0

0 -1,5e (1-a ) 0d ä

och
(4.57a)

[Q0(k)]1:=[1/k2 1/(e_,(1-a )+a k)2 1 k]
O CL d d

Efter hopmultiplikation och insättning av spänningstöjningspara- 
metrar fås det "elementnormaliserade" nnmentet (2 dec.)

M'=0.08k+1.26-0.34/k2-(14N'/(10.5+k))2 (4.57b)

vilket jämförs med motsvarande noggrant beräknade moment för 
materialet CIII-A i fig 4.13.

C III-A
C III-L TEORI

FIG. 4.13. Noggrant beräknade moment för anpassningen CIII-A 
jämförda med ekv (4.57b)

Definitionsområdet Dg har ränderna, cf ekv (4.60)

R(k) = ±(|k|-0.91)(0.08+0.84|k|) (4.60a)

som visas i fig 4.14.
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Exempel 4.4. Enkelsymmetriskt tvärsnitt

I följande exempel studeras formler för stora krökningar för 
det erikelsymmetriska tvärsnittet i fig 4.6. Insättning av 
fQ=-0.5737, h_=0.2, b^=0.1 i ekv (4.56) ger:

£ip = 12.5K(N,+0.25ea(1-aa))/(K+6.58ea(i-aa)) (4.56c)

Med a = 0.08 och e =0.91 fås
o- cl

eT = k(12.5N'±2.61)/(kÎ5.51) (4.56d)

med -tecken för k<0. Denna formel är giltig inom Dg, cf fig 4.17 
Noggrant beräknade töjningar för materialet CIII-A ur tabell 4.8. 
jämförs med ekv (4.56d) i fig 4.15.

-0.1-

C III-L

C III-A NUMERISKT

FIG. 4.15. Töjning e^-. enligt ekv (4.56d) jämförd med noggrant 
beräknade värden för anpassningen CIII-A.
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Insättning av tvärsnittsparametrar i styvhetsmatrisen i ekv (4.58) 
ger (a^D

F3
-0.23e3(1-a ) +0.04e3(1-a )3 1.41e (1-a ) a

a- a a a a a a
0 -0.35e|(1-aa)2 0 0

0 -0.69e (1-a,) 0 0a a

I

(4.57c)

och

[Q3Ck) ]t=[1/ic2 1/(0.53ea(1-aa)+aaK)2 1 k]

som efter ihopmultiplikation och insättning av parametrar ger 
formeln :

M'=0.08k+1.18-0.16/k2-(3.96+37.93N'+90.84(N')2)/(5.51+k)2
(4.57d)

C III-L TEORI

C III-A NUMERISKT

FIG. 4.16. Noggrant beräknade moment för CIII-A jämförda med 
ekv (4.57d) för CIII-L. Pilarna anger gränskrökningar, se p 34.



TAB. 4.8. Noggrant beräknade töjningar £_. 
T-tvärsnitt. Anpassning CIII-A.

N'\k 2 4 6 8

-0.6 -1.3092 -2.06664 -2.5600 -2.9071
-0.4 -0.6415 -1.0123 -1.2541 -1.4242
-0.2 -0.0995 0.0418 0.0517 0.0587

OO

0.2725 0.8499 1.3049 1.5417
0.2 0.5910 1.2998 1.9991 2.6170
0.4 0.8960 1.6619 2.4339 3.1771
0.6 1.2146 2.0072 2.8083 3.5987

Definitionsområdet D- slutligen har ränderna R.(k) 
och R2(k), cf ekv (4759) med 1

R1 (k) = (1 .4264-ë3/k)(ku + 0.52 6 3e,(1-a )) +1 ^ a. a. a.
+ 0.2 4 9 5 e (1-a )

0. 0.

R?(k) = (0 . 3736-g /k) (i<a +0.5263e (1-a ))- 
z a a a a

-0.2495e (1-a )
a- 0

som efter insättning blir

R,(k)=(1.426|k|-0.91)(0.08+0.44/|k|)+0.21 

R2(k)=(0.374|k|-0.91)(0.08+0.44/|k|)-0.21 (4.59b)

se fig 4.17.

FIG. 4.17. Definitionsområde D3



4.6. Balklameliens böj styvhet, medelstora krökningar

I detta avsnitt skall balklamellens moment uttryckas 
i krökningen k och axialkraften N' inom det över- 
gångsområde D2, som definieras av

d2 = cnfe(D1 )ntr(D3) (4.61)

där C betecknar mängden av alla (k,N*), som uppfyller 
I N' I<Nmax och (D1) betecknar komplementet till D3, 
cf figm4.22. Inom D2 bör M', beroende på valen 
av a-e-diagram, uppfylla olikheterna.

M'<M'bM' (4.62)A L
där M' betecknar noggrannt beräknade moment för an­
passningen CIII-A och motsvarande för anpassningen 
CIII-L. Jämför med exempel 3.1 och fig 4.10. Likhet 
gäller för vissa valda linjer k=ka, k=kl i (k ,N' )-planet, 
se sid 51.

Härledning av F2
Böj styvheten F2 i formeln

M = fPCN)]tF2[Q2(k)] , (k,N')6D2 (4.63)

med
[Q2(|c)]i: “ [ 1 k k2 k3 ]

beräknas ur villkoren:
M(ka) = [P(N)]t F1 [Q1(ka)]
3M(ka)/3k = [P(N)]t F1 [3Q.(ka/3k]

A I I A (4.64)
M(kl) = [P(N)]t F3 [Q3(kl)]
3M(kl)/3k = [P(N)]t F3 [3Q3(kl)/3k]

Här är ka och kl interpolationspunkter, se sid 51. 
Resultatet kan skrivas

F2 = F1G + FgH (4.65)
där G och H beräknas ur (4.64) varvid kolumnerna i G 
och H blir
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G.1=_ieL 2k

ka(ka+kl}
0 3 2kAkL
0 4 53kakl-ka
4kIkL"2kA

/(kl-ka)'

G.2=kL 4k2+kakl+k2

2KA(Ki+KL+KAKL}
3kakl(kakl+ka}

4kakJ+4k1kl~2k1

5k4k2 + Sk3kl-44

/(kL-KA}'

. 3' 2(ka+kaVkl}
ka(ka+kakl+4kl)
c 2 26kakl

3 , 2 2.-ka(ka+Vl+8kl}

“2Ka(ica+kakl"5kl).

/(kl-ka}'

. 4‘ KA+KL

2kakl

ka(3kl-ka)
2kA(2kL kA}

Ka(5kl-3Ka}

/(KL’KAr

samt
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H.1=KA (5kl“3ka)/kl

(d<L( 5k - 3ka) + c( 3KJ. -k ) ) / (dKL+c ) '

3kl"ka

2k;

/(KL-KAr

H. 2 KA 2('VVcl 5icl)/icl
2(d(k^-k^k^-5k^)-3ck^)/(dK^+c) '

-6kt

2 „ 2-ka"kakl-4kl

/lKh~KAr

. 3
(5k2+5kakl-4k2)/k3

(d(5k^+5kak^-4ka)+3c(k^+k^))/(d<L+c)3

3(kL+KA) 

2(kL+kAkL+kA)

/(kl-ka)'

.4 2(ka-2kl)/kl

2(d(KA-2K^)-c)/(dK^+c) '

-(ka+kl}

/(KlTKAr

där c=2b.e (1-a /a^)/A
I 3. 3 I

d=a /a1
3 I

Efter hopmultiplikation enligt ekv (4.65) fås böj styv­
heten T2 som en 3x4 matris. Denna är sålunda en inter- 
polerad styvhet, där momentet framställs med polynomet:

M = A+Bk + Ck 2 + Dk 3 (4.66)

Konstanterna A,B,C, D bestäms enligt ekv (4.64) obero­
ende av axialkraftsparametern N*.



Valet av interpolationspunkter.

Moment- krökningsdiagrammen i området D2 skall betrak­
tas som övergångskurvor mellan området D-] , där a-e-dia 
grammet har approximerats med ett polynom, och området 
D3, där CT-e-diagrammet har approximerats med två räta 
linjer. Noggrannheten kan därför endast bedömas vid 
en jämförelse med resultat av noggranna beräkningar 
baserade på det verkliga a-s-diagrammet. Övergångs- 
kurvans utseende beror av valet av interpolationspunk­
ter men variationen är måttlig vid små variationer av 
interpolationspunkter inom D1 respektive D3 .

Interpolâtionspunkterna (k,N')a och (k,N')l bör om möj 
ligt väljas oberoende av N'. Den beräknade interpola- 
tionsstyvheten F3 gäller då (för dubbelsymmetriska 
tvärsnitt) liksom övriga styvheter F-i och F o för alla
In'Un'

För enkelsymmetriska tvärsnitt gäller att moment-kröknings- 
diagrammet är "osymmetriskt med avseende på origo".
Följande samband gäller emellertid

M(k,N) =-M(-k,-N) (4.67)
varför det räcker att studera k>0 och |n|1n .1
vissa fall kan det vara svårt eller omöjligt att finna 
vertikala interpolationslinjer k/^ och Kg som ger en 
interpolationsstyvhet F2. med acceptabel noggrannhet 
inom hela interpolationsområdet D3 . Man kan då välja K^,Kg 
enligt randkurvan R(k) för några olika axialkrafter N. 
Detta ger då olika interpolationsstyvheter F3 . Detta 
kan emellertid enkelt beaktas vid framställningen av 
balklamellens flexibiliteter uttryckta i moment och 
axialkraft, se kap 5.

Det är möjligt att beräkna optimala lägen av k a och 
Kg, men detta skulle utgöra en onödig komplikation av 
analysen. Välj istället (k>0) k^ och Kg, så att

ÎKg-K^ = min

(KA,N')eDl, (KL,N')eD3,N'<N;ax (4.68)

32M/9k2 = 2C+6Dk<0 k£(ka,kl)

Det är ej utrett om dessa villkor är möjliga att upp­
fylla samtidigt för alla typer av tvärsnitt. Det 
sista villkoret kan omformuleras :

- -C/3D om D < 0
Kg i -C/3D om D > 0 (4.69)

Koefficienterna C och D fås ur tredje och fjärde ko- 
^umnerna^av G och H,.se ekv (4.65). Denna formulering 
ar tillräcklig men ej nödvändig för övergångskurvans 
onvexitet i. (<A,Kgj, ty C och D beror av ka och kt . 

Denna konvexitet utgör en garanti för att avvikelserna 
tran noggranna beräkningar är måttliga.



Exempel 4.5. Dubbelsymmetriskt tvärsnitt
I detta exempel avses att studera ett rektangulärt 
tvärsnitt och beräkna interpolationsstyvheten F2 för 
några olika val av ( kA’kL,^ och jämföra det beräknade 
momentet M' med noggrant beräknade moment för anpass­
ningarna CIII-A och CIII-L, cf ex 3.1.
Med k,=1, kl=2.6 och spännings- töjningsparametrar för 
anpassningarna CIII-A och CIII-L fås (2dec redovisas)

G = - 3 30 8 48 - 5.06 0 COCO

- 5 94 1 3 1 5 - 7.48 1 .27

- 8 58 17 82 - 9.90 1 .66

-11 22 22 50 - 12.32 2 .05

-13 86 27 1 7 - 14.75 2 .44

H = 0 36 -0 84 0 .59 -0 . 1 2

1 .66 -3 83 2 .67 -0 . 50

1 66 -3 81 2 . 64 -0 . 49

3 30 -7 .48 5 .06 -0 . 88

som ger (3 dec redovisas)
-0.169 1.496 -0.494 0.059 (4.65a)

0.0 0 . 0 0 . 0 0 .0

1.278 -3.086 1.229 -0.154

eller efter sammanmultiplikation med [P(N')] och [Q2(k)] 
(2 dec redovisas)

M' = (-0.17+1.28(N')2) + (1.50-3.09CN')2)k +

+ (-0.49+1.23(N')2)k2 + (0.06-0.15(N')2)k3 

K 6 D2 (4.56b)



I tabell 4.9 visas hur några av övergångskurvans koef­
ficienter varierar med valet av k a och Kp för olika 
axialkrafter.

TAB. 4.9. Variationen av D och -C/3D enligt ekv (4.65 
med valet av ka och kl.

KA KL
N' =0

D -C/3D
N' =0

D
4
-C/3D

N' =0
D

.6
-C/3D

1 2 -0.026 -1.75 0.001 72 . 0.035 1 . 75
1 3 0.056 2 . 86 0.032 2.97 0.003 5.17
1 2.6 0.059 2 . 80 0.034 2.90 0.003 5.15
0 . 8 2 . 6 0.051 2.91 0.050 2.63 0.048 2.26

I figurerna 4.18-4.21 visas övergångskurvornas utseen­
den för de val av och kl, som träffats i tabell 4.9 
jämförda med noggrant beräknade moment för anpassningar­
na CIII-A respektive CIII-L.

CIII-L NUMERISKT 
TEORI ANALYTISKT 
CIII-A NUMERISKT

FIG. 4.18. Moment-krökningskurvor enligt ekv (4.35b), 
(4.65b) och (4.57d) jämförda med noggrant beräknade 
värden för anpassningarna CIII-A och CIII-L. 
ka=1.0, kl=2.0.
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N=0.0

N=0.6

CIII-L NUMERISKT 
TEORI ANALYTISKT 
CIII-A NUMERISKT

FIG. 4.19. ka 3.0.

N=0.0

N=0.6

CIII-L NUMERISKT
TEORI ANALYTISKT
CIII-A NUMERISKT

FIG. 4.20. ka 2.6.
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N=0.4

CIII-L NUMERISKT 
TEORI ANALYTISKT 
CIII-A NUMERISKT

FIG. 4.21 .

Definitionsområdet D9

Genom kombination av definitionsområdena D-j och Dg 
se figurerna 4.5 och 4.14 samt |N'|<Nmax fas defini­
tionsområdet T>2 för den interpolerade styvheten. Här 
väljes Nmax=0.6 vilket för exemplet i 4.2 motsvarar 
À C 60. Se figur 4.22.

FIG. 4.22. Definitionsområden D-) , D2 och D
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Slutsatser
Exempel 4.5, som även utnyttjar resultaten av exempel 4.1 
och 4.3, visar att det är möjligt att finna interpola- 
tionspunkter K/y och Kp sådana'att styvhetsmatrisen F2 
kan etableras och fås att gälla med god noggrannhet 
inom hela området D2• Avvikelserna från noggrannt 
beräknade moment för det verkliga materialet CIII-1 
är små.
I fig 4.23 visas resultatet av en beräkning av moment- 
krökningssambandet enligt ekv (4.35b), (4.57b) och 
(4.65b) jämförd med noggrant beräknade moment för ma­
terialet CIII-1.

N =0.6
CIII-1 NUMERISKT
TEORI ANALYTISKT

FIG. 4.23. Moment-krökningsdiagram för material CIII-1 
jämförda med analytiska beräkningar.



Exempel 4.6. Enkelsymmetriskt tvärsnitt.

I detta exempel skall T-tvärsnittet i fig 4.6. studeras. 
Avsikten är här att etablera övergångs styvheter F2 
för (k,N')€ T>2 • Det visar sig vara svårt att finna 
interpolationspunkter kA, Kp, som uppfyller villkoren 
(4.68) för alla iN'I^max- Anledningen är att små 
variationer av N' längs randkurvan för D3 ger stora 
variationer i k, cf fig 4.17. I tabell 4.10 visas 
några val av interpolationspunkter och i fig 4.24-^4.26 
momehtkrökningsdiagram baserade på motsvarande styv­
heter F2.

Tabell 4.10. Variationer av koefficienter D och -C/3D med valet av

interpolâtionspunkter.

ka Kp

N'=-0.6

D -C/3D

N'=-0.4

D -C/3D

N' =-0.2

D -C/3D

0.8 - 2 1391-10-4 1.91 35-10-4 25.3 -546-10-4 -0.2

0.8 - 3 656-10-4 2.54 557-10"4 2.79 477•10-4 2.94

N' =0.0 N'=0.2 N'=0 .4

1.2 - 5 30-10-4 5.96 II8-IO-4 3.24 -327-10"4 3.61

1.1 - 8.0 44.7-10-4 6.24 2.36-10"4 15.58 -59-10“4 5.33

För ka=0.8 och Kp=2.0 fås följande styvhet som visas för N'=-0.6 
och N --0.4 i fig (4.24).

0.088 0.864 -0.075 -0.035

-0.074 0.379 -0.918 0.289

-1.127 2.954 -3.532 0.967

eller utskrivet (2 dec)

M,=(0.09-0.07N,-1.13(N')I 2)+(0.86+0.38N'+2.95N*)2)k+ 

+(-0.08-0.92N'-3,53(N')2)K2+(-0.04+0.29N'-0.97(N,)2k3

k £ Dr. (4.65d)

För ka = 0.8 och k,= 3.0 fås följande styvhet, som visas för 
N'=-0.2 i fig 4.25.

-0.020 1.183 -0.367 0.042

0.381 -0.960 0.297 -0.026

0.247 -1.085 0.124 0.024

(4.65e)

I fig 4.26 visas diagram baserade på valen ka=1.2, kt=5 och
ka=1.1,kl=8. * L
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N' = -0.4
N'=-0.6

CIII-L NUMERISKT
TEORI ANALYTISKT
CIII-A NUMERISKT

FIG. 4.24. Momentkrökningskurvor enligt ekv (4.35c), ekv (4.65d) 
och (4.57d) jämförda med noggrant beräknade värden för anpass­
ningarna CIII-A och CIII-L. ka=0.8, kl-2.0

N,=0.0

CIII-L NUMERISKT 
TEORI ANALYTISKT 
CIII-A NUMERISKT

FIG. 4.25. k^=0.8, k =3
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N'=0.2

CIII-L NUMERISKT 
TEORI ANALYTISKT 
CIII-A NUMERISKT

FIG.4.26. k 1.2, K = 5.0 samt k 1.1 och K

Definitionsområdet P9

Kombineras de fin it ions områdena D-i och Dg, cf fig 4.9 och 4.17 
fås Dg enligt ekv (4.61). Maximal axialkraftsparaneter 
^max = 0-6 har valts. Se fig 4.27.

FIG. 4.27. Definitionsområden D-|, Dg och Dg. T-tvärsnitt.
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Slutsatser
Ovanstående exempel visar resultaten av en beräkning 
av övergångsstyvheten F2 för ett enkelsymmetriskt tvär­
snitt. Det valda tvärsnittet har den egenskapen att 
området kring tyngdpunktsnivån med konstant bredd är 
mycket begränsat. Detta har den effekten att i ogynn­
samma lastfall (första' och tredje kvadranterna i 
(k,N1-planet) formel (4.57d) endast gäller mycket sto­
ra krökningar, (k>6). Således måste långa interpola­
tions intervall användas, vilket inverkar ogynnsamt på 
resultatet. Tvärsnittets effektiva böjmotstånd för 
lastfall i första och tredje kvadrantern är emellertid 
så lågt, se fig 4.28, att tvärsnittet ej bör använ­
das för dessa lastfall. I fig 4.28 visas momentkrök- 
ningsdiagrammen för materialet CIII-1 jämförda med 
resultat av beräkning från analytiska uttryck inom 
respektive giltighetsområden. För N’=0.6 har ingen 
beräkning baserad på analytiska formler gjorts.

N--0.6

CIII-1 NUMERISKT
TEORI ANALYTISKT
--- T----O K

FIG. 4.28. Moment-krökningsdiagram för material CIII-1 
jämförda med analytiska beräkningar.

4.7. Sammanfattning
I detta kapitel har analytiska uttryck för böjande 
momentet i en balklamell uttryckts i axialkraft och 
krökning. Momentet kan beräknas ur explicita form­
ler utan iterationer. De oberoende variablerna krök­
ning och axialkraft kan ligga inom tre definitionsom- 
råden Dp där gäller små krökningar, D3 stora krök­
ningar och D2 ett övergångsområde vars storlek beror 
av tvärsnittets geometri. För (k,N') £ D^ beräknas 
momentet såsom ett polynom i krökning och axialkraft. 
Formlerna är approximativa med fullt tillräcklig nog­
grannhet för praktiskt bruk. Spännings-töjningsdia- 
grammet approximeras med ett femtegradspolynom med en­
bart uddagradstermer. Gränsen för definitionsområ- 
det D--] har nåtts när den mest ansträngda fibern har 
nått maximalt tillåten töjning. För (k,N')€Dg.beräknas 
momentet ur antagandet om en bilinjär anpassning till



spännings-tcjningsdiagrammet. En explicit formel för 
momentet kan fås för sådana lastfall, att töjningen + ea 
faller inom en omgivning till tyngdpunkts.nivån där 
tvärsnittsbredden b-| är konstant. Töjningen ±ea är 
spännings-töjningsdiagrammets brytpunkter. Det tvär­
snitt där definitionsområdet D3 är maximalt är således 
rektangulärt. För (k,N')€D2 framställs momentet som 
ett tredjegradspolynom i krökningen vars fyra koeffi­
cienter bestäms ur villkoren att momentet och första 
derivatan av momentet skall överensstämma i två inter- 
po lat ions punkt er (k,N')a och (k,N')l som tillhör D-| 
respektive D3. För små interpolationsintervall kl-ka 
fås mycket god överensstämmelse med moment-kröknings- 
diagrammet för det ursprungliga experimentellt upp­
mätta spännings-töjningsdiagrammet. För tvärsnitt där 
bredden varierar kraftigt i en omedelbar omgivning till 
tyngdpunkten, måste tvärsnittet approximeras med ett 
tvärsnitt med samma area men med konstant bredd i en 
omedelbar omgivning till tyngdpunktsnivån. Metoden i 
detta kapitel ersätter således tidigare beskrivna me­
toder att beräkna momentet i ett balktvärsnitt, före­
trädesvis numerisk integration med iterationer, med ex­
plicita formler.



5. BALKLAMELLENS FLEXIBILITETER

5.1. Allmänt

I detta kapitel skall balklamellens (normaliserade) 
deformationer - krökning k och axiell töjning - 
uttryckas i "momentparametern" M' = M/EI och "axial- 
kraftsparametern" N' = N/EA. Analytiska uttryck på 
denna form kan emellertid endast anpassas till de i 
kap. 4 funna lösningarna, några slutna explicita lös­
ningar på flexibilitets form kan ej härledas. Valet 
av approximerande funktioner baseras pa följande vill­
kor :

1. Bästa möjliga approximation i mini-maxnorm 
inom | < I < Kmax, N - Nmax

2. Härledning av balkelementets deformationsvariab- 
ler mi m2 n2 pä explicit analytisk form måste 
vara möjlig

Dessa villkor kan uppfyllas vid val av polynom i de 
två variablerna moment och axialkraft, se Agårdh (1974). 
I de följande avsnitten visas i ett exempel en enkel 
metod att bestämma sådana polynom, samt exempel på 
tillämpningar på dubbelsymmetriska tvärsnitt.

5,2. Grundläggande samband

Studera den kontinuerliga och flera gånger deriverba- 
ra funktionen <j)(M,N) (med kontinuerliga derivator) 
med

k = 3 <j) (M ,N ) / 3M , eT = 3<j>(M,N)/3N (5.1)

varur man efter differentiering erhåller
Ak = (32<j>(M,N)/3M2)AM + (32<j>(M,N)/3N3M)AN (5.2)

och
Aet = Q2(j>(M,N)/3N2)AN + ( 32 <}> ( M,N) / 3M3N ) AM (5.3)

där symmetrivillkoret enligt Maxwell-Bettis sats är 
uppfyllt. Ansätt nu polynomet

k = X d-v N2Mk/(EA)2(EI)k (5.4)
j,k 2k

där d-;p är koefficienter, som bestämmes med någon 
lämplig numerisk metod. Ur symmetrivillkoret ovan 
fås då att

eT = Î I jd-v(N/EA)2_1(M/EI)k+1/(k+1) + eTn(N/EA) (5.5) 
1 A i .k lk iu



där e^qCM) fås ur randvillkoret för M t 0. För mått­
liga axialkrafter är det tillräckligt noggrant att 
sätta epo(N') = N', cf kap.4.
För större axialkrafter och speciellt för o-s-diagram 
med ett lågt värde på kvoten oprop/amax kan noggrannare 
resultat erhållas om

eT0(N') = N' + a(N')r

där a och r bestäms genöm anpassning till cr-s-diagram- 
met, se Ramberg-Osgood (1943).

Exempel 5.1. Dubbelsymmetriska tvärsnitt

De formler som härletts i kap.4 och som ger sambanden 
mellan moment, krökning och axialkraft, kan nu använ­
das för att beräkna ’koefficienterna i det anpassade 
polynomet. I detta exemplet specialiseras på ett 
dubbelsymmetriskt tvärsnitt med anpassningen:

q q
k = M'+(M')p1 I d^N')3 +(M')p2 I e-(N')3 (5.6)j=0 3 j =0 3

Koefficienterna d-,ej, j=0,2,4 bestäms ur villkoren:

Ka
= (M')pi (M')p1(N')2 (M')p1(N')4...

OK/9M) -1 
Ka

P1(M')P1 \ P1(M')P1_1(N’)2 Pl(M')P1"1(N')4...

L (5.7)
för olika N-värden. Derivatan (3k/3M) pasK-Ka
ur 1/(3M/3k) vilken i sin tur beräknas ur ekv. (4.22)

3M/3k = [PCN)]* Fj [3Qj ( k ) / 3 k ] (5.8)

Anpassningen till momentkrökningsdiagrammet i fig.4.23 
förN'=0, 0.2, 0.4 ger för Ka=4.5, q = 4, p q = 3, p2 = 5 föl­
jande approximerande polynom.

k = M' + (-0.262+4.166(N')2 + 2.784(N')4)(M’)3 +

+ (0.380 - 0.669 (N1 )2 - 1.412 (N' )4 ) (M' )5 (5.9)

som ger följande uttryck för e,j, enligt ekv (5.5):

eT " N' + Ä ((2-083N' + 2.784(N' )3)(M' )*+ +
+ (-0.223N' - 0.941(N')3)(M’)6) (5.10)



I fig. 5.1. jämförs ekv (5.9) med numeriskt beräknade 
momentkrökningsvärden för rektangulärt tvärsnitt och 
materialet CIII-1. Polynomet ansluter utomordentligt 
väl till de numeriskt beräknade värdena. Ekvation (5.1 
jämförs med motsvarande axialkraft-axiella töjnings- 
värden i fig 5.2. Även här gäller god överensstäm­
melse med numeriskt beräknade värden.

■TEORI

-NUMERISKT

FIG. 5.1. Approximerande polynomet (5.9) jämfört med 
numeriskt beräknade moment-krökningar.

.TEORI
0.8- ■ NUMERISKT

0.2-

FIG. 5.2. Approximerande polynomet (5.10) jämfört 
med numeriskt beräknade värden.



5.3. Byte av referensnivåer

Om anpassningen enligt ekv (5.4) gjorts till ett mo- 
mentkrökningsdiagram representerat i ett visst sys­
tem av referensnivåer k0, Mg, fås nya koefficienter d'v 
avseende representationen Kgp, Mgp ur de ursprungli- ^ 
ga koefficienterna enligt

djk = djk(E0i/g0)D+k~1(Vh0i)k~1 (5.11)

vilket kan tolkas som en koordinattransformation, 
som lämpligen göres i strukturprogrammet.

5.4. Sammanfattning

Balklamellens deformationer beskrivs med två polynom 
vars koefficienter beräknas genom anpassning till 
analytiska samband med en lämplig numerisk metod.
Hed polynom som approximerande funktioner är grad- 
tal p,q och approximerande punkt Ka oberoende para­
metrar, som väljes beroende på (eller beräknas ur) 
tvärsnittsform och det intervall 0 < k < Kmax, som 
approximationen skall vara "bäst" inom. Sammanfatt- 
ningsvis kan lamellens flexibilitet enligt ovan an- 
päSScis med :

l .1 d-, (N ’ )5 (M' )kk = 1 3=0 3k

J P ^ A _ i Vj. -1TT £ .1, 1 d •, (N 1 ) 5 '(M')K+'/(k + 1)
“ k=1 3=1 JK

(5.12)

som även gäller enkelsymmetriska tvärsnitt. I fort­
sättningfen kommer emellertid endast specialfallet

K = ' M' + £ c, (N ' ) (M')k

COII

£ ip N' + ^ I c'(N') (M')k+1/(k+1)
A k=3 K J

med 0^(11') = ett polynom med jämna potenser av N' att användas 
såsom en anpassning till momentkrökningsdiagrammen för dubbel­
symmetriska tvärsnitt, se Ågårdh (1974)

Balklamellens flexibilitet fp är således en olinjär 
vektorvärd funktion (med två_komponenter) som avbil­
dar lamellens krafter Np = [M,N]t på lamellens defor­
mationer np = [KjS^]"11, cf ekv (4.8).
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6 BALKELEMENTETS FLEXIBÏLITETER

6.1. Allmänt
Utgående från formel (5.12) fås uttryck för ändvink- 
lar och balkelementets förlängning, genom integration 
av krökningen längs balkelementaxeln. Axialkraften 
betraktas som konstant längs elementet. Denna beräk­
ning ger den olinjära sekantflexibiliteten, som består 
av tre polynom i tre variabler. Axialkraftens bidrag 
till momentekvationen för lamellen beaktas ej i här­
ledningen av elementsambanden. Hänsyn till denna geo­
metriska olinjäritet eller "2:a ordningens effekt", 
tas i Strukturanalysen genom att välja flera korta 
element.

6.2. Elementets sekantflexibiliteter.
Studera fig. 6.1, där kraft-och deformat ions variabler 
är definierade.

K(X)AX

FIG.6.1. Balkelement i det lokala koordinatsystemet.
Jämviktsekvationer för balkelementet ger transforma- 
tionen från elementets till lamellens kraftvariabler.

M(x) =-M^(L-x)/L + M2 x/L (6.1)z
N( x) = N2

vilket kan skrivas (efter division med Mg resp Ng):

M ( x ) = -(L-x)/L x/L 0

N(x) 0 0 1

M1 = c M1

M2 m2

n2 n2

(6.2)



Lamellens flexibilitet på dimensionslös form är, 
cf kommentaren till ekv (5.12)

nx = f1{N1} (6.3)

Med komponenterna utskrivna fås: (f{x} betecknar funk­
tion av x)

' K ( X ) ' -
P V kM/EI + I c, {N/EA} M /(EI)K

k= 3 k

(x) N/EA + EI I c'{N/EA} Mk+1/(El)k+1(k + 1) 
L k=3 k

Den geometriska transformationen fås ur exempelvis 
areamomentmetoden:

L
m-| = - J (L-x) K(x)dx/L (6.5)

0

L
= / x ic(x)dx/L

0

L
n2 = / e,p(x)dx

0

Efter division med nu n = KnLn och n 
(2.21)-(2.22) fås U U

L
m^ = - J (L-x)i<(x)dx/L

0

L
mj = J xx(x)dx/L

0

L
n2 = J e,p(x)dx

0

eller

som kan kombineras med ekv. (6.2) och (6.3) enligt 
diagrammet i fig. 6.2.

= £qLq, cf ekv.

(6.6)
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FIG. 6.2. Diagram för eliminationen.

Den resulterande sekantflexibiliteten fe för elementet 
har komponenterna

---
---

---
---

1

__
__

__
__

i

= fe1(M1,M2,N2)

m2 fe2(M1’M2’N2}

C
N

C
-----------

1

fe 3(M1 ,M2,N2)

L J-1 p , ,
där f ..= -J (L-x)ic(x)dx/L= -/ (L-x) £ c,Mdx/(EI) L

e 1 « V-1 K

P v L i,
= -L Z c, /(El) / (1-x/L)(-M, (1-x/L) + M9x/L) dx/L =k=1 k 0 12

P k 1 k
= L I cv/(EI)K J (Ç-1XM,(Ç-1)+M„Ç) dÇ = 

k=1 k 0

= L I c, /(EI)k Z (k)Mk ^ /1(Ç-1)k j+VdÇ = 
k=1 k j=0 3 z o

= L Z Z c, (k-j+1)(-1)%k-;iM3/(k+1)(k+2)(EI)k 
k=1 j=0 k

På samma sätt beräknas

f , = L I I c. (k-j+1)(-1)jM^Ml5 -V (k+1 ) (k+2) (EI)k 
ez k=1 j=0 K z



Termen kan skrivas (c^=1)

c, (N) = £ d.,N1/(EA)i k=3 ,5,...
1=0 ^

så att Cojj = 0)

q i-1 i
cl = Z id., N /(EA) , k= 3 , 5 , . . .k i=2 ik

q i-2 i
cV = I i(i-1)d.,N /(EA) , k=3,5,...K i=2 1K

Slutligen fås termen:

fe3
= /LeT(x)dx =JL(N2/EA+I c/Mk+1/(k+1)(EI)k)dx 

0 q k=3

p 1
= N2L/EA+L I c' J ((M1(Ç-1)+M0Ç)k+1/(k+1)(EI)k)dÇ = 

k=3 A o z

= N2L/EA+L I r c|’(kt1)rf+1'y / (Ç-1)k+1-:VdÇ/(k+1)(EI) 
• k=3 j=0 K 3 ' 1 o

k

p k+1 . .
= N L/EA+L I Z c'(-1):M, M/(k+1)(k+2)(EI)k

z k=3 j=0 K 1 z

Resultatet kan sammanfattas :

= M1U 3EI - Mj L/ 6EI

ITI2 = -M1U 6EI + M2L/3EI

n2
N2L/EA + i cl Mk+1/(k+1)(k+2)(EI)k

L k=3

P k 
+ I I L 
k=3 j =0

ck(k- j+1 ) (-1 ) jMk hp (k+1 ) (k+2) (EI)k 

Cj^k-j+1 ) (-1 )%jn!p/(k+1 )(k+2)(EI)k

c£(-1)qM^+1_j]^/(k+1)(k+2)(EI)k

(6.8)

Ekv.(6.8) utgör således den olinjära elementflexi- 
biliteten som avbildar ändmoment och axialkraft på 
ändvinklar och längdändring av elementet.
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Exempel 6.1. Dubbelsymmstriskt tvärsnitt

Beräkning av ändvinkeln nvj och förlängningen ri2 enligt formel (6.8) 
för anpassningen i ekv (5.10) visas i fig 6.3 och 6.4.

FIG. 6.3. Ändvinkel i balkelement.

(0.8,0.8)

FIG. 6.4. Förlängning i balkelement.
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6,3. Elementets tangentflexibiliteter

I strukturanalysen används förskj utningsmetoden vilket kräver 
elementsamband på styvhetsform. Dessa erhålls genom invertering 
av den linjära tangentflexibiXitetsmatrisen som i sin tur er­
hålls ur differentiering av ekv (6.8). Således

= f^anANe (6.9)AnL = 3f. /3M. 3f, /3H9 3f. /3N9le 1 1e 2 1e 2 AM1

Am2 3f2e/3Mi 3f2e/3H2 3f2e/3N2 am2

An2 3fQ /3M. 3f_ /3M„ 3f. /3N03e 1 3e 2 3e 2 an2

med elementen:
p lc •

Zf.jaVL. = (L/3EI+L I I cv(k-j+1)(k-j)(-1)jkt_j_1M3/(k+1)(k+2)(EI)k) 
le 1 k=3 j=0 K 1 2

3f /8M = (-L/6EI+L ë ■! c, (k-j+1 ) (-1 d / (k+1 ) (k+2) (EI)k)
le 2 k=3 j=1 k 12

D k ...
3f,/3N9 = (L f I cl'(k-j + 1)(-1):,k":]M2/(k+1)(k+2)(EI)k) 

le z k=3 j=0 K 12
D k .

3f9/8M. = (-L/6EI+L E I c, (k-j+1 ) (-1 PlC"2 / (k+1 ) (k+2 ) (EI)k) 
ze ' k=3 j=1 k 2

p k ...
- - (k-j+1)(k-j)(-1)2M^M^-3-1/(k+1)(k+2)(EI)k)3f9 /3M9 = (L/3EI+L I I c, 

ze z k=3 j =0 K
P k ...

3f? /3N = (L £ I c'(k-j+1)(-1)3M3Mk-;l/(k+1)(k+2)(EI)k) 
2e 2 k=3 j-0 k 12

3f, /3M = (L £ I cl (k-j + 1 )(-1)2Mk~2M2/(k+1) (k+2) (EI)k) 
de 1 k=3 j=0 k 12

3f3e/3M2 = (LI E c£(-1)2jM^ 1/(k+1)(k+2)(EI)k) =

P • • •
-(LE I cj(-1 )] (k-j+1 )M^'i/(k+1 ) (k+2) (EI)k) 

k=3 3=0 K ' 2

3f, /8N = (L E kE1cf(-1)2HÎJ:+1_2H2/(k+1)(k+2)(EI)k) + L/EA
"ie z k=3 j=0 K ' 2

Av symmetriskäl krävs att

3f2e/3M1 - 3f. /3M9 1e 2 (byt j mot k-j +1)

3f3e/3M1 = 3f1e/3N2 (framgår direkt)

9f0 /3H„ de z = 3f2e/3N2 (byt j mot k+1-j och summera från 0 till k.)

Notera att (-1)2 = (-1)k+1 2 ty k är udda.
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6.4. Sammanfattning

Balkelementets tangentflexibilitetsmatris har framställts på 
analytisk form, med hänsyn till axialkraftens inverkan.på de 
konstitutiva ekvationerna. Med analytiska uttryck enligt 
ekv (6.9) kan tangentflexibilitetsmatrisen snabbt beräknas.för 
varje laststeg, spm funktion av kända balkändmoment och axial- 
kraft. För ett balkelement med rektangulärt tvärsnitt har 
variabler av högst grad 6 utnyttjats. Den resulterande matri­
sen av typ 3x3 kan snabbt inverteras och elementen i.den re­
sulterande tangentstyvhetsmatrisen kan summeras in i.relevanta 
positioner i strukturstyvhetsmatrisen. Förutom den tidsbespa­
ring och besparing av lagringsutrymme för spännings- och tvär- 
smttsbeskrivningar, som är nödvändiga i traditionella numeris­
ka metoder, har ovan föreslagna metod ytterligare en fördel. 
Inga numeriska fel (av betydelse), utöver de idealiseringsfel, 
som ligger i valet av anpassning av ett polynom (enligt kap 5) 
till morrent-krökningsdiagrammet, uppkommer i genereringen av 
koefficienterna i strukturstyvhetsmatrisen. Detta kan visa sig 
vara betydelsefullt vid användning av de analytiskt beskrivna 
elenentssambanden i analys av strukturer med ett stort antal 
obekanta.

Litteratur

I företrädesvis äldre litteratur har statiskt obestämda balkar och 
ramar analyserats med hänsyn till olinjära spännings- töjnings- 
diagram på annat sätt än matrisformulerade kraft- och förskjut- 
ningsmetoder, se Ylinen (1962), Mikkola (1966). Det är även av 
intresse att följa forskningsresultaten beträffande analys av 
olinjärt elastiska balkpelare, axiellt belastade till brott.

Tre grundläggande arbeten av teoretisk natur har publicerats av 
Seppälä (1961), (1965), (1967). Differentialekvationen för den 
excentriskt belastade, olinjärt elastiska balkpelaren löses med 
potensserieutveckling. Förhållandena i omgivningen av brott­
lasten studeras. Resultaten är emellertid ej avsedda för prak­
tiskt bruk, och är knappast tillgängliga för den praktiskt verk­
samme ingenjören.

I Johansson (1967) har en omfattande litteraturinventering inom 
området presenterats.

Chen har i ett antal arbeten (1970), (1971), (1972) studerat 
bärförmågan i balkpelare och upprättat interaktionsdiagram för 
olika typer av tvärsnitt och laterala belastningar. Moy (1974) 
beräknar interaktionsdiagram för fast inspända, lateralt be­
lastade balkpelare.

I Zyczkowski (1965) beräknas (flyt-) interaktionskurvor för många 
erikeIsymmetriska tvärsnitt av stel-plastiskt material. Resultatet, 
explicita analytiska uttryck av (flyt) momentet som funktion 
av axialkraften, erhålles med potensserieutveckling. (I denna 
rapport ges formler (se ekv 4.57), som efter gränsövergång k-» <*>, 
ger motsvarande resultat för en annan klass enkelsymmetriska tvär­
snitt . )
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