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FORORD

Denna rapport &ar andra delen i en rapportserie utgiven
av Statens rad for byggnadsforskning (BFR) over ett
forskningsprojekt rérande finit elementmetod foér olin-
jart elastiska ramar med analytiskt beskrivna element-
egenskaper. Den forsta delen, Agardh: "Ett olinjart
elastiskt balkpelarelement', R44:1976, behandlade
balkpelarelementets olinjara deformationsegenskaper
beskrivna med analytiska uttryck.

I foreliggande rapport har Mattiasson svarat for dator-
program och de exempel som berdknats och redovisats
Manuskriptet har maskinskrivits av Lisbeth Trygg och
Berit Lundquist. Harfor och for stdéd och intresse

som visats projektet av kolleger vid institutionen for
byggnadsstatik, Chalmers tekniska hégskola, riktas ett
varmt tack.

Goteborg i1 april 1978
Kjell Mattiasson Lennart Agardh






BETECKNINGAR

Foljande beteckningar har anvants 1 denna rapport.

Alla beteckn

ingar definieras dar de forst upptrader.

Sadana beteckningar som endast anvands dar de defini-

eras listas

ej har. Sidhanvisningar avser avsnitt

dar beteckningar definieras eller ett tidigare ej an-

vant index u
avser normal

pptrader. Index etc listas separat. "X"
iserad variabel, "X" absolut variabel,

"Xqg" referensnivan. Beteckningar i listan avser nor-

maliserade variabler, referensnivder anges d&ven.

Versaler
A
C

tvarsnittsarea, Ag~bghg, sid 30
linjar transformation, sid 26

elasticitetsmodul, E. vald referensnivi,
sid 30

styvhetssamband, sid 14
troghetsmoment Ig=bghg, sid 30

elementléangd, L = vald referenslangd,
sid 14

b6jande moment, Mg=CTgbghg, sid 14
origo
knutlaster i strukturen, sid 19

elementlast i elementandar, moment i y"-
fiktningen, Q”dgbghg, sid 17

residualvektor, sid 22

antal tal som lagras i datorn, sid 26
linjar transformation fran lokalt till
globalt koordinatsystem, sid 17
elementlast, kraft i X"-riktningen, sid

elementlast, kraft i z'-riktningen, sid

17
17



Gemena

C

X,Y ,Z

Index

€g

1,2,3

Superfix
k
t

koefficient 1 krokningspolynomet, sid 46,
cos sid 16

koefficient 1 axialkraftspolynomet, sid 30

flexibilitetssamband, sid 14
tvarsnittshojd, hQ= vald referens, sid 48
andvinkel, mO=KOLQ, sid 14

strukturforskj utningsvektor, knutfor-
skjutningar, sid 19

sin, sid 16
elementandforsk jutning, u™EqlLqg, sid 15
elementandforskjutning, v0=eOLO, sid 15

koordinater

element, fe= flexibilitetssamband for
element, sid 14

elementets globala styvhetsmatris, F |,
sid 19 eg

summationsindex, sid 21, 46
strukturens styvhetsmatris F*an, sid 19
"tyngdpunktsnivan, eT, sid 46

linjar del av elementets globala styvhets-
matris Fe’ sid 19

olinjar del av elementets globala styv-
hetsmatris F sid 18

referensniva, , sid 48
elementéandar, sid 14

komponenter i globala last och forskjut-
nings vektorer P P3, sid 19

iterationssteg, p%, sid 22

transponering, sid 15



tan tangentflexibilitet, F*an, sid 14
sek sekantstyvhetsfunktion sid 21

T deriveringssymbol, c", sid 46

Grekiska

a elementkorders lutning i globala syste-
met, sid 15

6 felgrans, sid 22

A betecknar tillskott, AQ, sid 14

e téjning, sid 46

K krékning, sid 30

0 spanning, sid 48

Specialtecken

[ ] vektor, matris, sid 14

A betecknar absolutvariabel

Enheter

Exempel i denna rapport har redovisats i dimensions
los form. FOr ovrigt har Sl-systemet anvénts.






1 INLEDNING

Bakgrund

Projektet startade 1966 vid institutionen for bygg-
nadsstatik, Chalmers tekniska hégskola, under ledning
av prof A Samuelsson. Ar 1968 publicerades licentiat-
avhandlingen, Agardh: "Analysis of non-linear beams",
dar egenskaper hos olinjart elastiska balkar utan
axialkraft beskrevs analytiskt. Ar 1969 erhélls anslag
fran BFR for att inkludera axialkrafter i analysen och
utvidga till ramar. | publikationen, Backlund, Agéardh:
"Finit elementmetod for elasto-plastiska balkar och
ramar med stora forskjutningar', 1973, presenterades
beradkningsmetod och datorprogram med numeriskt berak-
nade elementstyvheter och elementdeformationer. Ar
1974 publicerades, Mattiasson, Agardh: ""Analytical
moment-curvature-axial force diagrams for simply sym-
metric cross-sections of strain-hardening materials",
som beskrev en metod att analytiskt berakna den olin-
jart elastiska balklamellens deformationer under in-
verkan av moment och axialkraft. Resultaten utnyttjades
i ett analytiskt beskrivet balkpelarelement, som pre-
senterades i doktorsavhandlingen, Agardh: "Analytical
and numerical analyses of nonlinear beam elements",
1974. Ett experimentellt arbete inom projektet i form
av ett utvidgat examensarbete vid CTH av Pettersson
Runesson: "Bojforsok pd axiellt och transversellt be-
lastade aluminiumbalkar'™, utgavs 1975. Ar 1976
publicerades den forsta rapporten (r 44:1976) i BFR:s
rapportserie, dar metoder for berdkning av ett olin-
jart elastiskt balkpelarelements styvhetsmatris stu-
deras .

1.1 Rapportens omfattning

I den foéreliggande rapporten behandlas en berakning-
metod for olinjart elastiska balkar och ramar med
stora forskjutningar. Med "olinjart elastiskt" avses
att sambanden mellan krafter och forskjutningar ar
olinjara och reversibla. Metodiken ger saledes nog-



granna resultat i sadana fall dar avlastningseffekt-
en ej har dominerande inverkan (proportionellt vaxan-
de laster) och goda uppskattningar -pd sdkra sidan av
barverkets styvhet i oOvriga fall. Ett datorprogram,
som har utvecklats, beskrivs ingaende. Programmet
finns tillgangligt pd Goteborgs datacentral (GD). De
viktigaste forutsattningarna for metodens anvandning
ar foljande:

Balkpelarlementen maste uppfylla de i del 1 angivna
forutsattningarna. Denna analys bygger pad den tek-
niska balkteorin med olinjart samband mellan span-
ningar och tdjningar. Skjuvdeformationer fdrsummas
och instabilitetsfenomen (knackning, kantring*) inom
elementen behandlas ej.

Den plana strukturen antas vara sammansatt av element,
bdj styvt forenade i knutar dar lasterna angriper och
strukturens forskjutningar mats. Strukturens geometri
uppdateras efterhand som knutforskjutningarna foran-
dras. Strukturens ursprungliga geometri lagras ej.

(Se kapitel 2.) Datorprogrammet och berakningsflodet
beskrivs i1 kapitel 3. Resultat av berdkningar och jam-
forelse med analysmetoder som bygger pa numeriskt be-
raknade elementstyvheter redovisas 1 kapitel -4. In-
databeskrivning till datorprogrammet ges i kapitel 5.

1,2, Anvandningsomrade

Den presenterade metoden kan anvandas for berékning

av plana balkar, bagar och ramar. Konstruktionsmaterial
bor vara stal, aluminiumlegeringar eller dylika mate-
rial med langt utbrett tojhardningsomrade. Sarskilt
ekonomiskt fordelaktig i forhallande till metoder med
numeriskt beraknade elementstyvheter blir den har fore-
slagna metoden for strukturer med ett stort antal obe-
kanta, eller dar manga lastfall skall behandlas. Det
bor aven framhdllas att den analytiska behandlingen

ej ger upphov till okontrollerade trunkeringsfel

som kan stora konvergensforhdllanden for strukturer
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med ett stort antal obekanta. Aven for sadana fall
dar ett begréansat karnminnesutrymme ar'tillgangligt
kan denna metod visa sig vara overlagsen, da berak-
ningen av elementens last-deformationssamband kan
goras i en separat berakningsomgang fore struktur-
berakningen. Genom att den analytiska berakningen

av elementens styvhetsmatris &r snabbare an motsva-
rande numeriska metoder kan ett relativt sett storre
antal element anvandas, vilket motiverar forsummande
av tillskottsmomenten p g a axialkraften respektive
béjningens bidrag till den axiella deformationen.
Elementens styvhetsmatriser bibehaller harvid sin
symmetri

1.3 Litteratur

Under 50- och 60-talen utvecklades "flytledsteorin"
for analys av plana ramar av olinjart elastiskt ma-
terial. | denna fdrenklade teori antas plasticeringen
vara koncentrerad till s k flytleder. Materialet an-
tas normalt vara elastiskt - idealplastiskt Under se
nare ar har emellertid mer forfinade varianter av me-
toden utvecklats, i vilka ytterligare effekter kan be
aktas, sasom deformationshardnande hos materialet,
axial- och tvarkrafternas inverkan pa flytmomentet
och inverkan av geometrins forandring under belast-
ningsftorloppet (Se till exempel Sawko och Wilde
(1969) och Cohn och Rafay (1974, 1977) ).

Med finita elementmetoden har man emellertid fatt ett
verktyg att mera realistiskt beskriva olinjara bar-
verks upptradande. Wilson (1960) och Goldberg och
Rickard (1963, 1965) var nagra av de forsta uppsatser
na som behandlade analys av materiellt olinjara ramar
med indelning av barverket i finita element.

Willson (1960) harledde en tangentflexibilitetsmatris
for ett balkelement med tre frihetsgrader utgdende
fran en approximation av moment - krokningssambandet
med ett "‘Ramberg-0Osgoodpolynom'. Wilsons formule-
ring var enbart inkrementell, vilket innebar, att
l16sningen skedde med linjar metod i flera steg.



Goldberg och Rickard (1963, 1965) stallde upp tangent-
styvhetsmatrisen for ett element med tva frihetsgrader
dvs inverkan av axialkraften forsummades helt. Andro-
tation-andmomentsambanden approximerades med ett ut-
tryck motsvarande ett inverterat Ramberg-Osgoodpolynom
Den olinjara delen av androtationen betraktades som
koncentrerad till elementanden. Goldberg och Rickard
liksom Wilson behandlade enbart geometriskt linjara
plana ramar.

Hays och Matlock (1973) presenterade en metod, dar
hansyn togs till olinjara éffekter i saval material-
samband som geometriska samband. Moment och normal-
kraft berdknades med numerisk integration o6ver tvar-
snittet och interpolation i en tabell med spannings-
téjningsvarden. En enkel modell for balkelementet
anvandes bestdende av en axialkraftsupptagande och
tvd momentupptagande fjadrar mellan stela delar. Den
enkla balkmodellen innebar att ett stort antal ele-
ment bdr anvandas for att simulera varje ramdel med
acceptabel noggrannhet.

Backlund och Agardh (1973) harledde elementens kraft-
forskjutningssamband pa flexibilitetsform med lin-
jar momentfordelning langs elementet Integrationer
over tvarsnittet och langs elementet skedde numeriskt
Hansyn till stora forskjutningar togs genom uppdate-
ring av nodkoordinaterna och olinjara kraft- och for-
skjutningstransformationer

I Blaauwendraad (1972) och Aldstedt (1975) héarleddes
elementstyvhetsmatriserna utgdende fran ansatta trans-
versella och axiella forskjutningsfalt. Aven den geo-
metriska olinjariteten inom elementet beaktades. In-
tegrationer i1 axiell och transversell led skedde nu-
meriskt. Blaauwendraad beskrev ocksad ett alternativt
satt att harleda elementstyvhetsmatrisen med hjalp

av Finit differensmetod. Hays och Matlock, Backlund
och Agardh liksom Blaauwendraad och Aldstedt har an-
vant Newton-Raphsons iterativa ldsningsmetod.
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Gunnin, Rad and Furlong (1977), liksom Wilson (1960)
utnyttjade ett Ramberg-Osgoodpolynom for att beskriva
moment-kroékningssambandet. Inverkan av normalkraften
pa detta samband beaktades dock pa ett mer realistiskt
satt av Gunnin, Rad and Furlong genom att flera para-
metrar gjordes normalkraftsberoende. Daremot forsum-
mades bdjmomentets inverkan p& den axiella tojningen.
For varje lastinkrement skedde berakningen i tva
iterationslooper, den ena innehallande den andra. |
den inre loopen berdknades initialtéojningarna enligt
initialtéjningsmetoden under det att geometrin holls
konstant. | den yttre iterationsloopen berdknades for-
skjutningarna med Newton-Raphsons metod medan ini-
tialtéjningarna hdolls konstanta. Elementens och
strukturens tangentstyvhetsmatriser stalldes aldrig
upp utan de linjarelastiska styvhetsmatriserna an-
vandes genom hela berakningen.

I Ersvik (1978) harleddes ekvationer for lésning av
balkpelarelementets styvhetsmatris med differensme-
tod. Sambanden inkluderade 2:a ordningens effekter
inom elementet, varvid en inre iterationsloop for
varje element maste genomfdras. Strukturanalysen
medger beaktande av initialimperfektioner och initi-
alexcentriciteter. Metoder anvisas for lésning av
ekvationssystem i avsikt att folja den nedatgaende
grenen i lastforskjutningsdiagrammet






2. STRUKTURANALYS

2ml Allmant

I detta kapitel redovisas strukturanalysen av balkar
och ramar. Analysen genomfors med hansyn till materiell
olinjaritet enligt Agardh del 1 (1976) och med hénsyn
till strukturgeometrins férandring enligt Backlund
Agardh (1973). P& grund av problemets olinjara natur
beridknas forskjutningstillstandet horande till ett
visst lasttillstand, genom att stegvis Oka lasten och
uppdatera saval barverksgeometri som elementens styv-
heter i varje laststeg. Beradkningarna itéreras inom
varje laststeg till dess att knutarnas jamvikt ar
uppfylld. Harledningar genomfdrs i dimensionsberoende
form, referensnivder for dimensionslds berakning disku-
teras i del 1 och i Appendix II.

2.2 FoOrutsattningar och antaganden
Foljande forutsattningar galler elementanalysen:

- Tekniska balkteorin med olinjart spannings-tdéjnings-
samband forutsatts géalla.

- Balkelementen ar isotropa, prismatiska och initiellt
raka. Tvarsnitten ar enkel- eller dubbelsymmetriska.

- Skjuvdeformationer forsummas. Lokala instabilitets-
fenomen beaktas ej.

- Téjningar och utbéjningar inom elementet antas vara
smd sd att axialkraftens bidrag till momentet och
béjdeformationernas bidrag till den axiella for-
skjutningen kan forsummas

- Elementanalysen bygger pd antaganden om linjar mo-
mentvariation och konstant axialkraft inom elementet.

Foljande forutsattningar galler strukturanalysen:

- Den plana strukturen indelas i element, som ar boj»
styvt forenade i knutar.

- Lasterna verkar i strukturens plan och angriper i
knutarna

17



2_.3. Materiell olinjaritet

I analysen av balkar och ramar tas hansyn till materia-
lets gradvisa plasticering vid belastning oOver pro-
portionalitetsgransen. Detta gors genom att flexibili-
tetssamband for balkelementen baseras pa analytiska
uttryck, som anpassas till materialets spannings-tdj-
ningssamband. Detta leder till uttryck enligt ekv
(2.1), se fig 2.1.

FIG. 2.1. Balkelement med elementvariabler

mt s fel(M1L M2 N2}

m2 fe2(M1, M2, N2)

nz2_ fe3(ML " M25 N2)_
Differentiering av "sekantflexibiliteten” i1 ekv (2.1)
ger "tangentflexibiliteten” i ekv (2.2)

AN - o /3M,1 3fol/3M2 3fei/3N2* AM ' (2.2)

3f "/ 3M,
Am2 3f.D/BM e2 3 3fe2/3N2 am)
An2 3fe§)/3M1 3fe§/3M9 3fe3/3N2 A EJ

“"Tangentflexibilitetsmatrisen” i ekv (2.2) galler i en
omgivning av "punkten"™ (I'.., , N2) och ger dar ett lin-
jart samband mellan tillskott i elementkrafter och till-
skott 1 elementdeformationer. Elementen i matriserna
i ekv (2.1) och (2.2) for det val av funktioner /N

som traffats i del 1 ges 1 APPENDIX 1. Efter inverte-
ring av matrisen i ekv (2.2) fas elementets 'tangent-
styvhetsmatris" F~an, som kan sdgas utgodra resultatet

av elementanalysen.

ptan
AN, c2MAn .3)



2.4 Geometrisk olinjaritet

Inverkan av geometrins forandring beaktas i struktur-
analysen genom en stegvis palastning och uppdatering
av geométrin mellan varje laststeg. Daremot beaktas e
tillaggsmomenten inom elementet pad grund av axialkraf
ten och elementets langdandring pd grund av béjning.
Dessa effekter kan forsummas vid en tillrackligt fin
elementindelning.

I detta avsnitt harleds koordinattransformationer
mellan elementorienterade och Strukturorienterade
variabler i enlighet med Backlund, Agardh (1973). Se
aven Jennings (1968), Powell (1969) och Oran (1973).

Efter ett antal laststeg har elementet i fig 2.2 med
ursprunglig langd Lq och ursprunglig lutning ag de-
formerats med q och roterat vinkeln a-a™ dar

0. Claj o2 2.4

FIG. 2.2 Elementdeformationer



Elementdeformationerna ng i det lokala systemet kan
da uttryckas :

q, + a-af (2.5)
m2 = g2 + a-—-aQ (2 R 6)
n2 " L-Lo @.7

Kordans rotation och balkaxelns férldngning kan ut-
tryckas i knutkoordinater och komponeneter i . In-
for beteckningarna

f |
X21 - X2 X1

zZ21 = Z22 - 71

uz2 - u® etc

€
0
1l

Darmed fas

Lo = qee? ¥ (zeay?yt/? 2.8)
L = ((x21+u21)2 + (zzi+w2i"2~1/2 2.9)
s = sin a = (zb“+w21)/L, sin ag:zk]/Lo (2.10)
! f
C = cos a = (x21+u2™)/L, cos ag=x217L0
varvid
sin(a-ag) = sinacosag-cosasindg -
- ARD1 W21 721 ~21 (2.11)

Tillskotten till lokala elementdeformationer Ane kan
uttryckas 1 Agq genom differentiering av ekv (2.5) -
(2.7) med utnyttjande av ekv (2.8) - (2.11).



Am2 = AQ2 + Aa

An2 = AL

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Har ar (genom differentiering av (2.9) och 2.11))

AL = ((X™ + u21)Au2l + (2" + w2])Aw21>/L=

= ¢ Au2™ +

och

Aa

Insdttning i ekv

Ang = TAq
dar T 10 s/L
0 1 s/L
0 0 -c
Elementkrafter i
Q = [Q1 Q2 Ux

s Aw2” (2.15)

(c Aw2l - s Au21)/L (2.16)

(2.12) - (2.14) ger
2.17)

-s/L -c/L c/L
-s/L -c/L c/L

Cc -S S

de bada systemen framgar av fig 2.3.

U2 Wi w2]t (2.18)

FIG. 2.3 Elementkrafter
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Jamviktsekvationer for elementandar ger elementkraf-
terna i det globala systemet, uttryckta i element-
krafter 1 det lokala systemet

Q = TtNe (2.19)

For tillskotten i elementkrafter fas sambanden efter
differentiering av ekv (2.19)

AQ = ATEN  + TEAN (2.20)
For differentiering av ™ bildas

As = (CZAW21 - csAu2L)/L (2.21)

Ac = (52Au21 - csAw21)/L (2.22)

A(s/L) = ((c2-s2)Aw21-2scAu21)/12 (2.23)

A(c/L) = ((s2-c2)Aauzi=2scAw2~)/L2 (2.24)
varvid

AQ i ATtNe :FOAﬂ (2.25)
med

0 0 Fen “Far Fap Fa2
0 0 -Far Far Fap -Fa2
0 0 -Fao Fao Faz -Fa3
0 0 a2 a2 a3 Fad

2 sc (M1tM2)/L2+ s2N2/L
(c2-g2)(M1+M2)/L2 + scN,

F ., = 2 sc(M,+M,,)/L2 + c2NO/L
o LA A

ar ett (symmetriskt) bidrag till elementens styvhets-



matris, som ar karaktaristiskt for analys av geo-
metriskt olinjara problem. Elementens styvhetsmatris
fas efter sammanfattning av ekv (2.20), (2.3) och
(2.17). Se &aven diagram pa sid 20.

AQ - ATtNp = TtF™anTAq (2.26)

Ur ekv (2.25) fas slutligen
AQ = Fe Ag + Fq Ag = FganAg 2.27)

dar den symmetriska f!'3l1 4r sammansatt av en del F

som uppkommer av tillskotten till elementkrafterna
och en del F* som uppkommer pd grund av den forand-
rade geometrins inverkan pa elementkrafterna.

Efter sammansattning av de enskilda bidragen fran

varje balkelement till den globala strukturstyvhets-
matrisen F~an kan ekvationssystemet

AP = F~anAp (2.28)

Iosas for ett lastinkrement AP dar P och p ar knut-
laster respektive knutfdrskjutningar, se fig 2.4.

P= [Pg P2 P3 ... Jt

P~ I-PI 22 73 J

FIG. 2.4 Strukturvariabler i det globala systemet 0"x"z
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Berakning av forskjutningsfaltet p svarande mot last-
vektorn P sker genom addition av de beraknade till-
skotten Ap.

Vid uppdatering av geometri och elementlaster kan
ekv (2.5) - (2.11) utnyttjas med = gN + ZAQ.-
Harvid maste barverkets ursprungliga geometri lagras
vid sidan om det aktuella forskjutningstillstandet.
Detta kan undvikas om ekvationerna (2.12) - (2.16)
utnyttjas och Ne=£ANe med

AL = c AUg-A + s AWj-~ - L(Il-cosAa) (2.29)

dar s och c beraknas enligt ekv (2.10) fran den upp-
daterade barverksgeometrin. Korrektionen i ekv (2.29)
motiveras av att axialstyvheterna ar mycket stdrre an
bojstyvheterna. Den sista termen i ekv (2.29) Tfor-
klaras av att balkanden beskriver en cirkelbdge, me-
dan man i sma forskjutningars teori, som represente-
ras av de tva forsta termerna, raknar med normalen
mot balkkordan. Se Backlund, Agardh (1973).

Ekvationerna (2.2) - (2.29) kan sammanfattas i dia-

gramform. Jamfor del 1 sid 68. Den globala struktur-

styvhetsmatrisen F~an fas genom successiva additioner

av matriselementen i Ftan in i positioner i1 Ftan be-
eg s

stamda av hur strukturen &r sammansatt.

AN -(AQ-AQO)
AQ———— -AP
han A Ftan han ..EFtén,
eg €g
An -Ag- -Ap

FIG. 2.5 Diagram over strukturanalysen
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2.5 Berakningsgang allmant

Losning av olinjara ekvationssystem sker efter nagon

av foljande metoder: iterationsmetoden, stegmetoden

och kombinationer av dessa. FOr enbart stegmetoder
galler allmant att berakningsvolymen blir omfattande
vid krav pd god noggrannhet i resultatet. Vid analys

av olinjara ekvationssystem representerande last-for-
skjutningssamband i1 derformerbara kroppar ar stegmeto-
der fordelaktiga, emedan varje delldsning representerar
en punkt pa Fforskjutningskurvan. Antalet berakningssteg
kan begransas genom att gora iterationer inom valda
belastningssteg for att minska residualvektorn.

I foreliggande Idsningsmetodik anvands stegmetad
kombinerad med iterationer for att tillfredsstilla
knutjamvikten, se Backlund, Ag&rdh (1973). Fo6r mera
ingdende studier av dessa metoder hanvisas till Bergan
(1972) .

Ekvationssystemet som skall ldsas har i princip formen
(2-30)

dar P och p representerar ett n-dimensionellt kraft-
respektive Fforskjutningsfalt. Differentiering ger
formellt:

AP = Fran(p)Ap (2.31)

Losningsgangen blir saledes i princip vid i:te belast-

ningssteget

AP.. (2.32)

1
dar

(2.33)



En residualkraft R kan beraknas ur skillnaden mel-

lan knutlaster P.i och summa elementkrafter £Q i knuten
vid forskjutningen (k=1), vilket kan uttryckas for-
mellt:

R =P. - EQ : (2.34)

Residualvektorn R kan introduceras i vansterledet i
ekv (2.32) vilket ger en ny lIdsningsvektor Ap, som
adderas till p~ i ekv (2.33) (k=2)

ptan
R s (Pi_1)Ap (2.35)

Detta upprepas till dess att |j ApMfl < 6, S > 0. Det
ar saledes mojligt att efter vissa laststeg gora ett
antal iterationer for att fa acceptabel noggrannhet
utan att valja alltfor smd laststeg.

I fig 2.6 visas for ett problem med en frihetsgrad hur

steg- och iterationsmetoden kan kombineras.

FIG. 2.6 Steg- och iterationsteknik vid endimensionellt
problem
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Den sanna lastforskjutningskurvan avviker obetydligt
fradn den beridknade pad grund av att jamviktstillstan-
det vid slutet av varje iteration baseras pad geometrin
vid foregadende laststeg. Genom att valja k=1 och an-
vanda smad laststeg Overgar metoden i ren stegmetod.
Slutligen kan barverksgeometrin uppdateras i varje
iterationssteg, varvid smad forskjutningars teori kan
anvdndas vid uppstallning av elementen deformationer,
jamfor sid 20.

Den beskrivna berdkningsgangen kan sammanfattas i
diagrammet i fig 2.7.

Y! t"i- i-cff-il ionscyke.1

FIG. 2.7 Diagram 6ver berakningsgangen
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3. DATORPROGRAM

3.1. Allmant

Ett datorprogram benamnt BM-FEM for analys av olinjart
elastiska ramar med stora forskjutningar, baserat pa
balkelementet beskrivet i del 1, har utvecklats utgaen-
de fran programmet B-FEM, se Backlund, Agardh (1973).

BM-FEM ar skrivet i FORTRAN. Beradkningarna goérs i
dubbel precision, vilket ger ca 15 signifikanta siff-
ror. All lagring av tal sker i datorns karnminne. For
berakning av ramar med 100 element kravs i datorn
IBM 360/65 en karnminnesarea av cirka 168 K bytes.

For BM-FEM liksom B-FEM géller den begrénsningen att
ramar med mer an tva anslutande element i nagon knut

ej kan behandlas. | B-FEM beraknas elementstyvheter

och elementdeformationer numeriskt. Programmet har
anvants for att gora jamforande berdkningar till exemp-
len i kap 4.

3.2. Flodesschema

I fig 3.1 visas ett flddesschema over berédkningarna i
programmet BM-FEM.

3.3. Kort beskrivning av berdkningsmetoden med nume-
risk elementbehandling enligt programmet B-FEM

Eftersom den i denna rapport redovisade beraknings-
metoden med analytiskt beskrivna elementegenskaper ur
olika synpunkter skall jamféras med en metod med nume-
risk elementbehandling, foljer har en kort beskrivning
av programmet B-FEM, som arbetar enligt denna senare
metod. Transformationsdiagrammet i fig 3.2 &skadliggor
beradkningarna vid etablerandet av elementets tangent-
styvhetsmatris

Materialsamband ges i indata i form av punkter pé
spannings-tojningsdiagrammen. Maximalt tva olika mate-
rial tilldts i denna programversion. Spanningen och
materialets tangentmodul vid en viss téjning beraknas



FIG.

START

LASNING AV INDATA

STRUKTURNORMAL ISERING
AV VARIABLER

AV ELEMENTENS
»TER. ADDER INO

TILL STRUKTt
ITYVHETSMATR

LOSNING AV EKVATIONSSY,

MET AP—F_Ap ELLER R=F
s

BERAKNING AV NODFORSKJUT-

SRSKJUTNXNGj
TEORI

UPPDATERING AV KOORDINATER

BERAKNING AV ELEMENT-

KRAFTER 1 LOKALT SYSTEM

3.1. Flodesschema over berdkningarna i programmet

BM-FEM

iteration wmmm

TRANSFORMATION AV ELEMENT-
KRAFTER TILL GLOBALT SYS-

BERAKNING AV RESIDUAL-
KRAFTER R

UTSKRIFT AV NODFORSKJUf

NINGAR,ELEMENTKRAPTER MM
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1C dx

fiber lamell element element
lokalt globalt

FIG. 3.2. Transformationsdiagram over elementets variab-
ler vid numerisk elementbehandling (B-FEM)

genom ratlinjig interpolation i tabellen med spannings-
tojningsvarden.

Integraler oOver tvarsnittet och langs elementet berak-
nas numeriskt. Antalet integrationspunkter Over tvar-
snittet &r 10 och langs elementet 3. Tvarsnitten in-
delas i1 delrektanglar (Ffibrer). Data om geometrin for
varje fiber i varje tvarsnittstyp maste lagras i datorn.
Dessutom lagras tillaggstojningar och totala tdjningar
for samtliga fibrer.

Fordelarna med metoden med numerisk elementbehandling
ar framfor allt att spannings-téjningsdiagrammet kan
ha godtyckligt utseende, tvarsnitten kan ha godtycklig
enkelsymmetrisk form, samt att tvarsnitten kan vara
sammansatta av tva material, exempelvis armerad betong.

En utvidgad version av B-FEM har utvecklats och finns
beskriven 1 Backlund, Tagnfors (1975). Har behandlas
aven ramar med mer an tva element anknytande till samma
knut.

3.4. Platsbehov i1 datorns karnminne

Det antal tal S, som lagras i datorn i programmen
BM-FEM respektive B-FEM kan uttryckas i nedanstaende
formler

BM-FEM: SBM « 58-el + 27-st + 4-pr + 105 G-1)
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B-FEM: Sg s« 75*él + 6-el-r + 4-tvr + 4-r + (3.2)
+ 2+sig + 4-pr + 105

dar

el = antal element

pr = antal foreskrivna forskjutningar

st - antal styvhetstyper

tv - antal tvarsnittstyper

r = antal delrektanglar som tvarsnitten indelas i
sig= antal inlasta spanningsvarden

Antalet lagrade tal S som funktion av antalet element
redovisas grafiskt i1 fig 3.3 for ett exempel.

B-FEM

3000-

2000-

bm-fem

1000-

Antal element
FIG. 3.3. Antalet lagrade tal som funktion av antalet
element for ett exempel med st = tv = [,
pr = 6, r = 10 och sig = 20

Av fig 3.3 framgdr att platsbehovet i datorns karnminne
for lagring av tal ar drygt dubbelt sd stort for B-FEM
som for BM-FEM. (Man ser att Sg/Sg" (75+6r)/58 for
ett stort antal element.) Aven sjalva programmet B-FEM
ar storre, 1370 programrader mot 890 fo6r BM-FEM.

3.5. Felkallor

De vasentligaste approximationerna i elementanalysen
i programmet B-FEM ar fodljande:
1° Forsummande av axialkraftens bidrag till balkmo-

mentet samt bojningens bidrag till axiella defor-
mationer.
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2° Integration langs elementet

(tre integrationspunkter)

3° Integration dver tvarsnitten

(cirka tio integrationspunkter)

4° Interpolation i tabellen med spannings-
tdjningsvarden

5° Avrundningsfel

Felkallan under punkt 2° ovan ar normalt den domine-
rande. Felets storlek &r beroende av faktorer som ele-
mentets langd, krokningens storlek och moment-krdoknings-
kurvans utseende. Speciellt for material med liten t6j-
hardning kan felet bli betydande. En 6kning av antalet
integrationspunkter reducerar felet, men medfor & andra
sidan en avsevard 6kning av berakningstiden och lag-
ringsbehovet i datorn. Bade" felen under punkt 1° och 2°
kan minskas genom att gbéra elementindelningen finare

(vilket okar platsbehovet i karnminnet).

Betydelsen av felkallorna under punkterna 3° och 4°
har analyserats av Agadrdh (1974). Felens storlek &ar
beroende av antalet integrationspunkter respektive
interpolationsstegens storlek, men ar normalt smd jam-
forda med felet enligt punkt 2°.

I elementanalysen i BM-FEM forekommer tva felkallor av
betydelse:

1° Forsummande av axialkraftens bidrag till balkmo-
mentet gamt béjningens bidrag till axialdeformationer .

2° Fel pa grund av idealisering av det analytiska
moment-kroknings sambandet

3° Avrundningsfel

Storleken pa felet under punkt 2° ar beroende av

hur val man lyckas anpassa det analytiska uttrycket till
de verkliga moment-krokningskurvorna Avrundningsfelen
ger sig till kanna forst vid ett stort antal element,
sag el > 500. Vid ett sd stort antal element &4r detta
fel av betydelse aven vid linjar analys. Vid numerisk



berakning av olinjara problem torde dessa fel vara
stdorre an vid analytiska berdkningar av olinjara struk-
turer enligt har foreslagen metod. Storleken av felen
under 1° kan goéras godtyckligt litet med en fin ele-
mentindelning. Lagringsbehovet oOkar mindre vid den
analytiska berakningen av styvhetssambanden jamfort

med motsvarande numeriska berdkningsmetod enligt ekv
(3.1) och (3.2). Okningen i berékningstid domineras

av ekvationssystemldsningens okade tidsatgang.
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4. EXEMPEL

4.1. Allmant

| detta kapitel skall resultaten fran tre olika exem-

pel redovisas. | de forsta tva exemplen ar en konsol-

balk av aluminium beraknad for tva olika lastfall. Det
tredje exemplet utgoérs av en portalram av stal.

Samtliga exempel &ar beraknade bade med programmet
BM-FEM och B-FEM (se kap 3). Avsikten har i forsta hand
varit att gora jamforelser betraffande berakningsnog-
grannhet och berakningstid mellan metoderna med analy-
tiskt respektive numeriskt berdknade elementstyvheter
och deformationer. Resultat betecknade "ANALYTISK™ ar
erhallna med programmet BM-FEM, "NUMERISK" med B-FEM.

4.2. Konsolbalk av aluminium med transversell last

Konsolbalken i1 fig 4.1 har beraknats med en indelning
i 1, 5 och 10 element. Tvarsnittet ar rektangulédrt och
materialet a&r en aluminiumlegering betecknad CIlII-1 i
Baehre, Brochner, Sjolund (1965). (Se aven del 1.)

0,20m

2,00m
0,10m

FIG.. 4.1. Transversellt belastad konsolbalk av alumi-
nium med rektangulart tvarsnitt

Ett analytiskt uttryck p& moment-krokningssambandet
har bestamts med metoder enligt del 1. Krokningspoly-
nomet i dimensionslés form kan skrivas som

, MT ., , NS sy M3 A N
K El.Znd1li(EA) El  -Znd2i(EA (4.1)
1=0 1=0

(@AM irodzi fEhy?



med koefficienterna

1
o
"
o

10 ° 1 dit di? di3 = 0 di4 =

-0.03922 g1

1
o
1"
1"

d22 = 2.8311 d23 = 0 d24

20

30 - 0-1203 d3t = 0 d32 = 0.0594 433 = 0 d34

I fig 4.2 och 4.3 visas resultat av berakningar med
BM-FEM respektive B-FEM for olika elementindelningar.

ANALYTISK

FIG. 4.2. Samband mellan last och vertikal andfoérskjut-
ning beraknade med BM-FEM

Av fig 4.2 framgar att resultaten erhallna med BM-FEM
ar oberoende av antalet element medan, enligt fig 4.3,
forskjutningarna beraknade med B-FEM beror av element-
indelningen. Dessa skillnader mellan de bada metoderna
beror pd att i metoden med analytiskt beskrivna ele-
mentegenskaper, integrationen 6ver elementet sker ana-
lytiskt, medan i metoden med numeriskt berdknade ele-
mentstyvheter motsvarande integraler berdknas numeriskt
i tre punkter.
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Antal element

NUMERISK

FIG. 4.3. Samband mellan last och vertikal andforskjut-
ning beraknade med B-FEM

A; ANALYTISK
N: NUMERISK

Antal element*«10

FIG. 4.4. Samband mellan last och vertikal andfoérskjut-
ning beraknade med BM-FEM respektive B-FEM



I fig 4.4 jamfors last-forskjutningskurvor erhallna
med BM-FEM respektive B-FEM vid indelning i 10 element.
Vid denna elementindelning blir felet i1 den numeriska
integrationen over elementen obetydligt Skillnaden
mellan kurvorna kan hé&nfdras till idealiseringsfel i
det analytiska moment-kroékningssambandet

I fig 4.5 redovisas berakningstiden (centralenhetstid)
for BM-FEM respektive B-FEM som funktion av antalet
element. Det framgdr att berakningstiden med BM-FEM &r
endast cirka halften av den for B-FEM.

CE-tid

Totalt 14 laststeg
Iteration 1 varje steg

Antal element

FIG. 4.5. Berakningstid (centralenhetstid) som funktion
av antal element for BM-FEM (A) respektive
B-FEM (N)

4.3. Konsolbalk av aluminium med axiell och transver-
sell last

Samma balk som i avsnitt 4.2 har analyserats belastad
badde med axiell och transversell last.

\ . 5P 0,20m

0,10m

FIG. 4.6. Transverseilt -och axiellt belastad konsol-
balk av aluminium med rektangulart tvarsnitt
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I fig 4.7 - 4.10 redovisas samma jamforelser som i
foregdende avsnitt.

Antal element

ANALYTISK

FIG. 4.7. Samband mellan last och vertikal andforskjut-
ning beraknade med BM-FEM

Antal element

NUMER1SK

FIG. 4.8. Samband mellan last och vertikal andfoérskjut-
ning beraknade med B-FEM
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Az ANALYTISK
Nz NUMERISK

Antal element=10

FIG. 4.9. Samband mellan last och vertikal andfoérskjut-
ning berdknade med BM-FEM respektive B-FEM

CE-tid

Totalt 16 laststeg

Iteration i varje steg

Antal element

FIG-. 4.10. Berakningstid (centralenhetstid) som funk-
tion av antal element for BM-FEM (A) res-
pektive B-FEM (N)

Samma slutsatser kan dras av dessa resultat som av re-
sultaten 1 avsnitt 4.2. Skillnaderna mellan last-for-
skjutningskurvorna for olika elementindelningar i fig
4.7 beror pa den geometriska olinjariteten, dvs att
axialkraftens bidrag till balkmomentet fdrsummas inom
elementet. Detta fel minskas med en finare elementin-
delning. Skillnaden i berakningstid mellan de tva me-
toderna, enligt fig 4.10, ar i detta fall &annu mer
accentuerad an i exemplet i avsnitt 4.2.



4.4. Portalram av stal

Portalramen i1 fig 4.11 har tidigare analyserats av
Sawko, Wilde (1969) och Backlund, Agardh (1973).

0,0102m

0,0068m 0,305m

.0,127m

FIG. 4.11. Portalram av stal ledat infast i A och E

samt balktvarsnitt

flytspanning a_ =434 MPa
elasticitetsmodul =2,02*10" MPa

FIG. 4.12. Spannings-tojningsdiagram for stal enligt
BS 968

Ett analytiskt uttryck pd moment-krokningssambandet

for det aktuella balktvarsnittet och materialet har
bestamts enligt del 1. Kroékningspolynomet i dimensions-
16s form har bestamts till

£h _%gdli(ﬁ'ﬁi 'dl -3

doi @7 ° (4.2)
0

n N>

@5t 1 a5yl
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med koefficienterna
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dio 1 dir = 0 =.. =0 <o © di4 =0
d2Q = 0.0781 d21 r 0 d22 = 11 .7339 d23 = 0 d24 = 4.1079
d3Q = 0.0248 d31 0 d32 = 0.6800 d33 = 0 (34 = 24.6986
I Backlund, Agardh (1973) har analysen av ramen skett

med en indelning i
ningarna har visat
D, vilket
anslutande elementandar.

med denna indelning i

elementindelning kring knut D,

fig 4.13b.

2,665m
FIG. 4.13. Indelning i 10 (@)
I fig 4.14 redovisas resultat
av ramen. Jamforelse gors med

av Sawko, Wilde ((1969). 1

10 element enligt fig 4.13a.
att flytning forst

Har har ramen beraknats,

10 element,

deras analys togs

Berak-

intraffar i knut

innebar att krokningarna blir mycket stora i

dels
dels med en tatare

med 12 element enligt

0,60m

fo,60m

respektive 12 (b) element

fran olika berakningar
berakningar presenterade

ingen han-

syn till Fflytmomentets reduktion pa grund av axial-

kraften.

Dessutom antogs flytningen vara koncentrerad

till deformationshardnande flytleder.

Kurvorna A och B i

av att ta hansyn till geometrins forandring i

ningarna.
elementindelning

nodvandig vid anvandning av programmet B-FEM.

fig 4.14 visar den stora betydelsen

berak-

Vidare framgar av kurvorna C och D att en tat
i omraden som borjar plasticeras ar

Da det i

allmanhet inte ar kant fran borjan var plasticering

kommer att ske maste en tat elementindelning over hela

strukturen goras for att man skall vara saker pa resul-

taten .



kN AP

Linjar geometri Sawko,Wilde
Icke-linjar geometri Sawko,Wilde
B-FEM,12 element

B-FEM,10 element

BM-FEM,10 och 12 element

Fig 4.14. Beraknade samband mellan last och horisontell
forskjutning av knut D

Berakningarna med BM-FEM med 10 och 12 element visar
daremot inga patagliga skillnader (kurva E). Awvvikel-
serna mellan kurvorna C och E ar liksom tidigare beroen-
de av idealiseringen av moment-krékningssambandet.

Tidsjamforelser visade liksom i tidigare exempel att
berakningstiden fér BM-FEM &r knappt halften av den
for B-FEM vid en viss elementindelning. Med 10 element
och 15 laststeg erholls

Program BM-FEM B-FEM
CE-tid 74 sek 183 sek
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4.5. Slutsatser av exempel

Av de exempel som redovisats i detta kapitel kan sam-
manfattningsvis foljande slutsatser dras:

- De fel i berakningsresultaten som erhalls med meto-
den med analytisk elementbehandling beror pd ideali-
seringsfel i det analytiska moment-krékningssamban-
det. Dessa fel har i de redovisade exemplen varit
sma.

- Metoden med numerisk elementbehandling arbetar med
numerisk integration av krdkningarna over elementen
i tre punkter. | omradden som plasticeras, dvs dar
krokningarna ar stora, kravs en fin elementindelning
for att noggrannheten i integrationen skall bli god-
tagbar. | metoden med analytisk elementbehandling
sker motsvarande integrationer analytiskt och samma
krav pad elementindelningens finhet foreligger inte.

- Metoden med analytisk elementbehandling ger betyd-
ligt kortare berakningstider an metoden med numerisk
dito och kraver betydligt mindre karnminnesutrymme
(Mindre &n halften.)

Av de tva sista punkterna ovan foljer att analytisk
elementbehandling ger minskade datorkostnader, vilket
har speciellt stor betydelse vid problem med ett stort
antal obekanta. Tilldggas bor dock att vid den ana-
lytiska metoden moment-krékningsdiagrammets polynom-
koefficient forst maste bestammas.



5. INDATABESKRIVNING

Indata till BM-FEM &ar organiserade i fem grupper

1 Allman information
2 Geometri

3 Styvhetstyper

4 Laster

5

Upplagsvillkor

Samtliga heltal i indata ges i format 15, vilket inne-
bar att talen skall std hogerorienterade inom respek-

tive falt. Decimaltal ges i format F10.0.

5.1. Allman information

I" 23« 5 6 ? 8 9 10 11 12 13 1« 15 16 17 16 19 20 21 22 23 2« 25 26 27

Nx| L1 nl NI.TI NRI TI nl antal kort=1
> o
le 15 1 e = o 15 J
123 «5676».,01 12 3115161718,920 2, 22232 25 26 2726 29 30 31 2 33
| Iy wel ~T~ | cwie antal kort-=1

|t fi()"7 4t ¥ oo \1/ o0

NX - antal element

LIN = 0 stora forskjutningars teori
1 smd forskjutningars teori

NIT = iteration sker efter vart NIT:e laststeg

NRIT = max antal iterationer i varje iterationscykel

LL = totala antalet laststeg

WR = lastmultiplikator i forsta lasts-“sget (pd in-
lasta laster)

WL = maximal lastmultiplikator (vid vilken lastin-

krementeringen avslutas)

ERIT = maximalt varde pad forhallandet mellan tillskotts-
forskjutningar pga residualkrafter Ap och total-
forskjutning p



5.2. Geometri

FIG. 5.1. Knut- och elementnumrering

1o 2358709 >1112-314-518>7 10920 2122232425 28 27

o L x| L a9 antal kort=NX+1
LTS A, Fio.o .. F10.0
: = knutnummer
X1 = x-koordinat for knut nr |
ZI = z-koordinat for knut nr |

5.3. Styvhetstyper

Programmet raknar i dimensionsldsa variabler varfor
globala referensnivder maste definieras i indata. Var-
dena pa dessa kan valjas godtyckligt, men storleksord-
ningen boér ?{Trensstamma med de lokala referensnivaernas

l——k F10-- X : X— )

1
—_

Antal kort

EO, a0, ... globala referensnivaer

Styvhetsegenskaperna for ett visst tvarsnitt definie-
ras av de polynomkoefficienter som bestdmmer moment-
krokningssambandet i dimensionslds form samt av de
lokala referensnivaerna. Krokningspolynomet kan skri-
vas som
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K = &30 dii(A)i + (ENp2J0d2i(&)i + (5-1)

+ (iEI),P3.i3:’38%iK'§A';)i
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F10.0 3¢ F10.0 .- F10.0 F10.0 J
~—-elQ.Q----
Loopib v P3| gl |

L» Ki) 1is |

en kortgrupp

1+ 23458789101 -2-314-518-718'920 212223

1 1 o i Dan ‘ "I ole per styvhets-

LM voe=e ! DZJ ‘IMM_E_M26‘ typ

i 1 om M1 b|3||i | I 374

le eI N O N sl

STN styvhetsnummer (1-5)

EO, cr0, .. lokala referensnivaer

P2, P3 gradtal pd momentet i andra respektive tredje
termen i kroékningspolynomet

Q hogsta gradtal pa& normalkraften i kroknings-
polynomet (max 6)

D10-D36 koefficienter i krodkningspolynomet

Efter kortgruppen for sista styvhetstypen laggs ett
blankt kort.

Nill | ~1 | antal kort=1

Efter det blanka kortet foljer,ett antal kort som defi-

nierar vilka element som ar av en viss styvhetstyp.

| nrl ; Isitnl antal kort=NX
E 15
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NR
STN

elementnummer

styvhetsnummer

Om flera element i nummerfoljd &ar av samma styvhets-
typ kan alternativt ett mer komprimerat satt att ge
indata anvéndas

I " NRLI NR2L r]siTN|
e 15 15 >L 15 J

NR1, NR2 = elementen nr NR1 tom NR2 har styvhetsnummer
STN

For bada satten att ge indata ovan galler att elementen
skall tas i1 nummerordning

5.4. Laster

FIG. 5.2. Definition av positiva lastriktningar

I tu.l ‘ antal kort=1
LeilJ

NL = antal knutar med laster

12345 87 891011121314 15 181 181920 2122232425 28 2 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37

Pt T 111 —w 1 31 i tal | . ul antal kort=NL

. 1s 1 F100 -1- F100 X oo

J = knutnummer

W, Q, U = laster med riktningar definierade i fig 5.2

ovan
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5m5 Upplagsvillkor

[ wa h?21 i3t antal kort=1
1 4155 15>
= antal knutar med till noll foreskrivna rotationer
M2 = antal knutar med till noll foreskrivna forskjutningar
i z-riktning
Mg = antal knutar med till noll foreskrivna forskjutningar
i x-riktning
I antal kort=M1

SR : antal knrt=M?

nummer pa knut med till noll foreskriven rotation
nummer pd knut med till noll foreskriven forskjutning
i z-riktning

K = nummer pa knut med till noll foreskriven forskjutning

i xX-riktning

[ —
1 1]






6. SAMMANFATTNING

Analytiska uttryck for det materiellt olinjdra balk-
pelarelementets flexibiliteter harleddes i del 1 av
denna rapportserie .(Agardh (1976) ). Denna del utgér
del 2 i rapportserien och behandlar ramanalys base-
rad pd detta element. Ett datorprogram for analys av
olinjart elastiska plana ramar med stora forskjutning-
ar har utvecklats. Uppbyggnad av och indata till pro-
grammet beskrivs. Hansyn till stora férskjutningar
tas 1 programmet genom uppdatering av nodkoordinater-
na i1 varje berdkningssteg och genom olinjara kraft-
och forskjutningstransformationer. Det olinjara pro-
blemet l16ses med stegmetod med én iterativ forbatt-
ring av loésningen enligt Newton-Raphsons metod efter
ett godtyckligt valt antal steg. Metoden med analy-
tisk elementbeskrivning jamfors ur olika aspekter med
en motsvarande metod med numeriskt beréknade element-
egenskaper. Det framgdr att berakningstid och karn-
minnesutrymme i datorn for den aktuella metoden &ar
betydligt mindre jamfort med den numeriska metoden.
Numeriska exempel visar god Overensstammelse mellan
metoderna. Eventuella avvikelser i resultaten visar
sig huvudsakligen bero pa idealiseringsfel i det ana-
lytiska moment-krokningssambandet. Kravet pa finhet

i elementindelningen ar emellertid mindre for den
aktuella metoden, eftersom integrationen langs balk-
elementet sker analytiskt.






7. APPENDIX 1

I detta appendix beradknas andvinklarna i ett balk-
pelarelement belastat med andmoment och axialkraft.
Berakningarna foljer del 1 sid 68.

m, = —/k(L-x)i<(x)dx/L= -/k(L-x) E c, Mkdx/(EIl )KL
0 0 k=1

L F Ok ¢, (k=j+D (=DM, 3M£/(k+l)(k+2)(El)K (AD)
j=0 k 1=

k=1
P K _ Ve \
m=1L En E c, (k-j+DCD:MINV 11/7(k+1) (k+2) (ED)K (A2)
1 k=1 j=0 k 1%
Den axiella forlangningen kan uttryckas :

n,= /LeT(x)dx= /t(NO/EA+Ec"Mk+1/(k+1)(EI)K)dx
1 0 1 0 1 K
P k+l | CovH

= N;L/EA*L E - E e (-13M,

;/i/(k+1) (k+2) (El)k (A3)
z kzﬁ ]:no K z

Koefficienten c™M(N) beror av axialkraften N enligt
foljande formel

cr(N)= EdikN;LZ/(EA);L k = 3,5... (Ad)

varvid efter derivering:

ck= EidikNL_1/(EA)1 k = 3,5... (A5)

KoeffFicienterna bestams med numeriska metoder, sa

att

fc= E d., N%k/(EA)3(EDk (A6)
3 vk 1K

overensstammer med acceptabel noggrannhet med k(M,N)
beraknad med analytiska metoder enligt del 1.
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Balkpelarelementets sekantflexibilitetsmatris blir
da

'ml = fal (Mi’M2’N2) (A7)
m2 fe2 (m1,m2,n2)
n2 fe3 (Mi,m2,n2)_

med ¥ . enligt ovan.
el 9

Elementen i sekantflexibilitetsmatrisen ar saledes
beraknade ur polynom i axialkraft och andmoment. Koeffi-
cienterna i dessa polynom bestdams genom anpassning till
noggrant beraknade analytiska samband.mellan moment,
axialkraft och krokning. Denna idealisering av tvar-
snittets styvhet innebar i allmanhet inga storre av-
vikelser fran verkligt beteende, men medger en effek-
tiv berakning av elementen styvhetsmatriser i varje
laststeg



8. APPENDIX 11 |

Analysen enligt kapitel 2 har genomforts®i dimensions-
beroende form. Vid val av dimensionsldsa variabler
maste gemensamma referensnivaer for alla element val-
jas i strukturanalysen.- | del 1 diskuteras val av
referensnivder for elementet. Har skall endast kom-
pletteras med en diskussion av valet av referensni-
vaer for variabler i det globala koordinatsystemet.

I detta avsnitt betecknas dimensionsberoende variabler
med A, referensnivder med A* si att den dimensions-
losa formen blir A = A/A”. Referensnivaerna har ar
helt allméanna.

Med
:'o ' 'mQ 1olo /ho (A8)
uo v0 - ¥oro (A9)
2
Qo = «0 1TObO0Oh 0 (A10)
- = N0 = aoboho (ALD)

ekv (2.16) , (2.15)

Aa = (c Avi2l-s Au2l)/L =

= (c "w21 s Au2™)/L = SgAa (A12)

AL = (c Au2l~ s Aw2l) =

= SglLg(c Au2l~ s Aw2l) = SqlLgAL (A13)

varvid ekv (2.12) - (2.24) blir:

b, Agl + Aa * \SE0 (A14)
Am2 = AQ2 + Aa bo/bo (A15)
Nho AL

Sammanfattningsvis fas da:
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A:ne = TAq (Al7)

dar
Lo/ho 0 s/L -s/L -c/1 c/L
L0
0 L0/h0 s/L -s/L -c/L c/L
0 0 -cLO/h0 cL0/ho  -sLO/h0 sLO/h

I ekv (2.25) fas
AQ,, = F Ag (A18)

dar
Ft = Fa ' é0LO/5050n0 = FaLQh2/EOI0

Ekv (2.27) slutligen

AQ = (TtF*anT + FO)Aq (Al19)
med
,tan J r (A20)
EOTO0 I hrT
Lho » {x x} ! -{x}_

dar x betecknar absoluta (dimensionsberoende) matris-
element. Slutligen fas enligt ekv (A17)-(A20) . Jamfor
del 1, sid 18,

ptan « x| x o ox Xam2D
% EoTo X X ll V_ X X X X
7___)(__¥— X X X X
X X l1 > X X X X
X X | V X X X X
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vilket ger korrekta dimensionslésa matriselement i
strukturstyvhetsmatrisen med féljande val av referens-
nivaer for strukturvariablerna enligt del 1 sid 17:

P10 = ~0 = kOLO eO0LO0/ho

(A22)
p20 * g5 = (g r eoLo (A23)
Y10 = Qo * % (A24)
P20 = P30 = wo = & (A25)

| detta avsnitt har visats att valet av referensnivaer,
som traffats i del | och ovan, leder till systemekya-
tioner i dimens-ionslds form, som star i enkla forhal-

lande till motsvarande absoluta systemekvationer.
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