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Sammanfattning

Arbetet grundar sig i vad geometri innebdr och vad undervisningen i skolan ska ge eleverna
mojlighet att utveckla inom omradet. Syftet med uppsatsen ar att undersoka utifran ett
sociokulturellt perspektiv om datorer anvands i matematikundervisningen, hur anvandningen av
digital programvara paverkar matematikundervisningen samt utgora om digitala verktyg behovs
for att illustrera dynamisk geometri. Uppsatsen &r en kvalitativ litteraturstudie.

Resultatet tyder pa att datorer aldrig eller sallan anvands i matematikundervisningen utan anvands
frdmst i andra &mnen for informationsékning och att skriva med. Matematikundervisningen
papekas som bristfallig dar eleverna lotsas genom larobdckerna och det finns utrymme for
forandring dar analytiska formagor tranas. Anvandningsfrekvensen kan bero pa brister i
lararutbildningen som inte ger l&rarstudenterna kunskap om hur digitala programvara kan
anvéndas som ett medierande verktyg. Tidigare forskning som behandlar dynamisk programvara i
undervisningen tyder pa att eleverna pa ett delaktigt satt undersoker och laborerar med figurer och

dess egenskaper. Den dynamiska programvaran skapar mer utrymme for eleverna att reflektera

och analysera uppgifter.



Forord

Anledningen till att denna uppsats behandlar geometri i ett laborativt sammanhang beror pa
tre faktorer, baserade pa mina egna erfarenheter; Forst och framst anser jag att under mina ar
pa lararutbildningen last fa hogskolepoang inom geometri. For det andra beror uppsatsen pa
att jag under verksamhetsforlagda utbildningstillfallen upplever att den vanligast
forekommande undervisningsmetoden utgar ifran att lararen har en genomgang pa tavlan
efterfoljt av att eleverna arbetar sjélvstandigt i den egna boken. Den tredje anledningen
grundar sig i att det pa universitetet talas mycket om att tekniska verktyg bor anvandas i
undervisningen pa grundskolor och gymnasiet, men universitetsutbildningen beror véldigt lite
hur tekniska verktyg kan anvandas.

Jag hoppas att denna uppsats kan tillféra nya tankar och funderingar, hos kollegor och
lararstudenter, om den dynamiska geometrins roll i verksamheten med fokus pa elevers
utveckling.

Cecilia Hallsten
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1. Bakgrund

| detta avsnitt behandlas bakgrunden som uppsatsen tar avstamp i. Vidare presenteras arbetets
syfte och fragestallningar och avslutningsvis introduceras dispositionen for resterande delar
av arbetet.

1.1 Inledning
“Eleverna ska utan kostnad ha tillgdng till bocker och andra larverktyg som behdvs for en tidsenlig
utbildning...” (Skollagen kap10 §10; Skollagen Kap 15 §17)

Citatet ar hamtat fran skollagen, dar det aterfinns dels under grundskolans paragrafer och
under avsnittet for gymnasieskolans verksamhet.! Den tidsenliga utbildningen beskrivs i
laroplanen for grundskolan, dar skolan ansvarar for att varje elev ska, efter att ha avslutat
grundskolan, kunna anvanda modern teknik. Eleverna ska ha kunskap om och hur tekniska
verktyg kan anvandas for att kommunicera i olika sammanhang, soka information och
kunskap. Eleverna ska dven utbildas i hur dessa verktyg anvands for skapande och som
laroverktyg.? | gymnasieskolans 6vergripande mal framhavs vikten av hansynstagande i
relation till elevers olika behov och forutsittningar for att uppnd kursmalen. Aven elevers
olikheter gallande de olika kunskapsnivaer de befinner sig pa ska beaktas, dar alla elever ska
ges det stod som de behdver for att utvecklas i storsta madjliga man. Undervisningen ska
framja elevers kunskapsutveckling utifran fakta, forstaelse, fardighet samt fortrogenhet och
ingen av dessa kunskapsformer far exkluderas fran undervisningen.> Amnet matematik syftar
bland annat till att eleverna ska ges mojligheter att utveckla den egna férmagan att anvanda
digitala verktyg, digital medier och dven andra typer av verktyg.? | de 6vergripande mélen och
riktlinjerna for gymnasieskolan beskriver ett avsnitt med mal om att varje elev ska vilja ta
eget ansvar for den egna utbildningen och vilja paverka sin arbetsmiljé. Utgangspunkter for
larare uttrycker att vi “ska lata eleverna prova pa olika arbetsdtt och arbetsformer, och
tillsammans med eleverna planera och utvirdera undervisningen.”

Ar 2008 formulerades ett regeringsuppdrag riktat till Skolverket. Vilket syftar till att
Skolverket ska undersoka och utvérdera skolverksamheten for att vidare kunna bedéma om
och hur utvecklingsbehovet ter sig gallande information — och kommunikationsteknik (IKT).®
Resultatrapporten visar pa problematiska faktorer som forsvarar anvandandet av IKT,
daribland brister inom datorsupport och tillgangen pa datorer. Skolverket formulerade
kommande forandring i de nya styrdokumenten dar digital kompetens ska klargoras.
Resultatrapporten papekar att det inom matematiken ar ovanligt att eleverna arbetar med
datorer under lektionerna.” Under 2012 gjorde Skolverket en uppféljning p& uppdraget, dar

! Skollagen (2010:800).

? Skolverket. Laroplan fér grundskolan, férskoleklassen och fritidshemmet 2011.

¥ Skolverket. Laroplan, examensmal och gymnasiegemensamma &mnen fér gymnasieskola 2011. s. 6-11.

* Ibid. s. 63.

* Ibid. s. 13.

® Regeringsbeslut. Uppdrag till Statens skolverk att framja anvandningen av informations- och
kommunikationsteknik.

" Skolverket. Redovisning av uppdraget att beddma verksamheters och huvudmans utvecklingsbehov avseende
IT-anvandningen inom forskola, skola och vuxenutbildning samt ge forslag pa insatser.



det framkom att tillgangen pa datorer for elever och larare har okat. Anvandningsfrekvensen
inom matematikundervisningen &r fortfarande 1ag.2

Teknikdelegationen gav ar 2010 ut en resultatrapport baserat pa ett regeringsuppdrag, vilket
syftar till att 6ka intresset for matematik, naturvetenskap, teknik och IKT. | rapporten
formuleras problematiken med att den digitala kompetensen aldrig mats vid internationella
provjamforelser i Programme for International Student Assessment (PISA) eller i Trends in
International Mathematics and Science Study (TIMSS). Analys av de svenska resultaten fran
TIMSS 2007 pekar pa att undervisningen inte uppnar de &mnesspecifika kunskapskraven. Den
kontextuella forstaelsen hos eleverna framhavs som ett av de storsta problemen.
Teknikdelegationen papekar att ett av grundproblemen é&r att larare framst lotsar eleverna
genom ldaroboken, darmed ges inte eleverna mojligheter att 6va pa formagorna att
kommunicera och analysera det matematiska innehallet.’

1.2 Centrala begrepp
Hér presenteras relevanta begrepp. Forklaringarna syftar till att underlatta for ldsaren i
redogorelsen for geometriavsnittet.

1.1.1 Axiom

Enligt Svenska akademins ordlista (SAOL) &r axiom en sjalvklar sats alternativt en obevisad
sats i ett tankeresonemang.™® Axiom utgér forutsattningar som verkar i ett visst sammanhang
for att bygga upp teorin.™

1.1.2 Postulat

SAOL:s beskrivning av postulat innebar att det ar ett obevisat men dnda sjalvklart antagande
som inte paverkas av ndgon vidare sats.*? Ur ett historiskt perspektiv ansdgs postulat och
axiom som skilda begrepp, idag anvénds postulat som en synonym till axiom. ldag anvéands
framst begreppet axiom inom matematiken.

1.1.3 Parallella rita linjer

Ordet parallell kommer frén det grekiska ordet parallelos vilket i sin tur kommer fran de tva
orden, para som betyder bredvid och ordet alleloi som betyder varandra. Parallella linjer kan
antingen sammanfalla och darmed skdra samma punkter i ett koordinatsystem eller sa kan
linjerna ligga parallellt med varandra och aldrig skéra varandra eller samma punkter.

1.1.4 Dynamisk programvara

Dynamisk programvara tillater anvandaren att bland annat konstruera figurer, grafer och
tabeller. Anvandaren har mojlighet att laborera med figurerna genom att exempelvis dra i ett
horn for att forstora eller forminska.

& Skolverket. It-anvandning och it-kompetens i skolan. s. 6-14.

® Teknikdelegationen. Vandpunkt Sverige : ett dkat intresse for matematik, naturvetenskap, teknik och IKT.
5.79-88.

10 Svenska akademins ordlista, axiom.

' Kiselman & Mouwitz. Matematiktermer for skolan. s. 123.

12 Svenska akademins ordlista, postulat.



1.3 Syfte och fragestallningar
Arbetet syftar till att uppdaga hur matematikundervisningen kommer till uttryck i
grundskolans senare ar och gymnasiet. Arbetet fokuserar pa om, hur och varfor dynamisk
programvara anvands i matematikundervisningen for att illustrera geometri. Uppsatsen syftar
till att besvara fragestallningarna:

e Anvands datorer i matematikundervisningen?
e Hur paverkar dynamisk programvara matematikundervisningen?
e Behovs digitala verktyg i undervisningen for illustration av dynamisk geometri?

1.4 Disposition

Avsnitt tva forklarar metoder som anvénts i skapandet av detta arbete, arbetets metoder
diskuteras samt validitets och reliabilitetsgranskas hér. Det tredje avsnittet behandlar den teori
som arbetet utgar fran, den sociokulturella larandeteorin samt teorin i relation till
undervisning. Det fjarde avsnittet presenteras tidigare forskning fordelat pa nationell
respektive internationell niva. Femte avsnittet behandlar geometri, vilket inleds med nedslag i
matematikens historia som vidare Overgar till den matematik vi anvander idag. Har
presenteras formler, satser och bevis for vissa geometriska objekt och dess egenskaper. Det
sjatte avsnittet presenterar vad kursplanerna uttrycker att eleverna ska ges mojlighet att
utveckla géallande geometri. Har forklaras dven vad dynamisk geometriundervisning innebar.
Sjunde avsnittet sammanfor forskning och fakta i en litteraturanalys. Avslutningsvis i det
attonde avsnittet presenteras slutsatser utifran mina nyvunna erfarenheter samt forslag pa
tillampningar, avsnittet avrundas med summerande slutsatser.



2. Metod

| detta avsnitt presenteras de avgransningar som gjorts under arbetets gang, metoder for val av
material och vilken analysmetod som anvénds for uppsatsen. Slutligen diskuteras
tillvagagangssattet for uppsatsen och resonemang kring alternativa metoder fors.

2.1 Avgransningar

Avgransningar av inriktning pa arbetet har gjorts del i form av en inriktning/férdjupning
baserat pa geometrins omrade. Under geometriavsnittet har dven gallring skett for att i storsta
mojliga man skala ner arbetet baserat pa relevans. Motiveringar till dessa begransningar har
baserats pa den tidigare forskning, teoretisk anknytning samt de kursplaner som anvands i
skolverksamheten idag. Alla figurer i arbetet &r konstruerade i Geogebra, en medveten
avgransning har gjorts pa grund av den tidsmassiga aspekten. Att satta sig in i flertalet
matematiska program hade inte varit genomférbar.

2.2 Materialval

For att finna relevant litteratur har databaser anvénts, dar MathEduc och Education Research
Complete med sokorden; teaching, dynamic geometry, geometry, scaffolding. Annan litteratur
har hittats med hjalp av handledare och sokningar pd Goteborgs universitetshibliotek
respektive Chalmers bibliotek. Sokningar pa gamla uppsatser har medfort att jag hittat mer
relevant litteratur. Skolverket har nyttjas som rapportdatabas, dar Skolverkets egna rapporter
och uppdrag géllande skolverksamheten har hittats.

Programmet Geogebra, utgivet av International Geogebra Institute, har anvants till att skapa
alla figurer i arbetet. Programmet finns att hamta gratis pa internet.

2.3 Analysmetod

Uppsatsen ar en kvalitativ litteraturanalys som utgar fran tva strategier, dels att strategiskt
ordna vad geometri &r, vad dynamisk geometri innebar och vad tidigare forskning resulterat i.
Inom denna strategi ingar aven redogdrelse av den teoretiska anknytningen till arbetet. Den
andra delen baseras pa att kritisk granska for och nackdelar av innehallet och sammanféra det
under resultat.”® Ett delavsnitt utgar frdn det egenproducerade material vilket analyseras for
tillampning i matematikundervisningen.

2.4 Metoddiskussion

Avgransningarna gjordes for att inom tidsramarna hinna fardigstalla uppsatsen med sa tydlig
struktur som mojligt. Stora delar av geometriavsnittet skalades bort for att enbart behalla det
som har relevans till det som lyfts under tidigare forskning och dynamisk geometri. Har har
stora delar av den grundlaggande geometrin slopats eftersom lasaren forvantas ha forstaelse
for det mest grundlédggande.

Jag har konstruerat figurerna i Geogebra for att sjalv fa en djupare forstaelse for programmets
uppbyggnad och anvandningsomraden. Anledningen till att jag valde Geogebra beror pa att
programmet i sig ar anvandarvanligt vid introduktion till elever utan forkunskaper inom
matematiska datorprogram. Geogebra &r ett kostnadsfritt program som kan anvandas online

13 Esaiasson et al. Metodpraktikan. s. 211.



eller laddas hem. Vilket medfor att programmet alltid kan nyttjas i skolverksamheten, som ska
vara kostnadsfri. Andra program som kan anvéandas ar exempelvis Mathematica och Maple
for att konstruera geometriska figurer. Dessa datorprogram kraver mer matematisk forstaelse
samt grundldggande kunskaper inom programmering. Validiteten och reliabilitet tillgodoses
genom aktuell litteratur samt granskning av flertalet kallor som presenterar likadant innehall.
Reliabiliteten kan diskuteras i forhallande till utférandet, dar tillforlitligheten till arbetet hade
hojts med en analys mellan olika dynamiska programvaror i kombination med en
verksamhetsundersokning.



3. Teoretisk anknytning
| kommande avsnitt presenteras arbetets teoretiska anknytning. Inledningsvis introduceras den

sociokulturella larandeteorins grundtankar for individutveckling. Vidare introduceras l&saren
for hur den sociokulturella larandeteorin kommer till uttryck i dagens matematikundervisning.

3.1 Sociokulturell lirandeteori.
| antologin Boken om pedagogerna forklarar S&ljo psykologen Vygotskijs centrala

utgangspunkter gallande den sociokulturella larandeteorin som baseras pa det sociala
samspelet mellan mé&nniskor. Den sociokulturella larandeteorin &r inte en mognadsteori.
Klassiska mognadsteorier utgar fran att elever befinner sig pa olika utvecklingsstadier och om
en elev som undervisas men inte & mogen att ta till sig kunskapen, spelar det ingen roll vad
dennes larare gor. Eleven kommer inte att kunna ta till sig kunskapen forens den egna
mognade har utvecklats. Den sociokulturella larandeteorin ser ldarares handlingar som
betydelsefulla for elevers utveckling, vilket inte &r I8sta utifran olika stadier.*

Vygotskij talar om att det finns fysiska och psykologiska redskap. De fysiska utgdrs av
artefakter som vi skapat, mangden artefakter som vi manniskor omger oss av tenderar att 6ka
ju langre fram i historien vi kommer. Dér den sociokulturella utvecklingen har medfért nya
och forbattrade verktyg anpassade till behoven i samhallet. Inom den sociokulturella teorin
paverkar detta var utveckling och inlarning. Det viktigaste psykologiska redskapet ar spraket,
vilket ménniskan anvander for att bli delaktig och delta i det sociala samspelet och verkar som
lankar mellan samhallet och individen men dven som lank mellan den inre och yttre
manniskan. Spraket skapar mojligheter for manniskan att forstd och interagera med sin
omvarld." Det & med hjalp av sprdket som sma barn inledningsvis blir delaktiga med
omgivningen och i det sociokulturella samspelet. Enligt VVygotskij ar skolan den plats som
elever ges mojligheten att komma i kontakt med de delar av samhallet som de annars inte
moter i vardagen. Till exempel kan smala begrepp breddas utifrdn det kommunikativa motet
med andras uppfattningar.*®

Saljo skriver om Vygotskijs fundamentala tankar gallande barns utveckling i samspelet med
andra, dar manniskan konstant befinner sig i ett utvecklingsstadium. Nér vi tar till oss nya
kunskaper i samspelet och gor kunskapen till var egen benamns ofta som appropriering. Nar
en manniska utvecklar den egna kunskapen utgar individen ifran det hon redan kan och vet
nér hon tar till sig nya kunskaper och approprierar dessa. Vygotskij forklarade utvecklingen
hos ménniskan genom olika zoner; Den zon som individen befinner sig i hdr och nu vad
géllande kunskap och kompetens. En zon som berdr framtida kompetens, vilket &r kunskap
som kan uppnas med hjalp av stéd. Mellan dessa tva zoner finns den proximala
utvecklingszonen, vilken beskrivs som avstandet till nyforvarvad kunskap. Vilket baseras pa
det individen kan klara pa egen hand, utan stod fran andra och vad individen kan klara med

Y Forsell. Boken om pedagogerna. s. 165.
1> Forsell. Boken om pedagogerna. s.163f.
18 Forsell. Boken om pedagogerna. s.168ff.



hjalp av stod fran mer kompetenta manniskor. Nar individen klara av att utfora uppgiften pa
egen hand innebar det at individen approprierat kunskapen till sin egen.*’

3.2 Sociokulturellt larande teori i undervisningen

Roger Saljo beskriver, i boken Larande i praktiken, hur inlarningen sker utifran ett
sociokulturellt perspektiv. Enligt Roger S&lj6 befinner sig idag skolverksamheten i ett
forandringsskede, dar den traditionella lararcentrerade undervisningen successivt forlorar sin
stallning. Istallet tar undervisning med tekniska verktyg som pedagogiskt redskap upp
utrymme i undervisningen. Séljo belyser att de redskap som tillkommer i manniskors vardag
aven paverkar var relation till omvérlden. | och med att redskap tillkommer medfor detta att
kraven pa vad vi ska forstd, och kunna anvanda, hela tiden hojs. Den traditionella
undervisningsmetoden handlade ¢vergripande om att eleverna delgavs information vilket har
overgatt till att eleverna ska skapa praktiska erfarenheter utifran kunskaper, kunskaper som
ska vara anvandbara for dem i framtiden.*® Vidare skriver Saljé om paverkan av nya redskap i
samhallet. En diskussion som praglats av en part som tror pa stora pedagogiska omstallningar
och framsteg med hjélp av redskap och en annan part som glorifierade redskap vilket hotar de
manskliga larformerna vilka utmarks av tyst kunskap, instinkt och mansklig kansla. Utifran
det sociokulturella perspektivet handlar alltmer om att kunna beharska och kanna fértrogenhet
med artefakter i vardagen.™

7 S4lj6. Larande i praktiken. s. 248.
18 S4lj6. Larande i praktiken. s. 239f.
19 S41j6. Larande i praktiken. s. 248.



4. Tidigare forskning
| detta avsnitt presenteras den tidigare forskning som relaterar till arbetets syfte. Inledningsvis
presenteras nationell forskning, darefter kommer den internationella forskningen presenteras.

4.1 Nationell forskning

4.1.1 Regeringsuppdrag samt respons

| slutet av ar 2008 formulerades ett regeringsuppdrag till Skolverket. Uppdraget innefattar att
Skolverket ska framja utvecklingen av Informations- och Kommunikationsteknik (IKT) i
skolverksamheten samt &ven framja anvandningen av IKT. Regeringsuppdraget framhéver
aven att Skolverket ska bedéma och utvardera verksamheters behov av utveckling inom den
egna verksamheten dar l&rarnas anvandning av IKT skall kartldggas. Den anvandning som ska
belysas ar anvandning i pedagogisk mening dar syftet ar att utveckla undervisningen.?® Denna
rapport utvarderade verksamheten i relation till de da aktuella laroplanerna (Lpo 94/Lpf 94).

Skolverkets resultatrapport visar pa att manga svarigheter baserades pa tillgangen till datorer
och support vid problem med datorer. Varken grundskolor eller gymnasieskolor kan
uppratthalla en standard som gor att tekniken kan anvandas som ett pedagogiskt verktyg. |
vidare utvardering lyfter Skolverket att vid revidering av de befintliga styrdokumenten
kommer det att integreras digital kompetens samt tydliggtra begreppet digital kompetens for
skolverksamheten.?

Under 2012 gjordes ytterligare en uppféljning av Skolverket gallande anvandningen av
digitala verktyg. Resultatet visar pa att det ar mycket som har forandrats i skolverksamheten
vilket framst beror tillgangen pa tekniska redskap. Dar antalet datorer per elev har nastan
halverats vid jamforelse med antalet &r 2008. Aven lararnas tillgang till egna datorer har
markant 6kat, enligt uppféljningen 2012 har néstan alla gymnasieldrare en egen dator. Ar
2008 saknade en fjardedel av alla gymnasielarare tillgang till en egen dator.?” | rapporten
sarstalls omraden som inte har utvecklats under tidens gang, daribland namns elevernas satt
att arbeta med datorer. Datorerna anvands framst for att soka information och for att
producera text. Nar det kommer till anvéndningen inom de olika skoldmnena &r
anvandningsfrekvensen lag inom manga amnen. Inom matematiken ar det fortsattningsvis
ovanligt att eleverna anvénder sig av datorer under lektionerna.

Vid unders6kningen som gjordes 2008 uppgav 90 % av eleverna att de séllan eller aldrig
anvander sig av it pa matematiklektionerna. Eleverna som tillfragades gar i arskurs 7-9 eller
pa gymnasiet. Rapporten visar dven pa de pedagogiska program som finns att tillga pa
skolorna, dar de vanligaste programmen ar skapade for att anvandas som pedagogiskt verktyg
for antingen matematik, sprak eller for att redigera ljud och/eller bilder. Av de deltagande
skolorna har 40 % matematiska program som &r tillgangliga for larare och elever, for de
kommunala gymnasieskolorna ligger siffran pa 70 %.

% Regeringsuppdraget. Dnr 84-2008:3780.

2! skolverket. Redovisning av uppdraget att beddma verksamheters och huvudméns utvecklingsbehov avseende
IT-anvandningen inom forskola, skola och vuxenutbildning samt ge forslag pa insatser.

22 Skolverket. Skolverket. It-anvandning och it-kompetens i skolan.



4.1.2 Vindpunkt Sverige

Ar 2010 gavs Vandpunkt Sverige ut, vilket & en undersékning konstruerad av
Teknikdelegationen. Undersokningen har skapats i samforstind med regeringsuppdrag
géllande att skapa ett utdkat intresse for matematik, naturvetenskap, teknik och IKT. Hela
skolverksamhetens uppdrag beskrivs som att eleverna ska utbildas i takt med samhéllets
utveckling. Eleverna ska ges en grundldggande kompetens inom matematik, naturkunskap,
teknik och IKT samt ska undervisningen skapa ett intresse for eleverna, i sadan utstrackning
att de vill utbilda sig inom omradena.?®

Teknikdelegationen framhdver problematiken i den svenska skolans resultat i nationella
jamforelser, problematiken bygger pa bland annat att teknikkompetensen aldrig mats i PISA
eller TIMSS. Analys av den svenska undervisningen, i relation till TIMSS-resultatet 2007 i
matematik, visar pa att den inte lever upp till de &mnesspecifika kunskapskraven. Svenska
elever har framst problem med den kontextuella forstaelsen, dar ett grundproblem bestar i att
lararna framst lotsar eleverna genom laroboken utan att 6va pa kommunikativa och analytiska
forméagor.?* Teknikdelegationen framhaver ytterligare mojligheter till forbattringar inom
matematikundervisningen, dar hansyn till elevernas behov och intresse bor beaktas. Amnet
bor diskutera om och hur tillampningar i samhéllet kan ske inom olika omraden och
fundamentala vetenskapliga samband och dess begransningar.

| teknikdelegationens undersdkning granskas den svenska lararutbildningen. Information till
granskningen utgar ifran en undersokning utford av Hogskoleverket 2007. Hogskoleverkets
rapport tyder pa bristande innehall for matematiklarare. Bristerna pekar bland annat pa daliga
forkunskaper hos lararstudenterna, bristande matematikdidaktik och ?° "avsaknad av viktigt
innehall, t.ex. problemldsning, modellering, anvandning av digitala och laborativa hjalpmedel,
genus och matematik, attityder till matematik, matematiksvarigheter, matematikhistoria.”?

4.2 Internationell forskning

4.2.1 TIMSS Advanced 2008

TIMSS Advanced 2008, ar en internationell jamforande studie som gjorts i tio lander.
Elevurvalet baserades pa elever som gatt naturvetenskapligt — och tekniskt program, eleverna
hade l&st minst matematik D respektive fysik B. Syftet med provet var att méta kunnande och
kognitiva formagor.

Matematiken ar uppdelad i tre omraden; algebra, differential- och integralkalkyl samt
geometri. Omradet Geometri innefattar bland annat problemlésning med geometriska figurer i
tva och tre dimensioner, skarningspunkter i koordinatsystem samt vektorer. Geometriomradet
utgor 30 % av matematikdelen.

| TIMSS Advanced 2008 definieras de kognitiva formagorna i tre delar;

2 Teknikdelegationen. Vandpunkt Sverige — ett 6kat intresse fér amtematik, naturkunskap, teknik och IKT. s. 79.
** Ibid. s. 85-88.

% Ibid. 5.91-99.

% Ibid. s. 100.



e Kunna; dar ingar de fakta, begrepp och procedurer som eleverna behéver kunna.

e Tillampa; ser till elevernas formdga att anvéanda sitt kunnande och den egna
begreppsforstaelsen vid problemldsning.

e Resonera; ”gér bortom att 16sning av rutinproblem for att omfatta obekanta situationer,
komplexa sammanhang och problem i flera steg.?’

Provet har konstruerats med ett poangsystem for att utvéarderas landerna emellan.

| resultat av TIMSS Advanced 2008 gar det att utldsa att Sverige ligger under det
internationella genomsnittet. Specificerad granskning av matematikdelen féljer samma
monster dar det totala resultatet av de tre matematiska omraden ligger under det
internationella snittet. De kognitiva formagorna ligger dven dem under det internationella
genomsnittet, dar de svenska eleverna uppdagas som relativt svaga nar det handlar om
formagan att kunna men starkare nar det handlar om att resonera.?® Omrédet geometri visar att
I6sningsproportionerna for de svenska eleverna, som l0st uppgifterna, &r 32 % kontra det
internationella snittet 42 %. Vidare undersoker TIMSS Advanced 2008 hur
matematikundervisningen upplevs och har genomforts. Larare som undervisar i matematik har
fatt besvara fragor angaende hur forberedda de anser sig vara inom olika delomraden i
matematikkurserna. Vid frdgor angaende geometri uppger svenska larare att det finns flera
moment som de kanner sig mindre forberedda pa i sin undervisning. Bland dessa patalas
egenskaper hos geometriska figurer samt cirklars egenskaper i ett ortogonalt koordinatsystem.

4.2.2 Dynamisk programvara i undervisning

En forskningsartikel skriven av Anthony Dove och Karen Hollenbrands behandlar elevers
inlarning vid arbete med program som illustrerar dynamisk geometri. Studien utgar fran tre
larare som undervisade pa high school (elever i aldrarna 14-18) i samma omrade. Skolorna
som de arbetar pa ingar i ett 1:1 projekt, vilket innebar att alla elever har varsin laptop till sitt
forfogande. Ldrarna undervisade i geometri dagligen. Studien grundar sig i den
sociokulturella larandeteorin med scaffolding i fokus. Vilket baseras pa vad en elev kan och
vad denne kan lara sig med hjalp av stod fran nagon annan. Dove och Hollenbrands forklarar
scaffolding, vilket enligt dem kan delas in i tva kategorier. Den férsta kategorin Soft innebar
den typ av support som ldraren kan bidra till studenterna under tiden de arbetar med
problemet. Den andra kategorin namnges Hard, vilket innebér den handledning eleverna kan
fa i forvdg, innan de ska arbeta med uppgiften. Dove och Hollenbrands studie fokuserar
framst p& Soft-kategorin.”®

Efter varje lektion intervjuades lararen om lektionen de precis genomfort. Intervjun
fokuserade pa lektionsplanering, forvantad inlarning hos eleverna, lararens egen reflektion
och eventuella forandringar till nésta tillfalle samt hur tekniken anvandes under lektionen.
Resultatet fran studien visar pa att lararna ibland upplevde det som att de maste sldppa

27 Skolverket. TIMSS Advanced 2008: svenska gymnasieelevers kunskaper i avancerad matematik och fysik i ett
internationellt perspektiv s. 20ff.

% Skolverket. TIMSS Advanced 2008. Svenska gymnasieelevers kunskaper i avancerad matematik och fysik i ett
internationellt perspektiv. s. 37f.

» Dove & Hollenbrands. Teachers’ scaffolding of students’ learning of geometry while using a dynamic
geometry program.
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kontrollen i klassrummet for att utrymme till samtal och rérelse. Fordelar som uppdagades var
att eleverna utforskade mojligheter, experimenterar, soker nya vagar och testar egna teorier i
sammanhanget. Elevsvaren pa uppgifter blev fler, dir eleverna hade egna ’kriterier”.
Resultatet tyder ocksé p& att lararna anvander sig mest av studentcentrerad scaffolding.*

4.2.3 Mojligheterna till larande i matematik

| en avhandling skriven av Lill Engstrém utvarderas anvandningen av dynamisk programvara
i undervisningen. Elevernas inlarning i relation till dynamisk programvara star i fokus.
Urvalet av larare var ej slumpmassigt utan baserades pa att lararna skulle ha last minst tre
terminer universitetsmatematik samt ha arbetslivserfarenhet. Lararna skulle ha ett eget
intresse for att vilja anvanda ett datorprogram i undervisningen. Totalt deltog tre larare varav
en undervisar i Schweiz och tv undervisar i Sverige.**

| resultatet av studien framgar det att lararna anser att dynamiska datorprogram tillfor
elevernas forstaelse, tva av lararna anser att berdkningar i boken anda ar av storsta vikt i
sammanhanget. Gemensamt for l4rarna r att alla tre anser att undervisning med dynamiska
program tillfor eleverna nyfikenhet, vilja att experimentera samt skapar forstaelse och
upptacker samband. Vidare lektionsstudier som behandlar likformighet forklaras arbetssattet
dar en av lararna inleder med en muntlig genomgang av vad eleverna ska gora.
Lektionsanalysen beskriver att eleverna i forhand vet vad svaren ska bli och darmed minskas
utrymmet for reflektion.

| avhandlingen analyseras lararnas undervisning genom hur programvaran anvands och vilka
tillampningar som uppdagas. En av tre larares elevuppgifter uppmanar eleverna till att
experimentera och undersoka pa eget initiativ, en av lararna har fa uppgifter som bygger pa
elevens egen utforskningsformaga. Den tredje lararen konstruerade framst uppgifter som var
mer slutna och fardigformulerade vilket lamnade mindre utrymme for eleverna att
experimentera. Den sistnamnde ansag att anvandning av boken och berékningar ar det
viktigaste i matematikundervisningen medan de Gvriga ansag att datorn var ytterligare ett
verktyg for att bredda forstaelsen. Lararnas uppfattning om elevernas kunnande genom
datoranvandning skiljer sig at, tva av tre larare framhaver eleverna som mer kreativa nar de
undersoker samband samt att de utvecklar begreppsforstaelsen. Den tredje lararen beskriver
elevers utveckling genom forhdjd motivation och tilltro till sig sjdlva samt att de hittar
samband. *

30 H
Ibid.
#1 Engstrom. Méjligheter till larande i matematik — Larares problemformuleringar och dynamisk programvara.
s. 83f.
% Ibid. s. 168-176.
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5. Nedslag i geometrins historia

| detta avsnitt kommer en redogorelse av vad geometri ar samt nedslag i geometrins
utveckling. Framst kommer det som dar vasentligt i relation till uppsatsens syfte och
fragestéllningar att redogoras. Inledningsvis beskrivs delar av geometri ur ett historiskt
perspektiv, vilket Overgar till hur den matematik vi anvander idag konstruerades.

5.1 Geometri i historien

Ordet geometri kommer fran det grekiska ordet gedmetri’a, som Gversatt betyder
lantmatarkonst.*® Geometri handlar om att inforskaffa kunskaper om och hur geometriska
figurers egenskaper kommer till uttryck i ett rum. For att forsta figurernas egenskaper behévs
begreppsforstaelse om vad ett objekt ar, vad ett axiom innebar och forstaelse for definitioner.

De aldsta skrifter som beror geometri har sitt ursprung frdn Mesopotamien och Egypten. **
Mesopotamien var ett land som lag mellan floderna Eufrat och Tigris och namnet
Mesopotamien syftade framst till den norra delen av detta omrade och den sodra delen
bendmndes Babylonien.* De b&da omré&dena tillhér i modern tid Irak.

Det finns vélbevarade historiska lertavlor fran Babylonien som vittnar om det matematiska
anvandandet. Dessa tavlor kommer framst fran tva tidsperioder, déar de aldsta ar fran cirka
2000 f.Kr. och flertalet kommer fran nagon gang mellan 600 f.Kr. och 300 e.Kr. Det
Babyloniska numeriska systemet ar uppbyggt pa basen 60.

Babyloniernas anvandning av geometri uppmarksammas inte i nagon vidare utstrackning. Dar

manga geometriska problem formulerades som algebraiska problem. Bevarat fran epoken som
2

tyder pa geometriska berakningar ar formeln for att berakna cirkelarea: A = i—z , dar c star for

omkretsen. Denna formel utgér fran anvindning av 3 istillet for 7.%° Nedan visas exempel pé

en berékning av en cirkels area med ett babyloniskt narmevérde pa m respektive modern tids

varde.

Areaberakning pa en cirkel med radien 4 langdenheter och = 3:

Omkretsen: 2nr=c— 2-3:-4 =24

242 576
12 12

2
Area: i—z =A4- = 48 areaenheter.

Areaberakning pa samma cirkel med moderns tids varde pa 1 (3,14159265 ... )37:

Area: 4% ~ 50,265 areaenheter.

% Nationalencyklopedin, geometri.

¥ Katz. A history of mathematics s.10.

% Nationalencyklopedin, Mesopotamien.

% Kline. Mathematical thought from ancient to modern times. s.4-11.
¥ Wolframalpha, T.
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Den Egyptiska civilisationen existerade redan innan 4000 f.Kr. och det finns papyrus fran
1700 f.Kr. som vittnar om berakningsproblem och Isningar till dem. Egypternas berakningar
utgar fran basen 10. Berakningar av geometriska problem sarstalls aldrig fran aritmetiska, och
geometrin anvands som ett redskap for berdkning av praktiska situationer. Dock framgar det
att Egyptierna har utvecklat den babyloniska berékningen av cirkelarea, till den mer exakta

2
formeln: A = (%) , dar d star for diameter. Berakningen innebar att narmevardet 3,1605

anvands istéllet for n. Egypterna hade aven formler for att berdkna volymen for cylindrar,
kuber och andra geometriska figurer.

Areaberakning pa en cirkel med radien 4 langdenheter och T = 3,1605:

Area: (%)2 =A- (@)2 == 50,568 areaenheter.

9 81

De grekiska framstegen och kunskaperna finns det betydligt mer dokumentation fran jamfort
med babylonierna och det gamla egyptiska samhéllet. Den grekiska civilisationen kom att
ersatta stora delar av det hieroglyfiska skrivsystemet med det feniciska alfabetet. Det finns
dokumentation som vittnar om att grekerna hade ett kunskapsutbyte med Egypten och
Babylonien.®® Thales, (ca 625-545 f.Kr.) fran Miletos, anses ha influerat den moderna
vetenskapen genom sin syn pa att det manskliga fornuftet kan forklara allting i omvarlden och
gudarna behdvs inte for att finna svaren. Han ansag att vatten var ursprunget till allt liv

Pythagoras (ca 570-497 f.Kr.) var en grekisk matematiker och filosof som anges som
upptackaren av det matematiska sambandet mellan en spelstrangs langd och hojden pa tonen.
Upptackten tillforde stor tro pa att allting i omvérlden kan beskrivas genom matematiska
berakningar. Aven om Pythagoras sjilv inte stod for iakttagelsen om relationen mellan tva
kateter och hypotenusa i en ratvinklig triangel, har han fatt Pythagoras sats uppkallat efter
sig.%

5.2 Euklides och Euklidisk geometri

Euklides kanda verk Elementa fran cirka 300 f.Kr. Elementa bestar av tretton bocker som ger
bevis for de da befintliga matematiska satser genom resonemang och definitioner. | bockerna
finns inga exempel, berakningar eller berakningar p& bevisen.** De sex forsta bockerna
behandlar plangeometri, i den forsta av dessa bocker definieras de fem forsta postulaten som
betonar vad som bor antas som sjéalvklart:

o Det forsta postulatet sager att det mellan tva punkter gar att dra precis en linje.

e Det andra postulatet séger att om vi har en andlig rét linje och férlanger den, kommer
den fortsétta vara en rét linje.

% Kline. Mathematical thought from ancient to modern times. s. 16-24.
% Nationalencyklopedin, Pythagoras.
%0 Katz. A history of mathematics. s. 36ff.
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e Det tredje postulatet sager att det gar att rita cirklar med valfri medelpunkt och
godtycklig radie.

e Det fjarde postulatet sager att alla rata vinklar &r lika stora.

e Det femte postulatet (parallellpostulatet) sager att om tva rata linjer skars av en tredje
rét linje, och de inre vinklarna ar mindre ar 180°, sa kommer de tva réta linjerna, om
de forlangs obegransat, att skara varandra. Detta kommer att infalla pd samma sida
som de tva inre vinklarna ligger.** Se exempel nedan dér  + 8 = 48° 4+ 123° = 171°
och dérav ses 171° < 180°, vilket innebér att linjernas forlangning (de streckade
linjerna) skar varandra.

Figur 1. Parallellpostulatet

Den Euklidiska geometrin bygger pa de fem forsta postulaten och verkar i det Euklidiska
rummet.*> Det Euklidiska rummet ar ett vektorrum som innefattas av en inre produkt
(skalarprodukt) och stracker sig Over de reella talen. Med hjalp av skalarprodukten kan
vinklar och avstand beraknas pa vektorer.*®

Bok sju till och med nio behandlar talteori i Aristoteles anda. | den elfte och tolfte boken
behandlas geometriska objekt i ett tredimensionellt rum. Slutligen i den trettonde boken
definieras platoniska kroppar.** Manga satser och begrepp som idag anvands i
skolverksamheten aterfinns i Euklides Elementa. Innehallsméassigt presenteras de
geometriska, de talteoretiska och de algebraiska kunskaper som uppdagats under de trehundra
&ren innan.*® Euklides Elementa anvandes som skollitteratur dnda fram till slutet av 1800-
talet.*®

5.3 Satser som bygger pa likformighet
Likformighet inom geometrin bygger pa parallellpostulatet och innebar bland annat att figurer
har likadan form men i olika skalor. Likadan form for tva eller fler figurer innebéar att det

*! Nationalencyklopedin, geometri.

* bid.

** Nationalencyklopedin, euklidiskt rum.
“ Katz. A history of mathematics. s. 36ff.
** Nationalencyklopedin, geometri.

*® Euklidisk geometri. [Kompendie].
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finns lika stora vinklar i ett motsvarande horn. Exempelvis ar tva kvadrater alltid likformiga.
Vid matematisk berakning av likformighet tillkommer villkor for att avgéra huruvida tva
figurer &r likformiga. Alla vinklar i en figur ska motsvara en unik vinkel i den andra figuren,

da vet vi att dessa ar likformiga. For att avgora om tva trianglar, ABC och DEF, &r likformiga

BC

géllet det att strackorna % === %. Vilket innebdr att kvoten mellan motsvarande strackor

i triangeln ABC och i DEF skall te sig lika stora. Likformighet kan baseras pa vinklar, vilket
hérleds genom att £A = «2D, 2B = £E respektive £C = £F.

Det finns satser vars bevis bygger pa egenskaper hos likformighet, daribland aterfinns
Pythagoras sats, bisektrissatsen samt kordasatsen.

5.3.1 Pythagoras sats
Enligt Katz &r det svart att for lasaren att tidigt se sammanhanget av Euklides Elementa.

| slutet av den forsta boken av Elementa, bevisar Euklides Pythagoras sats och det ar forst da
som helheten av boken uppdagas for lasaren. Innehallet bygger genomgaende upp till detta
bevis, i den forsta boken under postulat 47 star foljande: “PROPOSITION I-47. In right-angeled
triangels, the square on the hypotenuse is equal to the sum of the squares on the legs.”*" Citatet
beskriver Pythagoras sats dar en ratvinklig triangel, aterges hypotenusan i kvadrat av summan
av kateterna i kvadrat enligt formeln a% + b? = ¢2.

Figur 2. Pythagoras sats

Pythagoras sats kan illustreras genom att skapa kvadrater vars sidor utgor de bada kateterna
respektive hypotenusan, se Figur 3. Vi vill berdkna langden pa hypotenusan med hjalp av
kateter. Kvadrat A har en area pa 2 areaenheter, for att fa langden pa en av kvadratens sidor:

VA=12
Eftersom sidlangden &ven utgor katet a fas:
VA=\Z=a

Vid insattning i Pythagoras sats ersatts a med det kanda vérdet enligt foljande:

" Katz. A history of mathematics. s. 38
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Pythagoras sats: a’ + b? = ¢?
Kant varde ersatter a: V2© + b2 = ¢?

2+ b%=c?
Fortsattningsvis beraknas langden pa katet b enligt samma metod.

Berakning pa exemplet ger:
VZ +43 =2
2+3=c?
V2+3=c
V5=c

Vilket vi kan se stammer i det fallet nedan. Dar kvadraten C har en area pa 5 areaenheter och
hypotenusans langd utgérs av /5.

-

.

Figur 3. lllustration Pythagoras sats

Observera att detta endast &r en av manga varianter att illustrera Pythagoras sats pa.

5.3.2 Bisektrissatsen

En bisektris delar en vinkel mitt i tu. Vi forutsatter att varje vinkel i en triangel ska delas av en
bisektris, med andra ord kommer alla tre vinklar att delas av varsin bisektrislinje. For en
godtycklig triangel ABC dras en bisektris mellan strdckorna AB och AC, se Figur 4.

Forhallandet mellan triangeln ovanfor bisektrisen och den under triangeln kommer erhallas
genom:
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AB _BD
AC  CD

For att bevisa bisektrissatsen forlangs bisektrisen till en punkt E. Punktens placering bestdms i

det har fallet av strackan AB, sa att strackan AB = BE.

Nu aterfinns vertikalvinklar sadana att @ = B och allting ovanfor bisektrislinjen utgor en
likbent triangel, alltsd vet vi basvinklarna y = §. Tva motsvarande vinklar aterfinns vilket
medfor att trianglarna ar likformiga och darmed fas forhallandet mellan strackorna:

AB _BD
AC  CD

Figur 4. Bisektrissatsen

5.3.3 Kordasatsen

En korda ar en rét linje som gar mellan tva punkter pa en cirkelbage eller pa en kurva. Vid
berékning med kordor anvénds likformighet hos trianglar for att finna en Idsning. | Figur 5 ses
tva kordor, AB och CD, inritade i cirkeln. Kordornas langd kan beraknas genom kordasatsen
som sdger: a - b = c¢ - d. Déar produkten av delarna i den ena kordan ar lika med produkten av
den andra kordans delar.

For att bevisa kordasatsen konstaterar vi forst att det finns vertikalvinklar, vilket innebar de
motstaende vinklarna ar lika stora dar tva linjer skar varandra. Alltsa fas a = .

For att kunna anvanda likformigheten hos trianglar ritas ytterligare tva kordor, e och f in.
Samtliga kordor konstruerar nu tva trianglar i cirkeln.

| triangeln som bestar av sidorna a, ¢ och e fas nu en vinkel y. Eftersom att randvinklar som
ligger pa samma cirkelbage &r lika stora fas dven en motsvarande vinkel i den andra triangeln.
| och med att bada randvinklar ligger pa samma cirkelbage fas y = «.
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Nu har vi tva lika stora vinklar i de bada trianglarna vi kan darmed dra slutsatsen att de bada
trianglarna &r likformiga. Detta medfor att dven den tredje vinkeln i respektive triangeln
kommer att vara lika stor och likformighet ger:

Figur 5. Kordasatsen

5.4 Icke-euklidisk geometri

Under slutet av 1800-talet gjordes granskningar av Elementas validitet. Den icke-euklidiska
geometrin kom till genom tvivel gentemot Euklides femte postulat, det postulat som berér de
parallella linjernas egenskaper. Euklides sjélv forsokte langt tidigare att med hjalp av de fyra
forsta postulaten bevisa det femte men utan framgdng.*® Under 1700-talet uppticktes
hyperboliska satser men det drojde till 1820-talet innan den hyperboliska geometrin
utvecklades till att bli en sjalvstandig gren inom geometrin.*®

Det femte postulatet har under arhundraden intresserat matematiker, som har forsokt att
bevisa postulatet utifran de fyra forsta postulaten. En italiensk matematiker vid namn
Giovanni Girolamo Saccheri forsokte bevisa parallellpostulatet genom motséagelsebevis,>
vilket han ansag sig ha gjort och gav ut en avhandling men titeln Euclides ab omni navo
vindicatus. Beviset utgar fran en fyrhorning vars vinklar antas vara trubbiga och visade att
antagandet leder till en motségelse.”* Johann Lambert kom senare att studera Saccheris arbete

“® Kline. Mathematical thought from ancient to modern times. s. 868-880.
*® Nationalencyklopedin, geometri.

%0 Katz. A history of mathematics s. 476ff.

*! Nationalencyklopedin, geometri.
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i ett forsok till att vidareutveckla resonemanget. Hans arbete om parallellpostulatet, Theory of
Parallell Lines, fardigstalldes 1766 men publiceras inte under Lamberts livstid.
Anmarkningsvarda upptackter som Lambert bidrog med var bland annat formeln for att
berakna hyperboliska trianglar.>? Det dréjde till 1786 innan Lamberts arbete publicerades.*®

Ett antal matematiker kom pda, oberoende av varandra, att alla forsok till att I6sa
postulatproblemet berodde pa att det egentligen inte var I6sbart. Bland annat gar det att bygga
hyperbolisk geometri med hjélp av de fyra forsta postulaten eftersom det finns oandligt med
parallella linjer till varje linje. Tre matematiker namns aterkommande i sammanhanget; Carl
Friedrich Gauss, en man som aldrig kom att publicera sina upptackter. Nikolaj Ivanovitj
Lobatjevskij och Janos Bolyai skrev oberoende av varandra om icke-euklidisk geometri, dock
fick ingen av dessa man nagon uppskattning for sina verk under livets gang. Inte langt efter de
bada mannens bortgang, pa 1860-talet kom matematiker forsta och uppskatta Lobatjevskij och
Bolyais matematiska framsteg.>* Den hyperbolisk geometri involverar ménga egenskaper som
aven aterfinns i Euklidisk geometri, skillnaden ligger i de satser som bygger pa
parallellpostulaten. I den hyperboliska geometrin &r varje plan sadelformat och till en given
linje finns det mer &n en parallell linje genom en given punkt. Vid berakningar pa trianglar
inom den hyperboliska geometrin framtrader tydliga olikheter i egenskaperna. Tva trianglar
som klassas som hyperboliska och har motsvarande lika stora vinklar &r da kongruenta med
varandra. Inom den hyperboliska geometrin talar man inte om likformighet utan figurerna ar
kongruenta. Hyperboliska trianglar har dven andra egenskaper nar det kommer dess
vinkelsummor, vilken & mindre &n eller véldigt nara 180°. Om de hyperboliska trianglarna
forstoras sa kommer s kommer vinkelsumman att ga mot noll. Triangelarean kan beraknas
genom:

T
180°

( )Y k? (180°— A — B — ()
L
V=k
hyperboliska planet. Utmarkande for dessa trianglar &r att sidorna har en bdjning.*®

Dar A, B och C é&r triangelns vinklar och k = dar k <0 ar krokningen av det

Figur 6. Hyperbolisk-, elliptisk- och euklidisk triangel

%2 Katz. A history of mathematics. s. 392ff.

%% Nationalencyklopedin, geometri.

> Euklidisk geometri.[Kompendie]

% Kline. Mathematical thought from ancient to modern time. s. 868-880.
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Den elliptiska geometrin tillnér den icke-euklidiska geometrin. Arean for en triangel, inom
elliptisk geometri, ar summan av dess sidor subtraherat med 7. Alltsa areaberékning pa en
triangel ABC: A+ B+ C— m. Inom elliptisk geometri finns inga parallella linjer och alla
icke-parallella linjer skdr varandra i precis en punkt. Trianglar inom elliptiska geometrin har
en vinkelsumma som &r storre &n 180°.

Den absoluta geometrin baseras pa de fyra forsta postulaten i Euklides Elementa, men bygger
inte pa nagot postulat som berdr parallella réata linjer. Med andra ord s paverkas inte den
absoluta geometrin av Euklides femte postulat eller det hyperboliska parallellpostulatet och
medfor att satser géller i det hyperboliska rummet likvél som i det euklidiska rummet.

5.5 Projektiv geometri

| borjan av 1600-talet uppfanns teleskopet och mikroskopet vilket gav upphov till nya
matematiska problem. Detta eftersom att projektionen av uppfinningarnas linser gav nya
avbildningar. Helt plétsligt kunde inte de gamla grekernas kunskaper generalisera omvarlden
s& till nastan varje sats lades en specifik metod till.*® Den projektiva geometrin skiljer sig fran
den euklidiska geometrin bland annat genom att det inom projektiv geometri inte finns nagra
parallella linjer och det projektiva planet ar en begransad yta, vars avgransning baseras pa
punkterna i planet.

Andlig geometri, aven kallad Desarguesk geometri, tillhor den projektiva geometrin. En
sjalvlard man vid namn Girard Desargues (1591-1661) blev publicerad i en bilaga i boken
Maniére universelle de M. Desargues, pour pratiquer la perspective. Denna text kom att bli
grunden till det vi idag bendmner som metoder for projektiv geometri. Desargues sats hévdar
att tva trianglar med en gemensam ursprungspunkt, O, kommer ha sina sidférlangningar pa
gemensamma punkter. Dessa punkter kommer att ligga pa en gemensam linje. Detta kan
illustreras genom att det fran O, objektsperspektivet till triangeln ABC kommer att skapa en
projektion av triangeln A’B'C’. Sjéalva satsen statuerar att: Paren motsvarar en projektion
enligt: AB och A'B’, BC och B'C’ samt CA och A'C’.

Om man ser till de tre rata linjerna som mots i O, pa linjerna aterfinns A och A’ pa en av de
réta linjerna, B och B’ pa en linje respektive C och C’ pa en linje, se Figur 7.

Sidorna AC och A'C' métsi P
AB och A'B' métsi Q
BC och B'C' mé6tsi R

Punkterna P,Q,R ligger pa en réat linje. Och denna sats ar sann om trianglarna ligger pa
samma eller i olika plan. Vilket Desargues bevisade att teoremet &r applicerbart i bade tva och
tre dimensioner. *’

% Kline. Mathematical thought from ancient to modern time. s. 285ff.
*" Ibid. s. 287-291.
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Figur 7. Desarguesk sats

Affin geometri anses vara undersokningar mellan den Euklidiska geometrin och den
projektiva geometrin. Exempelvis genom analys av en godtycklig rat linje sammansatt med en
translation. Satser for affin geometri &terfinns i den forsta boken av Euklides Elementa.®®
Affina avbildningar anvénds exempelvis vid matrisberakningar, dar om det finns en matris A
och en vektor b sa ar f en affin avbildning enligt f(x) = Ax + b.

%8 Nationalencyklopedin, geometri.
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6. Geometrii undervisningen
| detta avsnitt beskrivs innehallet i kursplaner for matematik i grundskolan respektive
gymnasieskolan. Darefter forklaras laborativ undervisning med fokus pa dynamisk geometri.

6.1 Kursplaner
| de aktuella kursplanerna for amnet matematik for gymnasiet (Gy 11) respektive grundskolan
(Igr11) tydliggors de formagor som eleverna ska utveckla under utbildningens gang.

| grundskolan ska eleverna ges mojligheten att utveckla fem matematiska formagor. De fem
formagorna innefattar bland annat att eleverna ska kunna I6sa problem genom att vélja
I6sningsmetoder och kunna vérdera de metoder och strategier de valt. Eleverna ska utveckla
formagan att anvanda och att analysera matematiska begrepp och vilka samband som finns
mellan olika begrepp. Eleverna ska ocksa ges mojlighet att utveckla férmagan att fora och
folja resonemang samt kunna foéra matematiska samtal och argumentera for berékningar. Det
centrala innehallet i kursplanen for matematik for grundskolans senare ar (7-9) beskriver vad
undervisningen ska strava mot, dar varje elev ska fa individuellt stod for att utdka den egna
kunskapen. Specifikt for geometri ska eleverna undervisas for att utdka kunskapen géllande
geometriska objekt, objektens egenskaper, hur dessa konstrueras och metoder for berdkning
av area, volym och omkrets. Eleverna ska aven undervisas med avseende pa skala for tva
respektive tredimensionella objekt, likformighet och fordjupande kunskap om satser och
formler som berér de geometriska objekten.*®

Gymnasiets formagor utokas ytterligare med bland annat beddmning av resonemang samt
kunna relatera matematikens betydelse utifran ett historiskt, yrkesrelaterat och samhalligt
perspektiv. Det centrala innehallet mellan olika kurserna varierar pad gymnasiet. | kursplanen
for gymnasiekurserna matematik 1a, 1b, och 1c ingar praktiska konstruktioner, arbete med
skala och likformighet samt enhetshyten. I de tva sistnamnda kurserna ingar illustration av
satser, bevis och definitioner dar Pythagoras sats och vinkelsumman i en triangel uttrycks som
specifika exempel. Fortsattningsvis (matematik 2b/2c) ska eleverna undervisas i att anvanda
sig av klassiska satser i geometri som involverar likformighet, vinklar och kongruensrakning.
Hogre matematikkurser bygger vidare dessa punkter i det centrala innehallet, daribland
genom att eleverna utvecklar det egna kunnandet for att anvanda enhetscirkeln for att kunna
definiera trigonometriska begrepp och formler, komplexa talplanets uppbyggnad och
anvandningsomraden. Eleverna ska dven undervisas i varfor och hur absolutbelopp anvands i
olika sammanhang samt hur man anvander cosinus-, sinus- och areasatsen for berdkning pa en
godtycklig triangel.®°

6.2 Dynamisk geometri

Dynamisk geometri ar ett sétt att arbeta med laborativa hjdlpmedel. Enligt Nationellt centrum
for matematik (NCM) innebar laborativa arbetssétt en mojlighet att lata alla elever delta
utifran den niva de sjalva befinner sig pa. | sammanhanget brukar man tala om induktiv

%% Skolverket. Laroplan for grundskolan, férskoleklassen och fritidshemmet 2011.
8 Skolverket. Laroplan, examensmal och gymnasiegemensamma amnen for gymnasieskolan 2011.
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respektive deduktiv metod. Dér ett induktivt arbetssatt utgar fran manga problematiserade fall
och eleverna far arbeta med manga olika typer av material for att experimentera och
undersoka och darefter dra slutsatser. Det deduktiva tillvagagangssattet utga fran en lararledd
demonstration eller forklaringar i exempelvis larobok, av exempelvis satser eller formler.
Darefter ska eleverna sjdlva berakna liknande matematiska problem for att fa forstaelse for
problemet. Enligt Lena Trygg forklaras undervisningen att den ska gar fran den konkreta
matematiken till det mer abstrakta, men vi larare bor vara 6ppna for att man aven kan bdrja
med det abstrakta och 6verga till det mer konkreta. ®*

NCM beskriver laborativt material som gar att hantera, ta pa, flytta och manipulera. Den
laborativa undervisningen kan syfta till att ge eleverna forstaelse for abstrakta begrepp som
kan vara svara att anknyta till vardagslivet. Vilket kan paverka de matematiska begrepp som
inte har négon naturlig vardaglig anknytning® som till exempel komplexa tal som bestar av
en real del och en imagindr i ett ortogonalt koordinatsystem.

Vid undervisning av.  dynamisk geometri med hjalp av tekniska verktyg kan olika
matematiska program anvéndas, exempelvis Geogebra, Mathematica, Maple och/eller Cabri
géometre

1 NCM. Matematikundervisning i praktiken. s. 176-183.
82 Rystedt & Trygg. Laborativ matematikundervisning: vad vet vi? s. 9-11.
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7. Litteraturanalys

Under litteraturanalysavsnittet presenteras de relationer mellan geometrin, dynamisk
geometri, tidigare forskning samt den sociokulturella larandeteorin som uppdagats under
arbetet.

7.1 Utvardering skola

| TIMSS Advanced 2008 framgar att de svenska elevernas kognitiva formagor ligger under
snittet, dar eleverna ar svaga nar det kommer till att forsta begrepp och procedurer. | samma
rapport framgar undervisande larares uppfattningar. Dér flertalet larare uppger att det finns
moment inom geometrin som de inte kanner sig trygga i att undervisa.®® Detta kan komma till
uttryck i undervisningen sa att elever forlorar vasentliga fragment. Léarare som inte kanner
tillit till den egna formagan kan forlita sig pa laroboken och diarmed bara lotsa eleverna
genom boken. Vilken framhévs av Teknikdelegationen, att problematiken i den svenska
undervisningen bland annat grundar sig i att eleverna inte har den kontextuella forstaelsen i
4mnet matematik.®*

| kursplanerna i matematik for grundskola och gymnasieskolan framgar att eleverna ska
utveckla formagan att kunna fora matematiska resonemang samt kunna motivera det valda
tillvagagangssattet.®®® Den nationella kunskapsundersdkningen visar pd att svenska elever &r
svaga nar det handlar om forstaelsen for begrepp och procedurer.®” Vilket kan bero pé det som
Teknikdelegationen beskriver som brister i svenska matematikundervisningen, eftersom
eleverna lotsas genom matematikboken erhalls ingen bredare forstaelse. Bristerna pavisar
aven att det finns utrymme i undervisningen att se till elevers olika behov fér utveckling.®®

Lararresponsen tyder pa att flertalet larare kanner sig osakra infér att undervisa vissa moment
i matematiken, dar geometri anges som momentet som svenska larare kdnner sig mest osakra
pa.%® Paverkande faktorer kan vara de brister som klargjorts inom lararutbildningen, daribland
att studenterna har daliga forkunskaper nar de pabdrjar utbildningen och att viktigt innehall
som problemldsning, anvandning av laborativa hjalpmedel och matematikhistoria saknas i
utbildningen.

| Dove och Hollenbrands studie om dynamisk geometri och Engstroms avhandling tyder pa
liknande resultat. Enligt de larare som deltog i studierna synliggors elevernas arbetssatt och
interaktioner. Eleverna tenderar att experimentera med figurer och objekt samt utforska dess

% Skolverket. TIMSS Advanced 2008: svenska gymnasieelevers kunskaper i avancerad matematik och fysik i ett
internationellt perspektiv.

% Teknikdelegationen. Vandpunkt Sverige : ett dkat intresse for matematik, naturvetenskap, teknik och IKT.

® Skolverket. Laroplan fér grundskolan, férskoleklassen och fritidshemmet 2011.

% Skolverket, Laroplan, examensmal och gymnasiegemensamma amnen for gymnasieskola 2011.

87 Skolverket. TIMSS Advanced 2008: svenska gymnasieelevers kunskaper i avancerad matematik och fysik i ett
internationellt perspektiv

% Teknikdelegationen. Vandpunkt Sverige : ett dkat intresse for matematik, naturvetenskap, teknik och IKT.

% Skolverket. TIMSS Advanced 2008: svenska gymnasieelevers kunskaper i avancerad matematik och fysik i ett
internationellt perspektiv.
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egenskaper och begransningar. Dar eleverna visar pa en vilja att forstd relationer och
samband.” *

7.2 Dynamisk geometri

Regeringsuppdraget formulerades i syfte att dka anvéndningen i skolverksamheten med
tekniken som pedagogiskt syfte. Resultatet hdvdade att skolorna inte lyckats nyttja tekniken
till att utveckla undervisningen. Uppfoljningen av uppdraget under 2012 lyfte fram att vissa
saker inte har forandrats under tidens gang. Elevernas arbetssatt med datorer har inte
forandrats, dar eleverna forst och framst anvénder datorerna till att soka information och
skriva uppgifter. Elevresponsen pavisar en lag anvandningsfrekvens av datorer i
matematiklektioner. | responsen fran regeringsuppdraget framkom majoriteten av eleverna
aldrig anvénder tekniska redskap under matematiklektionerna. Att digitala verktyg inte
anvands nagon vidare utstrackning kan bero pa brister inom lararutbildningen, dér studenterna
inte utbildas till att modeller och anvénda digitala verktyg i ett matematikdidaktiskt
sammanhang. En stor paverkande faktor uppges vara lararens intresse for teknik’?, vilket
medfor en varierad undervisning aven pa en och samma skola mellan olika larare. De breda
formuleringarna i laroplanen skapar forutsattningar for anvandning av dynamisk programvara
men skapar &ven mojligheter att valja andra undervisningsmetoder.

Som den sociokulturella larandeteorin forklarar att kunskaper utvecklas i samspelet med andra
manniskor. Vagledning, handledning och stottning hjalper elever vidare till den proximala
utvecklingszonen. Saljé havdar att i takt med utvecklingen maste manniskan klara av att
hantera fler artefakter. Vid arbete med dynamisk geometri &r datorn och programmet som
anvands artefakter, eleven behdver forstd hur man anvander datorer med alla dess tillbehor
och aven forsta det specifika programmet som ska anvandas. Den proximala utvecklingszonen
ar individuell och utgdr ifran det eleven redan kan, vilket aven redogors i kursplanerna och
beskrivs som att alla elever ska ges de forutsattningar de behdver for att kunna utvecklas sa
langt som mdjligt. Induktiva och deduktiva arbetsmetoder kan anvandas med varierad ingang,
dar eleverna i somliga fall introduceras till moment genom lararledd demonstration eller
genom att f& problematiserade uppgifter for att sjalva undersdka och finna samband.”®

| grundskolans kursplan géllande &mnet matematik ingar att eleverna ska undervisas i hur
olika objekt konstrueras och olika egenskaper. Med hjalp av programvara for dynamisk
geometri kan konstruktioner skapas. Dér lararstdet tillkommer som en handledning genom
hela processen och anvandning av dynamisk programvara kan ske utifran elevernas egna
nivaer.

Sammantaget lyfts det laborativa arbetssattet som ett positivt arbetssétt. Regeringen anser att
mer kunskap i att anvdnda modern teknik ska involveras i skolverksamheten. Skolverket
framhaver att det behovs vidareutveckling for att larare ska kunna forsta och anvanda IKT

" Dove & Hollenbrands. Teachers’ scaffolding of students’ learning of geometry while using a dynamic
geometry.

™ Engstrom. Méjligheter till larande i matematik — Larares problemformuleringar och dynamisk programvara.
"2 Regeringsbeslut. Uppdrag till Statens skolverk att framja anvandningen av informations- och
kommunikationsteknik.

® NCM. Matematikundervisning i praktiken. s. 176-168.
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som ett pedagogiskt verktyg i verksamheten. Kompetensutveckling av IT-kompetensen for
larare samt tidsaspektliga reformer for att skapa forutsattningar for lararna att klara av att
mota kraven for en utvecklande skola. Enligt Skolverkets respons pa regeringsuppdraget bor
gemensam kraft laggas pa att utveckla larares mojlighet att anvéanda sig av varierande
arbetssatt for att fa med sa manga som mojligt. Dock racker det inte med enstaka
utbildningsdagar utan djupgaende skapa forutsattningar for larare att lara sig anvanda olika
verktyg. ™

" Regeringsbeslut. Uppdrag till Statens skolverk att framja anvandningen av informations- och
kommunikationsteknik.
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8. Diskussion

Har diskuteras arbetets litteraturinnehall med nedslag av egna asikter om paverkan pa
matematikundervisningen i skolverksamheten. Har presenteras aven forslag pa tillampningar
vid arbete med dynamisk undervisning inom geometri.

8.1 Paverkan pa undervisningen

Generellt nar det kommer till undervisningsmetoder i skolverksamheten, anser jag att larare
inte bor lasa tillvagagangssatt till strikt deduktiv metod. Vilket syftar pa klassisk
katederundervisning, dar lararen har en genomgang som efterfoljs av att eleverna arbetar
sjalvstadigt med matematikbockerna. Eleverna bor istéllet uppmuntras till varierande och
kreativa arbetsmetoder. Att dterkommande anvanda kateterundervisningen upplever jag inte
lampligt i enlighet med skolverksamhetens styrdokument eftersom detta inte bast lampat for
varje elevers individuella inlarning, vilket vi som larare ansvarar foér genom att eleverna ska
ges storsta maojliga att utvecklas sa langt som det ar mojligt. Har kan dynamisk undervisning
tillfora att eleverna o6kar forstaelsen for matematiska problem och eventuellt medféra bland
annat ett intresse for att laborera och undersoka matematiska egenskaper.

For att genomfora lektioner med dynamisk geometri som pedagogiskt verktyg anser jag att det
ar av storsta vikt att ha tydliga och uttalade syften och mal med lektionerna. Dér relationen till
kursplanerna inledningsvis kan beskrivas. Dar ldararen sjalv behdver ha god kompetens om
verktygen som ska anvéndas. Vilket kan medfora problematik i verksamheten, dar grundlig
fotbildning kan anses ta for mycket tid fran planering, undervisning och bedémningsuppgifter.
Lararutbildningen bor innehalla kurser som ger studenterna forstaelse av hur olika program
fungerar och kan tillampas. Enligt egen erfarenhet 4r de obligatoriska
matematiklaborationerna formuleras i att studenterna ska ldmna in uppgifter som uppvisar ett
korrekt resultat snarare an att ha laborationer som tillfor studenterna forstaelse for
anvandningsomraden i deras framtida yrkesroll.

Under tidigare forskning och i litteraturanalysen forklaras larares bristande tillit pa sig sjalv
som en faktor till att eleverna mer eller mindre lotsas genom laroboken. Fragan &r om det &r
en sadan stor faktor. | relation till egen erfarenhet innebédr det att flertalet av de
matematiklarare jag métt har en sadan bristande tillit. Personligen tror jag att mycket handlar
om vilket typ av undervisning man sjélv har fatt genom aren. Med tanke pa att de jag mott
som utbildar sig till matematikldrare brukar ha en positiv installning till matematik och inte
helt osannolikt klarat matematiken i grundskola och gymnasiet utan vidare problem. For dessa
studenter kan det ha fungerat utmarkt med klassisk katederundervisning och darmed kanske
man kopierar ett, for en sjalv, fungerande koncept. Andra anledningar kan bero pa bristande
tillit, dar man helt enkelt ser laroboken som en lektionsguide och foljer den. Andra larare
kanske inte riktigt vet hur man kan undervisa med hjalp av laborativa verktyg och det &r svart
att hitta nagot som passar den aktuella klassen. Anledningarna kan vara manga men oavsett
anser jag att elevbehovet forbises och var skyldighet till varje elev, att lata var och en
utvecklas utifran egna forutsattningar. Jag menar héar inte att I6sningen ar dynamisk geometri,
jag menar pa att varierade arbetssatt kan skapa klarhet hos elever som har svart att se samband
mellan exempelvis likformighet hos figurer. Samtidigt ar det viktigt att belysa att dynamisk
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programvara kanske inte l&mpar sig alls for somliga, dar datorprogram kan bidra till att géra
problemstéliningar &nnu mera abstrakt.

Anvandningen av Geogebra i undervisningssammanhang ser jag som verktyg som kan
medfdra positiva eller negativa konsekvenser for elevers utveckling. Vissa funktioner i
programmet aterfinns som snabbknappar, eleverna kan exempelvis konstruera en bisektris
utan nagon forstaelse for vad en bisektris ar eller hur en bisektris konstrueras med hjalp av
passare och linjal. Uppgifter som formuleras sa att eleverna far resonera om hur objekt
konstrueras och diskutera vilka egenskaper som finns, medfoér en utveckling som
forhoppningsvis bygger vidare pa den befintliga elevkunskapen. Med uppgifter som medfor
negativa konsekvenser menar jag sadana som formuleras sa att eleverna féljer en instruktion
liknanden; Rita tva linjer som korsar varandra, tryck pa knappen Bisektris och markera de tva
linjerna. Instruktionsuppgifter kommer att resultera i exakt likadana elevframstallningar men
jag tror att elevforstaelsen knappast utokas for varken geometriska egenskaper eller hur
tekniska verktyg kan anvandas som laromedel.

Enligt egen erfarenhet kan jag anta att det ar svart att infora liknande arbetssétt. Mycket beror
pa det jargong som finns inom den redan inetsade matematikundervisningen. Eleverna baserar
sin prestation pa provresultat och sidnummer i boken. Att hinna goéra klart uppgifter ar
viktigare an att forsta dem och en lektion utan matematikboken medfor en ékad stress fran
elever som inte kommer hinna. For elever som ar invanda med att arbeta i laroboken under
varje lektion kan behdva en direktkoppling till boken och det aktuella kapitlet och ha en
planering som inte ar baserad pa sidnummer/uppgifter i laroboken som ska betas av.

Det behovs dock mycket stod och motivation uppifran fran rektorer och beslutsfattare, vilket
kan resultera i fortbildning och avsatt tid for att ge larare mojligheten att satta sig in i
datorprogram eller andra laborativa hjalpmedel for att anvanda dem som pedagogiska
verktyg.

8.2 Forslag pa tillampningar i undervisningen

De figurer som aterfinns i arbetet har alla konstruerats i Geogebra. Dessa figurer kan
anvandas i undervisningen for att ge eleverna mojlighet att utforska och konstruera egna
figurer. Med hjélp av programmets funktion kan eleverna laborera med figurernas egenskaper.
Tillampning kan ske genom att eleverna ges arbetsblad som forklarar vad som ska konstrueras
eller att laroboken anvands som utgangspunkt for att illustrera figurer, med resonemang om
hur objekt ter sig i fokus.

Parallellpostulatet, Figur 1, kan med fordel introduceras i grundskolan. Sjélva konstruktionen
ar inte avancerad och tillater eleverna att undersoka vinkelsummor. Parallellpostulatet visar pa
att om den inre vinkelsumman for tva vinklar ar mindre dn 180° sa kommer linjernas
forlangningar att korsas. Har kan eleverna justera linjerna och upptidcka huruvida detta
stammer. Nér linjerna korsar bildar dessa tre linjer en triangel och nar nagon linje forflyttas
(forutsatt att de tva inre vinklarna fortfarande ar mindre an 180°) kommer fotfarande en
triangel att framtrada vilket ger eleverna mojlighet att uppdaga samband mellan olika trianglar
och den gemensamma vinkelsumman. Parallellpostulatet kan presenteras med en historisk

28



anknytning till Euklides Elementa. P4 gymnasieniva framhavs det uttryckligen, i flertalet
kursplaner, att illustration av vinkelsummor ska ingdr i undervisningen.

For Pythagoras sats finns flertalet mojligheter for att visa att satsen stammer. | Figur 2
respektive i Figur 3 presenteras satsen. Ett forenklat inledande exempel baseras pa att en
ratvinklig triangel ritas ut, programmet kommer i algebrafonstret att visa langden pa katetrar
respektive hypotenusa. Varden fran ritomradet kommer att skrivas ut i algebrafonstret, dessa
varden kan anvandaren vélja att exportera till kalkylbladet. Detta gors en gang, darefter
kommer kolumnerna att fyllas i automatiskt ndr figuren forandras. Varje triangelsida
representeras av en kolumn i kalkylarket med motsvarande bokstav. | exemplet nedan har

ytterligare en kolumn lagts till, Pythagoras sats, den kolumnen har givits formeln va? + b?,

(eftersom a?+b? = c? & Va2 + b? = ¢) for att fa vardet pa c. Vilket i kalkylbladet stammer.
Har syftar illustrationen till att visa utskrivna varden, baserat pa figurkonstruktionen men dven
en jamforelse for att eleverna ska forsta vad de faktiskt raknar pa.

¥ Algebrafénster = x|| ¥ Ritomrade || = Kalkylblad

- Punkt (2.86,8.26) ﬁ” F | K|| |—|r|rl| I:Iv” v|

“e0) A=(5.96,5.14)

“ O B=(3.56,5.08) 1 |a b c Pythagoras sats
- Stracka 2 2.32 2.32 3.29 3.29
------ 4 a=24

______ 3 b=24 3 217 217 207 3.07
""" J c=34 4 213 213 2.01 3.01
= Triangel

.-@ Polygon1=2.88 5 232 232 228 3.28
= Vinkel B 236 236 334 3.34
""" J a=90° 7 24 24 34 34

Figur 8. Exempel tillampning i undervisning

For illustration av beviset med kvadrater, se Figur 3, kan anvandaren sjalv dra i triangelns
eller i nagon av kvadraternas horn for att konstruera en mindre respektive storre triangel. |
Figur 8 ovan ar langden pa triangelns sidor givna, vilket de inte behéver vara vid tillampning i
undervisningen.

Vid arbete med kordasatsen kan eleverna arbeta med att konstruera kordor och bevisa satsen,
genom att inledningsvis bdrja med att rita ut tva godtyckliga kordor och darefter stegvis
harleda beviset sa som i tidigare avsnitt. Har kan algebrafonstret och kalkylbladet dven vara
till anvandning. Dar exempelvis alla sex vinklar kan representeras i en kolumn for att visa pa
att varje vinkel i den ena triangeln har en motsvarande vinkel i den andra. Fordelen med
Geogebra ar att anvandaren tillats experimentera med figuren, sa att eleverna kan forandra de
ursprungliga kordorna och upptacka att oavsett hur kordorna dras i cirkeln sa kommer satsen
att gélla. Elever i lagre aldrar kan arbeta med redan fardig konstruktioner for att laborera
genom att forflytta kordorna pa cirkelbagen med syfte att upptacka monster som galler oavsett
var och nér kordorna korsar varandra i cirkeln.

Syftet med dessa tillampningsexempel &r att eleverna ska ges mojlighet att med ett laborativt
arbetssatt upptécka och ges mojlighet att analysera de samband och egenskaper olika figurer
eller satser har. Och darmed utveckla férmagan att kommunicera och resonera.
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8.3 Slutsatser

Undersokningar tyder pa att manga skolor har tillgang till matematiska program men att de
séllan anvands under matematiklektioner. Eleverna uppger att de séllan eller aldrig anvénder
sig av dator under matematikundervisningen. De larare som deltagit i undersokningarna om
dynamisk geometri har haft ett gediget intresse for digitala verktyg, vilket troligtvis medfor
engagerade larare som undervisar med engagemang. Huruvida digitala verktyg behovs for att
skapa forstaelse om geometriska objekt later jag vara osagt. Elever ska undervisas och stéttas
for att utvecklas sa langt som majligt, vilket medfor att ett undervisningssatt inte &r anpassat
for alla.

Effekten av dynamisk programvara beror pa hur den anvands, vilket kan bidra till ckad
elevforstaelse om tekniken anvéands pa ratt satt. Vilket kan vara en anledning till att
undersokningsresultat pekar pa att svenska larare inte anvander dessa speciellt ofta inom
amnet matematik, lararna vet exempelvis inte hur datorer kan bidra till elevers utveckling.
Larare valjer eventuellt medvetet att hellre avsta an att préva nya undervisningsmetoder. Jag
formodar att mycket styrs av intresse, dar larare med ett personligt intresse for IKT gérna
involverar detta i undervisningen. Tidigare forskning visar pa att eleverna tenderar att
experiment och visar en vilja att undersoka egenskaper, vilket bland annat kan bero pa en
hdgre motivation nar katederundervisningen byts mot laborativ undervisning.

Avslutningsvis Vvill jag trycka pa laromedelseffekter. Jag menar inte att larobdcker &r
overflodiga och datorer ska ersatta dem i undervisningen, utan vill framfora att verktyg ar vad
man gor det till. I skolverksamheten finns méangder av pedagogiska redskap och forslag pa
lektionsaktiviteter. FOr att skapa en fungerande undervisning anser jag att det handlar mycket
om att kanna sina elevgrupper, ha klara mal med lektionerna, dels for lararen sjalv men aven
for eleverna. En varierad undervisning med inslag av diskussioner och analyser ger eleverna
mojlighet att starka den egna formagan att resonera om matematik, vilket forhoppningsvis kan
bidra till bredare forstaelse och ge eleverna en rattvis chans att éva formagor som gar forlorad
vid enbart tyst rakning i larobockerna. Elever som arbetar sjalv i laroboken ges inte
mojligheten att dva pa att diskutera matematiska resonemang och argumentera for sina
metoder vilket dven ska bedémas och betygssattas. Geometri kan illustreras genom dynamisk
programvara och utifran lektionsplaneringsupplagg aven bidra till mer samtal om bland annat
fortydliga samband och egenskaper hos geometriska figurer.

Jag anser att vidare forskning pa faltet behdvs, dar olika dynamiska programvaror och
konkreta uppgifter av varierande karaktar stélls mot varandra for att se till likheter och
skillnader. Undersokningar som lyfter fram intressanta aspekter om vilka forkunskapskrav
anvandaren behdver for att kunna nyttja programmen, vilka kognitiva formagor som utvecklas
och elevers sjalvreflektion om hur dynamisk programvara paverkar deras utveckling.
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