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Abstract

This paper examines mathematical proof from a historical, mathematical and educational
perspective. The aim is to investigate what role mathematical proofs play in mathematics and
education today as well as give an historical background to the development of mathematical
proof. The historical overview provides an insight to the significance of proof throughout the
history of mathematics. Mathematical proof has always been a vital part of the foundations of
mathematics and continue to be so today. Although, the definition of mathematical proof have
become a much debated topic, especially in the educational research. Researchers feel that the
traditional depiction of mathematical proof does not comply with how they are used and what
form they have. There is an urge for a definition that include the social process of validating a
proof. However, educational research suggest that the benefits of mathematical proof is
applicable also to mathematics education. Educational researchers have found that proofs hold
educational functions and examines if and how these can contribute to education. A
philosophical approach to the function of mathematical proof suggest that proof are the bearers
of all mathematical knowledge making proofs essential to education. On the contrary, education
of proof at upper secondary school in Sweden is not a central part of the curriculum. The
curriculum for mathematics barely contains the word proof at all and the core contests for
numerous courses does not include mathematical proof. Educational research show that when
it comes to education of proof there are several aspects to take into consideration. Aspects that
affect both the education in itself and how students will understand mathematical proofs. In
conclusion, educational research suggest that mathematical proof could have the same
significance in education as it does in mathematics. However, the research show that the
implement of proof in education is not as simple as it might seem and that there are many
aspects to consider.
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1 Introduktion

Tidigare i ar beslutade regeringen om utdkad undervisningstid i matematik for grundskolan
vilket darmed totalt ger 1125 timmar matematikundervisning till de svenska
grundskoleeleverna (Skolverket, 2016). Det &r den andra utékningen som har gjorts pa kort tid
da regeringen gjorde den tidigare utdkningen sa sent som hosten 2013 (Skolverket, 2016).
Matematiken &r alltsa ett skolamne som prioriteras inom skolvéasendet och amnet debatteras
aven hett i samhallet.

Var erfarenhet av matematikundervisningen &r att det ar en stor skillnad mellan a ena sidan
grundskolan och gymnasiet och & andra sidan undervisningen pa universitet. Det ar inte bara en
skillnad i kunskapsniva och arbetssatt utan vad vi vill poangtera ar en skillnad i hur
matematikamnet behandlas. Vi ser att undervisningen pa universitetet ger en annan bild av vad
matematematik &r. Nér vi borjade studera matematik pa universitetet markte vi ett tydligt fokus
pa bevis, dar det matematiska innehallet vi behandlade standigt introducerades av bevis. Detta
ger en bild av de matematiska bevisen vi inte kanner igen fran var tidigare skolgang dar bevis
saknade denna centrala funktion. Denna bild har dven bekraftats under vara VFU-perioder. En
overblick av amnesplanen for matematik i gymnasieskolan styrker var bild da begreppen bevis
och bevisforing saknar en framtradande roll. Skillnaden i undervisning har véckt vart intresse
for vilken roll matematiska bevis bor ha i skolan. Vi stéller oss fragande till varfor den
omfattande matematiska undervisningen i grundskola och gymnasiet misslyckas med att spegla
matematiken som vetenskap. Bor inte eleverna efter avslutad grundskoleutbildning fatt en
réttvis bild av matematiken?

For att narma sig dessa fragor behover vi dock forst bilda oss en forstaelse for bevis och dess
roll i matematiken vilket leder oss till foljande syfte.

1.1 Syfte

Syftet med den har uppsatsen &r att understka vilken roll bevis har i matematiken och
matematikdidaktiken. Fragestallningarna nedan férvantar vi oss vara behjalpliga i denna
undersokning.

- Vad dr bevis?
- Vilken roll har bevis i matematiken?
- Vilken roll har bevis haft i matematikens historia?

- Vilka aspekter om bevis behandlas i matematikdidaktiken?

1.2 Material och metod

Var uppsats ar en litteraturstudie av bevisens roll i matematiken och undervisningen. Uppsatsen
innehaller en historisk tillbakablick som i hog grad vilar pa Klines (1972) Mathematical
Thought from Ancient to Modern Times vilken klassas som ett standardverk over
matematikhistorien. FOr vidare litteratur har framforallt databasen Scopus anvands men &ven
Google-scholar, GUNDA och CHANS. Huvudsakliga s6kord vi anvdnt oss av ar proof,
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proving, education och mathematical/mathematics. | dessa sokningar har vi, utdver att salla
bort for oss ointressanta artiklar, utgatt fran de artiklar som refererats till mest. En stor del av
litteraturen har dven vaxt fram genom att se vilka texter forskare aterkommer till for att pa sa
sétt beréra den mest tongivande litteraturen.



2 Matematiken och bevisens utveckling

| foljande kapitel kommer vi ta ett antal historiska nedslag som vi anser varit av vikt dels i
utvecklingen av matematiken i stort, dels i utvecklingen av matematiska bevis som vi kommer
se ofta gar hand i hand. Inledningsvis kommer vi se hur matematiken, som vi kanner den idag,
tog form. Darefter en kort beskrivning av symbolsprakets utveckling samt hur matematiker
lange forlitade sig pa intuition. Vi kommer &ven att se narmare pa bevisforsoken av
parallellaxiomet och vilka foljder de fick. Slutligen kommer vi diskutera ett antal
matematikfilosofiska riktningar och deras syn pa bevis. Under denna tillbakablick kommer vi
aven lyfta fram ett fatal historiska bevis, som synliggor de historiska skeendena. Dessa kommer
bygga pa samma argumentation som deras upphovsman anvande sig av men utnyttja den
moderna notation vi &r bekanta med.

2.1 Antikens Grekland och Euklides Elementa

Den vasterlandska matematiken och darmed matematisk bevisforing som vi kanner den idag
uppstod, som sa manga andra vetenskaper, i det antika Grekland med start i den klassiska eran
(ca500-300 f.Kr.). Det var har som en logisk struktur tog form dar matematiken vilade pa strikt
bevisféring. Aven om babylonierna och egyptierna under lang tid utvecklat matematiken och
darmed influerat grekerna hade de inte skapat en vetenskap. De hade inte nagon utvecklad form
av matematisk metod och saknade till stora delar bevis (Kline, 1972, s. 22f). Under denna tid
existerade det dock andra stora kulturer som ocksa de hade en rik matematik men &ven en
utforlig bevisforing. Siu (1993) lyfter fram Kina som ett exempel pa detta och pekar pa att det
i den kinesiska matematiken fanns ett dverflod av bevis som verifierade och forklarade de
matematiska resultaten. Bevisen foljde dock inte den deduktiva slutledningen praglar
matematiken an i vara dagar och som vi kommer se utvecklades i Grekland. Av denna anledning
foljer vi bevisens utveckling fran det antika Greklands perspektiv.

Grabiner (2012, s. 149ff) fragar sig varfor denna logiska struktur tog sin form just i Grekland
och framfor ett antal forklaringar. Hon inleder med att lyfta babylonierna och egyptiernas
framsteg inom matematiken, men poangterar att deras matematik skiljde sig at pa ett flertal
punkter vilket kan ha synliggjort behovet av en starkare bevisforing for grekerna. Samtidigt
menar hon att det grekiska samhallet, med bland annat fodelsen av demokrati, uppmuntrade
argumentation och overtygelseférmaga vilket kan ha influerat matematiker. Grabiner lyfter
framforallt inflytandet fran de grekiska filosoferna, dér bland annat Aristoteles ofta lyfts fram
som logikens fader, och menar att deras form av resonemang dven paverkade hur matematisk
bevisforing utvecklades.

Under den klassiska eran var det manga filosofiska skolor som utvecklade matematiken, dar
Kline (1972) lyfter ett antal, daribland Platons och Aristoteles. Vi skall dock inte férdjupa oss
i dessa men titta narmare pa ett bevis vilket utvecklades av Pythagoréerna, en grupp ledd av
Pythagoras (ca 570-470 f.Kr.), som exemplifierar vilka mojligheter som skapades i och med
den logiska struktur som véxte fram. Beviset &r ett motsdgelsebevis och visar att v/2 ar ett
irrationellt tal.



Bevis av att\2 4r irrationellt:

Antag att~\2 dr rationellt, di méste \2 = %, ddr a och b saknar gemensamma
faktorer.

Genom att kvadrera likheten fAr vi 2b? = a?, detta siger oss att a r ett jamt
tal, sd det gdr att skriva soma = 2c.

Alltsd kan vi skriva 2b? = 4c?, som vi forkortar till b?> = 2c?.

Men d4 detta ger oss b = 2d fdr vi en motsdgelse eftersom a och b inte har
ndgra gemensamma faktorer.

Alltsd mdste\2 vara irrationellt.

Utvecklingen av matematiken i Grekland skulle na sin kulmen i och med Euklides (ca 325-265
f.Kr.) da han sammanstéllde stora delar av den grekiska kunskapen om matematik och skapade,
i Elementa, ett verk som skulle komma att séatta standard for matematisk argumentation och

uppbyggnad.

Euklides Elementa bestar av 13 bocker som ar uppbyggda av definitioner, axiom, satser samt
bevis av dessa satser. Aven om Elementa framst kopplas till geometri s& beror den aven stora
delar aritmetik. De fyra forsta bockerna behandlar egenskaperna hos rétlinjiga och
cirkelformade figurer, daribland Pythagoras sats och vinkelsumman i en triangel. Vidare
framfors egenskaper hos forhallandet mellan storlekar, likformiga figurer, tal samt
tredimensionella figurer. (Kline, 1972, s. 60ff)

Euklides inleder sin forsta bok med att lista 23 definitioner, som beskriver de begrepp som
forekommer i de forsta bockerna. Nedan foljer ett urval av dessa.

(1) En punkt &r det som saknar delar.

(2) En linje ar en stracka utan bredd.

(3) Andarna av en linje &r punkter.

(15) En cirkel &r en plan figur bestdende av en linje sadan att alla rata linjer som

faller pa den fran en punkt inom figuren &r lika varandra.

(23) Parallella raka linjer &r raka linjer som, om de befinner sig i samma plan och

dras ut oandligt i bada riktningarna, inte méter varandra i nagon av riktningarna.
[Var 6versattning]* (Joyce, 1998)

Av dessa definitioner &r det ett flertal som logiskt sett &r problematiska. Ser vi exempelvis pa
definition 2 inser vi att begreppet bredd saknar definition. Darav blir det svart att forsta vilken
funktion pastaendet fyller. Vissa menar att Euklides var medveten om detta och att deras syfte
var att skapa en intuitiv forstaelse genom att representera begreppen med fysiska ting. (Kline,
1972, s. 58f)

! (1) A point is that which has no part. (2) A line is breadthless length. (3) The ends of a line are points. (15)

A circle is a plane figure contained by one line such that all the straight lines falling upon it from one point
among those lying within the figure equal one another. (23) Parallel straight lines are straight lines which, being
in the same plane and being produced indefinitely in both directions, do not meet one another in either direction.



Vidare introducerar Euklides tio axiom, som ansags intuitivt sanna, med vilka han utvecklar
matematiken. Malet med dessa axiom &r att kunna deduktivt harleda satserna fran dessa
grundpelare. Detta skulle tillata en vetenskap som &r bortom ifragaséttande sa lange som
axiomen anses tillforlitliga. Fem av axiomen betecknar Euklides som postulat som &r specifika
for geometrin som matematisk gren medan de andra fem betecknas som allméanna grundsatser
som, enligt Euklides, géller for alla vetenskaper. (Kline, 1972, s. 57ff & 86ff)

Postulaten

Man kan dra en (unik) stracka mellan varje par av punkter

Varje stracka kan (pa ett unikt satt) forlangas till en linje

Man kan beskriva en cirkel med godtycklig medelpunkt och godtycklig radie
Alla rata vinklar &r lika

Om en linje skar tva linjer sa att summan av tva inre vinklar pa samma sida om
den skérande linjen ar mindre &n tva rata vinklar, sa skar de tva linjerna varandra
pa den sida dar de bada vinklarna ligger

g E

Allmanna grundsatser

Storheter som ar lika med en och samma storhet ar ocksa inbordes lika
Om lika storheter adderas till lika storheter sa &r summorna lika

Om lika storheter subtraheras fran lika storheter sa &r skillnaderna lika
Storheter som sammanfaller med varandra ar lika

Det hela &r storre &n sina delar

arONE

(Lindahl, 2004, s. 8)

De tre inledande postulaten tillater konstruktionen av geometriska figurer vilket mojliggor
existensen av de definitioner Euklides listade i borjan av bok I. Vad som ocksa tar sin form i
och med dessa axiom &r introduktionen av konstruktiva bevis. De skapas i Elementa med hjalp
av passare och linjal och lutar pa de tre forsta postulaten. Detta utnyttjar Euklides i sin forsta
sats som bevisar att givet en stracka AB existerar det liksidiga trianglar med sidor av langd AB.
(Kline, 1972, s. 60f)

Bevis av att liksidiga trianglar existerar, Bok I, Prop. 1:

Figur 1: Konstruktion av liksidiga trianglar

Utgd frdn den givna strdckan AB, och rita tvd cirklar, den forsta med
medelpunkt A, den andra med medelpunkt B, bida med radie AB (Postulat 3).
Cirklarnas skdarningspunkt ger oss C.

Dra dérefter linjerna AC och BC (Postulat 1).
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Eftersom C och B ligger pd cirkeln med medelpunkt A, sa ar AC=AB enligt
cirkelns definition.

Pd samma sdtt 4r BC=AB, dda A och C ligger pd cirkeln med medelpunkt B.
Detta ger oss den liksidiga triangeln ABC, dir AB=AC=BC.

Euklides system exemplifieras tydligt i detta hans forsta sats dér varje steg kopplas till ett
axiom. P& samma satt fortsatter utvecklingen av Euklides matematik med standiga kopplingar
till axiomen eller tidigare bevisade satser, som i sin tur bevisats med hjélp av axiomen. Detta
kom att bli sinnebilden for hur matematiska bevis skall vara uppbyggda. Vi lyfter har ytterligare
ett exempel pa bevis Euklides utforde da han bevisade att det existerar ett oandligt antal primtal.

Bevis av att det existerar ett odndligt antal primtal, Bok IX, Prop. 20:
Antag att det finns en dndlig lista med primtal p,,p,, ... DPn-

Vi kommer visa att det gar att skapa ytterligare ett primtal som inte existerar
i listan.

Lat N = p1py ...pn + 1.

Om, N ar ett primtal sjilv sd existerar det alltsd ett primtal som ej var med i
den ursprungliga listan och vi ar klara.

Om, N ej dr ett primtal innebdr det att N dr ett sammansatt tal, och alla
sammansatta tal innehdller ett primtal enligt Bok VI, Prop. 31.

Darmed finns det ett primtal q som delar N, dir detta q ej kan varit med den i
ursprungliga listan dd det skulle limnat rest 1, och alltsd ar q ett nytt primtal.

I och med Euklides Elementa var en standard satt gallande matematisk bevisforing som skulle
komma att galla i Gver 2000 ar.

2.2 Symbolsprak

Under 1500-talet utvecklades symbolspraket och gav upphov till ny potential inom
matematiken. Vad galler bevisen sa kom de nya insikterna att paborja ett paradigmskifte, fran
ett geometriskt paradigm till ett algebraiskt paradigm (Grabiner, 2012, s. 155). Bevisen inom
matematiken hade fram till 1500-talet bestatt av generella exempel eller sa grundades de i
geometrin (Kline, 1972, s. 261ff). Utvecklingen inom symbolspraket gav upphov till algebra
vilken méjliggjorde manga framsteg inom matematiken.

Francois Viéte (1540-1603) var forst med att anvanda bokstaver som symboler pa ett
systematiskt och meningsfullt satt (Kline, 1972, s. 261f). Trots att delar av Viétes symbolsprak
accepterades och anvandes omgaende sa tog det manga ar innan hela omfanget av utvecklingen
undersoktes och tillampades. Viétes utveckling av symbolspraket var betydande da den
paborjade 6vergangen av algebran fran att kunna l6sa enskilda problem till att studera generella
matematiska samband. Symbolspraket var revolutionerande eftersom matematiker sedan
antikens Grekland anvént en retorisk matematik dar allt beskrivs med hjalp av ord och féljde
sprakets grammatik. Foljaktligen skrevs en vanlig ekvation i form av en lang och besvarlig
mening. Viete anvande anda ord till en viss del, exempelvis for att skriva ett tal i kvadrat och
lika med, men hans symbolsprak skilde sig avsevart fran tidigare matematiker. Nedan finns ett
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exempel pa hur Viete anvande sig av bokstaver, féljt av en omskrivning av samma uttryck med
var tids symbolsprak:

a cubus + b ina quadr.3 + ain b quad.3 + b cubo aequalia a + b cubo.
a® + 3a?b + 3ab? + b3 = (a + b)3
(Kline, 1972, s. 262)

Det drojde anda fram till 1800-talet innan matematiker kom att utforska och upptacka
symbolspraket och algebrans fulla potential. Det var forst da som man borjade sérskilja algebran
fran geometrin (Kline, 1972, s. 282). Innan dess ansags algebran vara en forlangning av
geometrin snarare dn ett eget omrade inom matematiken. Det forandrade synsattet pa algebran
resulterade i att istallet for att lata geometrin begransa utvecklingen av algebran sa kom algebran
att berika, inte minst geometrin men ocksa, matematiken i stort.

2.3 Matematik och naturvetenskap

Under 1600-talet kom matematiken att tillampas i utvecklingen av andra vetenskaper (Kline,
1972, s.394f). Det var framforallt stora naturvetenskapliga framsteg som initierade en
forandring dar matematiken kom att anvandas inom manga olika omraden. Aven matematiken
som en vetenskap gjorde stora framsteg men det fanns inget behov av att definiera matematiken
och darigenom kom matematikens grunder i skymundan. Forst pa 1800-talet atergick fokus till
matematiken som eget omrade igen och da paborjades den storsta utvecklingen av matematiken
sedan antikens Grekland.

| takt med att det gjordes stora framsteg inom framforallt fysiken utvecklades matematiken som
ett verktyg for att framja utvecklingen av fysiken. Behovet av att beskriva naturvetenskapliga
fenomen var sa stort och betydande att matematikens utveckling kom att bero pa andra
vetenskaper. Det paverkade matematikens riktning med den foljden att stravan efter en deduktiv
hérledning fran matematiska axiom forbisags. Effekten blev att mycket av den matematik som
utvecklades saknade definitioner och satser och det i sin tur resulterade i avsaknad av forstaelse
for begrepp inom analysen. (Kline 1972, s. 617ff)

For att illustrera hur vetenskaperna paverkade varandra kan vi titta narmare pa utvecklingen av
funktionsbegreppet. Utvecklingen startade da det fanns ett behov av att hitta hastighet,
acceleration, tangenten, minimum, maximum och l&ngden av en kurva menar Kline (1972, s.
342ff). Under 1600- och 1700-talet var den matematiska analysen fortfarande starkt influerad
av, och ansags vara beroende av, geometrin. De upptackter som gjordes var bundna till
visualiseringar och intuitiv forstaelse av funktioner. Det gjorde att forstaelsen for
funktionsbegreppet i sig utvecklades sakta. Det var inte for an pa 1800-talet som den intuitiva
forstaelsen av funktionsbegreppet borjades forandras, da matematiker kom att ifragasatta om
en visualisering av funktion var en korrekt framstéllning av en funktion.

Karl Weierstrass (1815-1897) var en av de matematiker som motsatte sig tron pa intuitionen
och ville att matematiken skulle bygga pa en stabil grund (Brating & Pejlare, 2006, s. 346ff).
Han motbevisade datidens uppfattning att varje kontinuerlig funktion &r differentierbar, i nagon
punkt. Weierstrass konstruerade en funktion som &r kontinuerlig men inte differentierbar i
nagon punkt som visas nedan:



fx) = Z b™ cos(a™x) m,
dir e R a drudda, 0 < b <1ochab >1 +37n.
(Brating & Pejlare, 2006, s. 347)

Weierstrass funktion, som bevisade att kontinuitet inte implicerar differentierbarhet, gav
upphov till kreationen av manga andra funktioner som visar detsamma. Det var ett viktigt
framsteg for forstaelsen av funktionsbegreppet men ocksa for matematiska bevis. Weierstass
exempel visar hur intuitionen kan vara vilseledande vilket gor stringenta bevis nodvandiga.

Weierstrass upptackt gjorde att matematiker borjade ifragasatta hur man tidigare forlitat sig pa
intuitionen och geometriskt tdnkande (Kline, 1972, s. 965). Utvecklingen av analysen bidrog
till, tillsammans med andra nyheter, att det geometriska paradigm som dominerat matematiken
kom att omvarderas och matematiken stod infor en stor forandring.

2.4 Parallellaxiomet

| bérjan av 1800-talet stod fortfarande den Euklidiska geometrin stark och manga sag den som
den mest stabila av alla matematiska grenar. FOrsok hade gjorts att harleda andra grenar som
aritmetiken och analysen fran geometrin for att sakerstalla deras sanningshalt. De flesta
matematiker var &ven overtygade om att Euklidisk geometri var det rétta, och enda, sattet att
beskriva den fysiska varlden och universum pa. En av de storsta anledningar till denna sakerhet
var de tio axiom som Euklides verk vilade pa, som sakerstallde att alla slutsatser var sanna sa
lange som bevisféringen kunde harledas fran dem. (Kline, 1972, s. 861f)

Anda sedan Euklides dagar har det dock funnits fragetecken kring axiomen och framst har det
femte postulatet, det sa kallade parallellaxiomet som vi ser nedan, diskuterats.

Om en linje skar tva linjer sa att summan av tva inre vinklar pa samma sida om
den skarande linjen &r mindre &n tva rata vinklar, sa skar de tva linjerna varandra
pa den sida dar de bada vinklarna ligger.

(Lindahl, 2004, s. 8)

Till sin form skiljer det sig avsevart fran de andra axiomen, som &r korta och koncisa och
framforallt uppenbara pa ett satt som det femte postulatet inte ar. Mycket talar dven for att
Euklides sjalv inte var helt tillfreds med det, da han i Elementa undvek att anvanda det om inte
absolut nédvandigt. Den grekiska matematikern Proklos (411-485) fragade sig om inte linjerna
kan vara asymptotiska givet att vinkeln med vilken linjerna ndrmar sig varandra &r tillrackligt
liten. Detta sammanfattar i mangt och mycket de problem som matematiker sag i det femte
postulatet. Axiomen var menade att vara intuitivt sanna men parallellaxiomet kravde att linjerna
kunde forlangas mot odndligheten, &ven om Euklides anstrdngde sig for att undvika den
formuleringen, vilket gar emot vad intuitionen kan forestalla sig. (Kline, 1972, s. 863f)

Behovet av att starka det femte postulatet ledde till tvd angreppsmetoder. A ena sidan har
matematiker sokt ersatta postulatet med ett nytt, mer uppenbart sant postulat, & andra sidan har
forsok gjorts att harleda postulatet fran de nio évriga axiomen samt de satser som inte bygger
pa parallellaxiomet. Det sistnamnda skulle franta parallellaxiomet sin rang som ett postulat och
istallet behandla det som en sats (Kline, 1972, s. 863). Vi skall ga igenom ett fatal av de
bevisforsok som gjorts, inte i detalj da det skulle uppta allt for mycket utrymme, men tillrackligt
for att ge en bild utav vilka vagar matematiker gatt.
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Proklos, som vi tidigare ndmnt, var en av de som sokte bevisa postulatet. Han ersatte
parallellaxiomet med ett axiom Aristoteles utformat och lyckades darmed bevisa det femte
postulatet i form av en sats. Aristoteles axiom brottades dock med sin egen trovérdighet vilket
innebar att inte mycket var vunnet. (Kline, 1972)

Den arabiske matematikern Nasir al-Din al-Tusi (1201-1274) utférde &ven han ett bevisforsok
av parallellaxiomet. Vi skall endast ge en dvergripande sammanfattning av argumentationen
som inte ersatter parallellaxiomet utan gar istallet till dess forsvar genom att visa pa dess
uppenbara sanning. Argumentationen gar att exemplifiera genom fig. 2 dér tva réta linjer, AB
och CD skars av striackor EF, GH, JK, ... och dar dessa strackor ar vinkelrata mot AB, samtidigt
som vinklarna 1, 3,5, ... dr trubbiga och vinklarna 2, 4, 6, ... ir spetsiga. Fran detta foljer att
EF > GH > JK ... och da dessa gar mot noll maste linjerna skira varandra. Nasir al-Din al-Tusi
ansag sig ha bevisat postulatet men hade under bevisets gang endast behandlat antagandet att
en triangels vinkelsumma &r 180° vilket vi ska se inte &r enda moéjligheten. (Kline, 1972, s. 864
& Bonola, 1955)

A | | ] B
G

Figur 2: Representation av Nasir al-Din al-Tusis bevisforsok av Parallellaxiomet

Girolamo Saccheri (1667-1733) ar ytterligare en av de manga matematiker som arbetat med att
bevisa parallellaxiomet och hans bidrag anses som ett av de framsta. Vi skall folja hans
argumentation med relativt stor noggrannhet samt ga igenom ett stycke av beviset i detalj.

Saccheri fragar sig om det fran de nio kvarvarande axiomen samt de satserna som inte kravde
det femte postulatet gar att harleda parallellaxiomet. Han inleder med att konstruera en
fyrhérning ABCD (fig. 3) dér vinklarna A och B dr vinkelrata samt att stréckorna AD och BC
ar lika stora. Givet parallellaxiomet skulle vinklarna C och D ocksa de vara vinkelrata men da
detta inte star till buds, givet att det ar vad som forsoks bevisa, gar denna slutsats ej att dra.
Saccheri bevisar dock att £C = D och ser darmed tre méjligheter. (Bonola, 1955)

D C

| O
A B

Figur 3: Saccheris fyrhérning

(1) Hypotesen att vinklarna C och D &r ratvinkliga.
(2) Hypotesen att vinklarna C och D &r trubbiga.
(3) Hypotesen att vinklarna C och D &r spetsiga.
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Hypotes (1) vore ekvivalent med parallellaxiomet vilket innebdr att Saccheri soker finna
motsagelser i Hypotes (2) och (3). Detta skulle innebéra att Hypotes (1) &r den enda mdjliga
och dérmed bevisa parallellaxiomet genom ett fallbevis. Saccheri delar upp sitt bevis i ett antal
propositioner vilka vi skall presentera ett fatal av samt bevisa en av dem. Han visar att om
hypoteserna géller i ett fall géller de &ven i alla andra fall (Prop. V, VI och VII). Han harleder
att givet Hypotes (1), (2) och (3) &r triangelns vinkelsumma lika med 180, stérre an 180
respektive mindre &n 180 (Prop. IX). I Prop. XI och XII behandlar han endast Hypotes (1)
respektive (2). Dessa sager att om en given stracka (a) skars av tva linjer, dar den ena ar
ratvinklig mot stracka (a) och den andra skér strédcka (a) med en spetsig vinkel kommer dessa
linjer att motas. Detta bevis har stora likheter med Nasir al-Din al-Tusis som vi berérde ovan.
(Bonola, 1955)

Lat oss nu se pa beviset av Prop. XIII i detalj vilket sager att parallellaxiomet ar sant givet
Hypotes (1) eller (2). | beviset kommer det alltsa antas att antingen Hypotes (1) eller (2) géller
och beviset uttalar sig darmed inte om Hypotes (3). Vi kommer dven utnyttja Prop. 1X, XI och
XIl, som vi precis presenterat, i beviset.

Bevis av Saccheris Prop. XIII:

A E

B

Figur 4: Representation av Saccheris bevis av Prop. X111

AB och CD dr tvd rita linjer som skdrs av linjen AC. (tig. 4)

Anta att ABAC + 4ACD < 180°.

Dra en strdcka fran C som mdter linjen AB vinkelrdtt.

Vi har nu triangeln ACE dir 3A + 4C + 4E = 180° givet Prop. IX.

Detta liter oss skriva olikheten ABAC + AACD < £ BAC + 3 ACE + 4 AEC, som
vi kan forkorta till ADCE < ZAEC.

Dirmed dr 4DCE spetsig dd 4AEC ar ratvinklig och enligt Prop. XI och XII
kommer linjen CD att skdra AB vilket ocksd dr vad parallellaxiomet sdger.

Givet att Prop. XII1 &r bevisat kunde Saccheri visa att Hypotes (2) ar falskt da parallellaxiomet
och de satser som foljer av det forsékrar att endast Hypotes (1) ar sann.

Kvar finns dock Hypotes (3) vilket Saccheri ocksa maste motbevisa innan det femte postulatet
ar sakrat. Vi kommer inte ga igenom hans arbete med detta utan gar direkt till hans slutsats som
galler for Hypotes (3). Givet linjen b (fig. 5) och punkten A finns det tva linjer p och g som gar
genom punkten A och narmar sig linjen b utan att nagonsin skéra den, vi ser harmed att Proklos
farhdgor kring asymptotiska linjer visades stimma. Ovriga linjer som gér genom punkten A,
och inte sammanfaller med varken p eller g, gar att dela in i tva grupper. Den ena kommer att
skara linje B medan den andra kommer vara parallell med linje B, da de gar genom vinkeln a.
(Bonola, 1955)
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Figur 5: Representation av Saccheris slutsatser rérande Hypotes (3)

Denna slutsats innebar att parallellaxiomet kan vara erséttningsbart. Saccheri var dock inte
beredd att acceptera detta da han menade att det gick emot naturen hos réata linjer och forkastade
darmed Hypotes (3) grundat pa intuitionen att parallellaxiomet var det enda ratta. Vi kan har
uppmarksamma att Saccheri levde innan bland annat Weierstrass och kanske hade han dragit
andra slutsatser om han levt hundra ar senare. Nu skulle det dock dréja ytterligare ar innan den
fulla insikten av dessa resultat upptécktes av matematiker men Saccheris forsok att bevisa det
femte postulatet gar fortfarande till historien som ett av de framsta samtidigt som dess slutsatser
rorande Hypotes (3) kan ses som inledningen till parallellaxiomets fall. (Bonola, 1955)

Efter Saccheri fortsatte bevisforsoken men ett flertal matematiker insag nu att parallellaxiomet
inte gick att bevisa och att det var fristallt frdn de nio andra axiomen. En av de som féljde i
Saccheris spar var Lambert (1728-1777) men han drog andra slutsatser. Lambert insag att ett
annat geometriskt system var logiskt mojligt givet att parallellaxiomet ersattes, men han trodde
inte att detta system kunde ersétta Euklides i att beskriva den fysiska vérlden. Den insikten
gjorde dock Gauss (1777-1855), Lobatchevsky (1792-1856) och Bolyai (1802-1860). De tva
sistnamnda formulerade och systematiserade den gren inom geometrin som idag gar under
namnet icke-euklidisk geometri som ersétter parallellaxiomet med ett nytt axiom. Den icke-
euklidiska geometrin tillater alla tre hypoteser Saccheri behandlade vilket bland annat innebéar
att en triangels vinkelsumma inte alltid ar 180°. Mer &n sa ska vi inte beskriva den icke-
euklidiska geometrin men vi kommer se att den fick langtgaende konsekvenser for synen pa
matematik. (Kline, 1972, s. 869ff)

2.5 Huvudriktningar inom matematikfilosofin

Den stora matematiska utveckling som skett under 1800-talet skakade om matematikens
grundvalar och det uppstod ett behov av att hitta en stabil grund for matematiken. En bidragande
faktor var den icke-euklidiska geometrin som visade pa bristerna i axiomatiseringen av
Euklidisk geometri. Stradvan efter en stabil grund gav kring sekelskiftet upphov till olika
stromningar inom matematikfilosofin som narmade sig problemet pa olika satt. Vi kommer nu
att presentera de tre filosofiska skolor som rdknas som huvudriktningar inom
matematikfilosofin, ndmligen: logicismen, intuitionismen och formalismen.

Under slutet av 1800-talet kom forskning som antydde att matematiken mojligen skulle
uppkommit ur logiken och det gav upphov till den logistiska skolan (Kline, 1972, s. 1192ff).
Logicismen grundades av Russell och Whitehead som utvecklade sina idéer och tankar i
Principia Mathematica (1910-1913). Enligt logicismen &r matematiken en gren inom logiken
da Russell och Whitehead menade att logiken &r uppbyggd av axiom ur vilka matematiken
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foljer. Matematiken foljer saledes ur logikens innehall och matematiska axiom behovs inte.
Med det sagt sa blir matematiken i sig innehallslos och godtycklig menar Kline (1972).

Det logistiska synsattet fick ta emot mycket kritik, dels eftersom Russell och Whiteheads
system var och forblir inkomplett trots férsok att forenkla och klargdra det (Kline, 2008, s.
1196f). Dessutom motsatte sig manga tanken att lagar om tankande kan beskriva och forklara
naturliga fenomen sasom akustik, elektromagnetism och mekanism. Trots Kkritiken &r
logicismen en stromning inom matematiken som paverkar utvecklingen och forstaelse for
vetenskapen.

Intuitionismen &r en huvudriktning inom matematikfilosofin som framhaver intuitionens roll
inom matematiken (Kline, 1972, s. 1197ff). Grundaren till denna inriktning brukar ses som
Brouwer (1881-1966), da han var den som undersokte och utvecklade dess innehall.
Instuitionismen menar att matematiken bestdr av mentala konstruktioner med ett intuitivt
innehall och att det inte kan reduceras till en gren inom logiken. Brouwer menade att
matematiskt tankande tillater oss att skapa vart eget universum som ar oberoende av den
verklighet som finns och endast begrénsad av den matematiska intuitionen. Det &r intuitionen
som saledes bestammer giltigheten och huruvida nya idéer ska accepteras.

Vad géller bevis har intuitionismen en radikal syn pa utformningen och innehallet av bevis
(Kline, 1092, 5.1197ff). Brouwer menade att matematik inte var bunden till nagon form av logik
eller logiska regler och darfor behdvs inte heller axiom i sin bevisféring. Intutionisterna menar
ocksa att dven om paradoxer existerar inom den accepterade matematiken sd dr dessa
ovasentliga och oviktiga for matematiken. Kravet pa konstruktivism leder till uteslutande av
koncept som till exempel bygger pa indirekta resonemang, exempelvis motséagelsebevis.
Dessutom maste konstruktiva definitioner faststéllas inom ett andligt antal steg och det gor att
definitioner som behandlar en oandlig mangd inte ar tillatna, sd som Euklides definition av
oandligt manga primtal. Intuitionismen var fran sin uppkomst en radikal filosofisk inriktning
och forblir sa an idag. Den har fatt utstd mycket kritik och har i manga anseenden blivit
forbisedd och ignorerad.

Formalisterna med Hilbert i spetsen driver en tes om att man bor forstd matematiken endast
som ett formellt system med ett symbolsprak (Kline, 1972, s. 1203ff). Den formalistiska
inriktningen menar att logiken uppkommit ur matematiken och tillsammans utgor de grunden
for det formella systemet. Det formella systemet var formalisternas utgangspunkt och med det
menar de ett axiomatiserat system ur vilket matematiken kan véxa fram genom deduktion, i
likhet med hur Euklides konstruerade Elementa. Det viktiga med det formella systemet var for
formalisterna att det skulle vara konsekvent och inte innehalla nagra motsagelser.

Ursprungligen ansag formalisterna att varje gren inom matematiken skulle bygga pa sitt eget
formella system men Hilbert utmanade denna tanke och ville att enbart ett formellt system
skulle vara grunden till all matematik (Kline, 1972, s. 1203ff). Hilbert och hans medhjalpare
lyckades harleda geometrin fran aritmetiken vilket gjorde att Hilbert kom att stréva efter att
harleda all matematik fran aritmetiken. Hilberts optimism bottnade i att han ville axiomatisera
hela matematiken och skapa en stabil grund men redan under han livstid kom indikationer pa
att det inte &r mojligt.

Sokandet efter ett fullstandigt formellt matematiskt system, som pagatt under storre delen av

1800-talet, nadde under 1910-talet sin kulmen i logicismen och formalismen (Kline, 1972, s.
1206ff). Russell och Whitehead arbete med Principia Mathematica och Hilberts forsok att
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axiomatisera matematiken var de mest ambitiésa och omfattande formella systemen i
matematikens historia. Matematikern Kurt Godel presenterade 1931 sin ofullstdndighetssats
som kom att kullkasta uppfattningen om ett formellt system inom matematiken.

Gadels resultat var revolutionerande och rdknas som en av de mest betydande matematiska
nyskapelser under 1900-talet (Kline, 1972, s. 1206ff). Godels ofullstandighetssats visade att i
ett axiomatiserat matematiskt system sa finns det propositioner som varken kan bevisas eller
motbevisas med systemets axiom. Det implicerar att varje formellt system &r ofullstandigt i den
bemaérkelsen att det &r mojligt att formulera prepositioner som 6verensstammer med systemets
premisser men inte kan bevisas inom systemets ram. Godels ofullstandighetssats fick stort
genomslag inom matematiken men &ven om den utesluter det formella system som Hilbert
efterstravade sa slutade Hilbert och formalisterna inte att tro att ett sadant system ar mojligt
utan menar att en sadan matematik som tillater systemet annu inte ar utvecklad.

Aven dd ingen av de filosofiska skolorna har gett matematiken en stabil grund sa har de forsett
oss med olika forhallningssétt till matematiken och dess grundvalar. De filosofiska riktningarna
har olika syn pa matematiken och matematiska bevis som har influerat nutidens diskussioner
kring bevis som vi kommer undersoker narmare i de nastkommande tva kapitlen.
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3 Olikatyper av bevis

| det har kapitlet vill vi beskriva olika sorters matematiska bevis som anvands inom
matematiken. De bevis vi behandlar ar de exempel pa typer av bevis som &r vanligt
forekommande i gymnasieskolan och pa en grundniva pa universitet. De typer av bevis som
redan har exemplifierats i det matematikhistoriska kapitlet redovisas kort och de andra
exemplifieras. De olika typerna av matematiska bevis motsvarar vanliga bevismetoder inom
matematiken. Kunskap om olika bevismetoder ger en forstaelse for strukturen av bevis och kan
vara ett verktyg i matematiken. Vi kommer att redogora for strukturen av féljande sorters bevis:

Direkt bevis
Motsdgelsebevis
Matematisk induktion
Konstruktivt bevis
Fallbevis

En generell definition for ett bevis &r att det dr en “Overtygande argumentation for att ett
matematiskt resultat skall accepteras” (Kiselman & Mouwitz, 2008, s. 129). Ett matematiskt
bevis harleder en sats enligt logikens regler fran teorins axiom och satsens antagande till satsens
slutsats. Kiselman och Mouwitz (2008) podangterar att formen for matematiska bevis har
varierat under historiens lopp.

3.1 Direkt bevis

Ett direkt bevis ar den enklaste formen av bevis dar satsen innehaller nog med information for
att kunna konstruera steg pa ett logiskt satt som leder till en slutsats (Cupillari, 2013, s. 7ff).
Direkta bevis utgar fran det vi vet eller det som antas i satsen och bevisar att det leder till
slutsatsen. Det kan innehalla teorins axiom, teorier och lemman men innehaller inte nagra nya
antaganden. Direkta bevis anvands ofta nar satsen foljer formen: om A, s B och slutledningen
foljer formen: A, alltsa B. Nedan ar ett exempel pa ett direkt bevis som bevisar Pythagoras sats:
i varje ratvinklig triangel rader sambandet a?+52=c?, dar a och b &r langderna pa kateterna och
c ar langden pa hypotenusan

Bevis av Pythagoras sats:

Betrakta foljande figur.

Figur 6: Illlustration av Pythagoras sats.

Arean for den stora kvadraten dr A=(a+b)(a+b).
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Arean av en av trianglarna ar % ab.
Arean for den stora kvadraten A kan vi ocksd uttrycka
A=4*%ab+c2 = 2ab + c?.
De bdda uttrycken for arean av den stora kvadraten kan dd skrivas
(a + b)? = 2ab + c2.
Avslutningsvis kan vi skriva om uttrycket pd féljande sétt:
a’ + 2ab + b? = 2ab + ¢* © a* + b% = ¢2.

Vi har sdledes kommit fram till sambandet som Pythagoras sats beskriver.

3.2 Motsagelsebevis

Ett motséagelsebevis ar ett exempel pa ett indirekt bevis. | ett motsagelsebevis askadliggérs en
motsdgelse i argumentationen vilket bevisar satsen (Cupillari, 2013, s. 25ff). Det foljer ett
monster dar man borjar med att anta motsatsen till den sats som sak bevisas, sedan visar man
att antagandet leder till en motsagelse, alltsd maste satsen stimma. Vi har tidigare exemplifierat
ett motsagelsebevis i avsnitt 2.1. Beviset for att V2 ar irrationellt foljer det vanligt
férekommande ménstret och det gér ocksa att beskriva med hjalp av enkel logik: Satsen S: V2
ar ett irrationellt tal, da antar man negationen av S (=S), men antagandet =S leder till en
motsagelse och alltsa stammer S.

3.3 Matematisk induktion

Matematisk induktion eller induktionsbevis &r ett bevis som anvénder sig av en induktiv
bevismetod (Cupillari, 2013, 342ff). Det anvénds ofta for att bevisa att ett antagande ar sant for
alla de naturliga talen, men kan ocksa anvandas for andra ordnade matematiska uppsattningar.
Induktiva bevis delas in i olika steg, oftast tva eller tre beroende hur man ser pa stegen. Har
kommer vi nu forklara en modell som anvénder tre steg for att sedan exemplifiera dessa steg
med ett bevis. Det forsta steget visar hur antagandet stimmer for det minsta talet i
uppsattningen, nar det ar de naturliga talen som ar uppsattningen sa visar man att det stammer
for talet 1. Steg tva ar det induktiva hypotesen da vi antar att antagandet galler for nagot tal n i
uppsattningen av tal. Det tredje steget ar den deduktiva hérledningen d&r man visar att
antagandet géller fér n+1, ndstkommande tal i uppsattningen. Det tredje steget implicerar att
antagandet stimmer for alla tal i uppséattningen.

Vi kommer nu visa ett induktionsbevis som bevisar att for varje positivt heltal géller likheten
nn+1)

1+24+3+...4+n= >

Bevis av likheten 1 + 2 + 3+... +n = 204D

, ddr n dr ett positivt heltal:
Steg 1: Satsen géller fork = 1, ddVL = 1lochHL = % =1o0chVL = HL.

Steg 2: Vi antar nu att satsen géller for ndgot tal k=n, foljaktligen ar

17



nn+1)
7
Steg 3: Vi ska nu visa att det ocksd géller for k=n+1, dvs. att

n+DH(n+1)+1)

1+2+-+n=

A+2+-+n)+(n+1)=

2
Enligt antagandet i steg 2 kan vi skriva om vénsterledet till
nn+1)
— +(n+1).

Det uttrycket kan vi sedan utveckla for att bevisa att antagandet galler for
n+1 pd foljande vis:

nn+1) nn+1)+2(n+1) Mm+1D(n+2)

———+n+1= =

2 2 2
n+1 +1)+1
_A DD+
2

Eftersom antagandet géller for k=1, k=n och k=n+1 sd géller det enligt
principen for matematisk induktion for alla positiva heltal.

3.4 Konstruktivt bevis

Ett konstruktivt bevis ar ett bevis som konstruerar ett efterfragat objekt (Kiselman & Mouwitz,
2008, s. 131). Men det &r inte sjalva konstruktionen som raknas som ett bevis utan beviset bestar
av att visa att det faktiskt ar det efterfragade objektet som har konstruerats (Solow, 2005, s. 37).
Den informella bendmningen konstruktionsbevis &r en typ av konstruktivt bevis. |
konstruktionshevis anvands ofta passare och linjal for att konstruera det efterfragade objektet
men i ett konstruktivt bevis kan objektet ocksd exempelvis konstrueras algebraiskt. Ett
konstruktivt bevis foljer ofta en existenssats som pastar existensen av ett matematiskt objekt.
Euklides forsta bevis dar han bevisar existensen av liksidiga trianglar, avsnitt 2.1, ar ett exempel
pa ett konstruktivt bevis av en existenssats. Beviset innehaller en konstruktion av en liksidig
triangel som féljs av en motivering av att triangeln har den efterfragade egenskapen liksidighet.

3.5 Fallbevis

Ett fallbevis anvands nar man ska bevisa en sats som innehaller tva eller flera fall, dock ett
begrénsat antal (Solow, 2005, s. 123f). Satsen innehaller ofta nyckelorden antingen/eller” och
kan exemplifieras som ”B eller C implicerar A”. I beviset géller det att undersoka for vilket av
fallen som pastaendet staimmer genom att underscka varje fall, eller via uteslutningsmetoden.
Saccheris bevisforsok av parallellaxiomet, avsnitt 2.4, &r ett fallbevis eftersom det avser att
utesluta alla hypoteser utom en. Bevisforsoket innehaller tre hypoteser, eller fall, men Saccheri
lyckas bara utesluta hypotes tva, som sager att vinkelsumman i en triangel &r storre dn 180°.

De olika typerna av bevis som vi redogjort for motsvarar olika bevismetoder. | de allra flesta
fall ar det svart att klassa ett bevis som en typ da bevis i regel anvéander sig av fler an en
bevismetod. Sa ar fallet med Saccheris bevisforsok av parallellaxiomet, avsnitt 2.4, dar beviset
kan beskrivas som ett fallbevis men for att motbevisa hypotes tva sa anvands en indirekt
bevismetod. For att kunna beharska bevisforing ar det viktigt att ha en forstaelse for de olika
bevismetoderna, speciellt om de kombineras, eftersom det kan leda till ett komplext logiskt
resonemang.
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4 Bevis i ett matematiskt och didaktiskt
sammanhang

| foljande kapitel vill vi skapa en forstaelse for vilken plats bevis har i ett matematiskt och
didaktiskt sammanhang. Rav (1999) kommer argumentera for att bevis ar det som utvecklar
matematiken och att bevis i mangt och mycket bygger upp hela matematiken. Denna teori har
fatt stort inflytande pa det didaktiska faltet rérande bevis, vilket vi bland annat ser i avsnittet
som foljer efter Rav da Hanna & Barbeau (2008) undersoker vilka didaktiska konsekvenser
Ravs teorier har pa skolan. Darefter undersoker de Villiers (1990), Hanna (2000) och Hemmi
(2006) vilka specifika funktioner bevis uppfyller i matematiken. Vi inleder kapitlet med att se
pa alternativa beskrivningar av bevis som skiljer sig fran den nagot traditionella tolkningen och
soker beskriva bevis sa som de anvands i matematikers praktik.

4.1 Alternativ till den traditionella beskrivningen av bevis

Utbildningen av nya matematiker formedlar en mycket precis idé om vad bevis ar men trots det
finns det ingen generell definition som delas av hela det matematiska samfundet (Cabassut et
al., 2012 s. 169f). Den generella uppfattningen &r &nda att bevis ar en kombination av
axiomatiserade satser och formalism skriver Cabassut et al. Manga av diskussionerna kring vad
bevis dr har kommit att handla om begreppen formellt och informella bevis men ocksa den
sociala processen som validering av bevis innefattar. | det har kapitlet kommer vi att beskriva
begreppen formella och informella bevis och den sociala processen vid validering av bevis.
Informella bevis har olika bendmningar och definitioner men har gemensamt att begreppen gor
ansprak pa att beskriva hur matematiska bevis ar utformade i praktiken. Det &r viktigt att ha en
forstaelse for diskussionerna kring informella bevis nar vi gar vidare och tittar pa forskning om
bevis inom utbildning.

4.1.1 Formellt bevis

Formella bevis férmedlar en traditionell syn pa vad matematiska bevis ar (Weber, 2008, s. 433).
Det formella bevisets struktur ar en deduktiv harledning som bérjar med ett axiom och foljs av
antingen axiom eller logiska steg vartefter det resulterar i en slutsats (Hanna, 1990 s. 6). Denna
uppfattning menar att det finns ett exakt antal steg for att na slutsatsen i varje bevis, det gar
varken att avlagsna nagot steg eller tillféra nagot for att forbattra beviset. Det forutsatter ett
formellt system som gor det majligt att utfora slutledningen pa ett mekaniskt vis (Hanna, 1990
& Rav, 1999). Foljaktligen elimineras de psykologiska aspekter och manskliga omddmen av
bevisforing (Hanna, 1990) vilket &r en 6nskvérd effekt.

Det formella systemet och det formella beviset har som vi sett varit aktuellt och omdiskuterat
under stora delar av matematikens historia. Nagot sadant system har inte gatt att uppna och
enligt Godels ofullstandighetssats &r det heller inte mojligt att producera formella bevis till alla
satser. Men &n idag bygger det formella beviset pa grunderna av det ofullstandiga formella
systemet. Under de senaste decennierna har begreppet kommit att bli omdiskuterat da forskning
inom olika vetenskaper har ifragasatt dess innebdrd. Weber (2008, s. 434) och Hanna (1990, s.
7f) skriver att under de senaste artiondena har bade matematikdidaktiker och filosofer saval
som matematiker utmanat den formalistiska uppfattningen av bevis och till stor del anser de att
den inte ar forenlig med matematikers praktiska tillampning.
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4.1.2 Informella bevis och den sociala processen

Dawson (2006, s. 270) menar att om man begransar sig till att prata om formella bevis sa maste
man utesluta de flesta bevis som finns eftersom fa av dem ar formellt axiomatiserade. Manga
forskare inom speciellt matematikdidaktik har darfor formulerat alternativ till det formella
beviset. De begreppen beskrivs ofta som informella bevis och vi kommer nu att presentera tre
sadana exempel: Ravs konceptuella bevis, Dawsons informella bevis och Hannas acceptabla
bevis. Det leder oss ocksa in pa den sociala processen som ar involverad i beddmning av bevis
dar vi avslutningsvis presenterar Webers tre perspektiv for bedémning av bevis.

Matematikern Yehuda Rav (1999, s. 11ff) sarskiljer formella bevis fran konceptuella bevis. Han
menar att de konceptuella bevisen ar skrivna pa en informell matematisk diskurs och inte kan
reduceras utan att forlora sin semantiska mening. Det konceptuella beviset bestar ocksa delvis
av formella argumentationer som &r acceptabla for matematiker samtidigt som det forsoker ge
mening at innehallet. Rav patalar att fastan konceptuella bevis inte &r nagot uttalat begrepp sa
kan matematiker kdnna igen den Overgripande strukturen och bedéma om varje steg ar korrekt
eller inte. Rav anser att nar det kommer till matematiska bevis sa ar det mer givande att diskutera
konceptuella bevis an formella bevis da de flesta bevis ar av denna sort.

Matematikern John Dawson (2006, s. 270ff) skiljer pa formella och informella bevis. Han
menar att informella bevis ar argument var syfte ar att overtyga lasaren att ett matematiskt
pastaende ar sant. Informella bevis kan innehalla lemma som gor bevisen mer hanterbara genom
att bryta upp langa formella slutledningar. Dar informella bevis ocksa erbjuder en aspekt som
forklarar varfor lasaren ska acceptera beviset. Dawson konstaterar ocksa att beskriva bevis som
“overtygande argument” kan vara vagt och att bevis givetvis & beroende av den sociala
processen av att beddma argumentet. Han argumenterar for att den sociala processen alltid har
och kommer vara nédrvarande darfor ar det passande att definiera informella bevis som
Overtygande argument som &r just ett Overtygande argument “av konsensus inom det
matematiska samfundet vid en viss tidpunkt [var 6versattning]?” (Dawson, 2006, s. 272). Den
definitionen beskriver ocksa tidsaspekten som blir viktig i den sociala processen da kriterierna
for ett bevis ar beroende av den kontext de verkar inom.

Gila Hanna (1990, s. 6ff), professor i matematikdidaktik, sarskiljer formella bevis fran
acceptabla bevis. Med acceptabla bevis menar hon de bevis som blir erkdnda inom det
matematiska samfundet. Hanna betonar den sociala process som ar involverad nér det kommer
till erkdnnandet av ett bevis. Hon understryker att innebérden och den upplysande funktionen
av bevis vager tyngre an formaliteten av beviset. Under de tva senaste decennierna har
praktiserande matematiker varit 6verens om att bevis har olika grad av formalitet men att de
fortfarande accepteras. Matematiker anvander sig av olika kriterier for att beddoma bevis,
medvetet eller omedvetet. De kriterierna &r att bevis “maste utga fran specifika och accepterade
premisser, presentera en korrekt argumentation och leda till ett resultat som under resonemang
later rimligt i dess matematiska kontext [var 6versittning]” (Hanna, 1990, s. 8). Hanna menar
att formellt utfort bevis vager inte lika tungt som ett bevis som aterspeglar grundlaggande
matematiska relationer da det i den matematiska varlden, som i resten av varlden, &r sa att nya
upptackter varderas efter deras varde for vetenskapen.

2 by consensus of the mathematical community at any given time”
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Keith Weber, forskare i matematikdidaktik, har undersokt den matematiska processen att
bedéma bevis, alltsa avgéra om ett argument &r ett giltigt bevis. Hans resultat visar att sociala
processer paverkar bedémningen i stor utstrackning och han beskriver ocksa hur bedémarens
individuella epistemologiska uppfattning av bevis &r avgoérande vid bedomning (Weber, 2008,
s. 433). Weber redogor for tre perspektiv pa bevis som ar kritiska vid bedomning: det forsta ar
den traditionella formalistiska, det andra &r att bevis &r ett 6vertygande argument och det tredje
ar bevis som en social process som innefattar férhandling och 6verenskommelse. Han
understryker att de tre perspektiven varken &r oberoende av eller motsétter varandra utan att de
kompletterar varandra.

Webers tre perspektiv aterspeglas i Ravs, Dawsons och Hannas beskrivningar av informella
bevis. Perspektiven representerar ocksa hur forskningen inom matematikdidaktik tenderar att
beskriva bevis. Det ar darfor givande att ha en forstaelse for hur matematiker och didaktiker
beskriver bevis i resterande delar av var uppsats eftersom vi fortsattningsvis huvudsakligen
kommer redogora for matematikdidaktisk forskning.

4.2 Bevis som barare av matematisk kunskap

Ravs (1999) artikel Why Do We Prove Theorems? Har fatt stort genomslag inom
matematikdidaktiken och vi kommer i det har kapitlet att redogdra for de 6vergripande idéerna
i artikeln. Vi inleder med att ge en beskrivning av Ravs (1999) tankar och argumentation for att
sedan presentera Hanna och Barbeaus arbete med att underséka om Ravs idéer kan tillampas i
undervisning.

4.2.1 Matematiskt perspektiv

Rav (1999) staller sig fragan varfor matematiker bevisar satser och presenterar argument mot
synen att huvudanledningen vore att avgora satsernas sanningshalt. Tidigt i sin artikel
presenterar Rav sin tes att matematiken i grunden ar sokandet efter metoder, verktyg och
strategier som skall svara mot de problem som &r pa agendan i samtidens matematik. Detta
sokande menar han ar helt och hallet sammankopplat till bevis vilket satter bevisen och inte
satserna i huvudrollen av matematikens utveckling. Bevisen dr det som driver matematiken
framat, de leder till nya upptackter och nya fragor.

For att forsvara denna tes presenterar Rav (1999) tankeexperimentet PYTHIAGORA vilket &ar
en tilltdnkt maskin som kan avgora sanningshalten av alla matematiska satser. Matematiker kan
mata in sin hypotes och PYTHIAGORA avgor om det &r sant eller falskt, inget mer, och darefter
ar hypotesen forvandlad till en sats eller forkastad. Denna maskin skulle enligt forfattaren ta
dod pa matematiken som vetenskap, eftersom matematiker skulle sluta ha idéer och bilda nya
hypoteser som driver utvecklingen framat.

For att visa pa bevisens utvecklande funktion lyfter Rav (1999) fram tva teorier, Goldbachs
férmodan och Kontinuumhypotesen, som aldrig slutgiltigt bevisats, vilket borde ses som ett
misslyckande givet att matematiker endast soker sanningshalten. Han poangterar dock att de
bevisforsok som gjorts lett fram till en mangd nya metoder och resultat. For Goldbachs
formodan framhaller Rav framforallt Brun sieve metoden som givit upphov till féljande resultat
och utvecklats till ett eget falt inom matematiken.
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(a) Det existerar odandligt manga heltal n sadana att bade n och n + 2 har som mest nio
primtalsfaktorer.
(b) Alla tillrackligt stora jamna heltal kan skrivas som summan av tva tal, dar bada tva
har som mest nio primtalsfaktorer.
[Var oversittning]® (Rav, 1999, s. 7f)

Arbetet med Kontinuumhypotesen forde ocksa med sig nya insikter och hjalpte bland annat
Godel nér han utvecklade sin ofullstdndighetssats som vi tidigare diskuterat. Vad Rav (1999)
soker poangtera ar att oavsett om dessa hypoteser nagon dag blir bevisade eller motbevisade sa
kommer de framsteg och upptéckter som gjorts leva vidare och producera nya svar och nya
fragestallningar.

For att tydliggora hur Ravs standpunkt skiljer sig fran andra matematikers kan vi lyfta Klines
(1980) argumentation kring Fermats sista sats som sager att for inget heltal n storre &n 2 finns
icke triviala heltalslosningar till ekvationen x™ + y™ = z™. Denna sats bevisades for 6vrigt ar
1995 da Andrew Wiles (1953-) la den sista pusselbiten av beviset, men da Kline uttalade sig
var detta annu inte gjort. Kline papekar att hundratals djupa arbeten, som behandlar Fermats
sista sats, har producerats men fragar sig om dessa inte varit forgaves da satsen mycket val kan
vara oldsbar. Att forstd det som att Kline fornekar att arbetet med satsen genererat stora
matematiskt framsteg &r mojligtvis att gora honom orétt, men det blir &ndock tydligt att han
vardeséatter det slutgiltiga resultatet langt hogre an arbetet bakom det. Darav ser vi hur Kline
framhaller satsernas roll som fokus for den matematiska kunskapen och bevisen blott blir ett
verktyg for att sékerstélla deras sanning. Denna uppfattning, som i sin vanligaste form dven
framhaller att satserna harleds fran axiom, kallar Rav (1999) fér standardsynen pa matematik
vilken tjanar val for att bygga en tillfredstallande matematisk filosofi men, poédngterar Rav,
misslyckas med att beskriva den matematiska praktiken.

Med ett antal exempel visar Rav att axiomatiserade system hor till ovanligheten och att manga
av de axiom som existerar saknar funktionen som fundament vilket Euklides sokte i sina axiom,
istallet hjalper de snarare till att definiera objekt och metoder. Geometrin blir enligt Rav en
raritet med sitt axiomatiserade system dér slutsatser foljer logiskt av de givna premisserna, dar
den icke-euklidiska geometrin dock tydliggjorde att nagra universella sanningar inte beskrevs.

Rav menar istéllet att det ar bevisen som &r “barare av matematisk kunskap [var dverséttning]*”
(Rav, 1999, s.20). Alla Strategier och tekniker for problemlésning finns i bevisen,
sammankopplandet av teorier och resultat sker i bevisen, metodiken och koncepten finns i
bevisen, ja enligt Rav existerar hela det matematiska vetandet i bevisen. Forfattaren starker sin
argumentation genom att lyfta tre exempel som vi inte kommer presentera ingaende men lat oss
se overgripligt pa ett av dem. Rav diskuterar Euklides bevis av att det existerar oandligt manga
primtal, vilket vi kanner igen fran avsnitt 2.1. Argumentationen kretsade kring formuleringen
N = p;p, ...p, + 1 och Rav havdar att idéen att skapa talet N inte foljer fran nagot axiom eller
tidigare bevisad sats. Det &r istallet endast en kreativ och genialisk mandver som tillfor till
matematiken mer an vetskapen om att det existerar ett oandligt antal primtal. Exempelvis gar
samma teknik att anvénda for bevis av ytterligare teorier, bland annat att det existerar oandligt
antal primtal med formen 4n + 3, men det har &ven utvecklat det matematiska vetandet i kraft
av sig sjalv.

3 (a) There exist infinitely many integers n such that both n and n + 2 have at most nine prime factors, (b)
Every sufficiently large even integer is the sum of two numbers each having at most nine prime factors.

4 ”bearers of mathematical knowledge”
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4.2.2 Matematikdidaktiskt perspektiv

Hanna och Barbeau (2008) vill undersdka Ravs idéer om bevis och diskuterar i artikeln Proofs
as bearers of mathematical knowledge deras betydelse for matematikundervisning i stort men
ocksa for undervisning av just bevis. De vill visa hur bevis har potentialen, som Rav foreslar,
att formedla metoder, verktyg, strategier och aspekter av problemlésning. Hanna och Barbeau
(2008) menar att Ravs specifika idé om bevis som “barare av matematisk kunskap [var
oversattning]” (Rav, 1999, s. 20) inte har diskuterats utan att man har fokuserat pa andra
aspekter av bevis i undervisning. De papekar dock att det finns undantag i exempelvis Lucast
som menar att “bevis och problemldsning &r i stort sett samma process och bada leder till
[matematisk] forstaelse [var oversittning]” (Hanna & Barbeau, 2008, s. 345). De vill fortsitta
i samma spar genom att utvardera hur Ravs idé kan appliceras i klassrummet.

Darfor undersoker Hanna och Barbeau (2008) om det finns exempel pa matematiska bevis for
en gymnasieniva som kan formedla matematiska metoder, verktyg, strategier och aspekter av
problemlésning. De vill ocksa ta reda pa om och hur dessa exempel kan fungera och tillfora
nagot i ett klassrum. I sin artikel studerar Hanna och Barbeau tva exempel av bevis och hur de
kan fungera i undervisning. Vi kommer har nu att aterberatta ett av dessa exempel, som
dessutom é&r vanligt forekommande i den svenska gymnasieskolan.

Exemplet behandlar abc-formeln som ar en 16sningsformel till kvadratiska ekvationer, den &ar
snarlik den formel som vi ofta ser i svenska skolan, pg-formeln. Men vi kommer nu att diskutera
exemplet utifran abc-formeln eftersom det ar den som exemplifieras i Hannas och Barbeaus
(2008) artikel. Abc-formeln léser en kvadratisk ekvation som &r skriven pa formen ax? + bx +
¢ = 0 och dédr a # 0 och ser ut sahar:

—b + Vb2 — 4ac
x = )
2a

Hanna och Barbeau (2008) diskuterar hur abc-formeln anvands for att l6sa kvadratiska
ekvationer pa en grundlaggande niva. Det ar mojligt att tillampa formeln utan att ha en
forstaelse varken for formeln eller resultatet. Ett enkelt sétt att testa om det blev ratt resultat ar
att byta ut x-vardena i den ursprungliga kvadratiska ekvationen mot Iésningarna. Det bevisar
att formeln stammer, men Hanna och Barbeau fragar sig om den atgarden inte utelamnar en
forstaelse for hur abc-formeln faktiskt fungerar.

Hanna och Barbeau (2008) menar att genom att underséka hur abc-formeln fungerar med en
hérledning av formeln skapas en forstaelse for andra egenskaper och tillampningar av inte minst
kvadratiska funktioner, men ocksa snarlika funktioner. Att harleda abc-formeln leder ocksa till
att det gar att dra slutsatser kring huruvida det finns nagra andra I6sningar. Ett enkelt test av
resultatet ger inte dessa fordelar anser Hanna och Barbeau.

Néar det kommer till att harleda abc-formeln finns det olika strategier och tekniker men Hanna
och Barbeau (2008) férmodar anda att det ar nog sannolikt att eleverna kommer att behéva lite
hjalp med det. Genom att introducera tekniken kvadratkomplettering ges eleverna maojlighet att
fordelaktigt anvanda denna teknik som alternativ. Sa med hjalp av kvadratkomplettering kan vi
skriva om uttrycket ax? + bx + ¢ = 0, dar a # 0, sahar

b? c b? b  b? 4ac b2 ( b )2 b? — 4ac

2 2
Xt—xt—=—-——F-—+t-x+—S=—-t+— (x+—
a 4q? a 4a? a 4q? 4a? ' 4q? 2a 4q2



—b+Vb2— .\
—2—4“, dar a # 0.

och slutligen kommer vi fram till abc-formeln: x =

Introduceringen av kvadratkomplettering kan ocksa leda till att eleverna lar sig andra tekniker
som &r nya for dem. Hanna och Barbeau (2008) papekar att den generella tekniken att forst
addera for att sedan subtrahera en term i ett uttryck kan vara en nyhet for eleverna. Det &r en
teknik som kommer att anvandas mer frekvent vid hogre matematikstudier. Aven om dessa
tekniker, kvadratkomplettering och adderande och subtraherande av termer, inte &r nagon logisk
hérledning av abc-formeln sa ar det verktyg eleverna kan anvéanda i andra liknande situationer.

Nar man val har identifierat komponenterna som leder till en forstaelse for abc-formeln kan
man utforska andra situationer nar de kan vara anvandbara. Vi kommer nu att beskriva tva
situationer som Hanna och Barbeau (2008) illustrerar i sin artikel. Det forsta exemplet ar
polynomet x* + 4. Det ar kanske inte uppenbart att det gar att faktorisera men om eleverna har
forstatt kvadratkomplettering, sa kan de anvanda den for att komma fram till féljande
(x*+4x2+4) —4x?> = (x2 + 2)2 — (2x)? = (x% — 2x + 2)(x? + 2x + 2).

For att 16sa polynom av fjarde graden behéver man normalt kunskap om komplexa tal och
enhetsrotter men ovanstaende exempel visar hur dven gymnasielever kan komma fram till en
[6sning.

Den andra situationen dr hur kvadratkomplettering kan anvindas for att ”komplettera en kub”
eller med andra ord applicera tekniken pa en ekvation av tredje graden. Lat oss undersoka
ekvationen ax® + bx? + cx + d = 0. Den kan med hjalp av kvadratkomplettering skrivas om

pa foljande satt
+ b 3+ b +(d i =0
alx+g) +{em57)x 27a2) =

Pa det sattet kan man losa ekvationer av tredje graden pa formen x3 — px + g = 0, som é&r
startpunkten for generella 16sningar for ekvationer av tredje graden.

Hanna och Barbeau (2008) redogor for tva sadana situationer som visar hur eleverna kan
uttrycka rotter for ekvationer av tredje och fjarde graden med hjélp av koefficienter. Sadana
situationer ger eleverna en Okad forstdelse av och battre fardigheter i algebra (Hanna &
Barbeau, 2008). Nar det kommer till algebra sa handlar matematiken ofta om att lasa av och
forsta den information som ett uttryck innehar. Ibland ar det latt att forsta uttrycket men ibland
ar information val dold. Da handlar det inte bara om algebraisk forstaelse utan ocksa om
fardigheter i algebraisk manipulation. Algebraisk manipulation avser forenkling av algebraiska
uttryck som gor den mer hanterbara och det raknas som en viktig fardighet inom
problemldsning.

Hanna och Barbeau (2008) avslutar exemplet med att forklara att de vinster vi har gjort nér vi
betdnkt beviset av abc-formeln gar bortom de som gjort vid en enkel validering av formeln.
Slutligen kan vi men bestamdhet havda att det bara finns tva rotter till en kvadratisk ekvation
och alla andra kunskaper eleverna har fatt pa kopet. Hanna och Barbeau (2008) understryker
att det som ar viktigast i anseende av artikeln ar tillagnandet av tekniker som gar att applicerar
pa manga fler situationer &n bara det har exemplet, och en bredare kunskap om kvadratiska
ekvationer som kan bidra till en mer sammanhangande helhetsforstaelse.

Efter de bada exemplen som Hanna och Barbeau (2008) beskriver i sin artikel menar de att det
ar uppenbart att det finns exempel pa bevis som kan fungera precis sa som Rav foreslar. Men
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de betonar ocksa att det finns manga fragor om undervisningen av bevis som maste besvaras i
forskningen, exempelvis behover liknande bevis till de i artikeln testas i verkliga
undervisningssammanhang. Andra fragor man behéver ta i beaktning & om laroplanen maste
justeras for inkludera bevis i undervisningen, hur lararen ska arbeta med bevis i undervisningen
och vilka forandringar som behdvs for att lararkollegiet ska inkludera bevis i undervisningen.
Avslutningsvis argumenterar Hanna och Barbeau (2008) for att bevis bor ha samma roll i
matematikundervisningen som i matematiken, med andra ord sa kan bevis ha en storre roll i
gymnasieskolan for att de har en potential att formedla viktiga matematiska kunskaper sa som
strategier och metoder. De menar att larare har forbisett bevisens potential och att skolvésendet
maste uppmarksamma bevisets mojligheter.

4.3 Det matematiska bevisets roller

Ovan sdg vi att Rav argumenterade for att det var bevisen som utvecklade matematiken och pa
manga satt undersokte han vilken roll bevisen har i matematiken. Denna fraga har &ven
intresserat ett flertal didaktiker som, tydligare &n Rav, férsoker systematisera vilka funktioner
bevis fyller i matematiken. En tydlig upprakning av bevisen funktioner skulle dels medféra en
forstaelse for bevisens roll i matematiken, dels tydliggora vilka mojliga vinster som en
undervisning fokuserad pa bevis kan medféra. Vi kommer nu undersoka de Villiers (1990),
Hannas (2000) och Hemmis (2006) bidrag till denna undersokning. Dessa vilar i sin tur pa Bells
arbete som publicerades 1976 (de Villiers, 1990).

4.3.1 Bevisens roll enligt de Villiers

Matematikdidaktikern de Villiers (1990) anmarker att elever ofta har svarigheter med att se
behovet av bevis vilket leder honom till fragan vilket behov matematiker har av bevis eller, for
att formulera det annorlunda, vilka funktioner bevis uppfyller. Dessa fragestallningar leder till
fem punkter som de Villiers menar sammanfattar matematikbevisets funktioner. Dessa
funktioner har enligt Hemmi (2006) kommit att bli standard inom den matematikdidaktiska
forskningen dar bland annat hon sjalv utgar fran dem. | féljande diskussion skall vi framst
intressera oss for de matematiska funktionerna.

o Verifikation (intresserad av sanningen hos ett pastaende)
e Forklaring (ger insikt till varfor det &r sant)
e Systematisering (organiseringen av flera resultat till ett deduktivt system av
axiom, stora koncept och satser)
e Upptéckt (upptackten eller uppfinningen av nya resultat)
o Kommunikation (6verféringen av matematisk kunskap)
[Var dversattning] (de Villiers, 1990, s.18)

Bevis for verifikation eller Overtygelse lyfts enligt de Villiers (1990) vanligtvis fram som
huvudfunktionen av bevis, inte minst av matematiklarare. Han anser dock att det ar nagot
missvisande da dvertygelsen oftast kommer fore beviset vilket han foljer upp med att fraga sig
varfor matematiker annars skulle &gna manader och ar for att bevisa en hypotes. Med detta vill
han inte pasta att bevis saknar verifikationsfunktion utan endast satta det i perspektiv gentemot
de andra funktionerna.
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Forklaringsfunktionen hos bevis menar de Villiers (1990) mycket val kan ha en storre paverkan
pa matematikers stkande efter bevis an det att bli Gvertygade. Som exempel diskuterar han det
datorgenerade beviset av fyrfargssatsen, som sager att det endast krévs fyra farger for att
farglagga alla mojliga kartor, sa att inga angransade regioner har samma farg. Detta 6vertygade
de flesta matematiker om dess korrekthet, men sakande formaga att forklara varfor, vilket ledde
till att matematiker hade svarare att acceptera det. Darmed argumenterar de Villiers for att
fragan varfor ar viktigare an pastaendet att for matematiker.

De tva funktionerna av bevis vi nu diskuterat & for manga sjalvklara. Bevis i rollen som
organisator av det matematiska systemet vilket de Villiers (1990) beror dérefter &r dock inte
det. Han pastar har att bevis har en fundamentalt viktig roll i systematiserandet av matematiken
till ett deduktivt enhetligt system. Beviset for satsen om mellanliggande varden i analysen, som
séger att om en kontinuerlig funktion f i intervallet [a, b] tar vardena f(a) och f(b) kommer den
aven att ta de varden mellan a och b nagon gang under intervallet, menar de Villiers &r ett
exempel pa detta. Bevisets huvudfokus &r har att systematisera matematiken och inte att
overtyga eller beskriva varfor da detta enligt de Villiers inses enkelt.

Darefter pekar de Villiers (1990) pa bevisens majlighet att generera nya upptackter. | viss man
gar det hér att anse att han argumenterar emot sig sjalv da han ifragasatter de matematiker och
didaktiker som pastar att bevis oftast inte ar en god metod for nya upptéackter. Dessa verkar
enligt de Villiers tro att satser och hypoteser néastan alltid upptécks via intuition och experiment.
Det gar dock att fraga sig om inte de Villiers gor detsamma i sin forsta punkt da han
argumenterar for att det inte alltid &r bevisen som ger dvertygelse. Det finns dock en skillnad
mellan dessa punkter som gar att exemplifiera genom historien om icke-euklidisk geometri
vilket ocksa de Villiers namner men inte utvecklar narmare. Om vi dock kommer ihag Saccheris
bevisforsok av parallellaxiomet (avsnitt 2.4), sa sag vi dar hur ett misslyckat bevis slutligen
mynnade ut i insikten om att ett annat system var mojligt. Dock endast mdjligt, och ndgon
overtygelse om dess riktighet nadde varken Saccheri eller Lambert. Darmed blir det tydligt hur
bevis har en formaga att generera nya upptackter, utan att for den sakens skull alltid ge
Overtygelse.

de Villiers (1990) sista punkt ar att bevis har en kommunikativ funktion mellan matematiker,
mellan professorer och studenter, mellan larare och elever och inte minst mellan eleverna sjalva.
Denna kommunikativa funktion verkar aven som en kontrollinstans vilket vi diskuterat mer
ingaende i avsnitt 4.1.2.

4.3.2 Bevisens roll enligt Hanna

Aven Hanna (2000) intresserar sig for vilken roll bevis bor ha i matematikundervisningen vilket
leder ocksa henne till fragan om vad for funktion bevis har i matematiken. Hon upptécker att
det rader delade meningar i fragan och framférallt lagger hon mérke till att matematiker i hogre
grad vardesatter den matematiska forstaelsen som kan komma ur ett bevis framfor den formella
bevisforingen och argumenterar darmed i linje med de Villiers. Hanna utgar fran de Villiers
(1990) fem punkter men tillfor dven ytterligare tre som hon dock inte utvecklar ndmnvart, vilket
kan bero pa att hon inte ser dess omedelbara relevans for skolan.

e Konstruktionen av en empirisk teori
e Utforskandet av meningen hos en definition eller konsekvenserna av ett
antagande
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e Inforlivandet av ett valkant faktum till ett nytt ramverk och darmed se pa det
fran ett nytt perspektiv
[Var 6versattning] (Hanna, 2000, s.8)

4.3.3 Bevisens roll enligt Hemmi

Matematikdidaktikern Kirst Hemmi (2006) diskuterar d&ven hon bevis och hennes preliminéra
fragestallning ar hur universitetsstudenter méter matematiska bevis, vilket vi kommer diskutera
narmare i kommande avsnitt (se 5.2). Hon ger dock dven en teoretisk bakgrund som bland annat
behandlar fragan om vilken roll bevis har inom matematiken. Hemmi tar avstamp i de Villiers
lista 6ver fem funktioner som bevis har. Ytterligare tillfors dock en punkt som hon kallar
Transfer som grundar sig pa intervjuer gjorda med verksamma matematiker.

Transfer delar Hemmi (2006, s. 61) upp i tva nagot skilda funktioner dar den forsta ar att arbetet
med matematisk bevisforing har mojlighet att utveckla det logiska tankandet dven utanfor
matematikens ramar och darmed vara till hjalp i problemlésning som inte berér matematik. Hon
papekar att det forr i tiden var obligatoriskt for larda att lara sig geometri da det var végen till
det logiska tankandet, vilket i mangt och mycket sammanfattar poangen Hemmi lyfter.

Den andra funktionen av Transfer, som Hemmi (2006) presenterar, & en inom matematisk
sadan men beskriver egentligen samma funktion som den forra. Att arbeta med bevisforing har
mojlighet att erbjuda nya tekniker som kan vara anvandbara da en tar sig an andra problem samt
skapa forstaelse som ger insikt pa andra matematiska plan. En matematiker Hemmi intervjuar
lyfter som exempel att hérledningen till formler som behandlar andragradsekvationer har
mojlighet att vara anvandbara i manga andra matematiska sammanhang. Detta exempel kanner
vi igen fran Hanna & Barbeaus (2008) argumenterande text i avsnitt 4.2.2.
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5 Bevis i undervisningen

| detta kapitel inleder vi med att presentera en analys av styrdokumenten dér vi belyser i vilken
man bevis behandlas i framforallt &mnesplanen. Darefter foljer vi Hemmis (2006) diskussion
av vad en larare maste forhalla sig till da bevis introduceras hos eleverna. | tredje avsnittet foljer
vi en studie som Balacheff (1988) utforde pa en hogstadieskola dar han soker klargora vilka
kognitiva nivaer av bevisforing elever befinner sig pa. Dessa arbeten kan ses i en storre
didaktisk kontext dar Balacheff ror sig i den konstruktivistiska skolan medan Hemmis arbete
vaxer fram ur en sociokulturell bakgrund.

5.1 Bevis i styrdokumenten

| det hér avsnittet vill vi understka hur skolans aktuella styrdokument behandlar bevis, framst
amnesplanen for matematik i gymnasieskolan. Vi kommer att undersoka i vilka sammanhang
ordet bevis forekommer i @mnesplanen for matematik och i Skolverkets kommentarer till
amnesplanen.

| det inledande avsnittet i &mnesplanen, damnesbeskrivning och amnets syfte, for matematik sa
forekommer inte ordet bevis nagon gang (Skolverket, 2011a, s. 90ff), men om man tittar pa
Skolverkets kommentarer till resonemangsformagan sa behandlas matematiska bevis dar. Det
star skrivet att resonemangsférmagan innebar att kunna

” [...] genomfora bevis i tal och skrift. Detta inkluderar att uppmirksamma
betydelsen av och kunna redogdra for de barande idéerna i ett matematiskt bevis
och inse skillnader mellan gissningar och vélgrundade pastaenden.

Matematiska resonemang kan till exempel utgtras av formella skriftliga bevis for
matematiska pastdenden, dar resonemanget bestar av logiska slutsatser utifran
givna definitioner, axiom och satser.”

(Skolverket, u.a., s.2f)

| kursplanerna for matematik daremot forekommer ordet bevis ett flertal ganger, men inte i
samtliga kursplaner. | kurserna for matematik 1a, 2a, 2b och 2c sa namns matematiska bevis
inte 6verhuvudtaget. | centralt innehall for matematik 1b och 1c sa star det under rubriken
geometri att undervisningen ska behandla” [i]llustration av begreppen definition, sats och bevis,
till exempel med Pythagoras sats och triangelns vinkelsumma” (Skolverket, 2011a, s. 98 &
104). Det skrivningen fortydligas i Skolverkets kommentar ’[i]llustration innebar att presentera
begreppens roll och funktion i matematik, samt att synliggora skillnaden mellan att troliggéra
och bevisa ett matematiskt pastaende” (Skolverket, u.a., s. 11 & 12). | betygskriterierna for
kurserna 1b och 1c behandlas inte bevis.

I kurserna matematik 3b, 3c, 4 och 5 finns det en samstammighet i hur bevis behandlas i
betygskriterierna. Nar kriterierna for resonemangsférmagan beskrivs for betygen A och C
férekommer det en skrivning som d&r likadan for alla fyra kurserna. For betyget C ska eleven
kunna ”genomfora enkla matematiska bevis” (Skolverket, 2011b, s. 22, 25, 28 & 31) och for
betyget A ska eleven kunna ”genomfora matematiska bevis” (Skolverket 2011b, s. 23, 26, 29
& 32). Samma samstammighet rader inte i centralt innehall for de olika kurserna. | centralt
innehall i kurserna Matematik 3c och 4 sa star det att handlingen ska behandla specifika bevis,
de Moivres formel for kurs 4 och cosinus-, sinus- och areasatsen for kurs 3c (Skolverket, 2011a,
90ff). Dessutom ska matematik 4 behandla olika bevismetoder enligt det centrala innehallet. |
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matematik 5 ar det specifikt matematisk induktion som ska behandlas. | centralt innehall for
matematik 3b sa ndmns inte matematiska bevis.

Sammanfattningsvis sa ar det forst i matematik 4 som centralt innehall behandlar bevis som
mer an specifika exempel, fast &n att betygskriterierna for kurserna 3b och 3c séger att eleverna
ska kunna genomfdéra matematiska bevis for att uppna betygen C, B och A. | 6vrigt sa behandlas
bevis i kurserna 1b och 1c och i resonemangsformagan, men for att forsta hur Skolverket tanker
sig den kopplingen krévs det ndrmare efterforskningar i kommentarerna till respektive avsnitt.

5.2 Aspekter av undervisningen av bevis

Hemmi (2006) intresserar sig for hur matematikstudenter pa universitetet narmar sig bevis
under sin studiegang och tar fram fyra aspekter pa hur detta gar till. Denna uppdelning anser vi
vara applicerbar i arbetet med yngre elever da den berér problematik som kan uppsta oavsett
kunskapsniva.

o Overtygelse/Forklaring
e Induktion/Deduktion
e Intuition/Formalitet
e Osynlighet/Synlighet
[Var 6versattning] (Hemmi, 2006, s.41)

Vi kdnner har igen Overtygelse/Forklaring fran de Villiers lista dver vilka funktioner bevis har,
dar overtygelse kan jamforas med verifikation (se avsnitt 4.3.1), vilket &ven Hemmi anmérker.
De andra paren skall dock inte ses som funktioner bevis uppfyller i matematiken utan som
egenskaper som bevisen kan innehalla. Inte heller skall de forstads som rena motsatspar, aven
om de i viss mening &r just det, utan snarare som tva sidor av samma mynt. Ytterligare
poangterar Hemmi (2006) att dessa fyra aspekter inte verkar i ett vakuum utan paverkas av
varandra och av ytterligare faktorer, inte minst de Villiers funktioner. Vi skall nu se éver dessa
aspekter narmare.

Hemmis (2006, s. 43ff) forstaelse av 6vertygelse och forklaring Gverensstammer i mangt och
mycket med de Villiers (1990) varfor vi inte kommer fordjupa oss i nagon forklaring av
begreppen. Hon lyfter dock ett antal didaktiska synpunkter som vi skall uppmérksamma.
Hemmi observerar att didaktiker, bland annat de Villiers och Hanna, har argumenterat for att
forklaring och inte dvertygelse ar huvudfunktionen av bevis i undervisningen. Detta da elever
latt blir 6vertygade av bland annat larare och skolbdcker, medan forstaelse inte nas lika latt.
Detta resonemang vander sig dock Hemmi mot och menar istéllet att dessa tva bor véaxa fram i
symbios da de &r del i en kritisk process for att na matematisk kunskap och att na den ena utan
den andra i viss man minskar forstaelsen. Med detta sagt pastar Hemmi inte att bevis ar enda
vagen att na for dessa insikter. Hon delar de Villiers (1990) syn pa att dvertygelse ofta nas med
andra medel an bevis, och hon inser ocksa att forstaelse kan nds genom bland annat generiska
exempel. Hemmi (2006) listar dock tre olika végar att na dvertygelse vilka ar dvertygelse via
auktoriteter, illustration samt harledning fran tidigare kanna resultat. Av dessa tre ar det
naturligtvis den sistndmnda som matematiker framforallt efterstravar, men enligt Hemmi bor
aven undervisningen efterstrava det. | denna stravan kan bevis ha en nyckelroll da de majliggor
en kritisk analys hos eleverna dar slutsatser kan ifragasattas men ocksa accepteras, inte pa grund
utav auktoritet, utan genom egna logiska slutsatser.
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Vidare diskuterar Hemmi (2006, s. 46) induktion och deduktion som i detta avsnitt skall forstas
som tva olika satt att undervisa pa. Den deduktiva undervisningen kan forstds genom den
klassiska bilden av katederundervisning dar lararen steg for steg harleder satser fran axiom och
eleverna tar till sig informationen. I induktionsundervisning ar istéllet eleverna aktiva i sokandet
efter bevis genom heuristiska undersokningar och exempel vilket later eleverna delta i
bevisforingsprocessen. Enligt Hemmi (2006) fick detta arbetssétt stort genomslag under
sjuttiotalet, inte minst genom Lakatos artikel Proofs and Refutation i vilken han argumenterar
for att deduktionsundervisningen frantar bevisen sitt arv och presenterar dem utan kontext.
Darmed gar bevisprocessen och forstdelsen Over hur bevis vaxer fram forlorad.
Induktionsundervisningen tillater istallet att studenter intar rollen som matematiker under sina
bevisforsok och far pa sa satt en mer korrekt bild utav vetenskapen matematik. Hemmi (2006)
lyfter dock empiriska studier som visar pa svarigheter att implementera
induktionsundervisningen pa grund utav motvilja hos studenter. De har saknat intresse for
undersokningar utan klara mal, eller sd har de accepterat undervisningsformen men velat
komplettera den med deduktionsundervisning for att se det ratta svaret presenterat av larare. En
undervisning som kombinerar bada bar ocksa, enligt Hemmi, pd mojligheten att hos eleverna
bygga en bild trogen matematikers verklighet samtidigt som undervisningen anpassas till
elevernas begrénsningar.

Nasta punkt pa listan ar intuition och formalitet. Hemmis (2006, s. 49ff) definition av formalitet
motsvarar i stora drag vad vi lyfte i avsnitt 4.1 da formella bevis diskuterades, dar hon delar
bilden av att den formella bevisféringen inte fullt ut beskriver matematikers praktik. Hon
tillagger dock att formalitet ar tatt sammankopplat med det matematiska spraket och i den
meningen skall man alltsa ocksa forsta formalitet som matematikspecifika termer och formalia.
Intuition skall dock inte tolkas som motsvarigheten till de informella bevis vi diskuterade i
samma avsnitt. Istallet beskriver Hemmi (2006) intuition som insikten matematiker nar genom
tidigare kunskap, erfarenheter och exempel men som saknar bevis. Givet att fokus i for stor
utstrackning laggs pa formalitet da elever méter bevis finns en risk, enligt Hemmi, att eleverna
ser bevisen som meningsldsa och darmed inte inser behoven av dem. Samtidigt poangterar hon
att i for hog grad bortse fran formaliteten lamnar eleverna oforberedda pa att folja logiska
argumentationer. Aterigen framhavs vikten av samspel ddr mdjligheten att ta in ett formellt
bevis och skapa en intuitiv forstaelse av detta lyfts som ett mal att strava mot.

Slutligen introducerar Hemmi (2006, s. 54) begreppen synlighet och osynlighet. Synlighet
forstas har som hur konstruktionen av bevis gar till, vad ett bevis innehaller, vilken logisk
struktur bevis har men ocksa egenskaper som vilken funktion och historisk relevans de
uppfyller. Hemmi (2006) uppmarksammar att synlighet inte skall missforstas som formalitet.
Det ar alltsa inte sa att ett formellt bevis automatiskt ar synligt. Synlighet avgors snarare av i
vilken grad framstallningen av beviset tydliggor de kritiska steg som gors under bevisets gang.
Osynlighet menar hon istallet beskriver processen da bevis anvands men inte fokuseras pa.
Bevis blir i detta forlopp ett medel och inte ett mal i sig. Vidare lyfter Hemmi (2006) forskning
som pekar pa att bevisforing lars implicit snarare an explicit. Bevisforing skulle i sadana fall
inte vara nagot undervisningen specifikt skall fokusera pa utan en kunskap som vaxer fram
genom matematisk praktik. Selden och Selden pekar dock, enligt Hemmi, mot att det &r i de
matematiska kursplanerna bevisféring behandlas implicit, vilket inte innebér att &ven
kunskapen &r implicit. Istallet maste dessa krav tydliggoras och studenter bor fa aktiv
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undervisning i hur bevisforing gar till. Darmed lyfts behovet av att synliggéra den matematiska
bevisforingen. Hur synlighet och osynlighet skall balanseras bildar enligt Hemmi en form av
paradox i undervisningen av bevis, dar elever i viss man behdver haft en egen erfarenhet av
bevisforing for att kunna fokusera pa dess struktur, innehall och uppbyggnad, samtidigt som
denna erfarenhet pa manga satt kraver en tidigare orientering av just dess struktur, innehall och

uppbyggnad.

Vi ser att Hemmis (2006) diskussion inte leder fram till ndgra absoluta slutsatser och inte heller
framhaller nagot av motsatsparen som Gverlagset gentemot det andra. Detta da presentationen
inte heller stravar efter det. Hemmis mal &r att poangtera de aspekter som paverkar nyborjares
moten med bevis och bevisforing och inte att argumentera for en specifik undervisning.

5.3 Kognitiva nivaer av bevisforing

Matematikdidaktikern Nicolas Balacheff (1988) vill forsta elevers bild av bevis och hur de nar
Overtygelse. Detta gor han genom en studie dar hogstadieelever i par arbetar med att utveckla
en formel som skall beskriva hur manga diagonaler en polygon har, givet att antalet horn ar

kanda. Sambandet for detta kan beskrivas som f(n) = "("2_3), vilket ingen av de grupper vi

diskuterar nar. Under denna studie forvantar sig Balacheff kunna applicera ett antal kognitiva
nivaer av bevisforing pa elevernas bevisforsok. De kognitiva nivaerna skiljs at av vilka krav
eleverna staller pa sina bevis. Elevernas tankeséatt pa bevis forandras genom de olika nivaerna
dar framforallt insikten om behovet av att dra generella slutsatser ar starkare i hogre nivaer.
Han inleder dock med att skilja pa pragmatiska och konceptuella bevis. Pragmatiska ar de bevis
som forlitar sig pa specifika fall och handlingar som dras slutsatser av, medan konceptuella gar
bortom handlingar och istéllet lutar sig pa att finna de egenskaper som &r av vikt och sétta ett
samband mellan dessa. Steget mellan dessa menar Balacheff &r att kunna sérskilja det generiska
i de specifika fall man undersokt. D& P(n) anvéands nedan avser det en polygon med n antal horn
och f(n) beskriver sambandet vi soker.

De kognitiva nivaer Balacheff (1988) fokuserar pa ar foljande, listade i hierarkisk ordning, dar
de tva forstnamnda saknar egenskaper matematiker soker hos bevis men behandlas av eleverna
som sadana.

e Naiv empirism
e Det kritiska experimentet
e Det generiska exemplet
e Tankeexperimentet
[Var dversattning] (Balacheff, 1988, s. 219)

Naiv empirism beskriver Balacheff (1988) som att dra slutsatser fran ett fatal provade fall. Givet
att hypotesen haller for de fem forsta fallen sa galler det aven for alla andra lyder
argumentation. Denna form av resonemang inser vi saknar baring men Balacheff lyfter en studie
utford av Bell dar sa manga som en fjardedel av en grupp av 15-aringar lutade sig pa naiv
empirism. | Balacheffs egna studie exemplifieras det bland annat i gruppen som fran
undersokningar av P(4), P(6) och P(8) nar sambandet f(n) :g. Om vi bortser fran att

sambandet faktiskt misslyckas med att beskriva P(6) och P(8), vilket kan beror pa gruppens
oklara bild av vad polygon och diagonal faktiskt innebér, kan vi anda kanna igen
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argumentationen som naiv empirism. Ett fatal testade fall bygger upp teorin och nar ett
motargument P(5) dyker upp, l6ser gruppen det med en ad hoc metod dar alla udda tal foljer en
ny regel. Denna ad hoc mentalitet ar enligt Balacheff tydlig indikation pa naiv empirism.

Balacheff (1988) vill att det kritiska experimentet skall forstas som en metod dar en hypotes
vara eller inte vara sétts pa prov genom ett specifikt experiment. Om hypotesen géller i detta
fall kommer den alltid att galla. Denna metod vaxer enligt Balachef fram genom insikten att
generella slutsatser maste kunna dras, vilket anvandare av naiv empirism inte insett. Det
specifika fallet véljs darmed slumpmassigt ut i férhoppningen om att det svarar mot denna
generalitet. | studien visas detta exempelvis da en grupp natt en metod for att beskriva f(n +
1) givet att de vet f(n) och da kommer till foljande, ”forsok med 15 och da om det fungerar
for det, ja da s& betyder det att det fungerar for de andra” [egen dversittning]® (Balacheff, 1988,
s5.224).

Vidare diskuterar Balacheff (1988) det generiska exemplet dér hypotesen harleds fran ett objekt
valt, inte i kraft av sig sjalv, utan i kraft av de egenskaper det innehar. Objektet representerar
darmed den klass av objekt hypotesen uttalar sig om och inte forst och framst sig sjélv. Metoden
forekom i ett fatal fall och vi kan se narmare pa en argumentation for att fa en bild utav hur den
gar till. Hypotesen var att f(n)=m—-3)+(n—-3)+(n—4)+ -2+ 1som soktes
hérledas fran det generiska exemplet P(6). Den forsta termen (n-3) insags genom upptéackten av
att det till de tva horn narmast punkten eleverna valt inte gick att dra diagonaler. Fran denna
insikt som grundade sig pa det specifika i fallet P(6) kunde generella slutsatser dras givet att
P(6) var en tillrackligt bra representant. Balacheff noterar dock att &ven efter denna insikt lutar
sig grupperna mot det kritiska experimentet for slutgiltigt 6vertygelse vilket vittnar om en
ofdrstaelse av det egna resonemanget.

Hogst upp pa denna lista séatter Balacheff (1988) tankeexperimentet. Denna niva kraver en
formaga att avkontextualisera fragestéallningen och bryta ner objekten till sina bestandsdelar.
Beviset skall vara frankopplat specifika fall och istallet behandla objekten som en och samma.
Under studien var det ingen grupp som lyckades utfora detta bevis, men Balacheff lyfter ett
exempel dar ansatsen existerade, vilket vittnar om en medvetenhet om behovet, dven om
utférandet brast. Aven denna grupp hade undersokt P(6) och kommit fram till att det fran varje
punkt utgick tre diagonaler. | forsok att formulera ett generellt samband infor de termerna x och
y men misslyckas med att konstruera ett samband mellan dessa vilket i slutdéndan goér
formuleringen innehdllslés. Denna konstruktion av samband, som efterstravas i
tankeexperimentet, anser Balacheff krava en kognitiv utveckling dar eleverna kritiskt maste
kunna reflektera kring sina egna slutsatser, men ocksa kunna utnyttja spraket som ett logiskt
verktyg.

Balacheffs (1988) nivaer kan ses som ett verktyg for att forsta hur elever resonerar kring bevis.
Han pekar dven pa en skiljelinje mellan a ena sidan naiv empirism och det kritiska experimentet,
a andra sidan det generiska exemplet och tankeexperimentet. De forstnamnda bygger
overtygelse genom konstaterade fakta medan de sistnamnda bygger den pa logiska
slutledningar. Denna 6vergang far darmed ses som av vikt for att forsta elevers niva. Han
uppméarksammar dock att det kritiska experimentet, dven efter att elever natt en hogre niva,
anvands for att bilda slutgiltig 6vertygelse. Kring detta resoneras att denna metod anvands i
argumentationer dven utanfor den matematiska kontexten vilket kan forklara varfor elever har
svarigheter att 6verge den. Slutligen diskuterar Balacheff den skillnad i installning som kravs

5 ”try it with 15 and then if it works for that, well then that means that it works for the others”
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av utdvaren da fokus ar problemldsning eller bevisforing. Den forra har tydliga praktiska
motivationer medan den senare bar pa teoretiska. Denna skillnad ar inte sjalvklar for elever
vilket kan forklara varfor vissa elever anser att de lagre nivaerna av bevisforing racker.
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6 Diskussion

I resultatdiskussionen som féljer nedan kommer vi sammanfatta forskningen vi berort samt ater
vanda blickarna mot vara inledande fragestallningar. Darefter kommer vi fora ett utokat
resonemang kring hur bevis behandlas i styrdokumenten och ifragaséatta om deras beskrivning
gor bevisen rattvisa. Vidare diskuterar vi didaktiska konsekvenser som arbetet medfort for var
yrkesutdvning och exemplifierar dessa med hjalp av ett undervisningsupplagg. Slutligen lyfter
vi fortsatt forskning som vi ser behov av.

6.1 Resultat

Vi har forstatt att bevis pa manga satt ar ett komplext begrepp. | historien har den pa ett
fundamentalt satt paverkat matematiska skeenden. Idag verkar det existera olika uppfattningar
om hur bevis bast bér beskrivas, samtidigt som insikten om dess mangfasetterade funktioner
blivit allt mer vedertaget. Ytterligare verkar ett antal aspekter vara av vikt vid ett forsta mote
med bevis.

Kiselman & Mouwitz (2008) gav oss en generell beskrivning av matematiska bevis vilket i stort
beskriver bevis som en argumentation, byggt pa deduktiv harledning fran axiom, som ger
Overtygelse om satsens sanningshalt. Denna bild forstarktes av Cabassut et al. (2012) men
utvecklades dven genom att koppla bevis till formalismen. Ser vi pa de olika bevismetoder vi
listade kan dessa forstas genom denna beskrivning, som far ses som matematikers traditionella
forstaelse av bevis. Denna beskrivning sammanfattas i begreppet formella bevis dar aven en
mekanisk slutledningsprocess anses beskriva bevis.

Ett ifragaséttande av huruvida det formella beviset faktiskt beskriver matematikers praktik har
dock véxt fram och fatt faste inom framforallt matematikdidaktiken. Istallet argumenteras for
en informell forstaelse av bevis. Dawson (2006), Hanna (1990) och Weber (2008) framhaller
alla att den sociala processen har en nyckelroll inom bevisforing vilket darmed inforlivas i
begreppet informellt bevis. Dawson menar bland annat att denna process forklarar hur bevis
som ansetts Overtygande i en kontext forlorat sin overtygelseférmaga i andra, vilket den
formella tolkningen inte kan forklara. Nasir al-Din al-Tusis bevis av parallellaxiomet kan ses
som ett exempel da det i sin tid ansags dvertygande men hade som vi vet idag stora brister. Rav
(1999) delar denna bild men poéngterar ocksa att ett forsok att tvinga in bevis i den formella
beskrivningen oundvikligen leder till att delar av meningen hos beviset gar forlorat. Vi ser
darmed att fragan om vad bevis dr inte har ett entydigt svar utan beror pa utifran vilken
utgangspunkt fragan stalls.

Funktionerna bevis uppfyller som de Villiers (1990), Hanna (2000) och Hemmi (2006) listar
soker satta in bevisen i ett bredare matematiskt sammanhang dér bade historiska och samtida
perspektiv kan urskiljas. Jamfor vi dessa funktioner med var historiska tillbakablick kan
nadmligen ett antal likheter urskiljas. De Villiers verifikation, forklaring och systematisering
syns i grekernas arbete, dar Euklides Elementa ar det tydligaste exemplet, men &ven Hemmis
transfer gar att skonja i det faktum att filosoferna, utpraglade logiker, drogs till matematiken.
Hannas utforskandefunktion kan exemplifieras i Weierstrass arbete med funktionsbegreppet
och vi har redan tidigare kopplat Saccheris bevisforsok av parallellaxiomet till de Villiers
upptécktsfunktion. 1 Rav (1999) har vi sett en argumentation som inte bara undersoker vilka
funktioner bevis har i matematiken utan istallet lyfter fram bevis som den absolut viktigaste
byggstenen i matematik. | bevisen, resonerade Rav, existerar all matematisk kunskap. Huruvida
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Ravs artikel har fatt stor spridning inom det matematiska faltet har vi inte fatt helt klart for oss,
vilket innebér att det gar att ifragasatt dess hallbarhet i att beskriva bevisens roll. Den funktion
den fyllt inom matematikdidaktiken, dér en stor del av den litteratur vi last forhallit sig till den,
berattigar dock att vi lyfter den. Bevis har alltsa genom historian fram till idag haft liknande
roll som varit sa fundamental att avsaknaden av den skulle franta matematiken dess essens.
Draget till sin spets gar det aven att argumentera for att en matematik utan bevis skulle do ut.

Vi har alltsa forstatt att matematikdidaktiken ocksa fragar sig vad ett bevis ar samt vilken roll
de uppfyller i matematiken och skolan. Ytterligare undersoks vilka vinster en undervisning
fokuserad pa bevis kan medfora, vilket vi sag da Hanna & Barbeau (2008) undersokte hur Ravs
(1999) teorier kan realiseras i undervisningen. Hemmi (2006) lyfte fyra par av aspekter som
paverkar elevers forstaelse av bevis, vilka darmed bor beaktas da undervisning av bevis
planeras. Slutligen sag vi Balacheff (1988) undersoka hur elever arbetade med bevis dar fyra
kognitiva nivaer framgick. Dessa tydliggjorde hur elever tolkade bevisprocessen dar vad de
ansag utgora ett fullgott bevis framgick men visar ocksa, enligt Balacheff, elevernas majlighet
att resonera matematiskt. Balacheffs (1988) artikel kan tyckas vara till aren och de
forklaringsmodeller han utnyttjar sig av, med ett tydligt fokus pa kognitiv utveckling, skulle
kanske inte idag anvands i samma grad. Hans nivaer fangar andock nagot essentiellt i elevernas
forstaelse av bevis och artikeln har haft stor inverkan pa matematikdidaktiken. Det didaktiska
faltet som behandlar bevis spretar darmed i flera riktningar men kretsar andock kring de
standiga didaktiska fragorna vad, hur och varfor?

6.2 Styrdokument

Begreppet bevis behandlas i ett fatal delar av amnesplanen for matematik och nar det val
behandlas lamnas anda ett stort tolkningsutrymme. Det far oss att undra hur Skolverket
definierar begreppet, hur myndigheten vill att undervisningen ska ga till och nar undervisningen
ska bedrivas. De har fragorna kommer vi nu att diskutera utifran den beskrivning av
styrdokumenten vi tidigare har gjort i avsnitt 5.1.

En dvergripande bild av laroplanen férmedlar inte en bild av att bevis ar en stor del av
matematiken. Orden bevis forekommer inte i &mnets syfte och &mnesbeskrivningen (Skolverket
2011b, s. 1ff). Men som vi tidigare har sett sa star det anda i kommentarerna till det inledande
avsnittet i amnesplanen att resonemangsférmagan innefattar bevis (Skolverket, u.a., s.2f), men
for att hitta den informationen maste man alltsd soka i extramaterialet till amnesplanen. Och
visserligen ar det sa att formagorna ska genomsyra undervisningen i alla kurserna, sa det gar
anda att havda att bevis implicit ska genomsyra undervisningen i matematik men det blir da en
tolkning som lamnas till lararen. Faktum kvarstar att i en stor del av kurserna, matematik 1a,
2a, 2b, 2c och 3b, sa behandlar centralt innehall inte bevis 6verhuvudtaget. Det faktum att bevis
varken forekommer i &mnets syfte och beskrivning eller i stora delar av &mnesplanen kan leda
till att bilden av skolamnet matematik skiljer sig fran matematik som vetenskap.

I kurserna 3b, 3c, 4 och 5 finns det en samstdmmighet i kunskapskraven att elever ska kunna
genomfora bevis (Skolverket, 2011b, s. 22ff), men det &r oklart i vilken kurs de ska fa de
kunskaperna. Det ar forst i kursplanen for matematik 4 som det star under centralt innehall att
undervisningen ska behandla olika typer av bevismetoder. Men elevernas betyg baseras dnda
pa deras kunskaper i att genomfora bevis i den kursen de last innan, antingen 3b eller 3c. Ut6ver
det star det i centralt innehall for kurserna 1b och 1c att undervisningen ska innehalla
’[i]llustration av begreppen definition, sats och bevis” (Skolverket, 2011a, s. 98 & 104) men
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med det menar de att eleven ska fa en bild av bevisens roll i matematiken och att undervisningen
ska formedla en forstaelse om bevisens otvivelaktiga karaktar (Skolverket, 2011a, s. 98 & 104).
Oavsett hur man valjer att tolka amnesplanen sa behandlas d&nda matematiska bevis till en viss
grad men tolkningsutrymmet &r stort.

Laroplanen formedlar en otydlig bild av matematiska bevis men just tydliggérandet av
begreppet dr av betydelse for undervisningen. | &mnesplanen star det om resonemangsférmagan
och i kommentarerna till denna finns den enda beskrivningen av vilken betydelse skolverket
menar med matematiska bevis. De ger ett exempel till vad resonemangsférmagan utgdrs av nar
de beskriver formella skriftliga bevis (Skolverket, u.a., s.2f). Beskrivningen 6verensstammer
med den traditionella formalistiska synen pa bevis som formella bevis. Men formellt bevis
benamns bara en gang till och det &r i kommentarerna till kurs 2c dér det uppges att det inte
finns nagra krav pa att genomfora formella bevis (Skolverket, u.a.). Laroplanen ger ingen tydlig
beskrivning av vilka typ av bevis de vill att undervisningen ska behandla. Hemmi (2006, s. 58)
poangterar hur viktigt det ar att undervisningen av bevis ar tydlig for att eleverna ska forsta
egenskaperna hos och uppbyggnaden av bevis. Balacheff (1988) menar att elever har svart att
urskilja skillnader mellan de kognitiva nivaerna av bevis. Darfor ar det viktigt att
undervisningen ger en tydlig bild av betydelsen av bevis for att tydliggora den kognitiva nivan
av undervisningen for eleven. Det fortydligandet underléttas onekligen om lararen far en klar
bild av begreppet fran styrdokumenten.

Det finns manga aspekter av behandlingen av bevis i styrdokumenten som kan ifragasattas och
behover konkretiseras. En starkaste ndrvaro av begreppet bevis i amnesplanen skulle formedla
den roll som bevis har i matematiken. Det tolkningsutrymme som existerar i styrdokumenten
idag kan leda till att skolamnet matematik inte speglar vetenskapen eftersom bevis ar en
elementdr del av matematik. Det finns mycket som kan goras for att l&roplanen ska formedla
bevisens roll i matematiken och inte minst for att klargéra hur undervisningen av bevis ska
bedrivas.

6.3 Didaktiska konsekvenser

Var undersokning av matematiska bevis har gett oss en forstaelse for deras roll i matematiken
och didaktiken som vi kommer att vilja formedla i var undervisning. Vi vill nedan konkretisera
hur detta pa ett valdigt enkelt satt kan realiseras. Med detta exempel vill vi ocksa tydliggora att
vi pa intet vis forvantar oss av vara elever att kunna bevisa satser matematiker arbetat med i
aratal eller att undervisningen behover vara revolutionerande for att fa fram viktiga matematiska
poénger.

Lat oss utga fran Pythagoras sats, en sats alla elever moter och forhoppningsvis aven far se ett
bevis utféras pa, och som skolverket sjdlva faktiskt lyfter som exempel pa bevis. Den
undervisning vi sjalva fatt om denna sats och den vi sett pa VFU later elever i hog utstrackning
applicera satsen pa problem och verklighetsnara situationer for att pa sa satt lara sig den. Vi
anser att en sadan undervisning missar poangen med satsen da dess verkliga syfte, enligt oss,
ar att exemplifiera och tydliggora det matematiska systemet, den matematiska bevisforingen
eller visa matematikens historia. Huruvida elever kan rakna ut hojden pa en flaggstang ar enligt
oss sekundart, men anda utgor detta lejonparten av den undervisning vi sett.

Undervisningen av Pythagoras sats skulle kunna ga till pa féljande sétt. Eleverna far gruppvis
eller parvis arbeta med ett bevis, dar de ska forsta hur beviset ar uppbyggt och vilken matematik
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som tillampas. Arbetet avslutas med att eleverna far presentera sina resultat infor klassen.
Upplagget ar enkelt men vi pastar att det ocksa ar givande. Rav (1999) pastod att matematisk
kunskap realiserades i bevisen och kommer vi ihdg vart bevis av Pythagoras sats (avsnitt 3.1)
blir det uppenbart att mycket av det matematiska stoff vi 6nskar fora vidare till eleverna anvands
i bevisen. Valjer vi vara bevis val tror vi oss kunna behandla stora delar av det centrala
innehallet genom arbete med bevis. De Villiers (1999) verifikation och forklaring som &aven
aterkom och poangterades tydligare hos Hemmi (2006) anser vi ocksa éverféras med detta
upplégg, dar eleverna inte skall behdva luta sig mot lararens auktoritet utan i slutet av lektionen
kunna argumentera sjalvstandigt. Funktionerna systematisering och kommunikation hos bevis
som de Villiers ocksa lyfter kommer dven de framtrada tydliga for eleverna givet att satsen sétts
i sitt sammanhang. Upplagget anser vi ocksa balanserar Hemmis (2006) induktion/deduktion
och intuition/formalitet. Eleverna kan luta sig mot matematikers argumentation men anda aktivt
arbeta med bevisen genom att de sjalva skall forklara den bakomliggande strukturen vilket
ocksa synliggor den formella strukturen hos bevis samtidigt som en intuitiv forstaelse soks.
Balacheff (1999) poéngterade att elever kunde ha svarigheter att i bevisforingsprocessen se vad
som utgjorde ett full gott bevis och enligt oss kommer detta upplagg tydliggora for eleverna
vad de sjalva skall strava efter i egna bevis.

Om vi kort ser till de matematiska formagorna vi skall strava efter anser vi att upplagget svarar
mot begrepps-, procedur-, resonemangs-, kommunikations- och relevansférmagan vilket
legitimerar en undervisning fokuserad pa bevis aven om man bortser fran de vinster som ges i
att eleverna skapar sig en forstaelses av matematiken som vetenskap.

6.4 Fortsatt forskning

Var undersokning av bevis i matematiken och didaktiken pekar pa att det & meningsfullt att
undervisa bevis men vi efterfragar bland annat en mer praktiknara forskning. Framforallt tror
vi att utvecklandet av undervisningsmaterial kan tillféra mycket till didaktiken och
skolundervisningen. Hur kan undervisningen av bevis ga till och vilka aspekter ar viktiga i en
klassrumsmiljo? Vilka bevis passar undervisningen for grundskola och gymnasieskolan? For
att besvara den andra fragan ar det ocksa viktigt att didaktiken analyserar diskussionerna kring
informella bevis for att utveckla begrepp som synliggor vilka bevis didaktiker behandlar.

Dessutom efterfragar vi mer forskning i skolmiljo for att forsta elevers och larares tankar kring
bevis. Hur ser larare pa hur bevis behandlas i laroplanen? Vilken betydelse lagger larare i
matematiska bevis? Hur ser elever pa bevis? Hur ser undervisningen av bevis ut? Det ar nagra
av de fragestallningar man kan efterforska i en skolmiljo och som kan tillféra mycket till
forstaelsen for undervisningen av bevis.
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