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Summary

Fractions and fraction calculation, is something that students seem to have problems with,
even though it is a subject that is following them from the early ages of preschool, all the way
up to the upper secondary school, which is something that both PISA and TIMSS studies can
agree on. This literature study has its focus in the mathematics of upper secondary school,
where problems and misconceptions regarding fractions become apparent, compared with the
elementary school. The Swedish curriculum LGY11 does not even mention the word fraction
once, even though it is a huge part of the mathematics of the upper secondary school. Almost
all series of literature have chapters specifically involving fractions, even though it is not
required form the curriculum. Studies made by didactics have proven that calculation with
fractions is much more complicated than it seems at first glance and that it requires a solid
foundation of mathematical understanding, which is something that not all students or
teachers possess. Our conclusion, is that the problems regarding fraction calculation, has its
roots during the elementary school, where the foundation of mathematical understanding is
created. We highlight some of the aspects regarding the understanding of the mathematics of
fractions, and compare them with teaching materials of the upper secondary school.
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1 Bakgrund

Svenska elever - allt samre pa matematik och Svensk skola i kris &r tva aterkommande
rubriker i svensk media. Det som skiljer dem &t ar innehallet dar klagomal framfors pa det
svenska skolvasendet. Vi kan tydligt se frin OECD:s PISA undersokningar (Organisation for
Economic Co-operation Development, Programme for International Student Assessment)
mellan aren 2003 och 2012 att Sverige har gatt fran ca 507 poéang till 477 poang, vilket ar det
storsta raset i rankinglistan av de deltagande landerna under en sa kort period. Enligt OECD
(2015) kan det bero pa att disciplinen i svenska skolan drastiskt har forsamrats, vilket kan
vara en av manga faktorer som ligger till grund for detta. Vara egna erfarenheter &r eniga med
PISAs undersokningar och har forstarkt vart intryck av svenska elevers svarigheter for
division, framforallt division av brak.

Utover disciplinrelaterade problem, vad kan ligga till grund for de svenska elevernas laga
prestation av brakberakningar? Detta forbryllar oss och eftersom det ar av stort intresse att ha
en bra fundamental forstaelse av division och braktalens innebérd, har vi bestamt oss for att
undersoka amnet lite djupare, i redan utférda studier. Vi har dven som ambition att belysa for
kommande larare vilka problem som kan ha en anknytning till &mnet, sa att lasaren pa egen
hand skulle kunna ta nytta av och dra egna slutsatser av denna litteraturstudie. Madeleine
Lowing (2008), filosofie doktor i matematikdmnets didaktik vid Goteborgs Universitet,
skriver att en elev som inte kan utféra braktalsoperationer kommer att fa problem i manga av
gymnasieskolans alla program, nagot som manga larare sékert kan halla med om.

1.1 Syfte och Fragestallningar

Syftet med detta examensarbete ar att undersoka brakuppfattningen och relaterade delar inom
matematiken hos elever i gymnasieskolan, varpa féljande fragestallningar kommer besvaras

> Vad ar braktal?

> Vilka svarigheter finns det for brakrakning?

> Varfor ar det bra att kunna brakrakning?

> Hur behandlas brakrakning i det svenska gymnasiets litteratur?

1.2 Metod

Detta &r en litteraturstudie av olika slags laromedel och forskningsstudier pa omradet runt
brdk. Laromedlen som vi analyserat ar olika populara serier av matematikbocker som
gymnasiet anvander. Laromedlen lanades fran Chalmers Matematiska Bibliotek, dar dven
nagra didaktiska och historiska studier hittades bland litteraturen. Ett antal olika sokmotorer
har anvants, sasom Goteborgs Universitetsbibliotek under dess databaser Matheducation och
den mer omfattande Education Research Complete. Chalmers Bibliotek har anvants
tillsammans med NCM och Scopus. Google Scholar har anvénts. De sokord som anvants ar:
Brak, brakrakning, rationella tal, fraction, fraction calculation, rational numbers, fraction
misconceptions, fraction difficulties och &mnesplan for matematik. Laura Fainsilber har
bidragit forslag pa litteratur och tidskrifter. Gamla examensarbeten runt samma omrade har
ocksa varit till viss hjélp vid sokning av referenser. Vi har aven utfort intervjuer med tre larare
och sex elever. Infor intervjuerna forbereddes ett antal fragor (se bilaga) runt brakens
betydelse for respondenten samt hur dem behandlar braktalsrakning. Rostinspelning gjordes
under intervjuerna.



2 Vad ar ett brak?

Braktal ses ofta som division av tva heltal, vilken i sig inte ar helt fel, men kan vara opraktiskt
i manga situationer. Braken ar ett av manga satt att uttrycka rationella tal varav decimaltal,
procent, proportion, forhallande och skala ar andra vanliga satt att uttrycka dem pa. Sjalva
braktalet ar strukturerat av en taljare, ett brakstreck och en namnare. Taljaren star Gverst,
namnaren langst ner och brakstrecket delar de bada talen, som figur 1 illustrerar.

£ Tiljare

l4— Brékstreck
N

\’ Namnare

Figur 1: Braktalets komponenter

Manga ser braktal som ett problem som skall beréknas, istéllet for en representation av olika
decimaltal eller tal pa tallinjen. Om bade taljaren och namnaren kan skrivas som heltal, kallas
braket for ett rationellt tal. Mangden av alla rationella tal forkortas Q efter engelskans
quotient. I allménhet, anvands nastan enbart rationella tal nar braktalsrakningar berors i
gymnasie- och hogstadiematematiken. Vanligtvis hanterar kurslitteratur for gymnasieelever
(de vanligaste serierna av 1a, 1b, 1c) mest akta brak, brak i blandad form, stambrak och
kedjebrak, vilka oftast dessa pa enklaste form. Har féljer nagra korta beskrivningar av de
vanligaste formerna av brak ur ett laromedelsperspektiv:

>

Akta brak: Ar ett rationellt tal vars namnare ar storre an braktalets taljare. Detta
innebar att ett dkta brak alltid ar < 1. Till exempel &r % och 1—13 akta brak.

Blandad form: Nér taljaren &r stérre an namnaren, kan denna delas upp i heltal och
resten skrivs som ett akta brak. Ett exempel pa detta ar: 13—4 som kan skrivas pa blandad

14 3 3 3 3 2 2
formsom—=-+-+-+-+=-=4-
3 3 3 3 3 3 3

Stambrak: Dessa brak har alltid vardet 1 i téljaren. éﬁ och 514 ar nagra exempel pa
stambrak.

Kedjebrak: Alla braken i ett kedjebrak skrivs som stambrak i blandad form. Kedjebrak
forekommer relativt sallan i undervisningsmaterial jamfort med de andra braktyperna.

3 ar- 8 — L
Exempel pa detta ar: 5= T

Enklaste form: Néar braket ar forkortat sa langt det gar. Detta ar uppfyllt da taljaren och
s . 0 . - 588
namnaren inte har nagra gemensamma primtalsfaktorer. Till exempel kan talet 580

2:2-3-7-7 " . 3 9 . 3
5= och forkortning av gemensamma faktorer ger -. Alltsa ar - den

588
enklaste formen av —.
980

skrivas som



En mer informell definition av rationella tal (som naturligtvis ar braktal) kan skrivas sa har:
Q= {Z:p,q € Z,q + 0}.

Aven braktalen kan ses som egna tal som kan placeras pa en tallinje, som vi kan gradera till
en bestamd ndmnare, se figur 2.

>
0 1 2 3
T O B B
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

Figur 2: Tallinje graderad med heltal och fjardedelar

Med hjalp av illustrationen ovan, kan nu tydligt iakttas att fyra fjardedelar ar lika mycket som
en hel, men hur kan det komma sig? Tva tal ar lika om de har samma position pa tallinjen, det

. " 4 8 12 . . .. . .
vill sdga i 1,1 = 2 och - = 3. Med samma resonemang kan vi dela in tallinjen i olika

- - ] - - o o 3
delar, exempelvis sjundedelar, elftedelar och sa vidare. Exempelvis kan da braket S Ses som

en andel av en helhet, men &ven som ett sjalvstandigt tal. Helheten kan vara vad som helst
som kan delas upp i fyra lika delar. Detta innebar da att vi kan tolka allt som finns runt oss
som en andel av nagot.

2.1 Varfor skall vi kunna brakrakning?

Under de senaste aren har brakens plats i samhallet successivt avtagit och ersatts av
decimaltalen, en stor anledning till detta ar inférandet av Sl-enheter for de olika storheterna
och den alltmer omfattande anvandningen av digitala hjalpmedlen. Trots detta far vi inte tro
att vi kan sluta undervisa om brakrakning. Brak har fortfarande en stor roll inom andra delar
av matematiken s& som procent, sannolikhet, algebra och en hel del andra omraden. Att
eleverna ska kunna forlanga, forkorta, multiplicera och dividera brak ar en nddvandighet pa
manga av de gymnasieprogrammen vi har i Sverige. Aven om man inte tanker pa det sa
anvander man brak i vardagen. Nar man val anvander brak &r det som namn pa en storhet.
Exempel pa detta dr “Du spelar en halvton for hogt” eller "Hon kommer om en kvart”. |
manga fall kan det vara nog med att forstd inneborden av meningen, exempelvis: “lektionen
varade 1 tre kvart”. Vi kan tolka detta som att bréktalen kan visa sig i minga olika skepnader,
det vill séga att ett brak kan tolkas pa valdigt manga olika satt. Har kommer nagra exempel:
ett tal, en andel, skala och en proportion (Skolverket 2016).

2.2 Raknelagar

De vanligaste lagarna inom aritmetiken, det vill sdga den associativa-, distributiva- och
kommutativa lagen galler dven for braktalen. Nedan redogors for dessa lagar, tillsammans
med nagra exempel. Notera att lagarna & modifierade for att passa in med braktalen.

10



2.2.1 Kommutativa lagen
Ordningen saknar betydelse for multiplikation och addition av braktal. Division och

subtraktion ar exkluderat dven for brak. Sambanden % : 2 = 2 : % galler for multiplikation och

=+ ===+ for addition. Vid multiplikation, multipliceras téljare och n&mnare var for sig,
det vill s&ga

| 8
a

SRR
Qla
e
QU

27 14 _ 7

Till exempel: =-
3-6 18 9

wIN
N

Addition kraver att ndmnarna har samma vérde for att taljarna skall kunna adderas. Detta gors
genom forlangning av det ena braket (eventuellt bada braken om de har olika primtalsfaktorer
i namnaren) med det andra brakets namnare, det vill sdga

a [ a-d c'b a-d+cb

b+d_b-d+d-b_ b-d
2 7 26 73 12 21 12421 33 11
Exempel:—+—=—+—=—+—=—=—=—.
3 6 36 63 18 18 18 18 6

2.2.2 Associativa lagen

Den associativa lagen ar aven kand som den férenande lagen och géller for multiplikation och
addition men icke for subtraktion och division, vilket ar likt den kommutativa lagen. Lagen
sager att parentesers placering i ett uttryck inte har ndgon betydelse om uttrycket innehaller
bara additioner eller bara multiplikationer, det vill sdga:

(a+b)+c=a+b+c)=a+b+coch(a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c.
L (2, 12 _2, (12 _ 4
Exempelwsar.(g+?)+4—5+(5+4)—65.

2.2.3 Distributiva lagen

Operatorn for multiplikation ar distributiv med avseende pa operatorn for addition om det for
alla k,%, 2 ,dar b,d # 0, galler

ka kc d-ka b-kc dka+bkc

a C C
d b d da-b b-d bd

ke (Grg) =k gtk

Exempel:5-(3+z)=5-3+5-Z=£+§=£+3—5=2+£=5.
3 6 3 6 3 6 2-3 6 6 6 6

Samma som for kommutativa och associativa lagen, exkluderar vi &ven héar division och
subtraktion.
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2.3 Rakna med brak

Har kommer vi diskutera om hur man gar tillvaga nar brakberakning skall genomforas i de
olika raknesatten samt hur man kan jamféra braks storlek for att avgora vilket av braken som
har storst varde. Réknesatten kompletteras aven med nagot konkret exempel.

2.3.1 Det rationella talet

Innan vi gar vidare och beskriver braken med dess raknelagar och rakneprocedurer, definierar
vi hér for de rationella talet och konstruerar detta. Har forutsatter vi att de kommutativa,
associativa och distributiva lagarna géller. Vi kommer hér konstruera de rationella talen och
de olika réknesatten: addition, multiplikation, division, olikheter samt réknelagarna for de
sistndmnda.

Lat @ vara mangden av alla par av positiva heltal. Sa att ett element i Q ar ett objekt av
formen (a, b):a, b € N. For att ge det en association byter vi ut kommatecknet mot ett kolon
och skriver da istallet (a: b), dock far inte detta tolkas som nagon form av division eftersom
vi har annu inte definierat division. Detta ar snarare bara ett satt att skriva ett ordnat par.
Nedan definierar vi relationen ~ pa Q:

DEfInItIOI'] 1 (al: az) ~ (bl: bz) omm a1b2 = azbl.
Sats 1: Relationen ~ &r en ekvivalensrelation.
Bevis av sats 1: Vi maste visa att ~ ar reflexiv, symmetrisk och transitiv.

Da galler att a;a, = a,a,, vilket betyder att (a,:a,) ~ (a;:a,), sa den ar reflexiv.

Vidare géller aven (a;:ay)~ (by:by), sa ar a;b, = ayb,, Det leder oss till att
bya, = b,a, och (b1:by) ~ (ay: a,), vilket bevisar att den &r symmetrisk.

Slutligen anta att (a;:a,) ~ (by:b,) och (by:b,) ~ (ci:c;). Det ger oss foljande:
a;b, = a,b, och b;c, = b,c;. Det medfor att (a,b,)(b,c;) = (a,c;y)(bycy), sedan med hjalp
av de associativa och kommutativa lagarna for multiplikation av positiva heltal kan vi skriva
om som (a;c,)(b;b,) = (a,c,)(byb,), da kan vi med hjalp av annulleringslagen skriva om
det som: a;c, = a,c,, vilket slutligen ger oss att (a;:a,) ~ (c;:c,). Relationen ar dven
transitiv.

Definition 2: En ekvivalensklass i Q med avseende pa ~ kallas ett positivt rationellt tal (prt).
Ett prt betecknar vi med stor bokstav A,B,C och sd vidare. Vi maste nu definiera
rékneoperationer och ordning for dessa nya tal och bevisa de rédknelagar som galler. For att
gora detta kommer vi arbeta med talpar (a,:a;) som representerar prt (\Vretblad & Ekstig,
2006).

12



2.3.2 Addition och subtraktion med samma namnare

Nar man raknar addition och subtraktion med brak finns det tva fall, de med samma namnare
och de med olika. Addition av brak med olika namnare kraver ytterligare en operation som Vi
forst maste definiera, namligen multiplikation av brak. Addition och subtraktion av brak
fortsatter darfor i avsnitt 2.3.4.1. Har konstruerar vi addition av braktal:

Definition 3: Operationen @ pa Q definieras pa foljande satt:
(ai:ay) @ (by:by) = (arb, + azby ¢ azby).
Sats 2:

Om (ay:a,) ~ (by:by) och (dy:dy) ~ (eq:ey), sd ar
(a;:ay) @ (dy:dy) ~ (by:by) @ (eg:ey).

Detta betyder att om termerna i en summa byts ut mot andra ekvivalenta talpar, sa blir den
nya summan ekvivalent med den gamla.

Bevis av sats 2:

(a;:ap) @ (dq:dy) = (a1d; + apd; = aydy),
(b1:by) @ (eq:e;) = (bie; + byey : byey),

Vi behéver nu visa att hdgerleden ar ekvivalenta. Men

(a1d; + azd;)(bye;) =
= (a1dy)(bzey) + (azdq)(boez) = (a;by)(dze;) + (azb,)(d;e;)
= (azby)(dze;) + (azby)(dzeq) = (bye;)(azd;) + (byeg)(azd,)
= (b1d; + bye;)(aydy).

Vilket konkluderar vart bevis. Da kan vi definiera summan av tva prt.

Definition 4: Om A och B &r prt, s & A+ B den ekvivalensklass (prt) som innehaller
(a;:a,) @ (by:b,), dar (as:a,) € Aoch (by:b,) € B. Till detta hor aven raknelagarna
distributiva-, kommutativa- och associativa lagen. Vi har valt att bevisa den kommutativa-
och den associativa lagen, den distributiva lagen (Al) har vi valt att inte bevisa i denna
uppsats.

Al (A+B)+C = A+ (B + C) (Distributiva lagen).
A2. A+ B = B + A (Kommutativa lagen).
A3. A+ C =B+ C = A = B (Annulleringslagen).
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Bevis av A2: Anta att (a,:a,) € A och (b;:b,) € B.

(ai:az) @ (by:by) = (a1b; + azby = azby),
(b1:by) @ (ay:ay) = (biay + bya, ¢ byay),

Vi kan da se att ovanstaende rader ar ekvivalenta vilket da ger oss att A + B = B + A.
Bevis av A3: Lat (a;:a,) € 4, (by:b,) € B och (cy:cy) € C. Da har vi foljande
(ag:az) @ (c1:¢3) ~ (by1:by) © (cq:cy),
Vilket enligt definitionen av @ ger oss att
(a1¢; + azey i azcy) ~ (bicy + bycy + bycy),
Definitionen av ~ ger os da att det dven & samma sak som.
(aycy + azey)(bycy) = (bicy + bycy)(aszcy),

Men det ar dven samma sak som att (a,b,c, + a,byci)c, = (azbicy + azbycq)c,.
Rakneoperationerna for positiva heltal ger oss da att

a,b,c, + ayb,cq = azbic, + aybycq,
Annulleringslagen for positiva heltal ger gor att vi kan skriva om det till
abyc; = azbic; © (arby)c; = (azbi)cy,
Om vi applicerar annulleringslagen igen far vi
a,b, = a,b;,

Vilket betyder att (a;: a,) ~ (by: by) eller att A = B, vilket skulle bevisas (Vretblad & Ekstig,
2006).

Samma procedur kan goras for att visa subtraktion, men vi begransar oss till att enbart visa
addition. Mer informellt, kan vi generellt visa i fallen dd brdken har samma namnare, kan
foljande regel anvandas:

b b b -b "
%+—=1 och E——=aT,dara,bochceZ,c;t0

Cc Cc c c

For att konkretisera ytterligare, visar Hakan Sollervall (2015), universitetslektor och verksam

som larare i matematik och matematik-didaktik vid Linnéuniversitetet, ett numeriskt exempel:

%+ Z= % = =. Regeln galler for alla positiva heltal a, b och c. Att addera eller subtrahera

tva brak med samma namnare ar inte svarare an att addera eller subtrahera tva vanliga heltal,
nar man val forstatt hur principen for brakaddition fungerar. Denna regel fungerar oavsett
antalet brak som ska adderas eller subtraheras da samma princip kan féljas.
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2.3.3 Multiplikation av brak

P& samma satt som vi tidigare inforde addition kan man definiera multiplikation for att ge
stadiga belagg for vara resonemang och generella rakneregler. Nedan kommer en preliminar
produkt av talpar:

Definition 5: Operationen © pa Q definieras pa foljande sétt:
(al: az) O (bl: bz) = (al: bl ¢ djp: b2 )
Sats 3:

Om (ay:a,) ~ (by:by) och (dy:dy) ~ (eq:ey), sd ar
(ar:az) O (dq:dy) ~ (b by) O (eq:ey).

Definition 6: Om A och B &r prt, sa ar A-B den ekvivalensklass (prt) som innehaller
(a;:a3) © (by:by), dér (aq:a,) € Aoch (by:by) € B. Raknereglerna foljer nedan

M1. (AB)C = A(BC) (Associativa lagen)

M2. AB= BA (Kommutativa lagen)

Ma3. AC = BC = A = B (Annulleringslagen)
D. A(B + C) = AB + AC (Distributiva lagen)

Bevis av M3: Om A, B och C é&r positiva rationella tal (prt), s ar AC = BC = A = B. Latda
(a;:ay) € A, (by:by) € Boch(ci:c,) € C.Da ar AC den ekvivalensklass som innehaller
(a;:ay) O (cq:cy) och BC den ekvivalensklass som innehaller (b;:b,) ® (cy: ¢, ). Denna
forutsattning innebar att

(ag:a;) © (c1:cz) = (a6 azcy),
(by:by) © (c1:cz) = (bycy:bycy),

vilket enligt definitionen av © ar ekvivalent med att
(aycy:a363) ~ (bycyibycy).
Enligt definitionen av ~ ar detta ekvivalent med
(ay¢1)(bacy) = (a262)(b16y).
Enligt den kommutativa lagen kan detta skrivas om till
(a1b3)(c162) = (azby)(czc1),
genom annulleringslagen for positiva heltal ges att
a,b, = a,b;.
Enligt definition 1 &r det ekvivalent med
(ay:az) ~ (byiby),

vilket innebér att A = B, vilket skulle visas (Vretblad & Ekstig, 2006).
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Sollervall (2015) inleder avsnittet med att ge nagra tolkningar kring multiplikation med heltal
for att senare dra paralleller till multiplikation med brak. Han forklarade multiplikationen
5-7kg = 35kg. Vi kan se detta som fem stycken sjukilos sackar (7 +7 + 7+ 7 + 7 = 35).
Samma princip kan vi anvanda dven nar ena faktorn i multiplikationen ar ett brak,
exempelvis:

5.7 =7 47 T T T _THTHTHTHT 35
3 3 3 3 3 3 3 3
Om vi ska tolka det i ord skulle vi beskriva det som fem ganger sju tredjedelar ar lika med
trettiofem tredjedelar. Alltsa om vi multiplicerar ett heltal med ett rationellt tal sa
multipliceras heltalet med de rationella talens taljare. Det leder oss till féljande regel:
-g—a'b,a,bochcez,cio.

a-2=22
C

Vad hander om aven forsta faktorn ar ett brak? Forklaringen av upprepad addition fungerar

tyvarr inte lika bra nar var forsta faktor inte langre &r ett heltal. DA far vi anvanda en annan

forklaringsmodell. Vi kan da anvinda oss av “chokladkakemodellen”. Den gér ut pé att vi

delar in chokladkakans sidor i den enhet som braken vi vill multiplicera har. Exempelvis om

vi ska multiplicera Zg kan det vara avgorande nar chokladkakans rutor &r en langdenhet.
Detta kan tydligt ses i figur 3 och figur 4 vad Sollervall (2015) menar med detta.

Det kan vara svart att urskonja hur
stor del av chokladkakan som
verkligen &r ifylld, nér varje sida

= ar langdenheter (le). For att veta
A exakt hur stor del som egentligen
ar ifylld sa behover vi dela in varje

langsida pa chokladkakan i

5 n tredjedelar och  kortsidan i

- fjardedelar. Da kommer vi fa oss

- en mycket tydligare illustration for

vad %g egentligen ar. Vilket kan

/ illustreras enligt figuren nedan.
3

Figur 3: Multiplikation av braktal illustration 1
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Vi kan nu tydligare se fordelarna
med att dela in sidorna i mindre
delar. Notera att varje ruta nu har
delats in i tolv lika stora delar. Vi
kan nu se att det omrade som Vi i
N figur 3 inte var helt sakra pa hur
stort det var, blir nu tydligare att
det técker in trettiofem delar och
varje ruta var delad i tolv lika stora

. . 35
delar, vilket leder oss till svaret o

Med detta exempel bakom oss kan
vi formulera en generell regel for
7 : hur tva braktal multipliceras med
3 varandra:

| o

Figur 4: Multiplikation av braktal illustration 2

(S S

=% dira,b,c&d € Z,b&d # 0.

Qo

2.3.4 Forlanga och forkorta

Braktalens storlek kan ibland vara svart att avgora, samt att vissa braktal behdver ha
gemensam namnare nar exempelvis subtraktion och addition av brak skall goras. Da kan
forlangning eller forkortning vara till hjalp.

Figur 5: Geometrisk representation av brak efter forlangning

Vi kan nu tydligt i figuren ovan se att bade den till vanster och hoger har samma andel

fargade rutor. For att exemplifiera detta med braktal skulle det kunna se ut sahar: §= % =
12

24 o . . . T . " .
P och sa vidare. Varfor kan vi multiplicera ett rationellt tals ndmnare och téljare med

samma tal utan att paverka vardet? Sollervalls framstallning ar att om vi multiplicerar
namnaren med fem sa far vi en fem ganger mindre enhet, eftersom att enheten ar fem ganger
mindre kommer vi att behdva fem ganger fler delar, for att fa samma tal. Detta innebar att
oavsett vilket tal vi forlanger med, fordndras inte talets vérde. Sollervall (2015, s. 54)
anvander figur 6 for att illustrera nagra exempel av forkortning och forlangning:

Forlanga Forkorta
3 3.5 15 15 15/5 3
2 2-5 10 10 10/5 2
3 3-4 12 12 12/4 3
2 2-4 8 8 8/4 2
4 4-5 20 20 20/5 4
7 7-5 35 35 35/5 7

Figur 6: Forlanga och Forkorta
. . . .\ o . o . 3 15
Vi kan nu se i tabellen se att det inte &r nagon skillnad pa de rationella talen 5 och s
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2.3.4.1 Addition och subtraktion med olika namnare

Enligt Sollervall (2015) kan en addition av tva brak med olika namnare liknas med en
enhetsomvandling, det exemplifieras med: 3m 4+ 7dm = 30dm + 7dm = 37dm och
3m + 7dm = 3m + 0,7m = 3,7m. Det hade ju naturligtvis inte gatt att addera trean och
sjuan utan att ta hansyn till enheterna meter och decimeter. Det leder oss till en grundregel
vilken lyder:

»Storheter maste ha samma enhet innan deras méatetal kan adderas ” (Sollervall 2015, 5.59)

Denna grundregel géller &ven nar vi nu ska addera tva braktal. Det innebar att brakens enheter
maste vara samma, det vill saga att brakens namnare maste vara samma, innan brakens taljare
(matetal) kan adderas. Efter den inledande jamforelsen sa paborjas sjalva forklaringen av
addition och subtraktion med olika ndmnare med ett exempel som illustreras med bilder och
med siffror. Exempel: Hur mycket &r en halv plus en fjardedel? Vi borjar med att illustrera
exemplet i figur 7. De streckade linjerna i forsta figuren antyder att vi kan tolka en halv som
tva fjardedelar.

’ @ ) @
Figur 7: Brakberékning med cirkelsektioner

Vi kan dven illustrera detta mer matematiskt med hjalp av siffor, det resulterar i foljande:

i1 o2 222 3 vjser hdr att ndr vi byter enhet fran halva till fjardedelar
2 4 2:2 4 4 4 4 4

sd maste vi dven ta dubbelt s manga delar. Sollervall (2015) féljer upp ytterligare ett flertal
exempel. Tva av dem lyder: Vad é&r tre halva plus fem fjardedelar, samt hur mycket &r sju
fjardedelar plus fem halva?

2.3.5 Minsta Gemensamma Namnare (MGN)

Detta kan vi fa anvandning av senare i mer avancerad matematik som till exempel i I6sning av
diofantiska ekvationer. Nar vi skall bestdmma den minsta gemensamma namnare, beskriver
Sollervall (2015) féljande procedur; bdrjar vi med att bestimma en gemensam enhet for
femtondelar och tolftedelar. Forst skrivs multiplar av de bada enheterna ner pa varsin rad.
Sedan valjs det minsta gemensamma talet i bada listorna.

15:15,30,45, 60,75 ...
12:12,24,36,48, 60 ...

Talet 60 &ar det minsta gemensamma talet for bada listorna, vilket da ar den minsta
gemensamma n&mnaren. Det brukar skrivas som MGN = 60, eller mer utforligt
MGN (15,12) = 60. Vilket utlases som, minsta gemensamma namnare for 15 och 12 ar 60. Vi
har da kommit fram till att vi kan skriva talet 60 pa tva olika satt: 4 - 15 och 5 - 12. Om vi da

anvander exemplet som vi avslutade avsnittet 2.2.3 med skulle vi da kunna skriva det som:
37 37-4 148 29 29-5 145 " . v 0 0 - "
—=—=— — = — = —, ndr vi nu har forlangt bada braktalen till samma namnare
15 15-4 60 12 12-5 60 8 145

14

A " . T 0 i 37 29
kan vi jamfora dem. Och vi ser féljande: — > — sa ar dven — > —.
60 60 15 12
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Den minsta gemensamma namnaren kan dven bestdmmas pa ett alternativt satt genom att vi
delar upp talen 12 och 15 i primtalsfaktorer. I samma exempel som ovan skulle vi kunna
skriva 15 = 3 -5 och 12 = 2 - 2 - 3. Nér vi nu ska bestamma var MGN vill vi vilja sa fa av
dessa primtalsfaktorer som majligt, men anda att vi fortfarande kan skapa talen tolv och
femton med de primtalsfaktorerna vi har. Exempelvis for tolv och femton skulle det da se ut
pa foljande vis: MGN =5-3-2-2 = 60. Detta kan dven utnyttjas nar vi ska forlanga ett
braktal, eftersom 12 = 3 - 2 - 2 kan vi se att det saknar primtalsfaktorn 5 och darmed ska vi
forlanga 12 med 5 for att fa 60. Samma princip galler aven om vi arbetar med fler &n tva
braktal. Sollervall (2015) avslutar med tva exempel varav ett av dem lyder enligt féljande:
berdkna MGN(15,12,18). Det galler att “tanka snalt” och inte ta med mer faktorer &n
nodvandigt. MGN(3-5,2-2-3,2-3 - 3) kan da skrivas som 3-5-2-2-3 = 180, vi kan
med hjalp av dessa primtal skapa 12,15 och 18.

2.3.6 Division av brak
Vi kommer i detta avsnitt definiera division av brak och darmed visa att raknereglerna for
brakdivision galler.

Sats 5: Lat A och B vara tva godtyckliga prt. Da finns precis ett prt C sadant att BC = A.

Bevis av sats 5: Att C maste vara entydigt, om det existerar, vilket foljer av rakneregel M3.
Lé.t (al: az) € Aoch (bl: bz) € B. Satt (S a1b2 och C, = azbl, dé bllr

(b1:by) © (€1:¢2) = (by¢1:by ¢3) = (a1b1bsiazby by) ~ (ag: ay),

Om vi nu dversatter detta till ekvivalensklasser, och da far vi (c;:c,) € C, foljer att BC = A.

Sa division av prt ar méjlig. Vi kallar C i satsen for kvoten mellan A och B och skriver da € =

2 = A/B (Vretblad & Ekstig, 2006).

B_

Division ar inversen till multiplikation och med hjalp av den beskrivningen och den
kommutativa lagen kan brakdivision beskrivas som féljande samband:

S| Q
ol

alolla

Detta kan visas genom tillampning av divisionsdefinitionen, det vill sdga multiplikation av
namnarens invers. Eftersom —ar inversen till gvnl vi nu multiplicera med denna och anvanda
de ovannamnda raknelagarna:

a ad ad ad

b _bc_bec_bec_a d_ad
7 ecd7de™ 1 T p ¢ bc
d dc dc
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Det finns ett flertal olika metoder dar denna typ av division kan utfdras, dar vissa metoder
passar battre &n andra beroende pa vilken sort av uttryck problemldsaren star infor. Forutom
den generella definitionen ovan kan samma uttryck berédknas genom konvertering till
decimaltal, anvéndning av den distributiva lagen eller till och med i vissa fall exkludering av
multiplikation. Studien som den kinesiska matematikforskaren Ma Liping (2010) genomférde
visade att olika larare foredrar olika metoder och darmed ar inte deras metoder helt eniga.

Olika larare fick i uppgift att resonera kring och 16sa en brakdivision av typen a%/g. De hon
undersokte svarade pa ett flertal olika satt.

2.3.6.1 Omvandling till decimaltal

Da alla tal pa tallinjen som har samma position ar lika med varandra, kan alla braktal
teoretiskt skrivas som decimaltal (decimaltal med oéndliga decimalutvecklingar &r
problematiska att skriva exakt pa decimalform). Braktalen skrivs om helt enkelt genom att

berékna kvoten av téljaren och namnaren. Exempelvis ar braktalet % = 0,5. Ett problem med
detta, &r att endast de braktal som efter forenkling enbart har en kombination av primtalen tva
och fem i namnaren, har en andlig decimalutveckling. Exempelvis har talet 17‘3 = 1,625 en

andlig decimalutveckling, medan 17,3 = 1,4 har en oandlig utveckling (strecket ovanfor

decimalerna avser decimaltalets period). Till exempel ar 1,4 = 1,44444 ... och 0,09 =
0,09090909 ...). Med andra ord har majoriteten av braktalen en oandlig decimalutveckling
och ar darmed opraktiskt att applicera i berdkningar da avrundningar maste goras.

2.3.6.2 Omvandling fran decimaltal

Ibland kan det vara av intresse att omvandla ett decimaltal till ett braktal. Detta gar att gora
forutsatt att decimaltalet inte ar ett irrationellt tal, det vill sdga att talet inte kan skrivas pa

formen %. Om detta nu uppfylls, kan vi anvénda foljade metod:

Exempelvis 0,090909009 ...
Sétt x = 0,090909009 ...
da ar 1000x = 90,9090900 ...
1000x — x = 999x ar da lika med
90,90909090 ... — 0,09090909 ... =90
alltsd ar 999x = 90
90 32_

detvill sdga x = — = —.
999 111
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2.3.6.3 Distributiva lagen

Den distributiva lagen géller inte for division, men ett braktal kan delas upp i en summa varpa
den distributiva lagen kan anvéandas pa dess komponenter.

ot/t=(a+9/2,

Il
~—
Q
Qo
N—
+
/
als
Qe
N—

2.3.6.4 Division utan multiplikation

Istallet for att direkt tillampa definitionen av division, ignoreras multiplikation av inversen

och divisionerna goérs ledvis horisontellt det vill sdga samma procedur som gors med
multiplikation:

a/e

a
b b/d’

=2 jamfort med = /= =
d b-d b’ d

| exemplet som Liping anvander skall braket (1%/%) berdknas. Da blir denna berakning:

3,1 7,1
13/3=4/5

_mn
T 42



Men dven har finns det svagheter, d&ven om sjalva proceduren &r enkel. Problemet uppstar nar
% inte resulterar i heltal utan blir oreducerbara brak. Exempelvis om % hade ersatts med % hade
denna procedur genererat ett svartolkat brak:

3,1 7,1
13/5=4/5

_mn
T 4/3"

=1

Ve
—54/3.

Liping (2010) menar att detta problem ar forvéantat, da division & en mer komplicerad
operation an multiplikation.

2.3.7 Jamforelse av brak.
Var sista konstruktion gors for att definiera ordningsrelationerna <, > och = for prt.

Definition 7:
(al: az) < (bl: bz) omm albz < azbl,
(al: az) > (bl: bz) omm a1b2 > azbl,

Da galler for ett godtyckligt par av talpar precis en av relationerna (a;:a,) < (by:b,),
(a;:ay) = (by:by) och (aq:ay) > (by: by). Det ger oss sats 4:

Sats 4: Om (al: az) ~ (bl: bz) och (dl: dz) ~ (el: ez) samt (al: az) < (dl: dz), Sé ga“er
(b1:b,) < (es:e,). Denna sats medfor att vi nu kan definiera ordningsrelationen for
ekvivalensklasserna.

Definition 8: Relationen < pa& mangden av prt definieras genom att
A < Bomm (a;:a;) < (by:by),dar (ay:a,) € Aoch (by: b,) € B. Foljande ordningslagar
kan sedan bevisas.

O1. For tva prt A och B géller precis ett av fallen A < B,A = B och A > B.
02. A<BAB<C=>A<C.

0s. A<B=>A+C<B+C.

O4. A< B = AC < BC.
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Subtraktion kan definieras mellan vissa prt. Om A > B sa finns precis ett prt C sadant att
B + C = A, vid omskrivning far vi da att C = A — B. Sa det finns hogst ett sadant C foljer av
rakneregel A3, om B + C; = B + C,, da maste C; = C,. For att bevisa detta sa konstruerar Vi
en representant for det. Lat (aq:a,) € Aoch (by:b,) € B. Eftersom att A > B, sa éar
(aj:ay) > (by:by), det vill séga a,b, > a,b;. Denna olikhet gor nu att det existerar ett
positivt heltal z s att a; b, = a,b, + z. Detta kan vi bevisa enligt foljande:

(b1:b;) © (z:ay by ) = (byay by + zby: aybyb,)
= ((blaz + Z)bz: (azbz)bz) ~ (blaz + z: azbz)
= (aiby:azby) ~ (a4: ay).

Lat da C vara ekvivalensklassen som innehaller (z:a,b,), sa denna kedja av likheter och
ekvivalenser att A + B = C (Vretblad & Ekstig, 2006).

Nar vi ska jamfora brak ar forlangning ett bra hjalpmedel. Om vi vill bestamma vilket tal av g
och i—; som ar storst behdver vi gora sa att bada talen har samma enhet (ndamnare). | detta fall

. e . 7 o - o . o o o =
racker det att forlanga 3 med fyra, da blir bada ndmnarna tolv och da ser braket ut sahér:
7 7-4 28 " o " .
3T 1o Nér braken har samma namnare kan vi se att:

2_7

28 27 o . 7
— > — saaraven - > —.
37 12

12 12

| detta fall s behdvde vi bara forlanga det ena talet for att fd samma namnare. Det blir lite

. . 37 29 . .. o - . " . "
Klurigare om vi har talen T och o istallet, da vi vill bestdmma minsta gemensamma namnare.

2.4 Brakets historia

Brakets ursprung ar oklart och har under artusenden anvands och utvecklats inom olika
civilisationer till det som anvands idag. En skillnad fran idag, ar att manga av historiens
matematiker uttryckt braktal som summor av hela tal och stambrak. De tidigaste som noterats
anvanda uttryck for brak ar de forna egyptierna, dar manga exempel pa divisioner ar
beskrivna i Rhindpapyren (Thompson, 1991). Thompson talar om andra kanda matematiker,
som Heron, kdnd som Heron of Alexandria (10-70) och Leonardo Bonacci, &ven k&dnd som
Fibonacci eller Leonardo fran Pisa (1170-1250) har uttryckt olika matematiska resonemang
att beskriva braktal som. Dessa metoder &r inte identiska, men de vilar pa samma matematiska
princip.
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2.4.1 Egyptisk division

Det (moderna) talsystemet som anvands idag, paminner om de forna Egypternas talsystem.
De hade hieroglyfer (se figur 8) som representerade 1, 10, 100, 1000, 10000, 100000 och
1000000, som da kombinerades ihop for att forma de tal som 6nskades.

02 i<

1 10 | 100 1000 10000 100000 | 1000000

Figur 8: Numerisk Egyptiska hieroglyfer

Exempelvis kombineras talet 1323 ihop med hieroglyferna

297

NnhHo
10

Figur 9: Talet 1323 med Egyptiska hieroglyfer

Innehéller ett tal hieroglyfen 5= innebir att talet &r ett stambrak. Talet les skrivs da

Figur 10: Stambraket 1/1323 med Egyptiska hieroglyfer

Den tidiga Rhindpapyren (cirka 1600 ar fore var tiderakning) tillsammans med
Moskvapapyren (cirka 1850 ar fore var tiderdkning) har gett oss olika rakneexempel pa
uraldrig egyptisk division och utgér majoriteten av det vi kanner till idag om den forna
matematiken for Egyptisk division (Thompson, 1991). Det ar oklart exakt vad denna division
anvandes till, men en god gissning ar resursfordelning. Rhindpapyren visar exempel pa hur
brodlimpor kan fordelas jamnt genom delning. Majoriteten av Rhindpapyren involverar
operationer av brak (O’Connor och Robertson, 2000). Den princip som karaktariserar denna
division, beskriver division additivt, det vill sdga braket (divisionen) kan beskrivas som en
summa av andra brdk och heltal. De tal som beskrivs i summan, faststills genom
multiplikation. Precis som i den moderna matematikens definition for division, skall

produkten av ndmnaren och kvoten resultera i téljarens varde. Med andra ord %z k vilket

medfor att t = k - n. Naturligtvis kommer inte alltid (det tal som kvoten multipliceras med)
namnaren vara ett heltal. Egypterna loste detta genom att successivt dubblera ndmnaren, tills
en faktor erhalls vars produkt med téljaren nastan Overskrider téljarens varde. Tabellen pa

nésta sida fortydligar hur divisionen g gors. Enligt tidigare pastaende kan 8 bara multipliceras

med 2 utan att 6verskrida téljarens véarde 19 (1-8 =8<190ch2-8=16 <19 men4-
8 = 32 > 19). Varje multiplikation som utfors skrivs upp i en tabell med tva kolumner (se
nasta sida). Efterat halveras namnaren successivt. Denna process representeras med ett streck
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ovanfor divisorn. 2 betyder % alltsa att namnaren divideras med 2. Ena faktorn (dar en andra &r

namnaren) stélls upp i en av tva kolumner, dér vansterledet ar faktorerna och hogerledet ar
produkten av faktorerna (dér ndmnaren ar en av dem). Produkterna i HL adderas ihop i en
kombination sa att summan &r ekvivalent med taljaren. For att fa summan 19, kan HL bara
kombineras pa ett vis, namligen 16 + 2 + 1 = 19. De rader i VL som korresponderar med de

tal som adderades i HL, summeras nu ihop och vi far 2+4+8 =2+ % +§ som nu ar en

summa av stambrak. Exemplet nedan fran kommer fran Rhindpapyren (leden &r har
omkastade eftersom vi laser fran vanster till hoger).

Taljarfraktioner (VL) | Namnarfraktioner (HL) | Beskrivning

1 8 8 delar av 8 motsvarar en hel, g =1

2 16 Braktalet och delarna dubbleras, tills
produkten av multipeln och ndmnaren
inte Overskrider téljaren. Har avstannar
dubbleringen  och  processen  med
halvering inleds istéllet.

2 4 Vi halverar nu istillet namnaren
successivt tills vi kommer ner till 1.

4 2 Proceduren upprepas

8 1 Slutligen har vi natt 1. Nu adderas de

termer i hogerledet som resulterar i
summan 19, det vill s&ga taljaren. Varje
stambrak far hogst anvandas en gang.

Som tidigare ndmnts skrivs till exempel %som 2. Summan av multiplarna i vénsterledet (VL)
som korresponderar mot talen vi summerade i hdgerledet (HL) blir tillsammans den sokta
kvoten 2 + 4 + 8, med andra ord skrivs som 2 + i + % Denna typ av berakning gar att utfora

oavsett vilken heltalsdivision vi ska utféra, men en viss modifiering av processen maste goras
vilken vi inte tar upp hér.
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2.4.2 Sylvesters algoritm for division

Thompson(1991) skriver om James Joseph Sylvesters (1814-1897) algoritm for division
bygger ocksa pa stambrakssummor. Men dessa harleds genom subtraktion, jamfort med den
egyptiska metoden som ar multiplikation. Likt den egyptiska braktalsrakningen, faststalls
forst heltalet vars produkt med namnaren inte Gverskrider taljarens véarde (om ett sadant
existerar). Resten, har samma namnare som ursprungsbraket. Detta tal, & summan av ett
stambrak och ett annat brak. Stambraket valjs med namnaren n sa att 1/n inte overskrider
restbraket. Subtraktion med det nya talet 1/n producerar en ny rest, som kan beskrivas med ett
nytt stambrak adderat med en rest. Denna procedur upprepas tills resten ocksa blir ett
stambrak. For att konkretisera, visas samma exempel som tidigare med braket 19/8.

Steg 1: Bryt ut heltalen % = % + g =2+ g
Steg 2: Z = % + rest,, dar n ska vara sa litet som mojligt utan att bli stérre an g Vi ser att% >

3 1 3 o 4o 1 . 0 T o .. 3 1
5 och att 3 <y 5 da ar 3 det storsta stambraket som kan véljas. Da ar 5 = trest. Rest,
" . . 3 1 3 1 9 8 1
berdknar vi genom subtraktion: = — - = rest,. = — - = — — — = —. Eftersom rest; blev ett
8 3 8 3 24 24 24

stambrak, ar vi nu klara. Annars upprepas steg 2 tills rest; = % dari,n>0,i,n €N

Steg 3: Summerar alla resterna. Vi far da % =2+ % + 2—14

. " . . . 5 -
Sylvesters algoritm &r generellt opraktisk. Om vi skulle skriva om talet vy med hjalp av denna
1 1 + 1
3979 237404683 1127619917796295"

metod, blir det: = =2 + — +
31 7 55
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3 Skolverkets styrdokument och brak

Braktalen foljer eleven anda fran arkurs 1-3, till den gymnasiala skolan. Till en borjan
forvantas en arskurs 1-3 elev att kunna hantera enkla tal i brakform och dess anvandning i
vardagliga situationer. Indirekt, kommer braken &ven in i det centrala innehallet relaterat till
proportionella samband, som till exempel hélften.

Som forvantat, okas komplexiteten fran arkurs till arskurs. | arskurs 4-6 skall eleverna kunna
relatera brak- och decimaltalen till vardagliga situationer. De skall dessutom kunna se
samband mellan procent och decimal-/braktal och berdkna dessa, bland annat med hjalp av
miniraknare och huvudrakning. Braktalen uppenbarar sig dessutom i centrala innehallet
relaterat till proportionalitet, som aven behandlar procent. For att uppna godkant resultat
enligt kunskapskraven, namns inte braktalen explicit. Skolverket (2011) skriver att eleverna
forvantas anvanda i huvudsak fungerande matematiska metoder med viss anpassning i
sammanhanget det stélls infor. Har ingar aven att eleverna skall kunna l6sa rutinuppgifter.

Liknande krav stalls i slutet av arskurs 9. Men naturligtvis kravs mer avancerade metoder och
procedurer. | arskurs 9 skall eleverna kunna hantera metoder for berdkningar av brak- och
decimaltal enligt Skolverkets (2011) krav. S4, i stora drag kréavs bara procedurer med viss
forstaelse av anknytningen for att kunna uppna till godkant resultat. Bade digitala verktyg och
huvudrakning skall dessutom anvéndas vid berdkningar vid metoderna. | relation till
matematiklitteraturen, ar det relativt lite stoff som kraver huvudrakning. | de flesta fall far
hjalpmedel som kalkylator anvandas, vilket det ocksa oftast gérs aven om det inte behovs.
Detta kan vara en av de underliggande faktorerna som paverkat elevers kunskaper om
braktalen och deras rakneoperationer.

| amnesplanen for gymnasiet inom matematik, ar braken inte omnamnda.
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4 Analys av gymnasiala matematikbdcker

Har analyserar vi olika matematikbocker av olika serier for gymnasial niva for kurserna
matematik 1a, 1b och 1c. Vi tittar pa nar braktalen introduceras i bockerna i forhallande till
avsnitten och hur respektive bok introducerar brak. Likheter och skillnader mellan olika serier
och kurser kan da urskiljas relativt tydligt. Avsnitten i denna del & numrerade i ordning om
hur den analyserade litteraturen tar upp respektive amne

4.1 Origo 1b & 1c

Bade Origo 1b och 1c analyseras har samtidigt. Bada bockerna ar identiska pa brakavsnittet,
som ar i det andra kapitlet. Innan braktalen introduceras, behandlar litteraturen tabeller,
diagram, talméngder, negativa tal, primtal och delbarhet. Avsnittet inleds med en kort
repetition av taljare och ndmnare, samt illustrera de med bild, ord och ett numeriskt exempel.
Boken ar forfattad av Attila Szabo, Niclas Larson, Gunilla Viklund, Daniel Dufaker och
Mikael Marklund, utgiven av forlaget Sanoma Utbildning ar 2011.

4.1.1 Forkorta och forlanga brak och minsta gemensamma namnare

Detta avsnitt introduceras och behandlas sahar:

Y% = 3/6. samt inneborden av att forkorta och forlanga ett brak pa foljande vis, som att
dividera respektive multiplicera bade taljare och namnare med samma heltal. Att jamfora tva
braktal gors genom att forst bestaimma en gemensam namnare. En sadan namnare ges av att
forlanga braken med varandras namnare.

ex: Vilket av talen % och % ar storst? | boken forklaras det som %

3 312 36 5 58 40 36 _40 ,,. 3 _ 5
—t=——==—9pch—=—=—3saatt —<—daar =< —.
8 8-12 96 12 12-8 96 96 96 8 12

Nackdelen med denna metod for att bestdmma en gemensam namnare ar att ndmnaren kan bli
valdigt stor. D& ar det bra att anvanda MGN (minsta gemensamma namnare) och i fallet med

% och % sa &r MGN = 24 vilket istallet ger oss I6sningen:

3 3-3 9 5 52 10 o 9 10 ;0 .. 3 5

—=—=—o0och —=—=—s5datt —<—daar =< —.

8 83 24 12 12-2 24 24 24 8 12
Men sa ar inte alltid fallet. Det beror pa antalet gemensamma primtalsfaktorer hos namnarna.
Desto fler gemensamma primtalsfaktorer desto mindre blir var minsta gemensamma namnare
och tvart om.

4.1.2 Addition och subtraktion av brak

Detta avsnitt benamns valdigt kort, med beskrivningen: Om braken har samma namnare kan
taljarna bara adderas eller subtraheras direkt. Medan om braken inte har samma namnare
maste braken forst goras om till gemensam namnare, for att sedan addera eller subtrahera
taljarna.
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4.1.3 Multiplikation

For att forsta hur man multiplicerar brak ska vi bestimma % av % med hjalp av figur 11. Bilden

. . . 4 . . . . o 1
till vanster illustrerar . och bilden till hoger illustrerar da S av dessa.

Figur 11: En fjardedel av fyra femtedelar

De tar dven upp ett alternativt sétt till multiplikation. Det forklaras med att man multiplicerar
taljare med taljare och namnare med namnare. Tank dven pa att forenkla ditt svar om det gar.
Med samma siffror som ovan skulle det da bli

1 4 4/4 1

20 20/4 5

-
wut |
|z

-
5

4.1.4 Inverterade tal

Divisionsbegrepp inleds med att forklara ytterligare ett begrepp, ndmligen inverterade tal. Det
inverterade talet till % ar Z och om man multiplicerar talet och det inverterade talet ska
produkten av dem alltid bli ett. Mer generellt kan det skrivas pa foljande vis:

ba _ 1.

b a
a b ab

4.1.5 Division

Att utfora divisionen %/% ar det samma som att bestimma hur manga sjattedelar far plats i en

halv. En division av brak kan omvandlas till en multiplikation med hjalp av det inverterade
talet. Det man gor ar att man multiplicerar téljaren med ndmnarens inverterade tal, om vi

applicerar detta pa % / % sa far vi istallet: % - %vilket da inrg = 3.

4.2 Exponent la

Exponent &r en serie som &r utgiven av bokférlaget Gleerups, utgiven 2011. Forfattarna till
Exponent ar Lars-Géran Johansson och Tommy Olsson. Flera andra larare och forfattare har
varit delgivna i utvecklingen och revideringen av denna litteratur.

Innan litteraturen borjar behandla braktalen, repeteras grundskolans matematik i kapitel talens
uppbyggnad och negativa tal. Ha i atanke att aven braktalsrakningarna ar repetition av
grundskolans matematik. Inledningsvis beskriver forfattarna relationen mellan decimaltalen
och braktalen, hur de utldses samt deras struktur med téljare, brakstreck och nimnare. Aven
en minnesregel for strukturen presenteras; Téljare pa Toppen och Namnare dar Nere.
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4.2.1 Addition och subtraktion med brak

Forfattarna visar ingen formell definition av hur rakneoperationen skall ga till. De inleder med
tva exempel, dar bada exemplen har en geometrisk representation av de braktalen som skall
adderas. De bada talen har samma namnare. Det andra exemplet visar addition av braktal i
blandad from, men begreppet nédmns aldrig i text och saknar dven beskrivning.
Ovningsuppgifternas svarighetsgrad ar av samma karaktar, varav nagra uppgifter har en
geometrisk representation. De flesta & numeriskt utformade och ett fatal ar formulerade i text.

For att illustrera addition med samma ndmnare har vi valt att ta % + % = g Se figur 12.

+ =

Figur 12: Addition med gemensam namnare

| figur 13 illustreras addition i blandad form

Figur 13: Addition av brak i blandad form

4.2.2 Forkortning och Forlangning

Som i foregaende avsnitt, introducerar forfattarna dven detta om hur olika braktal skall utlasas
samt hur deras varde ar relaterat till varandra. De visar att olika braktal kan ha samma vérde
och visar en geometrisk representation som i figur 14:

Figur 14: Geometrisk representation av brakférkortning

Forfattarna forklarar hur en forkortning gar till, dd en gemensam faktor redan ar kand.
Ovningsuppgifterna som foljer, anger i de flesta fall inte vilken faktor som skall forkortas
med. Men faktorerna ar alltid en kombination 2, 3 eller 5. Textproblemen i avsnittet & mer
utmanande an de Ovriga uppgifterna. De &r avsedda for mer hangivna elever. Forkortning i
fler steg, det vill saga att bade téaljare och namnare har mer an en gemensam faktor, behandlas
kortfattat med ett exempel tillsammans med en forklaring till begreppet.

Pa samma vis introduceras forlangning av brak med ett kort exempel tillsammans med en
forklaring till proceduren. “Forldngning innebér att man multiplicerar tdljare och ndmnare
med samma tal” Exponent 1a (2011, s.40). Utformningen av 6vningsuppgifterna ar synkront
med forkortningsdvningarna. Avsnittet avslutas med en “Har du forstatt”-ruta som hénvisar
lasaren att resonera fram I6sningar pa ett fatal problem.
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4.2.3 Brakform och blandad form

Detta avsnitt inleds med ett exempel i I6pande text. Exempel av ett vanligt brak visas samt ett
brak som &r skrivet pa blandad form. Ldsningarna till exemplet visar aterigen hur proceduren
gar till; “tank sahdr” (Matematik Exponent la, s.41). Avsnittet behandlar inte bara
omvandlingar fran vanlig- till blandad form, utan &ven berakningar av bade subtraktion och
addition. Alla braktalen som innehaller berakningar har gemensamma namnare.

4.2.4 Fran braktal till decimaltal

Konvertering fran braktal till decimaltal behandlas kortfattat. Ett exempel visas tillsammans
med dess I6sning. Om ett braktal inte kan ses direkt, hanvisas eleverna till att anvanda en
kalkylator. Avsnittet har dessutom nagra problem i omvand ordning. Har ar ett exempel:

Fyll rutan med ett braktal s& att berdkningen stammer.
1,23+ 3,13 +[1=5 (5.43)

4.2.5 Minsta gemensamma ndmnare

Minsta gemensamma namnare ar det avsnittet som denna litteratur behandlar mest ingaende.
Som de tidigare avsnitten inleds &ven detta med tva exempel. Det forsta presenterar en
forlangning av enbart ena braket, medan det andra exemplet kraver en forlangning av bada
braken. Har visas tva olika metoder. Den forsta visar en tabell dar de successivt multiplicerar
de bada braken med heltal, tills de far samma namnare:

10-1=10 8-1=8
10-2 = 20 8-2=16

Beraknaf—0+§ 10-3 = 30 8.3 =24
10-4 = 40 8-4 =32

8.5 =40

Figur 15: MGN- progressiv metod, Exponent 1a, s.44

Den andra metoden som presenteras gar ut pa att primtalsfaktorisera de bada namnarna och
darefter komplettera sa att bada namnarna far samma och lika antal primtal. Detta avsnitt
fordrar mer textproblem &n tillrattalagda numeriska problem.
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4.2.6 Multiplikation med brak

Kapitlet avslutas med multiplikation med brak. Som i de andra avsnitten, presenterar
forfattarna innebGrden och metoden med tva exempel. Dessa exempel har geometriska
presentationer:

Hur beraknas 2 - %?

Losning:

Ta i tva ganger, vilket blir %

Det andra exemplet visar en multiplikation med ett brak. Pa ett liknande vis gérs den
geometriska representationen:

Berédkna

wN
N |-

Ldsning:
1 .
5 kan skrivas:

2 .. o .
om man tar 3 av hélften far vi

Det vill séga %

Detta avsnitt har en bredare variation av évningsuppgifter, i jamforelse med de tidigare
avsnitten. Multiplikation med brak avslutas med en “Har du forstatt”-ruta, dar de skall
motivera sina l6sningar och berakningar till problemen i rutan.

4.3 Exponent 1b

Boken ar forfattad av Susanne Gennow, Ing-Mari Gustafsson och Bo Silborn. | denna
presenteras braktalen som rationella tal och ingar i det kapitel som behandlar grundskolans
repetition. Innan presentationen av de rationella talen, gar forfattarna genom de fyra
réknesétten och heltal.

4.3.1 Rationella tal

Ett rationellt tal ar de tal som kan skrivas som en kvot % av tva heltal m och n, darn # 0. I det

rationella talet &r namnaren n ett matt pa brakets storlek och taljaren m anger hur delar det
finns. Om n = +1 far vi ett heltal, alltsa kan alla heltal skrivas som tal i brakform.

4.3.2 Forlanga och forkorta ett brak

Brakets varde forandras inte av att vi multiplicerar eller dividerar taljare och namnare med
samma tal.
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4.3.3 Jamfora tva brak
For att jamfora tva brak behdver bradken har samma namnare. Det kan vi gora genom att
forlanga braken. Om de bada braken forlangs med de andra brakens namnare fas en
gemensam nédmnare. Vi skajémfc‘jrag med %. Da ar en gemensam namnare 3 - 4 = 12. Vi far
da:

4-2 8 3 3-3

2 9 8 9 .. 2 _3
—t=—=—och-=—==—s53att—<—daar=-<-
3 -3 12 4 3- 12 12 12 3 4

4.3.4 Minsta gemensamma ndmnare

Minsta gemensamma namnare (MGN) kan ibland vara mindre &n namnarna av braket
multiplicerat med varandra. Vad a& MGN till 12 och 16? g=4och gz 3. Minsta
gemensamma namnare till 12 och 16 &r da 48.

4.3.5 Addition och subtraktion

N&r man adderar eller subtraherar brdk méaste de ha samma namnare eftersom den &r ett matt
pa deras storlek.

1 1 2 o . M M s p o
Ex: PR Man maste forst berdkna samma nédmnare genom att forlanga braken med

MGN vilket d& blir 2+2= 2412342 > Ett annat exempel boken hade var
4 6 4-3 6-2 12 12 12
2 21 2 19 5
3—-Z==-Z=—=22
7 7 7 7 7

4.3.6 Multiplikation

Vid multiplikation av brak multipliceras téljare med taljare och ndmnare med namnare,
forkorta forst om det gar. Generellt kan en brakmultiplikation skrivas enligt foljande:

| 8
A

SYES
ala
s
Q

4.3.7 Inverterade tal
Tva tal kallas inverterade tal om deras produkt blir 1. Generellt sa har vi da:

(S S

2o,
a
boken ger dven ett numeriskt exempel med g . % =1

4.3.8 Division

Vid division av brak multipliceras bade téljare och namnare med namnarens inverterade tal.
Det kan generaliseras med:

a ad ad
b _bec_bec_2 4_ad
£ cd 1 b ¢ bc
d dc
= 1 4 1-4 4 2
Boken tar dven upp ett numeriskt exempel:%=; 375373
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4.4 Exponent 1c

Denna matematikbok ar av forsta upplagan och &r utgiven av Gleerups 2011. Forfattarna &r
Sussane Gennow, Ing-Mari Gustafsson och Bo Silborn. Grafisk revidering, bild och layout &r
gjorda av Ingrid Westman, Katarina Westrom och Christer Langseth.

Boken behandlar braken under kapitlet rationella tal, som &r det tredje kapitlet. Kapitlen som
ar innan ar ”Repetition av Grundldggande Begrepp och Heltal”, dér en repetition av
grundskolans matematik berdrs. Inledningsvis definierar forfattarna at lasaren vad rationella
tal ar, beteckningen Q och dess mangd.

4.4.1 Stam- och kedjebrak

Detta ar en stor del av kapitlet i Exponent 1c. Till en borjan beskrivs vad stambrak ar samt
kort om dess historia. Som i de 6vriga kapitelintroduktionerna i Exponent, inleds dven denna
del med tva exempel. | det forsta problemet skall ett brak skrivas som en summa av tre
stambrak. | det andra exemplet skall ett braktal skrivas som en summa av stambrak.

Direkt efterat presenteras kedjebrak och paralleller mellan de rationella talen och kedjebraken
dras. Detta beskrivs i tvd meningar innan rakneexempel demonstreras. Likt stambraken, skall
forst nagra rationella tal skrivas om som kedjebrak, medan i det andra exemplet skall ett
kedjebrak skrivas om till ett rationellt tal. Darefter borjar raknedvningarna for stam- och
kedjebrak. Alla 6vningsuppgifterna ar tillrattalagda numeriska uppgifter, det vill séga att det
inte finns geometriska- eller textbaserade problem.

4.4.2 Brakform och decimalform

Relationen mellan brak och decimaltal for de elementara braktalen presenteras kortfattat innan
mer komplicerade utvecklingar tas upp. Beteckningen for odndlig utveckling introduceras,

(till exempel gz 0.3 ). | exempeluppgiften som féljer, uppmuntras den som laser att forsta

begreppen hos decimalutvecklingarna dar brak skall goras om till decimaltal. I enlighet med
tidigare delar av kapitlet, &r nasta exempeluppgift inverterat till den tidigare; decimaltal skall
omvandlas till braktal, aven dessa ar oandligt periodiska. Till skillnad fran det tidigare
avsnittet, dr det inte bara numeriskt formulerade 6vningsuppgifter. Distributionen mellan de
numeriska och textformulerade uppgifterna ar lika fordelade.

4.4.3 Problemlbsning

Kapitlet avslutas med problemldsning som &r baserade pa rationella tal. Lasaren hénvisas att
gbra berdkningarna utan kalkylator, formulera och resonera om sina ldsningar med
underbyggda resonemang. Till skillnad fran de tidigare avsnitten har, forses lasaren inte med
nagra konkreta exempel, utan forvantas omedelbart borja med Ovningsuppgifterna.
Karaktarerna hos uppgifterna & mer utmanande &n merparten av uppgifterna i de tidigare
avsnitten. Uppgifterna &r formulerade i I6pande text.

4.4.4 Avslutning

Efter problemldsningsavsnittet, uppmuntras eleven att reflektera och diskutera runt de
rationella talen efter ett antal fragor som formuleras i detta avsnitt. Lasaren stalls infor fyra
fragestallningar dar hen far analysera sina losningar samt ge en motivering for dem. Till sist,
ges en utmaning dér eleven skall visa att en metod for hur decimalutveckling fungerar.
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4.5 Matematik 5000 l1a

Denna serie ar utgiven 2011 av bokforlaget Natur & Kultur, forfattad av Lena Alfredsson,
Patrik Erixon och Hans Heikne. Bild- och textredigering, &r gjorda av Mats Karlsson och
Erica Hogsborn. Matematik 5000 1a finns i bade gul och rod version, dar den gula &r mer
anpassade for elever pa ett tekniskt inriktat yrkesprogram, medan den roda (som
innehallsmassigt nastan ar identiskt med den gula, varav enbart en av dessa redovisade i
denna analys), ar for serviceinriktade yrkesprogram.

Innan tal i brakform tas upp i Matematik 5000, behandlar boken positiva- och negativa tal,
som é&r repetition av grundskolans matematik. Braktalen introduceras genom elementéra
exempel av andel och hur dessa beréknas.

45.1 Andel

Som namnts ovan, inleds lasaren genom en presentation av ett elementart exempel for andel,
som #r formulerat ”Om du delar en pizza i tva lika stora delar far du tva halvor” (Matematik
5000 1a gul, s.30), varav en geometrisk representation ar visualiserad. Begreppet téljare och
namnare namns och visar deras position i ett exempel, dar det dven visas att braktalen kan

skrivas pa tva olika vis; Z = 3/4. En kort beskrivning av de bada talen ges. Darefter forklaras

braktalens relation till decimaltalen och visar en tabell med de forsta stambraken dar
forfattaren papekar att lasaren bor kanna till stambraken och dess decimaltalsrepresentation.
Nagra exempel foljer darefter innan Gvningsuppgifterna presenteras. Ovningsuppgifterna i
andelsavsnittet innehaller nastan enbart geometriskt illustrerade problem och textproblem. |
denna del finns inga problem som kraver tillampning av rakneoperationer.

4.5.2 Forlangning och férkortning

Innan detta avsnitt inleds, forbereds ldsaren med en aktivitet, dér en chokladkaka skall delas
upp i olika stora andelar, nagot som lasaren forvantas kunna da det precis har behandlats. Har
presenteras dven uppgifter som i viss man kraver forlangning och forkortning av brak, men

som lasaren undermedvetet kommer att utfora, t.ex. vad ska std i rutan? § = 2—1. Officiellt,

introduceras l&saren till forlangning genom ett geometriskt exempel, dar forfattarna vill
forlanga ett brak med tva. Samtidigt visas aven forkortning:

3
=, =

®| o

Figur 16: Forlangning av brak

Definitionen for begreppen enklaste form och forhallande formuleras Kkortfattat dér sjalva
begreppet ar skrivet i marginalen och definitionen pé samma rad, langre in pa sidan. Nagra
exempel och dess losningar foljer darefter varav tva exempel kraver omvandling till minsta
gemensamma namnare. Ovningsuppgifterna som féljer darefter ar lika fordelat mellan rena
numeriska och textformulerade uppgifter.

35



4.5.3 Rakna med brak

| denna del introduceras addition och subtraktion av brak. Tidigt skriver forfattarna att; om
brdken kan adderas, maste de ha en gemensam namnare, varpa ett exempel med en
chokladkaka presenteras. Begreppet blandad form beskrivs, da resultatet i exemplet
resulterade i ett brak som kan skrivas i blandad form. De geometriska bilderna i boken visar

detta:
ITTTTT1+CT T 1= TTTTI+[TT T T T1=CTTTTT1 [
Figur 17: Addition med brak med taljare storre &n namnare
J + 1 _ 5 + 2 _ z
6 3 6 6 6

Braket % ar storre an ett och med detta exempel ovan visas blandad form 1%, varpa

multiplikation av heltal och brak visas i en berakning. Resultaten uppmuntras att kontrolleras
med Kkalkylator. Flera exempel foljer och avslutas med en sammanfattning innan
ovningsuppgifterna. Uppgifterna ar av samma karaktar som de exempel som presenterades
innan tillsammans med dess I6sning. Aven mer utmanande problem finns formulerade i slutet
av avsnittet.

Har slutar den officiella hanteringen av braktal. Men i slutet av boken (s. 318) finns en
fordjupning dar addition av tva braktal med olika ndamnare (dar bada ndgmnarna maste
multipliceras med varandra), samt multiplikation av tva braktal, som illustreras geometriskt.
Allrasist, visas ett exempel tillsammans med nagra évningsuppgifter om dubbelbrak (division
av tva braktal). | exemplet beskrivs kortfattat att talet forlangs med det inverterade talet till
braket i namnaren.

4.6 Matematik 5000 1b

Denna bok &r forfattad av Lena Alfredsson, Kajsa Brating, Patrik Erixon och Hans Heikne
och ar utgiven av bokforlaget Natur och Kultur. Boken borjar, som i de flesta andra bockerna,
med en repetition av grundskolans matematik, det vill sdga ett kapitel med positiva och
negativa tal, dar de gar genom vilka rakneoperationer det finns och hur de anvéands. Har ingar
aven behandlingen av delbarhet och primtal. Avsnittet med braktal inleds med att visa delar
av en cirkel (delad i fyra delar) samt forklarar kort vad téljare, namnare och brakstreck dr.
Talet under brakstrecket & namnaren och den talar om vilka delar vi har och fran cirkeln de
ritat skulle det i detta fall motsvara fjardedelar. Medan taljaren talar om hur manga av dessa
delar vi har. De namner dven att omvandling av ett brak till decimaltal-’enkelt” goras med en
miniréknare.

4.6.1 Forlangning och férkortning

Det ar viktigt att forsta att flera braktal kan beskriva samma sak exempelvis: é = % = Z och sa

vidare. Har har vi bara forlangt téljare och namnare med 2 respektive 3 fran det forsta braket.
Samma sak galler daven om vi forkortar ett brak da dividerar vi taljare och namnare med
samma sak. Boken namner att man bor svara pa enklaste form nar man arbetar med brak, det
innebér att man ska forkorta braket sa langt det gar. Braktal anvands ofta for att beskriva
andelar men aven for att beskriva ett férhallande mellan tva tal.
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4.6.2 Addition och subtraktion

Tva brak med samma namnare kan adderas direkt: 2+§= 2 Medan tva brak med olika

namnare forst maste skrivas om, forlanga braken till samma namnare:
3 4 7

1 1 1-3 1-4
o=t ==
4 3 3-4 34 12 12 12

4.6.2.1 Tips

Genom att multiplicera namnarna med varandra i braktalen far du alltid en gemensam
namnare

4.6.3 Multiplikation av brak
Vid multiplikation multipliceras taljarna var for sig och namnarna var for sig, med formeln

ab

.= ellera-2=
b bd c c

d
4.6.4 Division av brak

Delavsnittet inleds med att forklara innebdrden av inverterade tal. Man sdger att % ar det

inverterade talet till S (taljare och namnare har bytt plats). Att da dividera ett tal med ett brak
ar samma sak som att multiplicera med det inverterade talet. Formeln blir da:

SRS
ol
Q
QU

alalslia
S
a

4.7 Matematik 5000 1c

Denna bok &r ocksa forfattad av Lena Alfredsson, Kajsa Brating, Patrik Erixon och Hans
Heikne. Innan kapitlet med braktal, redogors for de hela talen, dar primtal, positiva och
negativa tal ingar.

4.7.1 Brékbegreppet

Brakform: »’Tva tredjedelar” kan i brakform skrivas 2 eller 2/3.

Téljare: Talet ovanfor brakstrecket (“antal”).

Né&mnare: Talet under brakstrecket ("namn/enhet”).

Rationella tal: Tal i brakform kallas rationella tal och betecknas med Q

Forlanga: Taljare och ndmnare multipliceras med samma tal

Foérkorta: Taljare och ndmnare divideras med samma tal

Enklaste form: Ett brak som ar forkortat sa langt som mojligt

Forhallande: Braktal kan anvandas for att ange ett forhallande, exempelvis i en
skolklass ar det 30 elever 12 pojkar och 18 flickor forhallandet mellan dem skrivs pa

enklaste form 1—2 = g Det skrivs ofta 2:3 (det uttalas tva till tre) m.a.o. det gar tva
pojkar pa tre flickor

VVVVVVYVY V
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4.7.2 Rakna med brak

Boken behandlar de olika rakneoperationerna for braken och darfor delar vi in, for
enkelhetens skull, detta avsitt i undergrupperna Addition och Subtraktion, Blandad form,
Multiplikation, Inverterade tal och Division.

4.7.2.1 Addition och subtraktion
Vid addition och subtraktion sa forlanger vi braken sa att de far samma namnare sedan

o . 1 1 1-2 1 3 1 3 .. . 0
adderar man braken, exempelvis: P e L Samma princip appliceras pa

_ 22 ' 4
subtraktion.

4.7.2.2 Blandad form

13 " - 2 1 . - o o
Talet > kan aven skrivas pa blandad form 1 Vi kan skriva om ett brak pa blandad form om
téljaren ar storre &n namnaren.

4.7.2.3 Multiplikation
Vid multiplikation multipliceras taljarna for sig och ndmnarna for sig. Ex:

Sy

. b .
=“ocha->==".

4.7.2.4 Inverterat tal

Man sdger att Z ar det inverterade talet till %. Till exempel: Z ar det inverterade talet till g

9 8
observera att 55" 1

4.7.2.5 Division

Att dividera med ett brak ger samma resultat som att multiplicera med det inverterade talet.
3

39
48

|
|

3 9 39 _ 27 o 0. 3,8 3 9
=---=—=—sadadr-/-=---
4 8 48 32 4’97 4 8

Exempelvis:

© oo | w

1

O | 00
© | o
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5 Didaktisk forskning

Har reflekterar vi 6ver var analys av bockerna och sétter dem i konstrast mot varandra.
Innehallet i gymnasiets kurslitteratur jamfors mot olika studier och unders6kningar gjorda av
forskare, som skall belysa olika svarigheter och problem som kan dyka upp néar
brakberakningar utfors.

5.1 Vad ar brak och vilka svarigheter finns det?

Innebdrden av begreppet brak och dess anvandningsomrade varierar fran person till person.
Men nagot som de flesta & eniga om, ar att det involverar tva tal som pa nagot vis
representerar en relation. Vad nu relationen representerar, varierar ocksa fran person till
person. Men en matematiker ser braket som ett specifikt tal pa tallinjen, som &r ett alternativt
och ofta ett exakt satt att skriva ett tal pa. Svarigheterna med att forsta dessa och inte minst
rakna med dem kan vara manga. Oftast verkar det bero pa brister av olika slag, till exempel
kognitiva brister eller avsaknad av matematisk kunskap.

5.1.1 Brék i klassrummet

Nu ndr vi vet hur gymnasieelevernas litteratur ser ut samt hur diverse kurser presenterar och
hanterar brakrakning, kan vi dra slutsatser om hur braken kan presenteras i klassrummet. Det
ar uppenbart att olika kursbocker behandlar samma dmne pa olika vis. Men vilka kognitiva
krav stalls eleverna infor? Det ar inte sjalvklart att lararna sjalva har en fundamental forstaelse
av braktalen och dess natur. De kan darmed sjélva sta infor problem att motivera de valda
algoritmerna och brakberakning i allménhet (Liping, 2010).

5.1.1.1 Lararna och bréktal

Om en fundamental forstaelse for rakneoperationerna saknas, ar det kanske inte sa konstigt att
missforstand uppkommer. | en studie av Liping (2010), bad hon larare fran tva olika nationer

(Kina och USA) att forst berdkna braktalsdivisionen (1%/%), formulera sin procedur och

sedan konstruera ett scenario som beskriver divisionen. Procedurerna bygger i sig pa
matematiska lagar, men brakrakningen kan ha olika angreppsvinklar dar de olika lagarna
tillampas. Nedan beskrivs tva exempel.

5.1.1.2 Distributivt tillvagagangsatt

En del av lararna som Liping intervjuade, baserade sina tankegangar runt den distributiva
lagen och definitionen av division. Larare som tillampade denna, separerade heltalet fran det

blandade braket, det vill sdga konverterade (1%/%) till (1 + z) /%, innan % inverterades och

multiplicerades in i parentesen till (1-2) + G . 2) =2+ g =2+ 1% = 3%. Denna metod
verkade kranglig vid forsta anblick, men nar rakneoperationerna utfors ar den relativt enkel
och logisk. Liping (2010) menar att applicering av den distributiva lagen tillsammans med
brak i blandad form, visar en god kunskap och forstaelse for lagen och braktalens natur. Har
gor anvandningen av den distributiva lagen sjélva rékneoperationen enklare &n den
kommutativa lagen. Liping menar om problemldsaren saknar den fundamentala forstaelsen
kommer troligtvis denna procedur snarare vara ett hinder an till hjalp.
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5.1.1.3 Konvertering till decimaltal

Alternativa metoder till traditionell invertering och multiplikation av ndmnaren finns, varav
konvertering till decimaltal & en av dem. Populariteten av denna metod &r ganska stor hos
bade elever och larare enligt Liping (2010). Konvertering ar en formaga som de flesta elever
redan approprierat. Det & nagot som de flesta elever ser som en naturlig metod. Braktal ses
ofta som ett problem dar en division skall utforas och inte som en representation av ett tal pa
tallinjen. Manga av lararna i studien Liping gjorde, valde att reducera braktalen till decimaltal.

| exemplet som hon angav (1% / %) var det faktiskt lattare att l6sa det genom denna metod, da
1 Z/% = 1,75/0,5 med relativ enkelhet kan beréknas till 3,5.

Aven den mesta kurslitteraturen behandlar brék-till-decimaltal (se avsnitt 4), vilket i sin tur
kan leda till att motivera tillampningen av metoden. Problemet med den &r att det inte alltid &r
lattare att omvandla braktalen till decimaltal. Pa samma vis, ar det ibland (om inte ofta) lattare
att omvandla ett decimaltal till braktal och utféra berdkningarna med dessa. Dock kravs en
beddmning nér vilken konvertering ar mest passande. Men detta kan vara problematiskt.
Liping (2010) menar att det stélls storre kognitiva krav pa elever och larare om denna metod
skall appliceras, i jamforelse med enbart tillampning av metoden dér divisionens definition
anvandes tillsammans med den kommutativa lagen. Dessutom kan ldsningarna ha oandligt
periodiska decimaltal & darmed omgjligt att ange exakt i decimalform. Till exempel gar

vardet % att ange exakt med braktal medan det & omojligt att ange exakt med decimaltal, da
talet ar oandligt periodiskt: 0,3333333 ...

Loéwing (2008), talar for att manga larare dven ser enkelheten i denna metod och foresprakar
den, utan att reflektera 6ver mdjliga konsekvenser. Konvertering och sedan berakning pa
minirdknare med narmevérde har i tidiga arskurser (7-9) inte nagra stérre konsekvenser. Men
missforstand och misstolkningar uppenbarar sig tydligare i senare skeden da minirdknarens

bekvamlighet inte ar tillracklig. Skulle uttrycket (12/3) andras till (12/2) ar det helt

plotsligt mycket svarare att utfora divisionen utan kalkylator. En fordel som uppkommer med
konvertering fran brak- till decimalform é&r att eleverna kan fordjupa sin forstaelse for
representation av tal och fa en mer fundamental uppfattning om dem, séger Liping (2010).

5.1.2 Kognitiva krav

Planering for undervisning och sjalva undervisningen bygger pa elevernas formaga att tillagna
sig kunskap. Planeringen maste alltsa bygga pa olika kognitiva krav som eleverna forvantas
engagera sig i. Jeppe Skott (professor i matematikdidaktik vid V&xj6 universitet), (2010) et al
talar om tva nivaer som en planering kan tankas vara strukturerad efter; en lag- respektive hog
kognitiv niva. Dessa tva nivaer &r i sin tur underkategoriserade. Den laga nivan behandlar
enkla aspekter som memorering och genomfoéring av grundldggande procedurer utan att kdnna
till dess ursprung. Den hoga kognitiva nivan involverar ocksa procedurer, men foresprakar
dess mening och relation till matematiska begrepp och lagar. Den andra underkategorin av de
hoga kognitiva kraven &r faktiskt matematiskt tankande. Det ar viktigt att ha i atanke nar man
bedomer en uppgifts kognitiva svarighet, att det som for en elev kan anses vara kognitivt latt
(exempelvis att kunna multiplikationstabellen), kan for en annan elev vara kognitivt svart.
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5.1.2.1 Laga kognitiva krav

Med avseende pa Skotts modell for kognitiva krav, innehaller all gymnasial kurslitteratur
inom matematik stoff som kraver laga kognitiva krav. Modellen &r schablonmassigt
framstalld. Det finns naturligtvis uppgifter som Skott anser vara lagt kognitivt kravande, men
som snarare ar hogt kognitivt kravande for vissa elever. For dvningsuppgifterna, tenderar de
att uppbenbara sig tidigt i avsnitten, medan exempeluppgifterna brukar tillhdra kategorin for
de hogre kognitiva kraven. En typisk uppgift for memoreringskategorin, ar omskrivning fran
enkla brak till decimalform. Med enkel, menas att namnarna innehaller enbart faktorerna 2

och 5 (till exempel % och %), eftersom de da inte har oandliga decimalutvecklingar.

Matematik 5000 1a presenterar en typisk lista av braktal som bor memoreras. Ett liknande
problem, som inte ar l4tt att memorera, utan snarare kréver en anknytningslos procedur, ar
omskrivning av lite svarare braktal utan raknare (till exempel g ). | dessa bada exempel,
handlar det mer om att reproducera tidigare inlérd fakta och minnas procedurer och resultat,
snarare an att forstd matematiken bakom den. En typisk aspekt hos uppgifter som har laga
kognitiva krav, &ar att de &r entydiga, det vill sdga att det ar tydligt vilken procedur eller
algoritm som skall tillampas. Fokusen ligger pa att fa ut ett korrekt svar, i motsats till fokus pa
att utveckla den matematiska forstaelsen som ligger till grund for problemet.

Exempel pa uppgifter med laga kognitiva krav Matematik 5000 1a och Exponent 1a:

e 1303 (ur Matematik 5000 1a gul, s. 31)
Skriv talen i brakform
a) En attondel
b) Sju attondelar
c) Tre femtedelar
d) En tiondel
Eleverna behover har kanna till brakets struktur och hur dessa utlases matematiskt.
Det kraver memorering och begreppskunskap och ar darmed en uppgift med laga
kognitiva krav.

e 1071 (ur matematik Exponent 13, s. 40)
a) Forlang % med 3
b) Foérlang % med 2

T 1

c) Forlang % med 5

d) Forlang % med 4

Har anvénds en inléard procedur som tidigare visats i avsnittet och kraver algoritmiskt
tdnkande.
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5.1.2.2 Hoga kognitiva krav

Precis som for laga kognitiva krav, innehaller all gymnasial kurslitteratur dven stoff med hoga
kognitiva krav, men inte i samma omfattning. Skillnaderna mellan bockerna ar stor fran forlag
till forlag. Till exempel betonar forfattarna till Exponent, aspekterna runt djupare matematisk
forstaelse, medan Matematik 5000 tenderar att framfora tillrattalagt stoff. Som forvantat, vill
forfattarna som skapat uppgifterna att eleverna skall utveckla sin matematiska forstaelse och
se samband mellan underliggande begrepp och procedurer. Variation av samma karaktéar av
uppgift staller ocksa hoga kognitiva krav hos eleven (till exempel variera i presentationen pa
olika vis, som i diagram, symboler eller problemsituationer). | allmanhet ar uppgifterna, som
foresprakar hoga kognitiva krav, komplicerade och kréaver icke-algoritmiskt tankande. Med
detta menar Skott et al. (2010) att de mest anvanda procedurerna inte gar att tillampa.
Eleverna sjalva maste anvanda sina kunskaper for att kunna applicera relevanta erfarenheter
som kan vara till hjalp att 16sa problemet.

Exempel pa uppgifter med hdga kognitiva krav ur Matematik 5000 1a och Exponent 1a:

e 1337 (ur Matematik 5000 1a gul, s. 36)
Braket % har ett varde som ligger mellan % och % Vilka tal kan sta i rutan?

Avsnittet behandlar forlangning av brak. | denna uppgift kan ingen procedur direkt
tillampas och eleverna maste ha ett icke algoritmiskt tankande. Dessutom maste de
ha en god taluppfattning och hur dessa ar placerade pa tallinjen.

e 1063 (ur Matematik Exponent 1a, s38)
Ersatt bokstaverna a, b och ¢ med siffrorna 1, 2 och 10 sa att olikheten stammer.
b 8
a 0,5 c
Denna uppgift kan anta karaktar som kraver antingen hoga eller laga kognitiva krav.
Den laga kognitiva varianten ar 16sning genom successiv insattning av vardena tills
de antar korrekt olikhet. Uppgiften kréaver hoga kognitiva krav om eleven istallet
forsoker l6sa uppgiften genom matematiskt ténkande. Eleven behdver god
taluppfattning och kanna val till hur taljaren och ndémnaren beror av varandra.
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5.1.2.3 Att forsta braktalsdivision

Division av brak kraver relativt hoga kognitiva krav. | Lipings studie kunde hon, tillsammans
med manga av de larare hon intervjuade, konstatera olika kunskapsfraktioner som &r
nodvandiga for att kunna forsta brak och dess innebdrd. Som namnt tidigare ar det tydligt att
forstaelse av begreppet division som inversmultiplikation en viktig del av denna kunskap.
Andra viktiga fraktioner ar enhetskonceptet, forstaelse av heltalsdivision och innebdrden av
multiplikation av braktal. | flodesschemat i figur 18, har Liping illustrerat kunskapskedjan
som troligtvis ar nodvandigt for att kunna forsta braktalsdivision.

Forstd innebdrden
av division med braktal

InneboOrden av
multiplikation med
braktal

Inneborden av

e Konceptet enhet
heltalsdivision P

Innebdrden av
heltalsmultiplikation

Innebdrden av
inversa operationer

Konceptet brak

Innebdrden av
addition

Figur 18: Lipings kunskapspaket for braktalsdivision

5.1.3 Olika bréktalsrepresentationer

Vissa begrepp inom brakrakningen kan verka konfunderande, eftersom olika delar av braket
har méanga synonymer, dar kvot = % ar bland de vanligaste. Om vi nu tittar pa sjalva
strukturen av braket, presenterade de olika larobdckerna i litteraturstudien detta pa olika vis. |
Matematik 5000 1a, presenterade forfattarna braken som andel, ndgot som kanske &r mer

vanligt att se i arskurs 9 snarare an i gymnasiet medan andra larobdcker har en annan formell
definition av braktalen. | Matematik 5000 illustreras andelarna som delade cirkelskivor, med

representationen andel = -2 och sedan decimaltal = =22 | aritmetik for larare

helhet namnare

(Sollervall, 2015) omnamns &ven braket som 22 vid hantering av stambrék, dar namnarna

enhet

har olika “enheter” (exempelvis i och § har olika enheter). De olika representationerna &r
ekvivalenta med varandra, men anvands i olika situationer och scenarion. Brak kan da vara
lite forvirrande, nér en definition har forankrats i grundskolan (till exempel andel = he;‘:ten)
och senare i den gymnasiala nivan, far de en annan definition.
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5.1.3.1 Alternativa satt att se pa brak

Kilborn (1990) skriver i sin bok att braket har manga olika “ansikten”, vilket som kanske har
uppenbarat sig relativt tydligt i det som lasts hittills. Begrepp som skala, forhallande och
proportion &r inte frammande i den gymnasiala litteraturen. Braket ar centralt i dem, men det
gestaltar sig lite olika. | till exempel skala pa en karta kan braket uppenbara sig som 1:5 000.
Det betyder att en del pa kartan motsvarar 5000 sadana delar i verkligheten. Férhallande kan
vara lite klurigt, da misstag ar latt att gora. Till exempel om en mangd skall delas upp i

forhallande 3 till 4, sa skall det inte delas upp enligt foljande: Z i ena delen och i i den andra,

3. 4 .
utan skall delas upp ~iena delen och = den andra.

5.1.4 Division missuppfattningar

En annan svarighet, som definitivt har uppenbarat sig under vara VFU-perioder
(verksamhetsforlagd utbildning) &r att division av brak &r nagot som manga kampar med. Som
namnt tidigare, kravs det vissa fundamentala matematiska kunskaper for att en sadan division
skall kunna utforas. Kanske ar en sadan brist en anledning till att vissa forvéaxlingar gors.
Liping (2010) noterade en vanlig forvaxling, under hennes studie, dér lararna som skulle

utfora divisionen (1%/%) forvaxlade nagra av dem division med 2 istéllet for % Speciellt

uppenbarades detta nar lararna skulle skapa ett scenario med den angivna brakdivisionen och
kom upp med en utsaga vars representation innebar division med tva istallet for en halv.

You could be using a pie, a whole pie, one, and then you have three fourths of another
pie and you have two people, who will make sure that this gets divided evenly, so that
each person gets an equal share. (5.65)

Ett korrekt scenario kan formuleras sa har istéllet: Vi har ett och tre fjardedelars kilo salt. Hur
manga halvkilosséckar med salt kan vi fylla? Liping havdar; anledningen att lararna gjorde en
felaktig konstruktion av ett textproblem, var att de saknade en fullstandig forstaelse for
division. Det vill siga att division innebar multiplikation av namnarens invers. Nagot som kan
hjalpa till att komma till ratta med ett sadant problem ar att stélla fragan till eleverna; om de
vet vad definitionen av division ar. En klarlaggning av det, borde ha en positiv effekt pa
elevernas forstaelse 6verlag nar det ror sig som tal i brakform. Ett exempel fran var VFU, ar
uppgiften 3319 ur Matematik 5000 2c (se uppgift och fullstandig 16sning i bilaga), dar eleven

bor forenkla nagra ekvationer som har formen %/g = k for att kunna visa att tva linjer ar

parallella. De flesta av vara elever utférde aldrig denna division, dven da de med enkelhet
borde inse att namnarna tar ut varandra. Hade de kunnat raknereglerna for division av brak,
hade de kunna skriva om uttrycket och férmodligen med enkelhet kunna géra férenklingen:

a ,b
/3= k

44



Formodligen, hade eleverna insett forenklingen tydligare om de gjort en sadan uppstallning.
Kanske hade en sadan studie varit intressant att utfora i lite storre kvantiteter och mellan olika
program och skolor. Vi forstod inte varfor alla hade problem med att gora brakdivisionen och
angrar nu att fragan inte togs upp.

5.1.5 Procedurforvéaxling

En forvaxling som kan ske ar en procedurforvéxling mellan addition och multiplikation (&ven
vi som skriver detta har gjort misstaget). Som ndmnt i avsnitt 2.2.2 skall en forlangning av
braken goras sa att de far en gemensam namnare. En forvaxling som man kan gora, &r att gora
samma sak for multiplikation. Léwing (2008) skriver om en intervju med en elev som gjorde
denna forvaxling:

Intervjuaren:  Kan du rékna ut hur mycket % . % ar?

Elev 2: Ja, det blir 20 da, for det &r det jag maste ha. (20 ar den gemensamma
" o . . o1 3 5 2 4 . 15 8 120
namnaren.) Da skriver jag om det sahér: 23 : och det blir 70 20~ 20"

(s.248).

En annan aspekt som Léwing noterade, var att elevens taluppfattning inte ar helt godtagbar.
Produkten av tva tal < 1, kan namligen inte vara stérre an 1. Studien som Loéwing
presenterade, visar att det var ca 43% av eleverna i arskurs 9 som klarade av multiplikationen
ovan och annu farre lyckades att utfora division av ett brak (ca 23%), vilket kanske ar vantat
da division anses vara mer utmanade.
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6 Intervju

| denna del kommer vi belysa larares och elevers egna tankar om brak. Hur larare uppfattar,
undervisar om brak, vilka metoder de kanner till for att forklara samt hur de sjalva berdknar
brak. Men dven vilken mening eleverna ser i att lara sig brak, vilken anvandning de har for
det i sitt framtida yrkes- och privatliv, vad de tycker var enklast respektive svarast samt hur de
skulle l6sa en uppgift med brak.

6.1 Lararperspektiv

De intervjuade ldrarna ar relativt eniga med varandra om vad brakrékning &ar, namligen
rakneoperationer som involverar braktal, vilket anses vara en formell beskrivning av
brakrakning. Anvandningsomradet for brak ar ganska spritt, men alla lararna haller med om
att det ar anvandbart inom mer avancerad matematik for gymnasiet, sdsom algebra och
derivata.

Samtliga larare ansag att manga av deras elever har problem med brakrakning, speciellt nar
det galler ré&kneoperationen division. Lé&rarna antydde att eleverna ofta saknade
taluppfattningen for brak och har svarigheter for att satta ett varde pa dem, vilket blir
uppenbart for dem da braken kombineras med annan matematik, som till exempel
potensrakning.

Overlag anvéands litteraturen i matematikbockerna nar brakrakningen presenteras, men
kompletteras med eget material da bockerna inte tar upp de svarigheter och missforstand som
kan uppsta nar berakningar genomfors. Nar brakrakning senare dyker upp i mer avancerad
matematik, jamfors dessa med enklare brak pa samma form s att en uppfattning kan fas om

korrekt raknemetod anvands. Till exempel om braket % skall forenklas, kan det jamforas
2

med braket % som dr lattare att kontrollera om ratt raknemetod har anvants.

2

Vid l6sning av uppgiften (1%/%) omvandlade alla lararna den blandade formen till normal
brakfrom och beraknade sedan talet med hjélp av inversoperationen. Dock forenklade inte alla
lararna talet efterat, utan svarade med braket % Nér lararna fick tdnka efter om det fanns fler

metoder som de kande till for berdkning av ett sadant tal, visade de att decimalkonvertering
och innehallsdivision ar tva alternativa metoder.

6.2 Elevperspektiv

Eleverna var eniga om att det i verklighetsbaserade handelser kunde man anvanda brak for att
dela upp saker, exempelvis pizza, pengar eller tartor. Det kan aven vara ett alternativ till
decimaltal. Eleverna tyckte att det &r latt att blanda ihop vilka moment som behdver goras for
en specifik rakneoperation. De flesta eleverna tyckte att division dr den svaraste operationen
och addition ar den enklaste. Manga elever brukade inte ldsa genom bdckerna sa noga utan
mest ga pa vad ldraren sade.

Nér det till sist kom till att berdakna uppgiften (1%/%) gjorde lika delar av eleverna om det till

decimaltal och inverterade namnaren for att sedan berékna talet. Det var tva av eleverna som
lyckades komma fram till ratt svar. De flesta hade problem med att omvandla den blandade
formen och de missforstod dven vad delat pa en halv betyder, det tolkades som delat pa tva.
En annan intressant notis ar att alla elever anvande olika metoder for att 16sa uppgiften.
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7 Diskussion

Vi delar har med oss av vara egna tankar runt den litteratur som har analyserats och staller
dem i kontrast till vara egna erfarenheter och forvantningar.

7.1 Olika litteraturserier

Har tittar vi dvergripligt pa gymnasielitteraturen, jamfor de olika serierna med varandra och
delar med oss av vara egna tankar och asikter runt dem. Som forvantat, ar inte all
matematiklitteratur perfekt (vilket ar praktiskt taget omdjligt att gora), da det inte gar att
tillgodose alla elevers behov med avseende pa deras forutsattningar. Men vissa forutsattningar
maste naturligtvis existera for att eleverna skall kunna forstd den matematiska inneborden av
brak och brakrakning.

7.1.1 Matematik l1la

For matematik 1a, ar likheterna ganska stora innehallsmassigt emellan, men de presenteras pa
olika vis. Nagra serier visar minnesregler, medan andra drar paralleller. I Exponent redovisar
forfattarna en minnesregel for tdljaren och nidmnarens position i braket: ”Téaljaren pa Toppen”
och "Néamnaren déar Nere” (se avsnitt 3.2), medan i Matematik 5000 (gul) visar de bara ett
exempel pa ett brak och illustrerar pilar som pekar pa taljaren och namnarens position.
Uppgifterna i Exponent ar till utformningen betydligt mer procedurell jamfért med matematik
5000 dar forfattarna forsoker varva proceduruppgifter med textproblem.

Vi tror att eleverna far storre mojligheter att applicera sin kunskap pa ett problem formulerat i
text och blir darmed mer fortrogna med att omformulera dessa till rakneproblem. Bada
bdckerna har mycket bilder for att illustrera delar, i olika storlekar och former. Vilket &r bra
for elevernas forstaelse for exempelvis en sjattedel inte alltid har en viss storlek utan det beror
pa vad det &r en sjattedel av. Bada bockerna har en liknande forklaring av hur férlangning och
forkortning av ett brak gar till. Men nar det kommer till uppgifterna som da ska vara till for
eleverna att kunna trana sig pa hur man utfér denna operation, inleds det med att forkorta med
eller forlanga. Detta tror vi hammar elevernas utveckling. Om det istéllet star: Forkorta braket
sa langt det gar och forlang braket sa att namnaren eller téljaren blir ett visst tal, skulle det
mojliggora att eleven tranar fler formagor an bara procedurformagan. Exponent avslutar sitt
avsnitt med en “Har du forstatt” ruta som ger eleverna mdjlighet att sjilva reflektera om de
har forstatt innehallet i avsnittet, samt att de dven visar vilka av laroplanens sju formagor
Skolverket (2011) som kan visas i denna 6vning. Detta anser vi ar bra eftersom eleverna da
kan gora en adekvat sjalvbedémning.

7.1.2 Matematik 1b

For Matematik 1b sd benamns brak lite olika, i Matematik 5000 och Origo sa har man valt att
kalla avsnittet for brak medan i Exponent sa har man valt att titulera det till rationella tal. Alla
bockerna inleder med en figur, cirklar eller trianglar varpa fragor stélls med karaktaren hur
stor andel &r fargad eller hur man delar in sin pizza i delar och sedan ater ett visst antal delar
hur stor del av pizzan at hen? Innan uppgifterna borjar sa fortsétter Origo med att aven kort
forklara begreppen: forlanga, forkorta, minsta gemensamma namnare samt enklaste form.
vilket vi tycker ar bra for eleverna att ha repeterat innan de ska borja rékna, vilket gor att
boken kan ha en storre variation pa sina uppgifter &n Exponent och Matematik 5000.

47



Vi anser att med stor variation, tranas elevernas formagor samt att de far en bredare syn pa
brakens tillimpning i olika sammanhang. Alla bockerna har ungefar halften rena
proceduruppgifter och halften textbaserade problem. Forfattarna for de olika bockerna har valt
att gora sina avsnitt om brak olika langa. Exponent har det kortaste avsnittet men det kan bero
pa att avsnittet om rationella tal ar klassat som repetition till skillnad fran de andra bockerna.
Eftersom Origo gick igenom de olika begreppen redan i borjan har de kunnat inleda med att
direkt ga igenom de olika rakneoperationerna, som de gar igenom pa cirka en sida samt ha en
sida med exempel. Till sist har vi da Matematik 5000 som har ett mer traditionellt upplagg
med att dela in alla olika begrepp i delar och sedan ge exempeluppgifter pa varje del vilket
leder till att den kan fa in mer uppgifter pa varje begrepp men tyvarr sa ar inte alltid
mangdtraning basta sattet att lara sig matematiken pa. Sammanfattningsvis sa har nog
Matematik 1b bockerna en stor variation pa hur de har valt att ta upp just brakrakningen.

7.1.3 Matematik 1c

| litteraturen for 1c sa har Origo valt att kalla sitt avsnitt brak medan matematik 5000 och
Exponent titulerar det rationella tal. Exponentboken inleder sitt avsnitt med att forklara hur
man raknade brak vid uppkomsten namligen genom stambrak, men dven lite om kedjebrak. sa
istallet for att gora berakningar som vanligtvis ar tva braktal multiplicerat med varandra sa tar
Exponent det ett steg langre och gor multiplikation och division av kedjebrak. Medan Origo
och Matematik 5000 mer kor den traditionella rdkningen med ett brak multiplicerat eller
dividerat med ett annat, men de har heller ingen historisk aterblick om vart brak kom ifran.
Awven sa forklarar Origo och Matematik 5000 mer algoritmerna bakom hur vi gor berakningar
med brak till skillnad mot Exponent som snarare ger ett exempel pa varje typ av uppgift, dar
de inte forklarar vad dem gor i varje steg, exempelvis ndr de ska gora en gemensam namnare
sa skriver de bara ut vilken det ar och visar inte vad de forlanger de olika braken med. Vilket
vi kan tycka ar bra for de elever som soker en utmaning och sjalva vill sitta och komma pa
I6sningarna. Resterande del av Origo varvar de med en sida forklaring och en sida uppgifter
pa de olika rakneoperationerna for brak.

Medan Matematik 5000 foljer seriens vanliga monster, det vill séga anvénder en detaljerad
genomgang foljd av uppgifter. Exponent avslutar avsnittet om brak med att forklara hur brak
omvandlas till decimaltal och vice versa. De andra bockerna namner bara vilka brak som ar

vanliga och bra att kunna, namligen %%i och é Medan Exponent verkligen forklarar hur

omvandlingen sker, det tolkar vi som en mer korrekt strategi. Meningen med lararyrket &r att
vi ska lara eleverna att forstd matematiken inte bara kunna rdkna den som robotar. En
tankande och reflekterande individ far oftast djupare forstaelse &n en som bara utfor en
procedur som hen lart sig utan att veta varfor. Efter erfarenheter fran var VFU sa har vi
kunnat se tydliga exempel pa detta. Sammanfattningsvis sa ar det en ganska stor spridning pa
svarighetsgraden i de olika bockerna. Den som vi anser vara svarast ar Exponent, vilken nog
ar mest lampad for elever med hdga ambitioner att ldara sig och forstd mycket matematik.
Svarighetsgraden pa Origo och Matematik 5000 &r snarlik, med nagra fa skillnader.
Matematik 5000 har valt att ha en djupare forklaring av de olika delarna medan Origo har en
inledande generell forklaring av de olika begrepp som anvands vid braktalsrakning. Darmed
behovs inte en lika detaljerad genomgang av de olika rakneoperationerna.
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7.2 Didaktiska konsekvenser

Det finns naturligtvis manga olika satt for lararen att inkludera brakrakning i klassrummet,
dven om amnena inte specifikt betonar det. Eftersom braken &r applicerbara i valdigt manga
olika scenarion, kan vi aktivt inkludera braken. Naturligtvis skall vi inte alltid anvanda enbart
brak, utan gora det strategiskt.

7.2.1 Styrdokument

| kapitel tre gick vi igenom vad amnes- och kursplanerna sédger om brak rorande
rutinuppgifter. Spontant téanker vi som blivande matematiklérare, att rutinuppgifter ar bra nar
det gdller att trana procedurer. Det vill sdga aktiviteter med laga kognitiva krav, bor fastna i
minnet. Men, enbart en procedur, hjalper sdllan om man stalls infor ett scenario dar
informationen maste omformas till ett problem som kan l6sas med procedurer. Da kréavs en
mer fundamental forstaelse for matematiken och darmed stalls hogre kognitiva krav, vilket i
sin tur inte &r ett krav for godkant resultat.

7.2.2 Svar som fodrar brak

Som namnts ett flertal ganger tidigare, tenderar elever att konvertera braktal till decimaltal,
aven om dessa har oadndliga utvecklingar genom att helt enkelt avrunda till ett antal
vardesiffror. Ett satt &r ju att explicit krdva exakta svar och godtagbar metodik i elevers
I6sningar. Sadana svar kan inte vara avrundade decimaltal, oavsett hur manga vardesiffror de
an viljer. En sadan betoning, som exakt, kommer med hog sannolikhet att paverka eleverna
och férhoppningsvis motivera anvandandet av braktal. Aven om eleverna ar skolade i att
anvanda minirdknare, kommer ju dven dessa att ge felaktiga resultat om minirédknaren inte
presenterar braktal. Men troligtvis kommer en elev som éar val forankrad i
decimaltalsprincipen, att forsoka géra om braktalen till decimaltal via vanlig division.

7.2.3 Amnen utanfér matematiklektionen

De flesta larare undervisar i mer an ett amne utéver matematik och brakrékning kan i vissa
fall inkluderas i dessa @mnen. Mest tacksam ar formodligen fysiken, dar brakrakning dyker
upp kontinuerligt vid berdkning av formler och liknande via algebran, vi da kan med stor
sakerhet anta att behovet av kunskaper inom brakrakning ar patagliga. Restaurangelever kan
tankas ha god anvandning av brakberakningar néar antal portioner skall berdknas, eller
receptmodifiering.

Exempelvis kan man stélla fragorna; ”hur manga deciliter mjol behéver jag om jag skall gora
elva satser av en kaka som behover % deciliter per sats? Ré&cker bunken till dar allt skall

blandas i?” Kanske kan sadana fragor vacka intresse for matematiken hos berorda elever.
Detta behover naturligtvis inte bara ske pa gymnasial niva, utan det kan dven exempelvis
tillampas i hemkunskapen, sl6jd, musik och kemi.

7.2.4 Elev- och lararperspektiven

Under intervjun kunde vi se att lararnas och elevernas asikter om brakets betydelse, i skolan
och vardagslivet, varierar. Man kan se braktalen som en illustration av exempelvis andelar
eller uppdelning av saker. Vi tror att denna tendens beror pa att eleverna inte ser
anvandningen av brak utanfor skolans vérld da de har en dalig uppfattning vad ett brak
egentligen ar. Sa, brister i taluppfattningen behdver kompletteras sa att eleverna kan fa en god
grund som de kan sta pa.
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Som blivande larare har vi en stor utmaning framfor oss. Hur ska vi lyckas att fa vara elever
att inse varfor vi har anvandning av brak? Vi bor gora det genom att anvanda oss av
autentiska upplevelser. Om vi kan knyta brakrékningen till nagot av det vi anvander oss av i
vardagen sa kanske brakrakningen inte blir sa fraimmande och darmed mer anvéndbar.

7.3 Egna tankar

Varfor ar det sa stor skillnad mellan litteraturen for gymnasieleverna? Det bidrar till stora
kunskapsklyftor inom amnet. Vi kan tydligt se mycket stora skillnader pa de elever som laser
Ma 1a inom de olika bdckerna. Men det kan &ven vara kolossala skillnader inom samma serie
om vi ser pa Mala och Malc (Exponent). Bor vi inte kunna forutsétta att de elever som
uppnatt godkant resultat i matematik i grundskolan har adekvat kunskap rorande
braktalsrakning? Om sa &r fallet, behéver vi verkligen ha sa stora skillnader mellan kurserna?
Svaren kanske ligger i elevers kognitiva kapacitet. Om eleven ska soka vidare till hogre
studier sa varderas Mala betyget likvardigt med Malc vilket skapar stora klyftor aven vid
hogre studier.

Nar vi gar igenom brak, gor vi det pa ett sadant satt sa att eleverna verkligen kan appropriera
den nya kunskapen? | tidig alder har kanske vissa elever inte tillracklig kognitiv kapacitet for
att ta till sig kunskap och koncept nér det kommer till vissa delar inom matematiken. | senare
alder, da eleverna ar kognitivt kapabla att gora kunskapen till sin egen, kanske de istallet
saknar den fundamentala matematiska basen for att kunna ta till sig nytt stoff. Som larare bor
vi inte bara gora den traditionella brakrakningen pa tavlan och visa formler utan dven anvanda
flera former av visualiseringsmedium, da alla elever lar sig olika. Elever lar sig genom
visualisering, berakningar, men &ven av att fa det forklarat. Men den traditionella
matematikundervisningen &r fylld av att lararen visar pa tavlan och sedan far eleverna rakna.
Da riskerar vi som larare att missa en del av klassen som da inte forstar. Vi har manga elever
och da kan det vara latt att man missar nagon av dem och det kan resultera i att de sedan far F
i betyg pa provet. En lésning till detta skulle kunna vara att man anvénder sig av fler metoder
for undervisning an den traditionella katederundervisningen som till exempel flipped
classroom.

Elever hanvisas till att anvanda en kalkylator om de inte direkt kan se vad ett braktal ar i
decimalform. Detta tror vi kan vara en stor anledning till att elever saknar vissa elementéra
kunskaper s& som kort division. Eleverna bor inte anvanda genvagar for att komma fram till
svaren pa uppgifter om de inte helt har forstatt den bakomliggande matematiken. Det kan ses
som en fordel dar och da eftersom de blir klara med uppgifterna, men egentligen sa gor vi
dem en bjorntjénst.

7.4 Forslag pa fortsatt forskning

Elever har mycket svart for brakrakningen i skolan. Litteraturen behandlar brakrakningen pa
manga olika satt beroende pa vilken matematikbok skolan anvander. Hur kan lararna utifran
det material skolan har motivera eleverna till att vilja lara sig rakna med brak? Hur kan gora
brak mer levande, sa att eleverna ser meningen med att ldra sig rakna med brak? Utfér en
kvantitativ studie for att belysa inom vilka specifika omraden, i deras matematiska forstaelse
for braktalsrakning, det kan finnas brister i.
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9 Bilagor

Forsta bilagan innehaller uppgifter tagna fran matematikbocker som riktar sig till elever i
arskurs 9 samt de som laser matematik 1 och matematik 2 pa gymnasiet. De kan ses som bra
traning av brakbegreppet. Andra bilagan kommer innehalla l6sningar pa vissa uppgifter som
vi valt att exkludera i texten.

9.1 Uppgifter

Nedan kommer vi lista uppgifter av blandad matematisk och kognitiv svarighetsgrad.

9.1.1 Matematik arskurs 9

Uppgifterna nedan ar tagna fran Prio och vektor, en matematikbok som anvénds i de svenska
grundskolorna.

Uppgift 1
1242=

Berdkna: 55— .

_+_

4 6

Uppgift 2
Ett rum som ska malas &r 5% m langt, 3% m brett och 2% m hogt. En liter farg racker till
0,75m?. Hur manga liter farg behdvs for att mala taket och vaggarna?

Uppgift 3
Berdkna _?3/_?4

Uppgift 4

Figuren bestar av kvadrater. Hur stor andel ar markerad?

Uppgift 5
Saga hade en chokladask. Hon &t upp % av chokladbitarna. Sedan bjod hon pa g av de

chokladbitarna som var kvar. De sista 12 bitarna var det ingen som ville &ta upp. Hur manga
chokladbitar at Saga?

Uppgift 6
Berdkna medelvardet av braken i% och 1—2 Svara i brakform.
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Uppgift 7
Talet A &r ett brak. Du far veta att: A/% = %

a) Hur mycket ar i sadana fall A/ é
b) Forklara med ord hur du kan veta vad A/% ar.

c) Vilket tal ska A divideras med for att fa svaret % ?

9.1.2 Matematik 1a

Uppgifterna nedan ar tagna fran Matematik 5000 och Exponent som anvénds i de svenska
gymnasieskolorna.

Uppgift 1
Braket 356 har ett varde som ligger mellan § och % Vilka tal kan sta i rutan?

Uppagift 2
Bara % av de anstallda pa ett foretag tar bilen till jobbet. Av dem som inte kor bil, cyklar eller

gar halften. Resten &ker med kollektivtrafiken. Petra pastar att det & dubbelt s& manga som
aker kollektivt jamfort med de som aker bil. Ar det sant? Motivera ditt svar.

Uppgift 3
Ersatt bokstaverna a, b och ¢ med siffrorna 1, 2 och 10 s& att olikheten stammer. % < g < g

Uppgift 4

Fyll i den magiska kvadraten med braktal sa att summan av varje
vagrat, lodréat och diagonal rad blir densamma.

o Rl A

ol

9.1.3 Matematik 1b

Uppgifterna nedan ar tagna fran Matematik 5000, Origo och Exponent som anvéands i de
svenska gymnasieskolorna.

Uppgift 1
Vilket tal skag multipliceras med for att ge talet ; ?

Uppagift 2
En flaska innehaller § liter koncentrerad saft. Nar den blandas ut ska man ta 1 del saft och 4
delar vatten. Hur mycket fardig blandad saft ger saftflaskan?
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Uppgift 3

Emelies manadspeng var 1260 kr. Av detta spenderade hon en tredjedel pa klader. Av det
som aterstar sparade hon tre sjundedelar till en semesterresa. Hur mycket sparade hon till
resan under ar

Uppgift 4
Hefi malar en vagg pa 4 timmar. For Sixten tar det 6 timmar att mala samma véagg. Hur
manga timmar tar det dem att mala vaggen om de malar samtidigt?

Uppgift 5

I en klass fick en tredjedel av eleverna chansen att delta i ett tv-program. Eleverna ville i
demokratisk ordning vélja ut en tredjedel av pojkarna och en tredjedel av flickorna till
programmet. Det lyckades inte, sa till slut lottade man ut deltagarna till programmet.

a) Varfor kunde de inte véalja ut en tredjedel av flickorna och pojkarna?

b) Skulle en annan klass kunnat 16sa uppgiften? Motivera ditt svar.

9.1.4 Matematik 1c

Uppgifterna nedan ar tagna fran Matematik 5000, Origo och Exponent som anvénds i de
svenska gymnasieskolorna.

Uppgift 1
a) Berakna:l/i.
107 12

b) Berakna: 1—? /12.

Uppgift 2
Berakna: (1+3)-(1+3) - (1+3)- .- (1+2).
Uppgift 3
Berdkna: 3 + il + ;1
24-  1+—g

9 =
2+6

Uppgift 4
Skriv % som ett kedjebrak.

55



Uppgift 5
Berakna och svara i enklaste form:

a)

ol
S w

b) 1&_,—2/13—0

Uppgift 6
Berdkna summan a + b + ¢, svara pa enklaste form om, a = % a-b= % ocha-b-c= 1—10

9.1.5 Matematik 2c

Uppgifterna nedan ar tagna fran Matematik 5000, Origo och Exponent som anvénds i de
svenska gymnasieskolorna.

Uppgift 1

ABCD ér en fyrhdrning. E, F, G och H ar mittpunkter pa fyrhorningens sidor. Bevisa att
fyrhorningen EFGH alltid &r en parallellogram.
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9.2 Ldsningar

Losning av uppgift 7.1.5.1: Vi b6rjar med att rita upp den
informationen vi fatt. Vi Ritar en godtycklig fyrhorning
ABCD, vi ritar sedan in punkterna E, F, G och H. For att
bevisa att fyrhorningen EFGH alltid &r en parallellogram
behover vi visa att EF ar parallell med GH och att EH ar H F
parallell med FG. Eftersom att alla punkterna E, F, G och
H & mittpunkter sa kan vi anvanda oss utav

P =
®

mittpunktsformeln. Den  séger att koordinaterna  {° &
(Xm» Ym) kan beréknas enligt foljande: 6

Xqt+Xp Yat¥p . .
Xm = az och y,, = az . Formeln kan naturligtvis Figur 19: Illustration av uppgiften

anvandas pa F, G och H ocksa for att berdkna deras

koordinater. For att sedan avgora om tva linjer ar parallella sd kan vi jamfora linjernas
lutning, vid samma lutning sa ar linjerna parallella. S& om vi borjar med att berakna lutningen
pa linjen EF, for detta utnyttjar vi mittpunktsformeln och far du att:

Yat+yp) Ypt¥yc) a—vyc) Ga=yo) 2 2 Ya—yc)
_ Ye Vf _ 2 2 _ 2 _ 2 (xa=x¢) _ 2 (xa=xc) _ Ya—Yc
EF — (xXe=yp) T (Xatxp) (xp+xc) T (Xa—Xc) T (Xa=¥Xo) 2 - 1 - Xg—%X¢'
2 2 2 2 (xa—xc)
Yatya) Ygtye) a-vyc) Ya=yo)__ 2 2 Ya—yc)
Ko = 9n7Y9) _ 3 z 7 _ 2 (a=x9 _ 2(xa=x0) _ Ya=Yc
HG — (Xn=¥g) T (Xatxg) (xgtxc) T (Xa=Xg) T (Ka—Xd)_ 2 - 1 - Xg—%xc'
2 2 2 (xa—xc)

2
vi kan nu se att Kz = Ky Vvilket innebér att linjerna EF och HG &r parallella. Kvar har vi nu
att bevisa att EH ar parallell med FG. Till detta anvander vi samma metod, vi far da féljande
uppstallning:

Watyp) Watyy))  Op—ya)  Op=¥d) _ 2 2 0p=Ya)

K _ Ye—Yh — 2 2 — 2 — 2 (xb—xd) — 2 (xb—Xd) — Yb—Yd
EH (Xe—Vn) (xat+xp) (Xatxg) xp—xq) &p=xg) 2 1 Xp—xq'
2 2 2 2 (xp—xq)

Waty)) Gatyyd) — Opve) Ob¥YD _ 2 2 0b=Ya)
Ko = Yh=vyg) _ — > 2 _ 2 2 (xp=xg) _ 2(xp=xg) _ Yb—Vd
FG = ey, — Gatxa) Catiy) — Cprg) T Gpxa) 2 1 T oxp—xg
2 2 2 2 (xp—xq)

vilket ger oss att aven EH och FG ar parallella och da &r beviset klart. Svaret pa uppgiften blir
alltsa att ja EFGH ér alltid en parallellogram.
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9.3 Intervjuenkat.
Nedan listar vi de fragor vi stéallde till larare och elever.

9.3.1 Lararenkat

YVVVYV VYV VVVYYVYY

Vad ar brakrakning for dig?

Varfor ar det bra att kunna brak?

Vilka svarigheter stoter elever pa vid brakrakning?

Vilken rakneoperation med brak har elever svarast med?
Vilka olika metoder for att undervisa om brak anvéander du?

Hur skulle du I6sa uppgiften (1%/%)? Forklara dina steg.

Kénner du till nagon annan metod for att I6sa problemet?
Pa vilket satt tar de upp brak i er valda matematikbok?
Foredrar du bokens eller nagot annat satt att forklara brakoperationerna?

9.3.2 Elevenkat

Varfor tror du att elever ska kunna rakna med brak?
Nar har du anvandning av att rdkna med brak?

Vilka svarigheter har du haft vid brakrakning?

Vilket raknesétt med brak tycker du ar enklast/svarast?
Tycker du er bok var bra pa att forklara brak?

Till sist hur skulle du l6sa (1%/%)? Forklara dina steg.
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