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Sammanfattning

Denna litteraturstudies syfte ar att undersoka talsystem, positionssystem och olika talbaser ur
ett matematiskt, matematikhistoriskt och didaktiskt perspektiv. Malet ar att fa fordjupade
kunskaper kring relevansen av talsystem och talbaser, samt dess betydelse for svensk
matematikundervisning. Studien definierar de tre kategorier vilka talsystem brukar delas upp i
for att darefter presentera hur kategorierna anvints och utvecklats genom historien. Vidare
berdttas hur talsystemet och talbasen slutligen skulle na till Sverige. Dérefter gors en
jamforelse 1 hur svenska styrdokuments mél kring talsystem och talbaser har utvecklats.
Studien kopplar ocksd de matematiska kunskaperna till aktuella styrdokument i svensk
grundskola och gymnasium. En analys gors av populdra laromedel for att ge perspektiv kring
hur talsystem och talbaser undervisas idag. Avslutningsvis redovisas elevers svarigheter och
konsekvenser av svérigheterna, tillsammans med forslag for att underlétta undervisningen.
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Abstract

This literature study aims to review numerical systems, the positional system and radices from
the mathematical, historical and didactic perspectives. The goal is to gain further knowledge
of the significance of different numerical systems and mathematics education, especially in
Sweden. The study first shows the definitions and three categories in which numerical
systems are classified based on their number-creating operations. The development of
different numerical systems is then summarized with respect to the regional and historical
perspective. In the next part, the Swedish mathematics education, in relation to the positional
system and radices, is particularly presented. In order to how Swedish students are taught and
have been learning the topic, the study provides a shorter analysis with a closer look on the
Swedish curriculum and common teaching materials that are used by primary and secondary
schools. Last but not least, probable students’difficulties regarding the positional system are
determined along with proposals for solutions respectively.
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1 Introduktion

Matematikdmnet diskuteras dagligen och satsningar sker med tita intervaller. Trots detta
verkar det ge minst sakt milda resultat. I arskurs nio &r just matematik det &mne som elever
oftast har underkédnt i (Skolverket, 2017c), vilket hindrar dem att nd gymnasieniva. I
Skolverkets rapport 461 (Skolverket, 2017b) beskrivs att drygt 30% av eleverna i de
yrkesforberedande programmen inte klarar kursen matematik 1. Skolverket fortsétter med att
beskriva att kursen matematik 2b ofta hindrar elever fran att fa sin gymnasieexamen pa
hogskoleforberedande program. Vidare beskriver Skolverket att det dr lika stort bekymmer
oavsett kon eller bakgrund.

I arbetets borjan diskuterade vi hur vi skulle kunna forbéttra denna trend och vi fragade oss
sjdlva vad vi upplevt saknas i klassrummet. Diskussionen ledde oss till hur det decimala
systemet upplevs sjélvklart i viss mening, att de tio siffrorna &dr “allsméktiga” och inte gar att
ifrdgasdtta. Samtidigt upplevs talsystem och talbaser otydliga, vilket mérks tydligt hos elevers
svarighetter. Var samlade empiriska erfarenhet pekade ddrmed pé att det, oavsett elevgrupp,
saknas grundldggande kunskaper inom talsystsemens egenskaper och i arbete med dessa.

1.1 Syfte & fragestallningar

Denna litteraturstudies syfte ar att undersoka positionssystemet och olika talbaser ur ett
matematiskt, matematikhistoriskt och didaktiskt perspektiv. I studien besvaras foljande
fragestéllningar:

Hur definieras talsystem och talbaser?

Hur har talsystem och talbaser utvecklats historiskt?

Hur undervisas talsystem och talbaser i svensk skola idag utifran utvalda ldromedel?
Hur framjar undervisningen om talbaser elevernas formdgor utifran styrdokumenten?

Vilka svdrigheter kan elever uppleva i arbetet med talsystem och talbaser?

1.2 Material och metod

Denna litterturstudie har baserats pd litteratur som har hittats fran databaserna Google-
Scholar, Summon, GUPEA, NCM, och Eric. De sdkord som anvénts har anpassats beroende
pa behandlat innehall. Exempelvis har foljande sokord anvints for att hitta texter relevanta till
kapitel fyra: ”positional number system”, “positionssytem”, definitions”, “talbaser”,
“radices”, "hybridsystemet”. Med hjélp av sdkord kunde databaserna lista relevanta bocker
eller artiklar. Eftersom mycket matematikhistoriska texter aterfinns i bocker blev flera besok
pa bibliotek naturligt. Aktuell litteratur hittades med hjélp av sokmotorn Libris och
bibliotikarier. Texterna valdes utifrdn fragestdllningarna. Darefter gjordes en systematisk
bedomning av studiernas validetet genom ett kallkritiskt forhallningssitt rekommenderat av
Goteborgs Universitetsbibliotek (2017). Fragorna som skulle besvaras var:

1) Vem ér upphovsman?

i) Vilket syfte har innehallet?

iil)  For vem dr materialet skrivet?

iv) Hur aktuell dr informationen?

V) Hur trovérdigt &r innehallet?



Efter att relevant litteratur identifierats och studerats, fortsatte sokningen med att granska
texters referenslista. Vidare texter hittades och nér dessa listor var genomgangna ansag vi oss
ha tillrickligt med litteratur att arbeta med. Genom att identifiera vilka kéllor som anvints
kunde det dessutom hjilpa oss i var véirdering av kidllans ar tillforlitlighet.

Med anledning av att en del av behandlad litteratur skrivits pa engelska, och studien redovisas
pa svenska, behdvdes flera dversittningar av nyckelord. Oversittningsmetoden genomfordes
genom att soka publicerade artiklar pa svenska vilka definierar eller beskriver nyckelorden pa
ett liknande sétt. Tabell 1 nedan sammanfattar nyckelord som har dversatts.

Tabell 1: Nyckelord med motsvarande éversdttningar

Engleska Svenska Killor pa svenska
Numeration systems Talsystem (Mclntosh, 2014a)
Positional number system Positionssystem (Mclntosh, 2014a)
Non-positional number Teckenvérdesystem (Nationalencyklopedin,
system 2017)

Positional notations Notationer i (McIntosh, 2014a)
positionssystemet
Additive numeration systems | Det additiva systemet (Fredriksson, Larsson, &
Torstensson, 2014)
Hybrid numeration systems | Hybridsystemet (Fredriksson, Larsson, &
Torstensson, 2014)
String Teckenstrang/Lista (ComputerSweden)

Oversittningprocessen var inte smirtfri. Vissa ord skulle kriva noggrant sokande, samt
diskussioner dir exempelvis termen “string” var problematisk. Motsvarande ord pa svenska
skulle vara teckenstrang”. Teckenstring har ddrmed anvénts for att mena en ordnad foljd av
tecken (ComputerSweden). Men “string” skulle d&ven kunna mena”lista” utifran vara egna
erfaranheter inom datatekniken. Eftersom det finns en tillforlitlig kdlla med tydlig definition
av “teckenstring”, anvinder vi termen “teckenstring” med samma betydelse som string”’.

I studien genomfordes dven en undersokning av populédra larobocker i matematik for att
overskidda hur talsystem och talbaser generellt undervisas pa grundskolan och gymnasiet i
Sverige. Eftersom vi dr blivande gymnasieldrare som ska ha behdrighet att undervisa pa
hogstadieniva och gymnasieniva valdes larobdcker fran och med arkurs sju. De fem bocker
som valdes dr Matte Direkt 7, Matte Direkt 8, Matte Direkt 9 (Carlsson, Hake, & Oberg,
2012), Exponent la och Exponent lc (Gennow, Gustafsson, & Silborn, 2011). Ovriga
larobocker 1 tidigare arkurser ar naturligvist intressanta, dock uppfyller de inte vart praktiska
behov. Enligt centrala innehéll (Skolverket, 2011a), undervisas talsystemet, positionssystemet
och talbaser inte fran matematik 2 pd gymnasiet, vilket slutligen begrinsade vart
undersokningsomrade mellan grundkolans arkurs 7 och matematik 1 pa4 gymnasiet.

Matte Direkt 7, 8, och 9 wvaldes med hjdlp av statistik frdn Goteborgsregionens
kommunalforbund. Vi kontaktade avdelningen GR Utbildning Liromedel gillande vilka
laromedel som siljer bast. Personalen aterkom med siljstatistik for de bocker som salts under
2017 (se bilaga). For hogstadiet aterfinns serien Matte Direkt oftast i tabellen. Exponent-
serien valdes efter samtal med Nationellt Centrum for Matematikutbildning (NCM).




Trots att vart huvudsakliga intresse dr elever pa hogstadiet och gymnasiet, inkluderades dven
elever i yngre dldrar. Det gjordes med bakgrunden att studien behandlar litteratur om elevers
svarigheter och 16sningsforslag. For att kunna hjélpa elever maste en ldrare, oavsett pa vilken
nivd, ta reda pad det wursprungliga problemet. Missuppfattningar om exempelvis
positionssystemet upptécktes inte forst vid hogstadiet utan barnen har med stor sannolikhet
haft problem sedan tidigare (Skolverket, 2017a). Undervisning i talsystem, positionssystem
och talbaser, viger dessutom tyngre pa grundskolenivd dn pd gymnasieniva, enligt det
centrala innehéllet (Skolverket, 2011a). Sadeles finns forskning som undersoker grundskolans
elevers svérigheter, och ger forslag for forbattring. Mangfald i forskning bildrar till en mer
komplett forstaclse om varfor elever har svart att lara sig det specifika arbetsomradet.



2 Definitioner

Kapitlet kommer att forklara begreppen additivt-, hybrid- samt positionssystem och lista deras
egenskaper och darutover ge konkreta exempel. Dessutom kommer relevansen av talbaser i
systemen motiveras.

2.1 Talsystemet i tre kategorier

Talsystem dr ett system som anvénds for att representera tal (Guedj, 1997, s. 26). Ett tal kan
representeras muntligt eller skriftligt. Att namnge ett tal och uttala namnet dr den muntliga
representationen av talet. Att skriva ett tal med bokstéver eller notationer dr den skriftliga
representationen av talet. Det finns ménga system som anvinds for att representera tal
skriftligt. Forskare inom matematikens historia klassificerar de skriftliga systemen i tre
kategorier. Dessa kategorier baseras pa de aritmetiska operationer som anvinds for att skapa
tal utifrdn notationer. Kategorierna ar additiva talsystem, hybridsystem och positionssystem
(Guedj, 1997, s. 39).

Ett additivt talsystem &r ett system dér tal skapas med hjdlp av att addera alla tecken i talet
(Guedj, 1997). Den ursprungliga formen av det romerska systemet &r ett exempel pa det
additiva systemet. Romarna anvénde sju symboler I, V, X, L, C, D, M for att representera ett,
fem, tio, femtio, ett hundra, fem hundra och ett tusen. I den ursprungliga versionen beror inte
notationernas virde pa deras positioner. Ett tals virde &r summan av symbolernas virde. Till
exempel, talet CCC dr etthundra adderat med etthundra adderat med etthundra vilket
resulterar i trehundra.

I boken Numbers: The universal language, pépekar Guedj (1997) tva huvudsakliga
begransningar av additiva system. Den forsta dr begridnsningen i att beskriva stora tal. Den
andra ir bristen pd korrelation mellan ett tals 1dngd och dess vérde. For att beskriva ett stort
tal maste notationer upprepas flera ganger, eller sd& maste en helt ny notation skapas.
Upprepningen kriaver tid och kraft for att skrivas samt kan orsaka missuppfattningar. Till
exempel behovs 3 upprepningar for att skriva trehundra trettiotre (CCCXXXIII) 1 det
romerska systemet. Det dr ocksa latt att tecknet I missas i talet. Att utveckla en helt ny symbol
ar inte heller effektivt. Det tar 1&ng tid for att en befolkning kan vinja sig med en ny notation.
Utover den forsta begridnsningen finns en brist i att ett tals virde inte har nidgon relation till
dess ldngd/ storlek. Exempelvis mérks att talet CCCXXXIII ar langre &n talet M. Dock ar
vardet hos CCCXXXIII (trehundratrettiotre) mycket l4gre dn hos M (ettusen).

Vidare géllande hybridsystem &r symbolers virde dr oberoende av sina positioner, men deras
placeringar kan ddremot ange vilken operation som ska anvidndas (Guedj, 1997, s. 42). Ett
exempel ér det klassiska kinesiska talsystemet (Fredriksson, Larsson, & Torstensson, 2014).
Symbolen — betyder tre och tecknet + betyder tio. Talet — berdknas som tre multiplicerat
med tio, trettio, medan talet + — beriknas som tio plus tre, vilket blir tretton.

Hybridsystem &r mer effektivt dn additiva system i vissa avseenden. Exempelvis kan stora tal
uttryckas pa ett effektivare sitt tack vare multiplikationsegenskapen. I stéllet for att skriva
notationer upprepade ganger, likt det romerska systemet, kan stora tal i det kinesiska systemet
skrivas mycket effektivare. Romarna behovde exempelvis sex notationer (XXXIII) for att
skriva trettiotre medan kineserna endast behdvde tre ( —+ —).



Béde additiva system och hybridsystem ar teckenvirdesystem (Nationalencyklopedin, 2017)
dir symboler behdller sina virden oavsett deras positioner i ett godtyckligt tal. Aven om
hybridsystemet erbjuder 16sningen till problematiken angéende stora tal, finns det tyvérr tva
problem som varken hybridsysteme eller teckenvardesystem kan 16sa. Det forsta problemet ar
att talets langd och virde i teckenvérdessystemet (Gued;j, 1997, s. 48). Ett nytt problem &r att
teckenvérdessystem har svart att reflektera ett tals egenskap, vilket dr den obegriansade
mingden tal. I teckenvéirdesystem maste nya notationer uppfinnas for att beskriva tillrackligt
stora tal. Att symboler inte kan ateranvindas for att representera storre tal dr en stor
begransning nir ett stort tal behdvs (Guedj, 1997, s. 42).

For att f4 bort denna begrinsning finns en tredje kategori av talsystem; positionssystemet.
Jamfort med tidigare nimnda teckenvardesystem &dr symbolernas virde i1 positionssystemet
beroende av sina positioner (Guedj, 1997, s. 46). Det vill sdga att om samma notation placeras
i olika positioner i ett tal ska notationen ha olika vérden. Till exempel, &ndras véirdet av
notationen 3 i talet 333 i det vanliga decimala talsystemet efter notationens position. Fran
vénster till hoger, motsvarar den forsta positionen hundratalet, den andra positionen motsvarar
tiotalet och den sista positionen entalet. Talets virde kan dven representeras med hjélp av de
tva aritmetiska operationerna multiplikation och addition (Guedj, 1997, ss. 46-47). I exemplet
ovan kan talet trehundratrettiotre berdknas enligt 3- 100 +3-10+ 3 - 1.

Enligt Guedj (1997, s. 48) kallas symbolerna for siffror och innehéll nio siffror 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9 fran borjan. Nir idén om ett samband mellan siffror och positioner dok upp, kunde en
tom plats inte beskrivas med tidigare ndmnda siffror. Detta gav plats for den tionde siffran 0,
vilken kom till att representera tomma positioner. Bara nir bade de forstnimnda siffrorna och
siffran 0 dr pa plats, kan positionssystemet ses som komplett.

De tvé storsta fordelarna med detta system ér att (Guedj, 1997, ss. 48-51)

i.  De tio siffrorna kan ateranvindas och kan ddrmed representera alla tal - en obegrinsad
kapacitet.

ii.  Antalet symboler kan reflektera talets vérde.

P& grund av fordelarna har positionssystemet utvecklats och anvidnds dven idag. Hur
positionssystemet utvecklats och anvénts under matematikens historia ska presenteras under
rubrik tre senare i uppsatsen. I nésta avsnitt presenteras mer detaljerat positionssystemets
struktur.



2.2 Talbaser och teckenstrangar ar grunden till positionssystemet

Ett positionssystem bygger i forsta hand pa en talbas, vilket &r ett godtycklig naturligt tal som
ar storre 4n 1 (Glaser, 1971, s. 7). I denna uppsats, anvinds bokstav b for att representera en
godtycklig talbas. Talbasen b anvinder en mingd av naturliga tal som bestdr av
{0,1,2...(b — 1)}. Symbolen a; anvinds for att representera en godtycklig symbol i
mingder. Nar notationerna placeras i en bestimd ordning bildas en teckenstring (Glaser,
1971, s. 8) och bokstaven k i notationen a;, visar vilken position av notationen har i
teckenstringen. En teckenstring 1 talbasen b representera vilket tal som helst i
positionssystemet och symboliseras som foljande (a,a,_; ... a,a,a,),. Talets virde berdknas
med hjilp av de aritmetiska operationerna i formeln nedan.

(akak_1 azalao)b = ak " bk + ak—l " bk_l + + az " b2 + a1 * b1 + aO - bO (])
Formeln kan forkortas till

(arQg—-1 - A201Q0)p = Zﬁ:o ay - b* (2)

Flera exempel av positionssystemet har dokumenterats (Glaser, 1971; Guedj, 1997; Knuth,
1997). Vart decimala talsystem &ar ett specifikt fall i positionssystemet, dir b = 10 och
siffrorna bestar dirmed av {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Talet (456),, motsvarar 4 - 102 + 5- 10! +
6 - 10°. Ett annat populért exempel dr det binéra systemet, dir b = 2, och siffrorna endast
bestér av {0,1}. Talet (1101), motsvarar 1-23 + 122 4+ 0-21 + 1 2°, vilket ir ekvivalent
med talet (13),, 1 decimalsystemet.

Definitionen som presenterades av Glaser (1971, s. 8) ovan géller bara for heltal. For att
representera reella tal infors ett tecken for att skilja mellan heltalsdelarna och brakdelarna
(Knuth, 1997). I decimalsystemet heter tecknet decimalpunkt och symboliseras i Sverige av
ett kommatecken. Binira talsystemets notationer kom senare kring 1600-talet (Glaser, 1971,
s. 14). For att anpassa till bindra talsystemet kallades kommatecknet for bindrpunkten och
symboliseras i Sverige ocksa av ett kommatecken (Chalmers Teknologiska Universitet, 2008)

Formel (1) kan utdkas med hjidlp av att lidgga till ett kommatecken i teckenstringen
(..aya;a9,a_1a_, ...),. Sédeles kan ett rationellt tal i ett godtyckligt positionssystem
representeras (3) (Knuth 1997)

(...azalao, 1a 2. )b - ° + azbz + a1b1 + aobo + a_lb_l + a_zb_z (3)
Till exempel, talet (45,6);, kan uttryckas i summan av 4-10'+5-10°+6-10"1. P4

liknade sitt kan talet (11,01), beriknas som 1-:21+1-2°+0-271+1-272, vilket
motsvarar (3,25);, 1 decimalsystemet.



3 Historia

“For att ga framét behover vi blicka bakat” dr en vdlanvénd och klassisk fras som ér relevant
for studien. Denna del av arbetet reovisar hur utvalda regioners talsystem och talbaser
fungerat och utvecklats. Talsystemen behandlas utifran den region de tillhor och presenteras
med hinsyn till dess egenskaper, tecknens utveckling och vilka influenser som kan ses idag.
Framstéllningen syftar till att motivera hur de utvecklas efter behov och intresse, samt hur det
kommer sig att vi nyttjar det positionssystem vi har idag.

3.1 Tal synliggbrs av manniskan

Matematiken foddes i sokandet efter forklaringar av vérlden; for att forsta verklighetn och hur
fenomen héinger ihop. Likt djuren tros ménniskan forst ha kunnat tolka kontraster, skillnad
mellan exempelvis doftande blommor, raka pinnar eller runda stenar. Allt eftersom
minniskan utvecklades véxte ett abstrakt tdinkande och likheter mellan objekt blev tydligare.
Objekten kunde sedan sdttas samman med hjdlp av egenskapen som idag kallas tal.
Utvecklingen skedde langsamt och méanniskan fick behov att kunna uttrycka den nya tal-
egenskapen. Detta kunde ske pa manga olika sitt; via tecken, fysiska objekt eller den
tillforlitliga metoden att anvidnda kroppsdelar (Boyer & Merzbach, 2011, ss. 9-10).
Mainniskan anvénde sig alltsd av ett bijektivt tinkande for att rdkna ihop mingder (Ifrah,
2001, ss. 34-35), att for varje fysiskt ting hitta ett motsvarande objekt.

Det finns tydliga bevis pd att nidr ménniskan forst borjade anvinda matematisk skrift, s
kallad notation, var det for att antingen dela med sig av information eller helt enkelt
dokumentera objekt (Boyer C. B., 1944, s. 153). Funna exempel ar ristningar i ben; dir
exempelbis djur i boskap parades ihop med samma antal ristningar. Metoderna kunde dock
snabbt bli klumpiga och svérhanterliga vid stérre mangder, varfor en namngivningsprincip
borjade ersétta den tidigare antalsprincipen (Ifrah, 2001, s. 49).

Antalsprincipen Namngivningsprincipen
1 2 3 1 2 3
"Ett” "Ettett”  “Ett ettett” "Ett” "Tva” "Tre”

® 00 o000 Y% $ A

v 7 ? 1 2 3

Figur 1: Egenhdndigt exempel pd visuell representation dver de tvd principer

Enligt antalsprincipen skapas en representation for varje enhet eller objekt, bade i tal och i
skrift. Enligt den senare principen uttrycks ett tal med nidgon form av tecken eller symbol,
exempelvis en gest. Detta mojliggjorde att minniskan ldttare kunde uppfatta storre tal och
fodde till slut tanken att dela in tal i grupper i olika storleksordningar, vilket gav oss det forsta
talsystemet. Beroende pd var i vdrlden manniskan befann sig utvecklades olika system och
tekniker efter behov (Ifrah, 2001, ss. 49-51). I vidare text kommer studien sammanfatta den
historiska utvecklingen av talsystemen inom nagra olika utvalda kulturer.



3.2 Forntida Egypten

Egypten var en idyllisk plats for ménniskor att bosétta sig pa under antiken. Med ett behagligt
klimat tillsammans med floden Nilen flodandes genom landet fanns goda forhallanden for
lantbruk. Egypten hade fi grannar att oroas dver tack vare laget med Sknarna runt om, sé
samhéllet kunde utvecklas ostort och endemiskt. Antikens Egypten enas mellan 3500 och
3000 f. Kr. under en regent och deras forsta dynasti kommer igang tillsammans med deras
storhetstid (Kline, 1972, s. 15).

Det dr fran forsta dynastins tid ett valutvecklat skriftsprék forst hittas; den skrift som
anvandes kom till att kallas hieroglyfskrift, en bildskrift som kunde skrivas uppifran och ned
eller fran vénster till hoger beroende pd vad tecknaren onskade (Johansson, 2013b, s. 31).
Hieroglyfskriften hittade sin plats pa exempelvis tempelviaggar och konstforemal medan en
mer vardaglig skrift, hieratiska skriften, antecknades pa skora papyrus med hjilp av ett strd
eller viaxt och black. Med tanke pé att papyrus skapades fran vixter har de inte alltid &ldrats
vl och mycket matematisk dokumentation har gatt férlorad. Dock har tva klarat sig vél och
har anvénts flitigt vid studier; Rhindpapyrusen och Moskvapapyrusen. De ar bada uppskattade
fran 1700 f. Kr. och bestar av matematiska problem med losningsforslag (Kline, 1972, s. 16).

3.2.1 Talsystemets egenskaper

Egyptierna nyttjade en stringt decimal bas, med andra ord bas tio, med en additiv egenskap.
Vidare var det egyptiska talsystemet inte beroende av position, och kan dirmed klassas som
ett additivt system (Ifrah, 2001, ss. 242-248).

nn?i(fﬂ\ﬁ

1 10 100 1000 10 000 100 000 1000 000

Figur 2: Stilisering av tal i hieroglyfskrift. Frdan vinster ses ett lodrdtt streck, en grepe/ hdstsko, ett ihoprullat
rep, en lotusblomma, ett finger, ett grodyngel och en knédbdjande ande (Ifrah, 2001, ss. 246, 489).

Den additiva egenskapen nyttjades for att bilda ytterligare tal som inte hade en egen symbol.
Med tanke pé att tecknen dven hade ett utsmyckande syfte och ofta fanns pd byggnader och
pelare kunde de till och med skrivas vertikalt. De f6ljde omgivningen och tecknen kunde dven
viandas i den riktning texten var menad att ldsas (Johansson, 2013b, s. 32). Gemensamt,
oavsett riktning, dr att systemet utvecklades till att oftast borja med tecken med hogst virde
for att fortsétta i sjunkande ordning ned till entalen (Ifrah, 2001, ss. 247-248). Nedan i figur 3
samt figur 4 ges exempel pa hur tal skulle kunna se ut i hieroglyfskrift.

gi (11 W gmg

[0 mnR

Figur 3: Talet 276 stiliseras. (Ifrah, 2001, s. 276) Figur 4: Talet 660 000 avbildas.
(Ifrah, 2001, s. 276)



En tydlig problematik, enligt vir definition av additiva teckenvirdessystem, ar att skriva ut
flera storre tal. En miljon kunde smidigt skrivas ut med ett tecken, medan 999 999 skulle
behova femtiofyra tecken. McLeish (1994, ss. 49-50) diskuterar d4ven avsaknaden av “noll”.
Genom att ha tal for ental, tiotal, hundratal... dir ordningen spelade liten roll menar han att
nollan i viss mening blev onddig. Han pépekar att systemet hade andra styrkor i bland annat
brékrikning, vilket redogors for nedan.

3.2.2 Tecknens utveckling

Varfor de hieroglyfiska notationerna avbildar exempelvis en lotusblomma eller ett finger ar
inte kdnt, dock menar Ifrah (2001, ss. 249-250) att en teori kan vara att inspiration himtats
fran fysiska objekt som tidigare anvénts for rdkning.

Kring 2000-talet f.Kr. utvecklades den hieratiska skriften av praktiska skél i det vardagliga
arbetet hos arbetare och matematiker. Till en borjan var de enbart en forenkling av hieroglyfer
men skulle senare byggas upp av att varje stavelse hade en egen geometrisk symbol, ett
ideogram. Hieroglyferna skulle dock fortfarnde anvindas for att pryda byggnader med mer
(Kline, 1972, ss. 15-16). Egyptierna tog tillfillet 1 akt att utveckla ett patagligt forenklat
talbeteckningssystem, tack vare att de introducerade fler tecken (Ifrah, 2001, s. 257). I figur 6
beskrivs dven hur talet 4367. Genom att anvinda den additiva egenskapen behdvdes enbart
fyra tecken. Jamfort med hieroglyfskriften, vilken skulle behdva tjugo tecken, ar det en klar
effektivisering.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Is | o e M |2 =
o A AN R e 3 m |z
100s D |y | i _‘E, w A | 3
1000s _f/., A Y % |2 W |
10,0005 |'] 17 1M |4
100,000s |
1367 - 2 B

Figur 6: Stilisering av de hieratiska taltecknen, vilka anvinds i
Rhindpapyrusen och Moskvapapyrusen (Chrisomalis, 2010, s. 57).

Johansson (2013b, s. 36) berittar att egyptierna lyckades ocksé
att uttrycka brak i exakt form. De gjorde detta med hjilp av att
summera ihop stambrdk, brak som alltid bestar av téljaren ett. I
hieroglyfskriften skrevs tecknet ro for att beteckna ett  Figur5: Johansson (2013b, s. 37)
stambrak, medan de i den hieratiska skriften skulle noteras noterar stambraket 1/8 med

. : hieroglyfer (vinster) och
med en punkt ovanfor (Kline, 1972, s. 17), se figur 5. hieratisk skrift (higer).
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3.2.3 Berakningar

Bland de fa kéllor om egyptisk matematik dr alltsd Rhindpapyrusen och Moskvapapyrusen de
framsta killorna. Foreliggande studie kommer utga frdn Rhindpapyrusen, som bestér av 87
matematiska och vardagliga problem. Den dr ursprungligen skriven i hieratisk skrift av
Ahmose runt 1650 f.Kr. (Johansson, 2013b, ss. 33-34).



Rhindpapyrusen pekar pa att en additionstabell, som dven anvindes som en
subtraktionstabell, var vanlig. Det fanns dven tabeller for stambrdk (McLeish, 1994, s. 52).
Egyptierna kunde dock berdkna addition och subtraktion genom att enbart addera eller
subtrahera symboler. De additiva processerna kunde dven ses 1 hur multiplikation och division
arbetades. For att se processen och tabellen kan ldsaren studera exemplet nedan, en uppgift
frdn Rhindpapyrusen dér 13-14 berdknas (Kline, 1974, s. 16—17; Thompson, 1996, s. 28-29).

/ 1 14
2 28
/ 4 56
/ 8 112
Summa 182

Uppgiften ldses fran hoger till vinster och vad som syns dr hur egyptierna eliminerade
behovet av att minnas multiplikationstabeller. Tabellen byggdes upp med successiv
fordubbling genom att utgd frdn multiplikanden, fjorton, i hdgra kolumnen for att i vénstra
utgd fran ett. Bdda kolumnerna dubblerades tills talen i védnstra kolumnen kunde adderas till
multiplikatorn, 8+4+1=13. Dairefter markerades de tal i vénstra kolumnen som adderas
multiplikatorn. Motsvarande tal i hogra kolumnen adderades och gav svaret 14 + 56 + 112 =
182. Liknande metod kunde appliceras pé division, dar multiplikatorn soktes istéllet
(Thompson, 1996, ss. 28-29).

3.2.4 Influenser idag

Manga influenser finns onekligen frén forntida Egypten. Lisaren kénner sédkert till greken
Pythagoras som utvecklade teorin om rétvinkliga trianglars sidor. Med inspiration fran den
egyptiska 3:4:5-triangeln skapade han denna teori som ofta dyker upp i diskussioner kring
matematik (Violatti, 2013). Fragan vi stiller oss dr om det finns spar fran Egyptens talsystem
som fortfarande anvidnds idag? Mest uppenbart dr att de ridknade med liknande decimala
system vi anvdnder idag i Sverige. Det skulle dock vara en forhastad slutsats att beskriva idén
som egyptisk da flera regioner naturligt arbetade med basen tio pd grund av handens tio
fingrar (Ifrah, 2001, ss. 54-55, 74).

En tydlig koppling som kan hittas idag &r hur metoden for additiv multiplikation, som
beskrivs tidigare, kan liknas med det binédra systemet. De insdg att varje heltal kunde bildas
genom addition av, vad vi idag kallar, bindra tal. Idén anvinds flitigt i dagens datorteknik
(McLeish, 1994, s. 52). Datorerna nyttjar denna additionsprincip fOr att snabbare gora
berdkningar i deras ROM, eller liknande mjukvara, vilket leder till kommandon (McLeish,
1994, ss. 244-246).

Egyptierna paverkade dven grannregionen Grekland badde med ytterligare matematiska idéer
och kulturella inslag. En hieratisk notation samt skrift skulle overtas och modifieras av
grekerna (Johansson, 2013b, s. 33) som senare fortsatte utveckla matematiken frén den
vardagliga problemlosningen, till en mer sofistikerad del inom filosofi och
argumentationsteknik (Kline, 1972, ss. 22-23).
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3.3 Tvaflodslandet Mesopotamien

I vad som nu kallas Irak foddes civilisationen Mesopotamien ca 4000 f.Kr. Likt Egypten var
det bordiga omradet mellan floderna Eufrat och Tigris attraktivt och genom goda utbyten med
grannldnderna Egypten, Mellanostern och Indusdalen kunde Mesopotamien utvecklas till en
blomstrande civilisation. Det goda livet lockade ménniskor fran manga omraden, och i takt
med att samhéllet vixte behdvdes en metod for att kommunicera. Det dr dd sumererna, den
forsta befolkningen i Mesopotamien utvecklade lerristning. Med hjdlp av lertavlor och
skrivstift kunde nu informationen delas ménniskor emellan och sparas till framtiden
(McLeish, 1994, ss. 37-39). Skriften blev ett revolutionerande verktyg som frimst anvindes
for att dokumentera leveranser, inventarier eller liknande och skrevs med ett bijektivt
tankande (Johansson, 2013b, s. 8). I mitten av 2000-talet f.Kr. gjorde skriften ett markant
hopp i utvecklingen dé lerfigurer byttes ut mot kilskrift. Med hjélp av ett skrivror borjar
symbolerna markera stavelser och ord, vilket resulterar att enbart en tredjedel av de tidigare
2000 tecken anvéinds (Boyer & Merzbach, 2011, s. 27) vilket gav en storre generaliserbarhet
mellan de olika spraken (Johansson, 2013b, s. 13).

Samtidigt som skrift generaliserades gick dven notationen i samma riktning. Mellan 2000—
1600 f.Kr. utvecklades, av de davarande regerarna babylonierna, ett talsystem pd ett mer
enhetligt sitt dn tidigare. En markant skillnad var att de anvinda symbolerna borjade nu agera
som matematiska objekt vilket innebar att begreppet antal kunde borja anvindas. Vad som
utvecklades var det forsta positionssystemet, dock inte strikt vilket diskuteras senare.
Babylonierna skulle 1ata systemet behalla den sumeriska sexagesimala basen, alltsa basen
sextio (Johansson, 2013b, ss. 14-15). Tack vare sina kunskaper inom aritmetik och algebra
skulle Mesopotamien bland annat spela en betydande roll i handelns utveckling (Kline, 1972,
s. 11).

3.3.1 Talsystemets egenskaper

Néamnt ovan anvinde det mesopotamiska folket basen sextio. Med en stor bas nyttjades tva
tecken for att bygga upp storre mingder; tecknen ett och tio. Systemet hade en additiv
egenskap och upprepade darfor siffrorna de génger som behovdes, for att sedan addera ihop
dem. Efter de forsta nio heltalen som byggdes upp av tecken om ett kunde siffran tio direfter
avlasta innan metoden borjade om igen med de forsta nio heltalen. Kombinationen av
positionsidén och den additiva egenskapen gor att talsystemet klasssas som ett hybridsystem
(Thompson, 1996, ss. 45-46).

Talet 1 Talet 10 Talet 35

\*7 (\7\7\7
|1
| €

Figur 7: Egen stilisering av 3 mesopotamiska tal (Thompson, 1996, s. 45).

Skrivmetoden kilskrift skrevs fran vénster till hdger (Johansson, 2013b, s. 15), och for att
beskriva storre uttryck applicerades en icke strikt positionside, att tecknens position beskriver
uttryckets storlek (Ifrah, 2001, s. 216). Det kan vara smidigt att jamféra med det moderna
decimala systemet, alltsa (10%)10, (10")10, (10%)10, ... I Mesopotamiens sexagesimala system
anvinde potenser om sextio (Ifrah, 2001, s. 128). Exempel skulle kunna vara att omarbeta det
mesopotamiska uttrycket (1 15 21)q till ett uttryck i decimalsystemet med bas 10: 1-60* +
15:60" + 21-60° = (3600 + 900 + 21); = (4521)10. For att veta vilka tecken som var pa vilken
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position menar Thompson att ett mellanrum skapades och att omgivningen, exempelvis text,
fick beskriva vilken position varje teckengrupp hade (1996, s. 48), se figur 8.

1602 15+601 21+60°
A
10 N 0+1 )

r O + 1 j AV VAN
5~ v
| L €]

Figur 8: Stilisering av hur mellanrummen beskriver vilken position som anvdnds.

Positionssystemet ndmns ovan som en idé, eftersom den inte kan ségas vara strikt. Detta beror
pa att en tolkning skulle kunna vara att se systemet som en blandad bas med tva olika
uppséttningar notationer, ett och tio. En forflyttning till vénster i uttrycket 6kar med en faktor
tio. Ytterligare forflyttning ett steg 6kar med faktor 6. Med andra ord behover tva steg tas for
att antingen Oka eller minska med faktor sextio (Johansson, 2013b, s. 15). Nedan finns en
stilisering av talet (1 15 21)¢o 1 figur 9, vilket illustrerar dubbelbasen. Observera att det inte
fanns nagra rutor eller linjer i ursprunglig skrift, utan de heldragna linjerna ska forenkla vilka
tecken som dr i vilken position for bas sextio. De streckade markerar var tiotal och ental
skiljer sig enligt 6vre modell.

1+60? 15-60! 21-60°
) “ 10+5 " 20+1 "

+1

R awawy H
Tt ey
. 7T |

3600-tal 600-tal Sextiotal Tiotal Ental

Vo Yo Vo YW
6 10 -6 10
Figur 9: Egenkomponerad illustrering over hur det hexagesimala systemet (Over)
kan tolkas som en varierande bas (under).

Enligt figur 4 kan systemet enligt additionsprincipen ses nyttja bas sextio (6vre modellen) och
summan (4521)¢ bildas. Vid tolkning enligt en varierande bas mellan sex och tio kommer
summan bli densamma, eftersom 3600 + 600 +5-60 + 2-10 + 1 = (4521)o.

Tack vare att det Mesopotamiska systemets positionsidé gick uttrycket bade att fa storre och
mindre 4n ett (Johansson, 2013b, s. 16). Brak skapades pa samma sitt som hogre potenser,
fast a4t hoger. I systemet nyttjades inget kommatecken for att avskilja nir brakdelar skulle
borja utan sammanhanget runt uttrycket fick beskriva detta. Med andra ord var det svart att
tolka positionens virde direkt fran enbart uttrycket (Thompson, 1996, s. 48).

Enligt studiens definition for positionssystem i avsnitt tvd kan alltsd det Mesopotamiska
systemet generaliseras enligt foljande, dir a dr en godtycklig notation placerad pa position k.

a,-60% +a,_; 60t +.-+qa, -601+a, - 60°+a_,-60"t-a_,-6072.. (4

Boyer och Merzbach (2011, s. 28) menar att varfor just basen sextio valdes &dnnu inte &r
bestimt. Diskussioner har varit och dr heta men svaren fa. De tar upp att det ddremot finns
flera hypoteser. En séger att basen valdes da det blev en naturlig sammanfogning mellan tva
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tidigare system ett decimalsystem och ett med bas sex. En annan pekar pa egenskaper inom
astronomin. De fortsitter med att det alternativ som ar mest troligt &r mojligheten att dela
antalet. Sextio har delarna ett, tva, tre, fyra, fem, sex, tio, tolv, femton, tjugo och trettio och
sextio vilket gor basen smidigt att arbeta med om nagot behovde delas upp.

3.3.2 Tecknens utveckling

Fran borjan dominerade sumererna omrddet Mesopotamien. De utvecklade taltecken runt
3200 fkr. som ristades in i lera, precis som annan teckenskrift. De valde att etablera den
varierande basen, som illustreras i figur 10 genom att bygga sina rdkneord enligt denna
modell (Ifrah, 2001, s. 131). De forsta tecknen som har hittats illustreras nedan i figur 5.

9O 0

3 600 36 000
Figur 10: (Ifrah, 2001, s. 131) stiliserar olika taltecken

I samband med att kilskriften gjorde entré runt 2700 f.Kr. fick 4ven de sumeriska tecknen en
ny version. Detta berodde helt enkelt pa att ett nytt skrivredskap borjade anvindas.
Skrivstiftet, som hade en spetsig del samt en cirkel pa andra dnden, ersattes med skrivroret
som enbart hade en rak egg pa ena édnden. Nir cirkeln forsvann frén verktyget fick exempelvis
cirkel-tecknet ersittas med en polygon och skriften fick ett mer kantigt utseende. Efter lang
utveckling kunde det synas tydlig skillnad pa att enkelhet och snabbhet hade prioriterats dver
att behélla utseendet péd uttrycken. Olika metoder testades for att klara av olika svérigheter
vilket gav de siffror och metoder som illustreras tidigare (Ifrah, 2001, ss. 136-139).

Vidare kunde de ldrda inom rdknekonsten nyttja de fyra riknesétten addition, subtraktion,
multiplikation samt division. De tva forstndimnda ansags oftast tillrickligt triviala for att
kunna berdknas med antingen huvudrikning eller ndgot hjdlpmedel. For multiplikation eller
division nyttjades en sa kallad rdknetavla. Dessa kan jaimforas med vad vi idag kallar en
multiplikationstabell. En rdknetavla bestod av utvalda tal samt produkten av ett givet tal, u.
Med hjilp av detta kunde exempelvis talet u-34 berdknas genom att forst sl& upp u-30 for att
sedan addera med u-4. For division inverterades det givna talet u, dock inkluderades enbart de
siffror som gav en dndligt ménga tecken (Johansson, 2013b, s. 18).

Hér syns att det Mesopotamiska systemet, trots vilutvecklat, hade tydlig

svaghet — det fanns inget tecken motsvarande var “nolla”. Jimfor vi med

formel 4 kan vi tidnka oss att utan sammanhang runt omkring vet vi inte _4
vilken position tecknen dr pd, det skulle likavil kunna vara ett brak som _d \
heltal (Thompson, 1996, s. 48). For att forsoka fortydliga att det enbart finns

ett tomrum pa en specifik position infordes en dubbelkil, vilken illustreras i Fiowr 11-
figur 11. Detta var dock inte det enda sittet att uttrycka tomrummet, utan det  p,ppoiion som
har dven hittats tecken fOrestillande olika antal krokar. Vad som &r senare anvindes for
gemensamt oberoende tecken &r att de enbart illustrerar den tomma “’;O’r':l‘;; ’:;”’
positionen mellan tva olika tal, och hittas ddrmed inte i slutet av notationer. ‘
Darfor dr det inte uppenbart hur mycket symbolen faktiskt underléttade

(O'Connor & Robertson, 2000a).
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3.3.3 Berakningar

Trots att det inte hittats ndgon beskrivning av mesopotamiernas riknemetoder, podngterar
Ifrah (Ifrah, 2001, s. 233) att det varit mojligt att rekonstruera en tolkning tack vare all
dokumentation de ldmnat efter sig. Han beskriver dven hur lertavlorna nyttjades for att
berdkna exempelvis multiplikation. I foljande exempel berdknas (692)1o = (25)10, vilket dr
ekvivalent med (11 32)60* (25)60.

Lertavlan delas in i fyra kolumner, se figur 12; tre kolumner till véinster for att tydligt veta
resultatets storleksordning. Fran vinster sett 4r storleksordningen 60%, 60" och 60°. Kolumnen
langst till hoger har redan fyllts i med multiplikanden (11 32).

BRSO R T R
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Figur 12: Lertavlans utgdngsldge vid berdkning av multiplikation (Ifrah, 2001, s. 233).

Eftersom (25)s0 dr multiplikatorn soks i dess rdknetavla motsvarande vérde for 2 forst. Svaret
(50)60 erhalles vilket noteras dverst i forsta kolumnen samtidigt som de tva entalen tas bort
hos multiplikanden. Darefter hittas, pa liknande sétt motsvarande virde for (30)e, vilket &r
(12 30)¢0. Svaret noteras pa tavlan under foregéende resultat. Med samma metod hittas
motsvarande tal for (11)e, vilket &r (4 35)60. Dock forflyttas svaret en kolumn till vinster da
storleksordningen for enheterna har éndrats. Svaret i sin helhet kan ses i figur 13. Aterstende
ar att forflytta till ritt potenser vilket kommer ge resultatet (4 48 20)¢, och kan skrivas
decimalt som (17 300)o.

Figur 13: Tavians utseende efter att alla produkter hittats (Ifrah, 2001, s. 233).

3.3.4 Influenser idag

Trots att sexagesimala systemet uppfanns for sd linge sedan ser vi fortfarande tydliga
influenser fran det tillsammans med den mesopotamiska matematiken. Var kalender kan vi se
har direkta kopplingar till deras som nyttjades for att forutsdga olika fenomen i naturen. Deras
ar bestod av 365 dagar fordelade pa tolv ménader bestdende av trettio dagar vardera. De sista
fem dagarna lades till med forklaringen att solguden Shamash onskade systemet sa (McLeish,
1994, s. 44). Genom att sedan lita ett &r symboliseras av en cirkel delades den sedan in i 360
lika stora delar, vilket symboliserade dagar. Detta skulle ligga till grunden for cirkelns 360°
(Lombardi, 2007).

En ytterligare tydlig koppling till det sexagesimala systemet &r hur vi miter minuter och
sekunder. Mesopotamierna tros ha lagt grunden genom att forst dela in dygnet i tva delar om
tolv som de kallade hora, vilket direfter delades in i sextio minuter och sextio sekunder
(Dohrn- van Rossum, 1996).
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3.4 Kinesiska hybridsystemet

Kinesernas instéllning till matematik skiljdes nimnvért fran den vésterldndska. De lyckades
exempelvis uppticka egenskaper hos symboler det skulle ta européer ytterligare 2000 ar att
finna (McLeish, 1994, ss. 61-62). McLeish fortsitter beskriva att kinesernas framging beror
framst pa attityden att matematik inte var en syssla for slavar och tjanstefolk, likt Egypten och
Mesopotamien, utan for de mest begédvade och vetenskapligt kunnande.

Hodgkin (2005, ss. 82-83) menar att kinesisk matematik inte kan diskuteras utan att ha nimnt
verket ”Nio bocker om riaknekonsten”, vilket dr en av de dldsta funna kopior av matematiska
larobocker fran Kina. Verket ar skrivet runt 200 e.Kr. och hade syfte att bilda befolkningen
med matematik frén forsta artusendet f.Kr. Texten tros haft liknande betydelse i Gst som
Euklides “Elementa” i véastvarlden. Hodgkin fortsdtter att nidmna tydliga skillnader som
“Elementas” fokus pd bevis och resonemang, kontrasterat “Nio bocker om rdknekonsten”
praktiska tillampningar.

Kinesisk skrift har sina rotter i vad som ristades in i orakelben ca 1500 f. Kr. Dessa ben
anvandes for att komma i kontakt med forfaders andar (Johansson, 2013b, s. 168). Johansson
menar att de talsymboler som &terfinns pa benen ar symboler for de nio forsta entalen, tiotal,
hundratal, tusental och tiotusental. Det dr hér det kinesiska talsystemet borjar synas.

3.4.1 Talsystemets egenskaper

Som nédmnt ovan borjade kineserna anvénda ett decimalt system bestdende av tretton tecken.
Ifrah (2001, s. 387) beskriver systemet som ett hybridsystem. Detta grundas i att bade
additionsprincipen och multiplikationsprincipen nyttjades for att skriva blandade tal, se
avsnitt tva. Figur 13 tillsammans med figur 14 illustrerar hur talsystemet anvinds pa samma
sitt idag som forr.

—ZZHAEAANEtARtTE T B

4 5 6 7 8 9 1> 100 1000 10000
(=10 (=10") (=10%

1

Figur 14: Hybridsystemets moderna tecken (Ifrah, 2001, s. 508).

t B LA FrEATH

7x 10000 + 9 x 1000 + 5 x 100 + 6 x 10 + 4

79 564

Figur 15: Ifrah (2001, s. 387) illustrerar hur talet 79 564 byggs upp enligt kinesiska hybridsystemet.

Genom att studera figur 14 och figur 15 noggrannare syns att behovet av nolla” eller tom
méngd inte finns (Ifrah, 2001, s. 389). Detta eftersom talen skrivs med motsvarande multiplar,
vilket innebdr att positionen inte var relevant (Johansson, 2013b, s. 168). Déremot
utvecklades en stavaritmetik, ett nytt talsystem, ca 300 f.Kr. (Thompson, 1996, s. 76) vad som
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skulle kallas suan zi, rikning med ribbor. Systemet kombinerar regelmissigt lodrdta och
végréta streck for att avbilda talen ett — nio, se figur 16.
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Figur 16: De nio tecken som anvdndes i talsystemet suan zi (Hodgkin, 2005, s. 86).

Suan zi var ett strikt positionssystem som paminner mycket om det moderna decimala. Den
tydligaste skillnaden &r avsaknaden av “nollan” vilket markerades med en tom plats, likt
Mesopotamiens system. I suan zi kunde dock talet avslutas med tomrum. For att undgé
forvirring kunde tecken fran det traditionella systemet anvindas for att beskriva vilken potens
som anvénds (Ifrah, 2001, ss. 407-409). Ytterligare metod som anvindes var att variera de
horisontella och vertikala strecken, vilket dven illustreras i figur 16 (Hodgkin, 2005, s. 85).
Ifrah (2001, s. 490) papekar att forst fran 700-talet e. Kr. har fynd hittats dir den tomma
platsen ersatts med en cirkel.

3.4.2 Tecknens utveckling

Ifrah (2001, s. 394) beskriver en hypotes att de forsta tecknen som anvindes troligen hade
religiost ursprung och att de kunde kopplas till kinesisk talmystik. Han fortsétter med att det
taltecknen visade en bdrjan till att skapa abstrakta symboler:

Istéllet for att fortsdtta denna primitiva uppstillning, genom att — som till exempel egyptierna — para
ihop tecknen eller — som babylonierna eller fenicierna — dela in dem ... foredrog kineserna att for de
foljande fem entalen infora fem sédrskilda tecken som tycktes sakna all konkret anknytning. (Ifrah, 2001,
s. 394)

Berdkningar gjordes i huvudet, och succesiva resultat antecknades pa réknebrdaden. Dessa
briden var gjorda av trd och liknar visuellt ett storre schackbrdde (McLeish, 1994, s. 65). Pa
schackbrédet placerades riknestavar, vissa for positiva och vissa for negativa tal, i de rutor
som bestdmde aktuellt potensviarde. Darefter flyttades stavarna i takt med berdkningarna.
McLeish betonar den snabbhet stavarna flyttades med hos matematiker med éar av erfarenhet.
Han fortsitter dven med hypotesen att ridknemetoden sidkerligen ligger till grund for
positionssystemet suan zi. Ifrah (2001, s. 417) instimmer och poéngterar att notationen
inspirerade kineserna, senast runt 100 f. Kr., att formalisera en form av positionsprincip.

Tecknen i1 hybridsystemet fortsatte att utvecklas stilistiskt under tid och anvénds idag,
parallellt med det moderna decimala systemet vi anvinder i Sverige, i moderna Kinas
normalskrift, kai shu. De nuvarande tecknen, som stiliseras i figur 13 och figur 14, har varit i
bruk sedan 300-talet e. Kr. (Ifrah, 2001, ss. 387-390).

3.4.3 Berakningar

Berdkningar gjordes som ndmnt tidigare framst med hjdlp av huvudridkning. Ett sitt att
visualisera berdkning var med rdknebriddet vilket illustreras av Ifrah (2001, ss. 415-416)
nedan. Multiplikatorn 247 ska multipliceras med multiplikand 736. Berdkningen genom att
talen 14ggs ut pa briadet enligt figur 17.
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2 4 7
Multiplikator M § n
Nedteckning av
delresultaten
Multiplikand ﬂ = T
7 3 6

Figur 17: Utgdngsldge for multiplikation mellan 247 och 736 (Ifrah, 2001, s. 415).

Multiplikandens tal multipliceras med multiplikandens forsta, vilket innebdr att 7
multipliceras med 2. Svaret 14 delas upp 1 tiotal och ental. Entalen liggs ovanfor sjuan och
ettan en potens hogre. Metoden upprepas och 3 multipliceras med 2 och till sist 6 med 2.
Tvéan fran multiplikatorn plockas bort och forsta steget ér klart med ett delresultat i mellersta
raden, vilket kan ses i figur 18. Delresultatet utlises till 147 200.

4 7

=N

i I
! Gxm——
== 3

=
b
—

7 3 6
Figur 18: Forsta delresultatet efter 200 har multiplicerats med 736 (Ifrah, 2001, s. 415).

Metoden upprepas ytterligare for multiplikatorns fyra (40) och sjua (7). Dock skrivs
delresultaten upp i rutor motsvarande multiplikandens tiotal och ental. Slutresultatet kan ses
nedan i figur 19.

[
I

— =l
i

7 3 6
Figur 19: Slutgiltigt resultat efter multiplikation kan utldsas till 181 792 (Ifrah, 2001, s. 416).

I =

3.4.4 Influenser idag

Influenser frén kineserna kan hittas i flera olika delar av samhéllet. En av deras mycket
uppskattade rdkneverktyg, menar Johansson (2013b, s. 169) ar rdknebridets vidareutveckling
- abacus. Verktyget skulle senare introduceras i vastvirlden och ta medeltidens Europa med
storm och dess efterfoljare kulramen anvénds dnnu idag (McLeish, 1994, s. 80).

Det finns teorier om att kineserna skulle influera det arabiska systemet, vilket &r grunden i det

moderna decimala. Prisbelonta Lam Lay Yong och Tian Se Ang (2004, ss. 173-181)
diskuterar likheter mellan suan zi och det arabiska talsystemet utifran tre nyckelegenskaper:
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1) Nio tecken och ett koncept for noll.
i) Ett positionssystem.
i) En decimal bas.

De fortsitter 4ven med att podngtera att bada systemen utvecklades for att utfora berdkningar
med de fyra riknesétten, och hur sldende lika metoderna &dr. Avslutningsvis beréttar Yong och
Ang att kineserna utvecklade sitt system tidigare 4n indierna, och att likheterna dr for ménga
for att kunna se dessa som en slump. Dock ar det dnnu en teori som svar att bekréfta, och flera
ar kritiska till tanken. Ifrah sdger exempelvis:

... bevisar alltsd att nollan och indiernas decimala positionssystem ... utesluter uppgifterna néstan helt
varje mdjlighet att Kina skulle haft nadgot inflytande pé tillkomsten av vart moderna system (Ifrah, 2002,
s. 87).

3.5 Indiska talsystemet

Den indiska civilisationen kan dateras tillbaka flera tusen ar, men det aterfinns ingen
matematik forrdn runt 800 f. Kr. Kline (1972, s. 183) menar att det var grundliggande
matematik, bestdende av mycket geometri med religidsa kopplingar. Ett ként exempel ar
laroboken Sulbasutra som beskriver olika métmetoder i samband med ritualer (Johansson,
2013b, ss. 221-222). Ett teckensystem som skulle influera Indien samt dagens decimala
system var brahmi -alfabetet.

Indien &r praglat av att ha varit och &r en stor region med mycket kulturutbyte, vilket d&ven satt
sina spar i utvecklingen av matematisk notation. Flera lokala system utvecklades (Ifrah, 2002,
ss. 58-67), men denna text kommer framforallt diskutera utifrdn brahmi-skriften som senare
skulle utvecklas till nagari —skriften. Detta for att folja de system som paverkat det system vi
har idag.

3.5.1 Talsystemets egenskaper

Det forsta systemet som dokumenterats ar alltsd brahmi. Systemet hade tio som bas och var
ett additivt teckensystem. Visentligt dr att det inte nyttjades ndgon “nolla” i systemet (Kline,
1972, s. 183). Nedan i figur 20 syns en stilisering av hur tecknen ett till femtusen sag ut, men
det fanns tecken for alla multipler av tio upp till 90 000. Likt tidigare additiva system var det
inte behdndigt vid arbete med storre tal. (Ifrah, 2002, ss. 68-72).

1 2 3 6 7 8 9
s = |[= |= ) 9 3
10s | =) J =4 en) <)

J
100s | 7) T “F

1000s | 9 q T
Figur 20: Stilisering av tidiga, ca 100 f Kr., notationer fran brahmi (Chrisomalis, 2010, s. 201).
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Efter spridning och vidare utveckling skulle indiska notationer utvecklas till ett fullstandigt
positionssystem. Runt 600 e. Kr. hittas nagari-skriftens talsystem vilket nyttjar samma
egenskaper som vart moderna decimala system. Thompson (1996, ss. 67-68) beskriver tre
egenskaper som vésentliga for att hitta ett likvardigt system: positionsidén, siffror och en
nolla. Han betonar att det dr tack vare de indiska siffrorna det inte ldngre behovdes additiv
repetition av tecken. Osborn (2017) bygger vidare och betonar hur stort steg det var att hitta
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tecken som skiljde sig frdn en fysisk representation och som istillet skulle representera tal.
O’Connor och Robertson (2000b) ndmner att idén géllande position var ursprungligen fran
Mesopotamien, och belyser samtidigt att indierna var de som applicerade idén i det decimala
systemet.

Samtliga referenser i stycket ovan dr dverens i betydelsen av att inkludera nollan. De tidigare
systemen hade inte behov av en nolla, men indierna valde att tolka siffran bdde som ett
tomrum och som ett tal. Tack vare att noll nu behandlades som de andra talen dr dess
inkludering mycket vésentlig, eftersom det ar tack vare nollan som effektiva algoritmen for
aritmetiska operationer mojliggjordes (Chrisomalis, 2010, s. 208).

1123|456 [7]8|9]|0

12|38 |4|&|9 =|e|o

Figur 21: De tio siffror som nyttjades i nagariskriften runt elfte arhundradet (O'Connor & Robertson, 2000b).

3.5.2 Tecknens utveckling

Brahmi-skriften, kallad “moder till alla indiska skriftsysystem” av Ifrah, skrevs fran vénster
till hdger och var direkt anpassat efter sanskrit. Brahmi anvéndes fran ca 250 f.Kr. och tros ha
uppstatt fran kontakter med medelhavsomrdden, dock &r ursprunget inte helt klarlagt
(Johansson, 2013b, s. 226). Tecknen hoggs in i klippor for att sprida kungoranden (Ifrah,
2002, ss. 36-37). Varfor Ifrah kallar skriften “modern till alla” dr d& det skulle Gverleva alla
andra skrifter och bli grunden till samtliga skriftsystem i Indien med grannregioner. Dessa
regioner kan kategoriseras till de nord- och centralindiska systemen, de sydliga systemen och
de orientaliska systemen. Varfor de utvecklades olika berodde frimst pa anpassning av sprak,
traditioner och skrivmaterial (Ifrah, 2002, ss. 36-37).

I samband med Guptadynastins intdg vid 400-talet i norddstra Indien skulle skriften anpassas
till den logiskt namngiva gupta-skriften (Johansson, 2013b, s. 226). Guptasiffror skulle
paminna mycket om de fran brahmi, dock med snabb utveckling kring dess egenskaper (Ifrah,
2002, s. 99). Guptadynastin spred sig over Indien och uppmuntrade till studier inom
naturvetenskap och konst, vilket skulle ge ndgra av Indiens mest kidnda matematiker
(Mankiewicz, 2000). Under utvecklingen av gupta-skriften skulle ett system, fran runt 600-
talet, kallat nagari-skriften bildas. Tack vare en imponerande regelbundenhet skulle det senare
aven kallas devanagari, ”gudarnas skrift” (Ifrah, 2002, s. 42). Det ér idag devanagri-siffrorna
som dr vanligast forekommande i Indien (Ifrah, 2002, s. 188).

Storre tal skapades och i samband med att talen blev allt storre menar Ifrah (2002, s. 107) att
potenser borjade skriva ut om tio ut istillet. Vid full utskrivning skulle alltsé talet 321 kunna
skrivas enligt 3102 + 2-10 + 1. Johansson (2013b, s. 229) papekar ocksd att under de
forsta arhundradena var det vanligt att tal noterades med ord istéllet for siffror av poetiska
skél, se rubrik berdkningar nedan. Noterandet skulle krdva bade mer tid och onddig
konsumtion av dyrbara skrivmateriel. De indiska matematikerna ndjde sig kring borjan av
400-talet darfor med att skriva ut siffrorna i strikt ordning beroende av potens. 321 skulle
darfor skrivas som tre.tvd.ett. i forkortad form, en borjan pa ett decimalsystem vi kdnner igen
(Ifrah, 2002, ss. 107-110).

Nollan skulle introduceras som en platshallare for tom plats i samband med utvecklingen

ovan. Tomrummet valdes att markeras med en punkt eller ordet sunya, vilket oversitts till just
“tomrum” eller himlavalv”. Cirkeln skulle sedan uttrycka noll eftersom cirkeln tolkats som
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himmelens tecken, vilket kan jamforas med Overséttningen av sunya (Ifrah, 2002, s. 119).
Indierna skulle dock vidareutveckla idén om noll som siffra. Problem med tolkningen dok
upp, varfor matematikern Brahmagupta skapade rikneregler for nollan. Nedan ses ett utdrag
fran texten dir han beskriver rdknereglerna och dérmed, i viss mening, definierar den:

A negative number subtracted from zero is positive, a positive number subtracted from zero is negative,
zero subtracted from a negative number is negative, zero subtracted from a positive number is positive,
zero subtracted from zero is zero ... (O'Connor & Robertson, 2000a).

3.5.3 Berakningar

Indierna var poetiska och lit detta paverka deras matematik genom namngivning och séttet att
formulera for att nimna tva sitt. Nedan ar en uppgift som beskriver en poetisk fraga med den
aterkommande 16sningsmetoden inversion.

Skona jungfru med strdlande 6gon, sdg mig vilket tal, som, multiplicerat med 3, produkten dérefter
O0kad med % ddrav, summan dividerad med 7, kvoten minskad med % dérav, dérefter multiplicerad med

sig sjdlv, produkten minskad med 52, kvadratroten dirur 6kad med 8 efter division med 10 ger 2?
(Thompson, 1996, s. 69).

Thompson menar nu att uppgiften 16stes genom att utféra berdkningarna i omvénd ordning,
exempelvis ersdtts en subtraktion med addition. Forsta steget dr att dock reda ut vad texten

siger. Okning med z innebar multiplikation med 1 + Z = Z, vars invers ar %. Minskning med

§ blir dirmed multiplikation med 1—§ = % , inversen innebdr da multiplikation med %

Nu infOrs inverser och berdkning sker bakifrdn och mot borjan. Forst multipliceras 2 med 10,
vilket blir 20. Dérefter ska 8 subtraheras fran 20, vilket blir 12. Talet 12 kvadreras och 52

adderas vilket ger 196. Kvadratroten ur 196 ir 14, vilket sedan multipliceras med % och ger

21. Multiplikation med 7 ger 147 och ddrefter multipliceras % och ger 84. Som sista del
divideras 84 med 3 och svaret 28 ges.

3.6 Arabiska talsystemet

De arabiska nomaderna levde frimst pa handel, med grundlidggande riknekunskaper. Genom
senare erdvringar och framforallt handelsforbindelser skulle de std i kontakt med regioner
som perser, greker, kineser och indier. De upptéckte kulturer, vetenskaper och tekniker som
de girna lit sig influeras av (Ifrah, 2002, s. 262).

En ny religion skulle fodas pa den arabiska halvon. Aret 622 flydde profeten Muhammad Ben
al-Qasim till Medina, for att sedan komma tillbaka med en armé, nya uppenbarelser, koranen
och islam. Ett arabiskt rike bildades kring huvudstaden Damaskus, och 100 ar senare skulle
det nya riket stortas och huvudstaden flyttar till Bagdad. Det ar hir forskningscentret Bait al-
Hikima, Vishetens hus, grundas och i detta centrum araberna skulle borja Oversétta de
insamlade vetenskapliga arbeten till arabiska for att Oka dessas tillginglighet. I de
matematiska texterna kunde det tydligt synas tankegangar fran bland annat Mesopotamien
och Indien (Mankiewicz, 2000, s. 46). Utover den insamlade kunskapen sl6t dessutom
folkslag upp 1 Bagdad for att fa kunskapsutbyte (Johansson, 2013b, s. 271).
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3.6.1 Talsystemets egenskaper

Araberna tog inte bara emot det indiska talsystemet, utan flera olika system nyttjades
samtidigt. Ibland med bas 60, och ibland enklare fingerrdkning (O'Connor & Robertson,
2001). Dock brukar det arabiska systemet delas upp i den vistra omradets ghubar-siffror och
Ostra kontinentens hindu-siffror (Gandz, 1931, s. 393). Studien kommer diskutera utifran
ghubar, da den vistra arabskriften ska influera den europeiska notationen.

HdeU IV IE oYy WA ja

Ghubif\a?*5<7x\9
Modevw [1{2{3{#|s|6|r]|8}a

Figur 22: Stilisering av de olika tecknen (Gandz, 1931, s. 394).

Den arabiska matematikern Muhammad Ibn al-Khwarizmi verkade i Bagdad under tidigt 800-
tal 1 Bait al-Hikima. Han ses som en nyckelperson i att araberna inforde de indiska
raknemetoder och siffror. Al-Khwarismi beskriver i ett av sina arbeten det arabiska
talsystemet enligt foljande: ”P& den ’forsta platsen’ finns entalen, pd ’den andra platsen’
tiotalen, pa den ’tredje platsen’ hundratalen och s& vidare”. Platserna rdknades fran hoger till
vénster vilket innebar att talen skrevs fran hoger till vanster. For att beskriva talet 10 fortsétter
Al-Khwarizmi att en cirkel ska inféras som markerar att entalens plats dr tom (Johansson,
2013b, ss. 273-275).

3.6.2 Tecknens utveckling

Aven om det indiska systemet skulle mota motstdnd och dven konkurrenter skulle aritmetiken
och siffrorna spridas pa flera olika sitt till araberna, antingen via handel eller direkt fran
vetenskapsmén, eftersom de var tvungna att forstd varandras berdkningar. Araberna borjade
kopiera de indiska tecknen frdn nagari, men med andra verktyg var det problematiskt. De
valde att borja anpassa texten utifrdn deras forutséttningar, exempelvis att skriva fran hoger
till vinster och darmed skulle det passa deras tidigare skrivsétt béttre. Anpassningar berodde
aven pé olika underlag och verktyg (Ifrah, 2002, ss. 282-295).

P23y 6|7 8|9

1 2 3 4 S 6 7 8 9

Figur 23: Nio siffror skrivna vid 900-talet av den vistarabiska matematikern
al-Banna al-Marrakushi (O'Connor & Robertson, 2001).

3.6.3 Berakningar

Al-Khwarizmi ndmns ovan och skulle gora tillrickligt stort intryck inom sina omraden att han
skulle senare ses som en av historiens viktigaste matematiker, tack vare sina texter dar han
bland annat namnger algoritm och algebra. Ett av hans viktigare arbeten kallas al-Kitab al-
mukhtasar fi hisab al-jabr wal muqabala, vilket Gversitts till ”den koncisa boken om
berdkning genom avslutning och balansering”. Lisaren bor observera ordet al-jabr vilket
senare skulle ge upphov till ordet algebra. Boken behandlar ekvationslosning, métningar och
invecklade kalkyler. Nedan ar ett exempel pd hur Thompson tolkar en geometrisk
16sningsmetod for ekvationen x? + 10x = 39 (Thompson, 1996, s. 313).
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Kvadraten kompletteras med 25, som adderat till 39
ger 64. Men [man!] far x+5 lika med 8 och x lika 5 5x
med 3. Det vilkénda uttrycket
"kvadratkomplettering’ har dirjidmte &terfatt sin
ursprungliga mening. Ekvationen har ... ocksd « x2
lésningen x = —13. Eftersom al-Khwarizmi var
obekant med rikning av negativa tal, forbisdg han
denna 16sning. Sddana saknar ocksd en geometrisk Figur 24: Geometrisk losningsmetod i form av
tolkning. (ThOH’lpSOH, 1996, s. 313) kvadratkomplettering,

3.7 Mot Europa och Sverige

I samma tid dd ovan ndmnda civilisationer blomstrade gor studien en avvikning till
medeltidens Europa. Kring 100-talet beskrivs de germanska européerna som en primitiv
civilisation; drickande och utan skriv- eller ldsformégor. Romarna gjorde entré och
organiserade den katolska kyrkan. Européerna blev till skolade kristna tack vare skolorna de
byggde. Romarnas inflytande skulle leda till att latin blev det dominerande spraket i
vetenskap och matematik (Kline, 1972, ss. 200-202).

Europas matematik utvecklades med inflytande fran bland annat problemldsande Grekland.
Vid 1100-talet borjar ett intensivt Oversittningsarbete av texter frdn antiken. Johansson
ndmner att kontakterna med de arabiska omriddena blev mer vanligt, tack vare bland annat
korstdg, vilket innebar att fredliga kunskapsutbyten kunde 4ga rum. Leonardo av Pisa, senare
kallad Fibonacci, skulle intressera sig for de indiska siffrorna och Al-Khwarizmis arbete
(Johansson, 2013b, ss. 343-347). Trots att européer i arhundraden ség ett decimalt system
bestdende av tio siffror som ett djdvulens pafund endast utdvat av trollkarlar och bedragare
(McLeish, 1994, s. 153), skulle trenden véndas.

3.7.1 Arabiska talsystemet nar Europa

Fibonacci var dock inte den forsta att integrera det arabiska talsystemet i den vésterldndska
vérlden. Fransmannen Gerbert frdn Aurillac, sedermera kallad pave Sylvester 11, skulle lyckas
ta ett forsta steg att vdnja européer vid nya siffror. Enligt legend ska han i slutet av 900-talet
begett sig till arabiska Spanien, utkladd till muslimsk pilgrim for att lira sig arabiska
berdkningsmetoder. Nér Gerbert kom tillbaka fran sina resor skulle han introducera de
arabiska siffrorna, dock utan ndgon nolla. Varfor nollan uteblev berodde frimst pa den
konservativa vistviarlden som klamrade sig fast i gamla riknemetoder och romarnas
talsystem. Siffrorna skulle dock spridas, via muntlig undervisning, med hjélp av det praktiska
rakneverktyget abacus han tog med sig fran sina resor. Att han senare skulle bli pave skulle
aven underlitta spridningen (Ifrah, 2002, ss. 339-342).

[ avsnitt 3.6 nidmns att Oversittningar intensifierades. S& gjorde &ven intresset for
matematiken. Oversittningarna skedde ofta pé initiativ av individer. Flera #r vérda att nimna,
men tvd texter Thompson beskriver som viktiga dr al-Jabr Oversatt 1145 av Robert fran
England, och Liber embadorum dversatt samma ar av Platon fran Italien. Texterna behandlar
grundliaggande algebra och geometri och skulle sedan beteckna startskottet for matematik i
Europa. (Thompson, 1996, ss. 328,336)

Fibonacci skulle sta for det tredje och sista inflytande som skulle behdvas for att den arabiska
matematiken skulle anammas. Efter resor kring Afrika och Framre Orienten skulle han ar
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1202 publicera texten Liber Abaci, vilket dversitts till "boken om riknekonsten” (Johansson,
2013b, s. 347). Det ar en forklaringstext for rdkning med papper och penna med siffrorna 0-9
enligt positionsprincipen, med andra ord det system vi anvinder idag. Trots visst fortsatt
motstand skulle alltsa talsystemet spridas och bli det mest anvédnda i vérlden (Ifrah, 2002, ss.
353-355).

3.7.2 Siffrorna nar Sverige

Den svenska matematiken fore 1200-talet anses vara svar att dra slutsatser kring. Flera
forfattare fran tiden har ldmnat arbete efter sig, men ar svara att styrka for att ge nagon storre
betydelse. Det bor dock vara rimligt att dra slutsatsen att Norden, likt andra nationer, nyttjade
matematik och astronomi for att hitta en nigorlunda fullstdndig tiderdkning i runskrift innan
Kristendomens inforande. Detta kan ses genom de runskrifter som ldmnats kvar (Dahlin,
1875, ss. 7-9).

De hindu-arabiska siffrorna skulle nd Sverige redan vid 1300-talet, men skulle glommas bort
till 1500-talet. Ifrdn det tidigare romerska inflytandet anvdndes de romerska siffrorna
fortfarande. Eftersom romerska siffror inte dr lampliga vid algoritmiska berdkningar anvindes
fingrar och abacus (Rodhe, 2002, s. 3).

1 augusti 1538 sdgs det med viss sidkerhet att Gustav Vasa ska ha begirt att en svensk student
vid Wittenbergs universitet: “’skulle skaffa ... en forstindig man, den med bade
rdknepenningar och i siffrorna, desslikes pa mynt i allehanda ridkenskaper ritt forfaren vore,
och att denne man med det aldra méatte komma in i riket” (Dahlin, 1875, s. 18). Rodhe (2002,
s. 3) fortydligar att Vasa sokte ndgon kunnig i konsten med abacus och algoritmer. Jakob
Ziegler skulle senare anldnda och bli kallad ’den forste matematikprofessorn i Uppsala” och
bendmns av Dahlin som “ldraren i siffror” (Dahlin, 1875, s. 19), vilket tyder pa att siffrorna
skulle gora sig pdminda i Sverige.

Avslutningsvis kan det ndmnas att de indo-arabiska siffrorna skulle ersitta de romerska och
svenskan skulle borja anvidndas i1 undervisning. Vad som beholls i matematiken var den
decimala basen, men den skulle dock utmanas. Ar 1716 fick filosof och matematiker Emanuel
Swedenborg i uppdrag av konung Karl XII att infora ett nytt talsystem, vilket skulle nyttja bas
64. Han fick uppdraget for att anpassa siffrorna efter de mattenheter som anvéndes vid denna
tid, exempelvis kanna och tunnland (Rodhe, 2002, s. 48). Swedenborg sig svarigheter i en sa
stor bas att han istéllet foreslog bas atta, vilket han motiverade med fordelar att systematiskt
kunna halvera till siffran ett utan brik, samt att basen hade en geometrisk koppling till bas 64
(Dunér, 2002). Arbetet skulle dock gé i graven tillsammans med Karl XII:s dod ar 1719, nér
Swedenborg istéllet skulle forespraka bas tio igen (Rodhe, 2002, s. 48).

23



4 Koppling till matematiska formagor

I detta kapitel introduceras de centrala innehéll och matematikens formagor i enlighet med
svenska skolans ldroplaner fran 2011. Dérefter diskuteras hur talbaser och positionssystem
kan kopplas till dessa. Dessutom ligger kapitlet till grund for kommande avsnitts resonemang.

4.1 Centralt innehall och sju matematiska formagor

Enligt det centrala innehéllet (Skolverket, 2011a) infors positionssystemet i grundskolans
arkurs 1 1 och bearbetas fram till arkurs 1 pd gymnasieniva (Skolverket, 2011c). Tabell 2
summerar det centrala innehall vi anser som relevant géllande positionssystem och olika
talbaser.

Tabell 2: De centrala innehdll som beror positionssystemet och talbaser.

Arkurs | Centralt innehall

Grundskola
1-3 Hur positionssystemet kan anviandas for att beskriva naturliga tal. Symboler
for tal och symbolernas utveckling i ndgra olika kulturer genom historien.
4-6 Positionssystemet for tal i decimalform. Det binira talsystemet och talsystem

som anvénts i ndgra kulturer genom historien, till exempel den babyloniska.
Tal i brak- och decimalform och deras anvdndning i vardagliga situationer.
Centrala metoder for berdkningar med naturliga tal och enkla tal i
decimalform vid 6verslagsrikning, huvudrikning samt vid berdkningar med
skriftliga metoder och miniréknare.

7-9 Talsystemets utveckling fran naturliga tal till reella tal. Metoder for
berdkningar som anvints i olika historiska och kulturella sammanhang.
Centrala metoder for berdkningar med tal 1 decimalform vid
overslagsrakning, huvudrikning samt vid berdkningar med skriftliga metoder
och digital teknik.

Gymnasiet
Matematik | Egenskaper hos olika talbaser.
Ib och Ic

Sammanfattningen hjélper oss att forstd hur innehéllet for positionssystemet och olika talbaser
fordelas och undervisas i olika aldrar. Begreppen “’positionssystem” och “symboler” infors
forst vid lagstadiet. Symbolernas utveckling genom historien introduceras ocksa direkt fran
lag alder. I mellanstadiet introduceras tal och enklare berdkningar i decimalform. I hogstadiet
repeteras begreppen som undervisats tidigare med fokus pa centrala metoder i berdkningar
med tal i decimalform. Talbaser och olika system ndmns till sist i &rkurs 1 pd gymnasiet
genom att egenskaper hos olika talbaser ska behandlas.

Enligt dmnets syfte for bade grundskola och gymnasium (Skolverket, 2011a) kan eleven
genom undervisning i matematik, och dirigenom positionssystemet samt talbaser, bygga en
god grund for att utveckla sju formagor; begrepp, procedur, problemlosning, modellering,
resonemang, kommunikation och relevans. Elever i grundskolor behdver ddremot enbart
fokusera pad de fem formégorna begrepp, procedur, problemldsning, resonemang och
kommunikation. Tabell 3 citerar Skolverkets styrdokument kring férmagorna.

24



Tabell 3: Forklaringar for formdgor enligt styrdokument (Skolverket, 2011a).

Forméagor Forklaring

Begrepp Att anvdnda och analysera matematiska begrepp och samband mellan
begrepp

Procedur Att vilja och anvinda limpliga matematiska metoder for att gora

berdkningar och 16sa rutinuppgifter

Problemlosning | Att formulera och 16sa problem med hjidlp av matematik samt vérdera
valda strategier, metoder och resultat

Resonemang Att fora och folja matematiska resonemang

Kommunikation | Att anvdnda matematikens uttrycksformer for att samtala om,
argumentera och redogora for fragestillningar, berdkningar och

slutsatser
Modellering Att tolka en realistisk situation och utforma en matematisk modell samt
anvinda och utvirdera en modells egenskaper och begriansningar
Relevans Att relatera matematiken till dess betydelse och anvéndning inom andra

dmnen, i ett yrkesméssigt, samhilleligt och historiskt sammanhang.

Formégorna ar visentliga i matematikundervisningen darfor de ar forutsittningar for eleverna
att "fatta vdlgrundade beslut i vardagslivets mdanga valsituationer och okar mojligheterna att
delta i samhidllets beslutsprocesser” (Skolverket, 2011a). Kopplingen mellan formagorna och
just det specifika omradet kring positionssystem och talbaser synliggors dock inte i
styrdokumenten. Skolverket pastér att de nimnda formagorna ar generella, det vill séga att de
inte har kopplats till ndgot specifikt innehéll (Skolverket, 2011b). For att diskutera hur
positionssystemet och talbaser kan hjélpa elever forbdttra deras matematiska formagor, soker
vi istillet relevant forskning. I nista avsnitt, presenteras publicerade artiklar som undersoker
hur positionssystemet och talbaser kan bidra till formagornas utveckling hos elever.

4.2 Paverkan av positionssystemet och talbaser
Begreppsformagan bestér av fyra fardigheter (Skolverket, 2011b)

1. Att redogora definitioner och egenskaper hos ett begrepp.

il. Att presentera ett begrepp i olika uttrycksformer sdsom ord, symboler och bilder.
iil. Att veta varfor ett begrepp ar viktigt.

iv. Att veta i vilka situationer ett begrepp kan vara anvéndbart.

Hur elever kan ldra sig talbegreppet och sérskild positionssystemet har varit i fokus de senaste
aren (Helenius, Johansson, Lange, Meaney, & Wernberg, 2016). Att positionssystemet
fokuseras tidigt i lagstadiet spelar en central roll i utvecklingen hos elevers forstaelse om
talens struktur och egenskaper (Skolverket, 2017a). En tidigt utvecklad forstéelse, enligt
Vygotskij, kan naturligtvis forstarka begrepp bildningsprocessen (Lundgren, Siljo, & Liberg,
2014, ss. 304-305). Neuman (1989) betonar ocksé betydelse av undervisningar om strukturen
av talsystemet i de fOrsta skolaren. Att koppla fingrarna till rdkneord och de vanliga
notationerna dr det fOrsta steget for att hjdlpa smé eleverna kinna till uttryckformer hos
positionssystemet (Helenius, Johansson, Lange, Meaney, & Wernberg, 2016, ss. 121-131).
Tack vare den hir kopplingen, &r rikneorden och notationer inte abstrakta linge. Barnen kan
oftast i s& fall skapa en antalsuppfattning, vilken i sin tur ar den visentliga grunden for att
rikna och jimfora (Anghileri , 2000).

Upprikningar, berdkningar och jaimforelse dr vanliga uppgifter som brukar anvindas for att
odla procedurformégan med positionssystemet. En elev som har en hog procedurférméga
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skall kunna vilja en ldmplig procedur eller algoritm for att 16sa uppgifter av standardkaraktir
(Skolverket, 2011b). Algoritmerna for fyra riknesdtt i det decimala systemet trdnas under
samtliga arkurser i grundskolan, se tabell 2. Algoritmerna for riknesétten i de Ovriga
systemen sdsom det bindra systemet undervisas varken i grundskolan eller gymnasiet. Med
tanke pa denna anledning, fokuserar vi mer pa det decimala systemet istéllet for det generella
positionssystemet.

Med hjdlp av mingdtraningen i decimalsystemet, kan eleverna pa ett effektivt sitt hantera
uppgifter av standardkaraktir i métningar av exempelvis tider, lingder, areor, volymer och
priser (Mclntosh, 2014b). En annan fordel med mer gedigen kunskap om decimalsystemet
kan kopplas till procedurformdgan och att underldtta jobbiga algoritmer sisom
substraktionsberdkningar. Larsson (2011) beskriver en berdkningsstrategi, som kallas
talsortsvisa berdkningar, for substraktion dir bade minuend och subtrahend delas upp siffror

enligt deras talpositioner. Forfattaren beskriver exemplet 64-26 och delade upp bada talen i
tiotal och ental. Berdkningsstrategin ser ut som foljande (60— 20) + (4— 6) =40+ (-2) =
38.

Utover uppgifter av standardkaraktar behover elever ocksd kunna hantera uppgifter som &r av
annan karaktir. En sadan uppgift definieras som ett problem och dédrmed kallas formégan att
16sa ett sddant problem for problemlosningsforméga (Skolverket, 2011b). I ménga lénder,
rapporteras att denna formaga dr en av de viktigaste faktorer som grundar en framgangrik
matematikundervisning (Skolverket, 2011b). I Sverige, omfattar problemlosningsféormagan i
forsta hand de fem foljande fardigheterna (Skolverket, 2011b).

1. Att analysera och tolka ett problem.

il. Att anvdnda problemlosningsstrategier.

iii. Att genomfora ett resonemang.

iv. Att virdera resonemang och resultat.

V. Att formulera egna problem samt vidareutveckla andras.

Eftersom problemldsningar inte foljer en rigid ram, kan undervisningsmetoder i detta omrade
varieras (Lester & Lambdin, 2007). Lérare utifrdn sina synpunkter och erfarenheter véigleder
elever inte bara till de listade fardigheterna utan tranar ocksa elevernas kreativitet och kritiskt
tankande (Einarsson , 2003). Inom ramen for decimalsystemet och talbaser, hanteras ett brett
antal problem som kan variera fran universum ytterligheter till atomers inre (Mclntosh,
2014b).

Ett exempel av problemlosningsuppgifter 1 detta omrdde &r att hitta delbarhetsreglerna
(Petersson, 2008). Kriteriet som géller for delbarhet med 9 ar att talets siffersumma skall vara
delbar med 9. Varfor fungerar kriteriet? Att hitta ett fullstaindigt svar pa fragan ar en dvning
for att véssa elevers problemlosningsformaga. I detta problem behdver eleverna forst tolka
nyckelord sdsom ”siffersumma” och “delbar”. Darefter hittar de en lamplig strategi, alltsa att
man kan prova sig fram eller anvinda algebra. Nista steg ér att genomfora beviset. Petersson
(2008) forslar ett algebraiskt bevis for ett femsiffrigt tal abcde med hjilp av begreppet
”decimalsystemet” som foljande

26



abcde =a-10*+b-10% +c-10%+d-10* + e-10°

abcde = a 10000+ b-1000+c-100+d-10+e

abcde =a-(9999+1)+b-(999+1)+c-(99+1)+d-(9+1) +e
abcde = (9999-a+999-b+99-c+9-d)+(a+b+c+d+e)
abcde =9-(1111-a+111-b+11-c+d)+(a+b+c+d+e)

Den forsta parentesen dr en faktor av 9 och dr dirmed delbar med 9. Delbarheten av talet
abcde beror nu pa siffersumman (a + b + ¢ + d + e). Om siffersumman ocksé ar en faktor
av 9, kan slutsatsen vara att summan mellan de tva parenteserna dr ocksa en faktor av 9. Det
innebadr att talet abcde ar delbart med 9.

Efter att ha genomfort beviset, kan eleverna virdera resultatet. De kan fraga sig sjdlva om
beviset dven giller for sexsiffriga tal, sjusiffriga tal och sé vidare. Eleverna kan dven diskutera
vidare om mojligheten att formulera egna kriterier for delbarhet med 7, 11 och 13.

Bland annat de fem steg som motsvarar fiardigheterna i problemldsningsforméagan ar att
genomfora ett resonemang en obligatoriskt synlig del. Utan den hér delen &r 16sningen inte
komplett. Skolverket betonar betydelse av att genomfora resonemang med att tilligna en hel
formaga for den hir fardigheten. Resonemangformagan, enligt Skolverket (2011b), kan tolkas
pa ett generellt sitt som att testa, foresld, forutsdga, gissa, ifrdgasitta, forklara, finna
monster, generalisera, argumentera”. I Peterssons exempel, dr resonemangen hans bevis. Det
presenterade beviset ar ett typiskt exempel av ett matematiskt resonemang, dir “bestar av
logiska slutsatser utifran givna definitioner, axiom och satser” (Skolverket, 2011b). For att
genomfora ett matematiskt resonemang, bor elever i forsta hand ha goda kunskaper om
definitioner, axiom och satser. Till exempel, for att avgora delbarhetskriteriet med 9, utgar
Petersson (2008) fran definitionen av det decimala systemet. P4 andra ord, dr kunskapen och
uppfattningen hur ett tal konstrueras i bas 10 en betydelsefull del i resonemanget.

Den sista matematiska formaga som utvecklas i grundskolan &r kommunikation. De
kunskaper och idéer manniskan har kommer att vara viardel6sa om den kan inte kommunicera
dessa med sin omvérld (Anderson, 2011). Skolverket (2011b) definierar
kommunikationsformigan som en fardighet i att uttrycka matematiska kunskaper med hjilp
av termer, symboler, tabeller, grafer, ord, bilder, ritningar, gestaltningar och modeller.
Undervisningen i det decimala systemet erbjuder manga mojligheter for elever att utveckla
fardigheten. Enligt det utvalda centrala innehallet, se tabell 2, har eleverna trdnat med
kommunikationsformégan sedan arkurs ett. Att lira sig att skriva och rékna sifforna 0, 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9 dr en 6vning for att kommunicera med hjélp av symboler. Att placera tal pa en
tallinje dr ett sétt att kommunicera genom grafer. Att lira sig talpositioner och forsta
decimalernas platsviarden forbattrar uttal av tal ndr det giller tal i decimalform (MclIntosh,
2014b).

Med hjilp av formégorna begrepp, procedur, problemlosning, resonemang och
kommunikation i grundskolans kursplan kan elever tillimpa sina matematiska kunskaper i det
vardagliga livet eller i andra skoldmnen (Skolverket, 2011b). De fem férméagorna racker inte
till for gymnasieelever. For att forbereda gymnasieeleverna i deras samhaills- och yrkesliv och
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privatekonomi i1 framtiden, har tvd formagor lagt till, alltsi modelleringsformagan och
relevansformagan (Skolverket, 2011b).

Modellering betyder kortfattat att formulera, frdn en realistisk situation, en matematisk
beskrivning medan relevans skulle inbegripa att sitta en matematisk beskrivning i ett storre
sammanhang (Skolverket, 2011b). Trots att modelleringsformégan och relevansformégan kan
lata som tvd motsatta formagor, kompletterar de varandra for att relatera matematik till
verkligheten. Att kunna koppla matematiken till omvérlden 4r en avgoérande faktor for
inldrningen eftersom eleverna kan reflektera matematikinnehéall parallellt med tidigare egna
erfarenheter, forstdelse och kunskaper (Wigforss, 1954).

Det &r uppfattbart att formagorna hos modellering och relevans bygger kunskapsvégar for
elever att nd maélet i sina framtida yrkesutbildningar. Positionssystemet, inklusive det
decimala systemet och Ovriga system, tillimpas i ett vidstrdckt antal yrken med olika
svarigheter. Till exempel kan kunskapen i det decimala systemet anvindas enkelt av individer
for att hantera vardagliga uppgifter (Wistedt, 1991). I en hogre svarighet, ar uppfattningen om
det bindra systemet nodvandigt for att forstd hur en dator fungerar (Aspvall & Pettersson,
2007). I en @ven hogre niva kan uppfattningen om vixelverkan mellan olika talbaser utrusta
sakerhetens tjanstemdn eller kvinnor med algoritmer inom kodning och kryptering
(Brzezinski, 2001b).

Modelleringsformégan och relevansformédgan fortsatter utvecklas dven efter genomford
utbildning i grundskola, gymnasium och hogskola. Genom att sjélv reflektera kunskaper och
tanker over egna erfarenheter, kan utvecklingen hos en individ styras inifrdn av intresse, av
kunskapshunger, av lust att utveckla (Lundgren, Séljo, & Liberg, 2014, ss. 230-232). Sa
sméaningom ldgger formagorna den fOrsta tegelstenen for elevers livsldnga bildningsprocess.
Inom uppsatsens ram, finns det ett egenvérde for eleverna att ha djupare forstaelse i talbaser
och positionssystemet? Varje elev kan ha sitt eget svar. Det dr ddremot troligt att svaret ir ja
om utifran det historiska perspektivet utforskas hur mycket positionssystemet och talbaser har
bidragit till méinniskans revolution. Sedan positionssystemet foddes, har det blivit mer
utvecklat och komplext (Guedj, 1997, s. 62). Flera talmédngder foddes for att 16sa ménniskans
problem. Negativa uppkom for att 16sa problem i bokforingar (Guedj, 1997, s. 80). Brak
utvidgade ménniskans forméga fran att kunna rdkna till att kunna méita (Gued;j, 1997, s. 82).
Irrationella tal dok upp for att visa geometriska métningar som rationella tal, enligt
Pythagoras, inte kan representera (Guedj, 1997, s. 90). Nyligen kom komplexa tal som
16sningar till kvadratroten ur av ett negativt tal (Guedj, 1997, s. 96). Allt eftersom universum
expanderar, dr det mojligt att elever i nésta generationer ska trumfa den nuvarande
begransningen fran positionssystemet.

Detta avsnitt har sammanfattat och beskrivit hur positionssystemet och talbaser kan fa elevers
formégor att vixa. Men hur har positionssystemet och talbaser undervisats i praktiken? Har
undervisningsmetoder varit tillrickliga for att eleverna skulle forvirva fardigheter som de
behover? Svaren till fragorna presenteras i nésta kapitel.
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5 Talsystem och talbaser i svensk undervisning

Tidigare i kapitel tre diskuteras matematikhistoria fran ett vérldsperspektiv. Foljande kapitel
bygger vidare och kommer ge en inblick i hur talsystem och talbaser hanterats i svenska
skolviasendet, med hjilp av en analys av ldroplaner. Dessutom kommer en undersdkning av
nutida laromedel presenteras for att Gversiktligt representera hur talbaser och positionssystem
undervisas idag.

5.1 Hur talsystem och talbaser undervisats i Sverige

Kunskaper kring svensk matematikundervisning lyser med sin franvaro innan 1500-talet. Fran
detta drhundrade har det dock hittats texter fran bland andra matematikern och drkebiskopen
Laurentius Paulinus Gothus (Hatami, 2012, s. 17). Kyrkan hade vid denna tid makten Gver
folkuppfostran och bildningen av folket (Lundgren, Siljo, & Liberg, 2014, ss. 42-43).
Paulinus skulle inrdtta kraven att prosttiteln enbart kunde ges nér studier gjorts av Euklides
bok Elementa samt fysik, geografi och lairdomsdmne. Inférandet av kravet gjordes for att de
skulle ha goda forutsattningar att hantera sin roll som prist och styra undervisningen 1 sitt
omrade (Dahlin, 1875, s. 52).

Kyrkan skulle senare dela rollen som huvudaktdr for skolan med staten vid 1800-talets borjan.
Folkskolan bildades 1842 och den forsta svenska ldroplanen, da kallad normalplan, skapades
1878 (Dahlgren, 2009, ss. 25-26,30). Normalplanen skulle styra att skolan fick en tydlig
riktning, oavsett skola. Normalplaner utvecklades och dédrmed skolans innehall. Detta leder
vidare till tankar kring hur styrdokument sett ut genom tiderna och hur de hanterat talsystem
samt talbaser jimfort med de som anvinds idag. De ldroplaner frdn grundskolan som
analyseras ar Lgr62, Lgr80 och Lgrl1. Fran gymnasiet dr det Lgy70, Lpf94 samt Gy11.

I Lgr62 finns en avsaknan av talsystem och talbaser. Det nimns att elever ska ha “uppfattning
av de hela talen” samt bearbetar momentet ’begreppet noll” fran lagstadiet. Jaimfors detta med
Lgr80 finns &nnu mindre anknytning till talsystem och talbaser. Fortfarande bor elever
bearbeta hela tal som Okar i storlek desto &dldre de blir. Kontrasteras de tidigare tva
laroplanerna med Lgrl1 som anvinds idag, syns ett tydligt tilligg med talsystem och talbaser.
Dels har historiska sammanhan lagts till, men det har dven konkretiserats géllande talsystem
och dess egenskaper. Lgr80 beskriver att elever i mellanstadiet ska i forsta hand omfatta
“naturliga tal upp till en miljon samt tal i decimalform med upp till tre decimaler”. Jaimfors
detta med Lgrll som skriver att elever i arskurs 4-6 ska ha uppfattning om
”Positionssystemet for tal i decimalform. Det bindra talsystemet och talsystem som anvénts i
manga kulturer genom historien”. 1 Lgrl1 har det alltsd fortydligats att positionssystemets
egenskaper ska gas igenom tillsammans med ytterligare historia.

I Lgy70 beskrivs varken talsystem eller talbaser. I Lpf94 beskrivs det dock att elever ska fa
forstaelse for att matematiken har sitt ursprung i manga dldre kulturer och fa inblickar i hur
matematiken utvecklats”, vilket exempelvis kan konkretiseras till en genomging om hur
talsystem utvecklats. Jamfors detta med den moderna ldroplanen Gyl1 har den historiska
aspekten tappats, och “egenskaper hos olika talbaser” har lagts till, vilket skulle kunna
konkretiserats genom undervisning kring talsystems historia.
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5.2 Nutida analys av svenskt laromedel

Skolverket (2015) rapporterar att liaroboken traditionellt haft en styrande roll i &dmnet
matematik. De fortsitter med att betona att det inte &r ovanligt att stoff vid genomgéngar véljs
ut utifran vad boken behandlar.”Man é&r sa radd att de [eleverna] ska missa nagonting tycker
jag, sarskillt med alla krav” beréttar en ldrare i Frobergs studie kring 1dromedel (2013, ss. 20-
21). Skolinspektionen (2009) bekriftar att liroboken ges stort utrymme. De bygger vidare
genom att beskriva att laroboken anviands mycket redan vid tidiga aldrar for att senare i dldre
aldrar bli mer dominerande.

Argumenten ovan belyser att laroboken dr en vil nyttjad del i matematikundervisningen och
att bade elever som ldrare anvénder den aktivt. Laroboken anvinds alltsd bade for individuell
berdkning men dven i planering av undervisningsmoment. I foljande avsnitt gors en kortare
analys av populdrt material som anvénds i skolorna idag, vilket 4&r menat att representera det
innehall som behandlas i undervisningen. Bocker som anvénts dr Matte Direkt for arskurser
7-9 (Carlsson, Hake, & Oberg, 2012), samt Exponent for kurserna la och lc (Gennow,
Gustafsson, & Silborn, 2011). 1b har uteslutits pa grund av liknande stoff med Ic.

Tabell 4: Overblick éver ldrobéckers behandling av positionssystem, decimalsystem och andra
talbaser i relation till styrdokumenten. Kryss innebdr att innehdll behandlas.

Liromedel
Matte Matte Matte Exponent Exponent

Direkt 7 Direkt 8 Direkt 9 la Ic
Decimala talsystemet
Historia X X L] X X
Definition X X [] X X
Algoritm for berékning X X X X X
Binira talsystemet
Historia [] [] L] L] X
Definition [ ] X [] L] X
Algoritm for berékning [] [] [] [] []
Ovriga talsystem
Historia X [] L] X X
Definition [ ] [] [] L] X
Algoritm for berdkning [] [] [] [] X

Kommentarer till tabell 4:
1 texten nedan kommer bockerna refereras efter deras darskurs/kursnamn. Informationen dr
framst hdamtad fran bockernas forklaringar.

Samtliga bocker, forutom bok 9, behandlar ett historiskt perspektiv kring det decimala
systemet. Vért att nimna ar att 7 och 1c gor en mer genomgéende analys, genom att diskutera
olika system med unika egenskaper och baser. I 8 och 1a konstateras snabbt att andra system
funnits. Exempelvis motiveras det decimala systemet i bok 8 att bas 10 troligen anvinds
eftersom ménniskan har tio fingrar. En potentiell problematik i bok 7 dr att andra talsystem
diskuteras sist i fordjupningskapitlet, vilket skulle kunna innebdra att elever inte hinner
behandla avsnittet. Detta dr enda géngen serien behandlar historiska talbaser vilket kan
innebéra missad kunskap som ska behandlas enligt det centrala innehallet.

Genomgéende dr att definiera det decimala systemet genom att hinvisa till talen som ental,
tiotal ... alltsd med ord. I grundskolan bearbetas potenser i ak 8 samt ak 9, dock definieras
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enbart det bindra systemet och system med bas fem i 8 med hjidlp av potenser. I 1a behélls
liknande taktik, medan i lc utvecklas resonemanget och potenser anvinds for att definiera
storre tal samt decimaltal. Nya baser fortsitter introduceras med hjilp av potenser i lc.

Vidare kan ndmnas att i samtliga bocker behandlas och repeteras det decimala systemets
algoritmer. Forst i kurs 1c¢ forvintas eleven inte behova nagon grundlig repetition. Ytterligare
en slutsats dr att enbart en uppgift som behandlar algoritmer gés igenom for berdkning med tal
i andra baser. Resterande uppgifter forvintas eleverna konvertera till decimalt system for att
sedan utfora berdkningarna. Uppgiften som behandlar algoritmer handlar om addition mellan
kiltecken i bas 60.

Tabell 5: Overblick over lirobéckers évningar kring talbaser och positionssystem i relation till de sju
formdgorna i dmnet matematik.

Laromedel
Matte Matte Matte Exponent Exponent
Forméagor Direkt 7 Direkt 8 Direkt 9 la lc
Begrepp = = [] X X
Procedur X X X X X
Problemldsning [] [] [] [] =
Kommunikation = = [] [] =
Resonemang = [] L] L] X
Modellering [] [] [] [] []
Relevans X X [] L] X

Kommentarer till tabell 5:
1 texten nedan kommer bockerna refereras efter deras darskurs/kursnamn. Informationen dr
framst hamtad frdn de rdknedvningar bockerna innehdller.

Relevanta begrepp hanteras i olika mén. I bok 7 behandlas grundldggande begrepp noggrant,
dock diskuteras exempelvis att ”siffrans viarde beror pa vilken plats den har i talet”, utan att
ndmna att det ddrmed é&r ett positionssystem. Talbas definieras i fordjupningskapitlet. I bok 8
introduceras begreppet bindrt. 1¢ behandlar samtliga relevanta begrepp och utvecklar tidigare
tankegangar genom att exempelvis bendmna positionssystem och decimalt system och
diskutera utvecklad form. 1 9 saknas Ovningar kring relevanta begrepp, och i boken la
repeteras de som togs upp redan i sju.

Uppgifterna domineras av proceduruppgifter i samtliga bocker. Uppgifterna bestar av
berdkning med de fyra rdknesétten i det decimala systemet samt konvertering mellan olika
baser. Dock finns det fragor som sticker ut. En tydlig resonemangsfrdga i 7 handlar om att
jamfora de egyptiska, mayanska och romerska talsystemen. Detta &r en uppgift som dels
kommer ta upp relevanta begrepp och G6va elevens argumentationsformaga kring olika
talbasers egenskaper.

Uppgifter behandlar andra tecken, exempelvis romarnas taltecken for att kommunicera andra
talbaser. Kommunikationsformégan utmanas dven genom att lata eleverna beskriva de olika
tecknens betydelse och sina egna tankegangar. Exempel kan tas frdn 8, dir eleverna ska
beskriva hur de konverterar fran bas 5 till tiosystemet.

Genomgaende for samtliga laromedel &r att modellering ej hanteras. Emellertid finns relevans i
form av historisk koppling; dels i uppgifterna men dven i texterna som gar igenom olika delar.
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6 Elevers svarigheter med positionssystem

Foljande kapitel delas in i1 tvd avsnitt: svarigheter kring det decimala systemet samt
svarigheter vid berdkning med Ovriga talbaser. Utifran dessa kommer det redovisas
dokumenterade hinder elever kan uppleva. Eftersom det decimala systemet véger tyngre dn de
andra talsystemen med Ovriga talbaser i det centrala innehéllet, kommer det forstndmnda
talsystemet prioriteras.

6.1 Svarigheter kring det decimala systemet

Elevers svarigheter kring det decimala systemet har dokumenterats och utpekats av
genomgripande undersokningar. Bentleys (2008) djupanalys, av resultat hos svenska elever i
TIMSS 2007, visar svarigheter hos elever i1 lagstadiet. McIntosh (2014b) listar flera typiska
missuppfattningar och misstag i berékningar som eleverna i olika alder brukar gora. I f6ljande
analys sammanfattas elevers svarigheter utifrdin Bentley (2008) och Mclntosh (2014b) i
foljande fem kategorier.

6.1.1 Eleven har inte forstatt platsvarde

Floberg och Lofstrom (2010) beskriver i sin kvalitativa studie att elever i arkurs 4 har en linjér
uppfattning kring tal mellan 0 och 1000. Det vill séga att eleverna inte har utvecklat fardigt
talfakta och inte fullstdndigt forstatt platsvirde. McIntosh (2014a) ger ett exempel dér elever
har svart att uppfatta hur tio objekt kan representeras av bara en siffra, 1. McIntosh ger dven
ett exempel dér elever placerar talet 10,1 ndrmare 10 dn 9,99 pa en tallinje. Att inte kunna se
skillnad mellan siffervirden i olika positioner leder till att siffror kan placeras pa fel plats i
berdkningar. Bentley (2008, s. 59) fortséitter genom att diskutera ett exempel fran TIMSS
2007 dér 461 elever i arkurs fyra ombads genomfora multiplikationen 53 - 26. Av de 461
eleverna, anvidnde 246 elever (53,4%) talsortsvisa berdkningar didr uppfattningen om
talpositioner krivs. Bara 20 av 246 elever (8,1%) hade korrekt svar. Ett av de upptickta
misstagen var att “talen i entals- och tiotalspositionerna multiplicerades separat, tiotal
multiplicerades med tiotal och ental med ental” (Bentley, 2008, s. 59).

6.1.2 Svarigheter att vaxla mellan spraklig kod och sifferkod

Rékneord och notationer &r menat att vara uttrycksformer vilket hjdlper elever att rdkna fritt
och obegrinsat. Tio fingrar och tio tir dr inte nagon begridnsning linge. Emellertid ar
véixlingen mellan den sprakliga koden (rdkneord) och sifferkoden (notationer) ett problem
(Bentley, 2008; Mclntosh, 2014b).

Svenska elever i mellanstadiet kan dversitta rdkneord till skriftliga siffror inkorrekt om talen
ligger mellan 15 och 19 (Bentley, 2008, s. 21). Till exempel, uttalas talet 15 “fem-ton” med
rdkneord, alltsd kommer ordet “fem” forst, medan med skriftlig notation ldggs siffran 1
framfor siffran 5. Att ordningen mellan rikneord och notationer inte §verensstimmer kan
orsaka ett aterkommande problem, vilket kallas reversering.

Niér elever blir dldre, kan de utveckla sin talfakta och didrmed &r reversering inte ett storre
problem linge. Aldre elever har diremot problem med decimalform. Mclntosh (2014b)
kritiserar slarviga uttal av decimaltal i vara vardagliga aktiviteter. Till exempel, talet 6,25
uttalas oftast sex och tjugofem separat eller sex komma tjugofem. Detta sétt att uttala
decimalform reflekterar inte siffrornas platsvirden och kan darmed leda till missforstdnd. Vid
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jamforelse mellan 6,25 och 6,5 kan eleverna dra en felaktig slutsats att sex komma tjugofem ar
storre dn sex komma fem eftersom tjugofem ar storre an fem.

6.1.3 Svarigheter med "osynliga” nollor och dess betydelse i stora tal

A ena sida, har rollen av den tionde siffran 0 varit betydelsefull sedan siffran foddes, sérskilt i
decimalsystemet (Guedj, 1997, s. 47). A andra sidan, kan inblandningen av nollor i skriftliga
notationer forvirra elever. Resultat frdn undersdkningar av Floberg och Lofstrom (2010) visar
att manga elever 1 arkurs 4 har problematik att skriva ritt antal nollor vid stora tal. McIntosh
(2014b) pekade ut flera situationer dér elever inte forstar rollen av nollor i decimalform. Till
exempel ér det i princip korrekt att skriva likheten 0,1000 = 0,1 medan att likstélla 0,0001 =
0,1 inte stimmer alls. P4 samma sitt, kan det forvirra elever genom att konstatera att 0001 =
1 och att skriva 1,000 = 1. Elever kan ha ytterst smd problem att hitta ett decimaltal
liggandes mellan 0,20 och 0,30 men ha svarigheter att hitta ett decimaltal mellan 0,2 och 0,3.
Edner (2014) rekommenderar att ldrare inte bor ta for givet att elever ser siffran 0 som de
andra siffrorna. Larare bor inte heller motivera med péhittade “osynliga” nollor utan i
undervisningen forsiktigt forklara siffrans vdrde i relation till siffrans position.

6.1.4 Svarigheter med notationer i decimalform och deras egenskaper

Nollor &r inte det enda problem nér elever hanterar decimaltal. Notationer och konventioner i
decimalform ar ocksd hinder. I Sverige anvinds kommatecknet som decimaltecken och kan
ibland nyttja punkten som tusenavgransare (Sprakradet, 2008). I andra lénder, till exempel
England, anvinds kommatecknet som tusenavgrinsare och punkten som decimaltecken
(Sprakréadet, 2014). Denna brist pa éverenskommelse mellan olika lidnder dr en anledning till
en smarre missuppfattning nir elever kan anvénda minirdknare. Figur 25 visar ett tal
presenterat av en minirdknare som ar forinstallerad med engelsk notation. Det finns en risk att

svenska elever tolkar kommatecknet i figuren som decimaltecknet, vilket inte ar riktigt 1 detta
fall.

445,445.5829890189

Figur 25: Talrepresentation i en minirdknare med den engelsk standard.

Decimaltecknet misstolkas inte bara som en tusenavgriansare utan kan ocksa, enligt McIntosh
(2014b), misstolkas som en mittpunkt av ett tal. Forfattaren menar att elever kan missuppfatta
att ett decimaltal har spegelsymmetri i platsvirden genom kommatecknet. Till exempel kan
decimaltalet 12,34 feltolkas att bestd av tiotal 1, ental 2, endel 3 och tiondel 4. Eftersom
kommatecken avgrénsar ental och tiondel har decimaltal inte nagon symmetrisk egenskap.

Bentley (2008, s. 130) pastér att elever kan ha flera parallella uppfattningar om ett och samma
begrepp och det dr mojligt att uppfattningarna blandas ihop. Detta problem dyker tydligare
upp nér eleverna forsoker tolka betydelse av decimaltal vid olika sammanhang. Till exempel
kan 6,25 kronor och 6,25 timmar absolut inte omvandlas till nirmsta mindre enhet pd samma
sitt. 6,25 kronor motsvarar 625 6re medan 6,25 timmar inte dr 625 minuter utan motsvarar
enbart 375 minuter.

6.1.5 Svarigheter med algoritmer i olika berakningar

Den sista kategorin betraktas som en oundviklig konsekvens av de ovan ndmnda kategorierna.
Om en elev inte har utvecklat tillrdckligt talfakta, exempelvis gillande decimaltal, nollor och
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platsvérde, dr det hogt sannolikt att eleven dven har svér att ldra sig algoritmer for olika
berdkningar. Bentley (2008), Mclntosh (2014b), och Larsson (2011) presenterar i sina
undersokningar ménga svarigheter hos elever; framforallt i multiplikationer och subtraktioner.
Foljande ér tva exempel som oftast forekommer i felaktiga berdkningar i de tvd ndmnda
riknesétten.

I uppstillningen av en multiplikation, dr det vanligaste misstaget att elever inte forskjuter till
motsvarande positioner. I den tidigare diskuterade uppgiften fran TIMSS 2007, alltsa 53 - 26,
glomde eleverna att forskjuta till tiotalsposition vid multiplicering av tiotalet 2 med 53. Den
felaktiga uppstéllningen ser ut som foljande:

» 53

26
3
106

424

I uppstéllningen av en subtraktion, dr det vanligaste misstaget vid lodritta algoritmer att
elever inte vaxlar ndr en véxling kriavs. Bentley (2008) visar flera exempel fran TIMSS 2007

sdsom de tre foljande subtraktionerna 91-59, 151-126, och 203-198. Felaktiga resultat
som rapporterades pd grund av saknade vixlingar dr 91-59 = 48, 151-126 = 35, och
203-198 = 195. Den gemensamma missuppfattningen dr att ’elever drar det mindre talet
frén det storre talet oavsett det hor till minuend eller subtrahend” (Larsson, 2011, s. 7). Att
betrakta minuend och subtrahend likadana leder till dven ett storre problem nér elever borjar
berdkna med negativa tal. Lodrétta algoritmer fungerar enbart vid subtraktionsberdkningar dér
minuend ar storre dn subtrahend. En felaktig uppstillning av subtraktionen 59- 91 skulle vara
foljande, dir elever inte skulle kunna se nagot behov av en véxling eftersom 9-1 = 8 och
5-9 = —4.

59
-91
—48

6.2 Svarigheter vid berdkning med Ovriga talbaser

I princip &r talsystemet med Ovriga talbaser fortfarande ett positionssystem och skulle ha
samma grundldggande egenskaper som decimalsystemet. Som ett resultat av detta, moter
elever liknande svérigheter som har diskuterats i avsnitt 6.1. McIntosh (2014a) instimmer att
platsviarden i 6vriga baser dr svara att begripa for eleverna. Till exempel foredrar elever att
rdkna foremal var for sig, alltsé ett och ett, istédllet for att rakna pa ett effektivt sitt i grupper.
Eftersom talbaser skiljt fran tio inte synliggdrs pa samma sétt i elevers vardagliga aktiviteter,
ar det dven besvirligare for elever att vdxla mellan den sprakliga koden och sifferkoden. Ett
exempel dr det hexadecimala systemet, dir sex bokstdver infors i notationen. 4, B,C,D,E,F
anviands for att representera den elfte, tolfte, trettonde, fjortonde, femtonde och sextonde
siffran. Det vanliga svaret for fragan “hur gammal dr du? ~ ar jag dr 12 ar gammal”. Att
svara i hexadecimalsystemet “jag dr C dr gammal” skulle vara helt obegripligt i vardagen.
Taub (2013) lyfter dessutom upp problemet med konventioner géllande nollor i potenslagar.
Om elever har inte forstdelse kring potenslagarna, kan dessa elever inte tillimpa definitionen
av positionssystemet (se ekvation 3) oavsett talbas. Till exempel foljer likheten a® = 1 inte
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elevers intuitiva forstaelse angdende potensform. I sin artikel ger Taub (2013) ett exempel dér
elev och ldrare argumenterar fram ett felaktigt resultat av 3°:

Elev: 32 betyder tvd treor, dd dr 32 lika med nio.
Lérare: Bra. Och 3° da?
Elev: Det dr noll treor. Dd mdste 3° vara noll.

Motsvarande decimalform och de fyra rdknesitten 1 Ovriga talbaser undervisas enbart mycket
kortfattat i gymnasiekurserna 1b och 1c, annars dr det enbart omvandlingar som behandlas (se
tabell 4). Darfor utsitts eleverna inte for svérigheter i motsvarande decimalform och
algoritmer for olika berdkningar.
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7 Hur ska vi arbeta for att underlatta for eleverna?

I det tidigare avsnittet klassifierades elevers svarigheter i fem kategorier. Under kategorierna,
finns tre svarigheter som kan mildras av simpla taktiker. Det betyder att elever inte behover
forsta positionssystemet och talbaser men kan fortfarande komma fram till korrekta svar tack
vare taktikerna. For att atgirda de andra tva svérigheterna, platsvirde och rollen av nollor,
kravs mer langsiktiga strategier.

7.1 Enkla taktiker som lindrar tidigare namnda problem

Nedan listas forslag pa olika taktiker som kan mildra de problem som ndmnts i forgaende
kapitel. Svéarigheterna delas upp som vixelverkan mellan den sprakliga koden och
sifferkoden, notationer samt dess betydelse i decimalform, och berdkningar med subtraktion
eller multiplikation.

7.1.1 Vaxelverkan mellan den sprakliga koden och sifferkoden

Problemet med reversering kan ddmpas genom att associera talets virde med summan av det
sprakliga namnet av varje siffra i talet. Till exempel bestér talet femton av fem och ton. Det
innebdr att talets virde ar lika med fem plus ton, alltsa pé skriftliga notationer 5 + 10 = 15. 1
denna taktik nyttjas den additiva egenskapen hos det decimala systemet och den kommutativa
lagen hos en summa. Forutom att dimpa problemet med reversering, kan den forsta grunden
byggas for elever att ldra sig ocksa de tva viktiga egenskaper.

7.1.2 Notationer och deras betydelse i decimalform

Enligt svenska skrivregler (Sprakradet, 2008) rekommenderas att ett hart mellanslag anvianda
som tusenavgransare istillet for en punkt. Pa sa sitt undviks kommatecknet och punkten att
skrivas samtidigt i ett tal och ddrmed minskar risken for missforstdnd mellan decimaltecknet
och tusenavgrénsare.

For att forsta betydelse av siffror i decimalform dr den konkreta representationformen i
undervisningar en  nddvindig ingrediens (Hilling Drath, 2007). Konkreta
representationsformer ér fysiska material som kan anvéndas for att representera matematiska
begrepp. Hilling Drath (2007) foreslar, till exempel, att ett kvadratiskt papper med
dimensionen 10X10 (hundraplatta) kan representera en hel. En kolumn med dimensionen
1x10 i kvadraten (tiostav) motsvarar en tiondel och en ruta med dimensionen 1X1
(entalskub) motsvarar en hundradel. Forfattaren anvdnder de ndmnda fysiska objekten vid
sina undervisningstillfiallen och upplevde att berérda elever har kunnat hantera operationer
med heltal, tiondelar och hundradelar med en stor sidkerhet.

Utifran Vygotskijs pedagogiska grundsatser ska kopplingen mellan matematiska begrepp och
verkligheten argumenteras att ge stod till elevers forstaelse. Erfaranheter fran verkligheten
kan stimulera elevers tankeférmaga och trdna dem pa att tillimpa matematiska begrepp i olika
situationer (Wistedt, 1991). Som ett resultat kan elever undvika att blanda ihop parallella
uppfattningar och anviander dirmed kunskaperna i korrekta sammanhang.
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7.1.3 Berakningar med subtraktion eller multiplikation

For att hjdlpa elever med subtraktionsberdkningar, rekommenderar Larsson (2011) att lirare
behover betona skillnaden mellan minuend och subtrahend. I den elementira subtraktionen
a — b kan operationen askadligt uppfattas som om man tog subtrahend b foremal fran
minuend a foremal (Thompson, 1991, s. 397). Att ta hinsyn till den hér skillanden kan hjilpa
elever att ha en bittre bedomning om differensen utan att genomfora fulltstindiga
berdkningar. Om minuenden r storre dn subtrahenden dr differensen positiv. Om minuenden
ar mindre 4n subtrahenden &r differensen negativ. Utover denna nytta, signalerar minuend och
subtrahend elever om att den lodritta algoritmen fungerar som vanligt eller inte. Algortimen
fungerar bara nir minuend ar storre dn subtrahend. I fall minuend &r mindre &n subtrahend,
kan elever fortfarande anvinda den lodritta uppstéllningen med hjilp av att byta plats pa de
tvd termerna men sen maste eleverna ta det motsatta vardet till resultatet.

Fortsittningsvis forsoker Bentley (2008) forklara varfor vissa elever har svarigheter med
berdkningar i multiplikation. En av forfattarens argument ar att eleverna har problem med
arbetsminne. Nedan presenteras en taktik som heter gelosiametoden (eller pa engelska lattice
multiplication). Metoden minskar arbetsminnesbeslastningen i multiplikationsberdkningar
genom att separera och isolera de partiella produkterna (Randolph & Sherman, 2001).
Proceduren for att berdkna med gelosiametoden presenteras nedan genom att berdkna en
uppgift fran TIMSS 2007: 53 - 26.

Steg 1: Rita en tabell som med lika antal kolumner som antalet siffror i varje faktor samt

placera siffrorna fran vénster till hoger likt foljande figur.
5 3

Steg 2: Dela rutorna med hjélp av diagonaler till tiotalsplats och entalsplats i varje ruta och
sen multipliceras siffrorna parvis. Resultatet fylls i rutor dér tiotal placeras i tioplats och ental
i entalsplats enligt nedan.

Steg 3: Siffrorna adderas som ldggs pa samma diagonal. Resultat av multiplikationen ldses
fran vénster till hdger enligt pilen nedan. Produkten, i detta exempel ar ddrmed 1378.
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Randolph och Sherman (2001) konstaterar ocksé att eleverna tycker om gelosiametoden inte
bara for att den ar enkel utan ocksé for att designen ar estetiskt tilltalande.

7.2 Att hjalpa elever forsta platsvarde

De rekommenderade taktikerna i avsnitt 7.1 racker inte fOr att forbéttra elevers forstaelse. Till
exempel, trots att gelosiametoden ir effektiv, ger algoritmen inte stod for forstéelse av
platsvirde i det decimala systemet. Darfor ar det inte tillrickligt att enbart undervisa taktiker.
Det krévs ytterligare genomténkta strategier.

Pedagogikforskaren Olav Lunde (2011) foreslér i sin artikel "Mota matematiksvarigheter” en
arbetsmodell som siktar mot att forebygga matematiksvarigheter hos elever i de tidiga
skolaren. Forfattaren betraktar matematik fran fyra perspektiv: rdkning, kontext, tinkande och
sprék. I wvarje perspektiv, rekommenderas tre pedagogiska aktiviter. Tabell 6 listar
aktiviteterna under de fyra ovanndmnda perspektiven.

Tabell 6: Lundes arbetsmodell (Lunde, 2011)

Perspektiv | Pedagogiska aktiviteter

Rékning Artimetik, problemldsning, talforstaelse
Kontext Lek, begrepp, vardagssitsuationer

Ténkande | Tyst kunskap, erfarenheter, nya situationer
Sprak Ordningsfoljd, ord och uttryck, kommunikation

I foljande text presenteras studier som forslar ldmliga pedagogiska aktiviteter inom omrédet
positionssystem och talbaser for varje kategori i Lundes arbetsmodell.

Zhou, Peverly och Jiasui (2005) belyser upprepade resultat av flera olika undersékningar, till
exempel Geary et al (1993), Stevenson et al (1993) och Zhou et al (2000), som visar att
asiatiska grundskoleelever presterar bittre dn amerikanska grundskoleelever inom aritmetik
och talforstaelse. I sin artikel “Understanding early matematical compentencies in American
and Chinese children” (2005) diskuterar forfattarna hypoteser for att forklara fenomenen. En
av de utpekade faktorerna dr hur arbetsomradet undervisas. I de linder som har béttre resultat
stdller larare hogre krav pa precision och rationalitet bakom aritmetiken. Lararna uppmuntrar
ocksé eleverna att komma pé egna logiska resonemang och berdkningsprocedurer for att 16sa
ett probem. Jamfor med de amerikanska ldrare visar de definitioner samt procedurer och
eleverna ska enbart memorisera dessa. Undervisningsmetoden menar forfattarna &r en av
anledningarna till att de undersokta amerikanska eleverna skulle prestera generellt sdmre 4n
de asiatiska.
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Larsson & Larson (2011) kopplar begreppen positionssystemet och talbaser till ett (kultur)-
historisk kontext. I sin artikel listade forfattarna kula” historier fran det gamla Egypten till
datorns era. Begreppen upplevdes inte lika trékiga lange utan skulle bli mycket levande med
flera transformationer under olika tidsperioder. Forfattarna uppmuntrar dessutom att visa den
roliga sidan av positionssytemet och talbaser som ar dolda i det vardagliga livet. "Titta efter
sa ser ni att Kalle Anka och hans vinner bara har fyra fingrar pa varje hand. Detta talsystem
kanske dina elever kan beskriva och hitta pa tecken till?” (Larsson & Larson, 2011, s. 52).
Lidrare kan dven stimulera den aktiva inldrningsprocessen med pedagogisk lek. En “levande
riknedisplay”, dér elever raknar upp en arm fOr att visa en etta och later armarna falla nedét
for att visa en nolla, dr en vanlig lek for att undervisa det bindra systemet.

Trygg (2008) Oppnar nyanserade tankar inom det bindra systemet med ett matematiktrick
“binér tankeldsning”. Trick som foljande vicker enligt Trygg (2008) elevers nyfikenhet och
resulterar en lust for att forstd och avsldja hur tricket fungerar. Trickets material och
framtrddande sammanfattas enligt foljande:

Steg 1: Skriv ut fem tabeller enligt figurerna nedan och namnge tabellena, till exempel Ana,
Birgitta, Cecilia, David och Edvin.

Ana Birgitta Cecilia
1 |3 |5 |7 2 |3 16 |7 4 |5 16 |7
9 [11|13 |15 1011|1415 1213|1415
17 119 |21 | 23 1819|2223 2012112223
25127129 |31 27 1261|3031 2812913031

David Edvin
8 |9 |10 11 16 |17 | 18 | 19
1213|1415 20121122123
24 (25|26 | 27 24 [ 25|26 | 27
2812913031 2812913031

Steg 2: Be en elev att tinka pa ett heltal mellan 1 och 31 och for att sedan ge korten och vélja
alla tabeller (eller vinner) som innehaller elevens tal. Lararen ser nu inte korten.

Steg 3: Eleven berittar for ldraren vilka vanner har valts och lararen kan avsldja det dolda
talet.

Lidraren kan ”ldsa tankarna” eftersom elever omedvetet har beréttat for lararen det dolda talet i
bindr form. Tabellen Ana innehaller alla tal mellan 1 och 31 som behover ett sista ental 1 det
binira systemet. P4 samma sitt innehéller tabellerna Birgitta, Cecilia, David och Edvin alla tal
som behover tva-tal, fyra-tal, atta-tal och sexton-tal. Om en elev exempelvis valde talet sex,
ska eleven vilja alla de tabeller som innehaller sexan, ddrmed Birgitta och Cecilia. Eftersom
lararen vet att Birgitta dr ett tva-tal och Cecilia ir ett fyra-tal, kan hen konvertera till binért
tyst for sig sjélv till (00110), och vet dirmed att eleven har valt en sexa. Om eleven, i ett
annat fall, plockar ut alla tabellerna, maste det valde talet vara (11111), i det bindra
systemet, vilket dirmed motsvarar (31),, i decimalsystemet.

Manga forskare, sdsom Bentley (2008) och Lunde (2011) &r dverens om att det matematiska

spraket dr en av de viktiga nycklarna till undervisningens framgéng. Hur effektivt larare
kommunicerar med elever i sin undervisning avgor hur mycket kunskap elever kan lira sig.
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Carden och Cline (2015) hivdar att en avgorande roll 4&r kommunikation via visualisering
mellan ldrare och elever 1 matematikundervisningen.  Enligt deras studie minskar
visualiseringen minnesbeslastningen for elevers inldrningsprocess men dven hojer elevers
forméga i att analysera och organisera abstrakt och komplicerad information.

Ett exempel med visualiseringsmetoden som presenterades i Hilling Draths artikel (2007)
anvindes for att forklara delbarskriteriet for 7 i talbasen 8. En vanlig fraga skulle vara om
(134)g ar delbar med 7. Losningen bestér av tre steg.

Steg 1: Lat en 8x8-kvadrat representera 64-tal i basen 8. Varje kolumn med dimensionen 1X8
representerar 8-tal och varje liten ruta motsvarar ett ental. Talet (134)g kan presenteras enligt
foljande figur.

64-tal 8-tal 1-tal

Steg 2: Méla sifforna i talet. I detta fall 4r 1,3 och 4.

64-tal 8-tal 1-tal

Steg 3: Avgor om talet dr delbar med 7 med hjélp av siffersumman.

Summan av de vita rutorna som &r kvar ar en faktor av sju eftersom alla rutor kan grupperas i
grupper om sju. Om summan av de malade rutorna ocksa ar en faktor av sju, dr talet delbart
med sju. | detta fallet &r summan av de malade rutorna &tta och darmed ér talet (134)g inte
delbart med sju.
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8 Diskussion och slutsats

For att avrunda studien kommer vi fora en diskussion i tre delar. Till att borja kommer en
metoddiskussion foras kring hur arbetet gitt till. Vidare kommer resultatdiskussionen
innehalla en Gverlaggning kring vart resultat tillsammans med forslag till vidare forskning.
Kapitlet avslutas med en slutsats som kommer summera studiens resultat.

8.1 Metoddiskussion

Till att borja kan det nimnas att en tydlig styrka med foreliggande litteraturstudie ar att
resultatet kan presenteras lattoversiktligt for lasare inom det utvalda omradet. Dock finns en
vanlig svaghet i att litteraturstudier eventuellt kan presentera en begridnsad del av all
tillgénglig forskning (Forsberg & Wengstrom, 2015, s. 26). Var studie gjorde en systematisk
sokning i valda vetenskapliga databaser, med upp till fem sokord som ska finnas i texten,
vilket resulterade i att en avgridnsning av databaserna gjordes gentemot valt omrade. Efter
flera sokningar hittades 1dmpliga nyckelord, vilka underléttade sokarbetet och antalet skord
kunde minska. Dérefter identifierae vi ytterligare texter genom att jimfora specifika texters
tillhorande referenslista. Tillvigagangsséttet har resulterat i flera relevanta texter med tanke
pa den tidsbegriansning som gavs. Daremot ar det vésentligt att pdpeka, som ovan ndmns, att
vissa texter kan forbisetts med tanke pa att sokningarna enbart omfattar den ram forfattarna
skrev. Trots att forfattarna slutligen skulle referera till varandra utan inkludering av nya
relevanta texter, var vi medvetna om risken att eventuellt ha missat nagon relevant text.
Risken skulle dock inte vara alltfor angeldgen eftersom funna texter besvarade stillda
fragestéllningar, samtidigt som de tillfredsstéllde de kallkritiska fragorna.

Att inte inkludera samtliga stora regioners talsystem i studien kan ses som en begrinsning.
Exempelvis skulle aztekernas talsystem med bas 20 kunna komplettera. Dock kunde inte alla
inkluderas av tid- och utrymmesskil. Vi gjorde vart urval utifrdin dess betydelse i
utvecklingen till det talsystem som anvidnds av oss idag. En forbittringspotential skulle
ddrmed kunna vara att vidare analysera de talsystem vi exkluderat.

Vidare har studien har gett en 6verskadlig bild dver hur talsystem utvecklats i olika delar av
vérlden for att sedan resa mellan olika kulturer. Genom att analysera utvalda talsystems
historia har vi forstitt att beréttelsen dr komplex och har fler historier an vad som hinns
berittas. Med nyckelpersoner och egenskaper fran ost till vést har talsystemet visat att det &r
vélutvecklat och sofistikerat. Allt eftersom text bearbetades tolkade vi hur forfattarna
redogjorde olika varianter av liknande fakta utifran hur de hittat informationen. Studien kan
eventuellt ge intrycket att historien varit relativt enkelsparig, emellertid ar inte det fallet.
Texten &r skriven for att ge en Overskadlig syn nédr och hur talsystemen utvecklats for att
underldtta for ldsaren. Dock dr framstegen levande och sker i samklang med ytterligare
kulturell och vetenskaplig utveckling, vilket betyder att utvecklingen aldrig riktigt statt still.

Analysen av styrdokument och ldromedel gav en oversiktlig bild hur talsystem och talbaser
hanterats i skolan nu och i tidigare skolformer. En eventuell brist i att enbart tolka &ldre
laroplaner kan vara deras kortfattade karaktér. Trots att kommentarer bearbetats finns det
fortfarande mojlighet till tolkning for pedagogerna. Detta skulle kunna gett utrymme att
bearbeta talsystem och talbaser, utan att det finns specifierat i ldroplanen. Géllande
laroboksanalysen inkluderades den for att ge en Gversiktlig syn hur talsystem och talbaser
skulle kunna undervisas i skolan. En uppenbar begrinsning &r analysens magnitud. Fler
bocker skulle behova undersokas tillsammans med diskussioner med pedagoger. Dessutom
kan online-material, sdsom videor tillsammans med interaktivt material nyttjas, vilka tar
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storre plats 1 klassrummet (NCM, 2013) behova analyseras. Metoden att studera larobdcker
var arbetssam och langsam. Detta eftersom varje textdel och 6vning noggrant behovde
analyseras.

Vissa texter, framforallt fran de sista kapitlen, redovisar resultat frdn en yngre malgrupp an
vad vi egentligen riktar in oss pd. En anledning kan vara att talsystem framst behandlas i
grundskolan, vilket reflekterar forskningsunderlaget. Beslut att inkludera dessa texter gjordes
mot bakgrund att liknande problematik fortfarande existerar i hogre dldrar om de inte atgérdas
i lagre. Dock kan detta vara en begridnsning da elever har andra forutséttningar i dldre &ldrar.

En del av relevanta artiklar har hdmtats fran tidskriften ”"Némnaren” som publiceras av
Nationellt Centrum for Matematikutbildning. Artiklarna skrevs bland annat av forskare och
larare med direkt koppling till matematikdidaktik. Ddremot é&r inte artiklarna direkta
forskningsartiklar, utan snarare sammanfattningar av en eller flera forskningsarbeten.
Emellertid har forfattare i listade artiklar fran Namnaren inte alltid refererat till nagon specifik
forskning, utan forfattarna argumenterar utifran deras egna emperiska erfarenheter eller egna
forskningar. Vi har valt att inkludera dessa dd vi anser att det & ena sidan varit problematiskt
att hitta relevanta forskningsartiklar. A andra sidan anser vi dem limpliga eftersom de
overensstimmer med forskning vi hittat och dessutom utgér fran svensk skolmiljo.

8.2 Resultatdiskussion

Fragan om hur talsystem och talbaser definieras har besvarats i kapitel tva. Tre kategorier av
talsystem har definierats och en allmén formel for positionssytem med en godtycklig talbas
har ocksd presenterats. Definitioner for kategorier dr tydliga men att klassifiera ett visst
talsystem i en viss kategori inte dr lika uppbenbart. Det romerska talsystemet togs tidigare upp
som ett exempel av det additiva systemet, dar vérdet inte beror pa notationernas position. Det
visar sig ddremot i flera fall att talets véirde ar faktiskt &r beroende av notationernas position.
Till exempel dr VI lika med sex samtidigt som IV dr lika med fyra. Med denna kunskap &r det
mer besvérligt att svara pa hur det romerska systemet ska klassas. Med tanke pa att tecknens
position faktiskt spelar roll bor det inte tillhora det additiva systemet. Det kan heller inte
klassas som ett hybridsystem eftersom egenskapen multiplikation saknas. Det sista
alternativet, positionssystemet, skulle heller inte inte vara ldmpligt, eftersom enbart
operationen mellan notationer dndras medan notationers vérde fortfarande &r samma. V
kommer alltid betyda fem och I kommer alltid betyda ett. Ifrah (2001, ss. 483-484, 498)
ndmner tre underkategorier for det additiva systemet. Dock saknas en 1dmplig underkategori
for egenskaper likt den som beskrivs ovan. Denna avsaknad skulle exempelvis kunna
besvaras med ytterligare forskning kring talsystems underkategorier, exempelvis kring vad
som kénnetecknar olika additiva system och hur dessa kan kategoriseras.

Gillande historiska texter s& kunde dven de vara otydliga eller rent ut motstsridiga. Tva
tydliga exempel kommer diskuteras for att beskriva detta. Det forsta handlar om de egyptiska
tecknen vilket illustrerar hur forfattarna inte alltid varit 6verens. Thompson (1996, s. 27),
McLeish (1994, s. 48), och Kline (1972, s. 16) beskriver hur tecknen skrivs fran hoger till
véanster, medan Ifrah (2001, s. 246) och Johansson (2013b, s. 32) betonar att texten foljer
lasriktningen, att de alltsd kan ldsas i olika riktningar. I fall likt detta var fortsatt undersdkning
tvunget att goras kring vilka som skulle foljas. Eftersom Ifrahs text ofta ndmns i vetenskapliga
texter samt att McLeish uppvisar osdkerhet i detta unika fall valdes alternativet att notationer
foljer lasriktningen. Det andra exemplet som ska diskuteras dr Yongs och Angs (2004) forslag
att det nuvarande positionssystemet har rotter i det kinesiska talsystemet. Exemplet illustrerar
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att all fakta dnnu inte dr pa plats och att matematikens historia fortfarande ar ett aktuellt
omrade for vidare forskning. Vi viljer att stélla oss kritiska till att det kinesiska talsystemet
star som grund till det decimala. Anledningen é&r att det idag finns tydliga bevis pa indisk
influens, dock &r kopplingarna i dagsliget svaga kring Kinas inblandning.

Vidare, angdende historian, inser vi efter studien att det kan finnas ett varde i att diskutera
talsystemens bakgrund i undervisningen. En tydlig styrka &r hur olika egenskaper hos
talsystem presenteras var for sig. Att exempelvis tydliggora den additiva egenskapen genom
det egyptiska talsystemet skulle kunna hjilpa elever forstd den unika egenskapen. Dessutom
kan dven andra talbaser dn det decimala bearbetas med hjdlp av ett kinesiskt rdknebriade. En
tydlig visualisering med olika tecken, istdllet for antal, kan underlétta for elever att forsta
positionsvarde. Vi har dven sett nya mojligheter att undervisa de problem elever tidigare stott
pa. Att dividera med liggande stolen har tidigare kunnat vara problem hos elever, daremot &r
egyptisk division en alternativ metod som kan hjélpa elever att tydligare se sambandet mellan
taljare, ndimnare och kvot genom multiplikation.

Att inkludera talsystemens historia i undervisning kan dven ge mdjligheten att diskutera hur
lardomar kan resa Over kontinenter. Talsystemens utveckling ar ett dmnesdverskridande
exempel dir eleverna for mdjligheten att tolka huruvida kulturella utbyten dr en viktig
byggsten i minniskans utveckling.

Forutom det historiska perspektivet, vilket omfattar bidraget av talsystemet och talbaser pa
samhillelig niva, beskriver denna studie dessutom deras paverkan pa individnivd genom
elevers formagor. Avsnitt fyra kopplar det relevanta centrala innehéll med sju formagor som
elever behover utveckla i den matematiska undervisningen. Genom kopplingen, har en
diskussionsfrdga lyfts upp angdende om gymnasieelever kan utveckla yrkesrelaterade
formagor tillrackligt nir enbart egenskaper hos olika talbaser ska undervisas i matematik 1b
och Ic, se tabell 2. Med forutséttningen att en gymnasieelev har en stark taluppfattning i
decimalsysstemet fran grundskolan, kan undervisningarna i matematik 1b och 1c uppfylla de
flesta vanliga yrkens krav. Daremot ricker det inte i vissa yrken att enbart lira sig egenskaper.
De kréaver en djupare kunskap om sésom algoritmer for att kalkylera berdkningsoperationer
hos olika talbaser. Brezezinski (2001a) har gett flera exempel pé sddana algoritmer hos det
bindra talsystemet i sdkerhetens tjanster, och ett ytterligare exempel kan ses hos
industrielektriker, vilka oftast 14st kursen mala, som arbetar dagligen i det binira systemet.

Vidare gav liromedelsanalysen idéer hur talsystem och talbaser kan hanteras i klassrummet.
Enligt tabell 4 och tabell 5 ovan finns det flera hil som skulle behova fyllas av idéer fran
pedagogen. Exempelvis hanterar ingen av de studerade bdckerna ndgon form av modellering.
Dessutom hanteras problemlosning enbart i en bok. Trots att ldroboksanalysen gav en
overblick kan vidare forskning goras for att ge en ytterligare klarare bild éver hur omréadet
faktiskt bearbetas i klassrummet. Speciellt i samband med den digitala inkludering som sker i
klassrummen.

I samband med analysen av ldromedel mirktes att positionssystemet enbart definieras med
potenser i bockerna 8 och lc. Detta ser vi som en brist i ldiromedlen. Eftersom potenser
introduceras i bok 8 skulle den antingen dér eller bok 9 bygga vidare pa potensidén och lata
eleverna ga fran att beskriva positionssystemet med ord till siffror. Detta skulle eventuellt
kunna underlitta forstéelse kring det moderna positionssystemet och basskiften skulle kunna
uppfattas smidigare.
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Vi har dven redovisat elevers svarigheter med decimalsystemet och &vriga talbaser.
Svérigheterna summerades i fem kategorier. Trots att kapitel sex definitivt kan svara pa var
fragestéllning vilka svérigheter kan elever uppleva i arbetet med talsystem och talbaser?”,
finns det fortfarande utrymme att vidareutveckla. En diskussionfraga skulle vara om elever
som inte har svenska som modersmél har liknande svérigheter i véxelverkan mellan
sifferkoden och den sprékliga koden. Det visar sig att problemet varierar i olika sprak. Till
exempel, har engelska elever ocksd problemet gillande reversering medan vietnamesiska
elever inte kénns vid svérigheten. Vidare forskning kring vixelverkan mellan sifferkoden och
den sprékliga koden i olika sprdk behovs med hinsyn till att sverige har mottagit tiotusental
ensammkommande barn under flyktingkrisen de senaste aren (Migrationsverket, 2017).

En annan diskussionfrdga handlar om taluppfattningar hos gymnasie- och vuxenelever.
Svérigheterna riktas gentemot elever som 4r i yngre arskurser eftersom eleverna ar
malgruppen i de refererade studierna. Det dr nddvandigt for gymnasieldrare att vara medvetna
om hur svarigheter hos elever i forskolan, lagstadiet, och mellanstadiet pévekar deras
uppfattningar kring talsystemet och talbaser i hogstadiet, gymnasiet och dven utanfor skolan.
Diaremot behdvs ytterligare forskning kring taluppfattningar och inldrningen kring omréadet
hos gymnasie- och vuxenelever eftersom eleverna har annorlunda forutséttningar dn yngre
elever.

Vi kan dven ndmna att vara 16sningsforslag till de listade svarigheterna ar virdefulla att lédsa,
dock ér de inte tillrickliga. Till exempel, dr Hilling Draths (2007) visualiseringmetod
anviandbar for att beskriva abstrakta begrepp sdsom tiondelar och hundrationdelar men
fortfattaren medger att metoden inte fungerar lika bra med tusendelar och sé vidare. En annan
visualeringmetod bor sokas for att 6verkomma begransningen. Abacus, & ena sidan, ir ett bra
larverktyg men & andra sidan dr den nuvarande generationen mer intresserad av digitala
medel. Detta leder till en mojligen ny fragestillning for vidare arbete: hur/pa vilka sitt kan
digitala larverktyg hjélpa elever forsta positionssystemet och talbaser?

Slutligen vill vi ndmna att vi kommit fram till viktiga utvecklingsmdjligheter hos oss som
larare gillande elevers svarigheter med talsystem och talbaser. Omrédet vi behandlat i studien
ar vasentligt, bade enligt kursplaner och ldroplaner, och bearbetas av elever fran tidigare
aldrar till senare. Vad vi under arbetets gédng forstatt ar att manga ytterligare problem, som
illustreras i kapitel sex, kan enklare 16sas om elever har en gedigen grund att sta pa gillande
positionssystemet och dess egenskaper. Om vi forlitar oss pa liromedel som liknar de som
analyserats ser vi att det finns brister, vilka kan ge farliga foljder for elever om de inte
behandlas. Exempel kunde vara historiska talbaser som, om eleven inte hinner behandla i
arskurs atta, kan missa helt innan gymnasiet. Léirare behdver anta en aktiv roll och
komplettera de omraden som saknas i litteraturen och fortydliga egenskaperna hos
positionssystem och talbaser.
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8.3 Slutsats

Denna studie har skapat en dverskadlig summering kring talbaser och talsystem. Detta har
gjorts genom att forst redovisa tre olika kategorier av talsystem for att sedan exemplifiera
dessa. Vidare har historiska perspektiv getts for att spegla hur talsystem och talbaser
utvecklats i1 olika delar av vérlden samt varfor talsystemet vi framst anviander idag har de
egenskaper det har. Dessutom har en historisk tillbakablick gjorts kring talsystem och talbaser
i svensk undervisning, tillsammans med en kortare kartliggning kring hur omradet skulle
kunna behandlas. Slutligen har problematik hos elever och undervisningssituationer getts
tillsammans med losningstaktiker och strategier. Mot denna bakgrund anser vi att
fragestéllningarna &r besvarade.

Fran svaren vi fatt pa véra fragestillningsfragor anser vi att talsystem och talbaser splelar en
betydelsefull roll i matematikundervisningen. Omradet 4r inte bara ett kunskapkrav i
styrdokument utan det bidrar dven till att utveckla elevernas formégor i vardags- och yrkesliv.
Undersokningen av ldroplaner och liromedel alarmerar ddremot brister. Laroplaner beskriver
inte nddvindigt innehall och kunskapsmal vissa yrken kréver och aktivt anvént ldromedel
mojliggor inte for elever att trana alla nddviandiga formagor. Forutom bristerna har elever
aven olika svarigheter i talsystem och talbaser. Att, som pedagog, vara medveten om dessa
svérigheter dr nddviandigt for att kunna anpassa undervisningen och hjalpa eleverna.

Utvecklingen av talsystem och talbaser fran det historiska perspektivet ger inspiration till den
livlinga bildningen hos eleverna. Dessutom berédttar historierna hur ménniskor, oavsett fran
vilka kuluter eller religioner, har bytt kunskaper, 16st probelm och vuxit tillsammans. I var
kaotiska vérld idag dir segregation och konflikt orsakar fordomar och separerar
minskligheten, dr det viktigare &n nagonsin att undervisa var historiska utveckling till
kommande generationer.
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